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"SUR LES BORNES DES FONCTIONS REELLES:

Par M. Steran Kempisry.

M. A. Denjoy avait étudié, dans son Mémoire : Sur quelques
propriétés des fonctions de variables réelles, les relations qui
existent entre les bornes alternativement itérées des fonctions en
un point et en particulier des fonctions ponctuellement disconti-
nues ('). Ses résultats étaient étendus, par M. H. Hahn, aux
fonctions définies dans un espace métrique (?).

Or plusieurs propriétés des bornes subsistent pour les bornes
généralisées qu’on obtient en négligeant les ensembles dénom-
brables, les ensembles de premiére catégorie ou bien les ensembles
de mesure nulle. D’autre part, les notions de la continuité approxi-
mative et de la prépondérance de continuité (*) nous conduisent
aux définitions de bornes dont Pitération fournit des résultats
analogues a ceux qui étaient obtenus par M. Denjoy.

Pour traiter ensemble tous ces divers cas, nous allons considérer
les fonctions définies dans un espace abstrait et nous allons définir
les bornes généralisées de ces fonctions en se servant de I’opération
fondamentale qui détermine l'intérieur d’un ensemble dans cet
espace. En interprétant convenablement 'opération fondamentale,
on pourra obtenir tous les genres de bornes qui viénnent d’étre
énumérés.

Nous donnerons les conditions suffisantes de chacune des rela-
tions entre les bornes en envisageant les propriétés de 'opération
fondamentale utilisées pour établir ces conditions. Ainsi, dans
chacun de nos théorémes, nous aurons affaire a un autre espace

. (') Bulletin de la Soc. math. de France, t. 33, 1905, p. 98.
(*) Theorie der reellen Funktionen, Berlin 1921, § 7, Kap. 3, p. 219. )
(®) A. Denjoy, Sur les fonctions dérivées sommables ( Bull. Soc. ‘math. de
France, t. A3, 1915, p. 165 et 183). .

'
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caractérisé par les propriétés correspondantes de l'opération
fondamentale (1)..

En étudiant les fonctions ponctuellement discoutinues, nous
établirons une condition nécessaire et suffisante sous la forme
d’une relation d’inégalité entre la borne inférieure de la borne
supérieure et la borne supérieure de la borne inférieure, tandis
que la condition de M. Denjoy concerne les bornes de ces bornes
itérées. ‘

Notre méthode générale permet aussi de traiter ensemble les
propriétés des différentes itérations allernées des bornes et d’étendre
les propriétés des fonctions continues et semi-continues aux classes
de fonctions définies au moyen des bornes itérées. En particulier
quelques-unes de ces propriétés peuvent étre appliquées aux fonc-
tions quasi continues qui interviennent dans 1’étude des fonctions
partiellement continues de plusieurs variables réelles (2).

En passant aux suites de fonctions, nous allons donner, a cété
des relations établies par M. Denjoy, quelques autres relations qui
impliquent non seulement le théoréme de M. Baire sur la discon-
tinuité ponctuelle de la limite d’une suite de fonctions continues,
mais encore un théoréme plus général d’aprés lequel la limite des
fonctions simultanément quasi continues est ponctuellement dis-
continue (?).

Pour simplifier les énoncés nous n’allons considérer d’abord que
les fonctions définies en tous points de I'espace et les bornes défi-
nies relativement a cet espace, car, en partant de l'opération fon-
damentale dans l'espace considéré, on peut toujours définir
convenablement une opération relativement a un ensemble de cet
espace pour l'appliquer ensuite aux bornes. En se servant des
bornes définies sur un ensemble parfait, nous allons montrer
qu’une fonction est de premiére classe de Baire au plus, quand
’ensemble de ses points de quasi-continuité est partout dense sur
tout ensemble parfait.

1. Définitions. — Considérons une fonction réelle f(x) définie

(') S. Keupisty, Sur les opérations de la topologie générale (Mathema-
tica, t. 10, p. 137). . ’

(?) S. Knupisty, Sur les fonctions quasi-continues (Fund. Math., t. 19, p. 184).

(%) Loc. cit., p. 193. ’
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aux points z d'un espace E, dans lequel une opération fondamen-
tale ¢ fait correspondre a tout ensemble A, contenu dans E, un
autre ensemble ¢ (A), de méme contenu dans E.

Nous dirons qu'un nombre My(f, @) est la borne supérieure
de genre ¢ de la fonction f(x) au point a. lorsque

My (f. a) = inf.E[a € oE[ f(x) <y]],
Y k4 .

c’est-a-dire loquue M (f, a) est la borne inférieure des nombres y
tels que @ est un point de l'intérieur de I'ensemble de points =
en lesquels f(z) <y.

Par exemple, quand E est un espace cartésien et ¢(A) est 'in-
térieur de A au sens commun, My (f, @) est la borne supérieure
ou maximum de f(z) au point a. Quand ¢(A) est la réunion de
'intérieur de A et de la partie isolée du complément E — A,
M, (f, a) est la plus grande limite de f(z) en a. Quand ¢(A)
désigne presque l'intérieur de A, c’est-a-dire 'intérieur en négli-
geant les ensembles de mesure nulle, Mo (f, @) est la borne supé-
rieure en négligeant.les ensembles de mesure nulle. Il en est
de méme des bornes supérieures en négligeant les ensembles
dénombrables ou les ensembles de premiére catégorie. Quand o (A)
désigne 'ensemble de points de densité (d’épaisseur) un de A,
M, (f, a) est la limite supérieure approximative ('). :

Dans tous les cas cités 'opération ¢ est non décroissante, c’est-
a-dire ¢(A) est contenu dans ¢(B), si A est contenu dans B,
quels que soient A et B.

Or, si ¢ est une opération non décroissante, la borne Mg (f, a)
est définie par la coupure dont le reste (la seconde classe)
est 'ensemble de nombres » pour lesquels @ est un point
de q;!;:[f(.t) <y]. Il est a remarquer que le nombre déterminé

.par cette coupure ne change pas quand on remplace I'inéga-
lité¢ f(z) <<y par la condition f(z)<y.
~ On définit la borne inférieure my(f. a) de genre ¢ en posant

me(f, a) =—Mg(—f, a).

Nous dirons qu’une fonction f(x) est semi-continue supérieu-

(') S. Keupisty, Sur les fonctions approximativement continues (Fund.
Math. t. 6, 1924).
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rement de genre ¢ au point a lorsque - .
| S(@)2Mo(f, a).

Pour qu’une fonction f(z) soit au point @ semi-continue supé-
rieurement de genre o, il faut et il suffit que @ soit un point de
I'ensemble E[ f(2) < b], b étant un nombre supérieur a f(a).

Une fonction f(.r)estsemi-continue iriférieurement de genre ¢
si — f est semi-continue supérieurement de genre ¢, donc st

f(a)ng(fx a)‘

Ainsi quand ¢(A) désigne l'intérieur de I'ensemble A, dans un
- espace cartésien, toute fonction semi-continue de genre ¢ est semi-
continue au sens de M. Baire et, quand ¢ (A) désigne la dérivée
de lintérieur de A, toute fonction semi-continue de genre cp est
quasi semi-continue.
En partant des bornes mg, et Mg, on peut former les bornes

itérées

momg, meMg, mgomegme, mq,.mq,M?,

moMgmg, meMgMg, MgMoMg, ...,

MoMg, Mgmg, MoMoMg, MeMgme,

MgmoMg, Mgmemg, mememyg, . ...,

et définir ensuite les fonctions semi-continues correspondantes.

2. Les bornes de genres conjugués. — Nous dirons qu’une opé-
ration ® est conjuguée a ¢ lorsque

®(A)=E —¢(E — A),

‘quel que soit 'ensemble A contenu dans I'espace E. Il est clair que
les opérations ¢ et ® sont mutuellement conjuguées.

Ainsi 'intérieur et la fermeture d’un ensemble dans un espace -
cartésien s'obtiennent par les opérations conjuguées.

Si @ est une opération norn décroissante, il en est de méme de
lopération conjuguée ® et

(1) me (f, a) = Mg(/, a).
En effet m¢ est définie par la coupnré composte du segment

Ey[a€PE(f(z)> y]
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et du reste ’
Ey[ae9E(f(z)<y).

Il résulte de ce théoréme qu’une fonction f qui n’est pas semi-
continue supérieurement de génre ¢ doit étre semi-continue de
genre P,

Considérons deux opérations ¢ et telles qu’on ait q;(A)C«.[;(A)( )
quel que soit ensemble A dans E. En vertu des définitions des
bornes, nous avons = '

(2) ' m(f,a) m,p(f,a), My(f; a) SMe(f, a).

Convenons de dire qu’une opération ¢ est inférieure,sig(A) CA,
quel que soit ACE.

Comme f(a) est en méme temps la borne inférieure et supé-
rieure de genre ¢, tel que ¢(A) = A, nous avons d’aprés (2), quelle
que soit 'opération inférieure ¢, les inégalités

me (f, a)gMQ(fx a).

Si ga(A) est 'ensemble de points = tels que » appartienne a
I'ensemble 9[A+(z)], l’opémnon 9o sera appelée complétée
de .

Comme o
Apo(A)Co(A) T po(A),

nous avons, d’aprés (2), les inégalités suivantes :
mq;(f,a)gm?.(f,a), Mo, (f, a)gM?(f, a).

Par exemple, quand ¢(A) est I'intérieur de A dans un espace
cartésien, ¢o(A) est 'intérieur complété par les points isolés du
complément E — A, et les bornes m,, et M, sont respectivement
la plus petite et la plus grande limite de f(z) au point =.

On déduit des inégalités établies que toute fonction semi-
continue inférieurement (supérieurement) de genre ¢ est semi-
continue inférieurement (supérieurement) de genre ¢,. Pour
voir que la réciproque est aussi vraie, prenons un nombre b supé-
rieur & f(a). Si f(x) est semi-continue supérieurement de genre §,,

(') C est le signe d’inclusion.
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le point a appartient aux ensembles
P Er[f(2) <b],  Ex[f(z)<<?],

donc a 'ensemble ¢E, [ f(z) <b].

Lorque ® est une opération conjuguée a ¢, I'opération ®° con-
Juguée a 'opération complétée ¢, sera appelée réduite de ®. Elle
peut étre définie par la propriété suivante : tout point z de l’en-
semble ®°(A) appartient a’ensemble ®[ A — (z)] et inversement.

Par exemple, si (A) est 'intérieur dans un espace cartésien,
D(A) est la fermeture de A et ®°(A) est la dérivée de A.

Comme
Do (A)C P(A)C Po(A)+A,

nous avons, d’aprés (2),
me,(fya)Sma(f,a), Ma(f, a)XMa,(f, a).

Lorque o est une opération non décroissante, ces inégalités se
réduisent aux précédentes.

Considérons maintenant les opérations $o et x¢¢ composées,
définies par les égalités

ve(A)=¢[o(A)],  xbe(A)=x[¥(e(A)].

Si ¢ est une opération non décroissante, il en est de méme des
opérations suivantes

09, @9, o909, Do, Pgp, 0o,
*P, ¢, PP, Po®, PP, 90d,
et de plus les opérations inscrites dans la méme colonne sont con-
juguées. .
En se servant des opérations composées, on peut transformer les

bornes itérées en bornes simples. Nous allons voir en effet qu’en
tout point a

(3) mymy(f,a) = myy(f, a), MMy (f, @) = Mgy (f, a),
quelles que soient les opérations non décroissantes ¢ et .
Il suffit de vérifier la premiére de ces égalités. Si b << mey( f, a),

a est un point de 'ensemble oy E,[f(z) > b], donc de I'ensemble
¢E;[my(f, )2 b]. Par suite nous avons

mymy(f,a)2b.
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Inversement, si
b < mgmy(f,a),

le point a appartient a ensemble ¢E,[ my(f, z) 2> b], donc a 'en~
semble ¢y E[f(z) > b], ce qui veut dire que

mq,q,(f, a)2b.

Notre table des bornes itérées” peut étre transformée, en vertu
des égalités (3) et (1), de maniére qu’elle ne contienne que les
bornes simples suivantes :

My, My, Mage, Mede, My, MPde,
med, Mmedp, Medd, Mded, MeddP, Mgpd-

Convenons de dire qu’une opération ¢ est récurrente dans
I'espace E si ¢¢(A)=¢(A), quel que soit 'ensemble A contenu
dans E. Par exemple, opération qui détermine l'intérieur ou
presque l'intérieur d'un ensemble dans un espace cartésien est
évidemment récurrente.

Quand ¢ est une opération récurrente, il en est de méme de
I'opération conjuguée ®, et la table des opérations composées se
réduit aux six opérations suivantes :

9 9P, 9@y,
o, by, God.

Lorsque ¢ est en méme temps non décroissante, inférieure et
récurrente, on a les inclusions :

@ (A)

9(A)C?¢?(A)CQ?(A)

CPe®(A)C®(A)
et les équivalences
P eR(A)=9®P(A), P9 Pe(A)=DPo(A)
Par suite, nous avons les relations suivantes pour les bornes

inférieures de genres ¢ quand ¢ est une opération non décrois-
sante, inférieure et récurrente :

my @ Smeag( <7 8 %) mare(f @) s mas )
mqﬂl’wl’(f, a)= mq‘b(f; a) m‘l’g‘lw(ffa) = myq(f, a),
Lxui. '

7
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ce qui peut étre écrit, en vertu des égalités (1) et (3), de la maniére
suivante :

~' mM
mo(f, @)= mgMymy(f, a)< meMe(/; @) _Mqu,Mq,(f,a)<M9(f,a)
Mg me(f, a)

myMg m?Mq,(f, a)=mg Mq,(f, a), MemuMymy(f, a)=Mgmg(f,a).

(4)

Ainsi, entre les bornes alternativement itérées de genre ¢, il existe
des relations analogues a celles qui ¢taient établies par M. Denjoy
pour les bornes alternativement itérées d’une fonction de variables
réelles ().

Notre table des bornes itérées, ainsi que celle de M. Denjoy, nc
contient pas les bornes mgymg et MyMg, car celles-ci sont respecti-
vement égales a m, et M, lorsque ¢ est une opération non décrois-
sante et récurrente. Cela veut dire que, dans ce cas, mg est une
fonction semi-continue inférieurement et Mg est une fonction semi-
continue supéneurcment de genre ¢.

D’ailleurs, pour qu’une borne my(f, x) soit semi-continue
inférieurement et pour que la borne My soit semi-continue supé-
rieurement de genre 9, il suffit que ¢ et § soient non décrois-
santes et qu'on ait

b (A) =¢(A),

mqu,(f, a) = M?\P(f’ a)= M\[l(fy a);
M?M'-l/(‘f! a)= M?'{J(f’ a)= M‘{/(f’ a).

puisque

Cela a lieu, par exemple, lorsque ¢(A) désigne l'intérieur et
¢ (A) presque 'intérieur ou I'intérieur en négligeant les ensembles
dénombrables (ou les ensembles de premiére catégorie) dans un
espace cartésien, puisque cet espace est séparable. En se servant
du lemme de M. Vitali sur le recouvrement des ensembles, on peut
montrer que cela a lieu aussi pour ¢(A) désignant I’ensemble des
points de densité 1 de A. Il en résulte que les bornes approximatives
sont semi-continues.

3. Les propriétés des bornes de genre ¢. — Pour étudier les
relations qui existent entre les bornes de fonctions inégales, nous

(') Loc. cit., p. 102.
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avons besoin encore d’une propriété des opérations sur les
ensembles.

Nous dirons qu'une opération ¢ est multiplicative dans E,
lorsque
?(A)9(B) =2 (AB),

quels que soient les ensembles A et B dans E, AB désignant I'inter-
section des ensembles A et B. Par exemple, I'opération déterminant
l'intérieur d’un ensemble est multiplicative. Il en est de méme de
I'opération déterminant I'’ensemble de points de densité 1.

Si ¢ est une opération non décroissante et multiplicative, opé-
ration @ conjuguée a ¢ vérifie 'inclusion

(%) ?(A) ®(B) CP(AB).

On déduit de la derniére inclusion, pour ¢ récurrente, l'in-
clusion

_ ®(AB),

(5) e ®(A)®e(B)C )

®p®(AB).

Supposons que ¢ est une opération non décroissante et multi-
plicative et qu’'on ait de plus ¢(E) =E. Si a est un point de
Uensemble 9E[f(x)< g(x)], on a

(6) my(f,a)Sme(g, @),  My(f, ;2 VMg(g, a).

En effet, si la seconde de ces inégalités n’a pas lieu, il existe un
nombre b tel que

Mo(g, a) < b < My(f, @) = ma(f, a).

Commie ¢ est une opération non décroissante, le point a appar-
tient aux ensembles o E[g () < b] et ®E[ f(x) 2 b]; donc, en vertu
de Pinclusion (35), a 'ensemble ®E[ g(x) < b< f(z)]. Mais a est
par hypothése un point de 'ensemble ¢ E;[ f(2)< g(z)], par suite
c’est un point de ®(o), d’aprés la méme inclusion (5). Or nous

avons
®(o)=E—¢(E)=0o0.

La premiére des inégalités (6) s’établit de la méme maniére.
I1 résulte des inégalités (6) que les fonctions max(f,, f,) et
min( f,, f2) sont semi-continues inférieurement (supérieurement)
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de genre ¢, si f,(z) et fa(z) sont semi-continues infériedrement
(supérieurement) de genre ¢ (*).

En s’appuyant sur l'inclusion (3'), on démontre, par le méme
raisonnement, qu’en un point a de l’ensemble oE,[f(x)<g(z)],
ona
(7) % Mq”'_lqa(faa)=m‘l>p(f;a)§m‘l>q>(5’, a)=Mgmy(g,a),

s m:pM:p(f’ a)=Mas(f,a)SMao(4,a) = meMq (8, @),

lorsque ¢ est une opération non décroissante, multiplicative et
récurrente et ¢(K) =E. :

Les inégalités (6) nous permettent de prouver qu’une fonction
partout semi-continue de genre ¢ satisfait a la condition

(8) mq,Mq,(f,a)qu,mq,(f,a)

quand ¢ est une opération non décroissante, inférieure et mul-
tiplicative.
En effet, en appliquant la seconde des inégalités (6 ) a la condition

M?(.,; a)gf(x),
mQM¢(f, a)gmq:(f: a).

mq,(f, )< Mymg(f, x),

nous avons

Mais, d’aprés (4),

‘ puisque ¢ est une opération inférieure.

Par un raisonnement analogue, on peut montrer qu'une fonc-
tion partout semi-continue de genre ®¢ satisfait a la condi-
tion (8), ¢ étant une opération non décroissante, inférieure et
multiplicative.

Remarquons que, si ¢ est de plus récurrente, la relation (8) est
équivalente, quel que soit ¢, a<hacune des égalités

vaq;(f, .z-) = mq:M;omqa(f, z), Mqam:p(f: x)= MvaMQ(f: z).

En effet, chacune de ces égalités entraine, d’aprés notre
table (4), la relation (8). Inversement il résulte de (8) et de (6)

que
My myuMo(f, ) S MMy mo(f, ).

(') Celaalieu pour ¢ non décroissante et multiplicative. La classe de fonctions
semi-continues inférieurement (supérieurement) de genre ¢ est donc dans ce cas
un anneau au sens de M. Sierpinski [Sur les anneaux de fonctions (Fundamenta
mathematice, t. 18, 1932)). ’ '
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Or, ¢ étant une opération récurrente et intérieure, nous avons
MgMgmo(f, ) = Mgmy(f, ) S MemoMy(f, 2).

Les bornes de genre ¢ d’une somme de deux fonctions de
jouissent des propriétés suivantes : si ¢ est une opération non
décroissante et multiplicative, nous avons

mq,(f,a)+mq,(g,m) §m¢(f+g,a)
§mq)(f» a)—+ Mqa(g;a)§Mcp(f+ &,a)SMg(f, a) + Mg(g, a).

Démontrons la derniére de ces inégalités. Quand elle n’a pas
lieu, il existe deux nombres b et ¢ tels que

M(f, a)<b, M(f,a)<c, b+c<M(f+ g, a).

L’opération ¢ étant non décroissante, a est un point commun
aux ensembles
eEL[f(2)<b], oEz[g(z)<b]

donc a appartient a I'ensemble ¢E,[f(z) + g(2) <b +c], car
@ est une opération multiplicative. Par suite nous avons

M(f+ & a)sb+e,

contrairement a ’hypothése.
Pour montrer qu’on ne peut pas avoir

Mo(f + &, a) < mg(f, a) + My(g, a),
choisissons les nombres b et ¢ de fagon qu’on ait
me(f,@)>b,  My(f,a)>c, My(f+g,a)<b+ec.
Le point a appartient'aux ensembles :
oEx[f(x)>6] et ®E  g(x)2¢]
Or, en vertu de I'inclusion (3), nous avons
PE[f(z) > b]PE[g(2)2¢] CPE(f+ £ > b+0),

donc a appartient a ce dernier ensemble et

b+c<M(f+g,a),

ce qui contredit I’hypothése.



Les autres inégalités s’obtiennent en remplacant les fonctions f;
& par les fonctions respectivement opposées — f et — g.

En particulier, en posant g(z)=c, on déduit du théoréme
établi que "

(9) \l?(f+c,a)=,'\/[;?(f,a)+c.

Il en résulte aussi que la somme de deux fonctions semi-conti-
nues supérieurement (inférieurement) de genre ¢ est elle-méme
semi-continue supérieurement (inférieurement) de genre o,
9 étant une opération non décroissante et multiplicative.

En particulier, quand ¢(A) est 'ensemble de points de densité 1
de A, on déduit de ce théoréme que la somme de deux fonctions
approximativement continues est une fonction approximativement
continue.

4. Les fonctions ponctuellement discontinues de genre ¢. —
Nous dirons qu’une fonction f(.r) est doublement semi-continue
de genre ¢, au point «, lorsqu’elle est en méme temps semi-continue
inférieurement etsupérieurement de genre ¢ en ce point, ¢’est-a-dire
lorsque

M. (f, @) S fla)Smy(f, a).

Quand Popération ¢ est non décroissante, pour que f(z) soit
doublement semi-continue de genre ¢, il faut et il suffit que, étant

donné
b < fla)<e,

@ soit un point commun aux ensembles
o [f(z)<ec] et oE[f(x)> b].

Quand ¢ est une opération mulplicative, le point @ appartient a
I'ensemble oE,[b<<f(a)<<c], et la fonction f est continue de
genre ¢ au point a. Mais en général une fonction doublement
semi-continue de genre ¢ n’est pas nécessairement continue de
genre ¢. Par exemple, quand ¢(A) est I'intérieur de 'ensemble A,
dans un espace carlésien, une fonction doublement semi-continue
de genre ®¢ n’est pas toujours continue de genre @¢. De méme, si
¢ (A) désigne 'ensemble de points en lesquels la densité inférieure
de A est supérieure a 1/2, une fonction doublement continue de
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genre ¢, c’est-a-dire une fonction a prépondérance de continuité,
n’est pas continue de genre ¢.
Lorsque ¢ est une opération non décroissante, inférieure et mul-
tiplicative, Pégalité

Sflay=my(f,a)=My(f,a)

est une condilion nécessaire et suffisante pour qu’uvne fonction f
soit continue de genre g, car, ¢ ¢tant une opération inféricure,
nous avons

my(fya)Sfla)SVMy(f, a).

Nous dirons qu’un ensemble A est partout dense de genre o

dans E, quand
d\)=E,

® désignant Popération conjugudée a o.

Une fonction sera appelée ponctuellement discontinue de
genre ¢, si Uensemble des points de semi-continuité double de
genre ¢ est partout dense de genre o.

Nous allons voir que toute fonction ponctuellement discontinue
de genre ¢ satisfait a la condition

(%) meMg (f, ) SMgmg(f, z),

st ¢ est une opération non décroissunte el multiplicative.

Cela résulte d’un théoréme général suivant : s/ ¢ est une opéra-
tion non décroissante et multiplicative, et si l’ensemble des
points de semi-continuité double de genre § est partout dense
de genre 9, on a partout

(10} meMy(f, z)SMymy(f, x).

En effet, soit @ un point ou cette inégalité n’a pas lieu. Choisis-
sons un nombre b tel qu’on ait

Mymy(f, @) < b < myMy(f,a).

Comme ¢ est une opération non décroissante, @ est un point
commun aux ensembles :

eEx[my(f, 2) < &),  oEx[My(f,2)>0b];
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donc a appartient a I’ensemble
?El‘[’"'k]l(.fy )< b< Mql(f’ z)},

puisque ¢ est multiplicative. Mais, par hypothése, I'ensemble des

points de semi-continuité double de genre ¢ est partout dense de

genre ¢, par suite
lDE-f[’n'!J(f’x)Zqu(fyz)]: E;

c’est-a-dire ’

e Eo[my(f, £) <My(f, )] = o.

Par conséquent le point a n’existe pas.

En particulier. en posant § = ¢, nous obtenons la relation (8').

Lorsque ¢ = ®¢, la relation (9) prend la forme

meMag(f, 2) SMymaq(f, z);
donc, si ¢ est une opération récurrente, nous avons encore la rela-
tion (8').
Considérons la différence wy(f, a) de la borne supérieure et de

la borne inférieure de genre ¢ de la fonction f*, définie de la
maniére suivante :

Si
f(x)=—°°) f'(x):’—l,
— o < f2) <+, ‘f.(z)=l+f[(j:'2¢)]’
J(z) =+ oo, S (z)y=1.

Ainsi nous avons
wp(f, r)= M(p(f'rx)_mqi(f.’x)'

La fonction wy(f, x) sera appelée oscillation de genre ¢ de la
fonction f au point z. L’oscillation wg est non négative quand ¢
est une opération inférieure. Lorsque ¢ est non décroissante,
récurrente et multiplicative, I'oscillation wy est une fonction supé-
rieurement semi-continue de genre ¢ par rapport a la variable ,
puisque My et — mg sont supérieurement semi-continues de
genre ¢.
Comme

mq,(f‘,x)—__—mq",(f,x), MQ(.fﬁix)"—"M;(f’x))

la fonction f et sa transformée f* ne peuvent étre qu’en méme
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temps inférieurement et supérieurement semi-continues de genre ¢.
Par suite, I'égalité
g (f,x)=o0

est nécessaire et suffisante pour que la fonction f soit doublement
semi-continue de genre ¢, si ¢ est une opération inférieure. Lorsque
de plus ¢ est multiplicative, cette égalité est une condition néces-
saire el suffisante de la continuité de genre ¢ de la fonction f.

Nous allons montrer que si ¢ est une opération inférieure et
récurrente et f(x) est une fonction ponctuellement discontinue
de genre 9, on a partout U'égalité

mgag(f, z) =o.

En effet, ¢ étant une opération inférieure, nous avons, par hypo-
thése,
PE,[wp(f,z)=0]=E

Alors, quel que soit ¢ positif, tout point x de I'espace E appar-
tient a 'ensemble

PEL[wo(f, ) = 0];
par suite il appartient, en vertu de la monotonie de ®, a I’ensemble
PE [we(f, z) < ¢].

On en déduit que
Mg ""?(f: z)<e,

quel que soit ¢ positif, donc
Mg wy(f, 2) = o.
Or, pour ¢ non décroissante, nous avons

M(bwq)(f, z)= mq)‘*’q»(f, z).

5. Les ensembles supports d’une fonction f(x). — Nous dirons
qu'un ensemble A est ouvert de genre ¢ dans E lorsque A est
contenu dans ¢(A). Un ensemble A est fermé de genre ¢ quand il
est le complément par rapport a E d’un ensemble ouvert de genre 9,
donc quand ®(A) est contenu dans A.

Si ¢ est une opératlon non décroissante et @ cst un point. de
I'ensemble ®(A), tout ensemble ouvert contenant le point @ con-
tient un point de 'ensemble A. La réciproque est vraie pour ¢ non
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décroissante et récurrente. Si ¢ est une opération inféricure,
ensemble ouvert est caractérisé par D'égalité A —=q(A) et
I'ensemble fermé de genre ¢ par I’égalité correspondante A = ® (A).

Il est aisé a voir que, si ¢ est une opération non décroissante, la
réunion des ensembles ouverts de genre ¢ est un enscmble de
genre ¢ el par suite 'intersection des ensembles fermés de genre ¢
est fermée de genre ¢. :

Considérons les ensembles supports -d’une fonction f(z). ¢’est-
a-dire les ensembles .

E [ fle) <b), Ex[f(2)$8], E«[f(z)>8), E.[f(x)26]

Il résulte de la définition d’une fonction  semi-continue de
genre ¢ que la semi-continuité supérieure de f est nécessaire et
suffisante pour que 'ensemble support E[ f(z) << b] soit ouvert de
genre o, donc pour que l'ensemble E[f(x)2>b] soit fermé de
genre 9.

Nous avons fait remarquer dans le Chapitre I qu’une fonction
supéricurement (inférieurement) semi-continue de genre ¢ est
aussi supérieurement (inférieurement) semi-continue de genre g,,
v, désignant une complétée de ¢. Par suite, lorsque f est supié-
rieurement semi-continue de genre ¢, 'ensemble E,.[ f(z) << b] est
ouvert de genre g,. D’ailleurs, en se servant de l'inclusion

A90(A)Ce(A)C 90(A),

on peul montrer que toul ensemble ouvert de genre o est ouvert
de genre complété @, et inversement.

Si ¢ est une opération non décroissante, inférieure, récurrente
et multiplicative, I'oscillation wy(f, =) est supérieurement semi-
continue de genre ¢ par rapport a z et par suite 'ensemble sup-
port E,[wo(f, z)<e) est ouvert de genre ¢, quel que soit ¢
positif.

Lorsque la fonction f est ponctuellement discontinue de genve ¢,
cet ensemble est de plus partout dense de genre o, ¢’est-a-dire

PE [wy(f,z)<e]=E.

- Pour voir si, réciproquement, la fonction f est ponctuellement
discontinue de genre ¢ quand cet ensemble est partoutl dense de
genre @, nous aurons besoin de nouvelles notions.
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Convenons de dire qu’un ensemble A est compact de genre o,
lorsque pour tout ensemble B qui est infini et contenu dans A,
I'ensemble ®°(B) est non vide. ®° désignant la réduite de 'opéra-
tion ® conjuguée a o.

I1 est facile de montrer que, ¢ élant une opération non décrois-
sante et A étant un ensemble compact de genre ¢, une suite non
décroissante d’ensembles fermés de genre ¢, coatenus dans A,
posséde un point commun.

Une opération ¢ est régulierement compacte, lorsqu’on peul
déterminer, pour tout point @ d’un ensemble ouvert G, un ensemble
ouvert A contenant le point @ compact de genre ¢, et tel que ®(A)
soit contenu dans G.

Supposons maintenant qu’on a

PE.[wy(f,x) <e]=E,

quel que soit ¢ positif. Soit G un ensemble ouvert de genre ¢ et a
“son point. Lorsque I'opération ¢ est réguliérement compacte, il
existe un ensemble A compact de genre ¢ et tel que ®(A) C G.

Désignons par A, Iensemble Er[mq,( fix) < -:-l] - Cet ensemble

est ouvert de genre ¢, si @ est une opération non décroissante,
inférieure, récurrente et multiplicative. Comme ¢ est réguliérement
compacte, on peut déterminer un ensemble ouvert B, tel qu'on
ait®(B,) < AA,. Ayant déterminé B, on déterminera un ensemble
ouvert B,,, de maniére qu’on ait ®(B,,,) C A, B,. L'opération ¢
étant récurrente, les ensembles ®(B,) sont fermés. Il existe donc
un point commun a de tous les ensembles ®(B, ). Or a est aussi
un point commun des ensembles A,, nous avons donc

ogws (2 < Ly
quel que soit n, par suite
we(f,z)=o.

Ainsi tout ensemble G ouvert de genre ¢. contenant a, contient
un point de ’ensemble

Ex[wq,(f, z)=o0].
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Par conséquent nous avons
L E,,,,.[w?(f, z)=o0]=E,

et la fonction f(z) est ponctuellement discontinue de genre ¢.
Nous avons ainsi démontré le théoréme inverse pour ¢ non
décroissante, inférieure, récurrente, multiplicative et réguliére-
ment compacte. Il en résulte que, si ¢ posséde toutes ces pro-
priétés, Uégalité
mouwe(f,z)=o0

est une condition nécessaire et suffisante de la discontinuité
ponctuelle de genre ¢ d'une fonction f(z) (*).

En effet nous avons prouvé, dans le Chapitre IV, que cette con-
dition est nécessaire. Pour voir que cette condition est suffisante,
il reste a remarquer que, quel que soit le nombre positif ¢, nous
avons en tout point a de E :

Mg uwy(f, z) = mguwo(f, z) <,

donc a est un point de 'ensemble ®E, [wo(f, ) <¢].

Le théoréme démontré nous permet d’établir une autre condition
nécessaire et suffisante de la discountinuité ponctuelle de genre ¢
d’une fonction f. Nous avons prouvé, dans le Chapitre IV, que la
relation (8') est nécessaire, si ¢ est une opération non décroissante
et multiplicative. En admettant que ¢ jouit de toutes les propriétés
utilisées dans le théoréme qui vient d’étre démontré¢, nous allons
montrer que cette relation suffit pour qu’une fonction f(z) soit
ponctuellement discontinue de genre ¢.

En effet, si f(z) n’est pas ponctuelement discontinue de genre o,
il existe un point @ ou

mouwy(f, ) >e¢> o0,
donc a est un point de I’ensemble A = ¢E[wg (f, ) > ¢].

L’opération ¢ étant non décroissante, récurrente et multiplica-
tive, nous avons, en vertu des relations (6) et (9),,

(11) myMo(f*, @) > meme(f*, @) + ¢ = me(f*,a) +«.

(') C’est une généralisation de la condition établie par M. Baire pour lesfonc-
tions ponctuellement discontinues.
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Or, par hypothése,

manqa(f’ z)< Mc;m@(f' z);
med (f, a)g”“l’v(fy a)

m;@(f’ a)s My (f, @)-

donc
et paf suite

Comme
meMo(f*, @) = mee(f*, a) = me@ (fy a),
Mgmo(f*, @) = mag(f*, a) = mye(f, @),

nous déduisons de I'inégalité (11) que
Mome(f*, @) > mo(f*,a) + ¢
Ainsi le point a appartient a 'ensemble
B =Ex[Memg(f*, ) > mo(f*, 2) + ¢1;

donc ¢(A) est contenu dans B, et I'opération 9 étant non décrois-
sante et récurrente, ¢ (A) est contenu aussi dans ¢(B).

Comme a est un point de ¢(B), nous pouvons appliquer encore
une fois les relations (6) a la derniére inégalité pour obtenir I'iné-
galité , _

Momo(f*, a) = MoMgmy(f*,a) > Momy(f*, a) + ¢,

qui est impossible pour ¢ > o.

Nous avons ainsi démontré le théoréme suivant : Si ¢ est une
opération non décroissante, récurrente, multiplicative et régu-
lierement compacte, la relation

meMo(f, ) SMomy(f, z)

est une condition nécessaire et suffisante de la discontinuité
ponctuelle de genre ¢ d'une fonction f(z) ('). '

Il en résulte qu’'une fonction ponctuellement discontinue de
genre ¢ est, en chaque point z, semi-continue inférieurement ou

(') Jai établi cette condition pour une fonction de variable réelle, dans une
communication au Premier Congrés des Mathématiciens de Pays Slaves, 4 Var-
sovie, en 1929 (Comptes rendus du Congrés. Sur les fonctions ponctuellement
discontinues, p. 275).
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supérieurement de genre ®¢ puisqu’on a
Sf(2)SMgmg(fyz)  ou  flx)2meMy(f, x).

Il en résulte aussi qu’une fonction f est ponctuellement discon-
tinue de genre ¢ quand I'ensemble des points de semi-continuité
double de genre ®¢ est partout dense de-genre ¢.

6. Les suites de fonctions. — Considérons une suite de fonc-
tions f,(z) qui tendent dans E vers une fonction f(z). Soit F(n, ¢)
I'ensemble de points z tels que | fu(x) — f(z)|2¢€ et soit

0(¢) =lj ®o[E — F(n, ).

n=1\

Lorsque ¢ est une opération non décroissante et récurrente,
’ensemble Q(¢) est fermé de genre ¢.

Il est facile de voir que, si ¢ est inférieure, récurrente et régu-
lierement compacte et ¢(E) =E, on a

e®[Q(s)] =0,

c’est-a-dire Uensemble Q) (¢) est non dense de genre o.
En effet, en vertu de la définition de 'ensemble Q(e), nous
avons '

o®[Q(e)]Co® Pg[E —F(n,¢)]=9Bo[E— F(n,e)],

puisque ¢ el par suite ® sont des opérations récurrentes. Donc, si
I'ensemble ¢®[Q(e)] n’est pas vide, il en est de méme de
I'ensemble o[ E — F(n, ¢)].

Comme ¢[E -— F(n, ¢)] est un ensemble ouvert et ¢ est une opé-
ration' réguliérement compacte, il existe un ensemble A ouvert,
réguliérement compact et contenu dans ¢{E — F(1,¢)] et il existe
aussi des ensembles B, ouverts, vérifiant les inclusions :

P(B)CA,  ®(Br)Cof[E—F(n,r¢)]

Soit @ un point commun des ensembles fermés ®(B,). Il appar-
tient a 'ensemble ¢[E — F(n, ¢)], donc a I'ensemble E — F(n, ),
car ¢ est une opération inférieure.

Par conséquent | f,,(a) — f(a) | > ¢, quel que soit I'indice n. Or
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la suite est convergente au point a. Nous avons donc démontré
que '

¢P[Q(e)] =o.

Lorsque ¢ est une opération non décroissante et récurrente,
et de plus les ensembles F(n, ¢) sont fermés de genre ®¢, tout
point n’appartenant pas & Uensemble Q(e) appartient & l'un
des ensembles 9F (n, ¢).

En effet nous avons, par hypothése;

e®[F(n,e)]CF(n,¢);
Q®[F(n, )] Coe®[F(n,)]Ce[F(n )]

donc

Par suite,

E—Q(e) = 9®[F(n, )] C Y oF (n,e).

n=1{

En particulier cela a lieu quand les fonctions f,(«) sont conti-
nues de genre ¢, puisque F(n, ¢), étant I'intersection des ensembles

Ex[| farp(2)—fa(2)|<6],

fermés de genre ¢, pour p=1, 2, 3, ..., est lui-méme fermé de
genre g, donc & fortiori fermé de genre ®¢.

L’ensemble F(n, t) est encore fermé de genre ®4, quand les
fonctions f,(x) sont simultanément continues de genre ®¢,
c’est-a-dire quand tout point a de E appartient & I’ensemble

B9EL[ba< fa(2) < cn;bp< fo(2) < cply

quels que soient les deux indices n et p et les nombres réels by,
Cny bpy cp vérifiant les inégalités :

bn<f(a)<cn, bp<f(a)<,c,,.

Aprés avoir fait ces remarques préliminaires, passons a I'étude
de bornes alternativement itérées des fonctions fn(z) et de leur
limite f(z).

Si ¢ est une opération non décroissante, inférieure et récurrente,
nous avons les relations

M
My (fn, ) < mgMgmeo(fan, ) < mo Mo/, 2) <M

moMy(fa, z)EM x),
 Mymg(fa, 2) < oo Melm DS Mgl 2
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et les relations analogues pour les limites vers lesquelles tendent
ces bornes quand I'indice » tend vers l'infini.

Pour établir les relations de grandeur entre ces limites et les
bornes de f(x), considérons I’ensemble

Q=,Q(s).

Comme l'ensemble défini Q(¢) ne décroit pas quand ¢ décroit
vers ZéI‘O, nous avons

-3 (3)

pP=1

donc Q est la réunion d’une suite d’ensembles non denses de
genre 9. Nous pouvons dire que ¢ est un ensemble de premiere
catégorie de genre ¢. _

Montrons que dans ’ensemble E— Q, donc dans le complé-
mentaire d’'un ensemble de premiére catégorie, on a

(12) mgMgmo(f, a)SlimmoMy(fn, a), limMeme(fr,a)SMemeMe(/; a),
n>wo : nye

st @ est une opération non décroissante, inférieure, récurrente,
multiplicative et régulierement compacte.

Ces inégalités ainsi que les inégalités (14) étaient établies par
M. Denjoy pour l'opération déterminant I'intérieur dans I'espace
cartésien (V).

I1 suffit de vérifier la premiére de ces inégalités. Soit n, un
nombre tel qu'on ait

(13) m?M¢(f,,,a)<li;n myMg(fa; @) + p
ny»e .
dés que n est supérieur a n,. Choisissons n de maniére qu’on ait
n > no, E_Q(‘)C?(D[F(ns‘)]

Lorsque le point a n’appartient }.)as a l’enser;jble Q(e), il appar-
tient 2 9 ®[F(n, ¢)], douc & fortiori a 'ensemble

PPEx[f(2)Sfn(z) + ]

(') Loc. cit., p.113-114.
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D’autre part, ¢ étant une opération non décroissante, mous

avons .
Mag(fr, a)= myMy(fn,a).;

donc a est un point de ’ensemble
PoEx[fu(2) < moMg(fn, @)+ p]-

Or, ¢ étant une opération non décroissante, récurrente et multi-
plicative, on a

(%) e ®(A)@2(B)C 9P (AB).
En posant ]
A=E:[f(z)Sfn(2)+¢], B=E,[fa(z)<mgMp(}n,a)+:],

on en déduit, en vertu de l'inégalité (13), que a est un point de
I’ensemble
PoPE[fi*) < lim moMy(fn,a)+ t+2p],
quel que soit p positif.
Par conséquent

meMomg(f, a)§’l.;u-|‘ meMg(fn,a) +¢,

lorsque a n’appartient pas a P'ensemble Q(e).

Cette inégalité a lieu quel que soit ¢ positif, lorsque a n’appar-
tient pas a 'ensemble Q. La premiére des inégalités (12) est ainsi
établie. .

Si Pensemble F(n, ¢) est fermé de genre ®¢ nous avons de
plus

(14)  moMy(f, @) <lim mgMq(fu, @),  lim Mgmo(fa, @) S Mgmo(f, @),

dans le complémentaire d’'un ensemble de premiére catégorie
de genre ¢.

En effet, d’aprés nos remarques faites au début de ce chapitre,
il existe un indice n > n, et tel que le point @ de E — Q(¢) appar-
tient a ’ensemble '

PEL[f(2)SSfn(2) + 5]

Or, ¢ étant une opération récurrente et multiplicative, on a

?(A) ®¢(B)C ®o(AB);
LXHI. » ) 8
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donc a est un point de Pensemble

PoEx[f(z) <lim moMo(f, @) + ¢ + 21|,
. n>ew

quel que soit p positif. Par suite nous avons

myMe(f, a) = Mae(f, a)§,}i?n:=mq,M¢(f,,, a)—+:.

Quand a n’appartient pas a I'ensemble Q, il n’appartient pas a
Q(e), quel que soit ¢; donc la derniére inégalité a lieu quel que
soit ¢, ce qui entraine la premiére des inégalités (14).

Lorsque U'ensemble F (n,¢) n’est pas fermé de genre ®¢. nous
n’avons que les relations

(15) ,ll;r?om? My me(fn, @) S mgMg(f, @), Mgmg(f, a)gll.i;r: MomgMo(far, a).

Pour le voir déterminons n, de maniére qu’on ait, pour n > n,.
MgmyMy(fn, @) < Jim MgmyMg(fo, @) + .
Soit n l'indice tel que a appartienne a 'ensemble
?‘I’E.r[f(-r) < fu(z)+ <]

Or, d’aprés la définition de la borne Myaq(f, a), égale, pour ¢
non décroissante, a MymeMg(f, a), le point a appartient a

I’ensemble
ePoE.[fu(x) < quan¢(f(l, z)—+pl

L’opération' ¢ élant non décroissante et multiplicative, nous
avons, quels que soient les ensembles A et B, I'inclusion

o Po(A)e®(B)C o ®(AB).
En posant

A =E[f(x) < falz)+ <], B= Ez[fn(-") < _MqamoMqa(fna z)+ unl,
nous en déduisons que @ est un point de I'ensemble
ePE[f(x) < lim MgmoMg(fa, @) +¢+ 2p),
ny>w
quel que soit . posiuf.
Par suite nous avons, pour le point @ de E — Q (¢), la relation

Mo my(f, @) = Moa (f, a) <"l_‘;“"‘ MgmoMo(fr, @) +¢.
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Lorsque a est un point de E — Q, cette inégalité a lieu quel que
soit ¢ positif; donc la seconde des inégalités (13) a licu. On en
déduit immédiatement la premiére de ces inégalités.

En particulier, quand les fonctions f,(z) sont continues de
genre ¢, c’esl-a-dire quand

fa(®) = my(fn, ) = muMymo(fr, x)
= muMq(fn, ) = Mgy (fn, £) = Mgm My( fu, ) = My(fa, ), .

nous avons dans 'ensemble E — Q(e), les inégalités
(16) Momy (f, ) — ¢ < f(2) < muMy(f, ) +e.

D’autre part, 'ensemble F(n, ¢) étant fermé de genre ¢, nous
avons, en tout point z de 'ensemble E — Q(¢),

(17) meMg(f, ) — e < f(x) < Memg(f, )+ ¢.
Comme I'ensemble Q(¢) est fermé de genre ¢ el ¢ est une opé-
ration inférieure,
¢[E—Q(e)] = E—Q(2).
Si a est un point de E — Q(¢), nous déduisons de (16) et (17),
en passant aux bornes supérieures, les inégalités
Mqamqa(fy a)—eg M:p(f: a)s Mcp’nq:M?(f: a)+ g,
MomoMy(f, @) — e SMy(f, @) SMomo(f, ) + =

Quand a est un point de P'ensemble E — Q, ces inégalités ont
lieu quel que soit le nombre positif ¢ et par suite

Sla)y=Mymy(f, a) = Mp(f, a) = MymoMy(f, @).
Un raisonnement analogue donne

S(z)=moMo(f, @) = mo(f,a) = msMomy(f, @)

donc a est un point de continuité de f(z).

Ainsi la limite d’'une suite convergente de fonctions conti-
nues de genre ¢ est une fonction ponctuellement continue de
genre g, lorsque o est une opération non décroissante, infé-
rieure, recurrente, multiplicative et regulzer ement compacte
et 9(E)=

Nous avons donc obtenu une généralisation du théoréme connu
da a M. Baire.

Lorsque les fonctions f,(z) sont simultanément continues de
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genre ®¢, on a
moMg( fu, ) S fu(2) S Momy(fr, ).
Comme tout point & de 'ensemble E — Q(e) appartient, dans ce
cas, a o[F(n, ¢)], nous avons

maMo(f, ) — S f(x)SMemy(f, 2) +¢.

Or il résulte d'un raisonnement fait a la fin du chapitre précé-
dent que la relation

mq,M‘P(f, x)—eSMomg(f, z)+¢

ayant lieu dans I'ensemble partout dense E — Q(e), la fonction
f(z) est ponctuellement discontinue.

Ainsi la limite d’une suite de fonctions simultanément semi-
continues de genre ®¢ est ponctuellement continue de genre o,
si o est une opération non décroissante, inférieure, récurrente,
multiplicative, régulierement compacte et si 'on a ¢(E) =E.

En particulier quand ¢ détermine P'intérieur d’un ensemble dans
un espace carlésien, ce théoréme se réduit au théoréme suivant :
ta limite des fonctions simultanément quasi continues est ponc-
tuellement discontinue (). :

Pour définir les bornes d’une
fonction f(x) relativement a un ensemble P contenu dans I’espace E,

7. La relativisation des bornes.

nous allons relativiser 'opération ¢ c’est-a-dire nous allons définir
une opération relative ¢, dans I'ensemble P de facon que tout
ensemble ouvert de genre gp dans P soit'intersection de’ensemble P
et d’un ensemble ouvert de genre ¢ dans E.

Soit ng(A) la réunion des ensembles ouverts de genre ¢, con-
tenus dans lensemble A. L’ensemble .ny(A) peut étre appelé
noyau de genre ¢ de 'ensemble A. Lorsque ¢ est une opération
non décroissante, le noyau de genrc ¢ est le plus grand des
ensembles ouverts de genre ¢, contenus dans A. L’opération cor-
respondante ng est non décroissante inférieure et récurrente, quelle
que soit 'opération ¢.

Posons, pour toul ensemble A contenu dans P,

op(A) = an)[A + (E—P)].

(') Sur les fonctions quasi continues, loc. cit., p. 194.
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L’opération gp est évidemment non décroissante, inférieure et
récurrente.

Lorsque o est elle-méme une opération non décroissante infé-
rieure et récurrente 'ensemble ¢ (A) jouit des propriétés suivantes

° Il contient tout ensemble ouvert de genre ¢ conlenu dans A.

2° Il est contenu dans A et il est ouvert de genre ¢.

Par suite ¢(A) est lui-méme le noyau de genre ¢ de ’ensemble A
et

op(A) = Png[A + (E — P)].
L’opération conjuguée a ¢p est, dans ce cas, définie par I'égalité
®p(A) = PD(A).

Lorsque ¢ est de plus multiplicative ou réguliérement compacte,
il en est de méme de 'opération relative ¢p.

Les bornes de genre »p dans P jouissent donc des propriétés
analogues a celles des bornes de genre ¢ dans E.

Comme l'opération ¢, ne dépend que de lopératlon o et de
I'ensemble P. nous dirons, pour simplifier le langage, que les
bornes mq, (f, #), My, (f, x) sont des bornes de genre ¢ de f(z)

ur lensemble P. De méme les fonctions semi-continues de
genre op seront appelées semi-continues de genre ¢ sur P.

En particulier, on peut supposer que I'ensemble P est parfait
de genre ¢, c'est-a-dire qu’on a ®°(P) = P, ®° étant la réduite de
I'opération ® conjuguée a 9.

Il est clair qu'une fonction semi-continue de genre ¢ sur E est
semi-continue de genre ¢ sur tout ensemble parfait de genre ¢. Par
suite, si @ est une opération non décroissante, inférieure, récur-
rente, multiplicative, réguliérement compacte et ¢(E)=E, la
limite f d’une suite de fonctions continues de genre ¢ dans E est
ponctuellement discontinue de genre ¢ dans E et par suite elle
salisfait a la relation

(18) m,\%M?P(f,x)gMCPPm?P(f,w),

quel que soit 'ensemble P parfait de genre o.

Pour montrer que la réciproque a lieu, on doit admetire que
I'opération ¢ jouit d’une propriété de plus.

Nous dirons qu’une opération ¢ est séparable quand il existe
une suite d’ensembles A, tels qu’on puisse déterminer, quel que

Se
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soit I'ensemble A et son point @, un indice n pour lequel 9(A,)
contient le point @ et est contenu dans 'ensemble ¢ (A).

En suivant un raisonnement connu da a M. Lebesgue et étendu
par M. Hahn (') aux espaces métriques parfaitement séparables
(au sens de M. Fréchet), nous pouvons démontrer le théoréme
suivanl : si ¢ est une opération non décroissante, multiplicative
et séparable et si tout ensemble non vide, P, parfait de genre o
contient un point de continuité de genre ¢ sur P d’une fonc-
tion f(x), cette fonction est la limite de fonctions de genre ¢
dans E, c’est-a-dire de premiére classe de genre ¢ dans E.

I suffit pour cela de modifier la définition des fonctions de pre-
miére classe a ¢ prés en un point . Nous dirons qu’une fonction
f(x) est de premiére classe de genre ¢ a € prés au point a, lors-
qu’il existe une fonction g (z) de premiére classe de genre ¢ telle
que a soit un point de I'ensemble

PE[|f(2) — g(x)|<e]).

Une fonction de premiére classe de genre ¢ a & prés en tout
point de E, est de premiére classe de genre ¢ & € prés dans E.

Pour montrer ensuite que la relation (18), étant vérifide quel que
soit I'ensemble P, parfait de genre ¢, caractérise une fonction de
premiére classe de genre ¢, il suffit de remarquer qu’une fonction
ponctuellement discontinue de genre 3, sur tout ensemble parfait
de genre ¢, posséde un point de continuité sur tout ensemble par-
fait de genre o si ¢ est une opération non décroissante, inférieure,
récurrente et telle que ¢ (E) = E.

En effet nous avons, par hypothése,

P = ®pE [wgp(f, ) = 0] = POE[wgy(f, ) = 0],
ce qui entraine Pinclusion
PC ‘I’E.r[wq:p(fy z)=o]
Donc, si P £ o, nous avons

. E-l‘[""q)p(fzx):o];éoy
puisque ®(0) =o. :

Or quand ¢ est une opération non décroissante, récurrente,
multiplicative et réguliérement compacte et quand une fonction

() H. HanN, Reelle Funktionen, Leipzig, 1932, p. 293 et 3o02.
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J(x) vénifie la condition (18), quel que soit P parfait de genre g,
cette fonction est ponctuellement discontinue de genre o sur tout
ensemble parfait de genre ¢, en vertu de la conclusion du Cha-
pitre V. Donc si ¢ est de plus séparable, toute fonction vérifiant la
condition (18), pour tout ensemble P parfait de genre ¢, est de
premiére classe de genre ¢.

Ainsi, pour qu’une fonction f(x) soit de premicre classe de
genre g, il faut et il suffit qu’elle satisfasse a la condition (18),
quel que soit Uensemble P parfait de genre ¢, o étant une opé-
ration non décroissante, récurrente, inférieure, multiplicative,
régulierement compacte, séparable et telle que ¢(E) =E.

Remarquons que la relation (18) peut étre remplacée par la rela-
tion équivalente

(19) Mg Mop (f, ) = Mgy Mopme, (f, 2).

Nous avons donc généralisé le théoréme principal du mémoire
cité de M. Denjoy. Ce théoréme a été étendu par M. Hahn aux
fonctions définies dans les espaces métriques séparables et « relativ-
vollstindig », c¢’est-a-dire formés par l'intersection des cnsembles
ouverls dans un ensemble complet ().

Notre espace E, étant caractérisé par une opération ¢ réguliére-
ment compacte et séparable, est équivalent a un espace métrique,
car il est régulier et parfaitement séparable, si ¢(A) désigne I'inté-
rieur de ensemble A dans cet espace. Mais les autres hypothéses
de notre théoréme différent de celles du théoreme de M. Hahn.

Le théoreme démontré peut étre appliqué aux fonctions conti-
nues de genre ®o. En effet, il résulte d’une proposition établie
dans le Chapitre 11 que la condition (18) ou (19) a lieu, pour ¢
non décroissante, inférieure, récurrente et multiplicative, quand la
fonction f(x) est doublement semi-continue de genre ®@¢, sur un
ensemble P parfait de genre o (*), donc a fortiori quand elle est

(1) Theorie der reellen Funktionen, 1921, p.220-221, théorémes II et 1I1.
(%) Car, ¢ ¢tant une opération inférieure ¢t multiplicative, nous avons
Gp9p(A) = PR {Po[A +(E—P)]}
= P®(P)®@g[A +(B—P)]= Pdg[A + (E—P)] = (e)p(A),

donc la fonction semi-continue de genre &, pp est en méme temps semi-continue
de genre (®g)p, c’est-d-dire de genre (®¢)p sur P.
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continue de genre ®¢ sur P. Par suite, si ¢ est une opération non
décroissante, inférieure, récurrente, multiplicative, réguliere-
mentcom pacte, séparable et 9 (E) =E, et si Pensemble des points
de continuité de genre ®g de f(x) est partout dense de genre ¢
. sur tout ensemble parfait de genre ¢, la fonction f(x) est de
premiére classe de genre ¢.

En particulier, lorsque ¢(A) désigne I'intérieur de I'ensemble A
dans un espace cartésien, nous avons le théoréme suivant : si
Uensemble des points de quasi-continuité d’'une fonction f(x)
est partout dense sur tout ensemble parfait, f(x) est une fonc-
tion de premiére classe de Baire, au plus.




