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SUR LES BORNES DES FONCTIONS RÉELLES :

PAR M. STEFAN KEMPISTY.

M. A. Denjoy avait étudié, dans son Mémoire : Sur quelques
propriétés des fonctions de variables réelles^ les relations qui
existent entre les bornes alternativement itérées des fonctions en
un point et en particulier des fonctions ponctuellement disconti-
nues ( ' ) . Ses résultats étaient étendus, par M. H. Hahn, aux
fonctions définies dans un espace métrique ( a ) .

Or plusieurs propriétés des bornes subsistent pour les bornes
généralisées qu'on obtient en négligeant les ensembles dénom*-
brables, les ensembles de première catégorie ou bien les ensembles
de mesure nulle. D'autre part, les notions de la continuité approxi-
mative et de la prépondérance de continuité (3) nous conduisent
aux définitions de bornes dont l'itération fournit des résultats
analogues à ceux qui étaient obtenus par M. Denjoy.

Pour traiter ensemble tous ces divers cas, nous allons considérer
les fonctions définies dans un espace abstrait et nous allons définir
les bornes généralisées de ces fonctions en se servant de l'opération
fondamentale qui détermine Pinte rieur d'un ensemble dans cet
espace. En interprétant convenablement l'opération fondamentale,
on pourra obtenir tous les genres de bornes qui viennent d'être
énumérés.

Nous donnerons les conditions suffisantes de chacune des rela-
tions entre les bornes en envisageant les propriétés de l'opération
fondamentale utilisées pour établir ces conditions. Ainsi, dans
chacun de nos théorèmes, nous aurons affaire à un autre espace

> ( 1 ) Bulletin de la Soc. m'ath. de France^ t. 33, 1905, p. 98.
(2) Théorie der reellen Funktionen^ Berlin 1 9 2 1 , § 7, Kâp. 3, p. 219.
(3) A. DBNJOY, Sur les fonctions dérivées sommables {Bull. Soc. math, de

France^ t. .43, 1915, p; i65 et i83).
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caractérisé par les propriétés correspondantes de l'opération
fondamentale (1).

En étudiant les fonctions ponctuellement discontinues, nous
établirons une condition nécessaire et suffisante sous la forme
d'une relation d'inégalité entre la borne inférieure de la borne
supérieure et la borne^ supérieure de la borne inférieure, tandis
que la condition de M. Denjoy concerne les bornes de ces bornes
itérées.

Notre méthode générale permet aussi de traiter ensemble les
propriétés des différentes itérations alternées des bornes et d'étendre
les propriétés des fonctions continues et semi-continues aux classes
de fonctions définies au moyen des bornes itérées. En particulier
quelques-unes de ces propriétés peuvent être appliquées aux fonc-
tions quasi continues qui interviennent dans l'étude des fonctions
partiellement continues de plusieurs variables réelles (2).

En passant aux suites de fonctions, nous allons donner, à côté
des relations établies par M. Denjoy, quelques autres relations qui
impliquent non seulement le théorème de M. Baire sur la discon-
tinuité ponctuelle de la limite d'une suite de fonctions continues,
mais encore un théorème plus général d'après lequel la limite des
fonctions simultanément quasi continues est ponctuellement dis-
continue (3).

Pour simplifier les énoncés nous n'allons considérer d'abord que
les fonctions définies en tous points de l'espace et les bornes défi-
nies relativement à cet espace, car, en partant de l'opération fon-
damentale dans l'espace considéré, on peut toujours définir
convenablement une opération relativement à un ensemble de cet
espace pour l'appliquer ensuite aux bornes. En se servant des
bornes définies sur un ensemble parfait, nous allons montrer
qu'une fonction est de première classe de Baire au plus, quand
l'ensemble de ses points de quasi-continuité est partout dense sur
tout ensemble parfait.

1. Définitions. — Considérons une fonction réelle/(a?) définie

(1 ) S. KEMPISTY, Sur les opérations de la topologie générale.( Mathema^
tica, t. 10, p. 137).

(l) S. K«MPiSTY,5Mr les fondions quasi-continues (Fund. Math., t. 19, p. 184 ).
(») Loc. cit., p. 193.
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aux points x d'un espace E, dans lequel une opération fondamen-
tale <p fait correspondre à tout ensemble A, contenu dans E, un
autre ensemble 9 (A), de même contenu dans E.

Nous dirons qu'un nombre M<p(/, a) est la borne supérieure
de genre y de la fonction f (x) au point a. lorsque

My(/ .a)=inf .E[a ç <?E[/(.r) <j-J-j,

c'est-à-dire lorsque M<p(/, a) est la borne inférieure des nombresy
tels que a est un point de l'intérieur de l'ensemble de points x
en lesquels f (x) -< y.

Par exemple, quand E est un espace cartésien et <p(A) est l'in-
térieur de A au sens commun. Mç(/, a) est la borne supérieure
ou maximum def(x) au point a. Quand ©(A) est la réunion de
l'intérieur de A et de la partie isolée du complément E — A,
Mç(/, a) est la plus grande limite de f(x) en a. Quand <p(A)
désigne presque l'intérieur de A, c'est-à-dire l'intérieur en négli-
geant les ensembles de mesure nulle, M(p(y, a) est la borne supé-
rieure en négligeant, les ensembles de mesure nulle. Il en est
de même des bornes supérieures en négligeant les ensembles
dénombrables ou tes ensembles de première catégorie. Quand <p(A)
désigne l'ensemble de points de densité (d'épaisseur) un de A,
My(/, a) est la limite supérieure approximative (* ).

Dans tous les cas cités l'opération 9 est non décroissante, c'est-
à-dire <p(A) est contenu dans <p(B), si A est contenu dans B.
cruels que soient A et B.

Or. si 9 est une opération non décroissante, la borne My(/,' a)
est définie par la coupure dont le reste (la seconde classe)
est l'ensemble de nombres y pour lesquels a est un point
de yE[/(J?) <<y]. Il est à remarquer que le nombre déterminé

. par cette coupure ne change pas quand on remplace l'inéga-
lité/(a*) <<y par la condition /( x )^y.

On définit la borne inférieure Wç(/. a) de genre çp en posant

^(f, a) =—My(—/, a).

Nous dirons qu'une fonction f( x) est semi-continue supèrieu-

( 1 ) S. KEMPISTY, Sur les fonctions approximativement continues (Fund.
Math,, t. 6, 1924).
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rement de genre 9 au point a lorsque

/(^)W/,a).

Pour qu'une fonction/(a?) soit au point a semi-continue supé-
rieurement de genre y, il faut et il suffit que a soit un point de
l'ensemble ÎL[f(x) << 6]. b étant un nombre supérieur ày(a).

x '' • • '•
Une fonction/(.r) est semi-continue inférieurement de genre q>

si —/ est semi-continue supérieurement de genre <py donc si

Aa)^m^(f,a).

Ainsi quand <p(A) désigne l'intérieur de l'ensemble A, dans un
espace cartésien, toute fonction semi-continue de genre 9 est semi-
continue au sens de M. Baire et, quand y (A) désigne la dérivée
de Finlérieur de A, toute fonction semi-continue de genre 9 est
quasi semi-continue.

En partant des bornes m^ et Mç. on peut former les bornes
itérées

m<pWç, m^M», Wm/yi^Wç, mmmmMm,
WçMçWy, /nçMyMy, MçM®M®, ...,

MqpM®, Mjo/yim, MmMqpMç, JM®M©/7i®,
Mç//iqpM®, Mm/^mWaiy /yimTîîm/yi®, , . . . ,

et définir ensuite les fonctions semi-continues correspondantes.

2. Lies bornes de genres conjugués. — Nous dirons qu'une opé-
ration <^ est conjuguée à 9 lorsque

^(A)=E-y(E--A) , ,

quel que soit l'ensemble A contenu dans l'espacé E. Il est clair que
les opérations y et <^ sont mutuellement conjuguées.

Ainsi l'intérieur et la fermeture d'un ensemble dans un espace
cartésien s'obtiennent par les opérations conjuguées.

Si <p est une opération non décroissante^ il en est de même de,
V opération conjuguée ^ et
(0 w^(/,a)== Mç(/,a).

En effet m^ est définie par la coupure composée du segment

E^.[a€<îŒ,(/(^)>y]
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et du reste

E^[aççE(/(^y|.

Il résulte de ce théorème qu'une fonction f qui n'est pas semi-
continue supérieurement de genre 9 doit être semi-continue de
genre 0.

Considérons deux opérations <p et ̂  telles qu'on ait y (A)<^ (A) (1 )
quel que soit l'ensemble A dans E. En vertu des définitions des
Bornes, nous avons

(2) wç(/,a)^w4,(/,a), M^(/,a)$Mç(/,a).

Convenons de dire qu'une opération 9 est inférieure, si y (A) <^ A,
quel que soit ACE.

Comme/(a) est en même temps la borne inférieure et supé-
rieure de genre 4^ tel que <^(A) == A, nous avons d'après (2), quelle
que soit l'opération inférieure 9, les inégalités

^y(/^)^M<p(/,a).

Si <po(A) est l'ensemble de points x tels que x appartienne à
l'ensemble flp[A4-(d?)], l'opération 90 sera appelée complétée
de ^.

Comme
Ayo(A)Cy(A)C?o(A),

nous avons, d'après (2), les inégalités suivantes :

^(/»a)^ ̂ •(/î û0» ^oGA a)^ ̂ (/ïa}'

Par exemple, quand 9 (A) est l'intérieur de A dans un espace
cartésien, <po(A) est l'intérieur complété par les points isolés du
complément E —A, et les bornes m^ et Mç^ sont respectivement
la plus petite et la plus grande limite def(x) au point a?.

On déduit des inégalités établies que toute fonction semi-
continue inférieurement (supérieurement) de genre <p est semi-
continue inférieurement (supérieurement) de genre <po. Pour
voir que la réciproque est aussi vraie, prenons un nombre b supé-
rieur à f(a). Sif(x) est semi-continue supérieurement de genre 90?

(1) C est le signe d'inclusion,
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le point a appartient aux ensembles

<poE,.[/(^<6], E.,[/(.r)<6],

donc à l'ensemble <pEa.[y(*r) << 6].
Lorque ̂  est une opération conjuguée à 9, Popération ̂  con-

juguée à Popération complétée 90 sera appelée réduite de ^. Elle
peut être définie par la propriété suivante : tout point x de Pen-
semble <Ï>°(A) appartient à Pensemble <D[A— (a*)] et inversement.

Par exemple, si 9 (A) est Pintérieur dans un espace cartésien,
<Ï>(A) est la fermeture de A et <1>°(A) est la dérivée de A.

Comme
$o (A) C ̂  (A) C 00 (A) -+- A»

nous avons, d'après (2),

^^oCA a) ̂  ̂ C/? a)? ^(/î »)^ M$o(/5 a)-

Lorque 9 est une opération non décroissante, ces inégalités se
réduisant aux précédentes.

Considérons maintenant les opérations ^9 et 5c4'? composées,
définies par les égalités

^(A)==.H9(A)], ^^(^-^[^(PWJ-

Si 9 est une opération non décroissante, il en est de même des
opérations suivantes

os, 0ç, 909, o$9, ^99, <Ï»<Î>9,
<Ï><I>, 9^», 4>4»<Ï>, 0o$, o^^», 90$,

et de plus les opérations inscrites dans la même colonne sont con-
juguées.

En se servant des opérations composées, on peut transformer les
bornes itérées en bornes simples. Nous allons voir en effet qu^e/i
tout point a
(3) ^9^(/, a) == m^(f, a), MyM^(/, a) = M<p^(/, a),

quelles que soient les opérations non décroissantes 9 et ̂ .
II suffit de vérifier la première de ces égalités. Si b << w<p^(/, a),

a est un point de Pensemble 9^E.r[/(*r) > 6], donc de Pensemble
9E^[m^(^/, ̂ )^6]. Par suite nous avon«

m^m^(f,a)^b.
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Inversement, si
&<wy/n^(/,a),

le point a appartient à l'ensemble <pEa;[m^(/, a*)^ &], donc à l'en-
semble (p<{/E[/(*r) ^> 6], ce qui veut dire que

w^(/,<a)^6.

Notre table des bornes itérée peut être transformée, en vertu
des égalités (3) et (i), de manière quelle ne contienne que les
bornes simples suivantes :

Wyp, w$<p, m^yç, my$y, w$^, m$<î>(p,
w$$, 77i(p$, /n<t»(t»$, /n$ç$, m^^y my<p$;

Convenons de dire qu'une opération <p est récurrente dans
Fespace E si yy(A) == 9(A), quel que soit l'ensemble A contenu
dans E. Par exemple, l'opération qui détermine l'intérieur ou
presque l'intérieur d'un ensemble dans un espace cartésien est
évidemment récurrente.

Quand <p est une opération récurrente, il en est de même de
l'opération conjuguée 0, et la table des opérations composées se
réduit aux six opérations suivantes ;

9, 9$, 9^9,
0, $9, $9^.

Lorsque 9 ^st en même temps non décroissante, inférieure et
récurrente, on a les inclusions

9 (A) C 9^ (A) C ̂ w C ̂  ? ̂  (A) C ̂ (A)<?9(A)

et les équivalences

9<Î>9^(A)==9<Ï»(A), <Ï»9<^9(A)==$9(A).

Par suite, nous avons les relations suivantes pour les bornes
inférieures de genres 9 quand 9 est une opération non décrois-
sante, inférieure et récurrente :

m^(f, a)^m^(f, a)^ m^ (/' a) ̂ m^(f, a)^m^(f, a),
w$ç(j,a;

Wy$9$(/, a) = wy$(/,a), m^^(f^a) = m^(f, a),
LXIII.

7
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ce qui peut être écrit, en vertu des égalités ( i) et (3), delà manière
suivante :

^ ^(/, <^)= ̂ M^(/, ^)^J^^M^^M^(/,a)^Mç(/,a),

WyMy/^Mç(/,a)==myMç(/,a), MçmyM^Wy(/, a) = M^m^ (/,«).

Ainsi, entre les bornes alternativement itérées de genre y, il existe
des relations analogues à celles qui étaient établies par M. Denjoy
pour les bornes alternativement itérées d'une fonction de variables
réelles ( ^ ).

Notre table des bornes itérées, ainsi que celle de M. Denjoy, ne
contient pas les bornes m^Wy et MyMç, car celles-ci sont respecti-
vement égales à m^ et Mç, lorsque 9 est une opération non décrois-
sante et récurrente.. Cela veut dire que, dans ce cas, Wy est une
fonction semi-continue intérieurement et Mç est une fonction semi-
continue supérieurement, de genre <p.

D'ailleurs, pour qu'une borne m^(/, x) soit semi-continue
inférieurement et pour que la borne M^ soit semi-continue supé-
rieurement de genre y, il suffit'que 9 et ^ soient non décrois-
santes et qu^on ait

9<KA)=+(A),
puisque

m^m^(f, a) = Mç^(/, a) = M^(/, a),
MyM.^(/, a) = My.^/, a) == M^(/, a).

Cela a lieu, par exemple, lorsque 9(A) désigne l'intérieur et
^ (A) presque l'intérieur ou l'intérieur en négligeant les ensembles
dénombrables (ou les ensembles de première catégorie) dans un
espace cartésien, puisque cet espace est séparable. En se servant
du lemme de M. Vitali sur le recouvrement des ensembles, on peut
montrer que cela a lieu aussi pour ^(A.) désignant l'ensemble des
points de densité i de A. Il en résulte que les bornes approximatives
sont semi-continues.

3. Les propriétés des bornes de genre <p. —Pour étudier les
relations qui existent entre les bornes de fonctions inégales, nous

(') Loc. cit.fp. ioa.
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avons besoin encore (Tune propriété des opérations sur les
ensembles.

Nous dirons qu'une opération <p est multiplicative dans E,
lorsque

< p ( A ) < p ( B ) = < p ( A B ) ,

quels que soient les ensembles A et B dans E, AB désignant l'inter-
section des ensembles A et B. Par exemple, l'opération déterminant
l'intérieur d'un ensemble est multiplicative. Il en est de même de
l'opération déterminant l'ensemble de points de densité i.

Si 9 est une opération non décroissante et multiplicative, l'opé-
ration 0 conjuguée à 9 vérifie l'inclusion

(5) ?(A)0(B)C^(AB).

On déduit de la dernière inclusion, pour 9 récurrente, l'in-
clusion

(y) ^^^^B,

Supposons que y est une opération non décroissante et multi-
plicative et qu'on ait de plus y(E) ==E. Si a est un point de
l'ensemble yE.r[/(.c)^^(a*)], on a

W ^(f, a) ̂  m^(g, a), My(/, a) ̂  Mç(^, a).

En effet, si la seconde de ces inégalités n'a pas lieu, il existe un
nombre b tel que

My(^, a) < b < My(/, a) = m$(/, a).

Gomme <p est une opération non décroissante, le point a appar-
tient aux ensembles <pE[^(.2-) <: b] et OE[/(*r)^è]; donc, en vertu
de l'inclusion (5), à l'ensemble ^E[gÇ^) < b^f(x)]. Mais a est
par hypothèse un point de l'ensemble ^x[f(x)^g{x)}, par suite
c'est un point de ^(o), d'après la même inclusion (5). Or nous
avons

<î»(o)= E — c ( E ) = o .

La première des inégalités (6) s'établit de la même manière.
Il résulte des inégalités (6) que les fonctions max(/^, /a) et

m'm(f^f^) sont semi-continues inférieurement (supérieurement)
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de genre 9, si f\(x) et fi^x) sont semi-continues inférieùreroent
(supérieurement) de genre y (1).

En s^appuyant sur rinclusion (5'), on démontre, parle même
raisonnement, qu^fi un point a de Uensemble ^x[f{x)^g{^)^
on a

[ M(p/n<p(/,a)=/n$y(/,a)^w^(^,a)=MyWç(^,a),
) m(pMy(/,a)= M^(/,a)^M$<p(^,a)= WyMy(^, a),

lorsque <p ̂  u/î  opération non décroissante^ multiplicative et
récurrente et <p(E) ===E.

Les inégalités (6) nous permettent de prouver c^une fonction
partout semi-continue de genre <p satisfait à la condition

(8) /nyMy(/ ,Œ)^My/yiy(/ ,a)

quand 9 ̂  M/Î^ opération non décroissante^ inférieure et mul-
tiplitative,

En effet, en appliquant la seconde des inégalités (6) à la condition

Mç(/,a)^/(.c),
nous avons

/HÇ My(/, a ) ^ Wç (/, a ).
Mais, diaprés (4 ),

^(/î a')^ ̂ ^(/î ^)f

puisque 9 est une opération inférieure.
Par un raisonnement analogue, on peut montrer qvi^une fonc-

tion partout semi-continue de genre <X>(p satisfait à la condi-
tion (8). <p étant une opération non décroissante, inférieure et
multiplicative.

Remarquons que, si 9 est de plus récurrente, la relation (8) est
équivalente, quel que soit <p, à^hacune des égalités

/nyMy(/, x) = /MyM^m<p(/, a-), My/ny(/, x) = MyWyM<p(/, .r).

En effet, chacune de ces égalités entraîne, d'après notre
table (4)î la relation (8). Inversement il résulte de (8) et de (6)
que

Mç m^ Mç (/, x ) ^ M ç Mm Wç (y, a* ).

( 1 ) Cela a lieu pour 9 non décroissante et multiplicative. La classe de fonctions
semi-continues inférieurement (supérieurement) de genre 9 est donc dans ce cas
un anneau au sens de M. Sierpinski [Sur les anneaux de fonctions (Fundamenta
mathematicœ^ t. 18, i<)32)].
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Or, 9 étant une opération récurrente et intérieure, nous avons

MçMçWy(/, x) = M^my(/, x)^ Mç/n^M^/, x).

Les bornes de genre 9 (Tune somme de deux fonctions de x
jouissent des propriétés suivantes : si 9 est une opération non
décroissante et multiplicative^ nous avons

^f^^m^g.x) ̂ ç(/-^,o0
ï ̂ (/, a) -h Mç(^, a) ̂  M^(/-+- ^, a) ̂  M^(/, a) -h My(^, a).

Démontrons la dernière de ces inégalités. Quand elle n'a pas
lieu, il existe deux nombres b et c tels que

M(/a )<6 , M(/ ,a)<c, 6^c<M(/ -h^ ,a ) .

L/opération <p étant non décroissante, a est un point commun
aux ensembles

9E,,i/0;)<6], oE.4^(.r)<6],

donc a appartient à Fensemble (fE^[f(x) -(- g { x ) < 6 -4- c], car
9 est une opération multiplicative. Par suite nous avons

M(/-4-^a)^-hc,

contrairement à Phypothèse.
Pour montrer qu^on ne peut pas avoir

Mç(/-+- ̂  û0 < ^<p(/, ût) -^ Mç(^, a),

choisissons les nombres 6 et c de façon qu^on ait

^(f,a)>b, My(/,a)>c, M<p(/-+-^,a)<6-hc.

Le point a appartient ̂ aux ensembles :

çE.4/(.r)>6] et ^E,[^(^)^c].

Or, en vertu de Pinclusion (5), nous avons

9E[/( .c)>6]$E[^(^)^c]C^E(/^-^>6-+-c),

donc a appartient à ce dernier ensemble et

6-^c<M(/-h^,a) ,

ce qui contredit l'hypothèse.

?•
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Les autres inégalités s'obtiennent en remplaçant les fonctions/;

g par les fonctions respectivement opposées —/et — g ,
En particulier, en posant g{x) = c, on déduit du théorème

établi que

(9) ^G/'-4- c^ ) = ̂ (.A a) -+- c-

II en résulte aussi que la somme de deux/onctions semi-conti-
nues supérieurement (inférieurement) de genre 9 est elle-même
semi-continue supérieurement (inférieurement) de genre 9,
y étant une opération non décroissante et multiplicative.

En particulier, quand 9 (A) est l'ensemble de points de densité i
de A, on déduit de ce théorème que la somme de deux fonctions
approximativement continues est une fonction approximativement
continue.

4. Les fonctions ponctuellement discontinue» de genre 9. —
Nous dirons qu'une fonction /(^') est doublement semi-continue
de genre 9, au point a, lorsqu'elle est en même temps semi-continue
inférieu rement et supérieurement de genre 9 en ce point, c'est-à-dire
lorsque

^W^)^/^)^^)-
Quand l'opération 9 est non décroissante, pour que /(^) soit

doublement semi-continue de genre 9, il faut et il suffit que, étant
donné

b<f(a)<c,

a soit un point commun aux ensembles

?E.,r/(.r)<c] et oR[f(x)>b].

Quand 9 est une opération muiplicative, le point a appartient à
l'ensemble oE^fc <f{a) << c], et la fonction/ est continue de
genre 9 au point a. Mais en général une fonction doublement
semi-continue de genre 9 n'est pas nécessairement continue de
genre 9. Par exemple, quand 9(A) est l'intérieur de l'ensemble A,
dans un espace cartésien, une fonction doublement semi-continue
de genre <^9 n'est pas toujours continue de genre ^9. De même, si
9 (A) désigne l'ensemble de points en lesquels la densité inférieure
de A est supérieure à 1/2, une fonction doublement continue de
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genre 9? c'est-à-dire une fonction à prépondérance de continuité,
n'est pas continue de genre 9.

Lorsque 9 est une opération non décroissante, inférieure et mul-
tiplicative, Pénalité

f ( a } = lïi^f, a ) = M^(/, a )

est une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction /
soit continue de genre 9, car, 9 étant une opération inférieure,
nous avons

/^(/^)^/^^^(/,^).

Nous dirons qu'un ensemble A est partout dense de genre Q
dans E, quand

< i > ( A ) = = E ,

^ désignant Popération conjuguée à 9.
Une fonction sera appelée ponctuellement discontinue de

genre 9, si l'ensemble des points de semi-continuité double de
genre 9 est partout dense de genre 9.

Nous allons voir que toute fonction ponctuellement discontinue
de genre 9 satisfait à la condition

(8') ^yMç(/, x) ̂  My/^(/, x\

si 9 est une opération non décroissante et multiplicative.
Cela résulte d'un théorème général suivant : si 9 est une opéra-

tion non décroissante et multiplicative^ et si l^ ensemble des
points de semi-continuité double de genre ^ est partout dense
de genre 9, on a partout

Ho) m^U(f, x)^M^m^(f, x).

En effet, soit a un point où cette inégalité n'a pas lieu. Choisis-
sons un nombre b tel qu'on ait

My/n^(y, a) < b < mm M^(f, a ).

Comme 9 est une opération non décroissante, a est un point
commun aux ensembles :

9E^[/^(/, x) < 6], 9E,,[M^(/, x) > b},
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donc a appartient à Pensemble

QE^[m^(f,x)< b< M^(/,a0],

puisque 9 est multiplicative. Mais, par hypothèse, l'ensemble des
points de semi-continuité double de genre 41 est partout dense de
genre 9, par suite

^E.4/n^(/, x ) ̂  M^(/, x)] = E,
c'est-à-dire

cpE,4w^(/, x ) < M^(/, .2-)] = o.

Par conséquent le pointa n^existe pas.
En particulier, en posant ^ = 9, nous obtenons la relation (8').
Lorsque 4' = ^9^ ^ relation (9) prend la forme

m^M^^(f,x)^M^m^(f,x)',

donc, si 9 est une opération récurrente, nous avons encore la rela-
tion (8').

Considérons la différence (»)ç(/, a) de la borne supérieure et de
la borne inférieure de genre 9 de la fonction/*, définie de la
manière suivante :
Si

/(.r)=-o), y*(^)=_i,

-,<y(,)<^ /^)=,/^>

/(,C)=+00, /*(^)==I.

Ainsi nous avons

^(/, ̂ ) = My(A ^) - ̂ (A •r)-
La fonction €»)<?(/, a?) sera appelée oscillation de genre 9 de la
fonction / au point x. L^oscillation (»)y est non négative quand 9
est une opération inférieure. Lorsque 9 est non décroissante,
récurrente et multiplicative, Poscillation &)y est une fonction supé-
rieurement semi-continue de genre 9 par rapport à la variable uC,
puisque Mç et — mm sont supérieurement semi-continues de
genre 9.

Comme
my(/*, x ) = m;(/, x), My(/% x) = M}(/, x\

la fonction / et sa transformée f ne peuvent être qu^en même
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temps inférieurement et supérieurement semi-continues de genre 9,
Par suite, l'égalité

^(f,^)=0

est nécessaire et suffisante pour que la fonction / soit doublement
semi-continue de genre 9, si 9 est une opération inférieure. Lorsque
de plus 9 est multiplicative, cette égalité est une condition néces-
saire et suffisante de la continuité de genre 9 de la fonction/.

Nous allons montrer que si 9 est une opération inférieure et
récurrente etf{x) est une fonction ponctuellement discontinue
de genre 9, on a partout F égalité

m^(/,;r)=o.

En effet, 9 étant une opération inférieure, nous avons, par hypo-
thèse,

$E.^[(Oy(/,.r)==o]=E.

Alors, quel que soit e positif, tout point x de l'espace E appar-
tient à l'ensemble

^E^[(Oy(/,^)==:oJ;

par suite il appartient, en vertu de la monotonie de <^, à l'ensemble

<ÎŒ[coy(/,.r)< e].
On en déduit que

M$coy(/,.r)^e,

quel que soit e positif, donc

M^t0y(/,.r)==o.

Or, pour 9 non décroissante, nous avons

M$tùy(/, x) = /n<pcoy(/, x).

5. Les ensembles supports d'une fonction /(^). — Nous dirons
qu'un ensemble A est ouvert de genre 9 dans E lorsque A est
contenu dans 9(A). Un ensemble Aest fermé de genre ̂  quand il
est le complément par rapport à E d'un ensemble ouvert de genre 9,
donc quand ^(A) est contenu dans A.

Si 9 est une opération non décroissante et a est un point de
l'ensemble ^(A), tout ensemble ouvert contenant le point a con-
tient un point de l'ensemble A. La réciproque est vraie pour 9 non
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décroissante et récurrente. Si 9 est une opération inférieure,
l'ensemble ouvert est caractérisé par l'égalité A = 9 (A) et
l'ensemble terme de genre 9 par Inégalité correspondante A = ̂ (A).

Il est «usé à voir que, si 9 est une opération non décroissante, la
réunion des ensembles ouverts de genre y est un ensemble de
genre 9 et par suite l'intersection des ensembles fermés de genre 9
est fermée de genre <p.

Considérons les ensembles supports -d^-une fonction/^), c'est-
à-dire les ensembles

E,|/^)<^ E,[/(^6], E4/(.r)>6], E,[/(.r)^|.

Il résulte de la définition d^une fonction semi-continue de
genre 9 que la semi-continuité supérieure de f est nécessaire et
suffisante pour que l'ensemble support E[/(a?) << b] soil ouvert de
genre 9, donc pour que l'ensemble E[/(.2*)^6] soil fermé de
^enre 9.

Nous avons fait remarquer dans le Chapitre II qu^une fonction
supérieurement (intérieurement) semi-continue de genre 9 est
aussi supérieurement (intérieurement) semi-continue do genre 90,
90 désignant une complétée de 9. Par suite, lorsque/est supé-
rieurement semi-continue de genre 9, l'ensemble Er[/(;r) << b] osl
onvcri do genre 90. D'ailleurs, en se servant de l'inclusion

A9o(A)C?(A)C?o(A),

on peut montrer que tout ensemble ouvert de genre 9 est ouvert
de genre complété <po et inversement.

Si 9 est une opération non décroissante, inférieure, récurrente
et multiplicative, l'oscillation h)ç(/î ^) est supérieurement semi-
continue de genre 9 par rapport à x et par suite l'ensemble sup-
port E./,.[coy(/, x)<ie) est ouvert de genre 9, quel que soit E.
positif.

Lorsque la fonction/ est ponctuellement discontinue de genre 9,
cet ensemble est de plus partout dense de genre 9, c'est-à-dire

<I»E^[œ<p(/ , .c)<£]=E.

Pour voir si, réciproquement, la fonction/est ponctuellement
discontinue de genre 9 quand cet ensemble est partout dense de
genre 9, nous aurons besoin de nouvelles notions.
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Convenons de dire qu'un ensemble A est compact de genre 9.
lorsque pour tout ensemble B qui est infini et contenu dans A.
l'ensemble <D°(B) est non vide. <Ï10 désignant la réduite de l'opéra-
tion <^ conjuguée à 9.

II est facile de montrer que, <p étant une opération non décrois-
sante et A étant un ensemble compact de genre 9, une suite non
décroissante d'ensembles fermés de genre 9, contenus dans A,
possède un point commun.

Une opération 9 est régulièrement compacte, lorsqu'on peut
déterminer, pour tout point a d'un ensemble ouvert G. un ensemble
ouvert A contenant le point a compact de genre 9, et tel que ^(A)
soit contenu dans G.

Supposons maintenant qu'on a

<î>E.4(^(/,^)<e]=E,

quel que soit £ positif. Soit G un ensemble ouvert de genre y et a
son point. Lorsque l'opération <p est régulièrement compacte, il
existe un ensemble A compact de genre <p et tel que ^(A)<^G.

Désignons par An l'ensemble Ejp û^(/. -^) < ï- • Cet ensemble

est ouvert de genre 9, si 9 est une opération non décroissante,
inférieure, récurrente et multiplicative. Comme 9 est régulièrement
compacte, on peut déterminer un ensemble ouvert B< tel qu'on
ait <Ï>(B^ ) C; AA<. Ayant déterminé Bn on déterminera un ensemble
ouvert Bn^ de manière qu'on ait <^(B/,^ ) C A,, B,,. L'opération 9
étant récurrente, les ensembles ^(B^) sont fermés. Il existe donc
un point commun a de tous les ensembles <Ï»(B,t). Or a est aussi
un point commun des ensembles A^, nous avons donc

0^t0(?(/, X) < -»

quel que soit 71, par suite

tùy(/,.r)= o.

Ainsi tout ensemble G ouvert de genre 9. contenant a, contient
un point de l'ensemble

E^[a)ç(/,^)=o].
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Par conséquent nous avons

$E.^[^(/,.r)=o]=E,

et la fonction f(x) est ponctuellement discontinue de genre 9.
Nous avons ainsi démontré le théorème inverse pour <p non

décroissante, inférieure, récurrente, multiplicative et régulière-
ment compacte. Il en résulte que, si cp possède toutes ces pro-
priétés^ V égalité

Wç(Uç(/, X) •==. 0

est une condition nécessaire et suffisante de la discontinuité
ponctuelle de genre 9 d'une fonction f {x) (1).

En effet nous avons prouvé, dans le Chapitre IV, que cette con-
dition est nécessaire. Pour voir que cette condition est suffisante,
il reste à remarquer que, quel que soit le nombre positif e, nous
avons en tout point a de E :

M$to^(/, x) == mçœ^(/, x) < e,

donc a est un point de F ensemble 4^Ea;[<»>ç(/, x) < s].
Le théorème démontré nous permet d^établir une autre condition

nécessaire et suffisante de la discontinuité ponctuelle de genre y
d'une fonction /. Nous avons prouvé, dans le Chapitre IV, que la
relation (8') est nécessaire, si y est une opération non décroissante
et multiplicative. En admettant que y jouit de toutes les propriétés
utilisées dans le théorème qui vient d^être démontré, nous allons
montrer que cette relation suffit pour qu^une fonction f(x) soit
ponctuellement discontinue de genre y.

En effet, sif(x) n^est pas ponctuellement discontinue de genre y,.
il existe un point a où

/yiyt0ç(/, x) > e > o,

donc a est un point de Pensemble A == yE[û>)m(/, x) > e].
L/opération y étant non décroissante, récurrente et multiplica-

tive, nous avons, en vertu des relations (6) et (9),,

( i l ) WçMç(/*,a)> /nym<p(/*,a)-4-e= Wç(/*, a) -+- e.

(1) C'est une généralisation de la condition établie par M. Baire pour les fonc-
tions ponctuellement discontinues.
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Or, par hypothèse,

w<pMy(/, x)^M^m^(f. x)\

m^(f, a) ̂  w$y(/, a)

Wy$ (/, a) ̂  m^y (/, a).

donc

et par suite

Comme
WçM<p(/*, a) == mç$(/*, a) = Wç$ (/, a),

My/nç(/*, a) = w$y(/*, a) = /n^y(/, a),

nous déduisons de Pinégalité (i i) que

M(p/nç(/*, a) > /nç(/*, a) -h e.

Ainsi le point a appartient à l'ensemble

B = E^[My/ny(/*, .r) > mç(/*, .r) -+- ̂

donc cp (A) est contenu dans B, et Popération 9 étant non décrois-
sante et récurrente, <p(A) est contenu aussi dans <p(B).

Comme a est un point de 9(B), nous pouvons appliquer encore
une fois les relations (6) à la dernière inégalité pour obtenir Piné-
galité

M<p/n,p(/*, a) = MyMy7n<p(/*, a) > My/nç(/*, a) -h e,

qui est impossible pour e > o.
Nous avons ainsi démontré le théorème suivant : Si 9 est une

opération non décroissante^ récurrente^ multiplicative et régu-
lièrement compacte, la relation

m^My(f, a?)^MyWy(/,.r)

est une condition nécessaire et suffisante de la discontinuité
ponctuelle de genre 9 cT une fonction f{x) (<).
Il en résulte qu^une fonction ponctuellement discontinue de

genre 9 est, en chaque point a*, semi-continue inférieurement ou

(l) J'ai établi cette condition pour une fonction de variable réelle, dans une
communication au Premier Congrès des Mathématiciens de Pays Slaves, à Var-
sovie, en 1929 (Comptes rendus du Congrès. Sur les fonctions ponctuellement
discontinues, p. 270).
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supérieurement de genre ^9 puisqu'on a .

f(x)^ M^ç(/, x) ou /(-c)^çMç(/, .r).

Il en résulte aussi qu'une fonction y est ponctuellement discon-
tinue de genre 9 quand l'ensemble des points de semi-continuité
double de genre ^9 est partout dense de genre 9.

6. Les suites de fonctions. — Considérons une suite de fonc-
tions ̂ (.c) qui tendent dans E vers une fonction f(x). Soit F(^i, s)
rensemble de points x tels que \fn(^) —./X127))^6 el solt

Q(E)==JJ$? [E-F(^£) ] .

Lorsque 9 est une opération non décroissante et récurrente,
l'ensemble Q(e) est fermé de genre 9.
Il est facile de voir que, si 9 est inférieure^ récurrente et régu-

lièrement compacte et 9(E) == E, on a

Ç < D [ Q ( £ ) ] = 0 ,

c est-à-dire V ensemble Q(e) est non dense de genre 9.
En effet, en vertu de la définition de l'ensemble Q(£)? nous

avons
? ( î* [Q( £ )^Cç^ < t ï G [E-F( /^ ,£ ) ]=909[E-F(^£) ] ,

puisque 9 et par suite ^ sont des opérations récurrentes. Donc, si
l'ensemble 9<^[Q(e)] n'est pas vide, il en est de même de
l'ensemble 9[E — F(/i, e)].

Gomme 9[E — F(/i, s)] est un ensemble ouvert et 9 est une opé-
ration régulièrement compacte, il existe un ensemble A ouvert,
régulièrement compact et contenu dans 9 [E—F( i ,e)] et il existe
aussi des ensembles B^ ouverts, vérifiant les inclusions :

4>(B,)CA, ^(B^)C?[E~F(/i,î)].

Soit a un point commun des ensembles fermés ^(B^). Il appar-
tient à l'ensemble 9[E — F(/i, e)], donc à l'ensemble E — F(n. e),
car 9 est une opération inférieure.

Par conséquent [ fn(d} —/(a) | > ^ q"^ que soit l'indice n. Or
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la suite est convergente au point a. Nous avons donc démontré
que

Ç<Ï>[Q(E)]==0.

Lorsque 9 est une opération non décroissante et récurrente,
et de plus les ensembles F(/i, e) sont fermés de genre ^9, tout
point ^appartenant pas à F ensemble Q(e) appartient à Vun
des ensembles <pF(7i, e).

En effet nous avons, par hypothèse,

ç0[F(,i,6)]CF(^)î
donc

90[F(n,e)]C??^[F(n,e)]C?[F(v)].

Par suite,
00 OC

E-Q(e)=^9<l>[F(/»,e)]C^?F(7»,.) .
/l==l /l==l

En particulier cela a lieu quand les fonc lions fn(^) sont conti-
nues de genre 9, puisque F(/i, e), étant rintersection des ensembles

^{\fn^p(x)-fn(x)\^},

fermés de genre 9, pour p == i, 2, 3, ..., est lui-même fermé de
genre 9, donc à fortiori fermé de genre ^9.

L/ensemble F(n, e) est encore fermé de genre ^9, quand les
fonctions fn(^) sont simultanément continues de genre ^9,
c'est-à-dire quand tout point a de E appartient à Fensemble

^^[bn<fn(x) < Cn',-bp<fp(x} < C^,

quels que soient les deux indices n et p et les nombres réels 6n,
Cn, bp^ Cp vérifiant les inégalités :

bn<f(a)<cn, bp<f(a)<cp.

Après avoir fait ces remarques préliminaires, passons à Fétude
de bornes alternativement itérées des fonctions fn{x) et de leur
limite/(a*).

Si 9 est une opération non décroissante, inférieure et récurrente,
nous avons les relations

^(/^ ̂ ) ̂  rn^m^n, x)<^ wyMy(/lî x) ̂  M^m^(fn, ̂ ^(fn,x),My/n^yn, x)
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et les relations analogues pour les limites vers lesquelles tendent
ces bornes quand l'indice n tend vers rinfini.

Pour établir les relations de grandeur entre ces limites et les
bornes de/(a*), considérons l'ensemble

Q=^Q(c).

Comme Fensemble défini Q(î) ne décroît pas quand e décroît
vers zéro, nous avons

<»É<^
/»==!

donc Q est la réunion d'une suite d'ensembles non denses de
genre 9. Nous pouvons dire que y est un ensemble de première
catégorie de genre <p.

Montrons que dans l'ensemble E—Q, donc dans le complé-
mentaire d'un ensemble de première catégorie, on a

< i 2 ) myMyWy(/,a)^limwyMç(/^,a), limMçWy(/n,a)^M<pW^Mç(/, a),
/2->-«e ' n->-«o

si (p est une opération non décroissante^ inférieure^ récurrente^
multiplicative et régulièrement compacte.

Ces inégalités ainsi que les inégalités (i4) étaient établies par
M. Denjoy pour Pope ration déterminant l'intérieur dans l'espace
cartésien (1).

Il suffit de vérifier la première de ces inégalités. Soit n^ un
nombre tel qu'on ait

<i3) WyMç(/^,a)<l imwyMy(/n,a)-+-(JL
n>-<

dès que n est supérieur à no. Choisissons n de manière qu'on ait

7i>no, E-Q(£)C?^[F(^)].

Lorsque le point a n'appartient pas à l'ensemble Q(<)? il appar-
tient à cp^[F(/i, e)], donc à fortiori à Fensemble

ç<ÏŒ,[/(^/^)^c].

< 1 ) Loc. cit.^ p.n3-n4.
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D'autre part, 9 étant une opération non décroissante, nous

avons
M^(/^,a)==/nyM<p(/n,a). ;

donc a est un point de Pensemble

^oE^[fn(x) < m^(fn, <) -+- y.].

Or, y étant une opéra don non décroissante, récurrente et multi-
plicative, on a

(5') çe»(A)$9(B)C:$9$(AB).

En posant

A == E,.[/0)^/n(.r) -t-E], B = E^[fn(x) < m<pMy(/^, a) -»- e],

on en déduit, en vertu de Pinégalité (i3), que a est un point de
l'ensemble

090Ea,[/t^)<limm<pMy(/n,a)-+- t-h2^],
n->-<»

quel que soit p positif.
Par conséquent

myM<pWy(/,a)^limwyMy(/»,a)-<- t,
n-̂  •e

lorsque a ^appartient pas à l^ensemble Q(e).
Cette inégalité a lieu quel que soit e positif, lorsque a n^appar-

tient pas à Pensemble Q» La première des inégalités (12) est ainsi
établie.

Si ^ensemble F(n, e) est fermé de genre ^9 nous avons de
plus

(i4) /nçMy(/*,a)^lim w^My(/n,a), lim M<p/n<p(/n, a)^M^m^(f, a),

dans le complémentaire d'un ensemble de première catégorie
de genre 9.

En effet, diaprés nos remarques faites au début de ce chapitre,
il existe un indice n >> n^ et tel que le point a de E — Q(s) appar-
tient à Pensemble

?E.r[/(^/n(^)^].

Or, 9 étant une opération récurrente et multiplicative, on a

ç(A)<î»9(B)C^ç(AB);
LIlll. 8
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donc a est un point de l'ensemble

^?E.^[/(.c) < liœ WçMç(/, a)-h e-+--2^ |,

quel que soit p. positif. Par suite nous avons

myM^(/, a) == M^y(/, a)^lun WçMy(/^, a) -4- c.
n ̂  K

Quand a n'appartient pas à l'ensemble Q, il n'appartient pas à
Q(e), quel que soit £ ; donc la dernière inégalité a lieu quel que
soit e, ce qui entraîne la première des inégalités (i4).

Lorsque l'ensemble F(n, e) n'est pas fermé de genre <Pcp, nous
bavons que les relations

(I5) h^mmyM<PW<P(r/»^)^wçM<p(/»a). Mçmy(/',a)^limMyWçMy(/^ff).

Pour le voir déterminons no de manière qu'on ait, pour n >> n^.

MymyMç(/^ a) < lim MyWçMy(/^, a) -4- ^L.

Soil n l'indice tel que a appartienne à l'ensemble

?0E.4/(.r)</,,(^)+£).

Or, d'après la définition de la borne My$y(/, a), égale, pour 9
non décroissante, à Mçm^M<p(/, a), le point a appartient à
l'ensemble

?<Ï>?E.4//,(.r) < M^My(/^, x) -+- ÎJL].

L'opération cp étant non décroissante et multiplicative, nous
avons, quels que soient-les ensembles A et B, l'inclusion

?^?(A)9^(B)C:?^(AB).
Ln posant

A =^[f{x)<fn(x ) -+-£] , H==E.r[/.(.r)<MyWyM<p(/^,^)-4-^],

nous en déduisons que a est un point de l'ensemble

ç0E[/(.r) < lim MçmyMy(/n,a)-i-e •+• 2;jL),

quel que soit p. positif.
Par suite nous avons, pour le point a de E — Q(e), la relation

MçWç(/, a) = My$(/, a) < lim Mçm<pMç(/», a) -+- £.y*'^ i1
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Lorsque a est un point de E — Q, cette inégalité a lieu quel que
soit e positif ; donc la seconde des inégalités ( i5) a lieu. On en
déduit immédiatement la première de ces inégalités.

En particulier, quand les fonctions y,, (a?) sont continues de
genre 9, c'est-à-dire quand
fn(x) = m^(fn, x) = m^M^m^(fn, x)

= W(pM(p(/n, x} = Mç/?iç(/,,, x) = M^m^M^f/,,, x) = M;p(/^, x\

nous avons dans l'ensemble E — Q(s)» I^s inégalités
(16) M^f/, x) — E <f(x) < m^ M^(/, rc) -h £.

D'autre part, l'ensemble F(7i, e) étant fermé de genre (p, nous
avons, en tout point x de l'ensemble E — Q(fi)»
(17) mçM^(/, .r) — e </(.r ) < Mç^(/, x) -+- s.

Comme l'ensemble Q(e) est fermé de genre <? et 9 est une opé-
ration inférieure,

O[E-Q(£) I=E-Q(£) .

Si a est un point de E — Q(e)? nous déduisons de (16) et (17)^
en passant aux bornes supérieures, les inégalités

Mff)/7iq}(y, a) — £ ^ My(y, a) ̂  Mm/n^M^y, a) -4- c,
Mç /n® M® (y, a ) — s ̂  My (y, a ) ̂  Mm Wç ( f , x ) -¥ - z .

Quand a est un point de l'ensemble E — Q, ces inégalités ont
Heu quel que soit le nombre positif £ et par suite

f(a)= M^wç(/,a) = Mç(/,a)= My^<pMç(/, a).

Un raisonnement analogue donne
f(x) == /?i<pMç(/, a) = m^(f, a ) = m^iMçmç(/, a);

donc a est un point de continuité d^.f(x).
Ainsi la limite dune suite convergente de fonctions conti-

nues de genre 9 est une fonction ponctuellement continue de
genre 9, lorsque 9 est une opération non décroissante^ infé-
rieure, récurrente^ multiplicative et régulièrement compacte
^9(E)==E.

Nous avons donc obtenu une généralisation du théorème connu
dû à M, Baire.

Lorsque les fonctions fn(x) sont simultanément continues de
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genre ^9? on a

m^M^(fn,x)^fn(x)^M^fn^(fn, x).

Comme tout point x de Pensemble E—Q(e) appartient, dans ce
cas, à a>[F(/i, e)], nous avons

myMy(/ ,^}—£^/ (^)^My/ny( / , x} •+• s.

Or il résulte d'un raisonnement fait à la fin du chapitre précé-
dent que la relation

m^ My (/, x ) — e ̂  M y m^ (/, x ) -4- e

ayant lieu dans l'ensemble partout dense E — Q ( Q » la fonction
f(x) est ponctuellement discontinue.

Ainsi la limite d^une suite de fonctions simultanément semi-
continues de genre <l>cp est ponctuellement continue de genre (p,
si <p est une opération non décroissante^ inférieure, récurrente,
multiplicative, régulièrement compacte et si Von a ^(E) = E.

En particulier quand 9 détermine l'intérieur d'un ensemble dans
un espace cartésien, ce théorème se réduit au théorème suivant :
la limite des fonctions simultanément quasi continues est ponc-
tuellement discontinue ( 1 ) .

7. La relativisation des bornes. — Pour définir les bornes d'une
fonction^jc) relativement à un ensemble P contenu dans l'espace E,
nous allons relativiser l'opération (p c'est-à-dire nous allons définir
une opération relative îpp dans l'ensemble P de façon que tout
ensemble ouvert de genre (pp dans P soit l'intersection de Pensemble P
el d'un ensemble ouvert de genre © dans E.

Soit >i(p(A) la réunion des ensembles ouverts de genre 9, con-
tenus dans l'ensemble A. L'ensemble ,/îç(A) peut être appelé
noyau de genre y de l'ensemble A. Lorsque <p est une opération
non décroissante, le noyau de genre 9 est le plus grand des
ensembles ouverts de genre cp, contenus dans A. L'opération cor-^
respondante n^ est non décroissante inférieure et récurrente, quelle
que soit l'opération cp.

Posons, pour tout ensemble A contenu dans P,
sp(A)=P/iç[A+(E-P)] .

( 1 ) Sur les fonctions quasi continues, loc. cit., p. 194.
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L/opération (pp est évidemment non décroissante, inférieure et
récurrente.

Lorsque © est elle-même une opération non décroissante infé-
rieure et récurrente l'ensemble 9(A) jouit des propriétés suivantes ;

i° II contient tout ensemble ouvert de genre 9 contenu dans A.
2° II est contenu dans A et il est ouvert de genre (p.
Par suite 9 (A) est lui-même le noyau de genre 9 dePensemble A

et
çp(A)==P/^ [A-+- (E-P) ] .

L'opération conjuguée à (pp est, dans ce cas, définie par l'égalité
<I)p(A)= P«Ï»(A).

Lorsque 9 est de plus multiplicative ou régulièrement compacte,
il en est de même de l'opération relative 9?.

Les bornes de genre ^p dans P jouissent donc des propriétés
analogues à celles des bornes de genre 9 dans E.

Comme Popération 9? ne dépend que de Popération 9 et de
l'ensemble P. nous dirons, pour simplifier le langage, que les
bornes w<pp(/î x)^ M<pp(/, x) sont des bornes de genre 9 def(x)
sur P ensemble P. De même les fonctions semi-continues de
genre 9? seront appelées semi-continues de genre 9 sur P.

En particulier, on peut supposer que l'ensemble P est parfait
de genre 9, c'est-à-dire qu'on a 4>°(P) == P, <^° étant la réduite de
l'opération <Ï> conjuguée à 9.

Il est clair qu'une fonction semi-continue de genre 9 sur E est
semi-continue de genre 9 sur tout ensemble parfait de genre 9. Par
suite, si 9 est une opération non décroissante, inférieure, récur-
rente, multiplicative, régulièrement compacte et 9(E)==E, la
limite / d'une suite de fonctions continues de genre 9 dans E est
ponctuellement discontinue de genre 9 dans E et par suite elle
satisfait à la relation

(18) ^p^pC/, •^^(pp^pC^ ̂

quel que soit l'ensemble P parfait de genre 9.
Pour montrer que la réciproque a Heu, on doit admettre que

l'opération <p jouit d'une propriété de plus.
Nous dirons qu^une opération 9 est sèparable quand il exista

une suite d'ensembles Ayi tels qu'on puisse déterminer, quel que

8»
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soit l'ensemble A et son point a, un indice n pour lequel y(A^)
contient le point a et est contenu dans l'ensemble 9 (A).

En suivant un raisonnement connu dû à M. Lebesgue et étendu
par M. Hahn (') aux espaces métriques parfaitement séparables
(au sens de M. Fréchet), nous pouvons démontrer le théorème
suivant : si <p est une opération non décroissante^ multiplicative
et séparable et si tout ensemble non vide^ P, parfait de genre o
contient un point de continuité de genre 9 sur P d^ une fonc-
tion /(*r), cette fonction est la limite de fonctions de genre 9
dans E, c'est-à-dire de première classe de genre <p dans E.

Il suffit pour cela de modifier la définition des fonctions de pre-
mière classe à e près en un point a. Nous dirons qu'une fonction
/(^) est de première classe de genre 9 à t près au point a, lors-
qu'il existe une fonction g ( x ) de première classe de genre y telle
que a soit un point de l'ensemble

?E[|/(.c)--^(.r)|^].

Une fonction de première classe de genre <p à £ près en tout
point de E. est de première classe de genre y à e près dans E.

Pour montrer ensuite que la relation (18), étant vérifiée quel que
soit l'ensemble P, parfait de genre 9, caractérise une fonction de
première classe de genre <p, il suffît de remarquer qu^une fonction
ponctuellement discontinue de genre y, sur tout ensemble parfait
de genre <p, possède un point de continuité sur tout ensemble par-
fait de genre 9 si <p est une opération non décroissante, inférieure,
récurrente et telle que cp(E) = E.

En effet nous avons, par hypothèse,
P = ^pE.^[coyp(/, x) = oj = P^E^[o)yp(/, x) = o],

ce qui entraîne Pinclusion
PC^E,^/,^)^].

Donc, si P ̂ é o, nous avons
E.^p(/,.r)==o]^o,

puisque ^(o) == o.
Or quand y est une opération non décroissante, récurrente,

multiplicative et régulièrement compacte et quand une fonction

(1) H. HAHN, Réelle Funktionen, Leipzig, 1932, p. 293 et 3oa.
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f(^c) vérifie la condition (18), quel que soit P parfait de genre (p,
cette fonction est ponctuellement discontinue de genre o sur tout
ensemble parfait de genre <p, en vertu de la conclusion du Cha-
pitre V. Donc si c& est de plus séparable. toute fonction vérifiant la
condition (18), pour tout ensemble P parfait de genre 9, est de
première classe de genre <p.

Ainsi, pour qu'une fonction f{x} soit de première classe de
genre <p, il faut et il suffit qu'elle satisfasse à la condition (18),
quel que soit V ensemble P parfait de genre cp, cp étant une opé-
ration non décroissante, récurrente^ inférieure^ multiplicative^
régulièrement compacte^ séparable et telle que 9;(E) = E.

Remarquons que la relation (18) peut être remplacée par la rela-
tion équivalente

(19) /^pMyp(/, x ) == m^ Mçp^çp(/, x).

Nous avons donc généralisé le théorème principal du mémoire l

cité de M. Denjoy. Ce théorème a été étendu par M. Hahn aux
fonctions définies dans les espaces métriques séparables et « relativ-
vollstàndig », c'est-à-dire formés par l'intersection des ensembles
ouverts dans un ensemble complet ( ' ).

Notre espace E, étant caractérisé par une opération (p régulière-
ment compacte et séparable, est équivalent à un espace métrique,
car il est régulier et parfaitement séparable, si cp(A) désigne l'inté-
rieur de l'ensemble A dans cet espace. Mais les autres hypothèses
de notre théorème diffèreut de celles du théorème de M. Hahu.

Le théorème démontré peut être appliqué aux fonctions conti-
nues de genre <t>cp. Eu effet, il résulte d'une proposition établie
dans le Chapi t re 111 que la condition (18) ou (19) a l l eu , pour (p
non décroissante, inférieure, récurrente et multiplicative, quand la
fonction/^) est doublement semi-continue de genre <D(p, sur un
ensemble P parfait de genre a? ( 2 ) , donc à fortiori quand elle est

( 1 ) Tkeorie der reeUen Funktionen, 1931, p. -230-221, théorèmes II et III.
( 2 ) Car, y étant une opération inférieure et multiplicative, nous avons

«ï>p?p(A) - P < f i P ? [ A - 4 - ( E - P ) j .j
r_r P « t » ( P ) « ^ y [ A - + - ( E — P ) ] ^ P < ï » . ( p [ A - 4 - ( F : — P ) 1 = ( « î » < p ) p ( A ) ,

donc la fonction semi-continue de genre 4>p<pp est en même temps semi-continue
de genre («ï»»?)?, c'est-à-dire de genre (< ï><p)p sur P.
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continue de genre <&<p sur P. Par suite, si 9 est une opération non
décroissante, inférieure, récurrente^ multiplicative^ régulière-
mentcom pacte, sèparable et 9 (E) == E, e^ ̂  V ensemble des points
de continuité de genre ^9 de f(x) est partout dense de genre 9
sur tout ensemble parfait de genre 9, la fonction f(x) est de
première classe de genre 9.

En particulier, lorsque 9 (A) désigne Fintérieur de Pensemble A
dans un espace cartésien, nous avons le théorème suivant : si
Vensemble des points de quasi-continuité dune fonction f(x)
est partout dense sur tout ensemble par fait ̂  f{x) est une fonc-
tion de première classe de Baire, au plus,


