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SUR UNE FAMILLE DE SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES DOUBLES.

PAR M. F. LEJA.

1. Soient /' et s deux nombres non négatifs assujettis à la rela-
tion
(ï) r — s = = ï , / '^o, .s'^o,

et a et ^ deux variables réelles quelconques. Le but de cette Note
est d'examiner la convergence ( < ) des séries trigonométriqucs
doubles de la forme

^ v^^-^..^,v / ^J ^ ! v ! {JL-+-V
UL,V==0

ou la sommation s'étend à tous les indices p., ^ = = 0 , ï , 2, . . . à
l'exception des indices /JL === v =3= o.

Observons que, si la série (a) converge, la convergence ne peut
pas être absolue car, si Fon pose

_YI ^i(fJL-^)! rtx.çvAmn-^ Z^ "TTTr" (JL 4- v
(Jl==:0 V=0

et
M == min ( 7/1, / / ) , N = m -•- / / ,

on obtient les inégalités
M N
1̂ (/•+ ^k . . .\^ (^-^x '

(3) ^ -—7— ^ ̂  -^^ -^— »

(') Une série double V a^/ est dite convergente (au sens de M. Prinjgsheim )
p., v = o •; '1^

m n

si la suite double s^ == ^ ^ a;xv tend vers une limite s, c'est-à-dire si -è
p-== n v == o

chaque e > o correspond un indice p tel qu'on ait | s,,,̂  — ^ ] < e pour m >/? et
/ï > p.

LIX. 9
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d'où il siiil d'après ( i ) que la suite A,,,^ tend vers Finfini avec m
et n.

^2. La série (2) reste dans une intime liaison avec la fonction
analytique de deux variables

In ——î——,
l — X — Y

dont le développement en série de Tajior a la forme suivante :

,, V» ( ' î + '/)! .r^y
•- î ^ 7, —,—r— —— ^UL -+- '' > ° )•

JU {JL ! V 1 ;JL -+- V ' '
u.,'/—o

Cette série converge absolument dans le domaine ( ' )

(.n i ^ i - 4 - i . r | < i

et diverse dans le domaine complémentaire, ce qui résulte des iné-
galités (3) si l'on y pose j.r ! = r, \y\ •== .v. Aux points frontières du
doniiHne (5), où

,jr' -^ /• ̂ a, y = .ç e1^ ( r -4- .ç = î \.

la série (4) devient identique avec la série (2).
•le vais démontrer le théorème que voici :

THF.ORKVII: . — Qu^/s que soient r et s assujettis aux condi-
tions ( î ) ^f / f ' s variables a, (3, où

• C» ) 0 f Y. < - ) 7:, 0 < 3 < 2 7:.

/a A^r/t? / f ' f ^ o / ) o i n é / r i ( / n r ( [ î } converge si

i - > /• a -4- s ̂  > o

et diverge si
/ •a -r- s^ == o (2 ).

Avant de passer a In démonstration nous prouverons quelques

( ' ) Dansée domaine la somme de la série ( ^ ) <'st é^.ilc u lu valeur principale du

î — ,v —y
( '') II »'st prol»al>le que '-•e tiléorènie peut •'•Ire généralisé aux séries tri^onomé-
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inégalités préliminaires. Posons aoo == o et

/ o s (a-i-^î f-V-s^
(n) ^a\'== ——,—.— ——— pour H 4 - v > o :' pi, : v î ĴL 4- v * l f

on peut montrer que :
Quels que soient r et s y r+s = r , on a

(9) ° ̂  ^.av ̂  ——=====__ pour (JL > o, v > o.
^ ̂ /(^ -+- v)

En effet, en vertu de la formule de Stirling

n \ == e~~'1 n11 \/ï^n e^",
où

" < s/i < „— »S/i
on obtient de (8)

/{JI-+-V \(A / { A - h V \^ A

"^= {^~'') (——~s) ^(^v) s' !A' v>o>

où l'on a posé
A = ——= es^-t-v-s^-ev.

\jï 3C

Or, si (JL et y sont fixes, la fonction de r

, . / îJL -{- V \ ̂  / (Jl 4- V \ '/^/•)=(.^—/•) (4-^ (^'-/-)
atteint son maximum au point

'^ v

{JL -h V ^11 -T- V

tri»IUf3 ^-pple.s que voici :

^^^^•^3^-'-^ -.••—•).
où la sommation s'étend à tous les v,, v,, ..., v^ = o, i, . . . pour lesquels
^i -+- v, -+- ... -t- '/„ > o et où r^. ̂  o, r, -+- r, -t- ... 4- /'„ == i.

Cette série semble être convergente si la somme riO^ -+- i\i^^- ... -+- r^a^ est
positive et divergente dans le cas contraire, étant supposé que o^a^ <2'rc, pour
k == i, 2, ..., ^. Néanmoins la méthode dont je me sers plus bas n'est pas suffi-
sante dans ce cas général.
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donc on a ^ ( r ) S ï ? quels que soient /JL, y, r. D'autre part, on a

A << i car o <; £„ <^«-» donc les inégalités (9) sont vraies.

Nous aurons encore recours aux propriétés suivantes des expres-
sions </^ :

Si r et .s sont positifs et fixes on a, quel que soit p. == o, i ^ . . . ,

UO ) ^,JL« < ^ULl < • • • < ̂ Ps'̂  ^U-,-^4-1 ̂ . • . > ̂ p.,^iji4-^> • • • •

où l'on a posé ( ')
— i.' / ̂ s — z \ • u••s' — z ^>'/ ,̂  == 11, i ————— i ) SI ———^—— ^ 0.

•JL ,S- — 1
v^== o. si k——— < o.

Cela résulte immédiatement de (8). D'autre part, la série simple

^'' jL^'^'
[J.=:U

oi'i r et 5 sont supposés positifs et fixes, est toujours convergente.
En eiïet, on a diaprés (9)

^P-.^—————-1-—————-î
^ ;j.v,j.( ^ 4- '/.j,)

donc, étant en vertu de (i i )

;JL S —— 1 _ .S- 1 -'- /•

Al /• ~ u' r r f

. i -+- ron a pour p. >• ——

, / / -v i 4- /• \ / 1 i— r\
i / U. ( 'J. - —— —-——— •JL - —— —————\' l v /• / • / v /• /' /

<—

]i;

""^
/

(-^)(•-
l

-}

d'où résulte la convergence de la série (12) .

4. Démonstration du théorème. — Considérons deux nombres

( 1 ) E (o? ) == le plus grand entier ne surpassant pas a'.
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lues y. et ^ satisfaisant à l'inégalité ( 6 ), et supposons que la somme"
(^ ) soit positive et, par suite, qu'un des produits ry. ou s^ soit
positif. Sans nuire à la généralité, on peut supposer que

( i3 ) .s- ^ > o.

lisons
h,^ -= e/'P^+^i

et
i _ ^-^-n3

B^ ̂  /^ -<- /^! - + - • • • ̂  .̂v = ̂ "^ ——_ ^ ' ;

donc on a, quels que soient u-, r == o, i, .. . ,

u î ' ; l îu^! < M.

on M est un nombre fixe. ne dépendant pas des ;j., ^.
En vertu de ( 1 3 ) et ( i ) on a o << s ^ i. Si .s -=- i, on a /• =- o et la

série double ( 'À ) se réduit à la série simple

V< e1"^
L-r'

bien connue, qui est convergente car o << Ï << 27:. Supposons que
o <^ s ', i et, par suite, que o << r << i .

Les sommes partielles de la série ( ' z }

-'--ii^^6^ (—>°)
UL =: 0 '̂  == 0

peuvent être écrites comme il suit
m n in n

•^/i=^, ^J<7a^^a^=^ ^ «[iv(B^— B^^-i)

p.=:OV==l) ( JL r rO^^O

OU
lit H — 1 lit

(i'3) ^,,==^ ^, B,^(<r<^—rt^,-^.|)4-^B^,la^J^,^.
a==o ^r=o UL==O

Or, la suite double
//t

( lO) < ' / / i / < =:^, B^^a^/t
a=<>

tend vers zéro, si m et n - ->-oc, car, diaprés ( i4 ) et (8), on a

i-K^ic':^')^^^
a=o
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d'où

^KTP

car i — / rr= ^. D'autre pari, la suite double
/// // ~ i

( l ;) / / / / / / < = = ^ , ^ RtM^—^a^+O
a — n ^ — o

est convergente car la série double

(i^) ^ ^^(rtp.v—ap.^-n)
a, \> -=- o

converge absolument. En effet, diaprés ( i 4 )» on a

y: « «O

V ! lî;jiv( ft^— ^a,'/-4-i ) i < ̂ ^ ^ 1 ^piv— ÎJL,V-H 1
|j.,\^u p.=0 V=0

et d'après ( i < > ) . on a

V 1 fl'^— ^(A,^I 1 ^ ̂ aa,v^, ;

donc la convergence absolue de la série ( i S ) résulte de la conver-
grnce d<1 la série ( n > ) . Il s'ensuit que la suite double ( i5 ) tend
vers une limite dans le cas rv. -h s^ > o.

Sup()osons mainicnant ([u'on ait / ' a4-^P==o. Si l^on a r > o
c[ .ç o. on doit avoir y. == j3 == o et dans ce cas la série (2) diverse
en v^ r lu de l ' iné^ali lc (3). D'autre part, si /• === o, s == i , on doit
.-ivoir ,3 ̂  o et dans ce cas la série (2) se réduit à la série simple

V -'• donc le théorème (*sl démontré.

5. 11 e.st facile de trouver la somme de la série (2). J'avais
démontré ailleurs ( l ) que :

Si une séria entfrre double

^(p ./(^•^')---- ̂  ^^
[A, '/ -= 0

( 1 ) Voir ce Journal , t. '.)~i, i p2<» , p. 72-77.

/(/• y ) =-- ̂  «y^-f-y ••
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j° converge absolument dans le domaine

( l^ l< l^ol , ly |<|yol t ,

'2° converge au point (a?o» Vo) e^ ̂ ° sl toutes les limites (1 )

X^Xf

y^yo

( v ==o, i , ...),

( ,a==o, i, ...)

lim sup. 7 CTU.V^x^x» ^—^p.=o

, a^yvl im sup. ^
r^r' ^

sont finies^ on a toujours
oc

2 ̂ W ^J^-A^y)-.r^-ro
y>3-oPL,V==O

II suit de cette proposition que, si les conditions (i) sont rem-
plies, on a, quels que soient r, s, a et ? satisfaisant à (6) et (7),

(20) V ^4-v)l r^ e^—?) = /n ————-———.,îj a lv ! a -+- v i— r e1^—s e*PĴL 1 V ! ĴL •+• V
pL,v=o

où le terme de la série (20) correspondant aux indices jui == y === o
est supposé être égal à zéro, et la partie imaginaire 1 du loga-
rithme satisfait aux inégalités

7C < I < î t .

Des deux séries réelles

(21) J -̂̂ l! ̂
p.,v==;o

^ ! ̂ — ]T^ ̂ ^ •+•VP) ^ "+- v > °)'2"
0

((JL-4-v)! r^
(22) ^ ^Tv' ^-7Sin(txa+vp) (^+v>o),

p.,v=o

convergentes si ra+î(3>o, la seconde converge aussi dans le
cas ra+5(3 == o vers la somme === o. La somme delà série (21) est

( 1 ) Où x doit rester dans le domaine ^ | x \ < \ x^ |, . ' ̂ ^^ > < a j et y

dans le domaine \ \y \ < jyo l i , ly<"^yl < ? { , . « 'et p étant des nombres( . lYo i — \ y \ j ' . .
>i quelconques, mais finis.
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(^ale à

^ v.2 A/ r sin2 a -+- s sin2 t — rs sin2 a——r

2 2 2

r - t < e l l^ de la série (22) est égale à l'argument 9 de l'expression

(i— rcosa —^cos^) -+- ('(rsina 4- îsin(3)

^(ï— rcosa— ^cosjî)2-^- (rsina -4- ^sinp)2

O ï l ^ 7: <^ <? <7T.

6. En terminant, je vais donner une application de notre théo-
rème :

Le domaine de la convergence absolue d'une série entière
•loi ible (19) est constitué par l'ensemble des points (x, y ) satisfai-
sant à^une certaine inégalité de la forme

^n l y K y d - P l ) p o u r | . r | < R ,

ou cp ( r ) est une fonction positive non croissante, dépendant des
coefticients a^ de la série (19), et R est un nombre positif fini ou
«nt in i . J'ai démontré ailleurs ( 1 ) que, si <p(r) = const. dans .un
intervalle o^ r<Ro^R, l'ensemble des points de divergence de
la série (19) situés sur la partie

| y |==y(M) , |^ |<Ro, ,

d < - la frontière du domaine (a3) n'a jamais de points isolés ( a) .
11 s'élève la question, si la frontière du domaine (28) jouit de la

même propriété dans le cas où^(r) est une fonction décroissante.
Or, la réponse HSI négative. En effet, considérons la série

entière double

y ^4-v) ! ^ ^^
Z^ ^ î v ! (^^)2^ ̂  '

p.,v==o

on le lerme constant est supposé être égal à zéro. Cette série
converge absolument à l'intérienr et sur la frontière de la sphère

' ' ) Ksiega 1 Pol. Zjazdu Matem. (Supplément aux Annales de la Soc,
polon de Mathém^ 1929, p. 127.)

' 2 ) Bien que l'ensemble des points de ^convergence, y situés, peut avoir de»
points isolés.
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à quatre dimensions

(25) |^+|y|î<^

et diverge à son extérieur, ce qui résulte immédiatement de Fiden-
tité

y ( tX+v ) ! - 2^ . ^_V[2(^4-^)^

^ ^!v ! (pl+v)2 *' ~~^J Â-2
{JL-(-V=1 Â-=l

La sphère (a5) est située avec sa frontière à Fintérieurdu domaine

(26) |^|-+-|^KI

excepté la variété à deux dimensions

(27) x == -e1*, y == -^^ (a et p quelconques),
'2 - 2

qui est située en même temps sur la frontière de la sphère (a5) et
sur celle du domaine (26).

D'après le paragraphe 2, la série

(^ v (t^^î ^r( - / Zà p i î v ! u-+-v
(J,,V==0

converge absolument à rintérieur et sur la frontière do la
sphère (a5), à l'exception de la* variété (27). Elle converge aussi,
mais non absolument, sur la variété (27)» excepté le seul point
x ==y == ^y en lequel elle est divergente.

Considérons la série entière double égale à la somme des séries
(24) et (28). Il suit de ce qui précède que :

1° Le domaine de la convergence absolue de cette nouvelle
série est identique avec la sphère (26) et que :

2° Cette série converge sur la variété frontière (à trois
dimensions)

M^+l.rl1^

partout^ ^ ^exception du seul point a?==y=== ^ en" lequel elle
est divergente.


