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CONTRIBUTION A LA GÉOMÉTRIE CONFORME.
THÉORIE DES SURFACES ;

(Suite et fin) ( » ) .

PAR M. E. VESSIOT.

V. — LES CONDITIONS D'INTÉGRARILIT^ ET LA DÉFINITION INTRINSÈQUE
DES SURFACES.

27. Il résulte de F analyse des paragraphes précédents que si
Von se donne en u et v les seules fonctions

(i) U = v / E ( K - H ) , V=v/5(H-K) ;

on aura ainsi les transformations fondamentales (n° 8)

<" -v'w ^-v^
d^où l'on déduira les invariants (n° 9)

(3) I==-<U(logV), J==-^(logU),

qui sont définis par Fidentité

(4) (^/;^V)-I^/-JU/;

puis les invariants (n° 14)

(5) I ,==^ ( I )—2lJ , J t=Ol(J ) -a I J .

Il suffira donc de connaître encore les invariants A et B ou, ce
qui revient au même, Pinvariant 6 (n° 16), pour pouvoir écrire
les transformations ^U// et Vf des n08 23 et 23 bis. Le penta-
sphère fondamental D est alors défini par lès équations

(6) o = ̂ O/^ 'U/-+- U'f, o == Vf^ Vf-^ Vf,

la position initiale de ce pentasphère, pour les valeurs ini-
tiales u == i/o, v = VQ des variables, demeurant arbitraire.

( 1 ) Voir Bulletin de la Société mathématique, t. 54, 1926, p. 139-179.
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Du pentasphère ïï, on déduit le point courant de la surface par
la formule (n° 22)
( " } ,. — ^3 ^4 . . a"5(.) ^_^—^+^.

Les équations (6) doivent former un système complet, et il
reste à étudier les conditions d'intégrabilité qui expriment ce
fait. En raison de l'identité (4), ces conditions exprimeront
l'identité

(8) (cïif,V.f)=lVf—JUf.

Rappelons les notations introduites aux n0' 22 et 23

(g) ^'/==2vl^1^ ^=2v^^
iJ if

0°) a;,,/=^,^-^,y.
dXj j àxi

Les Uij et V/y sont les rotations dont nous avons trouvé les
expressions en fonction des invariants ci-dessus rappelés, et de
leurs dérivées (n^ 22 et 23 bis).

En ce qui concerne le pentasphère H, rappelons encore que Xi
et x.î sont les sphères de courbure géodésique des lignes de cour-
bure ^==const. et a=const., ^3 et ^4 leurs dérivées relatives
à v et u respectivement; et que x^ est la sphère orthogonale aux
quatre précédentes.

Quant à l'intégration du système (6), supposé complet, elle
revient à celle d'un système de Lie à une seule variable indépen-
dante, dont le groupe associé est le groupe orthogonal à cinq
variables.

28. En vertu des identités

(ôLi,^ fK-v.j) == Xij (i\ j\ a = i , -2, . . , 5 ),.

la condition (8) se décompose immédiatement en les dix suivantes

(-) ai(^)^(u/,)^ u/a u^ ^iv/,-ji^
~"— v IQL V /a" t ' O L v / a
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dont le calcul se fait sans difficulté, puisqu^il n'y a qu^à y porter
les valeurs des U('y et V,y données aux n08 23 et 23 bis.

Si Fon pose, pour abréger,

(12) I ,=2^(I i ) -4JI i -+-I , J ,=2a t ( J i ) -4Ui-+-J ,
( 1 3 ) cos29 = A 2 — B 2 = • 2 C .

tout se réduit aux seules conditions nouvelles

(14) U(C)—îlC—1.2=0.
( l46^) ^ ( C ) — 2 J C - + - J 2 = = 0 ,

D'une manière plus précise, voici ce que donne chacune des
combinaisons (/, y). La combinaison (i , 2) donne une identité;
(i,3), ( i , 4) et ( i , 5 ) donnent Inéquation ( i 4 ) î ( 2 ? 3), ^a, 4)
et (2, 5) donnent ( i4 bis), (3, 5) donne la première des équa-
tions (5), et (4, 5) donne Fautre; enfin (3, 4) donne une combi-
naison des deux équations (5) .

On remarquera donc que Fon pourrait, dans ce qui précède,
supprimer la définition (5) des invariants I , et Ji , puisqu'elle
résulte des conditions d'intégrabilité en question.

29. Si Fon applique Fidentité (4) à la fonction G, en tenant
compte des équations ( i4) et ( i4 bis), on trouve

( i5) ( Ji - 11)20=^11 (. la)-+-^(l2)--3IJ2-3 JIa.

Si donc J < — I , n'est pas identiquement nul, cette équation
donne G, et, par conséquent, 9, A, B sont connus en fonction des
invariants dérivés directement de U et V, à savoir I, J, T < , J , ,
L,J.^U(J,) ,V(l2).

La surface est donc entièrement définie^ dans ce cas général
( n u point de vue conforme), par les fonctions U et N de u et (;.
Quant à ces fonctions, elles sont seulement assujetties à vérifier
les deux équations aux dérivées partielles du cinquième ordre que
Fon obtiendrait en portant la valeur de G, tirée de (i5), dans les
équations ( i4 ) et (i^bis).

On peut dire que c^est du système de ces deux équations du
cinquième ordre que dépend la solution générale du problème
qui consiste à trouver les surfaces rapportées à leurs lignes de
courbure.



— tô —

On doit remarquer que, pour une même surface, il est loisible
de remplacer u et v par

06) M==(p(M), ^=+((0,

les fonctions U et V devant devenir alors

(i7) ^^v ^ v

<?'{u) 4W

de sorte que les équations aux dérivées partielles en question
doivent rester invariantes par le groupe des transformations (16),
(17). En fait, u et v n'y figurent pas explicitement, 1 et J [donnés
par les formules (3)J sont des invariants différentiels du groupe,
et ^ïif, Vf en sont des paramètres différentiels invariants.

30. Le cas (f exception I, == J, correspond aux surfaces iso-
thermiques. — En effet, Inéquation

(18) I i~J i==o

s^écrit, diaprés (5) et (3),

at^iogu^^atOogV)^»;

ou, à cause de (4),

^^(log^+Jai(logV)-l^(logV)=o;

et, en faisant de nouveau usage de (3),

UV (log^) -^(logV) (v log^) = o.

De là, en posant

K).<Ï>===^|

on obtient
à^ .^(logV) . „ ., ,
àa^^-à^9 ou < ï )== v+<p)î

et, par conséqaent,

âO0^)^)-
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L'équation (18) exprime donc, en définitive, que le rapport,.:
est le quotient d'une fonction de u par une fonction de v. Il en est
donc de même, d'après les équations (i) , du rapport ^ des coeffi-
cients du ds2 (rapporté aux lignes de courbure). Et cela carac-
térise les surfaces isothermiques.

Si l'on tient compte de (18), l'équation (i5) devient

(19) ^ l ( J2 ) -4 -^ ( l2 )——3IJ ,—3J l2==0 ,

C'est donc là l'équation aux dérivées partielles qui définit les
surfaces isothermiques, avec la condition précédente pour le

rapport - . ' On pourra, du reste, disposer do choix de u et v de

manière que ce rapport soit égal à -— i, puisque les formules (16),
(17) entraînent

_U_ _ U ^ ( v )
"y"-" V ^(u)'

Si l'on tient compte de V ==— U, l'équation (19) est une équa-
tion du quatrième ordre en U seul. Quant à l'invariant C, il est
défini, qaand U est connu, par le système, complètement inté-
grable, des équations ( i4) et ( i4 bis) et son expression générale
dépend alors linéairement d'une constante arbitraire. Chaque
solution de (19) fournit donc oo1 surfaces isothermiques, distinctes
au point de vue conforme.

Calculons l'équation (19). On a ici, avec V ==— U,

, Uu , U. , j U;^
1==-^, ^ut ' ^^-Iji''

^—è^^1 1^1- ^è^211)-^'
Puis

^1.) -3JI.== ^^(UiI i )+I ,~IJ ,

ai(J,}-3iJ.=^^(u^)+Ji-iJ,
,î m ^W'u^^W i à^W)

2 ( I l - U ) = — — — — — — ^ — — — — — — - ̂  -^7-

On voit donc que si l'on pose \]2\^ = D, c'est-à-dire

(20) U ^ = D U ,
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Inéquation des surfaces isothermiques (19) s'écrira (1)

(21) ^D <^D i (^(D*)
()M2 C>p2 ^ (̂  (fV ~~ '

31. Un autre cas d'exception a été signalé au n° 16; c'est celui

où AB=o, c'est-à-dire où l'invariant 9 est égal à 7r ou à zéro.

Nous avons donné, au n° 26, les formules de variation du pcnta-
sphère particulier qui correspond au cas B == o.

Pour avoir les conditions d'intégrabilité, on n'a qu'à écrire que
les transformations prolongées correspondantes

Uf=Uf^^Uk^^U^ ̂ ^ ̂ ^

Vf=Vf^k%^^^V,^^,^^^,

écrites avec les coefficients (5 i ) et (Sa) (n° 26), satisfont encore à
l'identité (4).

Le calcul est sans difficulté, et donne les équations (5) et les
équations

^ ( I l ) — — 2 l . J - 4 - I = = 0 , ^(JO——^I^O.

Or ce sont celles que Fon obtient en faisant 2 C = i dans les
équations ( i4 ) et ( i 4 bis).

Les résultats du n° 28 s'appliquent donc à ce cas particulier.

32. On peut se proposer de définir une surface, au point de vue
conforme, d'une manière entièrement intrinsèque, et, par consé-
quent, sans faire appel aux variables indépendantes ^, ^, qui ne
sont définies qu'à une transformation (16) près. Ce seront donc
des relations entre les seuls invariants qui définiront la surface.

Si nous supposons par exemple que 1 et J sont indépendants,
on devra se donner, en fonction de 1 et J, les transformations fon-

( 1 ) .Cette équalion a été obtenue d'abord par Rothe (Unterschungen ûber die
Théorie der isothermen Flàchen, Thèse, Berlin, 1897) et retrouvée par Calapso
au moyen des formules de Codazzi et de Gauss {Circolo maternatico diPalermo,
t. 17, 1903, p. 275). :
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damentales en 1 et J,

(^) ^/=Fi(I ,J) l f4-F(! ,J)^.

(22^) ^ /=G(I , J )^ '4 -G, ( I , J )^ ,

et cela suffira, puisqu'on aura alors, d'après (5),

(•î3) J i = G — 2 l J , J i = F - 2 l J ,

et que 9 sera alors fourni par les formules des n08 28 et 29, de
manière que les équations (6) forment un système complet.

Les quatre fonctions F, G, F|, G| devront satisfaire aux équa-
tions aux dérivées partielles du premier ordre obtenues en écrivant
que les transformations (22) et (22 bis) satisfont à la formule (4 )?
à savoir
W ^(G) ~^ (F , )= IG ~JFi,
(•^bis) a i (G i )—^(F) == IGi—JF.

Elles satisfont aussi aux deux équations aux dérivées partielles
du troisième ordre obtenues par l'élimination dé G entre les
équations ( i4) , ( i4 bis) et ( i5) des n08 28 et 29.

En égalant à zéro les symboles (22) et (22 bis), on définirait les
paramètres v et u des deux familles de lignes de courbure.

Pour une surface isothermique, on aura G==F; et, en plus
des équations ( 24) et (24 bis)^ on aura l'équation (19) du n° 30,
qui sera du second ordre,

On a donc, dans ces deux cas, comme au n° 28 pour les fonc-
tions U, V, des systèmes d'équations aux dérivées partielles
contenant autant d'équations que de fonctions inconnues. Il est
clair que la solution générale dépend d'une fonction arbitraire de
deux variables, dans le cas des surfaces quelconques; dans le cas
des surfaces isothermiques, l'indétermination du problème est
caractérisée par Inéquation (21).

33. Les conditions d'intégrabilité trouvées nous permettent
d'expliquer ce que nous avons indiqué aux n08 9 et 16 sur le
nombre et l'indépendance des invariants.

Le groupe conforme étant à dix paramètres, et le nombre des
dérivées d'une fonction z === f{x^ y ) étant n + i pour l'ordre TI, il



résulte de la théorie des invariants de Lie que le nombre des

invariants d'ordre effectif n est '——M———)- — 8. Nous avonsa
trouvé, conformément à ce résultat, les deux invariants 1 et J du
troisième ordre, et cinq invariants du quatrième» à savoir

-U(I), ^(1), ^(J), V(S) et 0.

Ces invariants sont indépendants parce que les premières con-
ditions d'intégrabilité trouvées, c'est-à-dire les équations ( î 4 )
et ( i4 bis)^ sont du cinquième ordre.

L'application répétée des opérations *Uy, Vf donnerait ensuite
les huit invariants du cinquième ordre

U^(l), OL^(I), ^(1), OL(2)(J) , OL^(J), V ^ ( S ) , "11(6), ^(6),

qui, d'après la théorie de Lie, doivent se réduire à six seulement;
c'est ce qui résulte, effectivement, des équations (i 4) et ( î4 bis).

En vertu de ces équations, il n'y aura lieu, pour le sixième
ordre, d'appliquer les opérations lif et Vf (trois fois) qu'à 1 et J,
ce qui donnera huit invariants au lieu de sept. Ces invariants sont
effectivement liés par la condition d'intégrabilité ( i5).

A partir de ce moment, l'application répétée de ^tif et Vf
à 1 et J fournit pour chaque ordre n nouveau 2(/ i— 2) invariants
au lieu de / i+i ; et ils sont effectivement liés par les (n—5)
relations que l'on déduit de ( i5 ) [en tenant compte de ( î 4 ) et
( î 4 bis}] par différentiations successives. Pour n == 6, on a les
deux équations du cinquième ordre en U et V dont il a été parlé
au n° 29.

Comme nous avons trouvé les conditions d'intégrabilité néces-
saires et suffisantes, les invariants que l'on obtient par le procédé
précédent sont les invariants fondamentaux de chaque ordre.

L'expression d'un invariant, supposé connu, en fonction de ces
invariants fondamentaux s'obtiendra par l'application répétée des
formules de variation du pentasphère II, qui, en vertu de la formule

_ ht /-a i l
^°~"T~B' "^ÂB'

fourniront toutes les dérivées de y,o en fonction de U, V
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de U«, U/<î, ...., de V^,, V'pa, ... et des invariants fondamentaux (1).
En portant les dérivées dans l'invariant donné, les éléments U, V,
^L? • • • ? ̂ , ... disparaîtront d'eux-mêmes.

En effet, l'expression réduite obtenue par ce calcul reste un
invariant si l'on y remplace par des constantes arbitraires les
invariants mis en évidence; mais, d'après la loi de formation des
invariants fondamentaux, aucun invariant ne s'exprime en fonction
des seuls éléments en question : ils doivent donc disparaître tous.

34. Voici quelques classes particulières de surfaces pour les-
quelles les invariants sont liés par des relations simples :

i° L'équation "U h == 1 y.^ montre que 1 = o exprime que la
sphère h ne dépend que de v. Donc IJ===o est la condition pour
que la surface soit surface canal; et 1= o, J==o est le système
de conditions qui définit les cyclldes de Dapin (et leurs cas parti-
culiers : cônes de révolution et tores) (2).

2° L'équation 11 A< === I, UL() montre de même que T < === o exprime
que la sphère /^ ne dépend que de v\ elle coupe alors la surface à
angle droit le long d'une ligne de courbure v == const. Donc I |J< —o
caractérise les trajectoires orthogonales d'une famille de sphères.

3° Si l'on suppose I , == o, J\ === o, on conclut de (3)

(25) V(l)=U(5)=2lJ;

On a ensuite, par (12), 1^= I ,JL;==J; et la condition (i 5) donne
t ^ l ( J ) -+ -^ ( I )—6îJ ==o.

( 1 ) On se servira, pour éliminer toutes les autres dérivées de U et de V, des
formules

U ; , = = — U V J , V ^ = — U V I .

( 2 ) On peut alors ramener Vf et "Ç»/ à -/ et J c'est-à-dire supposer U==i ,

V = i ; l'intégration des équations de variation du pentasphére n conduit alors,
pour ;JL(), aux coordonnées

^ = ^ c o s ( ^ A ) , {13= ^ s i n ( ^ A ) , (13= - cos (MB) ,

^== ^s in( izB) , (J.,= ̂ ,

A. et B étant des constantes telles que A2-}- B'= i.
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II faut donc conclure 1J == o, et le cas est celui (Tune surface
canal isothermique. Car, si l'on suppose, inversement, 1 == o,
I, ==:Ji , on conclut de (3) que I, = J, == o.

Supposons donc I i == Ji == 1 = o. Il résulte alors de (a5)
que J est fonction de v seul; et il en est de même de V, à cause

y •de o == 1 ==— ,-—. On peut alors en remplaçant v par une fonction

de v ramener Vf==: -- / à la forme-7; c'est-à-dire qu'on peut
U' .supposer V = = = i . La condition que J = = — . — soit fonction de v

indique alors que U est le produit d'une fonction de u par une
fonction de P; et, en remplaçant u par une fonction de a, conve-

nablement choisie, on peut ramener ^lif == _- - / à la forme

^(( ;)*—: c'est-à-dire qu'on peut supposer U == ——? J == ' '* K / au? i l rr 9 ( v) ç ( v )
COS2ÔCela fait, les équations ( i4) et ( i4 bis) donnent, pour C

(.G) ^=0, ^(.C-,)^,/ au, àv v (p

ce qui donne sin9 == a îp (c ) , a étant une constante.
Dès lors, Vo et Va prennent la valeur zéro dans les formules

du n° 23 bis ; et les équations de variation du pentasphère D
(n08 23 et 23 bis) donnent, en particulier,

àk\ , àkî , àk\ àk^
-—=a/C2, ———=—aÂ: i , -—==0, —==o.
ou, ou àv ôv

On en conclut que Â | est de la forme

Â-I == a cos(a.u) -+- b sin(aî<),

a et b étant des vecteurs fixes; les sphères k\ forment donc un
faisceau, et la surface est engendrée par oo^ cercles normaux à
toutes ces sphères. C'est, dès lors, une transformée par inversion
d'une surface de révolution; et il est clair qu'une telle surface
satisfait toujours à la question.

4° L'analyse qui précède a exclu, implicitement, le cas C == -1

c'est-à-dire B === o ; il correspondrait du reste à la valeur a == o de
la constante d'intégration des équations (26). Il faut alors recourir
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aux équations (5 i ) et (5 2) du n° 26; on en conclut

ÏJL
<ll(2)/^==o, —==o, d'où /(t=au-{-b,

a et b étant des vecteurs constants. La condition À^===i donne,
de plus, a2=o, ab = o. Les sphères k^ forment, de nouveau, un
faisceau; mais sont tangentes à la sphère b au point fixe a de
cette sphère. En prenant ce point pour pôle d'inversion, on voit
queJa surface, trajectoire orthogonale de ces sphères, devient un
cylindre. Il est clair que les cylindres et leurs transformées par
inversion répondent effectivement à la question.

5° Les surfaces dont une famille de lignes de courbure e.^t
formée de courbes sohériques sont faciles à caractériser. Suppo-
sons qu'il s'agisse des courbes v == const. ; la sphère qui contient
une de ces courbes appartient, pour chaque point de la courbe,
au faisceau (A, A ( ) et coupe la surface suivant un angle, constant
le long de la courbe, c'est-à-dire quelle est de la forme

s == h coso) 4- Ai sinco,

<o étant fonction de v. Comme cette sphère ne dépend pas de M,
on a

o === ̂ s == ^[ih COSM -+- ^[iht sino),

d'où, d'après les équations (7) et (9) du n° 22,

1 coso) 4- Ii sinuj = o.

La condition est donc que le rapport — ne dépende que de F;

ou que le rapport — ne dépende que de M, s'il s'agit de l'autre
famille de lignes de courbure.

Si les deux conditions sont réalisées à la fois, la surface a ses
lignes de courbure sphériques dans les deux systèmes.

35. Supposons que l'on ait, à la fois, 1 = const., J == const. On
conclura de (5), I< ==J, == — aIJ; puis, de (12), ^^(SJ2-!-!),
-Lî^^SI2-}- 1). L'équation (i5)-donne donc

I^SP+SJ2-^):^, donc I J=o .
4
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L'hypothèse conduit donc à une surface canal isothermique, cas
examiné plus haut.

Si l'on exclut ce cas, on voit que l'un au moins des invariants I,
J peut être considéré comme variable indépendante. En dehors du
cas général envisagé au n° 32, il resterait donc à étudier le cas
où 1 et J sont fonctions l'un de l'autre. Si l'on se donne la relation
liant 1 à J, on adjoint au système des deux équations fondamentales
du cinquième ordre en U et V (n° 29) une équation du premier
ordre; et il faudrait examiner si le système ainsi constitué sera
compatible pour toute forme de la relation donnée F(I, J) == o.

Je me bornerai à examiner le cas des surfaces isothermiques qui
se présente plus simplement. Prenant alors V =—U, comme
au n° 30, et posant

('^7) W: i __ i
U ~ ~ ~ V '

on voit que W^= Ï doit être fonction de W^= — J. En introdui-
sant la variable auxiliaire 1 = t, on aura donc

(•28) W==^—<p(^)p—^) , u =(f/(^)P4-(l/(<).

En formant alors l'équation de Calapso [équation (21) du n°30j
on est conduit à un système d'équations différentielles ordinaires
en ?, y, »L.

Laissant de côté l'étude générale de ce système, je me limite au
cas où l'invariant I < = = J i est aussi fonction de Ï. On trouve sans
difficulté

I - (^--?)^4-(^~dQ
1 1 - -————^+^———— - ï t^

et l'on a seulement à écrire que cette expression ne dépend pas
de P, ce qui donne

^y'-?) ~W-^)
(t^'— (P ) t^'—— ̂

d'où, a étant une constante,

<(y'a —4/) = ̂ oa— ^;

et, j3 étant une nouvelle constante,

^9) ya—^==(^..
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Les formules (28) donnent alors

W=(( / -+-a) (<(& '—.p) , a — ? = = ( P 4 - a ) ^ ;

de sorte que, par le changement de u en u -+- [î et de ^ en v —a,
on peut cara-ctériser le cas considéré par le fait que la fonction ^
est identiquement nulle. Ayant ainsi

W = tu— (p(Q^, u = ^ ' { t ) v ,

on conclut que la forme générale de W est alors

W = . < ï > / ^ ,(?)•
c'est-à-dire que W est homogène de degré i en u et i^ et U==—V
est homogène de degré (— i), soit

^) v=^(ï)•
36. En portant F expression (29) de U dans Inéquation de Calapso,

on obtiendrait une équation différentielle ordinaire du quatrième

ordre (1) pour déterminer W en fonction de son argument ^•11 est

plus avantageux de revenir aux équations (i4) et ( i4 bis) du n ) 28.
Je fais d^bord le changement de variables

(30) u = e-1 ,̂ v == e'\

qui ramène ^IL/ et Vf à la forme

Ot/=— Ie2(^)0[e-^^+7')1-(^, Vf=— l^^.2 au •/ ï ^p

En posant ensuite

(31) u)=M4-p, Q(œ)==————î——»' v ^<t>(e-2^/

et supprimant les traits, pour simplifier récriture, on a

<"•) -"— ^='-s&. V=^ï-

( l ) S l l'on pose — = w, cette équation est

,2w3^^3^(,_p4^)^^ ^^^i+.^)'(^J =^[(^y^w(wrï.
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On en conclut, sans difficulté,

,„,. , Q'+Q - û'—Q - , û^—Q(33) 1=,-^-^-, j=-^-<o-^, î.=j^_-^-.

Les équations en C du n° 28 donnent alors, en posant

(34) e^^^^-i^,

et effectuant les changements de fonctions classiques

(35) .,c+i=^e-^, .,C-,==^^o,

les conditions

(36) M^=-4(e^- 26), N,= 4(6^4- -20).

Diaprés cela, on obtiendrait par deux quadratures M et N sous
les formes respectives

(3;) M == 3VL(w) -h OVLi(v), N = ffi(w) -{- fft^u).

Mais on doit avoir, diaprés (35),

( 38 ) M e-îû> — Ne1» = 2 Q1,

de sorte que JTI| (t^-210— 91^ ( i^e2^ devra être fonction de oj.
On en conclut facilement

cM'i l̂'
77 =-^4.=^ï=const•

Donc
:nii==y^-+-Yi, ^ti==Ye-^+Y2.

On peut, sans modifier les formules (S^), supposer dès lor v,
et ya nuls, et Fon a

(3g) M=±;51^(o>)-+-"r<î'»p, N = ^t(a))4-Ye-^^

avec les conditions

(îo) ^'=-4(0'-26), W= 4(e' + 26),

(4l) .51lô-«(*)—^ei(o==2Û«, 6== Q<r-Q,

où né figure plus que la variable a).
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Reste à déterminer û de manière que ces conditions soient com-
patibles. Remarquons, à cet effet, la combinaison des équations (4o)

c)îî/—.9r=—8e',
qui entraîne, a étant une constante,

(-iî) 3Vt—fft ==—8(6-h a).

Il suffit) par suite, de tirer 3TI et 91 de (4i ) et (4a) et de porter
les valeurs dans la combinaison des équations (4°)»

(43) rmy-h^t^iee.

On trouve ainsi Inéquation, du troisième ordre en Q,

(44) 4sh2(ri(ech2o)y-+-sh2to ( Q 2 - - ) =8(6-+-a).

37. Dans le cas qui précède, relatif aux surfaces isothermiques,
I, J et tous les invariants issus de ceux-ci par Inapplication dés
opérations ^ILf et Vf sont fonctions de I. Reprenons cette hypo-
thèse sans rien supposer sur la surface. Alors

(45 ) <ii(i)=^, ^(1)=^

sont fonctions de I. Si Pune de ces fonctions est nulle, la seconde
par exemple, 1 est fonction de u seul ainsi que U; J est, par suitCy
nul, ainsi que Iiel J< . On retombe sur les cas 3° et 4° du n° 3i
(surfaces de révolution et cylindres).

Supposons donc qu^aucune des fonctions (45) n^est nulle, et
posons, par suite,

W u=^. v=^.
La formule (n° 9)

I=-^(logV)=-^

donne alors, en y introduisant les valeurs (46), une relation de la
forme

I^=I:aî'.X(I),

qui, par un changement de fonction 1 == 6(T) peut se ramener à la
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forme T^== o. Donc 1 est de la forme

i=/rx(^)-+-^)i,
et, en prenant pour variables nouvelles X(i^) et j j i(P) à la place de u
et de v respectivement, on voit que I, et par suite U et V
[d'après (46)], sont fonctions de co == u -h v. Cela suffit évidem-
ment pour qu'il en soit de même de tous les invariants considérés.

Si la surface n'est pas isothermique, G sera alors également
[équation (i5), n°29] fonction de u-{-v. Dans le cas des surfaces
is3thermiques, cela supposerait que la constante Y du numéro pré-
cédent fût nulle, Dans le cas général, U et V, fonctions de G), seront
liées par les deux équations différentielles ordinaires du cinquième
ordre qui se déduiront immédiatement des équations aux dérivées
partielles du n° 29. Mais ces équations se réduiront ici à une seule;
car on pourrait, plus simplement, se donner arbitrairement l'ex-
pression de G en (A), et les équations ( i4) et ( i4 bis) du n° 28
deviendront un système différentiel ordinaire de deux équations
du troisième ordre en U et V. La solution générale du problème
dépend donc d'une fonction arbitraire de <o et de cinq constantes
arbitraires ( ^ ).

38. Le cas que nous venons d'examiner, où l'on ne peut pas
trouver deux invariants fondamentaux indépendants (en u et ^),
n'est pas autre chose que celui des surfaces qui admettent une
transformation infinitésimale conforme (2).

Reprenons la question à ce point de vue. On peut d'abord sup-
poser que les invariauts sont tous constants. D'après les n06 35
et 34, c'est le cas de la cyclide de Dupin^ qui, avec les notations
de la note du n° 34, admet les deux transformations

àf àf àf àf
^à^^^à^1 ^"^^s3

^ui échangent les points de la surface suivant la loi donnée pari-/- et • • Ce cas sera écarté dans ce oui suit.au àv A

(1) 11 y a six constantes d'intégration, mais to ne figure pas explicitement dans
les équations, et l'on ne change pas la surface si Von ajoute à &>), c'est-à-dire à u
et v, une constante.

( 2 ) Ces surfaces ont été déterminées par U. Amaldi (Atti délia reale Ace. dei
Lineei, t. 10, 190.1).
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Soit (S) une surface qui ad met une transformation infinitésimale
conforme; celle-ci conserve les lignes de courbure; elle échange
donc les points de ( S ) suivant une loi qui est définie par une trans-
formation infinitésimale de la forme

S/=X(.)^Y(.)^.

En remplaçant u par une fonction de u et v par une fonction de ^,
on la ramènera à Fun des deux types

(47) f ou f-^.
ou au àv

Si l'on a affaire au premier type, %/== -'» U et V sont fonctions

de v seul ; car %/ doit laisser invariante chacune des transforma-
tions 'U/ et Vf\ On est donc ramené ( voir n° 34, 3° et 4°) au cas
des surfaces de révolution et des cylindres.

Si l'on a affaire au second type, %/== ̂  -^, l'invariance de W

et Vf indique que U et V sont fonctions de (Q == u 4- (/, et l'on
retombe sur le cas des n08 37 (surfaces générales) et 36 (surfaces
isothermiques). Dans ce second cas, il faudra que la constante y
soit nulle, pour que %/'laisse C invariant.

La conclusion du n° 37 s'explique par le fait que pour obtenir
une surface répondant à la question, il suffit dé prendre une
-courbe arbitraire sur une sphère fixe, choisie une fois pour toutes,
et de lui appliquer les transformations d'un groupe conforme
quelconque à un paramètre; ce qui introduit une fonction arbi-
traire et cinq constantes arbitraires seulement, car il faut tenir
compte du fait que la sphère admet oo7* transformations conformes.

Quant aux surfaces isothermiques qui admettent une trans-
formation infinitésimale conforme^ elles sont définies par l'équa-
tion (44).

Les résultats connus, sur la détermination des surfaces spirales
minima ( ^ ), donneraient facilement une solution de cette équation
dépendant de deux constantes arbitraires.

( 1 ) DARBOUX, Théorie des surfaces^ t. 1 , a" édition, p. 35g.
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VI. — ÉTUDE DES COURBES TRACÉES SUR UNE SURFACE.

39. Pour un déplacement quelconque sur la surface considérée,
on a, d'après la définition de Ol/et Vf[ équations ( i ) et (2),n°27],

( 1 ) df== Uf. U du 4- Vf. V dv.

On remarquera, en passant, qu'il en résulte que V du e tVrfp sont
des expressions de Pfaff invariantes, et que l'intégrale double

(2) CTUV dudv=— F f(H—K)2yÉGrfM^,

est un invariant intégral ( t ).
Je poserai, pour abréger, les notations

(3) O=U</M, ^=V^,

d'où

(4) df=^clif-^^Vf.

Les formules du n° 22 donnent alors

(5) dh =<plpio-+-4//ii, Û?Â:= <pÂ:i—^J(JLo.

On en conclut que les dérivées des sphères de courbure nor-
male principales^ prises dans une direction quelconque^ sont
orthogonales^ car
(6) dhdk=o.

On a, par suite, [d'après (6), n° 22],

(7) dy.ï=dh^dk^

ce qui fournit la forme quadratique invariante fondamentale

(8) </(JLjJ=<p2-4-^= U»<^-4-V»^2.

Du reste, on aura aussi, d'après (5),

(9) ^ o = — ^ À i - ^ y A : i — ( y I + ^ J ) { J L o -

( 1 ) Cette intégrale a déjà été introduite par divers auteurs, ainsi que les sur-
faces pour lesquelles elle est stationnaire (surfaces minima au point de vue con-
forme). Voir, par exemple, THOMSEN, Thèse, p. a3.
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Je poserai encore, pour abréger Récriture,

(10) ^î= y2+<^2==U lrfM t-+-V1^2= d\ï.^.

La sphère - d[jio ^st normale au déplacement considéré, et

Fangle (o de ce déplacement avec la direction positive de la tan-
gente à la ligne de courbure v =const., pris avec les conventions
de signes classiques, est donné par

cosœ == ( — d\s.Q ) Â:i, sinco = ( — d^ ) hi ;
\ /. / \ A. /

on a donc
® <L

( 1 1 ) cosa>= î-» s i n t o = = = — • - •x x
Et, par suite, (9) s'écrit

(12) — d[j.o = /îisilKri -+- Â'icosto — (Icoso) — Jsina))^-

.récris encore les formules, déduites de celles du n° 22, qui
donnent dh^ et dk^

(13) ^/ii=<pIi^o+^A/i2, of/: i=yBÂ-2—'^Ji (AO,

(14) — dhi === IICOSM . [J.Q-—Asinoj.Aa, — dk\ ==== Bcosoo. Â's-hJisino). (JIQ*
Ai X

40. Pour une courbe quelconque (G) tracée sur la surface, la
s / ' h è r e de courbure normale est de la forme

/ I=X/<+YÂ-,

X, Y étant des coefficients scalaires. La condition /î2^: i donne,
à cause de h2= k2=hk=\ (n° 7), (X .-t-Y)2^!, et Pon orien-
tera la sphère n de manière que X + Y = = i , ce qui revient à
7 i A = = i , c^est-à-dire à choisir la même règle d^orientation que
pour h et A".

Ceci posé, Xet Y doivent satisfaire en outre aux conditions
de contact : n d^ == o, n dîy,Q= o. La première étant réalisée, on
peut remplacer la seconde par dndy.Q= o, ce qui se réduit, à
cause de h dy.^ = o, /' dy.o = o, à

(X^A-+- Yr//c)^=o,
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ou, d'après (5) et (9), à

— Xjt2 -i- Y^sso.
Donc

x = Z - X 4•Y _ JL
<p2 - ^2 - y,^.^ -^

c'est-à-dire, d'après (i i),

X = cus''co, Y = sin2^).

On a donc la formule

( i3 ) n == h cos2^ -+• /csin2^.

Nous l'avions, au n0 21, déduite de la formule d'Euler. Elle
redonne ici, inversement, cette formule, si l'on multiplie par le
vecteur ij n° (6) les deux membres; car on a alors

ijn = N = courbure normale,

ïjh = H, ijk = K, donc

( î4) N == Hcos-2^ 4- Ksin^o) .

41. La sphère de courbure géodésique de la courbe considérée
est de la forme

g = hi cos œ — /fi sin (o + Z ^o?

Z étant un coefficient scalaire. Cette formule satisfait à ̂ = i ; elle
exprime que g fait partie du réseau des sphères normales à la sur-
face au point considéré, qu'elle fait avec A, l'angle G), et avec k^

l'angle co 4- - ^ ' La condition g-dy.o= o étant ainsi remplie, comme

on le vérifie au moyen de (9), il reste à écrire que gdty.Q= o, ou,
ce qui revient au même, que dgdy.Q= o. Comme on a

ht dht = kt d/Ci = hi dk^ = k^ dh^ = ̂  = ^.o d^Q = o,

cette condition s'écrit simplement

Z^—<iw — ( I c o s o ) — J s i n < x ) ) ( ^ A ^ o A i C O S ( o — yB ^0^2 sin 00) == o.

Or, d'après (n), n0 22, (^2=^ y.,k^=— g, et il reste

Z/ — âfœ = o.
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Donc

( l f )) g •==• Ai cos œ — k\ sin M -+- ^o -—
À

ou

( I5 6") x^^^iy+^+^o^;
on a, de plus,

^=-^arclangi=i^L^JL^.
°y x2

En multipliant les deux membres de ( i5) par le vecteur 27, on
obtient, pour la courbure géodésique r, la formule

( I ^ ) F = Hicosto— Kis inoj 4- -^)»
us

où l'on a réintroduit l'arc de la courbe. Car, d'après (10), n° 7,

2 y ( J i o = = ( K — H ) 2 y ( J i = = K — H

et y2 = d^ est égal à

( K — H ) 2 ^ 2 = : ( K — H ) î ^ 2 .

Si l'on pose, de plus, comme au n° 1,

ds2^ E<^2_^. Grfpî,

on à, d'après ( i5) du n° 3,

H^cos^^-J-^I^, K<sinco- I à^ dv

^G ^ ^ ï ^^-^v/E^r'^

et l'on retombe sur la formule classique ( f ) .
On remarquera que, dans (i 5), le rapport ̂  est égal au rap-

(JL ' ^P0111 Tj^» où ^ est un vecteur quelconque représentant le point

de la surface. Nous avons donc la formule, indépendante de tout
choix particulier du vecteur qui représente le point courant,

(I5 ^r) ^=AiCOScù—/:isino)H- ^ -^_,
^d^

( 1 ) Voir, par exemple, DARBOUX. Théorie des surfaces, t. II, i- édition p 35A
et 386. ' "'
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42. On retrouve bien facilement la formule cTOssian Bonnet
sur la torsion géodésique, 0, en se servant de la propriété

6 ds = g dUf

que j'ai établie dans un précédent Mémoire {Journal de Mathé-
matiques, nouvelle série, t, 2, 1928, p. 164).

Nous avons, en effet, g étant orthogonal à A et /,

g dn sscos2^).^ dh) 4- sm2^.^ dk).

Or, d'après (5),

dh == y(lcoso). [IQ — Ai sin dû), dk = ^(Â'icos&) -h Jsinco. ^o)',

d'où, d'après (i5),

g dh ==-—ysintocoso), g dk =.—^sintocosoj.

On a donc aussi
(17) gdn = — y sinojcosco,

d'où
^ ds •=. g dn == — ^ sinojcosco == (H — K) sinio cosio </j,

ce qui donne ̂ formule de Bonnet

(18) e = (H --K)sin(ocpsto.

On trouve, du reste, sans difficulté, comme application des for-
mules des numéros précédents,

( 1 9 ) — dn == ( Icos3(o -+- Jsin3^ -4- 3sinco costo* — ) [J.Q— sino) cosco ^•,
A \ À /

d'où la formule (17), et aussi la formule

, , dn^ . ,(20) —— = sin2^ cos2^,
Wj-ty

qui résulterait immédiatement du fait que {gdnY=dnî

(Mémoire cité ci-dessus, p. i64).

43. Je passe à la recherche de la sphère osculatrice à la courbe
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considérée ; elle est de la forme

( 2 1 ) r ==—^sina-h Ticosa,

a étant Fangle sous lequel elle coupe la surface. Cet angle a sera
déterminé par la condition rd3 y.o = o, c'est à-dire

(^d3^) sina—^^j^cosa == o.

Ceci revient, à cause de g- dy.o= gd'^o^ ndy.Q= n d'2^ == o, à

(22) \dg.d f^Y} sina - îdn.d^} 1 cosa = o.

Or nous avons trouvé [équations ( i3) et (9)],

(23) g = h^coso)—A'isinoj-+-Z^o» Z = —»
» »•

(24) —'-°=/iisin(x)-hA:iCosoj4-T(JLo, T = Jsinoj—Icosco;
A

et l'on tire de là facilement, en utilisant les formules ( i4)?

(26) - °==W(JLo—sinco cosco.^,
A.

où r est la sphère l == A/ia4- BA-a, tangente à la surface, intro-
duite au n° 18, et où Fon a posé

(25 bis) W = T Z - h — -^-JlCOs lo)—Jlsin2c.J.
Â>

On trouve, de même,

(.^6) i^^\=S^o4-T^°+Z^—AA2sinî(o+BÂ,cos2co,
À \ A. / A.

ïnp

(26 bis) S =—Zï-h — -h (Ii 4- Ji)sintx)cosco.
'À.

Le calcul des crochets figurant dans (22) est, dès lors, immédiat,
car on a

^j=0, ^o^ao=0, ^o^=0, ,0o^=0, ^ o / l 2 = * - » ; A a Â - 2 = — — - .

z z
^4l0=0, ^/^o==0, ^=0, ^/?2==^î ^s=—g,

f/î, == A, ^Â'2 = B, ^. </Lfo = 0.



Nous poserons ( ' )

/ \ D ^n c^ f d\i.Q\ » , » . , o . â?co( 27 ) f = — — - ( -i— === I cos3 co -+- J sin3 oj -4- 3 sin œ cos co —,
X X. \ X / X

(28) Q=—^^/'4 lo^ =W-4-sinûicos<,J(B2œ£2c,/_A2sin2co)
À À \ À, /

== - c? ( — j + ( J s i n w — 1 coso)) — -t- Ii cos2^ — J i s în^co
À \ À / X

-4- sinto cosco (B tcos2to — A2 5111*00),

et la formule cherchée sera
P(29) tanga == g,

Elle se simplifie pour les lignes de courbure ( ( o = = o e t ( o = = î) »
et devient alors, respectivement,

(30) t a n g a i = = — 5 et t a n g a 2 = — - , ~ *li Ji

Ces formules donnent une interprétation remarquable pour les
invariants I< et J,.

Inéquation P== o, du second ordre, définit les courbes dont la
sphère osculatrice est constamment tangente à la surface.

44. Ayant la sphère osculatrice

r ==— ^sina -h n cosa,

et, par suite, sa dérivée

ri = g cosa -h nsina,

puisque le cercle osculateur est l'intersection des sphères de cour-
bure /i et g^ nous pouvons chercher les éléments invariants de la
courbe prise en elle-même, tels que nous les avons considérés dans
notre Mémoire du Journal de / ' 'École Polytechnique (2e série,
25e cahier). D'après le n° 21 ter de ce mémoire, la variable cano-

( 1 ) Aucune confusion n'est possible avec les quaatilés P et Q du n° 10.
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nique <r de la coarbo ( ' ) esfc définie par

d^^±dr, f / f - ^ V
W^/

a étant le point courant et /'i la dérivée de la sphère osculatrice.
Nous avons donc à calculer

d^^^dr.df^0}.
\ X /

Les formules précédentes donnent immédiatement, s.d(-^\
d ° V /- /

ein.d -^ étant nuls,
À

û?a•2=±^2(Psina 4- Qcosa)=±^ î ^/P^'+TQ^.

La formule qui donne la variable canonique est donc

( 3 l ) ^ŒÎ==/P2+Q2^g.

Pour les lignes de courbure, elle donne

(32) c/Œi = i/P^Tif. [J ̂ , d^ = — v/j^TTY.v^.

44 bis. Calculons encore l'invariant du quatrième ordre, désigné
par ^/î dans le Mémoire en question; c^est-à-dire, avec les nota-
tions actuelles,HUllS tl^LUCllC;»,

(33) n = / ' dr_
d^

On a

II = — (— /*i dv. — sina.^ 4-cosa.^)

== ,- ( — ds. •+- g dn cos2 a — n dg sin2 a )

i , > , v= ^(—^a—Ti^);

c'est-à-dire, d'après (17) ,

r / . dï\r / . d^— . — i sin to costo — —-
{/P2_+.Q2\ /

T] =L } , - sin oj costo — —- ) î^pa+QîV /, /

( * ) Elîe est désignée par s dans le Mémoire.
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ou, à cause de (29),

- I F ' Pdq—qdP-}i
(34) n= \, ; sincocosto^ ̂ f^ 1———.+ -^pi^yj-

Pour les lignes de courbure, on a, en particulier,

—. n ^(I.)-!»^!) ,- J^ (JQ-J i^(J )(35) lli=————————^——, 112=—————————^——.
(I2-^!2)4 ( J î+J? ) 4

On retrouverait immédiatement, par ces formules, la condition
(II, == o ou IÏ2==o) pour que Pune des familles de lignes de cour-
bure soit sphérique (n° 34, 5°).

45. On peut chercher à déduire, des formules trouvées aux para-
graphes précédents, des formes différentielles invariantes.^^
se bornant aux formes quadratiques rationnelles les plus simples,
on a, outre les formes qui se sont déjà introduites, à savoir

( 36) <^3 = dh^ -+- dk^ = IJî du^ -+- V» <^2,

(3,) ^=^=(.^.^^^.

les deux formes

(38) dh]^ dk\ = AîV2^-^ 2(Ii4- J i ) U V du dv -+- BS U1^2,
(39) ^ l^Â-l=—IlU l ^ l —JlV 2 ^2,

dans lesquelles se présentent les invariants fondamentaux I i , J i ,
A e t B .

Ces diverses formes peuvent se calculer, en partant d\in vec-
teur ui quelconque, pour représenter le point courant, et en se
servant de coordonnées curvilignes u\ v1 quelconques.

Considérons d'abord, à cet effet, le vecteur n {sphère de cour-
bure normale). Les conditions de contact et d'orthogonalité

à^ à^. ,,
n ĴL = o, n — = o, n — = o, n d1 \s. = o

ou ôv
donnent

<.") •=HS^^X^x[-'"••'fë)*•"•••<(^)]!•
ofi le crochet-accolade est un produit vectoriel.

La condition n^^ i donne, par application de la règle de mul-
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tiplication des tableaux, qui donne M2,

(1i) m==i^d^,
en posant

(42) ^2= E^^.t-^F'^^/.^GW2, A = E'G'—F'2 .

On a utilisé, dans ce calcul, les identités

à^u. / ^ \ 2

^J^^^W
p.2==.0,

u-

E

^
^=0?

<^
^==oî

^2 (JL ^{JL OU. Ô2 (JL /^(Jl•\

^7o^7 =—^ ^'? (x^ = : = \ ^ /^^^"v^;5

^ ^ÎJL^2^w- p/^ ̂  ̂
^/ (^p'

G'= w-V^7
Pour calculer ensuite dn2^ je remarque qu'on a ndn=o^

y.dn==o^ de sorte que dn est orthogonal à la surface au point
considéré (puisque n est tangente); je pose donc

(43)
- . ̂ UL à\s. ^
^:=^-4"T1^^

;, YÎ, Ç étant des expressions de Pfaff, d^où

(44) dn^^ çîE'-t^^ V ' + ^ G ' .

En différentiant les identités n—1-, = o, /i-^? i'ai
(7M ^P J

donc
(45)

_. à\t. , au. , au. , au.
dn— -+-/i.d— = o, dn-1-, -\- n.d^-, == o,

au au àv àv î

i^d0— -+- CE' -+-TÎ F' ==0, n.̂  ^-ÇF'+TÎG^O,

ce qui permet décrire (44) sous la forme
,àu. ,àu.

(46) dn1 -+- ç n. d -^-, -4- -f\ n. d-^-, = o.

Célimination de ç, ri entre les équations (45) et (46) donne alors

^u. „, -,, [,àu.
n.â?-1-,

(^M

,àu.
n.d-^-f

àv

dn2

E1

¥'

,âu.
n,d-^,

au

F'

G'

.ou.
n.d-^-,

àv

(47) == o.

LY,
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Or, la formule (4o) donne, en introduisant la forme différen-
tielle quadratique
/ / o \ ne ^ ^P- 7 ^tjl ï^(48) nr = ^ X - , 1 , X — X û?— X d— -,

au àv au! àv'

produit extérieur des cinq vecteurs (c'est-à-dire déterminant des
coordonnées),
/ / ^ 7^- IF 7 ' j^ IF ^ ,(49) n'd~^~, == — ^dv ^ n.d-p-, = -^du.au M (?P M

L'identité (47) donne ainsi
\y2

^^ AMi^dnï= AM.
c^est-à-dire

(5o) dn^=—
\PÎ

A2 ̂ 2

L'équation T== o est, d'après cela, l'équation différentielle des
lignes de courbure, ainsi qu'il est bien connu.

46. Les formules précédentes permettent le calcul de h et de À-,
et, par suite, [d'après (36) et (87)] , celui des formes de Pfaff inva-
riantes Vdu, V dv. L'identité ( i) donnant alors 11/ et V/, toute
notre théorie s'applique sans difficulté.

En ce qui concerne la forme d^\ = U2<^24- V2^2, on peut
l'obtenir plus directement.

Désignons par D le discriminant de la forme quadratique W. Si
l'on effectue un changement de variables sur u' et P', A est multi-
plié par le carré du déterminant fonctionnel de la transformation,
la forme W est multipliée par le carré de ce déterminant, de sorte
que D est multiplié par la sixième puissance (car il faut aussi tenir
compte de la modification des coefficients, et de la transfor-

mation en du\ dv'}\ donc. .3 reste invariant.

Si d'autre part on multiplie y. par un facteur scalaire R, d^ se
multiplie par R2, et W par R5 ; de sorte que A est multiplié par R'',

D par R1", et D par R-2.

Or dans le cas des formes canoniques (36), (3^), on a A^U^V2 ,
donc, à cause de (5o), W == /U3 V3 du dv\ donc D^—L^V 0 ,
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et -^ ==— i. Donc si l'on pose /JL()= R^, on a, pour déterminer R,
la condition

K->^-,.

On en conclat la formule ( j )

(5«) ^=/-^
et
(52) ^=-^.

47. Il me reste à indiquer comment on peut trouver la sphère de
courbure géodèsique g\ car on aura alors h^ et k\ sans passer par
l'intermédiaire de h et k. La méthode à suivre a été donnée dans
mon Mémoire du Journal de Mathématiques^ p. 160. Voici le
calcul.

Je supprime, pour simplifier l'écriture, les accents introduits au
n° 4S. Donc u et v seront des coordonnées curvilignes quelconques,
et l'on posera

(53) û^î== Edu^-^îFdudv^-Gd^, A =^ EG—F2.

Je désignerai par <ï> la forme rfjji2, et par <Ï»i et <î>2 les demi-déri-
i <^> i à^ * ,

vees . ^T^^ î dT^-)- Alors on P6"1 P0^
(54) g = C+Z(JL,

où
/55) ^ _ — ^2^_4- ̂ , fji;, ^ — (F 6?M -^_G^P) tjî  (E du + F ̂ Qj^

/AÏ y^ ( K ̂ ^1 + 2 F du dv 4- G ̂ pî )

est .une sphère normale à la surface et tangente à la courbe au point
considéré ; car on a c dy. = o, c2 == i. Le facteur Z se détermine par
la condition g d2^ = o; ce qui s'écrit

(56) Z<î)==c<^,

car y.dy.= o donne y-d2^ == — dy.2.

( l ) On reconnaît par là que la manière dont nous avons été conduits à normer IJL
est la même qu'a adoptée M. Thomsen (Thèse, p. 7).
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On a ensuite

^ d2 p. = E d1 u -+- F d1 P -+- ̂  ̂  du'2 4- 2 }JL;, (JL^ du dv -+- p.;, (JL^ o?p2,
(4 ^2 ̂  = F Jî ^ 4. G ̂ 2 p + ̂  ̂  ̂ î _^ ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  ̂ . ̂  ̂ ^ ̂ i ^

puis

(57)

\ àE
^^^î^^

i ()G
^^=-.^5

, „ i àïî
^^=;^5

^u ̂  =
J » F _ ^ ^ G
(̂ P •2 (̂  î

, „ i àG
^^—.^^

(^F
î^^ ̂  == ^M

i ^E
'2 ^P ^

et, par conséquent,
-î(58) Z ^(d[J.2y2=^(dudîv—dvdîu)

E

F

6i?M

Û?M

+FC/P

-+- G dv

làE.
2 au
/àV
\àu

clu^

i
2

-4-

()E
(̂

(^E
ûv

)-
du

W

ch

+

> 4-

^G
^^

/à¥ i ()G\
\ àv làu )
, , î àGdu dv -\- - ——

'2 ÔV

dv^

d^-

Si l'on multiplie les deux membres de (54) P^ 2y, dans Vhypo-
thèse où u. est défini en coordonnées cartésiennes (n08 6 et 7) ;
on a 2 / [ j i== i , donc 2j'y!^= 2j'y.^ = o, et 2jc = o ; d^où ij'g = Z.
Le facteur Z est, dans ce cas, la courbure géodésique, et comme
d[ji2 est alors égal à ds2^ la formule (5^) se réduit à une formule
classique. On remarquera que c représente alors le plan normal à
la surface mené par la tangente à la courbe.

VU. — INÉQUATION DK LAPLACE.

48. Les cinq coordonnées pentasphériques du point y. de la
surface satisfont à l'équation linéaire aux dérivées partielles

z z[t z\, z"^ z';^ z"^ _

[^ ^ ^ rë» ^ ^2]

dont le premier membre est un déterminant, la ligne écrite entre
crochets devant être remplacée par le tableau obtenu en y rem-
plaçant successivement y. par ses cinq coordonnées a,, UL_>, 0.3^
^'0 ^5.

On peut prendre cette équation comme point de départ pour
Pétude (conforme) de la surface, comme j'ai pris une équation
différentielle linéaire ordinaire du cinquième ordre comme point
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de départ pour l'étude (conforme) des courbes gauches et des
enveloppes de sphères dans mon Mémoire du Journal de V Ecole
Polytechnique. Cette équation (i) appartient à une classe spé-
ciale d'équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre,
car elle admet cinq solutions ^? liées par la relation

^ , 2 .r^-0-
L'équation des caractéristiques

I o o o dv^ — du dv du2

0 ^u ^ ri2 V-'uv ^2]

se ramène, par des combinaisons de colonnes, à

o o o o — du dv o
[(A ^ ^ d^ ^ d^]

c'est-à-dire, avec la notation (48) du n° 4S, à ^ = o. Elle définit
donc les lignes de courbure de la surface.

Donc, la condition pour que l'équation (i) ait la forme de
Laplace,

('•^) z"uv-^ a.^-hb^ -{- cz == o,

est que la surface soit rapportée à ses lignes de courbure ( ' ) .
C'est ce que nous supposerons. Les coefficients a, b, C seront donc
déjinis par l'identité

(3) ^i^-+-a^-hb^4-C(A = o.

Si l'on pose, en tenant compte de (A^ ̂  == o,

< 4 ) ^^E^+G^2,

on trouve, en multipliant (3) par ̂  et ̂ ,

/ àlo^^/E à\og^G^) a--—^—, b--—^—.

49. Les sphères de courbure géodésique principales^ Ai et Â'| ,

( 1 ) DARBOUX, Théorie des surfaces, t. 1, V édition, p. 273.



— 70 —
s'obtiennent ici bien facilement. On peut poser

A I = — ^ + Z ^ ,
y/G

et Z se détermine par la condition /^UL^!===O. Maison a
Wa^O,

donc
W ^ = = — ^?==—E,

et, d'après (07), n0 47,
i ^E

^W-î^
delà

iZ == - J ^QgV^ ^ _a^
' "~ y/G ' ^ v/G?

c'est-à-dire
(6) h,=——(^^&^ ^i=—(^+b^).

On voit donc que Ai et Â'( ̂  déduisent de y. par les deux trans-
formations de Laplace.

Pour As et A'2, on a les formules
i ôh^ l àki

{ 7 ) ^2 == —;=" ";— » A.2 == —^r '"̂ — >
\/S ̂  V/T àu

où interviennent les formations nouvelles

^-fê)'. ^-(ïy-
On trouve ensuite, sans difficulté, en opérant comme au n° 17,

II est ici commode d'introduire l'invariant
PS

(10) ^GÎ*
ce qui permet d'écrire

( 1 1 ) [i ==— i/^ (ÀS+ V/B". A:2-+- ̂  1 + K./),

(12) A=s= —(^/ i -hR.As+iQ, Â:ï==—/rî"*R.Â:2—t^/R./ .
\/R

50. Les formules de variation du pentasphère II s'obtiennent
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sans difficulté. On trouve d^abord, par un calcul direct,

àhi _ h p. ^A-i __ k^(i3)
^ ~ 7^' "^ ~ V/E'

où h et k sont les invariants (an sens de Darboux) de Inéqua-
tion (2)
( 14 ) h = a^ -t- ab — c, k = b^, -h ab — c.

On a, d^autre part, les identités, résultant de (6) et ( i3)

l^^-h^hfa-.^0''A au \ àv
(^ i ^g^V\ rfr 7

^—k^kCb^^^).
2 (^P \ OU j

(i5)

1 àv -a • - ̂  . ^

Les produits scalaires de A i , As, Â-i, ^2, / par leurs dérivées
<nàhï ai àhi

- ? • * • > -5-^ -T-î àv(^M ^ ^^

se calculent ensuite, en tenant compte des formules du numéro
précédent, de (i3) et de (i5).

Voici les formules qu^on obtient :

—^(h^^.k^i^T'^.l),
/S

àh^_
'au

ï = ̂
1 àhî h , i ^ logS/ ,- , . /——- ,x

Oe);^^^71^^-^-^^2^^1-1-"-^'

? = h^ A,- ̂ - i ̂ s VR.^- l- -^L ̂ gR ̂
R ^^l^

(̂

5M'

v/s
. h
^TS-

2 (^M

î ^togS/——5-. i à\ogS /———, t v/R <^ogR,^+R.ÀI— - b ^/i-4-R.A24- - v —r-—/c,.2 ^ v 2 ^/i _t- a ^

^A| /ç ,^ == /S.A,,

àki
àv ———=•( ^2 -+- /R.A-2 +1 v/i 4- R J),

V/T /R

àk^
àv

àl_
àv

^logRj ^logT _i_
2 ^ TR'

àhï /^ h ^ k i à logT i .1
/.-\ / -3— = — /b.Âi 4- -,=—-= Â'i — - ————— —— kf -h -
('7) ^ v 1 ./T./R 2 ^ ,/R - 2V/T/R 1 2 ^ ^ 2 2^^+R àv

1 É^logT i / . /——— v
ATt••

- —————— -= ( À 2 + t / f - + - R . / ) ,
2 ^ VR

H , i- A i — -
<MogR , i ^logT ^/i-4-R ,—^-^-^--Tr^/ —^ v—=— Ai — - ——=== ———— /is — -

VT /R 2 /i-t-R àv ï
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51. Les conditions d'intégrabilité de ce système se calculent
sans difficulté. On trouve, d'abord, les équations ( i5) , qui, écrites
en tenant compte de (5) et de (10), prennent la forme

<i8) ^^h^logf-l/I^, 2 ^ - k ^ f^/TR\
i au àv ^hVTR/ ' 2 àv - ̂ àu^îy ~S~}'

On trouve, d'autre part, les deux équations nouvelles :

1 L ( ! à\ogR\ i àio^T cjlogR
2<^\^i+K ^ y 4/iTR àv au,

09) -: ̂  (^ '-¥} - î K y -y ̂ ^.
1 à. ( ^R ^ogR\ _ i /K ^logS <>logR
^"VI+R ^" / 4 t/TTR au àv

<20)

l^./'^^R^logT\ .^t^R ^logTrilogS , îTR
^"V/R ^ / 4 /R ~àï~~àu~+'s•-^(-'

et une combinaison de ces deux équations, à savoir :

i r f / _ _ ^ l o g T \ i ^ / ^|ogS\ i+R <)logS <)logT
<,i) ^"w" ^ / ' ^v ^ / T/R^r-"^-

-iT^R'y^-11^^^-
A ces équations il faut joindre encore celle qu'on obtient en

éliminant c entre les équations (i4). En tenant compte de (5) ,
c'est

( t 2 ï ) h--k=

ou, d'après (10),
au àv

^(flO^log —
(23) T i -k- 1 \TR/

2 au àv

On remarquera que l'élimination de h et k serait facile et four-
nirait un système de trois équations aux dérivées partielles
en R, S, T.

A toute solution de ce système correspondra une famille et une
seule de surfaces équivalentes les unes aux autres vis-à-vis du
groupe conforme. La recherche de ces surfaces se ferait par l'inté-
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gration du système (16), (17), complètement intégrable, laquelle
se ramène à celle d'une équation de Lie unique ayant pour groupe
associé le groupe orthogonal à cinq variables.

Ce système intégré, on aura h et k par les formules (12), et la
surface par la formule
(24 ) ^-=k-h.

A cette famille de surfaces correspond, de plus, une même
famille d'équations de Laplace (2), équivalentes vis-à-vis du
groupe
(25) z==z^(u,v) ( Y fonction arbitraire).

Cette famille d'équations est définie par les invariants h et k, tirés
des formules (19) et (20). Celle des équations de cette famille qui
fournirait (Jio est? comme on le déduirait des formules précédentes
par un calcul que j'omets pour abréger,

( 26) ^-t- ao-Zu-+- bo^-+-(—h — k + 2aobo)-3 == o,

avec

^1<<Q-4)S] ^[(i-.H)T]
(2j ao--^————^————î ^--î————-àv————

Ce résultat est, du reste, une conséquence plus facile des compa-
raisons que nous ferons plus loin avec la méthode des paragraphes
précédents Çcf. n° 54).

52. Il y aurait lieu d'étudier le problème suivant :

Étant donnée une équation de Laplace (2), reconnaître si
elle admet cinq solutions z\, ^3, ^3, z.^ z^ liées par la relation
quadratique

2^=".
et, dans ce cas^ trouver ces solutions.

Cela revient à supposer que, dans les équations (18), (19),
(ao), (28), h et k sont des fonctions de u et v données; et tout
revient à examiner si ce système en R, S, T, qui est maintenant
surabondant, a des solutions. Pour chacune de ces solutions, la
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recherche des Zg^ dépendra encore de l'intégration do système de
Lie (16), (17). Ces Zy, sont, en effet, les coordonnées de m, donné
par la formule (i i) , où l'on connaîtra, par l'intégration du système
de Lie, ^2, À-a et l. Tout reviendra donc à calculer le fac-
teur ̂ /J.

Or les équations (5) donneront, par deux quadratures,

(•28} E = = E o < p ( M ) , G = G o + ( P ) ,

EQ et Go étant des fonctions déterminées, et y (a) et ^(^) étant
à trouver. Mais ceci se fera en portant ces valeurs (28) dans la
formule (10), ou R, S et T sont supposées connues. Le calcul
des Zy^ sera, dès lors, achevé.

Quant à la discussion du système en R, S, T, elle paraît diffi-
cile ( 4 ) . Nous ferons seulement, à cet égard, les remarques sui-

\ Q \ r%

vantes. Les formules ( 18 ) peuvent fournir les deux dérivées j- » -r-,
qui, portées dans (19), (ao), ou (21), donneront R. On sera
ramené, ainsi à des éqoations en S et T seuls.

Observons, d'autre part, que t/Tfo peni s'éliminer directement
au moyen de (18) et (a3). qui donnent deux équations, du second
ordre seulement, en S et T :

à_/_s_ àS\ à / î àT\ ^log(hk) _
{Ï9) àu\ïh au) ^c^îk 7v)^ àuàv ~- oî

,_ _^_ / j _^S \ ^logh _ à / i àT\ ^]ogk
~- au \2h au) àuàv ~ ^jv \%k àv ) au àv '

53. Inéquation de Laplace qui correspond à y.Q se déduit,
comme il suit, des formules du n° 22. On a

(3i) UV^o^UVk—UVh^UVk—Uhi^UVk—l^o):

puis, en utilisant la formule (4) du n° 27,

UVk== VC{ik-^ÏVk—SUk=Vk^l]^lo—JUk
= = — J i ^ o -IJ}Jio-^(À+P.o)
= _ ( J , - 4 - 2 l J ) ( J L o -J^^o.

(1) Nous indiquerons au n° 55 une autre manière cPaborder le problème, en se
servant des résultats des paragraphes III, IV et V, et nous pourrons ainsi pousser
la discussion plus loin.
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Donc (31) donne

(32) uV^o-}-SU^-{-(i^h-^-il3)^==o.

Or on a
<u^., - L Lf L à^\ - -L àî^ _ JL à! ̂"- ̂ o- y ̂ y ^ / ~ uv ^^ UV2 ̂  ^ '

c'est-à-dire, diaprés l^expression de 1 [équation (3), n° 27],

^^wS^1^0-
En portant cette valeur dans (32), on voit que (JL() satisfait à l'équa-
tion de Laplace, qu'il s'agissait de former,

(33) àîz 4 - J V ^ + l U ^ - ^ ( I i - + - J i - + - 2 l J ) U V ^ = o .àuàv au àv

L'invariant h, par exemple, est donc, d'après ( i 4 ) ?

h=^- ) - (^^+J ,+ l J )UV.

Or on a, d'après les formules du n° 27,

à(3v^ = U V . < U J — J ( I U V ) = = ( J l • 4 - I J ) UV.

On conclut donc les formules pour les invariants de Darboux :

(34) h = = — I i U V , k s = = — J i U V .

Je remarque d'autre part que, en tenant compte de la définition
de I i et J i [équation (5), n° 27], l'équation (33) s'écrit plus sim-
plement

(35) ^-^^X±),-^IU£)=o,
du ov ou àv

de sorte que son adjointe est

(36) ^__jv^-IU?=o/ au ov au àv

Cette adjointe a donc la solation t == const. Or au changement de
fonction
(37) i==X^
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dans une équation dé Laplace correspond le changement inverse

(38) t = ' > î

dans son adjointe. Nous concluons donc que si le vecteur (JL qui a
fourni l'équation de Laplace (2), supposée donnée, est lié au vec-
teur canonique po== k — h par la formule

(3o) t ^ o - M ^ ,

le facteur M est une solution de l'adjointe de (2).

54. Pour rattacher les fonctions E, G, R, S, T aux fonctions
U, V et aux invariants fondamentaux, nous comparerons les for-
mules (7) et (12) aux formules (20) et (3o) du paragraphe HT.
Cela donne
(40) / S = A V , v / f=BU, /R=-^, /m<=^.

On voit donc que R est lié à l'invariant 9 par les formules simples

(41) R = = c o f 2 6 , / R = = — c o t 6 , /i4- R = ——-

On conclut de là

(42) iW-T-R/r, v—^—^,\/\\

ce qui montre l'identité des équations (26) et (33).
On a encore, à cause de (10), et en comparant (9) avec l'équa-

tion (28) du n° 17,

,,.. E w y/rrïïy/s /—R^(43) 5=^ M=-^^-=/ z -^R^,

d'où

( 4 4 ) U = M / E , v = — M v / G r .

Observons que, si l'équation (2) correspond aux coordonnées
pentasphériques cartésiennes^ c'est-à-dire si elle admet comme
solutions les coordonnées rectangulaires du point courant de la
surface, on a c == o, comme il est bien connu (Darboux, Théorie
des surfaces^ t. 1, p. 259). On voit, de plus, en comparant les
formules (44) ̂ ïx formules ( i) du n° 27, que M == K — H. Donc,
dans ce cas, K — H est solution de l'adjointe de (2) .
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55. Je reviens maintenant aa problème du n° 52. Rattachée à la
théorie des invariants développée aux paragraphes III, IV et V, la
solution se présente sous la forme suivante.

Les invariants h et k étant les données de la question, on cher-
chera à déterminer LJ et V. Ces fonctions sont définies par les
équations (34), qui s'écrivent, en tenant compte des formules du
n°27,

S ^logV ^iogU (HogV _
àuàv 4" àv au '

(-»5)
^loglJ cHogU ^ lo^V _

k,ou, àv àv au ~

et par les équations aux dérivées partielles trouvées aux n08 29
et 30.

Il y aura deux cas à considérer suivant que h est, ou non, iden-
tique à k. Comme on déduit de (45), par soustraction,

^ I O ^ T T

(46) . . =h-k,
au. ôv

on aura seulement à adjoindre aux équations (45), dans le cas des
surfaces isothermiques (h==k), l'équation (19) du n° 30. Dans le
cas général (h^k), il faudra leur adjoindre les deux équations
trouvées au n° 29.

Une fois U et V calculés, la détermination de y.o se fera en inté-
grant les systèmes de Lie du paragraphe IV ( ( ).

Il restera encore à calculer M. Or, la transformation z= M z
changeant l'équation donnée (2) en (33), on aura

(47) S'4-111^ S^^^

de sorte que M sera donnée à un facteur constant arbitraire prés
que la solution comporte, par une quadrature de différentielle
t^bale. Rappelons que

(48) 10=-^°^, jv^-6^.
au àv

L'équation (46), où h — k = a;, — b^, exprime précisément que

( l) Dans le cas h = k, une quadrature doit donner, auparavant, la valeur de
l'invariant 6 (cf. n° 30).
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la différentielle en question

W ^I=(b+'-¥)rf«-(-^u)^
est bien intégrable.

56. Toute la difficulté réside dans Fétude du système en
U, V. Récrions donc les équations ( i 4 ) et (i^bis) du n° 28 et
Féquation (i5) du n° 29. En tenant compte de (34), les premières
deviennent

àC , - ^logV 2 /, UV(50) ^(,C--,)^+^(h-^=o,

- ,. , àC . - .^lo^U 2 /, VV
(30^) ^+(.C-l)^-^(k^O;

et, en ayant égard à (45) et (46)? Féquation en C prend la forme

, . _- ,, 2 r11 / !-1^7 r 2 rv/i v ^ / ^ /
(51 ) ^(k-n)=n,[v(nv)J^^^(kp)J^

^.^Il^^h+k.au àv

Ceci conduit à prendre pour inconnues „ === W, et U; carW doit
satisfaire, d'autre part, à Féquation (46), c^est-à-dire

()î lo^W
(5-2) . gvv =h-k.au àv

Si k ̂  h, on aura d^abord, en considérant W comme connu, les
expressions des trois dérivées secondes de logU, au moyen de la
seconde des équations (45) et des équations (5o) et (5o bis)y où
Fon aura porté la valeur deC tirée de(5i ) : ces expressions dépen-
dront de U et de ses dérivées premières — 5 — : d e W e t d e sesr au àv
dérivées premières et secondes. On éliminera ensuite U pac diffé-
rentiations, et les équations en W obtenues, jointes à (5a), déter-
mineront W.

Il est naturel de penser que ces opérations fourniront en
général un système de valeurs unique (ou un nombre limité)
pour W et U; elles donneront de plus les relations auxquelles h
et k doivent satisfaire pour que Féquation (2) possède la propriété
en question.

D'aprè.s (52), W dépendrait au plus de deux fonctions arbi-
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traires y(^) , ^ (^ ) ; car, par une double quadrature, cette équation
donnerait W sous la forme

W=Woy(^ )+ (P ) .

Si cette quadrature peut s'effectuer, on pourra porter cette valeur
dans les expressions des dérivées secondes de logU, considérées
ci-dessus; et, d'après ces expressions, U dépendra au plus de trois
constantes arbitraires, en outre des fonctions co et ij>. Mais les con-
ditions d'mtégrabilité ramèneront à des équations d'ordre moindre
en U, et permettront en général, de proche en proche, le calcul
effectif de U sans intégration, et la détermination de y et A.

57. Dans l'hypothèse k == h, l'équation (32) donne
(53) W=^)^(P) ,

et ( 5 i ) donne le produit à ̂ g u ^Lu. Comme la seconde équa-

tion (45) donne -^^,-5 on a encore les trois dérivées secondes
de logU. Les conditions d'intégrabilité donnent une équation
nouvelle du premier ordre en U. On a ainsi Ju et w en fonction
de U ; et, en différentiant à nouveau, on obtiendra l'expression
de U. En exprimant qu'elle satisfait effectivement aux équations
différentielles précédemment trouvées, on arrivera à déterminer
(p(^)e t^) .

Ici encore, le calcul fournira aussi, en définitive, les conditions
que h doit remplir pour que le problème soit possible.

Remarquons enfin que les équations (45) se réduisent dans ce
cas à une équation très simple en Uy(^ ) , à savoir

W) Ç^h(.U).au dv '- . / •

C'est donc cette inconnue (<pU) qu'il conviendra de substituera U
dans les calculs.

Pour le cas W = — i , on aurait le système simple

W S-.U, .h.^ ̂ u,,.,,

qui, par élimination de h, redonnerait l'équation de Rothe et
Calapso [n° 30, équation (21 ) ] . .


