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SUR LES COURBES GAUCHES ALGEBRIQUES ET LEURS SYSTEMES
DE POINTS DOUBLBS APPARENTS;

Par M. Marcer Lécavur.

1. Introduction. — Ce travail a pour objet 'étude des rela-
tions entre une courbe gauche algébrique, sans points multiples,
et son systéme de points doubles apparents dans une projection
faite d’un point général.

Dans son Mémoire fondamendal sur « la classification des
courbes gauches algébriques » Halphen a déja montré I'impor-
tance d'un nombre attaché a ce systéme; le degré minimum des
courbes qui passent par ces points. La connaissance de ce nombre,
jointe a celle du degré de la courbe, lui a permis de donner une
limite supérieure de 'ordre minimum des surfaces contenant la
courbe gauche.

Nous nous proposons de donner ici une démonstration plus
géométrique de ce résultat. En outre, profitant de 'étude des sys-
témes de points faite dans le tome XVIdes Annales de Toulouse,
nous préciserons ces propriétés et nous montrerons comment elles
peuvent étre généralisées (').

Pour mieux montrer la nature de ce travail, et pour préparer le
lecteur a ses méthodes, rappelons quelques considérations sur les
systémes de points du plan (2).

Parmi les courbes algébriques qui passent par le systéme de
points A, il y en a une au moins dont le degré est minimum. Nous
Vappellerons premiére courbe minima de A. De méme les

(') Pour comprendre les démonstrations de ce Mémoire, il est nécessaire de
connaitre les passages suivants de 'exposé indiqué ci-dessus : Chap. I, Chap. II,
§ 1-3, 12, Chap. III, § 8, 9. Dans la mesure ou cela est possible, nous rappelons
ces résultats dans des notes.

(?) Quelques simplifications ont été apportées, dans ce rapide exposé, a la
définition des caractéristiques. Le lecteur fera aisément les transpositions néces-
saires, en particulier & propos de 1'énoncé du théoréme I.
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courbes de degré minimum qui passent par A sans contenir
nécessairement la courbe précédente seront dites deuxiémes
courbes minima de A. Une de ces derniéres recoupe la premiére
courbe minima, en dehors de A, suivanl un nouveau systéme A,,
dit premier réduit de A. .

En suivant le méme procédé on peut réduire A, a un nouveau
systéme A,, ....

11 est alors aisé de voir que cette opération répétée un nombre
suffisant de fois est vraiment une réduction de A, car elle permet
de le ramener a un systéme de points, intersection totale de deuzx
courbes, systéme mieux connu.

On congoit que la connaissance de la réduction de A, en parti-
culier des degrés des courbes minima de ses réduits successifs,
permette de caractériser d’'une certaine maniére A.

Parmi les nombres que I’on peut ainsi attacher a un systéme de
points, signalons les caractéristiques. Si nj et m; (nj<m;) sont
les degrés des courbes minima du j*™ réduit Ajde A, ces nombres
sont donnés par les expressions suivantes :

hyi=M — M+ My~+. ..+ na, hairi=M — Mg+ My—...— nyy,
kyy=M — My 4+ My—-...+ myy, kajri=M —M;+My—...— maiy,y
(M;=n;-+ m;).

Il y a lieu de distinguer les caractéristiques d’indice pair,
dites caractéristiques paires des autres dites caractéristiques
tmpaires.

Les premiéres ont un réle important dans I'équation générale
des courbes de degré I qui passent par le systéme A. Neether a
déja donné cette expression dans le cas particulier important ou
A est l'intersection totale de deux courbes. Voici comment ce
théoréme se généralise.

Tatorime I (V). — L’équation générale des courbes de
degrél passant par un systéme de points A, de caractéristiques
paires hg, ko, ..., hiiy kaiy ... est donnée par Uexpression sui-
vante :

C/=Z(A4Chy+ Bj; Cy,,).

(') Le théoréme I est démontré dans les Annales de Toulouse, Chap. I11I, § 8.
Le théoréme II y est contenu implicitement. Nous aurons 'occasion d’en indi-
quer briévement la démonstration dans le texte (§ 8).
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A,; et By, sont des polynomes arbitraires en z et y, de degré | — h,;,
! — ks, identiquement nuls si ces nombres sont négatifs.

G,,, et G, , sont les équations de courbes de degré h,; et ky; passant
par A, indépendantes de la valeur de [, et telles que chacune
d’elles ne puisse pas s'exprimer a l'aide d’une combinaison
linéaire des polynomes C, ,, G, de degré inférieur. Nous dirons
que dans ces conditions les expressions C,,, C,, forment un
systéme de polynomes caractéristiques pairs indépendants ().

Cette propriété des caractéristiques paires peut leur servir
inversement de définition. Ce sont les degrés d’un systéme de
polynomes caractéristiques pairs indépendants (?). Cette défi-
nition, moins géométrique que la précédente, est importante car
elle peut étre généralisée plus facilement, ainsi que nous le
verrons bientét.

Les caractéristiques impaires hyiyy, ksiy servent, de leur coté,
a donner 'expression générale des combinaisons linéaires de G,,
Cy,, identiquement nulles.

Tutorime Il (3). — 8¢ le systéme de points A admet les
caraciéristiques paires hy;, ky; et les caractéristiques impaires
hyiy, kaiyr, Uexpression générale des combinaisons linéaires
de degré l des polynomes G, ,, G, ,, identiquement nulles, est

Nl = 2(A!i+l Nln,n, + Bai+e Nl‘,.q,, ),

A,y et By, sont des polynomes arbitraires en z et y, de
degré | — hgipy, I — kiiyy, identiquement nuls si ces nombres sont
négatifs. ,

N...., et N, sont des” combinaisons linéaires identiquement
nulles, de degré hi,(, ki1, des polynomes caractéristiques
pairs, indépendantes de [ et telles que chacune d’elles ne puisse
pas s'exprimer formellement par une combinaison linéaire
des expressions N de degré inférieur. Nous dirons que dans ces

(') Lorsque  n’est pas supérieur a la plus grande caractéristique paire de A,
il est nécessaire d’employer tous les polynomes caratéristiques pairs indépen-
dants de degré convenable pour obtenir I’équation générale des courbes C,.

(?) La définition algébrique des polynomes caractéristiques pairs indépendants
montre bien que leurs degrés ne dépendent pas de l'arbitraire qui demeure dans
leur choix.

(*) Voir la note de la page précédente.
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conditions les expressions N, et N, . forment un systéme de
combinaisons caractéristiques impaires indépendantes.

Comme précédemment, on peut dire que les caractéristiques
impaires d’un groupe de points sont les degrés d’un systéme
de combinaisons caractéristiques impaires indépendantes (').

La méthode qui nous a permis d’attacher un systéme de
nombres entiers & un groupe de points peut aussi étre appliquée a
une courbe gauche. 1l suffit de considérer les surfaces contenant
la courbe gauche au lieu des courbes passant par le systéme de
points. Cependant les résultats sont alors moins simples. La
réduction de la courb¢ gauche ne la raméne pas en général a une
autre courbe, intersection totale de deux surfaces (2).

La généralisation de la définition géométrique des caracté-
ristiques, a partir des degrés des surfaces minima des courbes
réduites présente ainsi une difficulté. Nous n’obtenons de cette
fagcon qu’une partie des nombres qu'il est intéressant d’attacher a
la courbe C. Au contraire, lorsque nous aurons démontré que
I'équation générale des surfaces de degré I, contenant C, est une
combinaison linéaire d’un nombre fini de polynomes, nous
pourrons nous servir de la seconde définition plus algébrique et
obtenir un systéme complet de nombres caractéristiques pairs.
Certains d’entre eux auront la signification géométrique précé-
dente, les autres en seront privés.

D’une fagon tout a fait analoguc, si nous montrons que l'ex-
pression générale des combinaisons linéaires identiquement nulles
de degré [, des polynomes caractéristiques pairs, est fonction
linéaire de combinaisons analogues en nombre fini, indépen-
dantes de I, nous pourrons définir un systéme complet de caracté-
ristiques impaires.

Dans la premiére partie de ce travail, nous commengons par
établir un théoréme reliant le degré de la premiére surface
minima d’une courbe a la répartition des caractéristiques paires

(') On peut conclure de ce dernier théoréme que lorsque / est inféricur A la
plus petite caractéristique impaire de A, les polynomes A, ct B,,, relatifs & une
courbe donnée C;, sont délerminés d’une facon unique.

(?) Il peut en effet arriver que les surfaces minima d’une courbe réduite
soient aussi surfaces minima de la courbe réduite suivante. La figure ainsi cons-
Lituée est ce que j'appelle un doublet.
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ou impaires de son systéme de points doubles apparents (§ 3).
Puis nous en déduisons le résultat d’Halphen déja cité (§ 4). Le
paragraphe 3 prépare la généralisation annoncée et permet de
signaler une critique, qui parait justifiée, d’un résultat utilisé par
Halphen dans son Mémoire. Le théoréme sur 'équation générale
des surfaces contenant une courbe gauche est au paragraphe 6, en
méme temps que l'expression des caractéristiques paires de la
courbe en fonction de celles de son systéme de points doubles
apparents.

La seconde partie est consacrée a une seconde démonstration
du résultat d’Halphen. Cette derniére, quoique plus longue que la
précédente, nous a paru intéressante par sa méthode. Elle nous a
ainsi donné I'occasion d’indiquer briévement (§ 8) la démonstra-
tion du théoréme II signalé dans I'Introduction.

2. La représentation monoidale d’une courbe gauche. —
Soit une courbe gauche C, sans points multiples, de degré d.
Projetons-la parallélement & un axe O sur un plan 2O y. Nous
obtenons une courbe plane I' présentant un systéme de points
doubles 2. On peut représenter analytiquement la courbe gauche C
en se servant de I'équation o4(z))) = o de sa projection L, et d’une

fonction z = g'g%;, quotient de deux polynomes de degré n et
0

n -1, qui donne la cote du point C correspondant a celui de T',

_ ),
T u(zy)

salzy) = o,

Cette représentation est due a Cayley. Halphen s’en sert dans le
Mémoire déja cité.

La courbe C ne passe pas en général par le centre de projection,
aussi les zéros de u, sur I' sont aussi des zéros de «,. Comme en
chaque point double de I' la fonction s doit avoir deux valeurs, il
est nécessaire que u, et u, s’annulent simultanément en tous les
points du systéme a.

La fonction z, définie sur T, n’a pas une forme rigoureuse-
ment déterminée. On démontre méme que si I'on considére un
polynome w,, de degré », astreint a la seule condition de s’annuler
en les points du systéme «, on peut lui faire correspondre un
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polynome u,, de degré n + 1, tel que la fraction gi représente la
fonction s sur T, ’

En particulier, si 'on prend u; comme nouveau dénominateur,
on obtiendra un nouveau polynome w«, de degré n -+ 2, etc. On
peut ainsi écrire les équations de C de la fagon suivante :
w(zy) Uy _ U

= (divey).

uo(zy) uy ) Uy -1

ea(xy) =0, z=

On en conclut
P U i
z " (divey).
Cette derniére remarque rend les polynomes w« propres a la
recherche des surfaces qui passent par la courbe C. En effet si

Po3"+ Pygm—'+ .. +P, =0

est I’équation d’une telle surface, on devra aussi avoir I'équiva-

lence
Poum+Piumay+...+Prpusy=o0 (diveqg)

et réciproquement. Dans ces conditions la recherche des sur-

Sfaces passant par la courbe est ramenée a celle des combinai-

sons linéaires des u identiquement nulles sur la courbe T'.
Cette remarque est a la base de la méthode du présent tra-

vail (1).

3. La courbe u,, d’équation uy= o recoupe 94, en dehors des
points doubles o, suivant le systéme B'. « et B=a + B’ consti-
tuent lintersection totale de u, et de ¢4. Toutes les courbes
iy, U, ... passent par B.

Remarquons aussi que 4 n’est pas une courbe normale, et que
par suite on a I’égalité (2)

d=h$+1.

(') Pour plus de détails sur la représentation monoidale des courbes gauches,
voir HALPHEN, OFuvres, t. 111, p. 278 et suiv. — PicARD, Analyse, t. II, p. 571.
(?) Cunsidérons une courbe ¢, de degré d, présentant le’systéme de points
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uy est par conséquent la premicre courbe minima de B. En outre,
suivant la maniére dont on a construit B a partir de «, d est une
caractéristique paire de B ().

Plagons-nous d’abord dans les circonstances les plus simples.

A. Supposons que le systéme o« jouisse de la propriété sui-

doubles a. Kcrivons de deux maaniéres différentes la dimension p, de la série
découpée sur ¢, par toutes les courbes C,, de degré n du plan.
Si I’on met en évidence la spécialité ¢, el le défaut A, de cette série, on a

=nd—p+i,—A,

D’autre part suivant le paragraphe 3 du Chapitre I, du Mémoire cité (Annales

de Toulouse),
o,=nd—l+o(d—n),

a—td —l)z(d—z)’

ol

p(d—n)=o0 si n<d—2,

=(d—n—-1)(d—-n—-2)
2

p(d—n) si n<d— 2.

Remarquons que
p=0—a,

et que 7,, grice au théoréme du Reste, est égal au nombre des adjointes indé-
pendantes d’ordre d — n — 3,

fh=¢(d—n)—(a—sg"%).
L’égalité des deux expressions de p, donne alors
I—si—
8,= s,

Le défaut de la serie découpée sur une courbe o,, de degré d, par toutes les
courbes Cpn, de degré n, du plan est égal a la singularite du systéme des
points doubles a pour les courbes d'ordre d — n — 3.

Si la courbe o, est la projection d’une courbe gauche, la série découpée sur
elle par les droites du plan n’est pas compléte. On en conclut

s§e>o.
Mais d’autre part la singularité de « pour les courbes d’ordre d — 3 est nulle

=3
sg 3 =0,
Ces deux derniéres relations permettent alors d’affirmer

d=h§+1. ¢. Q. F.D.

(') Voir Annales de Toulouse, t. XVI, Chap. II, § 192.
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vante :

WM=I+i=hKM+o2=... =k +2i—1>h{; | +2i (p=2i+1),
ou
W=ki+1=0+o2=...=h%, +20> kS +20+1 (m=20+2).

Nous dirons alors que la répartition des caractéristiques
impaires de o est réguliére et présente une premiére disconti-
nuité entre la (w—1)*° et la p*™ caractéristiques. Dans ces
conditions la courbe C est sur une surface de degré inférieur
ou égal a p.

Supposons par exemple p =27 —1.

Les hypothéses faites permetient d’affirmer que les degrés u,,
Uy, ... Uy des polynomes uy, u,, ... uy; sont des caractéristiques
paires de B. En effet, suivant une remarque précédente et parce
que « et 3 forment l'intersection totale de vq et de u, on peut
écrire (')

Y = u,, k%=;0+d—h“='l_t0+(h‘?+l)—-h?: o+ 1 =221,

Si aucun de ces u n’est combinaison linéaire des « d’indice
inférieur on peut les prendre comme polynomes caractéristiques

indépendants. (Dans I'hypothése contraire la courbe G est évi-
demment sur une surface de degré inférieur a p.) Mais

Ki=ug+d —h¥ > g+ (h% 4+ 00— (h%— 28) = ug+ 20 + 1 = Ugiyy.

Par conséquent

B = - B
Iy i= uai < ugi1 < ky;.

D’aprés le théoréeme I (§ 1) on en conclut que wsy, est une
combinaison linéaire des « d’indice inférieur (et a I'occasion de O

sid=s u-2i+1)(2> ’
Usip) = — A2 Ugj— Apj—y Ugj—1— .o .= Qo Uy (divey).
La courbe C est par suite sur la surface

b+ ay— 21+, .+ ao=o, c. Q. F. D.

(Y) Voir Annales de Toulouse, t. XVI, chap. 1I, § 12.
(*) Dans ces conditions deux caractéristiques paires de B sont égales & d
(Annales de Toulouse, t. XVI, chap. II, § 12).
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Pour étudier maintenant le probléme dans les circonstances les

plus générales, il suffit de supposer qu’avant la premiére disconti-

nuité dans la répartition des caractéristiques, on a eu l'occasion de
rencontrer plusieurs caractéristiques égales, ou coincidences.

B. Supposons qu'il existe une seule coincidence avant la
premiére discontinuité.

Nous allons démontrer que C est sur une surface de degré
inférieur ou égal @ p + 1.

En supposant comme précédemment qUE Ugy Uyy o ooy Uy 4, b—1
sont des polynomes caractéristiques indépendants, on peut encore
écrire

(1) —up=aclg+aiy+... 4+ aylty+byoy+...+ay.quy—y  (divey),

ou v, est un deuxiéme polynome caractéristique, de méme degré
que iy, correspondant a la coincidence.
En multipliant les deux membres de I'équivalence par z, on

obtient
(2) —upri=aoU+ A lUy+. ..+ Aullgp+.i .+ Gy U+ byvys
{divey).
Comme la courbe ¢, passe par le systéme de points doubles

de o4, on peut I’employer pour la représentation de G et lui faire
correspondre un polynome ¢4, tel que

2= 2 (divey).

Vo

La courbe ¢4, ,, comme ¢,, passe par le systéme B. On peut donc
écrire

Vot = ZolUo—+ A U+, ..+ 2g Uy + Ba Vot Lot Ux+1 (diveq).

En remplagant ¢,z par l'expression de ¢,,,, dans I'équiva-
lence (2), on obtient

(3) — uyr1=badotto+ (@~ bady) 1 ...+ baBavat...+ ap-1uy
(di\’t?,/).

L’élimination de ¢, se fait alors immédiatement entre (1) et (3),
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de telle sorte que

— Uy + Batty = (ba2o— @y Ba) o+ (Ao + baay—a; Bo)u +.. A ayoqy

(diveq).

Identité qui démontre le théoréme annoncé.

C. Dans le cas général il existe ¢ coincidences avant la premiére
discontinuité, et I'on démontre que la courbe C est sur une sur-
Jace de degré inferieur ou égal a p+c.

Comme dans le cas particulier précédent il s’agit d’éliminer les
polynomes caractéristiques ¢4, vg, ¢y, ... qui s’introduisent dans
I'expression de uy a 'occasion des coincidences. On y arrive de la
fagon suivante. En multipliant successivement 1'équivalence ana-
logue a (1). par 3, 32, ..., 3¢ et en remplacant au fur et a me-
sure zv,, 5vg, 9y, ... par les expressions des polynomes ¢, ,,
¥841y ¥y41y »+. On obtient ¢ 41 équivalences. 11 suffit alors de
montrer qu'en multipliant ces équivalences par des expressions
entiéres de degré convenable, on peut par addition membre a
membre faire disparaitrs les ¢.

Donnons, pour simplifier, expression de ces facteurs dans le
cas de trois coincidences. On a dans ces conditions

Va1 = Qolo—+...+ Bavat+. .. B3eg ...+ B0y +. ..,
.l

P = Xy Ug . B0y 4.4 PEOg ..+ Byoy—+..
” " " "
Yy =g U+, .. ﬁava—i—...—f—ﬁpvg—k. g @YOY—i—...,

ou nécessairement si I'on n’a pas v, = vg= vy certains coefficients
écrits ci-dessus sonl nuls.

Les trois facteurs X, X,, X4, de degré 3, 2, 1, multipliant res-
pectivement les équivalences uy, zuy, 32wy sont donnés par les
expressions suivantes :

Ba Bg By

Xo=(—p| Bt B |,
Ba By By

Xom(—1y| | P8 3/1 N Ba (3"7/‘_‘_ By Bx ’
o Bl lenosy | |8y Ba

Xy = (—1)!'(Ja+ B3+ BY).
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En ajoutant ces trois ¢quivalences ainsi multiplices, a L qua-
trieme z%uy, on obtient la relation cherchée entre les w.

On concoit ais¢ment P'expression des facteurs dans le cas général.
Il est important de remarquer que ces facteurs sont indépendants
des coefficients a,, @y, ..., ay_, de P'équivalence donnant uy,.

Résumons ces résultats en remarquant que la discontinuité,
dans le cas général, a lieu entre la (v + ¢ — 1) caractéristique

et la (KJ' + C)'ém‘",

Tutoreve. — i dans la suite des caracteéristiques impaires
de o, la premicre discontinuité « licw entre la (m— 1)éme et
la mieme (cotte derniére pouvant d'ailleurs ne pas erister),
quelle que soit la disposition des m — 1 premiéres caractéris-
tiques, la courbe G est sur une surface de degré inféricur ou
égal a m.

Remarque. — Puisque tous les polvnomes « passent par
{ poly 1 1
B=a— B/, ils contiennent tous cn particulier le systeme o des
oints doubles de ©,. Tout ce que nous venons de dire en consi-
7 {
dérant le systeme B peut s’entendre aussi avee le systéme 2, de
) 1 3 )
sorte que 'on peut énoncer la proposition suivante :
1 prog

Tutorive. — Sidans lasuite des caractéristiques paires de x,
la premiére discontinuite a licu entre la mme et la (m--r1)ieme
(cette dernicre pouvant d'ailleurs ne pas exister), quell:
que soit la disposition Nes m premiéres caracteristiques, la
courbe G est sur une surface de degié inféricur oun égal a m.

4 On peat déduirve immédiatement de ce résultat une proposi-
tion importante découverte par Halphen.

8¢ le systeme de points doubles apparents a de la courbe
gauche Coérifie 'inégalité

(1) Rajy - A s — kY 1< o,
cette courbe est sur une surface de degré inférieur ou égal
am=ai.

En effet. le degré ny, de la premiére courbe minima du

(26 —1)" réduit de «, s, peut sexprimer en fonction des
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caractéristiques de 2 (')
naa=Ho—Hy—...—hj,_, (M= 17'7"‘ k).

On a de méme
ny=Hy—H ...+ /lz,'.

Remplacons n,,—, par sa valeur dans I'inégalité précédente, ct
faisons apparaitre n,;. On obtient

ny; + /(3.‘,'_1 — Ilg[-i—l < o,
Or ny; n’est certainement pas négatif, il est donc néeessaire que
llg[> /fg,'_g-‘i- I.

11y aainsi une discontinuité entre la 2™ et la (2 {4 1)""® carac-
téristique paire de a. La courbe C est donc sur une surface de
degré inférieur ou égal a m = 24. C. Q. F. D.

Montrons maintenant comment on obtient le résultat d’Halphen.

La présence de coincidences dans les caractéristiques paires de z
diminue Iy, Iy, ..., A%_,. De méme les coincidences des carac-
téristiques impaires augmentent H,, H,, ..., k%_ . On voit ainsi
que le premier membre de I'inégalité (1) est maximum si 'on sup-
pose qu’il n’existe pas de coincidences parmi les caractéristiques.
Par conséquent, si l'inégalité que nous obtenons en faisant cette
hypothése est vérifiée, il en sera de méme a fortiori des inégalités
correspondant aux cas ou il se présente-des coincidences.

Dans cette derniére hypothése, on a les relations

hy=Fk§i—1+hf—o2=...=k§;_,— (2i—1),
=rkf+1=hf+2=...= k% + (20 —1).

Nous obtenons ainsi, en remplagant 2/ par m et A% par d —1,
I'inégalité
(2) (m 4 1)(hE+ m) < md.

On a de méme la proposition analogue.

Si le systeme des points doubles apparents o de la courbe

(%) Annales de Toulouse, Chap. I, § 12.
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gauche C vérifie Uinégalité

noi—+ hEi— hii, +1< o0,

cette courbe est sur une surface de degré inférieur ou égal
am=2i+1.

Etl’on déduit encore de ce deuxiéme théoréme la méme inéga-
lité¢ (2). On peut donc conclure :

Tutorime. — Lorsque le systéme des points doubles appa-
rents a de la courbe C vérifie U'inégalité

(m +1)(h§+ m) < md,

cette courbe se trouve sur une surface de degré inférieur ou
égala m.

C’est le résultat trouvé par Halphen (*).

Nous venons de le démontrer d’une fagon assez indirecte. Nous
en donnerons au paragraphe 10 une démonstration plus natu-
relle mais plus longue.

5. a. Dans le paragraphe 3 'hypothése de la discontinuité entre
la (m — 1) et la mi®™ caractéristique impaire de a nous a seule-
ment permis d’assurer que u, était une combinaison linéaire des
polynomes caractéristiques pairs de B, de degré inférienr. Si
dans d’autres circonstances nous savons que iy peut s’exprimer
de cette facon, le procédé d’élimination des.v, employé précédem-
ment, restera encore applicable. Par conséquent, si I'on a une
combinaison identiquement nulle des u et des ¢ (),

N=up—(wotty...p—y)—(vav3...)=0 (divag),

ou les polynomes ¢ sont au nombre de b, on peut en déduire Vexis-
‘tence d’une combinaison identiquement nulle, de degré w, -+ u + b,

(') HarLrnen, QEuvres, t. IU, p. for.

(?) Nous désignerons par le symbole (u,u,...u,), une combinaison linéaire
de w,u,...u, de degré !, dont les coefficients sont des polynomes en x et ).
Lorsque le degré n'aura pas d’intérét dans la question traitée nous supprimerons
I'indice.

Ly, 6
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nc¢ contenant plus que les «,

(wyuy. .. Uy, ... uy,,_/,),';o b= O (divog).

b. Soit u, le premier polynome « qui puisse s’exprimer a 'aide
d’une combinaison linéaire d’un systéme de polynomes caractéris-
tiques de degré inférieur. D’aprés ce qui précéde nous savons que
I'on peut prendre les polynomes «, d’indice inférieur a p, comme
des polynomes caractéristiques pairs indépendants du systéme B.
Mais il est important de remarquer qu’il n’en est plus de méme
pour le polynome w«,, ni pour les suivants. Ces derniers sonl en
eltet des combinaisons linéaires des précédents. lls ne peuvent
donc pas étre pris, le cas échéant, comme de nouveaux polynomes
caractéristiques indépendants.

Supposons que I'on ait

wy = (Uotty ... tty—y) +(9z03...)  (divgy).

En multipliant les deux membres de cette équivalence par z et en
remplacant zu; par 1y, on obtient '

Uy = (W ly. . U,) +(304303...) (divo,).
Et comme w,, 30, = ¢4, 3vg= g, (divey) peuvent s’exprimer
en fonction de wyu;y . ..Uy ¥49g. .., on en conclut :

Upg = (U lly .o y—1) + (9g03...) (divey).

La démonstration du cas général se ferait ainsi de proche en

proche ().

() Oa en conclut ¢n particulicr que le premicr membre de l'inégalité
F(@y) =Pytty+ Pittyy_+...+ Pptty+ Goy=o0
qui identifié & zéro exprime la condition pour que la surface
P,z + P s .. +Pu=0 »

contienne la courbe C n'est pas léquation générale des courbes de degré [
passant par le systéme B, lorsque ! est assez petit (en particulier quand / est
inféricur a la plus grande caractéristique paire de B). Il manque en effet
certains polynomes caractéristiques ¢ qui ne soat pas remplagables par des
polynomes v, méme d’indice supérieur & p —1. '

Cette remarque ne parait pas avoir attiré 'attention d’IHalphen. Elle scmble
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c. Soit ugety...Uy_y, V4vg...9q un systéme de polynomes
caractéristiques pairs indépendants de B. Cherchons toutes les
combinaisons linéaires N de ces polynomes identiquement nulles.

Si ¢, est la plus petite caractéristique impaire de B, il existe une
telle combinaison N, ,

N,,=(uou1...u‘1_., PaVB .. )y, =0 (diveg).

La combinaison N, , que I'on obtient en multipliant N; par z et
en remplacant v,z =¢,,,, Vg3 = ¢gy, ... par leurs expressions
en fonction de wou, ... uy_y, v4vg ... est aussi un polynome iden-
tiquement nul, ou entrent uguy ... Uy 4, V4vg... par l'intermé-
diaire de wq iy ... uy, vovg... (').

Si nous supposons qu’il n’y a pas deux caractéristiques impaires
de B égales a ¢,, on peut assurer que N, ,, est indépendant de N,
En effet si 'on avait

Ni’+l=Al- Ni‘ (di"?d)y

on en conclurait que la courbe C est dans le plan z = A,.

mettre en doute un résultat dont il se sert surtout 3 la fin de son Mémoire. Pré-
cisons cette difficulté :

Pour écrire que ce polynome est identiquement nul, il suffit d’imposer & la
courbe f(zy)=o0 un nombre de conditions arbitraires égal au nombre des
paramétres homogénes dont dépend cette courbe. Halphen, dans Papplication
de cette méthode, suppose que f(xy) = o est ’équation générale des courbes de

ce degré passant par B. Il obtient ainsi un nombre N/, de condilions supérieur
au nombre véritable N,,. De I'inégalité qu’il obtient

(1) NuZmd+4+1—p (ol p est le genre de la courbe),

on ne peut pas conclure

(2) NpZ md +1— p.
D’autre part, lorsque p < m—dgi—'-, Weyr a montréque N, S md + 1 — p. Halphen

en conclut alors que dans les mémes conditions :
Np=md +1—p.

Ce résultat est contestable 4 cause dec la distinction nécessaire, pour les pre-
miéres valeurs de m, entre N,, et N/, -

Pour plus de détails, voir HaLPitEN, Fuvres, t. IIL, p. 293-295 et 2909.

(') Comme au paragraphe 3, on ne remplace pas explicitement w, par son
expression en fonction de uyu ... 1, ¥, V.. ..
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Soit H, le degré de la premiére surface minima de la courbe C.
Siiéy,i+1,...,{i+ Hy— 2 représentent chacun une caractéris-
tique impaire de B, on peut assurer que les combinaisons linéaires
successives N, , N; ., ..., N, .y, sont indépendantes, car C n’est
pas sur une surface de degré inférieur & H,. Mais en revanche on est
certain que N, .y n’est pas indépendante des précédentes, car si

(gHozll—1 1) =0

est I'équation de cette premiére surface minima, en multipliant les
deux membres de I’égalité par N;, on obtient

(th Nij+te-. Ni.+ll.) =o0 ((li\'q:d)‘

Soit i, le degré de la premiére combinaison N; qui ne peut pas
s’exprimer linéairement avec des polynomes issus de N,. On en
déduit une nouvelle suite N; N, ,,... de combinaisons indépen-
dantes de toutes les précédentes et dont les degrés sont les carac-
téristiques impaires suivantes de B. On peut continuer de méme
jusqu’a épuisement complet des caracléristiques impaires de B.
Nous- aurons ainsi réparti les combinaisons caractéristiques im-
paires indépendantes de B suivant un nombre fini de suites d’au
plus H, termes.

Le théoréme II de I'Introduction donne alors I’expression géné-
rale des combinaisons N identiquement nulles

N= (a;oNi+ a1, Nips1+...+ a4, Ni,4j,)
-+ (agoN[’—i— a,'. Ni,+|+. e a’i,Ni,+[',)+- e

(On a supposé que les j, premiéres combinaisons de la suite issue
de N, sont indépendantes, etc.)

Remarques. — 1. Nous avons limité dans chaque parenthése la
suite des polynomes N a ceux qui sont indépendants. On peut
a fortiori y introduire aussi quelques-uns de ceux qui dépendent
linéairement des précédents.

II. Les polynomes N, ,,, ..., N, ., se déduisent de N, comme
dans le paragraphe 3 nous avons déduit «,, de «,. Par conséquent
si N, contient dans son expression {3, polynomes ¢, pour avoir une
combinaison linéaire de N, N, ,,... formellement indépendantes
des v, il sera nécessaire d’en prendre {;.
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HI. Les suites issues de N,.', N, ... n’ont entre clles aucune
relation particuliére, dans le cas général. Le procédé d’¢limina-
tion des ¢, indiqué au paragraphe 3, ne peut pas par conséquent
s'appliquer a Pexpression entiére de N; comme il est nécessaire
d’avoir des coefficients entiers a de degré convenable, il faudra
utiliser cette méthode pour chacune des suites.

Rappelons que ces polynomes @ ne dépendent que des ¢. En
outre quel que soit son degré, la combinaison. (N; ... N; 3 _,)
doit nécessairement contenir formellement au moins un poly-
nome ¢, si tous ses coefficients ne sont pas identiquement nuls (*).

6. Nous sommes maintenant en mesure d’aborder 1'étude des
surfaces contenant la courbe gauche C.

Comme nous I'avons indiqué (§ 2), elle se raméne a celle des
combinaisons linéaires des « identiquement nulles a 'exclusion
des polynomes caractéristiques ¢. Le paragraphe 3, a, nous a
montré comment on pouvait les déduire des combinaisons linéairves
des polynomes caractéristiques pairs indépendants de B.

Soit w,~+H, le degré minimum des combinaisons linéaires
des u« seulement identiquement nulles

(wotey ... una+n,= 0 (divey).

Il lui correspond la premiére surface minima Iy, de la courbe
gauche C.

Toute autre combinaison de méme nature, de degré uy+ /, peut
s’¢crirve de la fagon suivante :

(Wotty oot Vir= Mo(zy3)(uatey .ty )it + (Wolly oo o Ully—t Juyied

(divey).

11 suffit en effet d’absorber successivement (par un mécanisme
analogue a celui de la division) w,u,_, . . . uy, dans des expressions
o

zist(uoty o )i, (divey).

Par conséquent le probléme revient a la recherche des combi-

(') Pour faire disparaitve lcs B, polynomes ¢, il faudrait résoudre un systéme
linéaire de $, équations & B, --1 inconnues. Il serait nécessaire en outre que lcs
solutions trouvées soient des polynomes de degré convenable.
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naisons identiquement nulles (wouy ... uy )i, de degré wo+ L.
Suivant le paragraphe 5, ¢, nous pouvons donc écrire

(wour... in—1)prt=(@r1oNs+ a@reNipy+. ..+ a,j Ni;)
4+ (@2,0 N, =+ @2, 1 Ny +. o o @9, N, )+ 0
(divog).

Les polynomes a doivent étre choisis de fagon que les expres-
sions ¢ disparaissent explicitement du deuxiéme membre de I'équi-
valence. Or d’aprés la remarque III du paragraphe 5, ¢, il est
nécessaire qu’il en soit de méme pour chacune des parenthéses.

Si la combinaison N; contient 3, polynomes v, il sera néces-
saire que 17;-1— {ne soil pas inférieur a i, + 3, pour qu’il existe des
coefficients non nuls @, ... qui fassent disparaitre les ¢ de la
premiére parenthése. Soit

Pig, = (N;Nipr. .. Ni8)i+8, =0 (diveaq),

la combinaison de degré {,—+ 3, qui ne contienne plus de poly-
nomes ¢..

Toute autre combinaison des N, , de degré ¢, 4 /, peut s’écrire,
comme nous I'avons déja vu,

(Ni‘ NI'H-‘ e N[‘+/‘) = Bo(i"}’sziﬁ—ﬁ,‘*‘ (11,0 Ni‘-—+—. e o fl|,@l-1 Niﬁ.(s‘_])
(di\'(?,[).

Mais pour que la deuxiéme combinaison du deuxiéme membre
ne contienne par explicitement les polynomes ¢, il est nécessaire
ue tous les coefficients a soient nuls de sorte que

(NggNigr e oo Nit )i+, = Bo(2y2)Piag,  (diveg).

Nous pouvons raisonner de méme avec la suite des combinaisons
issues de N, , .... On obtient ainsi I'équivalence

(wotty ... ity ) ipr1= Bo(xyz)(P; 1B, + A (zys)Pipyg,+. .. (divey).

Si 'on remplace cette combinaison par son expression dans
I'équivalence (1) on a
(wouy oo Wlingrt= Ao (yz)(uouy...un,)a+,

+ Bo(7y2)Pi 4B, + As(2y3)Pip,+. .. (divey).

I11ui correspond V'équation générale des surfaces Fyde degré |
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contenant la courbe G

Fi= AoFll‘,”-F BoFg,+ AsFy,, ...

Le deuxi¢éme membre de cette expression ne contient qu’'un
nombre fini de polynomes F, Fy , équations de surfaces con-
tenant la courbe. Les degrés de ces derniers, selon 'lntroduction,
seront les caractéristiques paires de la courbe gauche C.

On peut alors énoncer la proposition suivante :

Tuorime. — L'équation générale des surfaces de degré |

contenant une courbe gauche C de caractéristiques paires

HoKo..., HyKy...

est donnée par Uexpression suivante :

F;= Z(AsiFuy,+ BgiFi,,).

Aj; et By; sont des polynomes arbitraires en z, y et z, de degré
{ — H,;, I — K,;, identiquement nuls si ces nombres sont négatifs.

Fy, ct F, sont les équations de surfaces de degré H,; ot Ky,
contenant G, indépendantes de la valeur de I, et telles que
chacune d’elles ne puisse pas s’exprimer a l’aide d’une combi-
naison linéaire des polynomes F,,z', FKE,- de degré infeérieur.

L’existence d'un nombre fini de caractéristiques paires implique
celle d’'un nombre fini de caractéristiques impaires de la courbe C
(selon la définition algébrique de I'Introduction). On obtient en
effet la dimension du systéme complet des surfaces de degré / con-
tenant C, en faisant la différence entre la somme des nombres des
paramétres dont dépendent respectivement les polynomes A,;, B,;
et la somme analogue relative aux polynomes Ay, Byiy, qui
entrent dans ’expression générale des combinaisons linéaires iden-
tiquement nulles des polynomes Fy,, Fg . On voit ainsi que le
nombre des caractéristiques paires est supérieur d’une unité a celut
des caractéristiques impaires.

11 est aisé de trouver, dans le cas général, 'expression de ces
nombres H,;, K,; en fonction du degré dela courbe C et des carac-
téristiques du systéme o des points doubles apparents de C, dans
une projection arbitraire.

Soit i le plus petit nombre, supérieur a A} = w,, qui ne soit pas
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caractéristique paire de B. Il correspond a la premiére disconti-
nuité dans la répartition de ces caractéristiques. Si § estle nombre
des coincidences des caractéristiques paires de B inférieures a 7,
on a

Ho= i+ B —uo.

Soient ¢, la plus petite caractéristique impaire de B et 3, — 3
le nombre des caractéristiques paires de B comprises entre { et /.

On a

Ko=il+pl—_1;;-

De¢ méme si £p est la premiére caractéristique impaire de la deuxiéme
suite ¢t 3; — Ble nombre de caractéristiques paires de B comprises
enlre £ et gy,

Hy= i3+ Ba— o, -...

Il faut maintenant introduire les caractéristiques de 2 dans ces
cxpressions. Remarquons que o ct B constituent lintersection
totale des courbes o4 et up. A toute caractéristique impaire de Bi

correspond unc caractéristique pairc p de « par la relation (1),
;' = ;,;—}—- (l—;.

Par conséquent, comme les caractéristiques impaires de B, les
caractéristiques paires de o sc répartissent en un nombre fini de
suites décroissantes, de termes initiaux p 2 p,2 p, . .. tels que

"";‘—o=d_Pa

iy — U= d —p,

On voit aussi que B est le nombre des coincidences des caracté-
ristiques impaires de a supéricures a p, que B,— B est cclui des
caractéristiques impaires de o comprises entre p et py, .... On
obticnt ainsi les relations cherchées

Ho=d+ p it )
Ko=d + ﬁl — P
Hy= d + B1— ps,

........ ceee e

(") Voir Annales de Toulouse, t. XVI, Chap. II, § 12.
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Remarque. — Ces résultats ont unc valeur générale de méme
portée que celle qui appartient aux calculs précédents. 11 scrait
intéressant de savoir si Uintroduction de ces nombres caractéris-
tiques suffit a exclare cette restriction, ct dans le cas contraire si
I'on peut complétement exclure ce qu’on appelle les cas particu-
liers en attachant a la courbe C un systéme fini de nombres.

1.

7. Nous nous proposons dans cette seconde partic d’établir une
inégalité entre le degré d’unc courbe gauche G ct le degré de la
premiére courbe minima de son systéme de points doubles appa-
rents 2, qui permette de donner une limite supérieure du degré de
la premiére surface minima de C. Considérons d’abord les deux
cas particulicrs ou cette derniére surface cst un plan ou une (ua-

drique.

A. Cherchons le degré minimum des surfaces contenant la
courbe C, dont I'équation est de la forme

a z + ag= o,

ou @, ct a, sont des polynomes en z et ).

Si nous nous servons de la représentation monoidale de la
courbe G ¢n prenant pour u, I'équation de la premiére courbe
minima de ar.(ut,: h‘(’)‘), on aura I'équivalence correspondante

a Uy + aQplly=0 (divoq).

Comme la courbe u, nc passe pas par tous les points d’interscc-
tion de ¢4 et de u,, car en les points «, u; n’est pas tangente a u,
(autrement on verrait aisément i 'aide du théoréeme du Reste que
la courbe est planc), il est nécessaire de faire passer a, par ces
points «. Si 'on prend a,= u, on aura une surface cherchée de
degré minimum A%+ 1.

Ce degré doit étre évidemment indépendant de la représen-
tation de la courbe.

Prenons alors u, pour dénominateur de I'expression de z. On
devra avoir l'équivalence

(1) UgUa~+ Qyly =0 (diveq).
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Si d, degré de la courbe C, est supérieur au degré 222+ 2 du

premier membre de (1), I'équivalence devient une égalité, d’on

I'on conclut que «, contient w, en facteur. Mais alors la courbe G
est nécessairement plane.

Tutorime (). — Lorsqu’une courbe C, sans points multiples,
est gauche on a nécessairement

d
h%z ;—I.

On peut aussi énoncer le corollaire suivant :

Lorsqu’une courbe plane C, présentant le systéme de points
doubles o, satisfait a l'inégalité

2hfsd—3,

elle n'est pas la projection d’une courbe gauche sans points
multiples.

B. Proposons-nous le méme probléme pour les surfaces conte-
nant la courbe C, dont I'équation est de la forme

Ay 32+ a,3 + ay = 0,

ou a,, a,, @, sont des polynomes en z et y.
Nous devons avoir, en correspondance avec cette surface, I'équi-
valence

(2) AU+ A Uy —+ agllg= 0 (divey).

Comme précédemment supposons que le degré du premier
membre soitinférieur a d, de fagon que I'équivalence deviennc une
égalité

— Qylg= Qolly+ au,.

Si u; ne passe pas par Uintersection totale de u, et de u,
(dans le cas contraire «, est une combinaison de u, et de «,, el
la courbe est sur une quadrique), il est nécessaire que @, passe par
les points By o «, et «, se recoupent, a 'extérieur de u,, c’est-
a-dire de B : B, et B forment ainsi l'intersection totale des deux

(') HarLHEN, p. 288,
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courbes u, et u,. Le degré de la premiére courbe minima de B,
est alors (voir fig. 2)
v = g+ Uy— h,',‘.
Supposons par exemple k¥ = hJ—4-1.
Si u, est la premiére courbe minima de & (u,= L2) ona

M =u+d—il=d—1,
de sorte que
v=2M%+2—d.
Par conséquent, lorsque nous nous trouvons dans les conditions
indiquées, c’est-a-dire lorsque

(2h§+2—d)+hi+2<d on 3L+ 4 < 2d,

nous obtiendrons la surface de degré minimum, dont I'équation
a la forme considérée, en prenant pour @, la premiére courbe
minima de B,. Son degré sera

20+ 4 —d.

Remarque. — Nous pouvons assurer que ce résultat reste
exact, lorsque 3/, 4 4= 2d, car méme dans ce cas, malgré la
présence de 'équivalence, nous ne pouvons pas prendre pour a,
un polynome de degré inférieur a v (*).

Le degré que nous avons obtenu est indépendant de la repré-
sentationde C.

Faisons alors w,= h%+ 2. Le degré de la premiére courbe
minima du systéme B, correspondant change. 1l est égal a

2h% 43 —d.
I est donc nécessaire, avec les hypothéses faites, que 'équiva-
lence (2) ne devienne pas une égalité lorsqu’on prend pour a, la
premiére courbe minima de B;. Par conséquent, et en tenant

compte de la remarque précédente, on doit avoir

(243 +3 —d)+h§+2+2>d ou 3hy+ 17> 2d.

Si au contraire
3hi< 2d — 6,

(') Seulement le polynome a, n’est plus nécessairement I'équation de la
premiére courbe minima de B,.



—_— 02 —

il est nécessaire que I'hypothése que nous avons rejetée au début
soit vérifiée : u, est une combinaison linéaire de wu, et u, etla
courbe est sur une quadrique.
Si nous avions supposé k§= h('), on aurait trouvé l'inégalité
correspondante
3hG < ad—4.

On peut donc énoncer la proposition suivante, déja donnée
par Halphen :

Tutorime. — Lorsqu’une courbe gauche G satisfait a Uiné-
galité
3hG< 2d—6.

elle est sur une surface du second degré.

8. Nous nous proposons maintenant de généraliser la méthode
que nous venons d’appliquer aux deux cas particuliers précédents.

Dans ce but reportons-nous d’abord a la réduction adjointe (*)
du systéme du point A. Soit « son premier adjoint. Supposons
que I'équation d’une courbe C,; donnée, passant par A, puisse se
mettre sous la forme suivante :

(1) Cr= 119 Cn+ 1ty Cpy + Z i Ua,

2
(ou C, et C,, sontles deux courbes minima de A et C,, des courbes
passant aussi par A).

Soit Cy la courbe passant par « et correspondant a Cy, c’est-
a-dire découpant sur C,, en dehors de «, le méme systeme de
points que C; en dehors de A. La courbe composée G, G, passe
par lintersection totale des courbes C, et C,,. D’aprés le théo-
réme dc Nather on peut donc écrire

Ci.Cuy=ACpr+ G..Cp.

(') On n’a pas a supposer k% > h%+ 1 puisque dans ces conditions la courbe
cst nécessairement plane (§ 3).

(*) On appelle adjoint « du systéme A, le plus petit systéme corésiducl & A
sur sa premiérc courbe minima C,. L’adjoint de a est le deuxiéme adjoint
de A etc. L'cnsemble des adjoints successifs de A constitue sa réduction adjointe.
On démontre que les adjoints az; d’indice pair de A sont confondus avec ses
réduits de méme indice pair Ay (Ouvrage cité : Chap. II, § 2 et 7).
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De méme, si C,, est la courbe correspondanta G,,, on a
Ca‘. Cp,= A;Cp+ Ca;-cm-

Fig. 1.
Com

Multiplions les deux membres de I'égalité (1) par C,, et sub-
al . I3 !
stitwons 8 G; G, ..., Gy, Gy, les valeurs trouvées. Nous obtenons :

AC,+GC.Cpr=uC, Cn."‘ u; G C"1+2 w; (A;Cp+ Ca,‘ Cu)
[}
ou

(2) Cun [C)\—- "'C"*—E u; CaiJ =C, \;— A+ uy C,,‘ +2 u; A,-]
2 .

2 .

Les polynomes C, et C,, sont premiers entre eux puisque les
courbes C, et G, n’ont pas de partie commune. Par conséquent
si A< n, il est nécessaire que les deux membres de I'égalité (2)
soient nuls séparément. On en conclut :

C‘A= [£2] Cn,"‘Z u; Ca,‘.
2

Comme L+ m = I+ n,, Pinégalité . < n peut s’écrire { < k.
On peut donc énoncer :

Tutorime. — Lorsque lest inféricur a h' Uexpression de la
courbe Cy, correspondant & Gy, passant par Uadjoint « de A,
comprend un terme de moins que celle de Co. Le terme man-
quant correspond a la courbe G, qui a permis de construire
ladjoint a.
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Pour étudier Cy, il nous arrivera de considérer G,. C’est ce que
nous dirons e ffectuer Uopération T sur la courbe Gy

Cette opération T va nous permettre en particulier de trouver
I'expression générale N, des combinaisons linéaires, de degré [,
identiquement nulles des polynomes caractéristiques pairs Cp,, Gy,
du systéme A

Ni=u,C,+ u,C,,L+2 u; C,,iso
2

<n =h}, m =L, 2 u; C,, représente 'ensemble des autres ter-
2

mes de I'expression de N,).

Effectuons l'opération T sur le deuxiéme membre de cette iden-
tité. On obtient

), =g Cp Cnl"*‘ uy Cp, Cnl"‘ S (A;CGp+ Cx,‘ Cui=o.

Et 'on arrive ainsi & 1’égalité (2) précédente. Comme nous ne
supposons pas ici [ < At,.on conclut de cette derniére :

ty C”,+Z w Ay = HyGp,
2

w, Cp, + E u; Gy, =—H, Cp,
2

oid H, est un polynome arbitraire de degré [ — h}, identiquement
nul si ce nombre est négatif. En particulier, lorsque /= A% on a

Il:, Cu,"‘ E u[‘ A= Cm,
2

u} G, + E u} Cq;=—0C,.
2

Reportons ces expressions de C, et de C,, dans"les égalités pré-
cédentes :

uy C,,‘+Z w; A; = Hy [u", C"‘+Z u} A,-J
2 2

Gy 3 w0y G = Hy [u{ Coy+ 3 u} ca';] + Ko Ns,
2 2
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ou Ny désigne I'expression générale des combinaisons linéaires

des polynomes caractéristiques pairs de o 1dentiquement nulles.
En substituant ces résultats dans 'expression de n; on obtient

n; = H, [u(lj Cu‘ Cn+ u! Cu. Con+Sul(NCu+ Can,- Cm)_' + Ky N;.

Et en revenant au systéme A

N[:»'-‘- lll Nh?—i— Kl N;.

N4 est une combinaison linéaire identiquement nulle, de
degré h4, des polynomes caractéristiques pairs de A et N, est I'ex-
pression générale des combinaisons analogues de degré /, o
n’entre pas C,. Pour trouver son expression, il suffit de chercher
celle de N,.

On voit ainsi comment on peut trouver successivement les dif-
férents polynomes N2 N;* —au moyen desquels, suivant le
théoréme 11 (§ 1), on peut exprimer linéairementla combinaison
identiquement nulle cherchée N,.

9. Avant de commencer I'étude du cas général, il nous faut
cencore relier la réduction du systéme de points doubles apparents «

de la courbe gauche C, a celle du systéme B déja rencontré (§3).
En supposant u, différent de la premiére courbe minima de o, on
voit sur la figure que 3, adjoint de B, se déduit de « par 'intermé-
diaire de u, et de Gf,, premiére courbe minima de «. En se repor-
tant au Chapitre II du travail déja cit¢ ('), on en conclut que I'on
peut construire laréduction de 3 a partir de celle de a.
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Sans insister sur ce point, donnons simplement les résultats.
Siwy£hE, le (20 + 1)'"e réduit oy, de « est confondu avec
le 2/%me péduit By; de 3,

A9t = Baie

En outre la premiére courbe minima de 3,;_, est confondue avec
celle de a,;.
SiuyS k%, on a encore

A1 = ﬁzi-

10. Soit la courbe gauche algébrique C. Dans une projection
générale, elle présente le systéme de points doubles apparents a.
Nous la représenterons comme précédemment par les équations

u, Uy Um

9a(x, y) = o0, 3= “ = . == (div o).

~

Supposons que la courbe C ne soit pas sur une surface de degré
inférieur ou égal a m. Nous nous proposons de trouver le degré
minimum des surfaces contenant G, dont I'équation soit de la forme

Ay ZMN A @pyymy S+ @ = 0,

dgy Ayy -+ ., Ay étant des polynomes en z et ).
Nous devons avoir, en correspondance avec une telle surface,
I'équivalence

(l) AU+ Ay 1 Up—y1—+...+—=QAylUyg= 0 (di\' ?d).

Cette derniére provient comme nous le savons (§5) d’une com-
binaison linéaire des u et de certains polynomes caractéristiques ¢
du systéme B (précédemment défini)

(") burty:— (o, tyy ooy Upr—g) — (P, 98, ) == 0 (div ¢y).

Précisons la maniére dont (1) se déduit de (1'). En multipliant
les deux membres de 1'équivalence (1) par 5 et en remplagant

300 = Vi, 508 = 084, . (divoy)

(') Annales de Toulouse, t. XVI, Chap. II, § 1-4.
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par leurs expressions, on obtient
(") Amp— (U Uyy ooy Uy ) — (0g, VB, ...) =0 (div 9q).

Le terme uy vient du développement de I'an au moins des poly-
DOMES Vgyyy P41,y ... OU coincide avec wy.,. Mais de toule fagon
lorsqu’on multipliera les deux membres de Uéquivalence (1”)
par z, 3, ..., le coefficient de uy,\, Uy, ... sera toujours a
puisque ¢a11, ¥841, --. D€ contiennent pas u, ., dansleurs expres-
sions. D’autre part nous pouvons assurer que g, Uy, ..., Uy, Va,
¢g, ... sont des polynomes caractéristiques pairs indépendants de B
car autrement on conclurait que la courbe G est sur une surface de
degré inférieur ou égal a m (*). Cette derniére remarque montre en
outre que les polynomes ¢,, vg, ... correspondent a des coinci-
dences des caractéristiques paires de B inférieures a ;z—“.

Dans ces conditions supposons, pour préciser les idées, que le
degré I du premier membre de 1'équivalence (1”) est inférieura d,
degré de la courbe C. Nous obtenons a,, u, 4 I'aide d’'une combi-
naison linéaire

(2) AUy — (Ugy Uiy e o vy Up—g) = (0o, 93, ...) = 0.

Considérons alors la réduction adjointe de B. Appliquons suc-
cessivement n — 3 fois 'opération T au premier membre de cette
égalité. En supposant les conditions satisfaites pour que chaque
fois un polynome caractéristique disparaisse de I’expression, nous
obtenons une nouvelle combinaison identiquement nulle de quatre
courbes uyf, w¥_,, w§ 5, wk_, passant par le (m — 3 )" adjoint
de B

(3) am u;’ﬁ— (W!f_“ W&_” Wé__a) = 0.
Sinous effectuons encore une fois 'opération T, nous aurons
am Uﬁ— (Wﬁ_“ (Vﬁ_ﬁ) =o,

combinaison linéaire de trois courbes passant par I'adjoint = de .

Or uy ne passe pas par l'intersection totale de wy_, et wy_,,
c’est-a-dire par le premier réduit de x, car autrement u, serait
une combinaison linéaire des polynomes caractéristiques de degré

(') Rappelons que ¢, est aussi un polynome caractéristique de B.
LIV. 7



inférieur et la courbe C serait sur une surface de degré égal ou
inférieur a m. Il est par conséquent nécessaire, avec les hypothéses
faites, que a,, passe par ces points. En prenant pour a,, la premiére
courbe minima du réduit de z, nous obtiendrons, en faisant le
raisonnement en sens inverse, I’équivalence (1) de degré minimum
et par suite la surface cherchée. ‘

Précisons maintenant les conditions du probléme.

Pour que l'opération T diminue chaque fois d’une unité le
nombre des termes de la combinaison (2), il faut et il suffit que /,,
degré de la combinaison (3), vérifie I'inégalité

(4) Iy < .

On voit aisément en effet que 'opération T remplit bien alors
son objet dans le passage de 7y a son adjoint z et qu’il en est de
méme, a fortiori, pour les adjoints précédents.

D’autre part nous avons supposé dans le cours du raisonnement
que [, degré de la combinaison (2), était inférieur a d. Nous
pourrons méme assurer, comme dans les cas particuliers déja
traités, que le degré minimum des surfaces considérées ne chan-
gera pas si [ devenait égal a d, car malgré la présence de I'équi-
valence [substituée a I’égalité (2)] nous ne pouvons pas prendre
pour a,, un polynome de degré inférieur au précédent. Le degré !
satisfait donc a la seconde inégalité
(5) 15d.

A. Supposons m = 2.

. est le (27 — 3)®™ adjoint de B, de sorte que l'inégalité (4) peut
s’écrire
Y] 1<k} s

z, V'adjoint de 7, est le (20— 2)*™* adjoint de B, c’est-a-dire
le(2{—2)*™® réduit By;_, de B. Son premier réduit est B,;_, et
la premiére courbe minima de B,;_, est aussi celle de Bai_,.

D’aprés le paragraphe 9, si u,<A% 5, cette premiére courbe
minima est anssi celle de a,;,_, dont nous désignerons le degré
par ng; .

Faisons u, = k%_,. Le degré I du premier membre de I'égalité (2)
devicnt

l=ngyi+ /fgt-:-i" M.
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Les inégalités (4') et (5) peuvént alors s’écrire

(4" Ryim1+ kg + 1 < K313,
('3’) Nyje—y + kgi_.)-l— p.gd.

Or comme « et B constituent Pintersection totale de ¢4 et de w, on
a la relation
k:),i—-:l =g+ d — kg'i-g.

D’ou 'on conclut, suivant la valeur de «,,
(6) d=k%_;.

L’inégalité (5') est vérifiée quand (4") I'est. Cette dernic¢re devient
en tenant compte de (6)

ngi 4+ k% g+ p—d<o.

Or nous savons que d = A{ + 1. D’ailleurs parmi les n premiéres
caractéristiques paires de B, il y a mt — @ + 1 coincidences (aux-
quelles correspondent les m — p + 1 polynomes ¢). A cause des
relations qui existent entre les caractéristiques paires de B et les
caractéristiques impaires de &, on peut dirc aussi que les m pre-
miéres caractéristiques impaires de a présentent m — @ -+ 1 coin-
cidences, de telle sorte que l'on a

k= hf—m+(m—p+1)=d—yp.
L’inégalité précédente devient ainsi
naioy 4 kS — k3 <o,

Si elle est vérifiée le degré minimum des surfaces considérées
est nyi_y + m.

Faisons maintenant ;o: k%_,+1. Nous devons encore obtenir le
le méme degré minimum. Mais le raisonnement précédent ne doit
plus &tre applicable car la premiére courbe minima de B, est
cette fois de. degré ny;y + 1. En remarquant que dans ces condi-
tions d = k% _;—1, on en conclut

(Rai—y+1) + (A§ig +1) + p2 &Y,y =d +1
ou
Ryp—y 4 kG y—kSiy +120.
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Si, au contraire, nous avions
Ry + kS0 — k3 +1< 0,

nous arriverions 4 une conséquence évidemment absurde puisque
le degré cherché ne doit pas dépendre de la représentation de
la courbe C. 1l faut donc en conclure que I'’hypothése initiale
n’est pas vérifiée et que G est sur une surface de degré inférieur
ou égal a m. On peut ainsi énoncer :

Tuatoreme. — St

naioy + ki — ki +1<0,

la courbe gauche C est sur une surface de degré inférieur ou
égalam=2i.
Clest précisément la proposition déja rencontrée paragraphe 4.

B. Supposons m = 2i + 1.
Le raisonnement est le méme que précédemment. On arrive au
théoréme suivant :

Tutorime. — S¢
nyi—+ h%, — A, +1<o,

la courbe gauche C est sur une surface de degré inférieur ou
égala m=2i+1.

On déduit de ces deux théorémes I'inégalité cherchée, entre d
et h¢, comme nous l'avons déja fait au paragraphe 4.



