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SUR CERTAINES TRANSFORMATIONS FONCTIONNELLES LINEAIRES
DES FONCTIONS ANALYTIQUES;

Par M. G. Pdrva.

On s’est souvent occupé des transformations fonctionnelles qui
échangent entre elles les séries ordonnées suivant les puissances
entiéres d’une variable. Or la série entiére est élément d’une fonc-
tion analytique, elle n’est pasla fonction elle-méme. C’est entendu,
la transformation porte d’abord sur I’élément initial, puis elle se
transmet par une sorte de «contagion», essentielle aux fonctions
analytiques, de I'élément atteint aux éléments contigus. L’exposi-
tion des résultats, dus surtout comme on sait a C. Bourlet et a
M. S. Pincherle ('), ne changerait pas beaucoup en substance, mais

(') Voir I'article de M. S. PiNcHERLE, Equations et opérations fonctionnelles
(Encyclopedie des Sciences mathematiques, t. 11, vol. 5).
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gagnerait en netteté si l’on faisait ressortir dés le commencement un
peu davantage la différence entre les transformations des séries
entiéres et celles des fonctions analytiques. On pourrait aussi suivre
avec un peu plus d’attention la propagation des transformations au
cours du prolongement analytique.

La méthode d’exposition que j'adopte dans les lignes suivantes a
peut-étre quelques avantages. Pour ne pas étre trop long et pour
donner quelque chose de nouveau, je ne m’occupe ici que d’une
classe particuliére de transformations fonctionnelles linéaires qui.
fut souvent remarquée et appréciée a cause de la simplicité de ses
propriétés formelles. J'y trouve quelque chose d’autre a apprécier:
elle force I'élément transformé de suivre trés fidélement le prolon-
gement analytique de I’élément primitif. Je tacherai d’éclaircir les
raisons de cette fidélité exceptionnelle en caractérisant la classe
de transformations en question par quelques postulats @ prior:
mettant en relief ses propriétés essentielles. Pour terminer je donne
quelques indications rapides sur les applications les plus simples
des transformations discutées. J'espére revenir a une autre occasion
aux détails omis ici et a d’autres applications plus cachées.

1. Je veux d’abord préciser ce qu'on doit entendre par une
transformation.
Une série entiére

(1) co+ci(z—c)+ca(z—c)+...=09(3),

convergente pour plus d’une valeur de la variable z, sera appelée
élément dans ce qui suit (c’est-a-dire élément d’une fonction ana-
lytique). Un élément est donné par une suite ordonnée des cons-

tantes
C, Coy Cqy Cay eesy Cpy ooy

¢ est le centre; cq, ¢y, Cay ... sont les coefficients de I'élément
considéré. Ces constantes sont assujetties a la condition unique que

limsup v/[e,|
n—>mo
est fini. Les éléments seront désignés par de petites lettres grecques.

On considére des transformations (univoques) applicables soit
a tous les éléments, soit & un champ plus restreint d’éléments. Si
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la transformation s’applique a I'élément (1) elle le changeen un
¢lément déterminé

(2) ci+cet(z—c*)+ch(s—c* )t +.. .= o*(3),

qui en général différe de (1). Les nombres de la suite transformce
c*, ¢y, ¢ty ¢y, ... dépendent de tous les nombres de la suite primi-
tive ¢, ¢g, ¢y, C3, ... selon une loi qui n’est assujettie qu’a la

condition qu’elle donne une valeur finie a
lim sup ’(/]c.,‘,l
n——>

toutes les fois qu’elle est applicable. Les transformations seront
désignées par de grands caractéres gras. On exprime par I'équation

¢*(3)=Te¢(z) ou ¢*=Tg

que I'élément (2) provient de 'élémént (1) par application de la
transformation T ou, en d’autres mots, que la série (2) est trans-
formée de (1) par T.

Nous avons défini des transformations de certaines suites or-
données, qui en général n’ont rien a faire aux fonctions analytiques.
Des éléments liés ensemble par le prolongement analytique sont
transformés en général en éléments incohérents. Ecrivons en détail
quelques transformations particuliéres assez arbitrairement choisies.

Ezemple I. — La transformation (formation de la fonction
entiére «associée» de M. Borel, le centre restant le méme) est
applicable a tous les éléments. Elle change ¢, ¢,, ¢, ¢z, ... €n

*

¢t =c;

Ca Cn
* __ . . * —
Co = Cy, cl = C,—-:)—'" ceay C"—mg ceee

Exemple Il. — La transformation [elle change e* en e, toute
7 foncti ‘ 2 f(s)] sappli b ; éléments. Elle
autre fonction f(z) en 2/( )] s’applique a tous les éléme
donne en tous cas c*=c¢. Sil'on a

c c
com e, o= & o &°
£ 1 1'7 ey n n| 20y

la transformation donne ¢}; = ¢, ; danstous les autres cas elle donne

Cp= ic,,(n:‘o,l, 2,3,...).
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Ezemple III. — La transformation (elle n’est définie que pour
les fonctions de la forme ae?, a constante ) ne s’applique qu’aux élé-
ments dont les coefficients satisfont a la condition

NCp= Cp-1
et donne pour ceux-lac*=rc,c;=1Cp, C;=1Ci, c vy € =Cny + ..

EzempleIV. — La transformation (multiplication par z) est
applicable a tous les éléments. Elle remplace la suite ¢, ¢, ¢4, €2, ...

par

=C;

cy = ccy, ct=cic+ ¢y, ey CcHh=CpC+ Cp—y,

0y

Dans tous ces exemples on a ¢* = ¢, c’est-a-dire I'élément pri-
mitif et 'élément transformé sont concentriques. Je continuerai a
me borner a ce cas.

2. Jenvisage un exemple plus général et plus utile.
Soit donnée la suite Iy, {y, Ly, ... satisfaisant a la condition que

(3) lim sup V|7, =H

n——>w
est fini. Soit p le rayon de convergence de I’élément ¢ (z) dont le
centre est ¢, o > H. Dans ces conditions la série

L, ls , 1
(§)  L9(8) —59'(8) + 5 9"(8) —...+ (=) Het(2) +...

converge dans l'aire circulaire |z — ¢| < p — H et converge unifor-
mément dans chaque aire circulaire concentrique de rayon moindre.

Pour prouver ce lemme, introduisons deux constantes positives
R et R* telles que

(5) o< R*<R—H<p—H.
SoitMlemaximumde|¢(z)|danslaire circulaire fermée |z — ¢|<R,

Soit z* un point quelconque de l'aire circulaire fermée concen-
trique de rayon R*, c’est-a-dire

(6) |2*—c|SR*,

Dans le cercle de centre z* et de rayon (R — R*) le maximum de
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|¢ (5)| ne surpasse pas M ; on a par conséquent

l?(")(z*)} < M .
. = (R—R*)»

Cette inégalité, rapprochée aux conditions (3) et (5), démontre la
convergence de la série (4) pour z=2s*. De plus on a sous la
la condition (6)

(—1)"1,,9‘”’(3*)| < |2,
Z n! MZ(R R*)’

n=0

(7)

Envisagéons maintenant la transformation remplagant I’élément
(s) en question par le développement taylorien concentrique

®
©*(z) de la fonction (4). En conservant les notations (1), (2) on a

¢ =c;

o
n-—+v
C’,‘I=Z(—1)Vlv( v )c”‘*'" (n=01"2,31'--)-
\

V=0

La transformation ainsi définie a certaines propriétés dignes de
remarque. Nous avons démontré qu'elle assure la coexistence de
Pélément transformé dés que le rayon de convergence de I'élément
primitif dépasse une certaine limite H. Elle assure méme cette
coexistence dans une certaine étendue assignable pourvu que 1él¢-
ment primitif existe dans une aire suffisamment large. Puis la
transformation est bornée d'une certaine maniére exprimée par
I'inégalité (7). Ensuite elle est distributive ou linéaire, en trans-
formant une somme en la somme des transformés. Enfin elle est
prolongeable, en transformant une suite d’éléments cohérents,

¢’est-a-dire liés ensemble par le plolongement analytique, en une
suite cohérente. Ce point est évident, puisque le prolongement
Ahalytique de la dérivée est la dérivée du prolongement analytique.

La transformation définie étant prolongeable et assurant la
coexistence de I'élément transformé donne certaines chances au
prolongement de celui-ci. Si 'élément primitif ¢ est prolongeable
le long d’un chemin de largeur 2 H(l’aire fermée balayée par un
cercle de rayon H dont le centre se meut sur un arc de courbe Cy
I'élément transformé ¢* est prolongeable le long du milieu de ce
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chemin (') (la courbe G) et I'élément variable issu de ¢* dont le
centre se déplace le long de C ne cesse pas d’étre le transformé de
I'élément concentrique issu de ¢.

3. Essayons d’isoler les quatre propriétés rencontrées au numéro
précédent d’une maniére appropriée a un traitement «axiomatique ».

Une transformation L, donnant des transformés concentriques,
arbitraire a part cela et définie comme au n° 1, peut jouir d’une ou
de quelques-unes ou d’aucune des propriétés suivantes :

I. Transformations prolongeables. — Soient's un élément de
centre ¢, d un point intérieur au cercle de convergence de o,

—d —
1) = o(d) + 254 @)+ E

e"(d)+...

le prolongement immédiat de ¢ de centre d. Si L s'applique a ¢ et
a v, et si, en outre, le point d est intérieur au cercle de convergence
de Ly, Ly esl le prolongement immédiat de Lo de centre d.

II. Transformations linéaires. — Soienta et b deux constantes,
@ et Y deux éléments concentriques auxquels la transformation L
s'applique ; alors on a

L(ag + bY)=aLo+ b6LY.

HI. Coezistence de lasérie transformée. — Latransformation L
s’applique a chaque élément© dontle rayon de convergence dépasse
un certain nombre donné R et le transforme en un élément Lo dont
le rayon de convergence dépasse un certain nomhre R*.

IV. Transformations bornées. — Supposons que I'élément ¢ (3)
de centre ¢ existe dans une aire circulaire fermée, de rayon R et
de centre ¢, ou ¢ (3) a un maximum M et supposons que 1’élément
transformé Ly (z) existe dans une aire circulaire fermée concen-
trique, de rayon R*, ot Lo (2) a un maximum M*. Alors on a

M*<KM.

Les nombres R, R*, K sont des constantes attachées a la trans-

(*) Voir H. GRAMER, Arkiv for mat. astr. och. fys., t. 13,1918, p. 22,
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formation qui ne dépendent nullement de I'élément particulier
auquel elle est appliquée.

On ne pourrait pas modifier les propriétés I ou 1I sans changer
complétement I'aspect de la transformation. Par contre Il et IV sont
aisément moditiables. Nous garderons ’hypothése que R, R* | K sont
des constantes, caractéristiques a la transformation. Mais si au lieu
de cela on faisait dépendre ces grandeurs d’une maniére convenable
de la position du centre de I'élément qui subit la transformation,
on embrasserait des cas voisins simples comme I’exemple IV dun°® 1,
qui ne posséde pas la propriété IV, La dépendance indiquée serait
d’ailleurs un principe utile de classification.

Les propriétés I, T1, IIL, IV sont compatibles, les transformations
considérées au n° 2 possédant toutes les quatre. Ces propriétés
sont ajustées de maniére qu’elles soient indépendantes. En effet,
Iexemple I du n° 1 ne posséde paslapropriété T mais il posséde les
trois autres et montre ainsi que [ n’est pas une conséquence de II,
I, IV réunies. Les trois autres exemples du n°1 rendent le méme
service pour les trois autres propriétés.

4. Nous allons déterminer toutes les transformations L jouissant
des propriétés I, II, III, IV a la fois.

Les propriétés I, 11, IV sont valables en tant que I’élément trans-
formé existe, 'existence de celui-ci n’étant garantie que par I11.
Ignorant si elles s’appliquent aussi a d’autres éléments, nous n’envi-
sagerons nos transformations qu’en tant qu’elles s’appliquent aux
éléments dont le rayon de convergence surpasse R.

Commencons par déduire des propriétés I, Il, III, 1V quelques
conséquences générales et immédiates. '

Les éléments ‘dont tous les coefficients sont nuls admettent la
transformation L d’aprés 1II. On tire ou bien de Il ou bien de IV

(8) Lo=o.

Si un élément représente une fonction entiére, I’élément trans-
formé, existant d’apres III, peut étre indéfiniment prolongé le long
d'un chemin quelconque, comme on voit en tenant compte alterna-
tivement des propriétés L et III. On a la nouvelle propriété suivante :

V. L’¢lément transformé est une fonction entiére si I'élément
primitif en est une.
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Les propriétés 11, 111, TV impliquent la suivante :

VI. Soient ¢, (), 92(2), ¢a(3), ... des éléments concentriques
de centre ¢, réguliers dans le cercle|z — c| < o et soit la série in-
finie

?1(8) + 92(3) +...+ 9n(3) +... =9(3)
uniformément convergente dans le méme cercle. Soit ¢ > R. Alors

ona .
Loy(3)+Lgy(s)+...+ Loy(z)+...=Le(3),

la série étant uniformément convergente dans le cercle concentrique
|z —c|SR*.

Le rayon de convergence de I'élément ¢ n’étant pas inférieur a p
estsupérieur a R. D’apreés III, Ly existe dansle cercle |z —c|SR*.
On a d’apres II

Ly —~Lyp—Loy—...— Lo, =L(¢p—¢ —¢2—...— ¢n).
Le membre droit est, en vertu de ]V et de 'hypothése de la conver-

gence uniforme, arbitrairement petit dans le eercle |z — ¢|SR* dés
que n est suffisamment grand.

5. Appliquons maintenant la transformation L possédant les
propriétés I, 11, TII, IV et par conséqueht les propriétés V, V1 a
quelques éléments particuliers.

Considérons z" comme élément de centre o; n =o0,1,2,3,....
L’élément transformé que nous désignerons par

_ £r(3) =L2z"
représente, d’aprés V, une fonction entiére.
On a, d’aprés VI, en désignant par « une quantité indépendante

de sz,

u u? -

Le#2 = Eo(Z) — ;-! E:(Z) +;-!- 52(5)—-. PR

Nous nous occuperons de la fonction
(9)  ewsLiewus=1g(2) + 57 ha(2) +5r Aa(3) .= L(u; 3).
On a les relations

anto— ()t () st (— =

(10) kg — <’11>z"—1h+ (:l) 32y —. . (—1)"hp == §p.
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L’élément X, (z), de centre o, représente, tout comme &, (3z),
£.(2), ..., 5.(3) une fonction entiére.

Les prolongements de e~ et de Le™ dont le centre commun
est le méme point 3z, sont liés I'un a 'autre par la transformation L,
d’aprés I Dans le cercle

|3 — 3l

A

R
on a évidemment

|e—ns| = je=t3| {1503 S | e~ | el
On obtient donc en appliquant IV aux prolongements en question
(11) [(Lie=#3);-;,| S K |e—n%|elulR,

Le point z, est quelconque. En le remplagant par z on obtient en
vertu de (9), (11)

(12) |L(u, 3)|$|ens| K|e—uz|elR = KelnR,

La série (9), convergente pour chaque valeur de u, représente pour
chaque valeur fixe de 5 une fonction entiére de la variable «. En y
appliquant l'inégalité de Cauchy et tenant compte de (12), on a

[Au(3)]  Kelar
nl 7 ul|

et en particulier pour |u| = nR~!
(13) I)\"(z)ngn!enn—an_

z étant quelconque,l'inégalité (13) montre quela fonction entiére
hn(z)n’est qu'une constante. Mettons

(14) M (3) =Ip.
L’équation (10) s’écrit
l| lg lu
Lzt = loz"—Fnz""i+a—' n(n —1)gnt=2—, 4+ (—1)" o n(n—r)..2.1.

Remarquons qu’en vertu de (13), (14)
lim sup 1\'/ L)< R.
Nn—px

Doncen tant qu’il ne s’agit que d’une des tonctions 1, z, 32,33, ...,
z", ..., la transformation L jouissant des propriétés I, II, I1I, IV
coincide avec une certaine des transformations définies au n° 2.

LII 34
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Alors elle coincide Lout a fait, en vertu des propriétés II et VI, tout
¢lément de fonction analytique pouvant étre approché uniformé-
ment par des combinaisons linéaires de 1, 3, 52, ... a coefficients
constants. Les transformations du n® 2 sont les transformations les
plus générales possédant les propriétés T, 11, III, IV.

6. Ayant suffisamment étudié la définition de nos transforma-
tions, disons quelque chose de leur étude détaillée.

La suite infinie /,, I, /,, ... qui détermine la transformation est
déterminée cn donnant une des deux séries '

L L 1 n

+: l(z),

(13) St et T o
4 {; 7
(16) ld+i:»:+jz?—+—...+I—;;;'H—...:L(:.).

Nous avons déja rencontré L(z) au n°35. Ces deux fonctions /(z)
et L(z) sont d’égale importance pour la transformation. La condi-
tion (3) exprime évidemment que la série (15) converge a I'extérieur
et diverge a lintérieur de la circonférence |3| = H. La condi-
tion (3) exprime aussi une propriété simple de L(z) : en désignant
par M-(7) le maximum de|L(3)| sur le cercle |s|=rona

(17) I'm s..p"_"-'_"‘_l,‘ii___
n—>:x r

tI.

N’ayant pas a utiliser ce fait dans ce qui suit, jomets la démons-
tration qui est facile.

En désignant par D le symbole de la dérivation on peat écrire la
série qui définit la transformation comme suit :

<l /D [,D* [,D?
) — —— —

+
1! 2! 31

—i—...>q> =L(—D)e¢.

Exprimons maintenant la transformation par [(z). Soit 5 le centre
d’une aire circulaire fermée de rayon r dans laquelle I'élément o (z)
est régulier et soit » > H. On a alors, la ligne d’intégration étant

la circonférence {«| = r parcourue en sens posiltif,
1 . 1 ~ oW (z)(— u) ly
(18) — [ e(s—u)l(u)du=— 2“———————2——(11;
18) oo [z — i de= - -
=0 v=0

. lio' (3 lo"
-_—locp(z)———-'?”( )+———W2,(z')—...
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vu que pour |u| = rles deux séries sous signe d’intégration conver-
gent absolument et uniformément.

La fonction /(z) est réguliére au point z = co. Considérons le
plus petit domaine convexe et fermé contenant les singularités
de {(3). Ce domaine sera désigné par 1 dans ce qui suit et appelé
le diagramme conjugué. Voici une définition plus exacte du dia-
gramme conjugué : il existe des cercles (aires circulaires fermées)
a I'extérieur desquels le prolongement de la série (15) ne rencontre
aucun point singulier. L’ensemble des points contenus dans tous ces
cercles forme un domaine convexe fermé, le domaine I. Un point a
appartenant a I, par lequel on peut faire passer une droite qui
ne contient qu’un seul point appartenant al (voir le point a), sera
appelé point d’appui de I. L’ensemble des points d’appui définis
jusqu’ici a peut-étre des points limites : ceux-ci aussi seront appelés
points d’appui. Les points d’appui d’un polygone sont ses sommets.
Ces' définitions impliquent que chaque point d’appui de I est un
point singulier de /(). Les points sur la frontiére de I qui ne sont
pas des points d’appui forment des segments de droite ouverts, en
nombre fini ou dénombrable.

Le diagramme conjugué défini al’aide de [(z) peut étre construit
aussi en partant de L(z). En fixant un angle ¢ et en faisant parcou-
rir a r toutes les valeurs positives, formons

lim sup

h(e).
17—y o

log|L({re@)|

»
La fonction % (¢) exprime la dépendance de la croissance de L(z)
de la direction. Le diagramme conjugué contient les points
w = u -} iy satisfaisant a I'inégalité

h(¢) —ucosg+ vcosozu

pour o <9 S ar. Pour démontrer ce que je viens d’énoncer on n’a
qu’a reprendre les raisonnements par lesquels M. Borel a déterminé
son polygone bien conna de sommabilité exponentielle. Le résultat
énoncé différe en forme et aussi un peu en substance du résultat
classique de M. Borel('). On obtiendrait une démonstration diffé-

{!) Voir G PéLya, Math. Annalen, t, 89, 1923, p. 179-191; Sitzungsberichte d.
Akademie, Berlin, 1923, p. 45-50,
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rente en partant de (17). Je suis obligé de ne pas m’arréter aux
détails.
En désignant par ¢ un point donné et par ¢ un point parcourant I,

je désignerai I'ensemble des points ¢ + w par ¢ + [ et I'ensemble
des points ¢ — w par ¢ — 1.

7. On peut préciser notablement le dernier énoncé du n° 2 relatif
au prolongement d’un élément transformé.

Envisageons les fonctions analytiques f(z) et f*(z) issues de
I'élément primitif et de I'élément transformé. f(z) est supposée
réguliére dans une aire circulaire fermée de rayon H. Au voisinage
du centre de cette aire on a d’aprés (18)

(19) £ == [ fia—w iy de

L’intégration est étendue le long d’un cercle dont le rayon surpdsse
H. On peut remplacer ce cercle par un contour fermé et convexe
entourant I et se rapprochant de I autant qu’on veut. Les valeurs
de f(z) qui contribuent a I'intégrale proviennent des points situés
sur un contour fermé convexe entourant le domaine z — I. Si le
point 5 décrit une courbe quelconque, led omaine z — I se déplace
en restant paralléle a sa position initiale. On tire delaformule (19),
en suivant un raisonnement classique de M. Hadamard, le théoréme
suivant : S¢ le domaine en mouvement z — 1 ne se heurte jamais
contre un point singulier de f(z), la fonction f*(3)est prolon-
geable le long du chemin décrit par s.

Ce théoréme peut étre précisé si f(z) est uniforme. Désignons
par s un point quelconque situé sur la frontiére du domaine d’exis-
tence de f(5) [un point singulier de f(z) si 'on veut]. L’ensemble
des domaines s 4 I recouvre un certain ensemble fermé de points.
Dans la partie connexe de 'ensemble complémentaire qui contient
le centre deI’¢lément initial, f*(z) est réguliére et uniforme; c’est
aussi une conséquence immédiate de (19).

Supposons enfin que la fonction f( z) est uniforme et n’a que des
points singuliers isolés s, 3, s3, ... situés de telle maniére que
les domaines s, + 1, s, +1I, 53+ 1, ... sont deux a deux sans points
communs. Dans ce cas-la la fonction f*(2) (réguliére et uniforme
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dans le domaine de connexion multiple situé en dehors de s, +1,
sy~+1, ..., comme nous avons vu) aura chaque point d’appui de
sn+1 pour point singulier, n=1, 2, 3, .... La démonstration
est un peu longue dans le cas général mais elle est immeédiate si
Sy, 2y S35 ... sont des pdles simples. Mettons en effet

Al Az An .
— z__s-i-i—...-i—z——_s" + fn(3);

f(z) =

2
A, Ay, ... A, sont des constantes, f(z) est réguliére aux points
Syy S24 + - . 5. On obtient en vertu de II
L(—D)f(z)=Al(z—s1)+ A l(5 —85)+...
+ Apl(3—s,)+ L(—D) f,(3).
D’aprés ce qui précéde (s —s,), ... {(5— su=1), L(—D) fu(2)
sont réguliéres aux points d’appui du domaine sn+1, points sin-

guliersde I(z —s,).
Choisissons comme exemple la fonction

+

, [ I+e¢-% 1
Sf(a)=- — = :
21—e Z--2nTL

n=-—x

1 . I
=—+ e +e W4 e 34, =—-—eF—e2—e¥—..
2 2

le premier développement est valable dans chaque point régulier,
le second pour Wz > o, le troisiéne pour Rz << 0. Supposons la
fonction L(3) telle que le diagramme conjugué soit compris entre
deux droites paralléles a 'axe réel dont la distance est plus petite
que 2. En appliquant la transformation on obtient la fonction

(20) f{(5)=L{—-D); l+e__z=21(z—nn'n:i)

1—e %
n=—»

= ;— L(o)+ L(1) e=2+ L(2) e~22+ L(3) e=34+-...

=—'£ L(o) —L(—1)e3— L(— 2) 22— L(— 3) e32—...

(ui étant réguliére et uniforme en dehors des domaines 2nwi + I,
n=o,%1,=*2,...,cessed étre réguliére dans leurs points d’ap-
pui ; la validité des développements est facile a discuter d’apres V.
Les singularités de la fonction (20) furent envisagées par de nom-
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breux auteurs dont je cite particulierement MM. Le Roy, Lindelif
et Carlson (*).

(') Voir F. CsRLSON, Sur une classe des séries de Taylor, Thése, Upsala, 1914,
p. 1-23; Math. Zeitschrift, t. 11, 1921, p. 1-23, surtout § 2.



