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SUR DEUX CLASSES REMARQUABLES DE CONGRUENCES W;

PAR M. JULES DRACH.

INTRODUCTION.

I- Les congruenccs W sont congruences de droites où 'les
asymptotiques se correspondent sur les deux nappes de la surface
focale.

Parmi ces congruences, que l'on sait définir avec quatre solu-
tions d'une équation de Laplace à invariants égaux, en existc-t-il
qui découpent sur la surface moyenne un réseau conjugué, c'est-à-
dire qui soient aussi congruences de Ribaucour? Dans une Thèse
récente, M. Vaulot s'est proposé l'étude des congruences WR; il a
ramené leur détermination à celle des systèmes

(•) &-^'
, . d" à^. ' ,
(2) ^"i^ '̂ ,
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qui possèdent trois solutions communes linéairement distinctes,
ou encore à celle des équations (i) pour lesquelles le déterminant A

A P ^ ^'
A == çl -OU ^

formé avec trois solutions Ç, , Çs? Ss? de (i) est encore une solution
de (i). Le problème général conduit à deux équations aux dérivées
partielles du second ordre à deux inconnues et paraît inabordable.
J'ai réussi à traiter complètement le cas où les équations (i) et (2)
possèdent quatre solutions communes linéairement distinctes.

L'équation (2) s'écrit dans ce cas

^ ^ç_
^à^^-à^- " çl

où N s'obtient par une quadrature en partant de M. Deux cas
essentiellement distincts sont à envisager :

1° Pour U = V == i , l'équation (i) est l'équation harmonique
générale, M =/\u + v) — g(u— v) et les solutions communes à
(i) et (2) sont les quatre solutions harmoniques relatives aux fonc-
lions/4- A, g-}-h où A est une constante arbitraire.

Les éléments Ç , , Ss, ̂  qui permettent de définir la congruence WR
dépendent linéairement de douze constantes dont neuf correspon-
dent à une transformation affine. La définition de la surface moyenne
étant invariante par une transformation affine, on a seulement troi$
constantes essentielles*

La surface (A^Le Darboux, lieu du point de coordonnées — » ̂

^î où A est une quatrième combinaison linéaire des solutions har-
moniques, est du second degré; on sait qu'elle correspond à la sur-
face moyenne de la congruence WR par plans tangents parallèles.
Cette surface moyenne Sy est ici une surface de translation et les
tangentes à l'une des courbes de translation de chaque système
coupent le plan de l'infini suivant une conique. La gui-face Sa? rap-
portée à ses asYmptotiques, qui correspond à la surface moyenne
par ortbogonalité des éléments, est aussi de translation et possède
la même propriété.

2° Lorsque U, V ne sont pas constants, on peut form er dés
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identités

Mdudv =f'(ii^ - F, ) ̂ /i^ = [0 ( .̂ ̂ )_ IF(^_ p^j ̂ ^,

où l'on a posé
/ du du^/r ^ïp' • • • •

La détermination de U, V, M est ainsi [ramenée au problème
classique traité par M. Kœnigs, des éléments linéaires de révolu-
tion réductibles à la forme de Liouville. Les tableaux donnés
par l'émment géomètre peuvent être immédiatement utilisés.

A chacune des équations harmoniques spéciales (i), que l'on
forme ainsi (avec les variables u,, p, ou u^ ^), correspond une
équation (a) qui dépend de constantes nouvelles, dont le nombre
peut aller jusqu'à 6 dans le cas d'un ds^Mdudv, à courbure
constante et qui possède avec (i) quatre solutions communes
linéairement distinctes. Par exemple, si l'on part de l'équation

(I) __^_OT(l-OT)
àitidvi (m-vi)t T'

on obtient pour (a) l'équation

(2)^F("1)+^[F^)-IJ+^^0+^[FW^

on F(M,) est un polynôme quelconque du quatrième degré et où N
peut s^écrire

^=m(î-m) \ o^JLL!̂ ) , ^(pp-F^)
4 i (^i-Pi)2 • MI-^

-+-g[Fy(^)+F / ' (^)] ? +//.

La détermination de ces solutions communes dépend générale-
ment d'un système linéaire du quatrième ordre à coefficients ration-
nels en u^ v^ mais en raison des transformations qu'admet (i) on
peut réduire F à une forme canonique.il y a plus : si ç est une solution
quelconque de{i), c'est^à-direde ̂ == MÇ,^ premier membre

<A?(2)<r=U^+V^J-.N^ une solution nouvelle de(i).
C'est la généralisation d'une propriété connue de l'équation harmo-
nique générale.
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Les solutions communes à ( i ) et (2) peuvent être algébriques ou
transcendantes en u^ (^ ; la surface (A) correspondante n'est plus
nécessairement algébrique. L'étude complète du système (i), (2)
au point de vue analytique semble présenter quelque intérêt.

II. Une autre classe de congruences W remarquables est formée
de celles dont la surface moyenne est un plan.

M. U. Sbrana dans un travail déjà ancien ( 1 ) avait donné pour
les définir en coordonnées cartésiennes une équation du troisième
ordre. En reprenant la question j'ai obtenu les résultats suivants :.

Si Pon forme la congruence (A) en menant par les divers points P
d'un plan, qui correspond à une surface génératrice (S) par
orthogonalité des éléments, des droites A parallèles à la normale
à (S) au point correspondant M, on doit écrire que les asympto-
tiques se correspondent sur les deux nappes de la surface focale
de (A). Il semble que cela puisse être obtenu de deux façons : l'étude
de la première hypothèse conduit à une équation du troisième
ordre pour (S), qui exprime que les lignes s2 — rt = const. sont
asymptotiques sur (S). En intégrant cette équation et déterminant
les nappes focales de (A), on constate que l'une d^elles se réduit à
une courbe. On a donc traité ici la détermination des surfaces
génératrices (S) de manière que Ï'une des nappes focales de (A)
soit une courbe. J'ai montré que pour toutes ces surfaces (S), les
asymptotiques de / ' 'autre système peuvent se déterminer par
une quadrature en partant de Inéquation cartésienne.

L'équation du second ordre s2 — rt == const. donne le cas par-
ticulier des surfaces (S) pour lesquelles les deux nappes focales
de (A) sont des courbes planes quelconques situées dans des plans
parallèles au plan moyen (P).

Dans la deuxième hypothèse on retrouve d'abord simplement
l'équation de M. U. Sbrana, que j'ai remplacée par une équation
cartésienne du deuxième ordre

r - [s\
- == <î> -, »s \t]

<î> demeurant arbitraire.

OU. SBRANA. Le congruence W con superficie média piana {Rèndiconti ciel
Circolo Matematico di Palermo, t. XXIII, 1902, p. 169-184).



— 438 —

Si Von transforme cette équation, en prenant pour variables «, ^
les paramètres des asymptoliques, on peut lui donner une forme
sous laquelle elle exprime que ^élément linéaire

(/S^A^^+C2^2,

où A. et G sont/onction Vun de Vautre^ convient au plan.
Le problème précédent est ainsi rapproché du problème de

Weingarten :
La détermination des surfaces dont les rayons de courbure prin-

.cipaux sont fonction l'un de l'autre se ramène à mettre l'élément
linéaire de la sphère sous la forme A2 du2 + C2^'2, où A et G sont
fonction l'un de l'autre.

Cette interprétation permet d'indiquer des relalions entre A et
C, et par suite des formes de ^Ê>, pour lesquelles on sait trouver
toutes les solutions. Les plus intéressantes sont : 1° la relation
A^C771 qui donne pour m 4- i === o l'équation cartésienne

4(.î2—/^)-4- <2 =o

et pour m quelconque l'équation

4 vn s^ -+- rt ( m — i )2 == o

que l'on ramène toutes deux àl'équalion des télégraphistes -—— == Z ;

2° la relation-.-+^ = i qui convient à un plan rapporté à un
système orthogonal de coniques géodésiques ; l'équation carté-
sienne correspondante est transcendante et s'écrit

_______ / ^ _4^\

~S\/s^—rt==t\et—e l )

Elle correspond à l'équation transcendante découverte par Wein-
garlen, qui l'a conduit aux surfaces applicables sur le paraboloïde
de révolution.

La connaissance a priori des systèmes orthogonaux du plan
formés de coniques géodésiques donne les surfaces (S) solutions de
celte équation rapportées à leurs lignes asymptotiques. Une autre
méthode, où l'on met en évidence les variables caractéristiques^

)î 7
conduit simplement à l'équation-—„ == o.

Nous avons pu alors transformer^ de manière générale^ l'équa-
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lion qui détermine u en x^ y de manière que

du^ dv^ , . ,
—5- -+- a/ ; == l\dxdy
(x)2 ^(t^)

( et de laquelle tout résulte), par Vintroduction de variables carac-
téristiques a,-j3 et Famener à la forme, a invariants égaux,

^Z _i ^(^-h^)—^ /^z r)Z\ __

5o^ "h 8 yV^ W7a ~ ̂ ^ - 0'

où (i) est lié aux variables a, (î par

Ê^/\/ï^.2 .7 V ^y
Ainsi la détermination des congruences W à surface moyenne

plane se ramène en dernière analyse à U intégration d^une équa-
tion harmonique particulière

^e
ÔÏÔ^

: F ( a - P ) 0 ,

où la forme de la fonction F ne dépend que de la forme de 4> dans
l'équation -*(^
ou encore de la relation entre A et G dans le ds2 plan

A2^M24-C2^2.

Inéquation harmonique en question s^intègre d'ailleurs par des
intégrales définies quand on a préalablement intégré l'équation
linéaire du second ordre

^-r0). (.,

I. — 'LES CONGRUENCES W QUI SONT EN MÊME TEMPS CONGRUENCES
DE RIBAUCOUR.

1. Une congruence R, ou de Ribaucoui, esi une congruence de
droites dont les développables découpent un réseau conjugué sur

( t) Une partie.de ces résuliats a été communiquée àTAcadémîc des Scienci'b,
Comptes rendus des Séances de V Académie des Sciences^ Paris, 4juill 192 3.
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la surface moyenne. Les congruences W, ou de Weingarten, sont
d'autre part celles pour lesquelles les asymptotiques se corres-
pondent sur les deux nappes de la surface focale. Dans une Thèse
récente(1), M. Vaulots'esl proposé Pétude des congruences WR qui
possèdent à la fois les deux propriétés précédentes : leur détermi-
nation a été réduite par lui à un problème d'Analyse que nous allons
d'abord indiquer.

On définit de manière générale une congruence R en partant
d'une surface Sj. rappportée à ses lignes asymptotiques, qui sera
donnée par les formules de Leiieuvre en partant de trois solutions
Sn ^? Ss de l'équation à invariants égaux

(0 ^=MÇ,àuàv "'

c'est-à-dire que les coordonnées x ^ , x^ x^ du point (x) de S^ satis-
font aux conditions

6^1 < ,̂ à^ ôx, l à^ - à^\
au -Ç-2 '^~'Ç3 '^> ^~~^2 '^~"Ç3 '^; Î

La surface Sy la plus générale qui correspond à S.r par orthogo-
nalité des éléments est le lieu du point (y) dont les coordonnées
y\^y^ y 3 sont données par

^ „ . rA , , ̂  ày, ô\ à^
àu-——^1^^' ^"^^-^ (^1^.3),

où \ est une quatrième solution, quelconque, de l'équation (i), et
l'on obtient la congruence R en menant par le point (y) une paral-
lèle A à la normale de S^ au point (.r), c'est-à-dire une droite de
paramètres directeurs ç , , ^2? ^3.

Les coordonnées des deux points focaux ( z ) et (^) de la droite A
sont alors

^•=y,4-X^, ti-=yi—\^i (i =1 ,2 ,3 ) ,

d'où l'on déduit, par exemple,

àzi _ . à^, àzi _ à\ àti . ô\ àti . ôïi
^ - 2 À ^ ? •^-2Ç^; àu^^àu9 ^="~2X^ -•

( 1 ) Journal de l'École Polytechnique, 1923.
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Formons en partant de là l'équation différentielle des lignes

asymptotiques de la surface F^ : on sait que les développables d'une
congruence découpent sur les deux nappes de la surface focale un
réseau conjugué ; l'équation cherchée sera donc

à^z àz àz , . ^z àz àz , „— — — du2 •+• -— — — dv2 = o,
au2 au àv àv^ au àv

où les coefficients de du2 et dv^ sont des déterminants construits
avec les dérivées indiquées de z^ ^3, z^. Cette équation donnera
immédiatement avec les mêmes notations

„, à\\^ \ à^ à^ , | , , d\ | à^ à^ , | . JÀ Â T~ À -T^ -7-ç du2-^ — \ — — ^ \ d v î \ =o.à v L | ài^ ô u ' \ dv \ àv au ' \ \

L'équation correspondante pour la deuxième nappe focale F^,
lieu du point ( t ) , s'en déduira en permutant u et v et changeant \
en —X.

Elle est donc

-s^rxi^^d^+^l^^d^^o.au [ | àv'1 àv ' | ou \ au àv • \ J

Si l'on veut que la congruence R soit aussi W, c'est-à-dire que
les asymptotiques se correspondent sur F^ et F^, il faut donc et il
suffit que l'on ait

(̂  à_k
\à^ ^ | à^à^ \ àuT^ 1 ^ ^ |2

(-0/ | ̂  ̂ ç x | à^ ô~^\ ~~~~~\^ | au T^ \ '

2. C'est cette condition (So) que nous allons transformer en suivant
la méthode de M. Vaulot.

Les quantités ^, Ç,, ^3 peuvent évidemment être déterminées
par un système de trois équations (à une transformation linéaire
près)

(S'^»^, ^,^B,^C,S,

(x) 1 7^( au àv ^

et la condition (Sy) donne simplement, entre les coefficients, la
relation

à\ à\
/ y x R A ^^ ^^{ 2 . ) A ÎAi= -y^——•
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D'autre part, le système (X) possédant trois solutions ç,, Çs, Ça
linéairement distinctes est complètement intégrable : en écrivant
l'identité des dérivées troisièmes ——f——— calculées de deuxàu^àv àuàv^
manières différentes, on obtient entre les coefficients A, B, C, A|,
Bi, Ci et M les relations nécessaires et suffisantes

I à\ <)Bi
^-=-^ :==:M-BAlî

(Û) ^+BBi+C:=o, ^^-AA^C^o,

àM. àC ,., _-, àM àCi ^ -, , „
— == — 4- AM -4- BCi, — === -r- + BiM -h AiG.au ùv àv au,

Les deux premières équations s'intègrent immédiatement si l'on
tient compte de la condition S; elles deviennent en effet, puisque
l'on a

à^\ c^A __ 6^ _ ̂  log A
C^M^P ~" î àv ~~ au àuàv

d'où l'on conclut
à\ à\

A=^+/«.), B,=Ç+^(P).

Mais si l'on observe que(Q) a, ainsi que (S), une signification
indépendante du choix des variables M, v et que, d'autre part, une
transformation (/,=== <p(«), ( / i = = A ( P ) change la forme des coeffi-
cients A, . . . , M, on reconnaît aisément qv^un ch^ix particulier
des variablesu et v permet de prendre /( u) == g (c) === o, c'est-
à-dire qu'on peut écrire simplement

à\ (A
au àv

^T B1=Y'

d'où l'on conclut AB( = BA|, ou encore

A.-^
AÏ~B, = œ.

Les deux premières équations du système (X) donnent alors

/ , à^ à9-^ ,
(2) T-ï^^T-l-^àu^ ()vî
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avec T == C — G)C| et le système formé par les équations

(,) -^MÇv / àuàv

et ( 2 ) admet les trois solutions ç < , ^2, Çs.

3. Cette condition que le système(i), (2) possède trois solutions
distinctes suffit à assurer la correspondance des asymptotiques sur
f\ et F,.

Si l'on pose
n=|<? "h |.| au àv \

on trouve d'abord l'identité

^H ^.i àï^ àî^ c 1^p= M H + ^ ^ ^ h
d'où ron peut conclure que la condition précédente est équivalente
à celle qui exprime que H est encore une solution de (i).

Comme d'autre part

àH à^à^ dH |<^^.| „ ..
^== àu^T^ ==AH1 ~^=\àu^^^Blll1

les expressions de A et de Bi montrent que Fon a nécessairement
H == k\, k désignant une constante.

Ainsi la solution \ à Paide de laquelle a été formée la surface
moyenne Sy est telle que

n- l^^çA. f\ •— | ^^ ^ ^
| au àv

On peut d'ailleurs supposer k = i, ce qui revient à remplacer la
conoruence WR par une congruence homothétique. Il n'y aura
donc dans les congruences WR pas d'autres arbitraires que celles
qui figurent dans ^, ^2? ^3-

Les remarques précédentes permettent de réduire l'équation
différentielle des asymptotiques pour ï\ et Ff, donnée plus haut,
à la forme simple

a) du^ -+- dv2 = o,

commune aux deux surfaces.
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/-/a condition que le système

& -s.(0

(2) ^ç ^S ,
J^^-^

possède trois solutions linéairement distinctes ç., ^, ^3 <?^ rfo//c
nécessaire et suffisante pour que ces solutions et

^=\àl(L^\
| au àv ^ |

[qui est alors une quatrième solution de (i)] définissent lasurface
moyenne Sy d^une congruence WR.

Cest le résultat obtenu par M. Vaulot. Il en a tiré diverses consé-
quences particulières pour lesquelles nous renvoyons à son travail.
Nous allons montrer qu'il est possible de trouver tous /es cas
ou le système (i), (2) possède, non pas trois, mais quatre solu-
tions linéairement distinctes.

Au sujet du problème général, nous nous bornerons ici aux
remarques suivantes :

Les conditions pour que (i) et (2) aient trois solutions com-
munes peuvent s'écrire enco, M, cr; elles ne conduisent pas aisément
à des équations à une seule fonction inconnue.

On peut déduire du système (Q) signalé plus haut, en posant

* i à\ i à\ ,
^1^ ^X^ B x = ^ AO-a, ,

le système suivant.

î^^ê^.,)^/ ! ̂ \
(h2 \ au ' o u \\ TuJv) ~~oî

^ .îiîl? -,^/1 ^x \ _
ài^ • \ àv àv\\ 'à7!7v) ~ 0

avec
. à\ ô\ai p = — -— .

ou àv

Cette dernière relation permet de poser

n à\ i à\p = ^ — , ai === - --
' ' O U l {JL (;p
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et l'on obtient ainsi, à Faide de X, les deux dérivées

r^(A (̂
~dv2' Ju^'

Quand À est fixé, a dépend au plus de quatre constantes, puisque
toutes ses dérivées troisièmes sont connues.

lî. — CONGRUENCES WR ATTACHKES A L'ÉQUATION HARMONIQUE GÉNÉHAL1:.

4. Nous allons cherclier les conditions pour que le système

< i ) -^|-=1MS,' / ôuôv

à^ à^
( 2 ) ——- = (0 —— -t- ̂v ' au2 (?p2

possède quatre solutions linéairement distinctes.
I/équation (i) dérivée en u et en v donne

^^M^^, ^^M^-l^^ç.
ài^-à^ oit oit Oiiàv^ àv àv

On à d'autre part, en dérivant (2) par rapport à u, une seconde
, à^

expression de j^

^Ç à'^ ()w à2^ à^ àfj .——1— =: (0 —2 -i- — ' ' -4- u —- 4- — ? •
àuîàv àv3 àv àv^ ôv àv '"

d'où il résulte

()^ ()w ô'^ ()\ ,,^S ( à - s ()M\,
( 3 ) ^—-±-— T- -T- Ï—— M— - ( - ( — — — — ) ^ = o .' / f)v3 àv àv^ ôv au \ôv o u ]

Cette équation donne, si (o ̂  o, l'expression de la dérivée—*

Ainsi la solution du système (i), (2) dépend au plus de quatre cons-
tantes : les valeurs initiales de

, ^ ^ ^
çï r)u9 àv' àv^

Elle aura cette généralité quand le système ( i ) , (2), (3) sera
complètement inlégtable. Il faut et il suffit pour cela que les
expressions réduites de ̂  ̂ ^ ̂  ̂ ^ ̂  ̂  ̂  ̂  y^^
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/î3 &

lion antérieure qui donne ? - soient identiques. Nous obtenons

en égalant les coefficients de

^, ̂ , ̂ i, ?
^p2 (^P (̂  ^

les quatre conditions
/^-\d [ àv |

^V-tO-/"0 '
(ho ^(T àM

, ^ à / < T \ ^M Tv~~àu à / M \M — -h ,-(-)+ -2 -y- = o, ————— — — - — ) = = o,
h) OU\W / UV M ÔU\W /

à^ /^ J_^M \
()M '̂ () ( ^"~'57T ) c)2^! _
()p to ^ \ (x) / àv^

La première d^entre elles donne immédiatement co=—•,T-} en

désignant respectivement par V et par U des fonctions des seules
variables -v élu. Si Fon écrit alors Inéquation (2) sous la forme
symétrique

"•' "^v^.
en posant N===( rU les conditions précédentes prennent la forme
symétrique

(4) ^.v^MV-, ^U^+MU-,àa ôv àv ou. 5

la dernière s^écrivant
^MU^ à ( àM\

{ ) ~àu^~ ~~ Tv V "^~/

On observera tout de suite que la condition d4ntégrabilité des
équations (4) qui donnent N

0 l i;^1 ^\ à I , ,^M , \— 2 V — - + - ] V 1 V / ) =-— ( 2 U - — - + - M L T / )àv \ àv / àu\ au )

conduit à remplacer (5) par l'équation symétrique

(6) ^_^u^).W2 au \ au j
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En résumé, M est déterminé par le système de deux équations

<5 ) ^^(v^)'au2 àv \ àv I

( 6 } àîm () fuàM\
(6) -ô^^^-ôTc)

et l'on obtient ensuite N, avec une constante additive, par une
quadrature.

8. Examinons d'abord le cas singulier où les équations (3) et
(6) se réduisent à une seule : si UV ̂ - o celte équation unique sera
du second ordre en M et la condition pour une seule équation sera
que l'addition de (5) et (6) qui donne

"'Ï-V'Ï-^V^o

conduise à une identité. Il faut donc que U' et V soient nuls et un
changement linéaire des variables u et ^, qui modifie naturellement
M et N, permet de prendre U == V == j .

L'équation unique en M est alors

^M _ ̂  M
ôuî ~~" àv^9

elle donne
M ==/(M-h v)—g(u—v).

On trouve immédiatement

N =2[/(^+ P )+^ (M—p)+ / ^

où h désigne une constante arbitraire que l'on peut regarder comme
provenant du remplacement de/par/+ A, et de g par g 4- A, qui
ne change pas M.

Le système (i), (2) est ici

S^.A^+^-^-^K,
^S à^
àuT^ô^^ 2r/(" ̂  ̂  -t- ̂ (u - p) -+- IJLh^'

On reconnaît dans la première équation l'équation harmonique
générale. Si l'on se reporte à la théorie classique de cette équation

^
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(G. DARBOUX, Leçons sur la Théorie des Surfaces^ 2e série,
Chap. IX); on voit aisément que les solutions du système sont des
combinaisons linéaires des quatre solutions harmoniques^ qui sont
le produit d'une fonction de [u-\-v) par une fonction de {u — ^).

En posant
ç =tp(^-+- P) ^(u—v)

l'équation harmonique donne

î!_
y^--f^-Ry ' ^

et la seconde équation
^" ^"
^--/+-^-^=.A.

Il est donc nécessaire et suffisant que l'on ait

f-/4-7'. f^^.
c'est-à-dire que es et A sont données par l'intégration de deux équa-
tions différentielles linéaires du second ordre, renfermant le para-
mètre arbitraire h.

Pour chaque valeur déterminée de A, on peut faire entrer h dans
y et dans g en modifiant ces dernières, mais si l'on fixe M, c'est-à-
dire la différence y— g^ N dépend nécessairement d'une constante
nouvelle A.

La détermination de toutes les congruences WR qui correspon-
dent à une fonction donnée M exige donc l'intégration des équa-
tions

ç-/-^ f^-^
quel que soit le paramètre A. Les recherches de l'auteur, résumées
ailleurs ( f ) , où il a déterminé toutes les formes de/pour lesquelles

l'équation ^- = f + h peut s'intégrer par quadratures, trouveront

ici une nouvelle application.
Si l'on veut simplement étudier les propriétés géométriques des

( l ) Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, Prria, 6 jtinvier
i ( ) i p ,
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congruences WR, on peut non seulement fixer la valeur de A,
prendre par exemple A==o, mais encore partir des solutions <p, ^
pour définir/et g. Les quatre solutions harmoniques du système
(i) ,(a) sont alors

i <î» y OT
^T^' ^yï^ 3= /^^î ^"T4^

où <î> est arbitraire en (a+(^) , ^T arbitraire en ( ^ — ^ ) , et les
fonctions/et g sont respectivement les invariants projectifs de
Cayley

^"' 3 /<î>"\2

-2/>==i4*,^/.-+- P ; ==:^-^^^ ,

par exemple, -L^ et —= désignant les deux solutions de l'équation1 r ^' ^y &

F'==F/.
Nous rappellerons encore que si Fon pose

^ê^S-2^^^^'^'271^
^ est en même temps que ç une solution de Inéquation harmo-
nique ( i ) : les solutions harmoniques de (i) sont donc celles pour
lesquelles ^ se réduit à zéro.

Les solutions harmoniques 9( sont liées par la relation quadra-
tique évidente

6104=0263.

Les congruences WR attachées à Féquation harmonique générale
peuvent donc être obtenues en prenant pour ç,, Ça; ^3 trois combi-
naisons linéaires distinctes des quantités &/, soit

Çl== OlOi-h. . .-1-0464,

^=Mi+.. .4-6404,
^3= Ci 61-4-... 4- C4 ^4.

6. Calculons le déterminant ç ^ S qui doit, d'après notre

analyse, être une quatrième solution X de Féquation harmonique.
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En posant a == u + p, (B == iz — ^, on trouve (Tabprçl

^ à\\ \ ât ^ > \Â== \Tu^^ ='
_Jl _L P
à'ï. à^ ?

et si Pon observe que les 9< sont des produits d'une fonction de a
à^,par une fonction de j3, on en peut conclure que les dérivées— l ,

—L sont proportionnelles aux 6,. Dans le développement du déter-

minant \ on n/a donc qii^à associer les éléments des colonnes rela-
— X ,—— est une somme detifs à trois 9( différenta, c^çst-à-dire que —— est une somme de

déterminants

^0, à^k
^ ^W ^ ^ j (^^^

qui se réduisent à
n Ô^i Ô^k , |
Qf^•^ïat ak a l { '

On peut ajouter qu^un même déterminant numérique (au signe
près) se trouve associé à tous les éléments qui dérivent du précédent
par permutation des indices (/, À", /) entre eux, de telle sorte que
l'ensemble de ces termes donne le produit

Ci Cïk Cl

bi bk bi
d Ck ci

à6i ()6,
~ài 3i e'

à^k à^k „
~àl ~^ OA

M/ M/
< '̂ 7p •

11 n'y a donc à calculer que les quatre déterminants du type

| àQi àQf e/

^k

o/

àa à^

àQk àQk
av. à^^,1=

ô^t à^i
| à's. Tp

chacun d'eux étant caractérisé par Vmdicee,vclu.
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Ce calcul, fait en tenant compte des relations

6104=6263 ,

^l-.-J^f» î^ ^l-fl /^—lî^ ^-—Ift î!
^a "" 2 -^ ^a ' V 0 ~~2 <Ï)7' ^a'" ï 3 ^ '

^_ f t (^ î ^Y
Tï-^^-a^^

^ î y (̂  î . y . à^ /W1 iy\
Tp----^0!^^ ^•"'"î62^^ T^03^""^^

^64 . /^ i^\
-Jj=^[•W^•ÎWr)'

donne les résultats suivants :

d/w 4»/1r/

û.,2,3,= Oi9^,-^-= e., Q,,^^=-e,030»-^^=-04,
d/W '̂y

^4.1, =-036461-^-=-03, û..l,2,= ^^^-^p-^ °2-

Ainsi l^expression de
\ 1 ^ ^ ? 1À = [ àa JP ^ 1

peut s^écrire simplement

— — == ] ai^aa j 61 — | 02^304 | 64— [ «3^401 | 634- | ̂ 4^102 j 62,

c^est donc une combinaison linéaire à coefficients constants de 9 i y
^21 &3? 84? — en général ( 1) linéairement distincte de C i , ̂  ^3, —
c'est-à-dire une solution commune aux équations ( î ) et (a).

Remarque. — On pourrait se demander à quelle condition la
solution \ de l'équation

<•) &- "s
donnée par

^ I ^ ^? !
h=\àuàv'' \'

( l) On voit d'ailleurs que si ^, $3, ^ se réduisent à des combinaisons de
trois des quantités 6,, ^ est aussi une combinaison de ces trois quantités. Ces cas
sont donc singuliers,
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dans le cas (Tune congruence WR, satisfait à la seconde équation

(.) ^=4^du1 àv9

qui possède déjà les solutions ^, $2, Çs. Un calcul facile, que nous
supprimons, donne pour cela

àw à\ àw à\
àv àv au au

Cette condition est bien satisfaite pour o == const., mais elle ne

Pest pas lorsque CD = -.—? c^est-dire quelle ne coïncide pas avec

la condition pour que (i) et (2) aient quatre solutions communes.

7. Si nous revenons à Pétude de Inéquation harmonique générale,
nous pouvons conclure des calculs précédents que la surface A dont
les coordonnées sont

Cl ?2 Ï3a,=^, a,=^, a^^

est une surface de second de gré^ transformée projective de

O ù A u1 VA, == V» Oa.1^== ^03.

Cette surface A fait partie du groupe des douze surfaces associées
par M. Darboux au couple Sa., Sy de deux surfaces qui se corres-
pondent avec orthogonalilé des éléments linéaires (cf. Leçons sur
la Théorie des Surfaces, 2e partie, § 890).

Le rayon vecteur de A est parallèle à la normale à la surface Sj;
lieu du point (x) et Pon a diantre part

^2j+^i^±'=o àyi l90^11^
au au ? àv àv ( f

ce qui exprime que la surface A et la surface Sy (surface moyenne
de notre congruence WR) se correspondent par plans tangents
parallèles, les lignes u^ v constituant le système conjugué commun
qui esta invariants égaux.

Examinons d'un peu près la surface Sa? qui est rapportée à ses
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lignes asymptotiques (^, (^). On a pour la définir

ÔJC^ (^3 p ()^ ^1 / C ^3 ,; ^?2\

••J^152^"""3^ '^=="~^2^~Ç3^^

En revenant aux variables a == ^ + ^, ^ == « — ^ , on aura donc

^ — C ()^3 tt <)^2 ^ — C ̂  »• ̂
~ôï~^ô^ '3^•> ^^""^a ^ ^ a *

Si, pour simplifier l'écriture, nous représentons d^une manière
générale par {bi'c/s) rexpression alternée bic/s—cib^ et de même

/n ^ % \ i îpar ( O/ — ) 1 expression
. à Ok . ̂ i
^-ô.-^

on aura par exemple

^(^(•.^^('̂ '̂(•.s)
-<'.«.>(«.^)+(^)(«.£)-".-)(«.S).

Reportons-nous aux expressions indiquées plus haut pour les—
on en conclura aisément(,̂ ). ,.,̂  „-, (.,^)-., ^^^,

(••S)—.'.^-^. (••^)=••. (••S)»".^'^
Les formules analogues pour les (9< -T^ ) sîen déduisent en per-

mutant 0 el W et aussi 9^ et 03.
Ce qui apparaît immédiatement sur ces formules, c^est que les

dérivées (— ne dépendent que de p, les dérivées — ne dépendant

que de a. La surface Sj. est donc une surface de translation. Elle
sera définie par les formules

àx i ^ ^y'2
^=(^l<•2)ç.-4-K&lc4)-^2c3)]^F7+(^>3^4)Ï / î

^=(^C3)^-+-[(^C4)+(^C3)j^+(^C4)^,
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les expressions correspondantes pour x^ x, se déduisant des pré-
cédentes par une permutation circulaire des lettres a, 6, c de même
indice.

Par exemple

^=(cia2)^,-+-[(^âr4)-(c2a3)]^+(c3a4)Ç.

En remarquant que ̂ , ̂ , ̂  sont des fonctions linéaires et
1 . i I y ^2
Homogènes de^,,ç^^.et résolvant par rapport iï ces derniers
éléments, on obtiendra sans difficulté une identité

(^*.̂ A.̂ )(,,̂ B,̂ B.̂ )
^ ^2

^ ^^^-^^Tp-y v51^152-^'
/p ^ l . p ^ 2 . ? ^A2

-(^Tî4-02^4-03^)^p ^-^"•"^Tp"/

qui exprime que les tangentes aux diverses courbes a = const. sont
parallèles aux génératrices d'un cône du second degré, ou coupent
le plan de Finfini suivant une conique (Fp). De même, les tan-
gentes aux courbes ? = const. coupent le plan de Finfîn; suivant
une autre conique (I\).

Si Fon observe que \ est de la forme

X = û?i 61+^2 0.2+^e34-(/4 64,

où les valeurs des constantes di ont été indiquées plus haut en a/,
6/r, ̂  on peut également conclure des calculs précédents

^=(ai^)^+[^^,)--(^^)]^^(^^)^

~àî =(al^)^+[(a^4)+(^^3)]^-^-(ff^4)^ !

les formules analogues pour y., et y 3 se déduisant de celles-là par
le remplacement des a par les b ourles c de même indice, en main-
tenant les valeurs des d^ La surface Sy, surface moyenne de la
congruence WR obtenue, est donc aussi de translation, — et les
tangentes aux lignes a = const. ou (B = const. qui sont les
courbes de translation coupent encore le plan de l'infini suivant
deux coniques (H^), (Hp), - dont on pourrait préciser la relation
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avec (Fp), (1^) et le cercle imaginaire de Finfini. Les deux surfaces
Sj., Sy sont donc deux surfaces de translation qui se correspondent
par orlhogonalité des éléments, les courbes de translation se corres-
pondant.

Enfin les nappes focales de la congruence WR, lieux des points
(^), ( t ) définis par

^ = n •+- Hi, ti = Vi — ̂ i i

ont leurs asymptotiques définies par — du2 -4- dv2^ o ; ces asymp-
totiques correspondent donc encore aux courbes de translation de
Sjc et Sy.

Remarque. — L'examen d'un cas très particulier redonnerait
des résultats classiques dans la théorie de la déformation infiniment
petite des surfaces minima (cf. Leçons sur la Théorie des Sur-
faces^ 2e partie, §912, 913). Si l'on suppose

Ci =61+63, ^=^(63-62), ^=61-64

on trouve
X=- M (Oi-hôO.

En prenant, au lieu de 1, la solution (Q == —9 les coordonnées

-il, ç:2, ç3 sont celles d'un point d'une sphère de ravon t à laquelle
CO (0 M ' 1 ^ -

se réduit ici A. La surface S.y est une surface minima quelconque,
la surface Sy est la surface moyenne d'une congruence de normales
(c'est le seul cas où une congruence R est formée des normales à
une surface).

Les surfaces S ' normales aux droites de la congruence sont
données par

^i-=.yi-^-^y

où À' est une constante. L'une d'elles est donc la surface moyenne Sy
qui correspond à À" = o et comme les surfaces focales de la
congruence sont Fz où

^•=J^+t02^?

et Fi où

h=yi— o^-S
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on voit que les rayons de courbure de Sy sont + co2 et — co2. C'est
donc aussi une surface minima; le système conjugué (<^, ?) est
formé des lignes de courbure de cette surface qui estVac/jointe de
la première. Ainsi la congruence WR est ici formée des normales
à une surface minima quelconque.

III. — CONGRUENCES WR ATTACHÉES AUX ÉQUATIONS HARMONIQUES SPÉCIALES.

8. Passons à l'élude du cas général où M est donné par un sys-
tème de deux équations

(5) ^MU_ à 1 m \
' ' dif ~ <)v\ àv )

^MV à /,,àM\
(0) -^î-=^^u^^

On déduit de ces équations en les ajoutant membre à membre

u-^+iri^-fv'^+rM),
OU \ ÔV / •

ce qui s^écrit encore

^ ( M U ' ) - - ^ ( M V ' ) .au ' àv
Si nous posons

du , dv ,•yy=dui, -^ == dv^

Pexpression
MU'V'(rfMi-^i)

est une différentielle exacte ; en la désignant par û^o, on aura
nécessairement

<o = / ( « i — p i )
et par suite

MU'V^/^--^),
ou encore

M du dv == f ( Ut — Vi ) du\ dv\.

Retranchons membre à membre les deux équations (5), (6), on
obtient

(L) ^u^+au'^+u'M^vÇÇ+sv'Çî+v'M,
au2 au àv2 àv

et l'on reconnaît ici la condition classique (G. DAKBOUX, Théorie
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rf^5 Surfaces^ 2e partie, § 413) pour que la transformation

du , — dv ,
• ^dut> w= 2

donne à l'élément linéaire Mdudv la forme de Liouville

M du dv = [9(^2-1- ^î) — ^(^2— ^î)] ̂ "2 û^2«

Le système des relations (5), (6) entre les éléments U, V, M,
exprime donc que F élément linéaire ds2 == M ( M, v) du dv est d'une
part réductible à la forme y (i^ — p, ) du, dv, qui convient à une
surface de révolution, et d'autre part à la forme générale de Liou-
ville

[®02-+- ^2) — ^(^2— vï)} ̂ 2 ̂ 2.

Les recherches connues, celles de M. G. Kœnigs en particulier,
sur les éléments linéaires réductibles de plusieurs manières à la
forme de Liouville vont nous donner à la fois U, V et M. Nous
partirons des résultats indiqués par réminent géomètre dans la
Note II (G. DARBOUX, Théorie des Surfaces^ 4e partie) consacrée
aux Lignes géodésiques à intégrales quadratiques.

Proposons-nous de former le système des équations en Ç, qui
ont quatre solutions distinctes, au moyen des variables u\^ Vi de
^élément linéaire de révolution.

On a
^ç au, àv^ _„,= = M Ç ,àu^àvi au àv

donc

(0 T^-=/'(^~^)S-au, àvi
D'autre part

- du , dudu,=^, d^^

donnent

^^J^. £^= /ir IP \u^^r^ i /^y'1
au, ^ [ ] ï au} ^(J aUv/ÏÏ^ àu^ L ï \àu\) \

L'équation
u^+v?|=Nsau2 ôv9

s'écrit alors, en raison des formules de dérivation,

^-^i-JL. àî^ - àî^ ï ^ vff
àù~~~ àu[ V" 'au1 ~~ au] îî^ ~~ àu[ {J^9



sous la forme

[ àîu^ ~1
1 - -̂ ! + ^

(àu^Y (̂  2 /ÔUîY \

\àuJ [àu-JJ

^t T ^ ^_ I .. ^T
àu-i /àu^Y àu^\ 2 (àu^Y + - ^ç -

où, pour simplifier l'écriture, on n'a pas écrit la partie symétrique
relative aux dérivées ̂ i, ̂ . La définition de N par la différen-
tielle totale

^^MV).^(,O^^MU.),
r fN= (2V^ +MV/)^^ (^S -^Mu )^

donnera de même

à^Vî
1 ̂  _ ] —f"(u\—v,) àv} 1
2 ~ /^V -/ ̂ ^-'^T^V ^1

f V^i/ v^ï/ )<^i.
à^Uî

^ \ f^—v^ .,, . àu\ \ ,
\ r^Y ^/c^<l~' l)7^^v^plî
' \àuJ \àuJ [

cette expression n'étant différentielle exacte que pour des formes
convenables de/(// i—^), u^ v^

La classification des c^s2= M(^, v}dudv réductibles de plusieurs
manières à la forme de Liouville est faite d'après le nombre des
solutions en U, V, linéairement distinctes, de l'équation fonda-
mentale (L). Si l'une des formes est de révolution, il y a au
moins trois solutions distinctes ; s'il y en a plus de trois, il y en a
cinq, le ds2 est à courbure totale constante, cette courbure pouvant
être nulle.

Nous allons examiner sommairement ces divers cas en commen-
çant par ceux où il y a cinq solutions distinctes.

Remarque. — Pour chacun des cas envisagés les équations (i)
et (2) ont quatre solutions communes linéairement distinctes, mais
il y a plus : si l'on désigne par ç une solution quelconque de (i) et
si l'on pose

^L-?1+V?|-NS,au2 àv1 ' )

(T est une nouvelle solution de l'équation (i) ; cette solution T peut
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dépendre de six constantes arbitraires, mais en raison des transfor-
mations qu'admet (i), il semble qu'il n'y en a que trois nouvelles,
c'est-à-dire distinctes de celles qui résultent des transformations de
(i) en elle-même. C'est là une extension intéressante d'une pro-
priété classique de l'équation harmonique générale.

9. ELEMENT LINÉAIRE DU PLAN. — Si nous écrivons l'élément
linéaire du plan, avec les variables ai , P < , sous la forme du^dv^

l'équation (L) écrite avec cfis variables sera —i"1 ̂ TT et donnera

Ui == cto-r- u\ u\ -+- hu\^ Vi = bQ-\- by v\ -+- /«'^.

On aura ensuite
, diti <7pi

du^ = — — ? dvï = —
^aQ-\- a\u\-\- hu\ ^bo-^ b^v^-J^-hv^

Les équations ( i ) et (2) sont alors

^ dui àvi == ^
/ x ^ S / / 9 x ^ / i—a i—2/2^ i \(.) 4('o+alMl+/^)~^(—^—)

à 2 ^ , . , , ,, à^ / i — bi— 2/^1 \
+4(^o+^^4-M)-^(————^———— 1 )

= (&iUi+ ûfiPi+ 2/iz(iPi+ 2/r) ^,
puisque

o?N == (61 4- 2 / ip i ) o?ai4- (^i+ 2/ipi) rf^i.

Si l'on suppose A ̂ o, on peut en ajoutant des constantes à u^
et à (^, ce qui ne change pas la forme réduite de (i), amener a< et
l ) ^ à être nuls. On pourrait même en remplaçant u\ parX^, v\ par
v- fixer la valeur de €IQ ou de èo* Le système (i), (2) réduit est donc

formé de (i) et de

(.') ^l^-^^)-^^-71"^^^6»-*-^?)
-^(i-7"'1)"2^^'*'^^

avec seulement trois constantes essentielles.
Ce système équivaut à un système linéaire du quatrième ordre
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qui donne les dérivées en Ui et ('i des éléments S, - ç , —^5 —4-î il est
* àui à^i àv\

à coefficients rationnels en u^ v^ et à points singaliers réguliers à
distance finie. On saild^autre part que si Ponfait la transformation
qui conduit de u^ v^ à u^ (^25 où

duî i dv^ i
dl^ ~~ ^ao~î~huî1 î - ̂ /b^hvi

on obtiendra pour définir ^ en u^^ v.i une équation harmonique. Si
nous supposons, pour fixer les idées, h négatif, en posant

ao==—/ia2, 6 o = — A p î ,

on aura par exemple

diiî i
diii ~ ^~T^yî^u{

d'où
((^ == a sin \]— II Kg,

^t de même
vi = ? sin ^/— /<PÎ.

L^équation harmonique en question sera

-àî-\- = — h /a2—^? v/P^^^S =— (//a? cos ̂ f^Jiu^ cos /^-"Apa)^
(/(A2 (/(^

ou encore

(3) ^^J^ =--^[cosv/^(M2+p2)+cosv/^(i/-2—^)]S.

Or cette équation possède des solutions harmoniques définies
par

S =/(^+^2)^(^2—^2),
si Fon a

/ " = ( — ^cos^'^'ht-^îî}/' où ^===M,4-(/2,

et en même temps

^ / A a3 /—- „ \ ,
^ == ( ——- COS \/— I t S -+- H ) -̂ OU 5 = K2 — ^2,

H désignant une constante arbitraire. Ces solutions harmoniques ç
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satisfont, on le voit aisément, à l'équation

^ ^S-S-2^605^»2-^
— —' ces /— h ( Ma + ^î ) -+• 2 H ==o.

Ecrivons cette équation avec les variables u^ v^ nous aurons

( f ) û(0 =^i(ao-t-/^?) 4-^- /«d+... -^[hu,^ -4- 9H].

On voit quelle est distincte de (2'), c^est-à-direque les solutions
liarmoniques de (3), communes aux équations^) [transformée
de (3)] < ? ^ ( 4 ) î ne satisfont pas aux équations ( i) et (ri').

L'équation (2') pourra en outre s'écrire, en prenant k= 2 H, sous
la forme simple

^'-KM)-
Los solutions harmoniques de Inéquation (i) satisfont d'ailleurs a

l'équation M-""^,
où K est constant, également distincte de (a^), et qui ne dépend
que d'une constante K.

Ces remarques ne permettent pas la détermination des solutions
communes à (i) et à (a77), mais elles établissent que ces solutions
sont distinctes clés solutions harmoniques de (3) et de ( i) .
L'examen des cas particuliers où l'intégration du système peut se
faire confirme ce résultat.

10. ELEMENT LIJNÉAIRE A COURBURE CONSTANTE. — Un élément
linéaire à courbure constante peut s'écrire — K-——1—l—; il 2arde sa1 ( " i — ^ i ) 2 "
forme par une même transformation projective ( (^~— 1——, )
exécutée sur u^ et ^ i . La solution générale de l'équation (L) écrite
en variables u^ v^

i2(Ui-VO-6(«i- ^KU'i+V^-^i-^W.-V';)^

est ici

Ui == F ( M i ) = (IQ-}- Oi î<i-+- 02?^ 4- 03^4- 04 M } , Vi = F ( t ' i ) .
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On aura donc

, dui , dvi
duz == ï dv^ = )

y/F(^) v/FÏp7)

où F' est un polynôme arbitraire du quatrième degré et l'on obser-
vera que la transformation projective, signalée plus haut, permet
de le réduire à une forme normale,

Inéquation ( i ) écrite en variables u^ ^ est, si l'on pose
— K == m(i — m),

()2^ __ m ( i — m ) .
oui c^'i ~" rMi"17^)2

équation dont la solution Ç== {x—y)7/^Z(w, m) où Z(/M,m) satis-
fait à Inéquation d^Euler et Poisson

, ^Z àZ àZ
(U[ — Vi) -—— — m -— -+- m — == o.àtti àV[ àu\ (/PI

La constante m est donc ici une constante essentielle, suivant sa
valeur Inéquation E(m, m) s4ntègre sous forme explicite [m entier
positif ou négatif] ou seulement par des intégrales définies.

On a pour Inéquation (a)

^ ^"•^Lê^"1)-'^1^)
-4^F'<P•)-]=^

avec
1 ̂  = ,n(i - m) \ [-4F^ - , ̂ ^l d^
2 ( L(^l-^l)3 ( U l — V i ) 2 ]

r 4F(^ i ) F^i) 1
L(«i--^)3 (^i-^)2]

4F(^ i ) F'dti} 1 , »
-—————Ta — 7-————T; ^1 ^ i

d'où l'on déduit aisément

iN^^.-^r/^^^^-F^Ql^K,a K^i—p!)2 ^ 1 — ^ 1 6 v "J

expression qui, malgré son apparence, ne change pas quand on
échange u^ et v^ en raison de l'équation (L).

L'étude analytique de l'intégration du système (i), (2) nous
entraînerait trop loin. Nous nous bornerons à observer que lorsque
l'équation ( i ) s'intègre explicitement (w entier positif ou négatif)
ce système (i), (2) peut se remplacer par deux équations linéaires
du deuxième ordre aux variables séparées u et (\



— 463 —
à2^ __ — 2 g

Par exemple si m == — i , l'équation à intégrer ̂ 7^7 — ^_-p^2
estl'équation générale à invariants égaux de rang un: on a nécessai-
rement

, ,., _ U - V , -./ dU
? == U -+- V — 1 — — — — — — — i OU U = = - 7 — > • • • ?^i— ^i a^i

et si l'on exprime que cette expression satisfait à (2) on trouve,
après rédaction de Inéquation fonctionnelle corresoondante^
que U et V satisfont à une même équation différentielle

- -2F(^) U '— U ' t i + F ^ i ) ] — ^[F^^-^aa] = / + Â - M I - + - À M ' f ,

Z, A', A désignant trois constantes nouvelles.
La détermination de ç pour l'élément linéaire ————1—— revient1 ( ^ i — ^ i ) 2

donc essentiellement à l'intégration de l'équation homogène

6F(^ l )U / ' - 3U . / [ I+F / ( ^ ) ]+U[F / / («04 -4a2 ]=o ,

où l'on peut remplacer F par une des formes réduites adoptées
dans la théorie des fonctions elliptiques.

Si l'on prend, par exemple, F = = = 4 ^ ? — g ' î u \ — ^ s » on aura
l'équation

(A) (4^-^1-^3)0"- [e^-h ir^lu'-^^iU^,

qui est régulière avec trois points singuliers à distance finie.
L'équation complète correspondante admet toujours une solution U
du second degré. Lorsque g^ est nul, il en est de même pour
l'équation (A), qui s'intègre alors par une quadrature.

Examinons d'un peu près, ici encore, l'équation harmonique en
//„ ^.

On a

d'où

duî
dul v/^i-^^—^3

«,==p(M_>), Pi== p(C2),

et l'équation ( i ) s'écrit

( 3 ) _j2j_ — —^P'(Uî) P ' ( ^ î } ^
àu^àvï [ p ( u ^ ) — p ^ ) ] î ; '

î -»» . 3o
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Elle a la forme harmonique en raison de la relation,̂,-,(,-,,.̂ ,̂
et nous aurons aussi

( u — p )2 dul dv^ 2[p0î+ ^ — p O a — ^ ) ] du^dvî.

Les solutions harmoniques de (3) sont données par

\ =y(M24-P2)^(^2--^2),

Uî-^~Vï=t, Uî—Pa=5,

où, si l'on pose

/ et g doivent satisfaire aux relations

. r=2[p^)+HJ/. ^=2[p ( . )+H]^

c'est-à-dire à une équation de Lamé [qui pourrait être l'équation
générale de Lamé si l'on était parti de l'équation (i) avec m entier
quelconque j. Leur détermination est un problème tout différent
de l'intégration de l'équation (A). Par exemple, si ^'3= o(ce qui
n'entraîne pas de réduction pour p), l'équation (A) admet la solu-

tion U == u2 + —-JLÎ \ on obtient la solution générale par une

quadrature, qui ne donne pas de fonction algébrique.
On peut donc ici former, à une quadrature près, l'expression

explicite de la solution générale du système (i) , (2), mais le résul-
tat n'est pas simple.

Exemple simple. — Pour obtenir des expressions simples de E,
nous considérerons le cas singulier où F ( u ^ ) a une racine triple
qu'on rendra infinie, la racine simple étant faite égale à zéro. On
aura dans ce cas par exemple

F ( M ) = 4^.

Les équations (i) et (2) sont respectivement

f.) ^ ^rn^-m)
àui à^i ( u i — V i ) ' 2 '!

t) ^4«,+3^+...=»^(.-^)8(^•+( ' - )S.()ui 2 àui (u\— ^i)2
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Dans l'hypothèse m =— i , on aura pour déterminer U l'équa-
tion

— 8 iii U"-h 5 V = l -+- /cui -+- hu^

Y étant donné par la même équation.
Sa solution générale peut s'écrire

TT ^1 k o h 1 J^U == — — jr^i— 33 ^î-^- ai-+-a2Mi8 .

On a donc aussi
\r ^i ^ •» ^ 1 0 o -y-
^T-Ô^-^-^1^2'1 •

Le calcul de Ç == U'+ V^— 2 —^— donne alors
Ui — ^1

^-â'--.»-^
«2^(3^.i-hi3p,) P,^r3^i- i3Mi)

+ 8 uï { U i — v l ) ^ v l ( u i — v i )

avec seulement quatre constantes : /<, (a, — pi ), ocg, ^2? comme on
le savait a priori.

11. ÉLÉMENTS LINÉAIRES DE R É V O L U T I O N A COURBURE V A R I A B L E . ——

D'après les tableaux de M. Kœnigs, il n'y a, essentiellement, qu'un
élément linéaire de révolution, à courbure variable, qui soit plu-
sieurs fois de Liouville. On peut l'écrire

r "l~^ /"i-^M
A . e 2 -4- e v 2 ^ - h B

û?5^= M du dv = r u - ..————^ -^}-\——^lûf<'l=(î)(^l—Vi)duidvi.

[e^-e—————\

A, B étant des constantes arbitraires.
Les variables ^2, v^ de la forme harmonique équivalente sont

données par
. dui dvi

diiî == - ? dv<i == •
\/ao -+- ai e"i -(- «2 e-"i V«o-t- ^ïi e^-h «2 e-^i

et les équations(i) et (2) sont, avec les variables u^ ^,

^n ^^=<î,(^_^)^
à1 $ I <^

(2) ^(rto+ai^i-ha^-^O-h ^ ^-( i+ai^ i—aa^^t)^-. . . == N^,
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où l'on a
</N = [—2V^(^i-- P i ) -hV '< î> (Mi—^)J^)

-+- [aU ̂ '(^i— ^i) 4- U' ^(MI— (^i)J ^PI.

Ces deux équations sont à coefficients transcendants. Il semble
qu'il y ait avantage à introduire ici les arguments

//, t'i
.K —. e 2 i y = e2 5

à l'aide desquels l'élément linéaire s'écrit

, A(.r2-t- ^2)-+- B.rr , ,
^2=4 (^'-y^2 —^^

forme harmonique évidente

r ' ^ A - + - B 2 A — B 1 , .
ds^ == -————- -+- -————-, dx dy.L(^-y)2 (^^-y)'\

Avec ces arguments on a
•2 dx

du^ ==
^ai^4-»- ao^2-^ «2

et puisque le 6?52 n'admet pas de transformation en lui-même, on
ne peut pas réduire le Irinome bicarré.

L'équation ( i ) sera alors l'équation harmonique

/ . ^ ^ [__?__ _ _____},à^ _ \__o__ _ __i__ 1 î
ôxày L(^-7)2 ^—yW'v / ,)^^v \ ( < r ' — v\Ï ( ^——\r\î\^'

où a ==2 A — B , — P== 2 A+B, et (2) pourra s'écrire

(ï) _^(^^4_F^^2-F ^3) 4- ç [îoi^-t- (ao+i)a?] +. . .== 4 N $

avec l'expression simple de N

^=——L-(x^-y
4 N = / g ,^2 [^i^y8- ̂ o^ + ^2]^ ~^~ j )

, __P [a^xîYÎ-l^ a^xy -h a^} -+- /-.
(x-yY

L'équation ( i ) est explicitement mtégrable quand a == m (m — i )
et 8 === n ( n — i), /n, n étant des entiers positifs ou négatifs. On
aura donc une réduction du système (i) , (2) dans ces cas.
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La forme harmonique du ds2 en «2, ^ s'exprime encore par des
fonctions elliptiques, résultant de l'inversion de la différentielle

dx________

\/' a^x^ -+- a^x2-^- a.î
A la forme générale indiquée plus haut avec les deux constantes

a et p sont associées diverses formes dégénérées.
L'exemple le plus simple est donné par le type

M du dv •==- (u\ — v\ ) du\ dvy,

auquel correspond Inéquation ( i )

^ /.. ,^•= (u\— ^ i ) ? .oui àv\

On détermine les variables ^3? ^2 du ris2 harmonique général
par

, du\ , <lv\
du^ •==. ——f dvî == —= »v/u ^/v

où
3U'-+- U ' ( ^ ) - p l ) = = — 3 V ? - ^ - V " ( / < i — ^ i ) .

Ceci donne simplement

U = = / i ? / i — a , V = — / / ^ i - i - 6 ,

et l'on peut ajouter une constante à a et à — 6 7 de sorte qu'il est
permis de prendre, par exemple, a == o.

On a
N = 3 h ai PI ~ h —1———L — • î b i i i — 'JL a^i + •i /c,

et l'équation (2) s'écrit

, , à^., , h—\ ^ à^ - , , /i-t-r ^ - , -
(2) —^(/«^i--a) -i- ——— —— + -T-î^6 — ^^i) — ——— — ̂  Nç.^af 2 ()iti àv{ ' ï àVi

Ce système ( ï ) , (2) est assez simple pour qu'on puisse tenter de
l'intégrer par l'emploi d'intégrales définies ; nous remettrons cette
étude à une autre occasion.

{A suivre.)


