
BULLETIN DE LA S. M. F.

E. KOGBETLIANTZ
Sur la sommabilité de la série ultrasphérique à
l’intérieur de l’intervalle (−1,+1) par la méthode
des moyennes arithmétiques
Bulletin de la S. M. F., tome 51 (1923), p. 244-295
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1923__51__244_1>

© Bulletin de la S. M. F., 1923, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique l’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1923__51__244_1
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


îii —

SUR LA SOMMABILITÉ DE LA SÉRIE ULTRASPHÉRIQUE
A L'INTÉRIEUR DE L'INTERVALLE (-1, -+-1)

PAR LA MÉTHODE DES MOYENNES ARITHMÉTIQUES;

PAR M. E. ROGBETLIANTZ.

Les polynômes ultrasphériques P^ (.c), qu^on définit par la
fonction génératrice

00

(I) T->= (I - 10-2 + ,î')->-=^ -3" P^>(.C) (^ > 0),

n=0
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et qai sont orthogonaux dans Pintervalle ( — i , -+• i )

(î)' T.^—\(7l+)•)^M )̂
,, r(«+.)r(aX) /^•'P^P^)^ _ ^ o (m^n),

r(n-4-^) J_, (,_^i->- ( i (m =/»),

généralisent les polynômes de Legendre ^casX = -1) et les relient
am fonctions trigonométriques, puisqu'on a pour \ -^ o

lilnIP^(cose)=2-cos^9 (;»=ccse)
À == 0 •* /l

ainsi que pour 5v == i

sinO P^'(cosQ)== s in(/ i-+-i)6.

La série de Legendre

/(^)-^(^-l-^P,,(^)^ f^u)Pn(u)du (|^|^l)

n=0 " ~ 1

n'est que le cas particulier p o u r À = = = ^ du développement de f{x)
dans 14ntervalle ( — i, + i) en série des polynômes ultrasphériques/(.)-—w—^(^^(^-)w ^-'.'•^ '̂•^wc'̂ y

(l^l^i, X > o )

qui résulte des formules (2) et qui se réduit dans les cas parti-
culiers \ == i et \ —>- o aux développements trigonométriques
des fonctions/^) ^/i — x ' 1 = sin9/(cos6) et/(cos9) dansrinler-
valle (o,7c) en séries de sinus et cosinus respectivement. La
série (I) est à son tour le cas particulier pourF (9, y)=/(cos 6)=== f(x)
du développement ultrasphérique de la fonction F(9,y) sur la
sphère S

.- F(e^)^^S(^X)rfF^^P^COS^^ a>o)
(ÏI^ 27:^ j ^ j ^^ô'sin^y-o')?"'

[çosy = cosO cos6'+ sin6 sin0 /cos(<p — <?')]
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qui généralise la série de Laplace et qui se réduit à la dernière

p o u r À = - - Les questions de convergence ou de la sommabilité

de la série (I) par une quelconque des méthodes de sommation
des séries divergentes peuvent être traitées, en l'envisageant
comme le cas particulier de la série (II), mais en ce qui concerne
les points intérieurs | x \ < i l'application des théorèmes géné-
raux, relatifs à la série (II), donne des résultais beaucoup moins
précis que ceux qu'on obtient, en étudiant la série ( i ) elle-même
pour [x \ <^ i .

Ce travail est consacré à l'étude directe de la sommabi-
lité (C, S >> o) de la série (I) en points intérieurs | x \ << i de l'inter-
valle ( — 1 , 4 - 1 ) ( « ) . Sous la méthode (G,S) de sommation des
séries divergentes nous entendons la méthode des moyennes
arithmétiques d'ordre S, qui représente la généralisation la plus
naturelle de la sommation ordinaire d'une série convergente.

OB

Par définition la série V Un est dite sommable (C, S) avec la
0

somme 5, s'il existe la limite pour iî—^ oo de la moyenne arithmé-
tique s^ d'ordre S

^ = lim 4? = lim j u, -^ V ^-i)...^-^+.)
71=00 n=» 1 ^^( n -»-§)( n -— î 4- o ) . . . (n — m -h i 4- o )

' m = 1

= l11" n^-^Ong-n)) y r(n—m - ,-i-r-o)n = o o r ( ^ ^ _ § _ ^ , ) i ^r(^_ ^ _ ^ i ) r ( § _ ^ i ) ^ ^
f m==o

ctl'on voit que la convergence n'est que la sommabilité (G, ô = o),
-s^ étant la somme partielle Sn des n + i premiers termes de la
série.

Nous démontrons (§ III) l'existence des fonctions continues dans
tout intervalle (— i,+i), les séries ultrasphériques (I) desquelles
néanmoins divergent en un point donné x (—-i< .c<+i ) de
l'intervalle ( — i , + i); par conséquent on peut poser le problème
de la sommabilité (C,S > o) de la série (I) à l'intérieur de l'inter-
valle (—1,4 -1 ) .

( 1 ) T\»us les résultats ont élé exposés dans les Comptes rendus de V Académie
des Sciences, t. 164, 1917, p. 7-; 8-780.
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Dans le cas particulier X = - (la série de Legendre) cette ques-

tion a été traitée par MM. Haar ( ' ) , Chapman (2) etGronwall (3).
Les résultats de MM. Haar et Chapman n'ont à présent que
l'intérêt historique : le théorème de M. Harr établit la sommabi-
lité (C, i) en un point intérieur, où existe la valeur moyenne de la
fonction développée, de la série de Legendre d'une fonction
absolument intégrable dans (— i,+1) et le théorème de Chapman

— sa sommabilité (C,S<^) pour 8 >> 2 v — - ^ o , o ù i > -y S ̂
\ 2 / 1 L\

et f ( x ) = ( \ — x ' l ) ~ ' { g { x ' ) pour x ^ i — e ( £ > o ) , g ' ( x ) étant
à variation bornée dans un intervalle aussi petit qu'on veut,
entourant le point considéré x = x^{— i <^ XQ <^ -j- i).

Le théorème de M. Gronwall, qu'on peut énoncer ainsi :

La série de Leg'endie d" une fonction f{x)^ qui est absolu-
0 _ 1

ment intégrable ainsi que le produit ( i—x 2 ) 2 V(^) clans
l'intervalle ( — 1 , 4 - 1 ) , est sommable (C,S^>o) en tout point
intérieur x de cet intervalle où existe la valeur moyenne

- [f{.r—o)4-/(^+o)] ^t a pour somme cette valeur moyenne^

montre que la série de Legendre d'une fonction absolument inté-

grable dans ( — i , 4-i ) est en tout cas sommable ( C , - ) à l'inté-

rieur de ( — i î + i ) avec la valeur moyenne de la fonction déve-
loppée pour somme et l'est (C, S <<-I•) pour 5 > 2y — -( i ^ V ^ y ) ?
s i / ( ^ ) = = ( i — x 2 ) " ^ Q r ( x ) pour | ; r | ^ i — £ , g ' ( ' y ) étant bornée,
sans supposer que g{x) et f{x) sont à variation bornée. Nous
<i]lons démontrer le théorème analogue pour la série la plus géné-
rale 1 avec \ quelconque (X^> o), à savoir le théorème :

La série ultrasphérique (I) a9 une fonction f(x) est sommable
{C,X) en tout point intérieur x de V intervalle (—i,+i), où
existe ta valeur moyenne l- [f{x—o)4-/^+o)], et a pour

( ' ) Ueber die Legendresche Reihe {Rendiconti di Palermo^ l. 32, 19 n,
^ 132-142) .

( 2 ) Mathem. Annalen^ B. 72, 1 9 1 2 , p. 220-226.
( 3 ) Mathem. Annalen^ B. 75, i9i4i P. 321-375.
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somme cette valeur moyenne^ si le produit ( i — x 2 ) îf(x) est

absolument intégrable dans l'intervalle ( • — i , + i ) , et l^est
)>+5-»

(C,S^), si le produit (i —x^) î /(tr) est absolument inté-
grable dans cet intervalle (—14- i).

Pour \ ==- 5 notre théorème se réduit au théorème cité de
M. Gronwall. La démonstration du théorème énoncé est basée sur
la considération des majorantes de Lebesgue R^0 (x) d'ordre S
de la série (I), qu^on définit ainsi :

/»TC

R^\x)= [S^^e, (p)|sin^(pJ<? (^===0086, X>o).
^Q

S^ (9, y) désigne la moyenne arithmétique d^ordre S de la
série
( -n )O^ W

^^{-^
x S (^- '^^l^ ^)<cose) ̂ ^ ^>^'

71=0

donc(" ^•^'^f^
^i^.^+^îâtîa-'&îu',

m=0 Am

où A^ === —,—"i",,4"—: est le coefficient de z71 dans la série den 1 ( n -4- i) 1 ( 8 •+• ï )
Tàylor de la fonction (ï — ^)-(5^1).

/g i\
Les majorantes R^ ' 2 / (oc) de la série de Legendre ont été étu-

diées par MM. Haar et Gronwal. M. Haar a démontré quelles
restent toutes bornées dans leur ensemble pour \x \ ̂ i — e(£> o),

si 5^ i . Il a établi aussi qu^au contraire R^ l î / (o) augmente indé-
finiment avec n -> oo. M. Gronwall a généralisé le résultat de

/^ \\
M. Haar, en démontrant que toutes R}, )î)(x)ponr\x\ïi—s(è>o)
restent bornées dans leur ensemble pour chaque 5 ^> o.
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Nous démontrons au paragraphe II que le même fait a lieu
quel que soit X > o, c'est-à-dire que l'on a o <^ R^ (x) ̂ R pour
,| x | ^ i — s (e ^> o) et /î == o, i , 2, .. . oo, pourvu que 8 reste
positif. La constante R dépend de 3, \ et e, mais ne dépend ni
de n ni de X.AVL contraire on a lim R^^j?) == oo quels que soient

n —. »

X > o et .r dans l'intervalle ( — i , + i ) , extrémités exclues,
puisqu'on démontre (§ II) qu'on a pour \x |^i — t et \ > o

R(^)(^) =, ̂  log(,i 4-1)4- ̂ )(.r),

où les fonctions ^) (;r) restent bornées dans leur ensemble pour
\^> o et | ^ | ^ i — e , quel que soit n == o, i , 2, ..., oo. On
démontre ces propriétés des majorantes R^^-r) à l'aide des
formules approximatives et des inégalités pour S^'^ô,^). On
les déduit (§ I) par la méthode de Stieltjes ( < ) . Ces inégalités
résolvent en quelques mots (§ II) le problème de sommation (C,o)
de la série (III). On voit que la sommabilité (C,o^X) en un point
intérieur ([ j? |<^ i) de la série (I) d'une fonction f(x) ne dépend
pas des valeurs que la fonction développée prçnd au voisinage des

points frontières x=±i^ si le produit ( i—x 2 ) ïf(x) reste abso-
lument intégrable dans (—i ,+ i ) . Mais la condition suffisante de
la sommabilité (C,5 <^ X) de la série (I) en un point intérieur, à

5^-»
savoir l'intégrabilité absolue du produit ( i — x 2 } 2 f(x) dans
(— i,+i), n'est satisfaite que si l'ordre y d'infinitude def(x) en

un point frontière est plus petit que 0-+:—:+—^ :

8+^-4-1
ï<——.——•

II est très intéressant d'observer que déjà M. Darboux, en
étudiant la sommabilité (C,8==o) c'est-à-dire la convergence de
la série (I), a établi (2) , qu'elle diverge partout à l'intérieur de
l'intervalle (—1,4-1), si l'ordre y d'infinitude de f{x) en un
point frontière est égal ou supérieur à ——— : v ^ — — • De même

( 1 ) Sur les polynômes de Legendre {Annales de 7'oulouse^ i1'* série, t. IV,
1890, p. 1-17.

( î} Journal de Liouville, 3* série, t. IV, 1878, p. 393.
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nous démontrons que la condition Y < û 4" À "+" [ est nécessaire

pour la sommabilité (€,$<).) de la série (I) en un point intérieur,
s; dans Fintervalle (— i , s — i) — s > o - la fonction déve-
loppée/^) a la forme (i 4-^)-ïy(,^ où y(.r) est régulière au

>.-!

point x= --i, et si le produit (i — x12) î f{x) est absolument
intégrable dans Fintervalle ( 5 — 1 , 1 ) . Par exemple la série (I)
d'une fonction f{x), continue dans ( s — i , i ) et qui a la
forme (i+^)-ï(p(.^) pour — i ^ ^ s — i (e>o) , n'est som-
niable (G, S) en aucun point intérieur x pour 3 ̂ 2 Y — ()v + î) et
Fest p o u r 8 > 2 v — ( A + i ) avec la valeur f(x) pour somme
partout à Fintérieur de (— î , 4- i) et même uniformément pour
î .̂ l <, . '

§1.

Tout ce qui suit est basé sur la formule, trouvée par M. Kampt-
de Feriet ( * ) et qui nous fournit l'expression de la fonction
génératrice correspondant à la série (III)

<4) r(X-n) (I-^)F(^I, x, ï\, T)
r ( ̂  r ̂  -4- x) \l-î^ cos(6 -+-<?)+ z^p^i

ra) V^.^P^^osQ)^^^?)
r f ^ r f 1 ^ ^ ^ — — A Ï ^ ) — — —^î^^-4-^-0

z\

où

T=T(.5)==
4^sinQ siny

• iz cos(0 -î- y) +^2t

et où F est le signe de la fonction hypergéométrique.
On prouve (4) en posant cosy == cos 9 cos y + sin9 sino coso>

dans la formule

\ ( î - z " ) „

[î-^cos^z^ =^(/^-+-x)^)(cos^^
n ==o

en la multipliant ensaite par (sinco)2^-1 dw et en intégrant les

(') Comptes rendus, t. Wi, 1 9 1 7 , p. 858.
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deux membres de zéro à T:, puisqu^on a ( ' )

^ V 2 / 0 0 P^(cose)P^(cosy) y . . .(5) —————- ————.^————= ^ P^cosY^sinco)^-!^.
r ( - + x ) A/^ "o

La relation (5) nous fournit aussi l'expression suivante de la
moyenne arithmétique S^^Q,^)

(6 ) S^(6, 9) == i ̂ s^^) (sînco)^-i ^a),
^^o

où 'î^'^y) désigne la moyenne arithmétique d^ordre 5 de la série
00

(IV) 0~V ( / i -hX)P^(cosY) (o<Y<-27i) .
0

En désignant par ^^(O,^) Fe-xpression A^. S^^O,^) et eu
égard à (3), nous déduisons de ( 4 ) 5 en divisant les deux membres
par(i—^1,

Va^fO <p)^= ^(X+ I) ( i -^^)F[X-h i ,^^ ,T( .^ ) ]
^ - ) y ; p/ l^r^+x) (i-^[,-..cos^6+cp)+^p.-.i

\ •>- / \ ^ /

doù
00

^(^)=^^)•)(0, (p)^-^-i
W = 0

_ F(X-4 - l ) ^ « + 0 + 2 X ( i 4 - ^ ) F [ X - + - [ , X, 2 X , ï (g ) ]

~" F/I\ rf i+x^ (-^- I)8[ l-2 '3cos(e-h?)-h^î^"+ ' l '

La fonction /(^) n'a que les cinq points singuliers suivants :
^ ̂  ^-<\9+3p)^ ^^ =: g-/(9- ̂  ^3=1,

z,,=e<(9-<?) et ^5==^64-^.

Nous supposons dans la suite

o < y < 0-< 0 + cp < r.,

ON. NIELÎ-EN, Théorie des fonctions métasphériques^ Paris, 1 9 1 1 , p. 3o3y
form. ( i).



et sous celte hypothèse tous les cinq points singuliers sont distincts.
En désignant par G le chemin d'intégration, composé de cinq

lacets consécutifs L,, La, Lj, L^ et L;,, ayant leur entrée
commune à l'origine z = o et pour centres de leurs cercles les
points critiques ^i , Ja? ^3? z^ et ^ â ? nous avons

(;) ^(^ ?)=--• fw^
ï^t' ,/ç

- . r ( X - + - T ) r (z -4-1) zn+^\ Fx(r) ̂
°..,^),.(,^. (-.)'T-

-iL
OÙ

Ct
F x ( ï ) = F [ X 4 - i , X , 2 X , r ( ^ ) ]

T = T(0, ^) = i — 2 ^ c o s ( 0 + <p) +.S1.

Les branches des fonctions multiformes sont définies par la condi-
tion quelles deviennent réelles à mi-chemin d4ntégration, c^est-
à-dire au point z == i + £•

,. / \ 4 ^ s i n 6 s i n < o , . i • •Vu que T===7(^)==-————— tourne autour les points cn-

liques T === oo et T === i de la fonction F^(r), quand z parcourt les
cercles des lacets L, et Lg respectivement, nous voyons que la
branche de F^(ï) est la même au commencement du lacet L3,
qu^au commencement du lacet L( ; quant à la fonction T'^14"0

elle devient ^-^"T"^^, quand z a tourné autour du point
z^ == ^—''(f)+?) ; donc nous devons commencer l'intégration le long
du lacet L| avec la différentielle e^^^z^dz pour arriver au
point ^ = = i 4 - e (£^>o) avec la différentielle réelle.

Au commencement du lacet L]^ nous avons par conséquent

r^'14-i') gîXw'/a _i_ i\»7i4-Ô4-)<t'<')="l"t(')' ̂ ^(î^)"1"^-''^"'""'
et la théorie de la fonction hypeï'géo métrique nous enseigne que
d'un côté

[^¥^)]^-^^[^-^)]^^ r^H?^'
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et que de l'antre côté la fonction T^F^-^^T^t^À-hiî A, a À, ï)
augmente de

ir.ir(^) e-^-^1/. . I\
ra)^-.)———^^1 '2--2--:)

quand ^ effectue la rotation autour du point ^i == e'1^^^ puisque
alors T tourne autour du point T == oo.

Par conséquent le lacet L^ fournil la contribution

^[(^^^-(^H ^_^,
( 8 ) ./, / . ô+yV84-1 . . . .., -+" 8îr(sinesiny»)^1

1 1 27r(2Sin—— î j (sin9 sincp ̂  •

^+<f)^ -+-^^4-0^-1 / i\
X / v————————-.———l^X+I, 2-)., 2,^)^.

Jo (^—I)° \ " ' /

L^intégration le long du lacet 1̂  commence avec la branche '^(î)
de la fonction multiforme ^ (s) :

/'À ( \ — i ) e^1 ( z -+- i ) 3^+ô+).-i / i \
<^, ( S > == ^ l ( 5 ) — ———-—————-————— —————-————=———— F ( X -h ! , 2 — X, *2, - ) •S ' 2 * - ) ^i^ 4 ( s i n 6 s i n < ? ) A - M ( 5 — 1 ) 8 V ? ' ' T /

Après le parcours de deux lacets L( et L^ la branche ^i(^)
devient égale à A(-z) == ^2XTC<A^(^), donc sur le bord gauche
du lacet La, quand z a déjà effectué la rotation autour du point
critique ^3 == ^~<(e~'<P), la branche ^ ' 2 ( 2 ) est remplacée par la
branche e'2^1^ 5). De Fautre côté

-/•(-(„ 4l+,)(9-,)-^1.]
.^1^^[3-.-^]^(.)S=^__————————^—————^-^

r=:e s ' 27r(sm0 sin ç)^ ' ( a s i n———*-1

et par conséquent le lacet Lg nous fournit la contribution

^^^,^ô-,)-^.]
^, ^ .——————e^ç\8+ i

< 'Ls 27r(sine s inçy-( '2 s in——•-J

x(x- i) /-^^"^g^i^^^^Fa-n^^^i-T)^
•2TC(sin6 siny)^ ,./ ( ^ — i ) 8 [i — 9.2 côs(8 -î-y) -+- s2]

comme on le déduit facilement en s'appuyant sur les propriétés
élémentaires de la fonction hypergéométrique.

LI
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L'intégration le long du lacet L$ nous fournit

"0) f^^îf,^^
••'3 •'•'S

== J^C^-H) /l ^J^1) ̂ -^-^F^T)^
~ z.i r.(^) r(^ + x) ̂  ~(^8T^

(^uant aux valeurs <les intégrales f et ^ prises le long-des
•Vt • /^

lacets Li elL;,, elles sont conjuguées aux vale<urs (9) et (8) des inté-

grales j et f , ce qui permet de concfarre ^
• ' \ *' Li

ces f^ + X + î ) (8 + ç) - fx + s !̂') J
(, ,) ^.-^e,y)= -'- ^' 9J / ^ a •/ J!: / 6 -(-CB\8+'(sin9 sinip)*'1 2 s i n — — ' )

^ ^^[(^^-.^(e-y)--6^.]
K . / Q__ (o\8-H

( sin 8 sin y )^ i '2 si-n——*• )
+^+7/i,

où
^ ^ ^.X~.i)
" 47c<sin0sinœ^-n

( e1'̂ -'-^

X R ^w'J _i±-_^+î+X-iF/X4-i, 2-X, 2,^^
(.•'(•-î)

- / ^-^ ̂ +î^-1 T)^1 F(). + I, X, 2, I - T) rf3<./® v *—«r ' )
et

• = r ( X 4 - i ) r (s 4-1) ̂ ^s+ax F^(T) ̂

'""""•(^••(i^)-'- ^-'^ '
Le cas 9 + © === TC (9 > ? > ®) se laisse traiter de la même

m;inière, mais dans ce cas le chemin d'intégration se réduit a
quatre lacets, ayant leur entrée commune à Forigine z == o et
pour centres de leurs cercles les points critiques ^-<(^-7i^ j
^ ( 2 0 - ï t ) ,—i respectivement. On obtient la même formule (n)
dans ce cas particulier y = TC — h. Elle est par conséquent valable
ppii'r o <^ œ <^ 9 <^9 -|- y $ TC.

Maintenant nous allons déduire de (i i) l'inégalité fondanientak
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pourS^'^O, y), qui est valable quels que soient n ==o, i, 2, . .., oo
O S O ^ T Z , ( ) ^ y ^ 7 : , A > O e t O > — — I .

L'inégalité

(i.,) j |P^(cos6)|^(sine)^A^-1)
( ( O ^ O S ^ , À > 0 , 71=0, 1 ,2 , . . . , X)

a pour conséquence

l^^^y^^^sinesin^-xyA^^12 ^i} ,
/—o TC (sintsint^'

donc il vient

8^(9 <p)|= i^^?)! < ia.4^(^-4-54-i)
(I^ ^^1 ^ '^(i-hôXsinesiny)^

( \>o, S > — i ; o ^ e ^ T C ; o ^ y ^ w ; 7i==o, i, ...,«).

Soit

alors
l ô - 9 | ^ 7C

714- I 1

[/ ^ • I e — v l l84'1^/^8^1
(.-^Os.nl^ïiJ ^^

2 J - \2

et ( i3) nous fournit Pinégalité

r , . | 6 — y j-l^i(„•„ ̂ ,.,^"^ [^^——_\_
Tt(n 4- i}8+i ,... ^ / . |e-y|/^i(sinOsiny)Al sin-1———••-'-)

<
(s inôsir

%

^ /,. ^ _w_
= T l -h l^(^e-^;^N•sinô sin 9)^ (sin -!——î-1-)

Soit maintenant
» ^ œ 4- .

Envisageons le dernier terme du second membre de (i i), à savoir
rintégrale

ra-^-i) r^4-i)^-^F^T)^
,r(^rf^x)'A, ^~i)8T^i^'^y^i^^'71'3 0
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Elle s'exprime n l'aide de l'intégrale

, , „ , ,._ rq-^-i) ,̂,+q+p-̂ F ^)^
"( ' • ' ' .^r(,)r(-;-.x) ̂  Ti-^roTTeF.-'

OÙ

6 = T ( 6 , — 9 ) = = = I — - 2 ^ C O S ( 6 — ( û ) + ^ 2 ,
ainsi :

J'n==^n{^ I , 3, A ) -h^-i(X, I , 5, X ) ( 7 . = = X ; P = I ) .

Quels que soient a, f^, ). > o et S > — i, l'intégrale 5,, (a, [S, S, 5v)
satisfait à l'inégalité

'•^•• '̂̂ .̂ •g^ (1--1^)
pourvu que Ion ait

ô ^ ® -!- ——'——•
71 H- 1

Si 3<' i on a tout simplement

. / o ^ T sinô7: r ( X 4 - i ) r1 i^-+-a+P+8+A F)[T(î<)1^

.„(«, P, o, ^ . ——— ̂ ^ .( (.-")^T-^ • '

et Ion en déduit ( i 5 ) vu que

T^sin»°-t-î, e>sin26-^,
•2 •2

A (4
^F) , [T (^^ | = ^ F ( X 4 - I , X, -2X, T)

0 F ( X - i , X, ^, T)
== r p — — — — — — _ _ ^——————= F (À — I, À, 2À, T )S Li3.

Pour 5 == i on a aussi

^ , C , ) ) - ra+l) fF (X - I ,Â , ^ ,T )1
"———•^-r^^^^-^——J..

< _______G._______.
- / . 6 + oV»/ . 9—y\ î { *( sin ——— 1 ( sin ——L 1

\ •' / V 2 /

Donc ( i 5 ) est établie pour — i <;o^i. Pour l'affranchir de la
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restriction S^ i nous envisageons l'identité

L ^/i-KX-»-(3-KH->+i ]^.4-q4-P-^)-MF^(T) d ^^^P+^->-HFX(T)J

(s — 1)8-1-1 Ta+i OP-1 "̂  ûS ( (^_i)8Ta+ieP-1 ((^—l)5-M Ta+lOP-1 ' dz \ ( ^ — i ) 8 T a + i <
^rt+a-i-^+ô+X

(^+i)ô-iTa-+-ieP-1

^ ^ ( i - ^ ) s i n e s i n y ^ ( ^ - + - i ) / e\
^——ÏIT^—— "re"^"^1^^^

r / i + S + X - t - i ( a+ i ) ( ^4 - l )

( : P — i ) ( ^ - H ) 2 (X-n ) s ine s iny .g (^^ l )1 • )
e — — — — — r ^ J ^

qui est la conséquence des relations

T 2 — = 4 ( I — ^ 2 ) s i ^ O s i l l ç , i — i == ^;,

^ - — = 5 2 — i 4 - T , ^^=,; î—l+erf5 î dz

.̂ ^o^^ ,̂,̂ .

En multipliant cette identité par ——-—4^—r- — -̂. et en••œ-'a^)"1
intégrant ses deux membres le long du lacet L^, on obtient

(16) 8.5n(a, p, S+i, X)
^(/i+X4-â-n)5,»(a, p, 8, X)

—(a-n)[^(a+i , P, S—i- , À;-+-^-n(a-l-i, ^ ô — î , X) ]
— ^ ? - i ) [ ^ ( a , P-M, S - î ,X)4 -5 ,^ i ( a ,P+ i , 8 - f , X ) ]
— 2 ( X +i) s in9 s i n©[ ^,t (% + î , ?- t - î , § — î , \)

•+-^«4-i(a-+-i, P-hl , S — i , X)]
—+- —^—'sinô sin©[ ^7(-i(a -4- î , P + i , 5 — î , À - + - I )

-hî),t (a-+- î , P-+-I , ô — i , X+ î ) ' |

— ——— sin6 sin<p[ A^ i(a-+- 2, P, 8 — î , X -+-i)
4-5,» (a 4-2, P. $- i ,X4- i ) ] .

Supposons maintenant (i5) établie pour 3$N===E(N) et soit
N — î <^ 8^N. En rappliquant dans le second membre de (16) on
vérifie qu^alors (i5) est aussi valable pour N < ^ 5 ^ N + i - On
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s'appuie dans ce calcul sur l'hypothèse faite

7C > ̂ 4" ^P ^ Q — y > i T
2 ~ 2 2 = 71-hl î *

On voit par conséquent que (i5) a lien pour S quel-
conque ( 5 > — i ) , d'où l'on déduit pour a == ). et j î= f riné-
galité à laquelle satisfait l'intégrale /„ :

(17) |y,J = -—J^L±1L_ _L /^+I)^•tw)•Fx(T)^
r /nr^+x)^^^ (^-,)8T^i

< g5(^+I)s"l / TCCs(^+l)8"i / ^ \

sin^rYsn^V ^ -91=^î^/ • ^y\2 x / • e- -ç \^ ne-.!>_(.n-^1) (s,.-̂ )

Pour déduire l'inégalité à laquelle satisfait l'avant-dernier
terme ^ du second membre de (n) nous le transformons en
remplaçant le chemin rectiligne d'intégration, allant de l'origine
jusqu'à e1^^ par le chemin formé de la ligne droite (o, ̂ ) et
de l'arc de la circonférence du cercle [ z \ = i , qui lie les points ̂
et e'^; de même l'intégrale suivant le rayon du même cercle,
aboutissant au point ̂ -?\ est égale à l'intégrale suivant le rayon,,
aboutissant au point ^e, augmentée de l'intégrale suivant l'arc du
cercle [ z \ === i, qui lie les points e1^ et e1^-^.

Vu que

^-)^F(X+I^-X,2,^~^1F(A+I,Â,2,I-T)

sinXTt T(\—i)r(\) ,
== ~^~ ^T(2X) T Fa+l? ̂  ̂  ̂

on obtient l'expression suivante pour in :

X(A - I)
l,,=

4^( sinO sîno)^+1

,'(8+<p)
^ -+-I

X BJ<- ;̂ ( "^ .̂ >,-. F ( ,̂,,-.,,, ̂  </,

.-•(«-î' ^_^

-/,.» (f^S^6^' T;+l F(À + ', >-, ^ 1 - T) ̂

siliXKr^—^rm/'''''' ^4-1 ., )
-1- ^WF(.X) U (.̂ s •a"+s+-)-l ̂ +' ̂ (T) ̂ }

^(^-') p,v ^. si»^r(^)T(?.-n) „
43t(si«e»iB9)X+i L " "' 4str'(a^(sin»sm9^+t "'
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Par conséquent on a

) .[X-i | [ s inÀTC 1 F ( ̂  ) F (, /> •
(18) 1 ^ 1 ^ — — — : [ |^1+KU+1 = 4 ' < s i n e s i n o ) > ' + « 1 1 / / ' 1 " u 47C2 r ( 2 X ) ( s i n e s i n © )^1 '

Dans l'intégrale i^ z = e1^^ et (o croît de 0 à ^ 4-'f> ̂  ;

T === -———!——:—t—r est réelle et positive; de plus on a
cosoo—cos(6-+-<p) 1 r

. i cosœ—cos(64-ç )
o i : — = = ————;—5—:———*—
- T 2 sin9 sine?

^ cosO — cos(6 4- y) _ cos(Q — y) — cos(6 -j- <p)
= 2 sin 6 sin y 2 sin 9 sin t

puisque o <^ f <; 0 <; TC; donc dans ^

^-^L^/ i ^
F^ +1, 9. — À , 2, ^

Or
2 sin 6 sin ©

T — i ~ c o s ( 9 — < p ) — c o ^ t x )

et par conséquent

O+a 2 cos—2 sinO sincp dw

puisque

•x9 f cos (0—o)—coso ) } r 2 sin—)

, . to
• A - ^0+? asin-^ Cg sin 6 sin<p F ' ______J___

= 7 " 6 \ 8 - n ./n . œ r ~ (
(s in- ) 0 s in -—sin -

. œ . 0 — t?
sin — — sin ——•-

2 2\ ^7 2

[ ^ ô — ^"i
ces ( 6 — < p ) — c o s o ) = 2 sin2 ——sin 2 ——— L -v T / 2 2 J

. . M F . OD . 6 —o1<: 2 sin — | sin — — sin———'-. •
2 L '2 2 J

Vu que

0+^p (fsih—
o< / ————î.

^6 .«, co ..« <. (o . 6 — <p
sin — — sin——I

2 2

==1og

. tp 09^n--i-co&—
2 2

' < log2
/ 6 <p \ . y l

cos( - — k- } sin-l
\2 4/ 4 ;

•y^)/



â60 —

on obtient définitivement

.., . < C a s i n Q s m c p Casii iQsincp
/ / • ° \04-1 7 0 - ç&\5+T

(""•î) (sm——)

Dans l'intégrale ^ ^ == ^(t), co croît de 9 — y à 0 et

^^L-J - c o s ( Q ^ y ) ~ c o c ( o c o s ( e — q > ) ~ - c o s ( 6 4 - y ) __
^ 2 s i n 6 s i n © < ^ 2 ? i n 9 s i n < & ~ ~ 1

puisque 9 < 0+y$7t; donc dans ̂

I^F(X+,,X,., i- .)[= F^i-^^^-^^^o,

et il vient

L.,,/̂ ^^-'̂ ' F(>•+', ̂  ̂  i—)^',,,t-,,(^_-,)Ô - • - • - • " • -—— l^A + ,, A, 2, 1 - T

,.6 iT icos^r f to

l/ft—B / . fr^6/0^ ^n^0

d'où

/'u|t7il<'cnsine?iny / —————^ sin ̂  <^œ
'Jû-ffl/ . œ\8-n-<?/ • ^^o-hl^^ f s i n - » [costo—cos(6 4-<p)]

_sm^m9__ 9 ^ i ^sinOsiny
(sin9^-0)^ e - , o g cosco-cos(e+, )< .e^^^ î

puisque pour 9 + © $ TC on a

sin 6 cos î ^2 sin f 6 - i - ^ ^
2- \ 2;

0 l 9. sin 6 cos'-

O^^cos.-c^O^,)-1^^^ ^OM

f \ 2/

Tous ces résultats nous donnent l'inégalité

^ l ^ ^ 1 ! » i y j . i,/ i ) ^ _____^13_____(I9) ^ l^•'^Jl^f4-'^«lj<———^4^(sin9 siny)^i ^ 1 l/li 4- 1 ̂  1 < < ——————-7——e~<p\^i'
(sin 6 s inœ)A ( sin ——• )

\ 2 /
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Envisageons maintenant l'intégrale

i';',==e-^ f ^J__ ^M-Ô+)-I ^+1 ?-(), 4_ ^ ^ 2)., T) dz.

Dans cette intégrale /s == (^°, ^ croît do o à i et

/ . . , -a , <. \t s in 0 si n &
|ï(^| = j T ^ e ^ ) ] ==f(t)= r -————.

/ I—2^ COSO + fi \/l—it COS(26 -h © ) -+- f1

La fonction /(() croît de o à/(i) quand < croît de o à i, donc
| ï(^) | reste toujours plus petite que

^•2sin6cos-*
/(!)== \^)\=——————————^4,

sin(e+^)

puisque pour 9 ̂  - on a

sinOcos 9 ^ s i n f ô •+- £^ :2 - \ i f 1

soit ô ^> ^ » alors, vu que

0-}-tD..7: T: - ® . i r 4 - 0——i-^- et -<04 - -^——— ï
î ~ 9 1 1 ~ 1

on a
. /. 0 \ . . 7T4-e 0sin ( 0 •+- -1- } ^ sin ——— == ces - »\ -2 / - - a 2

ce qui nous donne

. / < P \ ^ 6 . . 6 6 œ . . . cp9. sin ( 0 + •- ) ^ 2 cos- > 2 sin -cos—cos-*- = sin 0 ces -• •
\ 2 / 2 "' 2 2 2 2

Désignons par IQ ( o ^ ^ o ^ i ) 1e1 valeur de t pour laquelle
| T(s) | == i , c^est-à-dire la racine de Inéquation /Y/ ) = T .

Pour o ̂  t ̂  ^o nous avons | T | ^ i et

|F^)^|Fa^^)l<^ •(o^s/,).

Pour tQ^l^i^nous exprimons F^(ï) ==^F()s +1, À, 25., r) à
Faide des intégrales ®(ï) et A(r) de Inéquation différentielle
hvpergéométrique aux paramètres a == 5. + i, ^ = \ et y = 2^1
qui forment son système fondamental dans le domaine du



point T = oo :

(20) mÏI^F(^^-^)=•°(^S^)--.^-(^

Or dans le demi-plan supérieur, R Q.^) > o, on a les expressions
suivantes de ces intégrales y(r) et A (r) :

^(T)=-^<T-(X+1)F(X4-I,2-X,2,I) ,

( p ( T ) = = ( T T . l — — l o g T ) < K T ) 4 - ^ ^ T - ^ K ^ ) ,

ao

çù la série K.^) == V a^ converge absolument et uniformément

pour | T | ^ i . Pour ^ $ t^ \ on a i ̂  | T | ̂  4, donc la relation ( 20)
nous fournit pour ^ 5: / ^ i :

-^^Uî ,̂,,,̂ ,̂, ̂2T^)-l+2r(•)iT}•+^
«•«+-̂ - F(^+,,2-X,.,y[<——l^^

Maintenant on voit que Fon a toujours pour o ̂  / < i

T^F),(T)|<-?lLLl<^^ (^==^^;O^^I),(71^
1 — T

puisque

4^ sin6 &in®
I — IZ COS(6 — 9) -h Z^ \

________ 4^sin6sincp

/ i—2<cos<p + ^2 /i — r 2^cos( < 29— y) 4- ^

^ 4^s în6s in9 ^ 4^s in6s iny
6 oi6fcos -cos'-

~ . 9 . / . y x - . c p . e e —
s i n - s i n ( 6 — - ' | sm-'-sm-cos——

a \ a/ i 9. 'i

L'inégalité (21) nous fournit
1 fn+8+\ ̂

f t/i

Jo \t

•f^ù

In | < 2Ci9(22)
te^—i 5

^-+-8+X ̂
= 2Cl9

» — y
< i6/.

<

(l — Î ^ C O S Ô -+- ^)2

^20 ,. Cao
< e — ( D \ û

(^i,(siny (.4-,) (sin^^
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et de (18), (19) et (22) on déduit pour in l'inégîjité

(23) |^|<———————-^_____—
. . •. / ^ — yX^ 1

( s i n O si n9)^ ( sin ——-' )

________________^20_______________

( /i -+-1) ( sin 9 sin cp)^-i ( s i n ——T )

Vu que TC ̂  9 + <o >> 6 — y > o, on a

. 6 — cp . . 0 + 9sin ——'- < sin ——T*
2 2

et par conséquent (11) nous donne, eu égard aux inégalités (i"),
(a3) et (.4) :

(•H) [tf(6^/o „. i ., C6(/t+i)8-'1 « O.?)! < ̂  e+?\»./. t9-?|v
(sm^-) (•""—.—}

^______£"______
/ | 9 _ o | \ ^'+-1

(sin 6 s iny)^ ( sin -!———Î-L)
\ ^ /

.4-____________c20___________r.
(/i + i ) ( s in6 sin®)^4-1 (sin-^—"'..s l )

L'inégalité ( 24 ) est établie sous l'hypothèse TC ̂  9 4- (p > 0 ̂  y ^ o,
mais elle a lieu aussi pour 7 t ^ 9 + o ^ > < p ^ 6 ^ > o puisque «es deux
membres sont symétriques par rapport à 9 et ©. Elle est valable
aussi pour 9 4- y .̂ > TC puisque, en posant 9' == TT —^ 9 et ©/ == TC — î;>,
nous avons d'un côté

c^)(9, y) == o^)(î.- 6',^ - ç') = ̂ ^(e-, 9'),

et de l'autre côté, en appliquant (24) à (T^ (9',ç'), ce qui est
permis puisque

6 '+ (p '==2TC—(6-hy )< î î pour 6 4-<f> > TT,

nous la justifions pour 0 + y > TC, vu que

sinÇ's=sin6, sinç'ss sin y,
6'4- 9' 6 4- (Q510——*-= sin——T et | ̂ /— ̂ \ sa: | 0 — (p |.
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On a supposé o < 9 < -r et o < <p < TC, mais il est clair que (a4)

a lieu aussi pour 9, y == o, ff puisque alors Œ^Î (9, y) reste finie
tandis que le second membre devient infiniment grand. En obser-
vant enfin que

^^(0,^)=A^ S^^(9,y),
on a

(•^) |S^^(6, 9 ) ) ^ - — — — — — — — c 2 2

~ , / . O + c N ^ / . | 0 — o | \»(,^n^in-^—^ ^sin——^-J-j, ,/ . 0 + ® \ ^ / . | 0 -^ |( / î — i ) ( s i n — — ' - j ( s in- 1 ———

Cî3

( / i4 - i ) ° ( s in0 s ins) )A^s in 1 ~ ^ ' ^

^

(/l-^-I)8-^- l(sinOsill9)^4-l fsin 1 e ~" ? 1 V

( À > 0; S ^ O ; 7l = 0, î , 2, . . . , 3 C ; O ^ O ^ T T , O ^ y ^ T T ) ,

d^où pour £^9^7T — Ê, | 9 — a » ^—;ï— e l o ^ i :

(26) (-"Ï^IS^^, »)|â^^j^^^(siny >-j

( X > o ; o ^ § ^ i ; / i = = o , i , . . . , 3 o ; £ ^ 9 ^ T C — e ; o ^ < p < 7 î ; | e — q > | > 7T V\ • ' - ' • î i - ^ + i ^

En appliquant la même méthode de Stieltjes à ( i ) , on justifie
facilement rinégalité (12) et la formule approximative suivante
pour P^(cos9) :

2A^- l )cos^( ,^+X)e— x 7 l^ ..
(,;) P.^^n^- I- ^ J , ^(e)

(2 s in6 )> - (,î+i)t^(sin9)X+i

ou

l/^0)!^ pour ̂ ^^e^;.-^

En s'appuyant sur (27) et sur la formule de Christoffel

o,o,).)/fl ^ •2>'r2(À) r(/i-h2)
sw ^^^—îï—TZnTÏT)

^ P^i (cosO) P^(cosy) -. P^(cose) P^ (cosy)
cos9 — cosœ '
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on démontre la formule approximative

(28) "(sinesin^Sg^e, y)

sin ^ -t- X + ̂  ( 9 — 9)1 sin [7/i — X -+- I) (6 -h ç) — Aî/l

~~ ; 0 — ® + 6 -i- es
sin———^- sin——'

a î
rôKû, c)

, 9 - t - û ) Q — o^
( n -h i) sin 9 sin <o sin —••—^-sin ——•-

2 2

l^e,?)!^
ou

pour

^9^--^- et -^^^^.JL..
^ + ï /i •+-1 n -+-1 ~ T - n

L'inégalité

| P^(cos 9 ̂ A^-')
nous fournit

I^P'(9, 9) ̂  A^^m^X)1^^080^^08?)
7«==0 //l

W

^ -î) 'V A*8» À^^^— -ï) AtS+ÎA-H)^ .̂ L n~ln ln — M '
7/t ==0

donc

^9) |S^^(Ô,?) |<^8(1+^) Î X + -1 .

En appliquant la méthode de Stieltjes à la fonction génératrice

——— —'V su ^.\}(^\
îp-H ~Â»À i " ' i / î( I — Z )° ( 1 — 23 C< >S y + S1 ̂ -t-1

OÙ

.^'"(ï) == 2^(m -T- x) P1/^COST).

nous en déduisons pour i SA > o, 5. + i ̂  3 ̂  o et y ̂  —rï— l'inéga-

lité

(3o) (sinY)X|p^(^[< ci9 ̂  (o^y^).
/ . Y \ <
(sln ̂
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Elle a lieu aussi pour o $y S -^— puisque la définition de p^'' ( v)
donne, eu égard à (12) :

' ) \ .i(8+^-+-D
î ^-^- <°^^)'

d'où ron obtient (3o) pour o ^ y ^ 7r . Pour ôter la restric-

tion Â^ ï nous observons que l'on a pour )/ == À + i ^> i

y ^ o'^+i,^) = 1 4 -^ ^±1
é»à ' ?l ^ u ( i-^)Ôï T^

donc

=(X+i) ^^p^^(T) j^^P^(cosY))
o H O )

rsinY)^i?^^i>(^)| = (sinT)^(X+i)^p^^)p^(^^^

/« = o
7t

^ (À-}- I)^ l'-^TP^^ï)! KsinY;^ P^ (COSY)

i l } \(^ï) f. A(^+l)H-nt^m €30 A '̂^^(X+i)^^•>-A' l . „A<x- l)
^-J / . Y\8-4-! / . Y\5+1

/ / /=o ( sin -1- ) ( s i n ^ )
V •2/ \ 2/

ce qui nous prouve que (3o) a lieu pour À > ï quelconque, si Fon
suppose qu'elle est vraie pour À ^ I . Or nous Pavons établie pour
o < ^ A $ i et o ^ S ^ i , donc (3o) est vraie pour \ quelconque positif
et o 5 S 51, Mais on a aussi

V^, p ,̂̂ i) ( ) ̂  ̂ . i Mi-^), ï
^ l / 7 -/ X ( - i—^^T / . ( i — z ) T^ ( i—5)T>- ( i — 5 ) T

^+ i (Y
Y 2 /1+3 ï•̂:!É..̂ ,) i..co•̂ p^

x o ' o •2 sin -L siny |
ce qui nous donne

( 5 t ) F^^(T) i < Â + i ^ 1 PiP-CY) [.
À sin -*- siny ,„=

Supposons maintenant qu'on a démontré ( 3o ) pour o ̂  <S S X 4- ï
et )^N==E(N). L'inégalité ( 3 t ) nous prouve que (3o) est alors
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vraie aussi pour N < ^ À S N + I et i ^ ' S ^ X + i . O r pour o 58^ i
(3o) a été établie quel que soit À > o-; donc (3o) est valable pour
o ^ S ^ X + i et X ^ N - h i , si elle l'est pour o ^ 3 $ X + i et X ^ N .
Mais elle a été établie poraT o ? 8 ^ X + ï et X < i , donc (3o) a Heu
pour o ̂  8 $ X +1 quel que soit X ^> o.

En désignant la moyenne arithmétique d'ordre S de la série
oo

^^+^)P^(COST)
0

par ^^(Y), nous en déduisons l'inégalité

<„.) i.^wi-^^< '••'y'.L
Aw ( s i n Y ) > - ( s i n - î - )

( o ^ $ ^ X +i , ^ >o, O ^ Y ^ T : ) .

En la substituant dans la formule (6) on obtient

lsg>^,)|<cil(^z)^r (^)^1^
t/o (sinY)>-(sin^)^

où
COSY = cosO cosœ 4- sin6 siny cosco,

ce qui donne
siny^ sin6. sio a)

ainsi que
. Y ^ . | ̂  — 9 1 Y ^ 0 -4- o |sin - > sin -!———1— et cos^ -^ cos —'•—*- ,

•2 ' % «i ~ 2 î
d'où

(33) ls^)(e,,)l<——C3;(^l)^,.^
( sin 6)^ (sin l9^)

( o ^ 8 ^ ) v + î , A > O , o ^ O ^ i t , o^y^T: ) .

Pour -e ̂  0 ̂  TC — £., cette inégaKté se réduit à

(34) IS',6- ,̂.)!̂ »^| 6 — 9 l0'4'1

( o ^ ô ^ X -^-r , X > o , o ^ y > S î t , £ ^ 9 ^ 7 : — e).

De même l'inégalité

I^^K^^ a>o,s>-,,o^^).
(-9
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/^que nous avons déduite ailleurs (1) aussi parla méthode de Stieltjes,

nous fournit l'inégalité correspondante pour S^^y) :

<"> |sy'(...)l< ;"\'^L
(-—ï-)

a>o, §>-i,oIÔg^o^y^).

En ce qui concerne 8^(85®) pour oÎ2?v+1 le fait démontré
ailleurs ( 2 ) que s^'^(cosr) n'est jamais négative, si 5 ^ 2 X 4 - 1 ,
nous permet de conclure à l'aide de la formule (6) que l'on a aussi

(^.) S^(0,^)âo
(X> o; 0^2^ 4-i ; o ^ 9 ^ 7 c ; o ^ 9 ^ T C ; n = o, i, a, 3, ..., oc).

§ ii.
Dans ce paragraphe nous envisageons les majorantes de

Lebesgue R',8^^) d'ordre 8 < 2\ + i de la série (III)
it

o < Rî^^.r) = f | S^^O., ç) [ sin^.o ^9
^o

(.2- =COSe, O â ^ <9.X-+-l) .

Quant aux majorantes R^^.r) d'ordres 8^ 2). 4- i on démontre
facilement, en s'appuyant sur (36), que l'on a pour 5?2)»+i
quel que soit 9 dans l'intervalle (0,71) — O ^ Ô ^ T C —

R^)(^)= ^8^(0,9)81^^== xra)——r- /^sin^rfy^iJQ < ^O^^^r0
( O ^ . O ^ T C , §^2X-4- l ) .

La définition de la majorante peut être formulée ainsi : la
njème moyenne arithmétique d'ordre 8 /^(cosO) de la série (1)
s'exprime par l'intégrale

r^
/^)(cos6)= / S^'-^O, (^))/(cos<p)sin2>^^

^o

( 1 ) Journal de Liouville^ t. III, 1924, p. 189, forni. (37).
C-) Ibid., § 6. p. 169-179.
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et R^(cos9) n'est que la borne supérieure de toutes ces
moyennes /^(cos 9), si l'on choisit les fonctions/(ces y) dans
la classe des fonctions bornées | /(côsy)|^i. Par conséquent on
obtient pour 6== Qç la borne supérieure'R^cosôo) en choisissant
pour la fonction /(cosy) la fonction sign S^^o/f), d'où la
définition de la majorante donnée plus haut.

Mais la série (I) est le cas particulier pour F(0,y) ==/(cos9) de
la série (II) et l'on peut envisager la borne supérieure

I^V———^(0,9)^M )̂
de toutes les «"•"""• moyennes arithmétiques

F^D, <(>)=-'- Ç Ç F^^D^)(MS^1^2 7C i/s J 1 — >
[sir^O'si"2^ — çp')]2

si Fon n'envisage que les séries (II) des fonctions bornées [ F(0, y)[^ i.
Donc on obtient pour 9 = Oç et ç = yo la borne supérieure en
prenant

F(6, <p)=signS^(cos7),
où

cosy == cos6ocos9 -+-sin6o sin6 cos(<p — yo),
et l'on a

^.TY^^ f ' f-\^^^\ .

' A Ï / I Î ^ ^ ) t s ' [s in2e'sin2(c;>-9 /)1 i x

Or
s i n 9 ' s i n ( ( p — c p / } === s i n y s i n ' ^ , d^ == s iny d-( d^ '

et l'on obtient définitivement le résultat que ^^(O,^) ne dépend
point de 9, ®

y71
p(^)(6, y) = F^A)= / [ ^7)(cosY) | sin^ ̂ .

^o

On voit que l'on a toujours

R(p)(cose)^——^——^,
^(.)r(-.+!A)

"• 1 8
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puisque l'ensemble des fonctions /^(cosO) est contenu dans
Fensemble des fonctions F^^Ô,^).

Nous avons établi ailleurs ( * ) le résultat

P^7) < p ( H = 0, [ , 2, . . . , X ; ^ > / » ,

où la constante o = p ( S , A ) ne dépend que de S et de À.
Au contraire pour S ^ À on a

" , : limp(^)=+oo ( î ^ A ) .
71;-= oo

Maintenant nous pouvons conclure que. quel que soit î dans
l'intervalle (0,71), toutes les fonctions

lî ^ ( COS 0 / ( n == 0, I , • > - , . . . , -r. )

sont l)ornées dans leur ensemble pourvu que l'on ait î '> ).

R^^CcosO) < R ( / i = = o , i , ^ . , ..., x; o : A ; o ' 0 < ^

et In constante R ne dépend que de S et de À.
DSm autre côté il est facile d^établir que pour

0==o,7 : (.r===hiï,

on a tout simplement

i^>.'(±.)=-^^--,(,?,>.).
/'G)1^"7')

On le démontre en s'appuyant sur les relations

s"-/•)(^y)=,/.^ l,^_,^^'(±co'?)•
W \'i 7

Par conséquent on a pour O ^ A

lim R^CrLi)^-!-^ ( ê ^ X ) .
n==o»

et dans le cas S^5v il ne nous reste qu'à étudier les majo-
rantes R^^J;) à l'intérieur de l'intervalte (—• i , +î), c'est-à-dire

( l ) Comptes rendus, t. 104, 1917, p. t)27, ainsi que Jounwl de Liouville. l. III,
1934, p. 14-% form. (4.3).
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sous F hypothèse e ^ e ^ — s , où la quantité positive s e&t <nmnt
petite qu'on veut, mais fixe.

Nous allons démontrer que l'on a pour e^O^TC — s et o > o

(37) B^^CcosOXR^R^)^^ ( £ ^ 0 ^ 7 t - £ , § > o ) ,

où la constante R ne dépend pas de 9 et de n = o, 1 , 2 , . . . , ^ :

v. ° - -R- 0 -+- -"-

R^(.r)= ( 18^(6, <?)|sin^y^= f re+l-+- f n+^.. ̂
Jo \-^ . ' -/).-^

^ + 1 w -»- l
-_ \ ^ 1 '\// \ "'—<'->,/ -i-c)y, +^«.

L'inégalité (i3) nous donne pour e S O S i t — s

0+-J1-
V, . C^(îl 4-1) /' /î't' . . ÎTC
" < ^.n^X / sln tt ̂  < 7————î ^6 ̂  ^7 (ô > 0 )(s ins}^ ,7 ^ (sine)^ ~

Dans les intégrales -V,, et ̂  nous appliquons l'inégalité ( ^ ( ) ) , en
supposant S ̂  i :

0-
n+l ^r / '7Ty , y^- ^0 ^ r n+i ^ /'TC ^ /ITC

- - ] - "< (-.TTYô ^ (o^T71^ . Cy^W^ (-ny)'-1^
r Q -(, ——— ", 6+——l fl-hl

^_ir-'-_. - +('»»^+i>6j|, 8(0-<(>)S „ 8(y-e)5
1 1 n+l

_ .̂ l̂.,/"̂ !!̂ -. I '• ( . .<?„- ô(»+I )^ ( •^ ic ^ es-^.oî-^'^T+C3.}<-f.

Donc l'inégalité (37) est établie pour S^ i .
Quant aux majorantes Ri,8'5-1^) avec 8 > i, la relation

ï(,S-,>-).e, ?) = ̂  Ai?:-;,?-') ̂ )(0, <,,) ($'> g),
M» ==0

qu'on peirt transcrire ainsi
/»

Al,6'» S(,S'.A)(O. y) ̂  A^-"A% S(^)(0, y) (o'> 8^,
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nous fournît l'inégalité

n

A(,î) W^(x) S ̂  A^,î-«)A^ R(p.)(;r)
w=0

^maximum R^^) y A -̂;;5-1^
O^/ '^w -^
- - m=o

== A^') max imum R;0^),
O^/'^ra

c^est-à-dire pour y^> o on a

R^^(^)^ maximum R^^) (8'> ô).
0 <; /» ̂  yn

On voit que l'inégalité (3^) est démontrée aussi pour S^i.
Etudions maintenant RiP^a?) pour S==o

RS> /•)(^)= ^IS^O, ?) | s in2Acp^
» o

TC Q TC <) Tc ^_ __"_
/»»l4-l /» / »+! /» M - h l /» W4-1 /*TC

=J +/ -4-/ -1- / +/
^ O ^ TC l 6 — TC ft X *^ _ 7t

/i-i-1 n+1 / î+1 n +1

^^ +^(,2) ^c^ 4-5„4) ^-^^^

L'inégalité (29), appliquée aux intégrales ̂  et ^^ ), donne

TC

^//^^^•^^(/l 4-1)^+1 / " + ^y^^.^^=0(l),
.'o 2 À 4-1

Quant à l'intégrale ̂  on a vu plus haut qu'elle est bornée

-H3^ -^——C36=C37=0(I),(^sin s)^
donc on a

°-«^T
RS• Â ) ( cosO)=0( l )4 - /l |Sg-^(9, y ) | s in^y^

*7 7t
r t+1

71-^

-+- f ISg^^ô, y)[sin2>^^.
t79+-^-n+l

Aux intégrales ^^^ et ^ ^ nous appliquons la formule approxima-
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live (28), qui donne pour S^Ô^TC — £

sin (^14- X 4- ^-) (ô — y)sin ( î 4- X 4-
2 \ '2>in^ |s^(e, c.) [=-

sin^ô sin-
-•W,?),

où pour
• ^ < p ^ — n 4- i

yi^(9,y) satisfait à l'inégalité

^)(0,y)=0(l)4-0
(/i 4- i) sinç sin •

La contribution dans ^ et ̂ ) qui provient de y^ (9, y) est
bornée, donc

w -»- 1 ^ n 4- 1

R^(cosX)=0( î )4 -———( /' 4-
TT s i n ^ ^ O l »/ _

sin(/i4- X4- -) (0 — <p)
sin^tt df.

. 6 — — C Dgin———^
•2

.-^\
- f t ^ /
^ÏÏT^ /

En complétant les intervalles d'intégration jusqu'à (o, 7t) on ajoute
des quantités bornées et l'on a

TC sin in^i4-X4- ^ H ô - ç )
R^A)(cose)=o(i}4--4— r

TC sin^ô JQ 0 — <p
sin^y rf^,

puisque le changement de 2 sin -—' par 6 — y sous le signe somme

n'altère l'intégrale que d'une quantité bornée.
Vu que

sin ( n 4- \

e
sin ( n 4- X

6

-^^(e-
—?

-4)(°-
-y

y)

?)

sin^o d^

</?,

/'^9

r^
= 0(i)4-sin>«9 f

«/ft
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^n obtient définitivement

R^(cosO) = 0(i) 4-- ̂ ^ sin ̂  + X 4- ;) (.0 - cp) ^^

•'°">-u
-^ ^
•^Jo

Or pour e ^ B ^ T ï — s, les intégrales prises de î à TC et de î t—9 A T:
élant bornées on peut écrire

RS• ) )(cosO)= 00) + s f s in/ ' / i4-X-4-1 )
7^ ^o '

et la substitution ^ = = ( / I + À + ^ ) M nous fournit

,(/!+ 1)TC0 ^ ̂  -t- t; H ,̂

.Rg-Â)(cose)==0(I)-+- ^ |s»"^ l -^-

On a
,(n4-l)TC/.(n-H)TC ^

y ] s i n^ |— = ̂ log(/i-hi)+0(i),

et l'on trouve définitivement

(Î(A

R^(cosO) = I G log(/i 4-1)4- r^(Q),
TC-'

où les fonctions r]^ (6) restent bornées dans leur ensemble pour
Â^>O et e ^ O ^ T t — £ i .

Il est donc démontré que RÏ^ (.c) -> oo avec^et au^ai

Rt0;^/ r) ifi
li,n ^——^^ (X>o , irr [^ i--£),^=<log( / l4 - l ) -7l2 > l 1

uniformément dans rintervalle ( s — i , i — s ) .
Les inégalités (aS), (34) et (35) résolvent le problème de la

sommation (G, S) de la série ultrasphérique (III)

<"" °~ ./.^: .^î"•+>'^<^•(:^'.y)••to""•^^W^)
(A>0).
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L'inégalité (35) nous montre que cette série est sommable
(C,§^>2Îv) pour x -^ y, quels que soient^ et y ,—ï^-^ .y^- l - i î
la sommabilité (C ,S^>2X) est uniforme pour | x — y j ^ î ^ o .
Pour .2'== —Y-==±I , la série (HT) n'est pas sommable (C, S ==3 A'),
puisque alors son terme général

_ (-i^rq) r(7z+.2X)
'~7(^r(^:^) ̂ ^(Ï^^T)

ne satisfait pas à la condition nécessaire lim u— ===o de la somma-
• n=< /l^

bilité (G, o = = = 2 Â ) . Mais, si l'on n'envisage la série (III) qu'en
points intérieurs [ ^ j ^ i de l'intervalle ( -—i ,+ i ) , l'ordre de la
sommabilité o ^> 2 À peut être abaissé jusqu'à 8>> À, comme on
le démontre, en s'appuyant sur l'inégalité (34). Cette inégalité
prouve que la série (111) pour x-^-y est sommable (C, o) pour
A <^ 3 5?). -t-1, donc a fortiori sommable ( G, 3) pour chaque 5 > A,
s i — i <^ x < + i e t — i ^ y ^ - 4 - i ; la sommabilité est uniforme
pour | . ^ | ^ î — Ê | ( 2 < > o ) e t \x—yj^Sa^o. Pour |y|==:i la
série (III) n'est pas sommable (C, S = = À ) , quel que soit .r,
puisque alors son terme général

^=^ .. r a )———^n+X)P^)

^î)^^^

ne satisfait pas à la condition nécessaire lim —L == o de la somma-1 n-« ^
bilité (G, o= A). Enfin pour | x \ < i et |y| < i,la série (111), est
sommable (C, 3>o) pour chaque 8^>o, si x^y\ la somma-
bilité est uniforme pour | x—y|?£( >o, \x |^i — $2 (es > o) et
I j ' I ^ i — £3 (£3 > o). On le démontre à l'aide de l'inégalité (â5).
La formule approximative (28) nous montre que la série (111) diverge
toujours, c'est-à-dire n'est jamais sommable (C, o = o). Dans tous
les cas de la sommabilité (G, 8 ̂ > o) de la série (III) sa somme est
nulle et il est facile de voir que la méthode de sommation par les
moyennes arithmétiques ne peut lui assigner que la somme zéro

00

puisque pour chaque série ^, Uni sommable (C, o) avec la somme .ç,
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on a

s==}ïms^=: lim V̂
unrflï

9
n==w r=i—oA^

et la formule (4) nous montre que pour x ̂ y la somme s de la
série (III) ne peut être que zéro.

§ l".

Le même raisonnement démontre la divergence de la série
ultrasphérique (l) de la fonction

F(e)=^;^sin[(^4-X+^|0.-6|1 (o<eo<.)
m =1 J

en un point 9 = 9o intérieur à l'inlervalle (o, ir), quoique la
fonction développée est continue dans tout intervalle (o, w).

La somme partielle — F ^ ( 9 ) — de la série ultrasphérique (I)
de F (9) s'exprime par l'intégrale

F,(9)=Ï' F(y)S,.(6,y)sin«^rf<t,
»/» >

où
s,(e,<p)=s(,?^(e,y).

En désignant la fonction

sinfY•.^'" l-t-X-t-^|eo-e|^

par /W(6) , où y.=u.(m)=-2">', et la somme partielle de la
série (I) de/<^(9) par/'y (9), on obtient

"̂-/"fî l̂ »..".-'̂ !̂;̂ ;
L * J i

d'où, en posant/lj1! (9.) =sW et F,.== F^(9,),

F,.(e.)=F,=J^ ((.==^>)
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On a

sy = /W(eo) == ̂  sin ̂  -h ). + ̂  1 ôo- ^ |1 S,.(0o, c?) sin-)^ ̂

^ A 7C TC 7C
^-+-1 .̂-TT ,̂-Ti ^-TTi ^= 7 + / "+"/ + / + /0 -^- fi TC J^TC J TC

,.+i ^""TTi ^/"Tï ^"'/""ri
= ^ -1-Ï2 + l3 -r-It H-T, .

Les inégalités (i 3) et (29) nous montrent que les intégrales I , ,
la et Ig sont bornées :

( . TC _ TC \
o~7q-i ^~7TÏ\ r / \ ^

,W=0(i)+ / + / Isinl^+X+l^eo-ol l
TC ft + TC / Lv 2/ J

7-Ti 90 + 7TÎ /

X S/. (60, ^sin^®^.

La formule (28) pour o <; 9o <1TC donne

s in [ ^4 -À4-^ ) (eo -ç )1

sinX,S.(8o, 9)=^^ '- ^Oo^—————J - r^
•2

OÙ

ïi,.(9) = û(i) + o ["————^—e-^^-1
| ( r4- i )s inysin- 1 —°—— ' -— |

pour
TT TC

————— <: CD ^ 7t — ———— .
/' 4- 1 ~ T ~ /' 4- I

On voit que cTim côté la contribution que donne TI, (©-) dans 1^

et 14 est bornée et que de l'autre côté pour 9o > s > —L- on a

^ r 7r \
,,9o-e ^ /•+! \ r / ^ .-.

/ -i- / sin ( { J 1 4 - À + - ) | 6 o — o |
^^ Â+£ / LV 2 / 1 1 ' J

TTi /

sin^(7 l+).-+- I)(Oo-ç)|

X -————6——ï————^11^=0(1),
sin --——'

2
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où e est aussi petite qu'on veut, mais fixe. Donc

•'"""^.^..(^/^"^"•[(—Oi--']
\ ^rTÎ/

Xsin[(,.^+i)(6.-»,] si^^.
- sin

%

On démontre facilement qu'on peut remplacer sous les signes
somme sin^y par sin^o puisque l'erreur qui en résulte est toujours
bornée, et en décomposant le produit des sinus en une différence
des cosinus, il vient

A ——TC—

,çW-0(,)+^ f "^cosKr-i^Oo-y)]——^
-•A.-î sin"»"1''

2
. /* 60 + s »

+ r / cosf(/.-(i)(o,-»)] •-—J' .7 „. • y — -o
8.̂ , " " •T

fl TC

^ M->:TT .
-; / cosr(z-+;j i+2À-n)(eo-s>)]——"c——
' J».-2 sin ̂ w

•̂

. ^ Oo + £ »
- ^ j cosr(r+^4-2X4-l)(eo-(p)]——^-^^

^^l sin————0

=0(i)+Ï- f cos[(/•—a)M]-û?"-
7: J ir . UTC sin —

/•+! 2

-- ^ cos[(r-h-{Ji4-^X4-i)M]—u—
•*J yf . Ugc sin—

/•+! 2

=0(i)-+- ï^—î^.

La fonction ——— étant décroissante, il est facile de prouver que
sin -

•2

l'on a ^y = 0 (i) en décomposant l'intervalle (——? e ) en inter-

valles partiels dans lesquels cos [ (/'4- [jL+ay+i) u ] est {ilter-
nativement positif ou négatif.
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En appliquant pour /• ̂  a le même raisonnement à l'inté-
grale ^j'^ on établit aussi qu'elle est bornée pour-^——I- === 0 ( i ),
et il est démontré que les sommes s^' sont toutes bornées dans leur
ensemble si /• -^- UL et si,———, ==0 (i). Soit maintenant /• = «j../ k | r — ;JL | \ / \

On a

,,")=o(i)+3 r -^=.o(,)+^ r ^=Aiog(,.+,)^o(i),
-<jr_sin^ '•^

/• + 1 1 / •+!

et par conséquent

s^= ^ l o n - / - 4 - 0 ( l ) .

Posoits /l == a"3. Vu que (JL == a7"3, on a pour /• ̂  [JL

——^-Od)
| /• —— (JL | v /

et ron obtient

F F ( e ^ V '('•tl) V ̂ ' -^ 4r) V ° <• > -^<(''''F,= F,,(6,) = ̂ -^ =^^+^-=^-^-+.^.
/M = 1 /M 7': rt /M ̂  71

-'•(s^.)-1-^'"-0"-4'?'"—'-0"'-
Ce résultat

n. F^) = i10^
,/ = «> /l -h I ^

prouve que la série ultras'phérique (1) de F(^) diverge potirS == 9o?
quoique cette fonction est continue dans tout intervalle (o, ir).

Le second exemple est particulièrement simple : la série ultra-
sphérique est formée à l'aide de la suite bien connue de Fejér e^
e^ e ' ^ . . . . e,^ ... .M. L. Fejér a démontré ( f ) que la série trigo-

00

nométrique ^1 On cos n 9 est la série de Fourier d'une fonction
i

continue partout dans ( — TT, +'n:), mais "V e,^ c'est-à-dire la série
i

de Fourier pour 6 === o, diverge. Les nombres e,i de M. L. Fejér

( 1 ) L. F'EJÉR. Sur les singularités, etc. {Annales de l'École Normale,
•^ série, t. 28, 1 9 1 1 , p. 83).



sont définis ainsi : posons Ho === o et pour /'^i

H,, == 2. [y'd- a23-^ î33^- ... 4- î^-1)3 •+- î7-3] ;

chaque entier n définit alors deux autres entiers rn et lin tels que
H,^< /^H^ et/î = H,^ + An, donc i^ A^H,, -- H,,^== 2.2^.

On a par définition
i

C ft •—— ———r———3———————:———————T' î

^,2l2/'/l—^rt-^• <?J

où<° === i pour i^/i/^a7*'1' et e == o pour 2^< Are ̂ 2. 2/':î.
M. Gronwalla appliqué avec succès (1) cette suite e^e^y - . . e^ ...

00

pour former la série de Legendre ^, <?„. P/, (cos9), qui diverge
i

pour 6 == o quoiqu'elle est la série de Fourier d'une fonction
continue partout dans (o, 7c). Cette suite de M. Fejér peut servir
dans le cas général de \ quelconque pour former la fonction
continue partout dans (o, 7c), dont la série ultrasphérique

(M) É'̂ y; '̂-^-"
n==l

<?iP^)(cose) e^P^)(cos9) enP^>(cos6)
"~ A ^ ^ - 1 ) ' ^ A î 2 ^ - 1 ) ' + ' • • •~ t~ ^ 2 X - 1 ) - + ' " '

diverge au point 9==o, converge pour 9 ^> o et converge
uniformément dans Tintervalle s^O^'n: (e > o). La série de

ae

M. L. FejérV^. cos n 0 n'est que le cas particulier pour \ -^o
i

de notre série (38).
Tout ce qui suit est basé sur les formules suivantes (2) :

(3q.) p^cco^)-^^5 '1128)2"'^71-^^) r°^[(^A)^^^9i} ^,^coso)- T2(^)r(7i-+-i) ^ (coso-cose)*^

(/»^o, X>o) .

(3q,) p^vcoce)-91^811188)2^^714-^) r^08^714-^^-^!^(j9î) r^^os^)- p(X)r(7i+i) ^ • (cose~cosa))i-^
( T Î ^ O , ).>0).

( 1 ) GRONWALL, Mathem> Armalen, t. 74, igiS, p. 23o-233.
(2) LETNIKOFF, Mathem. Zbornik (Moscou), t. 12, p. 240.
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Ces formules généralisent les formules bien connues de Mehier
et se réduisent aux dernières pour À = - t .r 2

Désignons par C^ (9) la somme suivante :

CO. (6)- I ̂ i^056) , i P!^(CO^)
'——^- n A.,̂ 1) 4- TT^T A^D

4- . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

_,. 1 P^_^(cose) P^(cosO)>',À)
m-\-ïi\

A(2X-1)
//(+//

2 A(^-i)W+/1—1

_P&,^œs6_) i P ^ ^ ( c o s ô )
2 A^^-l)

//t+/t+2
A(2>.-1)

/ / /+/ /+!

1 ^^(cosQ) i P;^Jcose
/i ~ i ^(î\—i) ri At2^-11

W4-2/I—1 m+2rt

M. L. Fejér a démontré que la somme trigonométrique corres-
pondante

C^(e)==limC^(6)== cos(^+i)Q ^ cos(m+.2)Q ^_^co^z^_n)Q

cos(m 4-2/^)0

,,=o ' n n — î
cos(m-{- n 4-1)6 cos(m +/i 4- 2)0

et la somme analogue ̂  (s^4-^) - V sin (^+n+Â)Q ̂ ^^

/ .=i Â = I
toujours en valeur absolue plus petites que 7^-4-2. On en déduit
que Fon a aussi pour o ̂  9 ̂  TÎ quel que soit À

|A,^(0)[= ^
Â = = I

cos(m 4- k -4- A ) 9
7l — À - h I

cos ( n 4- m 4- ̂  -+- X ) 6-2" < 2 ( TC -h 2)

^=1
et

B, ,,(e>'! = î V cos[^^ / :+X)e-A7r ]
A^ n—À: 4- î

n
\"i cos[(/i -(-m 4-À 4- X ) 0 — X T C I

—^———————————-^———————————- <2(7t4-2).



On prouve maintenant, en s^appuyant sur les formules (3<)),
que Fon a

//i, w = = o , i, -2, ..., oc\
| 0^(6) |=2^1(î; -+-2) 0^0^ l.

\ ^>0 /

Soit d^abord O ^ — La formule (39,) nous donne, en posant

. M . 6sin — == u. s in—>
2 2

p., /.,. _, 2'-^ineji-^r(2X) /-e |A^(^)|^O
^m^l- r&(X:) ^ fcos(.)-cos)6i-^

-, ^ / . „ . ^ . .,1 2 sin - du, ^•^^(TT-h - 2 ) t ( ^ a X ) r__________2__________
'" rsihe)^-1?-^).) ^ r • , e / T V ^ ' / ~o/ ^ 2Sinî-(i-^> â/ i -^sins-

L 2 J Y ••>
- 4 (^ -^ - ^ ) r (2À , ) /<1 clu
^ •î«>-i ri ( À ) (cos ̂  y" ^o (i-^1 À

-^sî—s2-"''—>•
(cos:>.) (7.)

Pour 6^ — la formule (392) nous fournit la même conclusion

[G^ (e)!^!^^^2^^^^!^^,) fe^).i^,w^ / 1 "/ e\^" / L x2^ \ "'v( sin - ) ( —\
\ ^ 1 \^9j

Revenons maintenant à la série ultraiSphérique (38). Posons
2^», = = H , < — H , . _ i ( / 'S i ) et groupons les termes de la série (38),
en prenant igr termes dans le r'*"1® groupe. Eu égard aux définitions
des nombres en et des sommes C^, m (9)? on voit que le /'ièlne groupe
n'est que

IG^) m l ^ ^ ^ r \
,.tSr,B.'-,W {m^Hr-ir

donc la série (38) définit la fonction
oc

<-'.o) F^(oose)=^^;H,_,(e).
r==l

Or |C^ (6) 1< ^+l ( T C + a ) et la série (4o) converge absolu-
ment et uniformément dans (o, TC). Par conséquent F^ (ces 8)
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est continue dans tout intervalle (o, Te). Pour calculer les coeffi-
cients de la série ullrasphérique (I) de F^ (cos 9) nous pouvons
substituer dans les intégrales

r^f F^(cos^) P^)(cos<&) sin2^ d^.
^o

la série C4o) à la fonction ¥ / s } (coscî), puisqu'elle converge unifor-
mément; mais P^ (cos îp) n'entre que dans le /^ènle groupe

^C^.,^)

cl l^on obtient définitivement ^^ comme coefficient de P ̂  (ces ft)A,7
Cn

F2À
^ll

dans le développement ultrasphérique ( I ) de V^ (cos 8).
On voit que (38) représente la série ultrasphérique de Fourier

d^ la fonction F^ (cos (h

^^(cosQ)^^^^^080^/ ^d A(^-1'
•c

(^e développement se réduit pour &=== o à la série divergente J^<?M
i

quoique la fonction développée F^0 (cos 6) est continue parto-ut
dans fo, T:).

ae

La série V^ra est sommable (C, 3 ~> o) avec la somme zéro
i

00

puisque la série ^ en cos n & est la série trigonométrique de
i

Fourier d'une fonction continue partout dans ( — T C , 4-^) et q111

s'annule pour 9 == o.
On a aussi

F^O-S^C^.fo^o,
r==l

puisque C^ (o)==o. Soit maintenant 9 > o. M. L. Fejér a
démontré que l'on a pour 2 ̂  j 9 | ^TT quel que soit N

cos ^ft ^ ̂  [
V cos A ^ 47î 17 c,,, '/ w6 < — —•̂d sin s ,rn-

m= n
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d'où l'on déduit l'inégalité

N

^ e,, /COs[ (m-r -A)0->^J < 8^ _____ (£^7t).

^=/z £ / ' / /—J

En appliquant la formule (SQ^), on trouve que l'on a pour e^ 9 ̂  TT
quel que soit N

P^(cosQ) 8r; i i . _ .Y ^ P^cosO) 87; i i . __
^llt~^FÏ~ ^/^T^T <£=e-)•

ein ——:——ï———— < —— ———————— ————— / - < A '. «• \

/«•=/i w sm -
V 2

Or /•„ -> oo avec n ->oo et cette inégalité confirme la convergence
de la série (38) pour 9 > o et même la convergence uniforme
pour sSO^TT.

§IV.

Envisageons la série (I) d'une fonction/^) et supposons que le

produit ^—oc^-\f(x) est absolument intégrable dans Pinter-
valle ( — i , 4-i). Nous allons démontrer que sous cette seule hypo-
thèse la série (I) est sommable(C,X) en tout point intérieur .y===cos 6,
0 < ̂ <^ où existe la valeur moyenne ̂ / ( x — o) + / ( x -+- o}l
de la fonction développée, et qu'elle a pour somme cette valeur
moyenne.

On va voir que la série (I) est sommable (G, 3) déjà pour

o < o =5o <X,

À + g - i
si le produit (i — x2) î f(x) est absolument intégrable dans
( — i î + i ) pour 3= 2o>o.

Soient donc o <-/i ^ 9 ^ - r t — ^ < T C et c<^ . La moyenne arithmé-
tique d'ordre S -/(^(cos 9) -. de la série^I) au point x == cos 9
s'exprime par l'intégrale suivante :

/•'"
/^(cos6)== ^ /(cos(p)S ( ,?•^(0,9)sin2A(p^

^o0
/,£ /,0-ei ^0+e, /,7r-£ •n/ +7 +/ -/ +/
o ^e ^O-î^ ^O-t-ei ^w-e

--U1^^2) d-^;^ +^) +w.

/,£ /,9-ei ^0+e, /,7r-£ T
= / +7 +/ 4- / + /

^o ^e ^0-£, ^Û-+-Ê. ^-n--
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Désignons une quantité positive, aussi petite qu'on veut mais
fixe, par a. En choisissant ^ suffisamment petit, nous avons sous
la supposition de l'existence de ^ \f{x — o) 4- f(x + o) irp^frpn^ ̂ ^f{x — 0) -^-f(x + 0)^

|/(cosy)--/(\r.--o)| <——. (.^=cos0, O ^ o ^ e - h Ê i ) ,

| /(cosîp)—/(^-4-o)| < —— ( ^ = = c o s 0 , 6 — e i ^ 9 ^ 6 ^

où R est la borne supérieure de toutes les majorantes R^' / ) (cos 9)
pour r\ ̂  9 $ TC — 7,, o > o et /? = o, i , 2, . .. oo, dont l'existence fut
établie au paragraphe II.

On voit que l'on a
r ̂  . F 0+2.
\ /(cos<p)S^(e,(t>)sin2^y^<p-./(^-«o) / S^)(6,î)sin2>•<pr/9
6 i/QIX
. a /'^.ç.g-),./. M • ,) ,, aH^^fcosô) a<6^^ IS1/^^^?)!^^^^———^———^<^

ainsi que

\ r9 /" °
/ /(cos<p)S(,ô.>-l(6,y)sil^<p^—/>(,^,-^o)/ S^)(6, ̂  sinî^œj® <1.

1 ^ô—s, ^6-e ' b

Or
/,0±e»,0±£t

S^,A'(e, <p)s in2^y< r /y == ±: J!
/Q 2
/ S<,ô .*Â >(e,<p)sin2^y<r/y== ±: - -4-0(1) ( Ô ^ o ) ,

t/fi 2

comme l'a montré Darboux ( < ) pour S == o, d'où on le conclut ci
fortiori pour S ^> o. Donc

,» 0-4-61 y, \ /••
/ /(coso)S^.»(0, o)sin'^ ^0 - /^-o)+/«.^")
/ft - ' 'î^0-s.

< J -+- \f(x - o) -^ /(.c 4- o) | o (i),

c'est-à-dire
(4.) ^,_/^-o)^-+°) <J+o(.) (S>o,.

Dans les intégrales ^(^ et ^w on a

| ô — ' p | ^ £ i , ^ ^ O ^ T î — y , et î ^ - ^ — î ;

( 1 ) Journal de Liouville, 3e série, t. IV, 1878, p. 385.
U. 19
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donc, en appliquant l'inégalité (26) pour o << 8^1, on obtient

| 1 ( 2 ) -4- *\ < 4 ) | ̂  cgs ) _____î_____ j_ ï j
\^n +--). l^ (n^-ï^dymz)^^ (sm^^ i

></"!/( cosc)|5in^y^<—^g== o(,),

puisque le produit | /(cos^) | sin2'^ est supposé intégrable
dans (o, -îr). On a la même inégalité pour 5 > ï a fortiori et par
conséquent

(42) ^)+^'=o(«) (0>0).

Dans les intégrales ^1) et ^^t) nous appliquons Pinégalité (34) '•

, ... ^ ^ /"^ i /Ycostt) [ s i n 1 ^ ® (/® / ' N < - ^ \
l^'K^^+i)'.-^ IM (o_',^. • ' (6^-

Mais 0 — îî ̂  y. — e ^> Ti — -' == ^ et il vient
* - ' ' * 2 1

l-^l/^ <^2(^-+- l /À 8 / j / (cosç) Ksino)^^.
*'()

De inéme l'inégalité (3^) nous fourni t

P^l <<^•2(/^-^-I) /-S / i/O-OSC)!^!^)2^ (ô . -X) .

Grâce à i ' inlégratnilté supposée ( l u produit | / (< '<»s y ) | (sin y)'2''
dans (o, 7t) les seconds mcml)res de ces inégalités peuvent être
rendus pour o == À plus petits que - eu choisissaiil 3 assez petit

(4-^ -v,/ 1<^ Pi;' i < ^ ( ^ = = ^ ) .

En additionnant (11) , ( l a ) et ( { 3 ) , on obtient

^..(O)--^--0^'"-0) <^o(.) f S = X ) ,

d'où, podr 7 i^N==N (YI, s, s,) =N(a ) ,

f^^^f^-^^^^ll <,,
1 " 'A

c'est-à-dire
lnn^(9)= /(̂ .̂/(̂ L^ /••————fn

/i == x ^ \ 0 == A /
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On voit que la sonnnabilité (C, X) de la série (1) est la consé-
quence de la seule hypothèse d'intégrabilité absolue du produit

( i — x 2 ) ^ / { x ) d a n s ( — i . -4 - ï ) , étant donnée l'existence au
point considéré x ( — i < x < 4- * ) de la valeur moyenne

^J/(^-o)-4-/(d7-ho)j.

Supposons maintenant que non seulement ( i — x ^ ^ ' i f (a?),
..->->— i

mais déjà ( i — . r 2 ) ^ / ( - P ) , où S>o est fixe et plus petit
que X, 8<;A, est absolument intégrable dans ( — i , +i), c'est-à-
dire que l'intégrale

r^j |/(cos9)|(siny)^-S<^ (o < 6 < X)

existe. On a pour n suffisamment grand <^ 22 et

1 TC

W^ f /(co<ç^S^^(e,y)(sin^^=: Ç + Ç =^y)_^i).
^o ^o __1 ïc

ïm ?
A l'aide de l'inégalité (34) on obtient

1 TC
,,n-t-l t

I ̂ ) 1 < <•» a / [ n -+- i ) sin <p )^-8 [ /(ces <p)J (sin 9)A+S ̂
»-o

1 TC

/ ÎC\>>-Û /'/l-hl 2

< C 3 â ( - ^ J |/(cos9)|(siny)A+8^^

puisque (/î 4-1) sin < p ^ ( ^ + i ) y^ î et X — 5 > o . Quantàl4nté-
grale i^nous avons, en nous appuyant sur l'inégalité (a5),

i^i<r i^cos,)!^"^1"0^^.^^1"^
J i TC < / l-4-1 [(/i-l-i)siny|8

. c^(siny)^ }
[(/i-t-Osin^^ ( •

< Ç | /(cosy)| 0(sin^-»-5î;>)^
__!_ TC

w;̂ "! ?

r6
< c^ / |/(cosçp) |(sin 9)^+5 âf®,

—1 <îl

n-+-l Ï
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puisque À ^> & et o ^> o. On voit maintenant que l'on a

/ ï6

1 ^1) ) ̂  ! ̂ 1/ | -+- 1 iy 1 < c-u / | ./(^cp ) ! (sinc)^o ̂ .
•^o

Le même raisonnement nous donne aussi

r^•»TC

| / (COS<

^Tl-S

\^\<c^ f | / (cos9) | (s in 'p)>-+S, /<p.
^V .-£

En choisissant ssufnsainmentpeti t , on obtient pour un certain S^1.
A-hS-î

tel que le produit ( i — . r 2 ) î f ( x ) est absolument inté^rable
dans ( — î , + î )

^ ^ 1 V 5 ) | < Î .
6 et '^ 1< 6

Eu é^ard à ( \\ ) et à (4a) il vient pour // ^JN == ^7 (a)

y^O,_A--^/^^ <^^^^<,,

c esl-à-dire

lim/^Q^^-0^^-^ f0^^^).
«^cc'77 ' / 2 \ . r==cose /

sous la seule hypothèse d'intégrabilité absolue du produit

{ l - — ^ ) 2 .j\.r)

dans 1 intervalle (— î , +i).
Si la fonction f{x), qui est absolument inl égrable dans (e — î , î — i}

quel que soit s ^> o, devient infinie en points frontières x == =L î
).-t-g-i-

d'ordres y, et ̂ , le produit ( î — x2) 2 |/(^)| n'est intégrable
dans (— î , 4-i) que pour 5 ^> 2y— {\-+ î ) , où y désigne le plus
grand de deux nombres y, et ^25 et la série ultrasphérique (I) def(x)
n'est en ce cas sommable (G, ô^) q1161 pour o ^> a y—(À-1-1) .

On le prouve sur l'exemple particulier suivant. Supposons
que y(^), étant absolument intégrable dans l'intervalle ( s — î ,
î — s), a pour î ï\x |^i — & (s > o) la forme

/ (^)=(î-^^-Y^(a,) (ï>^ I-^I^I),



où Y >> - et où la fonction ̂ ( x } est définie ainsi :2 i ' / •
c

9(.r) ==^A/,(i—.y2)^-+-(1—^2)^1 ^(.r),
o

la fonction à (;r) étant bornée et e == E(y). Le cas y^ ^ est exclu
A+.5-1

puisque dans ce cas le produit ( i — x2) 2 |/(^) | est intégrable
dans (—i , +1) pour chaque valeur positive de S et la série ( l )
de/(J?) est sominable (C, 3) pour chaque 8>o. On voit que
notre théorème fournit pour 8 la plus petite valeur possible, à
savoir 8 > 2 y — () , -pi) . Revenons à Pexempic cité et sup-
posons v > I-.

La moyenne/S^ ( x ) d'ordre 8 s'exprime ainsi :

/^(«^ f (I-y2/-2/(y)S(^(e, y)^'= Ç -^ f + f
^-i *'-i ^e-i «'i-s

i/ , i» ,_ ^'"
=== ç),| -+- f)ft 4- r),,

(.r == cosO, y = cos<p).

On a déduit plus haut pour chaque 8 ^> o et | x \ ̂  i — s le résultat

Inn Y,, = ̂  \f{x — o) 4-/(.r -+- o ) ; ( ̂  > o, | x | ^ ( — s)

et pour démontrer que la série ( ' \ ' }àe ' f {x ) n^est pas sommable (G, 8)
pour O ^ ^ Y — ( A 4- i) il suffit de prouver que la somme ^;, -h '-V^ ne
tend pas vers la limite déterminée, quand /î—^30, si 8^2^ — (X-j-i ).
On a pour | x | ^ i — s

" r '
/(.r)==^A^(I-a• l)<-Y-+-to(.r)==Ç(^)-^-to(.r),

*=o

où la fonction (o (\r) est bornée, et

y^^;=VA^ r^+ ̂ (.-^/-^-^^(O, ̂ ^
^ l - 1 ' l-£

+ /'£~l+ /'1 to(y)S(u)(e,y)^
J-l Jl-£ l-X

d-r1)2
6

=2,A<.y(/"(.P)^/")(.r).
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Le produit|c.) (cos ̂ sin^y est inlégrable dans (o, 71) et, en
choisissant convenablement 2 et N, on peut diminuer autant qu'on
veut la valeur absolue de l'intégrale /(^ (.r) pour ^N; c'est-à-
dire /^ ( x ) ==o( i ) . Pour obtenir la formule approximative pour
//') ( x ) nous écrivons cette intégrale ainsi :

.,,. /'6-1 r 1 r^ï ^'-e /,.»•-+-£ i-e
^ (..)=/ ̂ ^ ( = f - - -( =4"-4-^-..

—i "l-s ^—i ^ e-i *-'.»•-£ •'.f-i-s

La fonction ( i — x ' 1 )f[-^ est continue dans ( s — i , i — s ) et par
conséquent on a pour chaque 8 ̂ > o

lim i'i,-== lim ̂  == o et lim ^== (i — .r»^-ï (§>o)
n — «o w ̂ : oo ^ -^- gç / ?

ce qui nous fournit la formule

^^r^^^-^^^.
- C-^)1-'

ou çCa- )=^AA( i —x2)^' et ^=E(y). L'intégrale dans le
0

second membre n'est que la moyenne arithmétique d'ordre 8 de
la série ultrasphérique ( I ) de la fonction ç (.r)

00

( 4 4 1 ^)~^»P^).
0

On voit par conséquent que la somme ^n-h.\, tend pour n ->ao
vers la limite zéro, si la série (44) est sommable (C, S) et tout
revient à démontrer que la série (44 ) n'est pas sommable (C, S)
pour o $ 2 Y — ( A - M ) . Or la condition nécessaire de la somma-

bilité (C, 5) d'une série V u,/ s'exprime ainsi
o • ' • • : • . • ^

Jim "?==o
n= eo n^

et notre proposition sera établie, si nous démontrons que la
condition

l'm ^n p ï } ( x ) =o (.--,<„<,)
n=» nft' '

n'est remplie que pour S > sv -— (À + i ^ .
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On a d'abord

r ( X ) i /^^(.y)?^^:)^4-),———— f
A1^-1 J-

-( / î - r ->> )

-l O——2)2"
et puis

P^(.r)=
r(,^X)e-^1^A^-^cos (/ i ^(6) f.r ==cos6),

( 2 s i n 6 ) ^

donc il suffit d^établir que

( sin6 )>-+-! (n-+-i)2-^

.• / ^ ? r^^)^^)^( 4 - 3 ) liffî (n -t- i)*-^-û / .'-1—L—M——L——= o
/i==oo .7_, •—).

(i-^2)2

n'a lieu que pour S > 2v— (À 4- i). En posant

^^ /-^ ^\x\dx ^

./—i a-h^—X
(i-.r<) 2

on a

/"^i^^f^SA.^
1 (i—.r2)2 ' Â = o

et il s'agit d^exprimer ^psir la formule approximative.

Formons la fonction génératrice Va (^) de la suite (^a), ^\...,
,'a)

.̂r
V,<3)==^^^=/^ ^î^(.r)> a < ^)==^^a•'^/^

o a.|-.l ( i — y 2 )

On a

dx

•/:_i a-t--—)>
(l —• î .r^-h^)^ ( 'T—. r 2 ) 2

•>.= (^^-^A^i^T)',( i -—2.r^ 4- z2)-7-

OU T :
43

( r —^
î donc

V.,.)-.-...^AÏ-.(^7 ̂ ^
>.=.« (i_a;t) 2

_^(î)^(^x~g) F(À,^-a,2À+t-2«,T)

r ( X + i — a ) (1-*)^
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où F est le signe de la fonction hypergéométrique. En appliquant

pour a>;la méthode de Darboux, nous observons que les pro-

priétés les plus élémentaires de la fonction hypergéométrique
nous permettent d'écrire

V,(3 . = ̂ H^-') ̂ -^^-^^-^)

r ( X - r - l — a ) (l — ^)2Â4-l-2a(i ^_ ^la-l

- ^(O1^"^"^ F(X^-^>^.;-^^^I-^—)
r ( A - H — a ) (i ^^)sX-n-2a(i _ _ ^ ^ a - i ' *

or^~i=(T^)ïdonc ^==l P0111* ^==-1 et :—7==i pour
z == 4- i d'un côté et de Fautre côté

F ^ - n — î a , X - + - ^ — a , 2 X + i - 2 a , iV

existe pour a > 1 et elle est égale à

r(^-^i--.2a)lYa~ i)

^ ( ^ ) r / < x - ^ i - a )

On voitqueVa(z) n'a que deux points singuliers ^= — i (r== i),
z= ~^ î (^==00 ) et y devient infinie d'ordre a a — i . Selon la
méthode de Darboux nous devons développer <;n série de Taylor
la fonction auxiliaire

D ( ^ ) = = ——A + B

(l4-^)»<»-î (i.-^ta-l1

oùA^Hm^i+^^^.VaC^))^ B^limKi-.s)^-1^^^);.
On calcule aisément que Pon a

r ( À ) r ( x - + - ^ - a )
^^^îa^ra+i^a)^4-1--2^ ^+^~a,aX4- l -2a , î )

et le premier terme de la formule approximative cherchée est
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fourni par le coefficient de z" dans la série de Taylor de D Çz-) :.̂ AI,̂ -,).!,̂ ;̂ ,,;,...<.);
41 a r (\-+-• l---a) ,

-•-^———^.———'(».-.)•"!——(.)! (.>;),

r^1 ' id'où la formule cherchée pour f (i — x ï^~î-^ (.r) PS^ ( *r) dx :
J—i

^•^p^^^,^^.^0^.-^^^.^,;
^-1 (i_;y2)l A - ^ V f ;

(r>;)
et enfin pour Y > -

^.^r'^)^)^ = -^^(^.^-s .;c^o(,)i.
•'-i ( i — ^ ) » /' 2

Donc (45) n^ peut avoir lieu que pour 5 > a y — ( X + i ) î ce ̂ l111

démontre notre proposition.
On voit que les points frontières x == ± i n7 influent pas sur

iasommabilité (C, o>o) A? /rt ̂ /'^(I) d ['intérieur de Vinter-

valle (i —, -(- i), .ç( y^ ——1-» ma^ /?o«/' v^ —— leur influence

détruit la sommabilité (C, 5 ̂  av — À — i) partout à l'intérieur
de l'intervalle (— i, + i) et l'on ne peut pas par conséquent dimi-

nuer la puissance ———— du binôme i — x1 dans l'énoncé du

théorème démontré concernant la sommabilité (C ,5^X) de* la
série (I) pour | x \ < i, à savoir :

THÉORÈME. — La série (I) est sommable (G, 3 > o) avec la valeur

moyenne ^ \f{-T— o)4-/(-y +0) P0^ somme en tout point

intérieur x^ où existe cette valeur moyenne^ si le produit
8-^~i

( i—a-a) 2 f(^) est absolument intégrable dans V intervalle

(-i.+i).

Le développement (I) d^une fonction continue partout dans ( — i,
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+ 1) est sommable (G, o) vers la valeur delà fonction développée
pour chaque 5 ̂ > o partout à l'intérieur de (—1,4-1)5 la somma-
bilité étant uniforme dans Fintervalle (s — i , i — s), (s > o).

—
On sait que la série ̂  Un sommable (C, 8) avec la somme s

i
jouit de la propriété suivante :

«e

lirn ^ UftZ^1 == s == lim s\y.
z = l—.o "̂̂  n= oo

o

En appliquant ce théorème à la série ultrasphérique (I) et en s'ap-
puyant sur la formule (4) de M. Kampé de Fériet, on déduit le
corollaire suivant :

CORROLAIKE. — En tout point intérieur x, où existe la valeur
moyenne de la fonction f(x)=f{co\-6), on ci, en posant

, __ t\z sinO sintp_
1 — ' 2 2 C O S ( 0 - h O)-»-^2

(46) lim __r^±il----(.-^<rTCF(x±Ll^^^(4U) - lo^/ i^,/^^0 'U ri-^cos(e+o)-+-^i
= •I ;/(.r—o}-h-/(a7-+-o)},

)_i
pourvu, que le produit (i — x 2 ) 2. |/(.a")| soit intégrable dans
Cintervalle ( — i , -j- i).

Vu que

,. r f X - t - l ) „„ . . , I I l—'25COS(0-+-<p)-(-^2lun ———^————L—- F f\^. i . )̂  2 Â , T ) = — ——— == ——————-——•-—,?^rf^rf1-^} ^ - ' ^ / ^ i_^ i-2^cos(0-^)4-^-
\2 / \2 7

le passage à la limite pour A ^o dans la formule (46) nous fournit
Fintégrale de Poisson :

,. i — / ' 2 F^ f ( c o s ( o ) d s i . ,, . ,., . ,lun ——— / ———•1-————'-———==.- / ( ,c—o) -+-f(y •+- o)r^i-o 27t JQ i — 2 r c o s ( e — y ) - + - r 2 ' 1 ^ ' ' J ' •
(r '== cos6).

On voit que (4(3) généralise l'intégrale de Poisson et la lie à l'inté-
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grale analogue, qu'on déduit de (46) pourX== •!• ;

1^ ï-r1 F"________K(/T)/(cos9)smy^p
/•=i--o ît JQ [i —-2 / ' cos (0 — ®)-+-r2]^/ i --.Arcos(0 -h 9) •+- r3

= lj/( .r—o)-l-/(a7-+-o); / ' À = = ^ , ( . r = = . c o s O ^

et où E (^/ï) désigne l'intégrale elliptique de second espèce
TC

L" / r\ f 2 /————T, - - / , | 4rsin0sin(3p ']b(,t/T)= 1 v / i — T S i n 2 ^ ^ . h: == ——————-.——*-——— •vv J " • • L i—2rcos(6 -+ -cp ) 4-/^J

Remarquons pour conclure que les moyennes f\^ (.r) de la série ( I )
d^une fonction bornée pour ô^ 2^-1-1 sont toujours comprises
entre les bornes inférieure et supérieure de la fonction déve-
loppée/(J?) dans Fintervalle ( — i, +i).

Soit donc p o u r — i ^ . r ^ - 4 - i

^.A^)^ {——\^T^^-\\

En s'appuyant sur (36) on en déduit pour S ̂  MA 4- i

m Ç S1,8' ''^0, 0) sins>^ d^ ̂ /^(.r) ̂  M p S^'-^O, 9} sin^y ̂
« o ' «-'o

ra*==cose),

d'où découleni les iné^alilcs a démonirer :

^^/^(•y)^^ (— ':'''•/• ^-^-i, 5=='^ -^''/-


