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QUELQUES PROBLEMES
SUR LES PRODUITS D’INVERSIONS |

Par M. Rent LAGRANGE.

INTRODUCTION. -

[’objet de cet article est la détermination de certains n-édres plans de 'espace
euclidien 3 n — 1 dimensions tels que le produit des symétries par rapport
aux n faces équivaille au produit d’un retournement autour d’une droite et d’une
translation parallele a cette droite. Pour n =3, donc dans le cas du triangle du
plan, le produit des symétries par rapport aux trois cotés équivaut toujours a
une transformation de ce type, 'axe du retournement joignant les pieds des
hauteurs situés sur les deux axes de symétrie extrémes. C’est la généralisation
de cette propriété élémentaire du triangle que nous nous sommes proposé
d’étudier, et qui se réalise de maniére bien remarquable avec des n-¢dres qu’il
faut particulariser pour n2>> 4.

Certains aspects de ce probléme se retrouvent avec des n-spheres, et les pro-
duits d’inversions par rapport aux » faces. La réduction du produit consiste en
un retournement anallagmatique autour d’un cercle, combiné avec un produit
de deux inversions par rapport a deux sphéres orthogonales au cercle, ce qui
constitue bien I’équivalent anallagmatique de ce que l'on obtient pour
les n-edres. :

Cette étude est 'application de la recherche des sphéres invariantes dans un
produit d’inversions. C’est aux formules les concernant qu’est consacré le
premier chapitre, ainsi qu’a la détermination précise de ces invariants pour
un produit de trois inversions. Les notations utilisées sont celles des Mémoires
antérieurs sur les produits d’inversions et que le lecteur est prié de vouloir
bien consulter si besoin est ('). '

(1) Sur les produits d’inversions (Acta Math., t. 82, 1950, p. 1-70; et Bull. Sc. math., t. T4, 1950,
p. 82-99), et Sur l'équivalence anallagmatique (Bull. Sc. math., t. 78, 1951, p. 47-64).
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CHAPITRE I.

SPHERES ET POINTS INVARIANTS POUR UN PRODUIT D INVERSIONS.

1. Considérons un produit d’inversions U, . .. U,U, de rang n(*) par rapport
4 n sphéres (ou plans) unitaires U; dans 'espace euclidien Ey 4 N dimensions.
Comme dans les Mémoires cités, nous désignerons par T la matrice triangulaire
supérieure droite dont les éléments ¢;(z,j, = 1,2, ..., n) sont

tyj—=o si l>J, li—1, tijZZUiU/ si l<],

et par V,, V,, ..., V, les sphéres unitaires associées aux U;. Siu et ¢ sont les

matrices 4 une colonne, ou vecteurs, formées respectivement par les n élé-
ments U; et V;, rappelons que 'on a

u—=—"Ty,

et que le produit U, ... U,U, transforme une sphére quelconque @ de E, sui-
vant la formule

U,... 0, 0,0 =& — 22V,»(U,~d)),
=1
que la notation matricielle permet d’écrire sous la forme (*)
(1) Uy .. Ui ®= (1 —2vu)d,

en désignant par ¢’ la ligne transposée de la colonne ¢.
Ceci rappelé, les sphéres ou points ® invariants pour la transformation
conforme en question sont les solutions de I’équation

(2) U,... 0,0, =ho,

ou A désigne un certain scalaire. Cette transformation conservant ®*, /* vaut 1
si ®*£ 0, c’est-d-dire si @ est une sphere ou un plan non isotrope. Grice
a(r),(2)s’écrit

1—h

—_— !
(3) — D=o'ud,

Une premieére solution est

h=1, donc u® —=o,

(%) Les U; sont done lindairement distinctes, ot n est au plus égal a N + 2.
(*) 11 faut observer que si les deux formes linéaires ¢’ et '¢ sont identiques, les deux opéra-
leurs ne sont pas équivalents, puisque, par exemple,

n
L¢'9¢=2Ui(vi¢).

=1
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car les V;, sont, comme les U;, linéairement distinctes. Cette solution fournit
les sphéres orthogonales a tous les U;; les sphéres-point qui ont cette qualité
sont les points communs a tous les U; et forment, dans le cas ou » ne surpasse
pas N, une hypersphére &4 N — n dimensions. C'est la solution banale.

Celles qui nous intéressent sont associées aux valeurs de & autres que 1.
(3) exprime alors que ® appartient a la famille linéaire des V;, donc des U..
En désignant par A un vecteur de » éléments 2;, on peut poser

(4) (D:ZXiUi:)\’u:u,'}\,
=1
de sorte que le carré

.
®2:X’uu’l:l’T+ !

A;

un scalaire étant son propre transposé, on a A’TA=1"1'A, donc

(5) @ = ¥Th=NT.

Ceci observé, (3) s’écrit

1— N

; Wh=v¢"(ud) avec u' = (Tv) =¢T,

donc .
(;’<l :hT’K—u(I)> —o.

Grace 4 I'indépendance linéaire des V; ceci équivaut a

— /i T+ T
! ‘T = = wil )= 7.,
2 2

\

et, par suite, a I’équation définitive en A et 2
(6) (hT' + TYA=o.
Les solutions A sont ainsi les valeurs caractéristiques de la matrice régu-

liere — T'—'T, mais il est plus naturel d’écrire I’équation caractéristique sous
la forme

h+1 l1o U3 ces tin
hiys I+ 1 o3 - oy

(7) Ah)=dét (AT +T)= | hty; ity h+1 ... lsn —o.
htin hit,, hty,, ... h—+1

(’est une équation algébrique en /, dont les termes de plus haut et de plus
bas degré sont A" et 1, et dont les racines différentes de 1 nous intéressent
seules. A= 1 n’est d’ailleurs solution que si dét(T + T') = o, c’est-a-dire si le
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systéeme des U; n’est pas régulier (*). (7) est une équation réciproque, car

dét(hT’+T)Eh"dét<7€+T’>E o dét(%—f—T),
puisque les déterminants de deux matrices transposées sont égaux. Par suite,
les racines autres que == 1 sont toujours en nombre pair et deux a deux inverses.
Si n est pair, — 1 ne peutétre racine sans étre multiple d’ordre pair; si n est
impair, — 1 est toujours racine d’ordre impair; d’ailleurs, dans ce dernier
cas, dét (T —T") est symétrique gauche d’ordre impair, donc nul.

Par exemple, si n=N -2, il n’existe aucune sphére orthogonale a tous
les U;; on sait également que T + T’ est une matrice réguliére, ce qui exclut la
valeur caractéristique 2 =1.

En ce qui concerne la nature de I'invariant ® associé & une racine de (7),
observons tout d’abord que, si 2% — 1, (5) s’écrit encore

o2 =) AT T 2 =o,
h+1
en vertu de (6), et fournit le

Tukorime 1. — L'tnvariant associé a une wvaleur caractéristique h £ —1
(et de 1) est un point ou un plan isotrope (*).

On ne peut rien dire a prior: sur la nature de I'invariant @ associé a une
racine A= —1.

2. Si la sphére U, est elle-méme invariante par le produit U, ... U,U, elle

correspond nécessairement a la valeur caractéristique h= — 1, et les équa-
tions (6) sont satisfaites par l'ensemble des valeurs A = — 1, %, =1,
Ay =h3=...=~h,=o0, ce qui donne les n relations
ty —ty ;=0 (i=1,2,...,n),
donc
ty=o (1=2,3,..., n),

et réciproquement. Par conséquent, la sphére U, est invariante pourvu qu’elle
soit orthogonale aux autres sphéres U; du produit (*).

D’une maniére générale, si U, ... U,U, laisse invariante une sphére ® de
masse non nulle, de la famille linéaire des U,, il existe n— 1 autres spheres

(%) Cf. loc. cit., Bull. Sc. math., t. 73, 1951, p. 63.

(%) La restriction 2  — 1 suffit seule si ® est de la famille linéaire des U;.

(%) On peut aussi remarquer que U, Uy = — U,, donc 'invariance de U, pour U, ... U, U; équi-
vaut 4 son invariance pour U—n——m, U, nappartenant pas a la famille linéaire dc ces n—1
sphéres, ona vu qu'il faut et il suffit qu’elle leur soit orthogonale; on a vu également que I'on « alors

U,z e U:‘UQUI = U1, done U,, P U2U1U1 = — Ui.
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X,, X, ... X, de cette famille, qu’ont peut supposer de masse 1 comme @, et
telles que I'on ait (7)
(8) Un...UgUizxn.,.X?,Xg(p.

D’apres ce qui précede, ces X; sont orthogonaux a @, et, réciproquement,
® est invariante pour U, ... U,U, si elle est orthogonale aux X; qui lui sont
associés dans I'équivalence (8). On peut ainsi énoncer le

Tneorkme. — Toute sphére (ou plan) ®, de masse non nulle, et appartenant a la
Samille linéaire des U;, invariante par le produit U,...U,U,, est telle que ce
produit soit directement équivalent ¢ un produit X, ...X,® dans lequel ® est
orthogonale aux X;.

Remarque. — Si n=N+ 2, etsi U,... U,U, est inversement équivalent a

un produit X,,...X,X,, de rang p, il a été démontré antérieurement (*) que p
est le rang de la matrice T —1". Si donc p < n, h=— 1 est racine de I'équa-
tion (), d’ordre au moins égal a » — p, et I’équation (6) associée a une solu-
tion A dépendant linéairement de n — p arbitraires. Cette solution est évidem-
ment constituée par les spheres de Ey qui sont orthogonales aux p spheres X,.

3. Soit deux invariants
®, =2 u, D, =plu

associés a deux racines A, et h, de I'équation (7). Grace aux relations (6)
correspondantes :
(T + TYA =X (1T +T)=o0, (hT +T)p=o0,

il vient

T B
O = LWL LS

2
on a également

/LQ(D1(I)2:)\’ /h!'l‘—"T _/l2-— 1

=2 k= NTp,

hyT —+ AT
2

et 'élimination de 2'T entre ces deux équations fournit la relation

(hyhy — 1) D, P, — 0,
que traduit le

Tukorkme II. — Les sphéres invariantes associées a deux valeurs caractéristiques
non inverses l'une de I'autre sont orthogonales (*). En particulier, siA(— 1) =o,
la ou les variétés invariantes associées contiennent les points invariants associés
aux autres valeurs caractéristiques. ‘ :

(7) Loc. cit., Bull. Sc. math., t. 74, 1950, p. 88.
(8) Loc. cit:, Bull. Sc. math., t. T3, 1951, p. 54.
- (9) Pour Ay = hsy 7 =1, c’est 'énoncé du théoreme 1.
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Pour deux points ®,, ®,, ®,®, = o signifie que la droite qui les joint est iso-
trope; par conséquent deux points invariants distincts, de la famille linéaire
des U;, ne sont réels que s’ils correspondent & deux valeurs caractéristiques
inverses I'une de 'autre (par exemple a la méme racine h=—1).

Remarque. — Lorsque le systéme des U; est orthogonal, on sait que les V;
leur sont égaux (V,=1U;), et que (*°)

U,... 0, U@ =& — QZ(Ui(l))U,-

=1

se réduit 3 — @ dés que ® appartient a la famille linéaire des U,. Effective-
ment, T est alors la matrice unité, et (7)se réduita (h+1)"=o0. h=—1est
la seule racine, et, pour celle-ci, le systeme (6) s’évanouit, laissant indéter-
minés tous les A;.

4. Appliquons ces généralités aux premiéres valeurs de n, en commencant
par » =2 malgré la nature élémentaire des résultats. Venant de voir ce qu’il en
est lorsque U,U,==o0, nous pouvons supposer que U,U, n’est pas nul. En
posant U,U, = cosa, ou « est complexe (**), la matrice AT 4 T est ici

AT T — h+4+1 2cosa

’

oshcosa N+ 1
et son déterminant

A(R)y=dét (AT +T)=~h*—2hcos2a + I

—+9io

a les deux zéros h =™, inverses 'un de 'autre, et différents de — 1. Ils sont
distincts si sina£o0, c¢’est-a-dire si le systeme.des deux spheres U,, U, est
régulier. Ces deux valeurs caractéristiques fournissent deux points, ou plans
isotropes, invariants; d’ailleurs le systéme (6) associé 3 h=¢*" (e==1) se
réduit a I'équation unique

(14 265 ) A + 2Acos0 =0 ou e 41, —o,
qui fournit le point invariant
(9) ¢ =U; — e“U,.

Si U, et U, sont deux vraies sphéres, ce sont les points de Poncelet de leur
famille. Lorsque sina = o, les deux points (9) sont confondus avec le point de
contact des deux sphéres, dont le systeme est irrégulier, par exemple le
point U, — U, si a = o.

(10) Loc. cit., Acta Math., t. 81, 1950, p. 15.
(11) Si les inversions sont réelles, U, et U, sont réelles ou imaginaires pures, donc cosa est réel

. . . ks . . . 7
ou imaginaire pur, et « est ou réel ou de la forme /i'; —+ ¢y (k entier réel ct y réel).
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En explicitant les deux sphéres U; de centre A; et de rayon R;, on a

—2
AP — R

Ui = 2Ri

(i=1,2),

ou P désigne, suivant les notations antérieures, le point courantde |'espace Ey.
On déduit aisément de (g) les deux points géométriques M de Poncelet; cette
équation est en effet de la forme

—9
MB’ Mp_m Joix AP — R}
- b

k= aR, 2R,

olt — £ est la masse du point (9). L'identification des termes du second degré
en P donne
1 esioc

k——R—1—E-,

et la dérivation par rapport a P donne ensuite, pour P =A,,

donc M est déterminé par I’égalité vectorielle

R, e

M= Ai -+

Si U, et U, sont deux plans sécants, U,U, est une rotation autour d’une

variété linéaire A N — 2 dimensions, et (9) fournit les deux plans isotropes qui
passent par cette variété. Avec

> — >
e

Ui: ,'.Aip, e, —1 (l’: 1,2),

(9) est le plan isotrope

——

> ) —> >
¢ = (e1 — es‘“eg) AP+ e, . AJA.

Lorsque les deux plans U,, U, sont paralleéles <e, =e,, o= o) U,U, est une
translation et @ est le plan de I'infini.

5. Supposons maintenant n =3, et posons

U, U; =cos vy, U, U, =cosa, U, U; =cosf3,

a, 3, v étant trois angles complexes. Ici A(h) est

AC h+1 2c0sy 2co0sf
h)= | 2hcosy h-+1 2cosa
2hcosf3 2hcosa h+ 1

Ann. Ec. Norm., (3), LXIX. — Fasc. 1. 12
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En désignant par & I'invariant (“‘) des produits d’inversions directement

équivalents 2 U,U,TU, :
1 cosy cosf

(10) 0= dét = =|cosy 1 cosa |

cosf3 cosa I

et en se rappelant que A(A) est divisible par A+ 1, on voit tout de suite
que A(h) est de la forme

A(Ry=(h 4+ 1)[(h+ 1)+ ah],

avec a = 4(0 — 1). L’équation caractéristique est ainsi

(11) Ahy=(h+1)[R?—2(1 —20)h+1]=
et les trois valeurs caractéristiques sont — 1 et 1 — 28 == 2/8(8 — 1).
Pour A= —1, le systéme (6) se réduit aux deux équations
W N
cosa  —cosp  cosy

en écartant toujours le cas ou les U; forment un systeme orthogonal. La sphére
invariante correspondante est ainsi

(12) ® = U, cosa — U,cosf3 + Uscosy,

de masse /1 —c. C’est donc une vraie sphére ou un plan non isotrope sics£ 1.
La construction de ® est bien simple dans le trisphére que forment les U,. La
sphére U, cosa— U, cos (3 est en effet la sphére du faisceau U,,U, qui est ortho-
gonale a U;; on peut 'appeler la hauteur du trisphére abaissée du sommet C,
que constitue I'intersection de U, et U,; cette hauteur coupe U, suivant une
variété sphérique D, 4 N — 2 dimensions qu’on peut appeler le pied de la hau-
teur. (12) exprime que ® passe par D,. On voit de méme que ® passe par le
pied D,, situé sur U,, de la hauteur abaissée sur U, de I'intersection C, de U,
et U,. .

Si 8(8—1)3£0, les deux autres racines de (11) sont distinctes, inverses
I'une de I'autre, et différentes de ==1; elles fournissent donc deux points inva-
riants (**), distincts, situés sur (12).

Si =1, — 1 est une racine triple de (11), et la seule variété invariante
est (12), de masse nulle, donc point, ou plan isotrope, ou plan de I'infini.

Si ¢ = o, le systéme des U; n’est pas régulier, et la racine double de (11) est
égale a 1. Les seules variétés invariantes de la famille linéaire des U; sont la
vraie sphére (ou plan) ®, et les points communs 4 tous les U,.

(12) Loc. cit., Bull. Sc. math., t. T4, 1950, p. 83.
(13) Ca peut étre aussi des plans isotropes passant par le centre de ®.
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Nous pouvons résumer ces résultats dans le
TakoreME. — Dans un trisphére U,,U,, U,, les pieds des hauteurs sont deux a
deux cosphériques, et la sphére de la famille linéaire des U; qui est invariante pour

un produit d’inversions tel que U,U,U, est celle qui est définie par les pieds situés
sur les deux sphéres extrémes U,, U, du produat.

6. Nous vu au paragraphe 2 que la sphere ® est caractérisée par une équiva-
lence directe de la forme

U3U2U1 = X?Xi @ 5

ou les sphéres X, et X, sont orthogonales 4 ®. Le produit X, X, de ces s‘ph'eres,

i L. , . ., . . . L, T+1T
supposées unitaires, s’obtient aisément en exprimant 'invariance de dét

dans I’équivalence, ce qui donne ici

1o 0
(13) o= |0 1 XiXe | =1 —(X4X,)?
o X;X, 1

donc (**)

ainsi, X, et X, font un angle w égal 4 arcsin y<. Les points de Poncelet du fais-

ceau X,, X, sont les deux points invariants de U;U,U, ; ce sont les points com-
muns a toutes les sphéres orthogonales a X, et X,, donc les points communs 3 ®
et au cercle d’intersection de toutes les sphéres orthogonales a U,, U,, U,. La
construction de ces deux points est aisée, et fait connaitre le faisceau de X,, X,
il ne reste plus qu’a préciser I’angle des deux sphéres pour connaitre la rotation
anallagmatique X,X,; (13) ne fournit d’ailleurs que la valeur absolue de cet
angle et ne suffit pas (**). ,

Observons encore qu’en fonction de w, les deux racines de (11) qui four-
nissent les points invariants sont e, '

7. Supposons plus particuliérement que les U; soient trois variétés linéaires.
Dans le plan (N =2), il s’agit donc de trois droites, que nous admettons former
un triangle, et du produit des symétries par rapport aux trois cotés de ce
triangle ABC. Si«, 3, v désignent par exemple les angles supplémentaires des
anglesintérieurs de A, B, C, la somme

2a‘:a—|—ﬁ+~{=2ﬂ:,

(*#) Ca résulte aussi d’une formule (49) établie dans Darticle Sur les produits d’inversions ( Bull.
Sc. math., t. 74, 1950, p. 112).

(13) Dans le plan, une inversion permet de réduire deux des cercles U; a des droites, tout au
moins si deux de ces cercles se coupent. La détermination des éléments invariants reléve ensuite de
raisonnements élémentaires de géométrie.
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et 'identité classique qui donne de (10) I'expression
0 =/singsin(g — a)sin(c — 3)sin(c — y)

montre que s est nul. Ca résulte encore de ce que le systéme des U; est
irrégulier, car leur famille linéaire est ’ensemble de toutes les droites du
plan et ne contient aucun systéme orthonormal de trois droites; tout systéme
orthogonal de trois droites comprenant nécessairement la droite de I'infini,
dont la masse est nulle.

Si Uy, U,, Uy sont les cotés respectifs BC, CA, AB, la droite ® invariante
pour U;U,U, est la droite D,D, qui joint les pieds des hauteurs AD,, CD,.
X, et X, sont deux droites perpendiculaires a @, donc paralléles (X, X,==1),
et X,X, est une translation parallele 4 @. D’ailleurs il est bien connu
que U, U, Uy, qui est a prior: une symétrie dans le plan, équivaut 2 un certain
retournement, associé 4 une translation paralléle 4 'axe de ce retournement.

Lorsque ¢ n’est pas nul, comme dans le cas des inversions par rapport & trois
cercles du plan, (13) nous apprend que I'angle de la rotation anallag-
matique X, X, se conserve dans la permutation circulaire des U;. Lorsque X,
et X, sont, comme maintenant, des droites paralléles, il est a prévoir que la

translation X,X, a le méme caractére. Quelle est sa valeur en fonction du

. ~.—> . . . “ '
triangle ABC? C’est le vecteur D,D| qui joint D, & son transform¢
D,=1U,U,U,D,= U,U, D,; D, s’obtient donc par la rotation de D,, autour

P .
de A, d’un angle égal 2 2AC, AB. La longueur de cette translation est ainsi

D,D|=2AD,sinA = %7

en appelant S et R I'aire du triangle ABC et le rayon de son cercle circonscrit.

8. Dans 'espace Ey 4 plus de deux dimensions, les trois plans U; (variétés
linéaires a N—1 dimensions) se coupent généralement suivant une variété S
a N — 3 dimensions, qui constitue le sommet du triplan (*°).

Pour N=3, S est un point O si les U; forment un vrai triedre (**) OABC,
que nous supposons non rectangle, en vertu de la remarque qui clot le para-
graphe 3. Le pied de hauteur D, est ici la droite d’intersection de la
face U,=OBC avec le plan hauteur AOD,; si D, est de méme la projection
orthogonale de I'aréte OC sur la face opposée U;= OAB, le plan invariant ®

(18) Ce que nous appelons les sommets au paragraphe 5 sont ici les trois arétes du triédre,
pour N =3, et trois variétés lindaires & N—2 dimensions dans le cas général, auxquelles on
pourrait encore réserver ce nom.

(17) Si les U; forment un prisme triangulaire, on retrouve évidemment le probléme relalif & un
triangle du plan.



QUELQUES PROBLEMES SUR LES PRODUITS D'INVERSIONS. 93

est le plan OD, D;. 2, qui différe de 1, mesure le carré du volume ¢ du parallé-
. . . . % } } . A
lépipéde construit sur les vecteurs unitaires e,, e,, ¢;, qui sont les arétes du

triedre supplémentaire, ou d’un triedre analogue; il n’est pas nul, et il existe
effectivement des familles de trois plans orthogonaux passant par 0. X, et X,
sont deux plans perpendiculaires au plan ®, passant par O, et faisant I'angle

. > > > . X .
arc sin¢. Si Oe,e,e, estle triedre supplémentaire de OABC, les angles a, 3, ¥
sont supplémentaires des angles diédres A, B, C, et, en fonction de ceux-ci,

0=1— c0s*A — c0s?B — ¢0s2C — 2 cosA cosB cosC
=— 4 cosgcos(g — A)cos(c — B) cos(c — C),

ot 'on pose A+ B +-C=20.

U,U,U, est le produit de la symétrie par rapport au plan OD,D, et d'une
rotation d’angle arc sinv autour de la normale en O a ce plan.

C’est un résultat connu que le volume V du parallélépipeéde construit sur les
arétes unitaires du triedre OABC lui-méme est

. p? 2

— - — = — - —
sina sin (3 siny sinA sinBsinC

donc 'angle de la rotation est, en fonction de ce triedre,

arc cosy'1 — VsinA sinBsinC.

Les deux variétés invariantes de masse nulle sont évidemment les plans
isotropes qui passent par I’axe de la rotation.

Lorsque N surpasse 3, la variété linéaire E; a trois dimensions, qui est.
perpendiculaire 2 S en un point O de S, coupe les plans U; suivant trois variétés
linéaires U & deux dimensions; tout plan ® de la famille linéaire des U; passe

. . . +
par S et a sur E; une trace ®” 4 deux dimensions. Les trois vecteurs e; normaux

> =
aux plans U;=-¢;.0P sont dans E;. On comprend alors qu’il n’y ait aucune
différence essentielle avec le cas N =3 qui vient d’étre traité.

CHAPITRE II.

SUR CERTAINS n-EDRES SPHERIQUES OU PLANS DE E,,_,.

9. Dés que le nombre n des U; surpasse 3, le produit U,...U,U, ne se
réduit généralement pas de maniére intéressante, mais une réduction qui
rappelle celle rencontrée avec n-3 devient possible avec des systémes
particuliers que nous nous proposons d’étudier. 1l sera instructif d’examiner
d’abord les produits d’inversions de rang 4.

Un tel produit U,U,U,U, n’admet une sphére (ou plan non isotrope)
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invariante, dans la famille linéaire des U; que si la matrice T —T' est
singuliére. Ici, dét(T —T’) est un carré, et I’on a précisément

dét (T — T) = (tiaty, — Eialay + L1, 803)2

Ainsi, un tel invariant n’existe que pour les produits qui vérifient la condition

(1) tinly— bigloy 1+ L lyy== 0.

Observons en passant que cette expression se conserve par permutation
circulaire des indices 1, 2, 3, 4 en 4, 1, 2, 3, de sorte que, si U,U;U,U,
a une sphére invariante dans la famille des U; il en est de méme pour
U,U,U,U,, donc également pour U,U,U,U, et U,U,U,U,. Les produits
inverses U, U,U,U,, U,U,U,U,, U,U,U,U, et U,U,U,U, ont évidemment la
méme propriété.

Dans le plan (N=2), le systéme de quatre cercles U; linéairement distincts

est complet. U,U;U,U, est inversement équivalent & un produit dont le rang
est celui de la matrice (**) T—T'; ce rang p, nécessairement pair, est égal a
ou o si (1) est vérifié. Lorsque p est nul, U,U,U,U, se réduit a 'identité
géométrique; dans l'autre cas, qui nous intéresse seul, il existe deux
cercles X,, X, tels que

U4U3U2U1 == - X2X11

et le produit conserve tous les cercles orthogonaux a X,, X,. D’ailleurs le
systéme des équations [(6), chap. I] associées a la racine multiple i =—1
de [(7), chap. I] est au plus de rang 2 et fournit au moins un faisceau de
cercles. Les deux autres valeurs caractéristiques, inverses 'une de l'autre,
donnent un ou deux points invariants, qui sont évidemment le ou les points de
base du faisceau des cercles invariants.

Si les U; sont quatre droites du plan, ils ne peuvent étre linéairement
distincts, et le rang de U,U,U, U, est au plus égal a 2. Cette transformation est
effectivement un déplacement dans le plan, donc en général une rotation, et
tous les cercles centrés au centre de la rotation sont invariants; les éléments
invariants de masse nulle sont le centre de rotation et les droites isotropes qui

y passent.
Lorsque N surpasse 2, le systéme des quatre sphéres U; n’est plus complet.
S’il est régulier [dét (T 4 T') £ o], et vérifie (1), s=—1 fournit toujours une

famille de sphéres invariantes, formant généralement un faisceau dans la
famille linéaire des U;. Les deux autres valeurs caractéristiques fournissent un
bipoint invariant. Les sphéres invariantes associées 2 h=-—1 se coupent
suivant une variété sphérique a N — 2 dimensions; celles qui sont orthogonales

(18) Loc. cit., Bull. Sc. Math., t. 75, 1951, p. 54.
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a tous les U;(h=1) forment une famille linéaire d’ordre N— 2, et se coupent
suivant une variété sphérique a deux dimensions; ces deux variétés sphériques
se coupent en deux points qui constituent justement le bipoint invariant en
question.

10. Ces considérations deviennent particuliérement intéressantes avec
quatre plans U; de l'espace E,. Leur systéme n’est pas régulier, car tout
systéme orthogonal de quatre plans de cet espace comprend le plan de l'infini,
dont la masse est nulle. 1 est donc valeur caractéristique. A(1)=dét(T+1T")=o
exprime d’ailleurs la relation obligatoire entre les z; relatifs a quatre vecteurs
unitaires de E,.

Nous supposons que les U; forment un tétraédre A,A,A;A,, en désignant

par A;le sommet opposé a la face U;. Le produit des quatre symétries U,U,U,U,
est un déplacement de E;, donc un certain déplacement hélicoidal d’axe D,
d’angle w, et de translation © paralléle 2 D. En général, les seuls invariants
sont le plan de 'infini, et les plans isotropes passant par D. Le plan de I'infini,
orthogonal a tous les U;, est I'invariant associé & A=1; les plans isotropes
sont les invariants, de masse également nulle, associés aux deux autres racines
de A(h)=o. Il n’existe un plan invariant de masse non nulle que si % est
'identité, ce qu’on peut écrire =1 ou mes =0, ou si w est un multiple
entier de =. Dans le premier cas, les invariants sont tous les plans perpendicu-
laires 2 D; dans le second, les plans passant par D. Les deux familles existent
simultanément si I'on a & la fois =1 et w = k=n (k=0 ou 1). Mais on doit
observer que, si =1, U,U,U, U, équivaut au produit X, X, de deux symétries
par rapport a deux plans passant par D, qui appartiennent, comme tout plan
de E;, 4 la famille linéaire des U;; cette équivalence ne peut étre directe puisque
les U; sont linéairement distincts, ni inverse (*°) car n=1, est inférieur
4 N+ 2=>5. Un raisonnement semblable écarte le cas w = o. En résumé, nous

avons établi que le produit U,U,U, U, de quatre symétries par rapport aux faces
d’un tétraédre de B, n’admet une variété invariante de masse non nulle que sl
équivaut @ un vrai déplacement hélicoidal d’angle ., et la condition nécessaire et
suffisante pour qu’il en soit ainsi est que soit satisfaite la relation (1).

11. Précisons les éléments du retournement et de . Posons

( > ——

\ Ui=e . AP (i=r1, 2, 3),
(2) _ ) > —> > ——

(UkzeL.BkP:ek.A,P——(l,

(1) Loc. cit., Bull. Sc. Math., 1951, t. 73, p. 54. On peut aussi remarquer que %=1 entraine
Pinvariance de toutes les sphéres centrées sur D, alors que la famille des U; ne comporte que des
plans, et que des invariants n’appartenant pas a cette famille doivent &tre orthogonaux aux quatre
plans U;, contrairement aux sphéres en uestion.
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. > o . > —
ol les quatre vecteurs e; sont unitaires, et en désignant pardla mesuree,.A,B,

- ’ . . * LR}
de la hauteur A,B, abaissée de A, sur U,; on choisit le sens de ¢, de maniére
! . o, , . . . o> o,
que d soit positif. U;U; étant égal au produit scalaire e;.e;, la condition (1)
s’écrit
> > >\ >
(3) (tza ey— Ly e+ lya e:z) €, =0,

et exprime que A, B, est parallele 2 un plan déterminé par les trois faces issues
de A,; sous une autre forme, (3) exprime que U, est paralléle au vecteur
' > > > >
V=l er— Ll e+ lp ey,
y Lo
ou qu'il est perpendiculaire au plan

(4) D —=1t,3U; — £, U+ ¢4, U,

qui passe par A,, donc par A,B,. Nous avons vu au paragraphe 5 que ce plan @
est invariant par U,U,U,; il l'est aussi par U,, & cause de son orthogonalité
avec U,; il est donc invariant par U,U,U,U,, et contient 'axe D du

retournement.

D’ailleurs D est I’axe du faisceau des plans invariants, et se détermine a
'aide de ceux-ci, que fait connaitre le systéme [(6), chap. I] relatif a A=—1.
Ce systeme, de rang 2, équivaut a celui des deux équations

(5) { tig)\2+ tm)\g—f— t”)\,g:O,

— b+ Lok + L A = 0,

en supposant, par exemple, #,, < 0. La résolution par rapport 4 A, et A, met la
solution sous la forme A, ®+ 2, W, ou ® est le plan (4) déja rencontré, et W' le
plan invariant qui passe par A, :

(6) ‘F:tuUi—tuUz‘F t, U,
B.D
Les produits du point B,—=— —— et des U, sont
e d
UiB,.,:ei.Aili,p::ei.e‘d::;tu (i:l, 2, 3),

UkB,': o,

donc W'B,=o. ¥, comme ®, passe par B,, qui se trouve ainsi sur D.
La direction de D est celle du produit vectoriel des deux vecteurs

> > > >
V =ly3€1— {3yt Us €y
(7) > > > >

’

V=l eg— e+ lp €.

. . > > > >
Formons d’abord le tableau des produits scalaires v.e; et v'.e;; comple tenu
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de (1), on a
> > > > > > > >
V. e == ly, V.ey==— ln+ Lyl V. eyT Ly, v.e,==o0,
> > > > > > >
vie == t,, Viiesz= -l + la sy, viies ==l 1., vie, == t;

2 > > >
rapporté aux trois vecteurs e,, e,, ¢,, D a donc pour parameétres directeurs les

déterminants du tableau

ce qui conduit, aprés division par Z, et compte tenu de (1), au vecteur
d’expression remarquable

by, — b+ balsy sl

by — U+ lalss Ly

> > > >
(8) X::—(z,—;(q+ i e+ ;) e;;)}

en désignant par ¢' les éléments (*°) de la matrice T~*. La longueur de; est
donnée par

> .
y = () (G2 (G bt Gy - Lt b+ Lyt 85,

et, en utilisant les expressions des ¢;; en fonction des ', qui sont naturellemen
de la forme de celles des 7' en fonction des ¢;,

>2 :
=0 = G G (— G ) |+ GG — GG ] - (61

les deux crochets sont justement —1¢,, et —,,, ce qui donne I’expression
remarquable

Co>2 \

(9) v = (L A by b+ 1, 05))
ou

, T
(9) L=V — (i L 6+ by t54).

12. Les conditions (1) et A(1) = o permettent de rattacher bien simplement
cette valeur au déterminant ¢ de la formule [(10), chap. I] relative aux trois

plans U,, U,, U,, de sorte que \B est ce que certains auteurs appellent le sinus

. > = > “
du triedre A, e, e, e;. Tout d’abord, on a en effet

40 =4(1— cos’a — c0s*3 — cos?y) + 8cosa cosB cosy = § — 11, — &7, — 55+ Linlyylyy;

(20) Pour I’expression des
—1 Wl - . .
i =—tj+ 24 tiataj— Z LinlaBlgi+...  (L<J),
i<°‘<f <ol Bg)

cf. loc. cit., Bull. Sc. Muth., t. T4, 1950, p. 81 et Acta Math., . 82, 1950, p. 15.
Ann. Ec. Norm., (3), LXIX. — Fasc. 1. 13
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d’autre part, le développement de Laplace de A(1) donne, compte tenu de (1),

Ly 2 lay Uy N N

A1) == =(4—17,) (4 —13,) + (Lialyy— toyly,)?
1l 2y
by by Ly 2

— (28— alyy) (28— toly,) — (28, — tials,) (28, — b tss)

— (28— lyalay) (2813 — binlyy) — (28oy — linly) (2090 — la5ty,)
S 16— (8, A B L 1D, 1 1) '

4 tptis ey bl ty, - Ly bastay — Laglyils,)

2l b (b lae— lislon— Uy lyy).

La derniére parenthése vaut — 2¢,,¢,,, donc la nullite de

AQ ) )
'%)' =(h— s — by — 4 s linlsy)

—(t;"_r, A, 8 — balyly— Gyl b — Doyl by Lialaytyilyy)

s’écrit

Go= (b — ity — sty - Lo log b)) £, (Lo — Eoglyy) + 13,
ou enfin
(10) G0 == — (11 l7} —+ by by} + Lyl ).

On voit ainsi que

(11)

> < . . > = >\ 0~
X :2\/0:251n triedre \A, e,.e,.¢;).

13. 1l ne reste plus qu'd déterminer la translation & pour caractériser le
déplacement hélicoidal représenté par U,U,U,U,. Il suffit de projeter ;\—;A—j
sur D, en appelant A| le transformé U,U,U,U,A,. Or U,U,U,A,=A,,

_—

—— >
donc A, A, =2A,B,, et le vecteur < représentant la translation & est

> >
—:_ e.g.x
T—oad >3 x-
(8) donne tout de suite
> > r B »
P‘“)’.:*E(tnl“"?— Lo b+ L),
done
> >
(12) ‘::flx.

14. Constquences. — Nous avons observé au paragraphe 9 que le produit
U,U,U, U, vérifie également (1). Or il s’écrit

U,U, 0, U, =0(, U, U, 4,0, Gy,
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et représente le transformé de U,U,U,U, par la symétrie U,; c’est donc le
produit d’un retournement et d’une translation, I'axe D, du retournement étant
le symétrique de D par rapport a la face U,, donc rencontrant D au point ou il
perce U,; mais la transposition a ce produit des propriétés de U, U, U, U, nous
apprend que D, passe par le pied B, de la hauteur abaissée de A, sur cette
face U,, donc D passe par B, et 'on a le

TukorkME. — L’axe du retournement de U,U,U,U, est la droite qui joint les
preds des hauteurs abaissées sur les deux plans de symétrie extrémes.

(Vest la généralisation de ce que nous avons observé pour le triangle.

——— >
La translation associée a U, U, U, U, a la longueur de = parraison de symétrie,
mais mesure d’autre part 2d,/3,, en désignant par d, la longueur de la

~ . .y o o> - .
hauteur A, B, et par \/64 le sinus du triedre (**) A, e, e; e,, si I'on applique les
formules (11) et (12). En généralisant 'emploi des indices, de facon que d et ¢
deviennent d, et 3,, les permutations circulaires successives donnent les
égalités A
(13) dy 01 = dy\/8y=d;\/3,= d,\/9,.

C’est une propriété classique de tous les tétraédres, et pas particuliére i ceux
envisagés ici. En désignant par s; I'aire de la face U;, le volume V du tétraédre
est tel que 'on ait 3V =d;s;, donc (13) s’écrit encore

Sy s S3 Su
(13/) —_— == e = =
Vo Ve Ve Vs
et exprime en effet que, dans un tétraédre, les airesdes faces sont proportionnelles
“aux stnus des triédres suplémentaires des triédres opposés (**). Pour les tétraédres
6V

B

15. Etendons ces résultats a une classe de produits d’inversions U,...U,U,
de I'espace E,_,. On sait qu’il existe toujours une sphére invariante de la
famille linéaire des U; si n est impair, mais pas nécessairement si n est pair.

qui vérifient (1), la valeur commune de ces rapports est (**)

(*1) La mesure dei ne pouvant dépasser 2/, et valanl 2 V&, on vérifie ainsi la propriété connue
de /5 de pouvoir étre assimilé & un sinus.

(22) Voir par exemple : Dostor, Eléments de la théorie des déterminants, 2¢ édition, p. 269.

(23) C'est & rapprocher de la formule analogue obtenue au paragraphe 7 pour le triangle,
et qui s’éerit

a b ¢ 48 . . .
ST - TmB - TnC = ma puisque  sin(z — A) = sin A,
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Les produits que nous considérons sont ceux qui possédent n— 2 spheres
invariantes linéairement distinctes, dans la famille linéaire des U;, ¢’est-a-dire

tels que A=—1 soit racine d’ordre n—2 de A(h)=o0 et que les équa-
tions [(6), chap. I] associées
(14) (T—TYA=o

forment un systéme de rang 2. Le systéme des U, n’est pas orthogonal, en vertu
d’une remarque déja faite, et nous supposons par exemple que ¢,, n’est pas nul.
Les deux premiéres équations (14) :

(15) { boho - Eighg+. . L. k=0,
1

— tis_))\1+ t23)\3+. e tg])\/"‘]—. o tgnln:: o,

sont distinctes et définissent A, et 4, en fonction des autres 4;; il faut donc, et
il suffit, que les n — 2 autres équations (14), soit

(16) — t“‘)u — tgilg'—‘ R ti—i,i)‘i—i -+ ti,i+1)\i+1+' o+ tin=—o0 (3él’é Il),

soient des combinaisons linéaires de (15), ce qui fournit les g—’fl);n———g)

conditions essentielles
(17) balij— Ljloj—+ Lyjlsi=—= 0 (?’él<Jén)

(n—2)(n—3)
2

Si ¢,, était nul, mais #,5~ o, on remplacerait (17) par autres

conditions semblables ou les indices fixes 1, 2 seraient remplacés par r, s.

Observons en passant que la transformation V,,...V,V,, inversede U,...U,U,,
a les mémes invariances, et que, par suite, les relations (17) sont équivalentes
aux relations analogues entre les ;' :

*®

(18) i -Gl aiGi=0 (3ZLi<jLn).

Ceci posé, les spheres invariantes cherchées sont obtenues en résolvant (15)

n

par rapport a A, et A,, et forment une famille linéaireZl@i d’ordre n — 2,

i=3

dont des sphéres de base sont les n — 2 sphéres
(19) Q= 4,,U;— t;;Us+ £, U; (i= 3,8y ooy n).

Ces @; sont bien linéairement distinctes puisque les U; de méme indice le
sont et que #,, n’est pas nul, et, se trouvant dans un espace E,_,, elles se
coupent suivant un cercle D.

16. Si X, désigne I'une des sphéres ®;, on a vu au paragraphe 2 qu’il
existe n —1 autres sphéres X, X, ..., X/, de la famille des U;, orthogonales
a X, et telles qu’ait lieu ’équivalence directe

U,...0,U, =X,,.. X5, X, X,.
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Les sphéres invariantes qui sont orthogonales a4 X, sont invariantes par le
produit partiel X, . . X|X| et forment une famille linéaire d’ordre n — 3 dans
la famille de ces X;. Si X, est I'une d’elles, on peut lui associer n—2

sphéres X, X;, ..., X/ de cette derniére famille, assurant 1’équivalence
directe

X, .. XX, =X,...X} X5 X,,
donc I'égalité

U,... 0,0, =X... X, X0 X, X5,

ou X, X,=o et ou les X; sont orthogonales a X, et X,. De proche en proche, on
aboutit a I'égalité

(20) Un...UgUizann_1xn_2...Xth

ou X,, X,, ..., X,_, forment un systéme orthonormal de la famille des spheéres
invariantes, et orthogonal aux deux autres sphéres X,,_,, X, du produit.

De méme que les @;, X,, X,, ..., X,,_, se coupent suivant le cercle D, et le
produit X, ,.. X,X, est un retournement autour de ce cercle. C’est
I’équivalent anallagmatique du retournement autour d’une droite. X,X,_,
est une rotation anallagmatique, autour d’une hypersphére 4 » — 2 dimensions,
dont les deux sphéres X,_,, X, sont orthogonales 4 ’axe D du retournement.

L’angle de X,,_, et X, se déduit de I'égalité des dét(T + T") relatifs a deux
produits d’inversions directement équivalents. T se rapportant toujours aux U,,
I’égalité (20) entraine, grace aux orthogonalités réalisées chez les X;, I’égalité

2 O PN o o

o 2 PP (¢} 0o
A()==dét (T +T)=|. . ... : : a1 — (Xn Xnet )],
o ... 2 2(Xn—1xn)
o ... 2(XpXy) ) ‘
done
— T
(21) sin (X, Xoo1) = \/ Az(:).

17. Considérons le bipoint A, commun a tous les U; d’indice £ < n. C’est un
sommet du n-sphére formé par tous les U;. Les relations (17), relativesa j =n,
expriment que les sphéres @, ®,, ..., ®,, sont orthogonales a U,; leur
expression (1g9) montre d’autre part qu’elles passent par A,, donc elles passent
par le cercle commun a toutes les sphéres passant par A, et orthogonales a U,
et qui forment une famille linéaire d’ordre n — 2. Ce cercle est la hauteur
du n-sphére, abaissée du sommet A, sur la face opposée U,, et coupe U, suivant
un bipoint B,, qui constitue le pied de cette hauteur. Les deux cerclesDetA,B,
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se rencontrent puisqu’ils sont sur ’hypersphére 4 deux dimensions commune
aux n— 3 sphéres ®,, d,, ..., ®, ,. Ils se rencontrent effectivement en B, :
) . n—1

en effet, la hauteur est I'intersection de toutes les sphéres Z)‘iU" orthogonales

i=1
a U,, c'est-a-dire telles que

n—1 -

1 ~
4\—1 tinhi== 0,
i=1
et se détermine par les équations
U, U, Ut
22 P e e )
( ) tlu tyy //l-l,ll’

B, s’obtient donc a I'aide du systéme
(23) U;B,—= ¢t (i=r1.2, ..., n—1) et U,B,=—o.

Nous savons déja que ®;B,=®,B,=...=®, ,B,=o, et il suffit de véritier
que ®,B, est également nul, ce qui est immédiat & 'aide de (19) et (23).

Un raisonnement déja utilisé pour le tétraedre montre que le cercle inverse
de D par rapport a U, est I'axe du retournement anallagmatique associé
a U,U,...U;U,, et passe donc par le pied B, de la hauteur abaissée du
sommet A, (intersection des U; d’indice >1) sur U,. D passe donc aussi
par B, et l'on a le

TukoriMe. — Dans un n-sphére vérifiant les conditions (17), l'axe du
retournement qui constitue 'une des composantes du produit U,,...U,U, est le
cercle (**) qui joint les pieds des hauteurs situés sur les deux faces extrémesU,, U,.

Le méme raisonnement montre aussi que {’angle de la rotation anallagmatique
qui constitue I’autre composante se conserve dans une permutation circulaire des U,.

18. Complétons ces résultats dans le cas particuliérement intéressant ol
les U; sont des plans formant un n-édre. Les sommets A; et les pieds B; des
hauteurs sont des points, et ’'axe D du retournement est la droite joignant les

pieds B,, B, qui sont sur Jes deux plans extrémes de U,...U,U,. Avec des
notations qui généralisent celles employées pour le tétraédre, nous posons

(f==1,2, ..., n—1),

(36) )
AP —d  (d>o0),

} . .
ou les e; sont tous unitaires.

(2%) Le fait que les pieds des deux hauteurs sont cocyeliques est vrai pour tous les n-sphéres de E,,—;.
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Les ®; sont des plans, ainsi que les X;; en particulier, X, , et X, sont
perpendiculaires a B,B,, et le produit X,X, , n’est rien autre qu’'une
translation % parallele a D.

La direction de D est celle d’un vecteur de la forme

n—1

; :2 l[:i

i=1

parallele a l'intersection des n—2 plans (19), donc orthogonal aux n— 2
vecteurs

_ > > > > .
(25) vi=lyje,— ljes+ ln e (J==3, 4, ..., n).

On déduit aisément de (17) le tableau des produits scalaires

. > >
‘l)/.€1:[2}',
X > > o
(26) Vil =— U+ lnlsy o (4, ) =3,4, ..., n),
> >

Vji.i= tigti/',

> : > . . . . - . . , .
de sorte que v; est orthogonal aux e; d’indice > /. On peut ainsi vérifier que
A( n—1 N
>
— Ny,
(27) =2 ln ¢

=1

répond a la question; il s’agit en effet d’annuler » — 2 produits scalaires

n—1 n—1
e N 1D 1 -1 1
y_.v,.—:—z Gt ervj=— L bt~ L3 (b — Liats)) ——l,s_,Zt;l tij.
i=1 iy

Les relations (18) ot 'on fait j = n s’écrivent
— bl = G = G — ) (BZiZn—1),

. ) _ > >
et permettent, par I'expression qu’elles donnent de £/, de mettre y.v; sous la
forme

n—1 n—1
Vv ,_ ! - -
Y-V ==ty t‘zj‘*‘zt‘zilli/ + lyp l1i+t1;t21+zt1il bij (3Ly<n).
\ =3

i=3

Les deux parenthéses ne sont pas d’autre chose que

n—1i

n
Z &5 t,‘jzz 650 lij— taplajy

i=1 i=1

n—i n

N sty Y G — G,

i=1 i=1
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ou les premiéres sommes aux seconds membres sont nulles en vertu

> >
de T*T=1 et du fait que ; differe de 1 et 2, et la nullité de y.v; s’ensuit
aussitot.

>
De (27) on déduit aussi aisément, pour la mesure de y,

n—1 n—1
> —1 1 > > 1 1
y = 2 Gt e ej= 2 GLe g,
i,j=1 1,j=1
ou, grace af,, =1 et
n—1
Et,;t;,,‘ =t (i< n),
j=1
> =
(28) x :—Zt,,,t;,’.

i=1
N .

17. Lavalear (11) de le établie pour le tétraédre est également valable pour
ces n-edres, grace ala singularité du systéme des n-plans dans E,_,. En associant
tout d’abord I’expression de (28), linéaire par rapport aux ¢, aux n—1
équations de réciprocité des z; et 7, :

n
Etﬁti“n‘:o (J=1,2, ..., n—1),

i=1

. . . 5e . . _ , oo . .
I’é¢limination des ¢, d’indice : < n(¢,,=1) définity par I’équation

I TR Ty tn
o] I e tg'n_1 lan
= o,
0o o 1 tn—,n
>
tin bn tn—1,n 7
ou
I 4 bz ly ool tin
Ity Lo ... lyn lan
>2 0 0 1 [ 27 St t3n
(29) X =— ’
o o o o ... 1 ttn
bn lon ln bin ... Cluan o

Grace a des combinaisons évidentes entre les deux premiéres lignes et
chacune des 3¢, 4°, ..., (n—1)® lignes, ou l'on utilise les relations (17), on
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peut éliminer ., ¢,,, ..., t,, . dans ces dernieres lignes, ce qui donne

>2 .
pour . I'équation

1 178 Ly tu A 7 S 2T

o 1 a3 N ton-1 lan
> 2% — U3+ Loty AT o o
t?;:’.x = &y — b+ lalas tia s, s o o
lon—1 —ln—y+ lalona bialyna linlipny ... 12 o
tin ton t3n lin th—yn O

Effectuons des combinaisons analogues entre les deux premiéres colonnes et

les n — 3 suivantes afin d’éliminer ¢,,, t,,, ..., t,_, , dans celles-ci. En posant

Oy==— byt ly2ls; (l:g, 4, ceey IZ——I),
Biz= i, + 8+ 13— tialyite (i=3,4, ..., n—1),
Yoy = l1ilyj+ Loiloj — Lyalaily; BLi<j<Ln—1),

il vient

I l1a 2% sy ton-1 ln
o I Ay a, Ap—1q lan

52 Loy oy B: Yas <o+ Ysm—t1 O

2n—6 Ju—

(30) LY = a, Yau Bu c-+ Yan—1t O

tyn—1 Op— Yyn—t Yip—t- .- ﬁn-—l o

lin lon [} o A [0} [}

>
Il s’agit de rattacher cette expression de y au « sinus del’angle (n — 1) édre »
> >

A,e e,...e, 4, formé par les vecteurs normaux aux faces issues du sommet A,,,

qui se définit par la racine carrée du déterminant & d’ordre n —1 d’éléments
> > )

e.e;(i,j=1,2, ..., n—1), c’est-a-dire de

2 lys 78] Uy n—1
N 1 tyy 2 29 B P
(3[) 0= F
nt lona lna ... 2

La nature irréguliére du systéme des n-plans U; se traduisant par

92 tyo 2% ty,n—1 tin
o 2 oy to n— ton
dét(T + T = —=o,
tna tona Lpa ... 2 tn—1,n
tin ton Lan th—1,n 2
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(31) s’écrit encore

2 Ly Uy Uy, R 18t tn
tyy 2 Loy lay cev lyp lon
lys Loy 2 14 T ¢,

(32) 2"8:—— 34 \n an
Lin lona Ly u— tl.,n-—g e 2 lpyn
tin Lan tin tin oo tpgn o

Opérons sur ce déterminant comme nous avons fait sur (29). La division
par 2 des 3¢, 4°, ..., (n—r1)*®™ lignes, aprés les combinaisons avec les deux
premiéres qui en ont fait disparaitre ¢,,, t.,, ..., %, ., donne d’abord

2 tiy tis t coo i i
tys 2 o, tay B 2 SR 29
Loy — L3+ Lo ls, 120 o e o 0
BT O=—]| 1y, AN Linls, th ... o o |;
ton1 —lipa+ balon lialzna lialynog ... Lys o
tin lon Lan tin oo lpgn O

en combinant de maniére analogue les 3¢, 4°, ... et (n—1)"™ colonnes avec
les deux premiéres, et en les divisant ensuite par 2, on remplace enfin (32) par
I'expression

2 Lo 2% lay lyn—y  ln
s 2 oy o, Oy lon
1 I 1
27 s 5 B 5‘*’;;1 ;T::,n~ 4]
. ' ; 1 I I
o 6— 2n—6
(33) TGO =— |y, N PREE zﬁl. EERIE CVEE S
1
tyn—1 Up—g Y3,n—1 = Yi,n—1 5 Bu—t 0
lin lon 4] o 0 0

’

Les déterminants aux seconds membres de (30) et (33) sont deux formes
quadratiques en ¢,,, Z,, dont nous voulons établir la proportionnalité. On voit
tout de suite que, dans le premier, les coefficients de ¢;, et de ¢}, valent 2"*
fois les coefficients homologues du second. Le coefficient de —¢,,¢,, dans (30)
est la somme des deux déterminants

o A3 Ay v A p—1 tys lyy oy P AN

e /
ty 23 Y34 s Y3m—1 as &3;: Y3u s Y3,m—1
ty, Y34 B/. o Yan—t + %y D Bi. cee Yin—t |

len—y Yin—t1 Yen—t .- 5n—1 Xn—t YVin—t  Yen—1 ... @nA1
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que la transposition du deuxieme permet de remplacer par le déterminant
unique

lys I, Z, Hpy
2ty g .‘3:: T 3,n-1
4 . - ’«
(34) 24y, Van 2 Yi,n—1
~r N g
28 1 L B,n—1 Thon--1 e Zn—1

Dans le déterminant symétrique (33), le terme semblable a pour coefficient

1o VR %, e Cp_y
I I T
Ly > @3 5 Vi 5 Ya,n—1
I I I
2 2% > ey 5 Bs o Yen—1 |o
1
ts n— 5 Vi, n—1 Py i n—1 5 }3n~1

2"* fois moins grand que (34) comme on le voit aisément. Nous avons ainsi

>2
établi que, pour tous les n-édres en question, 7 a la valeur remarquable 432,
soit encore

- > .
(33) IXI:QVO.
L’expression
(36) i:d;

de la translation = X, X,_, obtenue en (12) pour le cas n =4 est encore
> >2
valable puisqu’elle se déduit des expressionsde 7 et 4 qui conservent leur

forme.

20. Dans la symétrie de U,...U,U, par rapport & U,, et qui conduil au
produit U,U,...U,, la droite D est remplacée par sa symétrique par rapport
a U,, et la mesure 2d\/§ de I;I est conservée. Si donc on désigne par
d(i=r, 2, ..., n) la longueur de la hauteur A;B; sur U, et par Vo le sinus de

> >

> 3 > >
Pangle (**) (n—1)-édre Aje....e;1€.4...¢, que l'on peut appeler supplé-

> — : : ‘

(*5) Chaque e; a le sens de A;B;, pour que d; soit positif. Cet angle (7 —1)-édre n’est donc pas
exactement le supplémentaire de langle (n—r1)-8dre A; du n-édre, au sens de la géométrie
élémentaire, mais son symétrique par rapport a A;.
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mentaire de I'angle (n — 1)-édre du n-tdre, de sommet A;, onad, /3, =d, /s,
et, par permutation circulaire,

(37) d, \/5;: d, \/8:_:::. A \,/"3:.
Ces relations ne sont pas particuliéres aux n-édres considérés ici, mais

s’appliquent a tout n-édre de E, ,. Si V désigne le volume du n-edre et s5; I'aire
de la base U;, on a

1
\ :n“I.S‘i(/[,
tandis que
. (n—2)! /818 ..8,
\,,,,»_\ - - / . 2 .
(n— =2V " i !

par conséquent, aprés multiplication de ces deux égalités,

(38) i (R 2

/
n gT)u—A—l S»l Soe . oSn d,' v 8,‘

fournit la valeur commune des produits (37), pour un n-édre quelconque, en
fonction du volume et des aires des faces. En fonction de ces mémes quantités,
la translation (36) d’un n-édre du type que nous venons d’étudier a la mesure

[‘:I 2(n—q)t Vit

(n—=2). $8...5,

(39)

(37) exprime encore que, dans un n-édre quelconque, les aires des faces sont
proportionnelles aux sinus des angles (n — 1)-édres supplémentaires opposés,
2(n—1)V

- Pl pour nos n-édres
T

et la valeur commune de ces rapports est

particuliers.




