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VERS
UN THEOREME DE PICARD GLOBAL

Par Danier Ducuk

Il ne sera jamais trop tard pour parler du théoréme de Picard. Peu de
résultats aussi simples ont eu de tels prolongements qu’on puisse dire presque
qu’une bonne moitié de la théorie des fonétions n’est que I’ensemble des corol-
laires du théoréme fondamental publié en 1879 dans les Annales de I’Ecole
Normale Supérieure. Je voudrais, dans les quelques pages qui suivent, donner
la démonstration de faits que j’ai résumés dans deux Notes aux Comptes rendus
de I’Académie des Sciences (29 janvier et 15 octobre 1951).

Il s’agit de fonctions ayant plusieurs singularités essentielles. Mittag-Leffler,
dans une Note du 3 avril 1882, que cite Henri Poincaré dans son Mémoire sur
les fonctions fuchsiennes, avait envisagé des fonctions ayant plus d’une singu-
larité essentielle et méme une infinité. Maillet, plus tard, avait utilisé des fonc-
tions ayant un nombre fini de singularités essentielles et I'infini comme valeur
exceptionnelle partout. Il les avait nommées fonctions quasi entiéres. Le théo-
réme de Picard est valable localement au voisinage de chaque singularité.
Chaque point singulier essentiel a au plus deux valeurs exceptionnelles. Il m’a
semblé de quelque intérét de chercher a voir ce qu’il devient globalement,
« in the large ». A prior:, la réponse est que, s’il y a » points singuliers, il peut
y avoir 27 valeurs localement exceptionnelles. Le but de ce Mémoire est de
montrer qu’il ne peut y en avoir que n -1 au plus. Cette borne est atteinte
pour n =2 et 3. Il se peut qu’elle ne puisse pas étre atteinte pour » quelconque.
Aprés avoir signalé quelques conséquences et quelques extensions de ce fait,
je termine cet article en proposant quelques problemes soulevés par I’étude de
cette question.
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66 DANIEL DUGUE.

CHAPITRE 1.

LE THEOREME CENTRAL.

Notations. — Dans la suite de 'exposé, les lettres minuscules du début de
'alphabet a(z), 6(3), ... désigneront des fonctions entiéres (éventuellement
des polynomes); les lettres majuscules du début de ’alphabet A(z), B(z), ...,
des fonctions holomorphes au voisinage de U'infini; les lettres minuscules a
partir de m, m(z), n(z), ..., des fonctions méromorphes dans tout le plan,
sauf a U'infini; les lettres majuscules a partir de M, M(z), N(z), ..., des fonc-
tions méromorphes au voisinage de I'infini. '

Je vais d’abord établir le résultat suivant :

o(z) étant une fonction uniforme dans tout le plan, méromorphe au voisinage
de U'origine et de U'tnfini, ayant ces deux points comme singularités essentielles et
pousvant d’atlleurs avoir d’autres singularités, o(z) ne peut avoir quatre valeurs
exceptionnelles de Picard a l'origine et a l'infini.

Remarquons d’abord que I'on a

En effet, marquons les zéros et les poles de »(z) au voisinage de zéro et de
Uinfini. _ :
D’aprés le théoreme de factorisation de Weierstrass, on peut trouver deux
¢ (<)

1

fonctions m(z) et n< > ayant ces zéros et ces poles. Donc {(3)=
m(;)n<:

I
5

n’aura ni zéros, ni poles au voisinage de zéro et de I'infini, 7 (z) = log{(z) sera
une fonction uniforme au voisinage de zéro et de I'infini (elle pourra ne pas
étre uniforme ailleurs) et holomorphe dans ces mémes régions. 7 (z) sera donc
développable en série de Laurent convergente pour |z| > R. Donc

o =a()+u(2):
H(i) sera une fonction holomorphe au voisinage de I'infini et ¢ {’infini, ainsi
qu’au voisinage de I'origine (puisque y I'est aussi), qu’elle admettra pour sin-
gularité essentielle [é moins que ¢ ne soit d’ordre fini en zéro, auquel cas
p.(';) serait égale 4 un polynome en é augmenté d’une fonction réguliére

en zéro] et ayant ailleurs éventuellement diverses singularités dont des points
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1
. . . . . . . .. i .
de ramification, mais qui disparaissent aprés exponentiation. e G) sera uni-
forme, puisque ¢(z) est uniforme. En écrivant le développement de Laurent
dans le cercle | | < r, on aura

(3)=o(2) o0

¢(z) sera holomorphe au voisinage de zéro et de I'infini et en ces points. 11 aura
les mémes ramifications que p., ainsi que ses singularités autres que l'origine.
Finalement,

o= e(l(;)+b(5> eu\;)m(;)’l< >’

1

e'®) étant uniforme, holomorphe au voisinage de zéro et de I'infini et en ces
points. On a donc bien la forme donnée :

_e"[sz(é)M(;)N<;—>

¢

et M et N seront analytiques au moins dans les régions ou ¢ 'est.

Supposons que les quatre valeurs exceptionnelles dont nous voulons montrer
I'impossibilité soient 1 et A en zéro, o et w a l'infini (A £ o0, 1, ). On peut
toujours s’arranger pour qu’il en soit ainsi par une transformation homogra-
phique, mais comme nous ne disposons que de trois coefficients, il pourrait
a priori se faire que le théoréme fut vrai pour certaines valeurs de X et non pour
toutes. Nous allons voir qu’il est vrai pour toutes.

Dans ces conditions,

CP:C,L(;>+/)<£>N<§> ou CID:L)[Z(:.)P<

)

L =

en faisant entrer el'(‘z) dans le symbole P.

I — (P . , 5. . . ,
=——va avoir zéro et I'infini comme valeurs exceptionnelles en zéro. Donc
1
I—0 =
L —e¢ <‘)M(z).
h—g

Il faut donc montrer I'impossibilité d’uné relation de la forme

‘1
1—(3”:)1)<~> e

), (Z
A — eals) P<£)

1— e“‘s'I)(i) — e‘(}) M(z) -+ ea(:H_c(%) P<é> M(s)= 0

2]

e

ou

Jed 2
<

2]
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ou
() R
P(%\)IM(NH)— “Z(s)—lri(é)—l—e =) <~):0.
Posons
1\2”{2):“(:), I:<<£>):R<}>
) i
D’ou

(®) [ e+l —lQ( ) - 2R <_>] &G 4o )1{( >:o.

C’est la forme des coefficients de la relation quadratique (R) a laquelle doit
satisfaire ea(:)H(Z), soit Q(z) + Mi(é) et Q(z )R< > qui va conduire a l'impos-
sibilité cherchée. Nous allons établir que s1 (R ) a lieu :

a. SiQ(z) a des zéros, R< > n’a pas de poles et si B<§> a des poles, Q(z)n’a
pas de zéros;

b. SiQ(z)ades poles, R(%) n’a pas dezéros et si R<
pas de poles.

> a des iéros, Q(z)n’a

RE

1
. a(z)+c( = , T .
Lin effet, (R) ayant lieu, e o) est égale a I'une des deux fonctions

;{Q(;) 4 )\R<§> i\/[(\)(z)+)\R<§)]2~4Q(z)l{<;> 2

L’une de ces deux fonctions est donc :

1° uniforme (cela entraine que I’autre fonction le soit aussi);
2° holomorphe;
3° sans zéros.

30

Posons e =0(z), qui sera une fonction définie dans la région ot o I'est,

méromorphe au voisinage de l'origine et de I'infini et admettant ces deux points

1
. ., . a(s)+c(= » : .
comme singularité essentielle. e () sera I'une des deux fonctions

)(5)

~

[1-4-20(5) =202 (5) + 2(h — 2)0(5) +1]-
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\

Précisons que le radical, qui est uniforme, sera pris équivalent 2 A0 pour 0 infi-
niment grand. Dans ces conditions, I’expression

1 20(8) — VIR (2) + 2(A — 2)0(5) —1

n’a pas de pole.
En effet, les seuls poles possibles seraient ceux de 0. Soit z, 'un d’eux et
n son ordre de multiplicité

M—W\W*HM—z>0+1:"°["\/1+i(%%ej—l :

le radical étant égal & 41 pour% nul. On aura

I

0 (5 —z0)*0(5),

Il

©(z) étant holomorphe et non nul pour z = z,,

= (5 — 20)"9%(2),

2(A—2) 1 I 1[2(7\—2) 1 ]
R 1+ | = g

e R 770

est donc holomorphe au voisinage de z, et égal & 1+ B,(z—z,)"+...
(B, pouvant étre nul). La mise en facteur de 20 a été légitime, car A est diffé-
rent de zéro. Par conséquent, avec la convention adoptée sur la détermination

du radical, 1 —-\/1 + 3(1—)—29)0_2 sera au voisinage de 5, égal a

B
— 2 e ayr.

et, par conséquent,

1+ A0(2) — V2202 (5) +2(h —2)0(5) +1

sera holomorphe au voisinage de z,. Si donc

9 (E) = ij) [1+420(z) — V20 (3) +2(h — 5)0(z5)+1]»

cela implique que Q(z) n’ait pas de zéros, puisqu’ils ne peuvent étre détruits
par les poles inexistants de la parenthése.

g+e(2) | . , , . .
Donc, si Q(z)ades zéros, e ) doit étre égal a 'autre fonction, soit

Q(QZ)[I+)\9(5)+\/)\292+ 2(h—2)0(s)+1),
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le radical conservant toujours le méme sens. Donc

e-»—— [u(:)—f—t?(%)]: » 2 1 ,
Q) [1420(5) +VA02(5) + 2(2 — 2)0(5) 1]

2 I+)\0(5)—\/1202(5)—I—2(1—2)6(;)—0—1‘

QB ‘ 40(=) )

1

— [1+20(s) — VIR (5) & 203 — 2)0(5) 1]

1\

2R ;)

et nous sommes amenés cette fois a conclure que n’a pas de zéros.

I
“(2)
\ . . . . .
Done R<§) n’a pas de poles. Si R(;) avait des poles, cela nous raménerait

obligatoirement 4 la premiére détermination et Q(s) ne pourraitavoir de zéros.
Donc : a est établi; b se démontre exactement de la méme facon en posant

= w(z).

Donc, ou bien R n’a pas de pole, ou bien Q n’a pas de zéro et, par suite, ou
bien P n’a pas de zéro, ou bien M n’a pas de pole. Si P n’a pas de zéro, zéro est
exceptionnel partout, en particulier a I'origine (alors que 1 et A =£ 0 le sont
déja). Si M n’a pas de pole, l'infini est exceptionnel partout (en particulier

< vse . I—Q . . S .
a I'infini) pour -— o et A est exceptionnel partout, en particulier a I'infini (ot o

et =< le sont déja). De toute facon, nous aboutissons a la contradiction
cherchée.

On en déduit immédiatement le théoréeme général énoncé dans I’Avant-
Propos. '

Sl y a n singularités essentielles, il ne peut y avoir au plus que n+1 valeurs
exceptionnelles.

En effet, numérotons les points singuliers M, ..., M, et formons I'ensemble
des valeurs exceptionnelles de la facon suivante. Passons successivement en
revue tous les points et pour chacun d’eux inscrivons, si elle existe, la valeur
exceptionnelle qui ne figure pas pour les points précédents. S'il y avait
n—+2 valeurs exceptionnelles, deux points M, et M,, (/< m) auraient sirement
fourni deux valeurs. M,, aurait donc deux valeurs exceptionnelles ne figurant
pas parmi les valeurs précédentes, donc parmi celles de M; et ces deux points
auraient quatre valeurs exceptionnelles différentes.




VERS UN THEOREME DE PICARD GLOBAL. 71

CHAPITRE 1L

EXTENSIONS POSSIBLES.

1. Le théoréme reste vrai si I'expression « valeur exceptionnelle de Picard »
est remplacée par « valeur exceptionnelle de Borel ». En effet, dans ce cas, la
forme de © sera un peu plus compliquée, mais on aboutira & une équation

analogue a (R ). On aura
. A
CP:E”S'F(:)P(:>

(T étant au voisinage de I'infini d’ordre inférieur & e®),

\ /—T—E—ZE :e(:(5>S<’;—.>M(:)

. 5 o . . .. N ¢ .
<S étant au voisinage de l'origine d’ordre inférieur a e <)> On devrait done
avoir -

0=—1— e““"W(s)P(?) — )‘ec<é)5<;—> M(z) + £+ () p <1>s<;—>T(5)M(z)

ou

©

I ews! e (i:> a(s)+c (é) .

P<§>S<§>T(z)M(z) - S<1;>M(z) _'APG)T(Z) e

en posant encore

Wi = 0 ::f) =R(1),

on est conduit a I’équation

w -

(®) [e"‘”’)““”(:?)]z_ Q(=) R<§> atz)+e(3) 3) R<>

et pour la méme raison que tout a '’heure : a cause de laforme des coefficients,

=0

=

[
3]

on est amené a conclure, si (R") est satisfait, que : ou bien (SQ n’a pas de pole,

ou bien i n’a pas de zéro (le fait que les coefficients de I’équation aient ici
deux singularités essentielles au lieu d’'une ne change rien au raisonnement,
car il n’était question que des zéros et des poles des coefficients au voisinage
de zéro et de I'infini).

Si % n’a pas de pole, MI—S n’a pas de pole et MS pas de zéro; ;—:-i a zéro pour
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valeur exceptionnelle de Picard, aussi bien 4 I'origine qu’a I'infini; ¢ a un pour
valeur exceptionnelle de Picard & I'infini (ou zéro et 'infini sont exceptionnels

k4 R E ’ ’ , s A
de Borel). Si 7 na pas de zéro, P_IF n’a pas de zéro, PT n’a pas de pole et ¢ a
I'infini comme valeur exceptionnelle de Picard, a I'infini comme a I'origine
(ou 1 et A £ sont exceptionnels de Borel).

De toute facon, nous aboutissons a une contradiction.

2. Examinons maintenant le cas ou ¢ est une fonction ayant deux lignes sin-
guliéres disjointes L, et L,. On aura 4 remplacer les valeurs exceptionnelles
au voisinage d’un point par des valeurs exceptionnelles au voisinage d’une
ligne. Dire que a est exceptionnel au voisinage de L signifie qu’il existe une
courbe C n’ayant aucun point commun avec L et telle que o —a=o n’ait
aucune racine dans le domaine compris entre C et L. Si donc a n’est pas excep-
tionnel au voisinage de L, il y aura un point de L au moins limite des racines
de ¢(3)—a=o0. On a ainsi des ensembles exceptionnels au voisinage de L,
et L,. SiL, et L, sont disjoints, les mémes raisonnements qu’au début montrent
que o sera de la forme e*+F=9M, (z)N, (5), M, (5) et N, (z) étant des fonc-
tions méromorphes admettant, 'une L, comme ligne singuliére et non L,,
lautre L, et non L,; «;, (z) et B, (3) seront des fonctions holomorphes ayant
les mémes singularités. Cette extension est fondée sur I’extension donnée par
E. Picard de la factorisation de Weierstrass au voisinage d’une ligne singuliére
et sur l'utilisation dans les mémes conditions que dans la premiére partie du
développement de Laurent. Si zéro et I'infini sont exceptionnels au voisinage
de L, et 1 et A au voisinage de L,, on aboutira, aprés des changements de fonc-
tion analogues a la méme relation (R) (L, joue le role de I'infini tout & ’heure
et L, celui de I'origine)

[P — [Qu, (5) 4 ARy, (5)] ¢l 1l 4= Qu, (5) Ry, (5) = o

et comme plus haut on sera conduit 2 admettre que, ou bien Q, (3) n’a pas
de zéro ou R, (3) n’a pas de pole.

En revenant a la définition de o, cela conduit a la conclusion que zéro ou
I'infini sont exceptionnels au voisinage de L, ou que 1 ou A sont exceptionnels
au voisinage de L,. Ici il n’y a pas d’impossibilité dans le cas ot I'un des deux
ensembles exceptionnels comprend plus de deux points.

Cela conduit au théoréme que j’énoncais dans ma Note du 15 octobre 1951 :

Les ensembles exceptionnels au voisinage de L, et au voisinage de L, ont au
moins un point commun si chacun des ensembles a au moins deux valeurs excep-
tionnelles.

Mais on peut aller plus loin. Soit E, I'ensemble exceptionnel au voisinage
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de L, E, 'ensemble exceptionnel au voisinage de L,, C leur partie commune
non vide d’aprés ce qui précede.

Il y a sirement au moins un des deux ensembles I, — C. et E,— C qut ne com-
prend qu’un point au plus.

En effet, on pourrait autrement choisir «, § dans E, — C et v, ¢ dans E, — C,
les quatre valeurs étant différentes. Et les raisonnements précédents devraient
nous conduire &, soit o ou  dans E,, soit y ou ¢ dans E,, ce qui est impossible,
aucune des quatre valeurs n’étant dans C.

Bien entendu, ces deux théorémes restent vrais si la ligne L, est remplacée
par un point.

Considérons en particulier une fonction ®(z) ayant pour coupure le cercle
unité G, ou la fonction a un nombre infini de zéros et de poles. Supposons que
® ait un ensemble exceptionnel qui peut étre un ensemble dénombrable de
points ou les points intérieurs a une ou plusieurs courbes fermées. Quelle que

1
. .oy . al - - , . .
soit a(z) entiére, la fonction e (">(l)(z) a zéro et I'infini comme seules valeurs
exceptionnelles en zéro. Donc au voisinage de C, comme I’ensemble excep-

1
. al = -, R - .
tionnel de e (°)(I)(z) ne comprend ni zéro, ni I'infini, il ne pourra comprendre

1
au plus qu’un point. Donc, sauf peut-étre pour une seule valeur 2, e (‘)d)(z)z A
a un nombre infini de racines au voisinage de C. Il y a brassage des valeurs de

®(z) par ea(%).

3. L’extension que nous venons de donner supposait les lignes L, et L,
disjointes (pour que l'on puisse appliquer le développement de Laurent & une
couronne d’épaisseur non nulle ayant L, & I'intérieur et L, & ’extérieur). On
peut étendre le théoréme au cas ou 'on envisage deux portions d’une ligne
singuliére continue. Mais, dans ce cas, on doit utiliser le résultat donné par
HenriPoincaré dans son Mémoire : Surles fonctions a espace lacunaire (American
Journal of Mathematics, t. XIX) et utilisé par M. Borel dans sa thése.

Une fonction & ligne singuliére L (égale a la somme de deux arcs L, et L,)
peut étre décomposée en une somme de deux fonctions, I'une ayant L, comme
ligne singuliére et non L,, 'autre ayant L, comme ligne singuliére et non L,.
Dans ces conditions, on retrouve le développement canonique de tout &
I'’heure pour o : eL®+PLEM, (5)N, (5), L, et L, étant les deux portions d’arc
et comme dans le paragraphe 2 de ce chapitre, on aboutira 4 larelation analogue
a la relation (R) avec les mémes deux théorémes qui servent de conclusion a
la discussion. Il n’est donc pas indispensable de supposer L, et L, disjoints.

4. Tout ce qui précéde est fondé sur la séparation des singularités (applica-
tion du développement de Laurent ou des résultats de Poincaré). Si ce principe
Ann. Ec. Norm., (3), LXIX. — Fasc. 1. ’ 10
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est général, on pourrait déduire de la discussion de la relation (R ) desrésultats
sur les valeurs exceptionnelles de Julia. J'ai désigné sous ce nom des valeurs

qui sont exceptionnelles au voisinage des droites de Julia sans pour cela étre

e —1 .
— n’a aucune valeur exceptlon-

exceptionnelles de Picard. Par exemple, -

nelle de Picard (ce serait contraire au résultat de M. Borel surl'impossibilité
de la constance d’une somme d’exponentielles). Toutes les demi-droites sont
demi-droites J. Les demi-droites du demi-plan positif ont I'infini comme valeur
exceptionnelle J; les demi-droites du demi-plan négatif ont zéro comme valeur
exceptionnelle J. Dans ma Note d’octobre 1951 j'ai un peu hétivement affirmé
que le raisonnement de M. Valiron montrant que I'infini est valeur asympto-
tique pour une fonction entiére s’appliquait encore aux valeurs exception-
nelles J. En fait, le probléme parait plus compliqué. Si la droite J est telle que
dans le domaine angulaire la comprenant ou l'infini est exceptionnel J, il
existe deux droites dont I’angle comprend la droite J sur lesquelles | /(z)] est
borné, le raisonnement de M. Valiron s’applique mot pour mot. Autrement non.
Dans ce cas, toute droite de ce domaine angulaire a un domaine d’indétermi-
nation comprenant le point a I'infini. Il se peut d’ailleurs que, méme dans ce
cas, la valeur exceptionnelle J soit asymptotique. Pour revenir a 'objet du
présent article, il y aurait lieu de chercher le probléme suivant :

©(3) étant méromorphe au voisinage de l'infini ayant deux droites de Julia
wsolées I, et 1,, peut-on la décomposer en un produit de fonctions ¢, et ,, lune
ayant ), pour droite de Julia et non J,, l'autre J, et non J, ?

Il me semble a peu prés certain que la chose est possible & cause des
théorémes généraux dont on dispose sur la séparation des singularités, aussi
bien ponctuelles que linéaires et de I’analogie signalée par A. Bloch entre
ces singularités et les droites de Julia. Toutefois, je ne peux en donner la
preuve. Admettons cette possibilité et que la décomposition se fasse comme
pour les points et lignes singuliéres, les valeurs exceptionnelles se conservant
dans les facteurs, c’est-a-dire que si j, est droite de Julia isolée de ¢, ayant
o et o comme valeurs exceptionnelles J autour de j,, on ait

¢(2) = 9;,(5)Mi(5),
0;,(5) n’ayant que j, pour droite de Julia avec o et « exceptionnels J autour
dej,. Si1 et X sont exceptionnels J autour de /,, on a de méme

;—E%:@;A@Mﬁ(z),

() n’ayant que j, pour droite de Julia avec o et «o comme valeurs exception-
nelles J. Cela entraine encore

[2/,(5)9,,(5) P — [R(5) +25(2)]9;,(5)%;(5) + R(5)S(s) =0
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en posant

gil-—' Jad (P_/’. fnd e
H=R) e =S(s),

©;2;, vadonc étre 'une des deux fonctions :

R(5) 4 2S(s) =V[R(s) +2S(5) P — 4R(5)S(3),

2

En écrivant ces deux fonctions sous la formel

—5+\/x ‘o (1_2)5(())+1

R(5)

on voit que la parenthése représente dans un cas une fonction holomorphe.

CPMCP/Q

Sio; 0, est égale a cette détermination, on en déduit que ~5™ est holomorphe

partout. Or

PisPJe

R :cP/eMz'

Donc : :?P est partout holomorphe et © a A comme valeur exceptionnelle par-

tout, en particulier au voisinage de j,, ou zéro et 'infini différents de A sont
déja exceptionnels J. Ce cas est donc a rejeter. Si cpj @;, est égale a l'autre

détermination, on en déduit comme plus haut que est égal au produit

IS
de < g par une fonction holomorphe. Donc

est holomorphe partout. Or
@9
S % .
SRR Micpixcpfe

Donc M, ¢; ne s’annule nulle part et ¢ a zéro comme valeur exceptionnelle
partout, donc au voisinage de j, ou 1 et A sont exceptionnels J. Ce cas ne peut
donc pas non plus avoir lieu.

Par conséquent, si la décomposition indiquée est possible, si une fonction
a deux droites de Julia isolées avec « et 3 exceptionnels J-au voisinage de la
premiére et ¥ et ¢ exceptionnels J au voisinage de la seconde, I’'une au moins
des deux valeurs «, 3 est égale & I'une des valeurs v, ¢

CHAPITRE III.

QUELQUES CAS POSSIBLES.

1. Apreés avoir signalé quelques impossibilités, je vais maintenant indiquer
des cas possibles. Quand on examine ce qui se passe au voisinage de deux
singularités essentielles (zéro et 'infini), on constate que, en dehors du cas ou
il y aurait quatre valeurs localement exceptionnelles, tout est possible.
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1° Aucune valeur exceptionnelle, ni a lorigine, ni a Uinfini. — Q((s) étant
holomorphe au voisinage de I'origine et de I'infini et en ces points [ cL(0) et
@ () non nuls] et « étant tel que p(z) soit analytique en o [p() non nul], il
est facile de voir que

D(z)=p(s+a)p (i -+ a)(:'((z)

est un exemple de ce cas. Il suffira de reprendre le raisonnement classique sur
les zéros des fonctions elliptiques pour voir que si I’on se place assez prés de
Vinfini, ®(3) — @ = o a autant de racines que de poles a I'intérieur d’un paral-
lélogramme des périodes de p(z), donc deux. En effet,

@ p' (s + d)p(\:i—l— a)@((;) —p(s+a) ’ZE‘EP/<;+ a>a(z)—|—p(z—|—a)p<;+a>a’(5)
(I)—/,/,:

pla—+ a)p<§+a>&(z)—a

et ce quotient pour = assez grand s’écarte arbitrairement peu de

(o)
()

P'(s+a)+p(s+ )

[22
p(@)@(=)
Son intégrale le long d’un contour de parallélogramme de périodes est donc
nulle. '
Il en est de méme au voisinage de I'origine.

p(5+a)—

2° Aucune valeur exceptionnelle a lorigine; une a Uinfini. — On prendra
p<§>e(z)a(z); e étant une fonction entiére d’ordre fini non entier (pour
qu’elle n’ait pas d’autre valeur exceptionnelle que I'infini).

3° Aucune valeur exceptionnelle a Uorigine; deux a Uinfini. — p (é> e @(z)
sera dans ce cas. ‘ '

4° Une valeur exceptionnelle a Uorigine; la méme exceptionnelle a l'infini. —
€, (%)eg(z)a(z) e, et e, entiéres d’ordre fini non entier; I'infini sera excep-
tionnel aux deux points).

5° Une valeur exceptionnelle a l'origine; une autre a Uinfini. — els) A(z)

“(3)

6° Une valeur exceptionnelle a Uorigine (zéro); deux a U'infini (zéro comme a

Aa(z).

(linfini est exceptionnel & 'infini et zéro a I'origine).

ec's)

7°  Une valeur exceptionnelle @ l'origine (3éro); deux autres ¢ U'infini (un et

lorigine et U'infini). —
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linfini). — Zéro étant exceptionnel a I'origine et I'infini a I'infini, on sera dans

un cas particulier du cas du 5°, soit —"’?ﬁa(z), e: et e, étant telles que seul

()
zéro soit exceptionnel en zéro (il suffit de prendre e, d’ordre fini non entier)
et que, de plus, 1 soit exceptionnel & I'infini. La fonction e, <§> —e,(3)A(z)
n’aura donc pas de zéros a.l'infini et I'infini sera exceptidnnel pour elle a
I'origine comme a 'infini. On sera dans le cas du 6°. Donc e, <;> —e,(3)A(3)
devra pouvoir étre identifié a b (\;)e"“"d’,(z), @B(z)comme A (z)étantune fonc-

tion holomorphe autour de ’origine et de I'infini et en ces points. b <1>e“‘z"03(:-)

4
<

devra avoir des zéros autour de l'origine <il suffira comme dans les cas

précédents de prendre b <{> d’ordre fini non entier) :
On prendra donc b (;) e @(z) quelconque et son développement de

Laurent autour de I’origine donnera
I I
b <:>6d(5)03(5) Ef<:> -+ CP(,G),

o(z) étant holomorphe dans un cercle de centre O et ayant I'infini comme
singularité essentielle, on pourra poser

o(5)=h(s)C(z),

C(z) étant holomorphe autour de l'origine et de Uinfini et en ces pornts. 1l
suffira de prendre
e = f, e,=h, A=—C.

8° Deux valeurs exceptionnelles i lorigine; les mémes exceptionnelles a I infini.
\ a(z)+b -I:
— Ce serale cas de ¢ <”)@L(z).

9° Deux valeurs exceptionnelles & lorigine (séro et un); deux exceptionnelles

a Uinfini (un et U'infini). — On sera dans le cas de la forme 50@_((:].)_) A(s)etla
(] ::

fonction ei< > — ey(5)@(5) devra étre sans zéro, aussi bien a l'origine qu’a

1
I’infini. On devra donc identifier cette fonction qui est holomorphe a I'origine
1

et infini a ¢’ (E)H(E)a’)(z). Son développémentde Laurent autour de I'origine

donnera
&5 (2) gz :;;<—l> - (s)

~
&
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et U(z) holomorphe en zéro et singulier essentiel & I'infini sera égala j(z)C(z).
On prendra encore
—e.

Il

e =g =] et a

2. Je vais maintenant étudier le cas de trois singularités essentielles en me
bornant au cas ol o, 1, o sont les trois seules singularités de la fonction ¢
(en dehors des poles). , :

Montrons qu’on peut avoir zéro exceptionnel en zéro, un en un, l'infini &
I'infini et A partout. On doit avoir

A doit étre exceptionnel partout, donc

ore(25) =10(2) e ()

doit étre holomorphe (sauf en o, 1, ) et sans zéro, donc

a(:)c(_ 1—1>_ 7\1,<l~>,,1 (~L1> __ Jue (§)+1,3<$)’

un est exceptionnel en un. Donc

a(z)c(z—l—_l> —b (f) ‘1 (ﬁir>

doit étre holomorphe (sauf en o, 1, x) et n’avoir pas de zéro au voisinage
de un. Donc

w(z)e <_LI> — <E> " (~:1> :e"-‘&l)d(;)e(é).

eh,(z)—rhg (%)‘”’3 (‘%1) oM (ﬁ) d(s) e <£>
I z
a(z)c<z——1>: I—A

n’a pas de singularités essentielles (ni poles) en = =o, ce qui implique que

4}1: e]l1(5)+]lg <12)-+-/1u (;—7—1>-—h,, (5%——1) — ) d(z) e (;>

Donec

n’en ait pas non plus. Son développement de Laurent sera donc

s(s)+ k(2 )-
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De méme

I I 8711(:}—0—/1, (%)—l—/z3 <:',_1_—1> _ e//4 (5—11) d(;) e<é\)
b<2>c1<5_1>: 1— A

n’a pas de singularités essentielles (ni de poles) en z = o, ce quiimplique que

%: e/u(:)—r—/zg (2)—«—113 (ﬁ)"”“ (s—‘__—1> . d(;) . < >
n’en ait pas non plus.

Son développement de Laurent sera doncf< > —[—J(;_;_I) - Mais

BN -

I
S

L‘1,1__%_—_(1—}‘)d(z)ee):g(ﬂ —f<§> + k<z_l_r\) _f<;i1>

n’a pas de singularités essentielles (ni poles) en z =1, ce qui entraine ;' =.
De plus,

q»l—wezo—Me""“"’”"l@)”‘“(*—J"“(f?):g<s>—lf<§5+<f—%->’f< =)

P |

On pourra donc prendre arbitrairement A,, h,, h, et h,. On en déduira g, f
et k; g et fdonnerontdete. Ona

elhthetls — g — ) bey et el de = uc — bey.

De ces deux équations, on tirera ac et bc, et la fonction ¢ sera déterminée.

On voit comme le probléme se complique dés que plus de deux singularités
essentielles entrent en jeu. Méme avec trois singularités seulement, je n’ai pu
arriver a voir si tous les cas étaient possibles & l'intérieur des restrictions
données par le chapitre I. En particulier, peut-on avoir un et I'infini excep-
tionnels a I'origine, zéro et un exceptionnels a I'infini, zéro et I'infini excep-
tionnels en un ? L'infini étant exceptionnel a l'origine et zéro a I'infini, la

‘<£>m< L

0 ) Comme zéro et I'infini seront

fonction devra étre de la forme

5 —1
exceptionnels en z =1, m( ——) sera de la forme ¢ **7'/. Il reste & imposer a

R
[I<—>
) ~ f (—.,

1Y '
G i) le fait d’avoir un comme valeur exceptionnelle 4 I'origine et

Pinfini. Done 0(z)—a <é> e () holomorphe partout (sauf o, 1, o), devra

avoir zéro comme valeur exceptionnelle en zéro et 'infini. Ce qui fait que 'on

devra avoir ,
b(s) — ¢<1> o () e (3) ,{<__I_>

5—1
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Il faudrait donc que l'on puisse trouver d, f et k telles que si 'on prend le

) - . d(z)—i—f(i:) /1 <y
développement de Laurent autour de infini de e k| ;——> et si l'on

retranche de cette fonction b(s) (c’est-a-dire la partie du développement
contenant les puissances positives de z), il reste le produit d’une fonction

LN 1 . .y 1 P
entiére en - par une fonction entiere en — et ayant séro comme valeur

exceptionnelle autour de un. 1l reste a prouver que la chose est possible.

CHAPITRE IV.

QUELQUES PROBLEMES.

1. Dans le chapitre précédent, j’ai déja indiqué quelques questions. 1l y a
- me semble-t-il & déterminer tout d’abord quels sont les cas possibles, d’une
maniére générale, pour n singularités essentielles. Qu’arrive-t-il pour les
fonctions que Mittag-Leffler appelait du deuxieme genre (celles qui ont une
infinité de singularités essentielles)? Peuvent-elles avoir une infinité de valeurs
exceptionnelles ?

2. En revenant au cas de deux singularités, toute une série d’interrogations
se présentent. On sait que I'on peut remplacer une valeur exceptionnelle dans
le théoréme de Picard par deux valeurs réguliéres par rapport a 2, selon
I'expression de M. Montel [a est régulier par rapport a4 2 si ¢(z) — @ a toutes
ses racines doubles]. Soit donc ¢(z) ayant zéro et I'infini comme singularités
essentielles; en zéro, @ est exceptionnel, b et ¢ sont réguliers par rapport a 2;
a I'infini, d est exceptionnel, e et f sont réguliers par rapport a 2.

Relation entre a, b, ¢, d, e, f? Ou bien a, b, ¢, d réguliers par rapport a 2
en zéro; e, f, g, h réguliers par rapport & 2 a I'infini. Relation entre les huit
valeurs ? Ce probléme est lié aux formules d’addition, dans le premier cas des
fonctions circulaires, dans le second des fonctions elliptiques.

De méme, M. Montel a établi qu’il était impossible au voisinage d’une singu-
larité essentielle qu’il y ait une cubique exceptionnelle, mais qu’il pouvait y
avoir une conique. ¢(z) ayant une conique exceptionnelle en zéro et une a
I'infini, quelles sont les relations entre les deux coniques ? (I’énoncé de ce
probléme m’a été donné par M. Montel).

Les valeurs exceptionnelles de Nevanlinna en zéro et & I'infini ne sont proba-
blement pas non plus indépendantes. Ici la fonction de Green pour une
couronne construite par M. Villat, devra étre utilisée.

3. Enfin, il y a la question des valeurs exceptionnelles le long d’une ligne.
On doit pouvoir aller plus loin que ce que j’en ai dit au chapitre II.
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La voie & suivre me parait la suivante : soit L, ligne singuliére de ¢, ou a,
b, ..., k sont exceptionnels et L, ligne singuliére ot /, ..., 7 sont exceptionnels.

Supposons les deux lignes L, et L, fermées et disjointes, L, étant intérieur
a L,, de sorte que le domaine de définition de o soit une couronne. Appelons
F, une fonction fuchsienne définie dans le cercle unité ayant a, b, ..., &
comme valeurs exceptionnelles et F7 la fonction inverse; I, une fonction
fuchsienne ayant/, . .., r comme valeurs exceptionnelles F; la fonction inverse.

F (o) va étre une fonction holomorphe et uniforme au voisinage de L,,
multiforme ailleurs. En utilisant toujours le développement de Laurent, on
aura F{(9) = 0,(3) + $(5), o, (3) étant une fonction uniforme ayant L, comme
seule ligne singuliére et ¢ une fonction multiforme, mais n’ayant pas L, comme
ligne singuliére.

Filon,(2) +d(2)] =9

sera uniforme. On aura de méme

Fo[ Br,(5) + x(2)] = o.
La relation
Filan (5) + ¢ (5)] = Fy[ Br,(5) + z(2)]

remplacera la relation (®R) du chapitre I. Dans ce cas, les exponentielles sont
remplacées par des fonctions fuchsiennes. La discussion de la possibilité de
cette relation sera liée aux théorémes d’addition des fonctions fuchsiennes.
H. Poincaré fait allusion a ces théoréemes dans une Note du 29 mars 1886 (Sur
les fonctions fuchsiennes et les formes quadratiques ternaires indéterminées).

Je crois avoir posé plus de questions que je n’en ai résolu. Il semble qu’ily
ait dans ce domaine un champ de recherches assez vaste qui doit lier I’analyse
a 'algebre dans le cas du dernier probléme que j’indique.
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