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SUR

LE PROBLEME DE LA GENERATION

D’UNE

TRANSFORMATION DONNEE D'UNE COURBE FERMEE
PAR UNE TRANSFORMATION INFINITESIMALE

Par M. Arrico FINZI (*).

—— Q G——

CHAPITRE I.

Jai achevé ce mémoire pendant la période que j’ai passée 4 Paris comme
chargé de recherches auprés de M. Elie Cartan. Qu’il me soit permis d’exprimer
ici au grand géométre francais mes sentiments de vive reconnaissance et de
respectueuse admiration.

1. Je considere, sur une courbe fermée C, une transformation finie T, qui
posséde une inverse, d’équation

(1) z= g(x) (-c—l%—rl>o>,

dépourvue de points invariants, et j'étudie le probleme de savoir s’il existe
une transformation infinitésimale

(2) . Xf:g(x)%;

telle que T fasse partie du groupe g, & un paramétre engendré par X /.

(1) Il m’est trés agréable d’exprimer mes remerciments a M. G. Ascoli, professeur a 'Universilé
de Turin, qui, par ses conseils, m’a permis d’améliorer en plusicurs points la rédaction de ce
Mémoire. ' )
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Il est facile d’'indiquer une condition nécessaire pour que le probleme soit
possible : Si une puissance 1" de T laisse invariant un point P, elle doit laisser
invariant tout autre point de C ('). Soit, en effet, T’ une transformation
arbitraire du groupe g, auquel appartient T; soit P’ le transformé de P par T'.
Par les transformations successives T'-*, T*, T’, P’ ira en P, restera en P et
reviendra enfin & sa position originaire. Mais T” et " sont échangeables entre
elles, on a done

T/ TAT~t = Tn;

on voit que P’ aussi est invariant par T".
On peut concevoir trois cas :

1. Il existe une puissance T", qui laisse invariants tous les points de C. T est
cyclique.

2. Il existe une puissance T, qui laisse invariants quelques-uns seulement des
points de C.

3. Il v’y a pas de points de C invariants pour une puissance quelconque de 1.

Nous dirons que les transformations 1 et 3 sont réguliéres, et que les
transformations 2, qui ne satisfont pas a la condition nécessaire donnée, sont
irrégulieres. _

On peut attacher & une transformation T un invariant &, le module : consi-
dérons T comme engendrée par un mouvement continu, qui porte tout point P

, “ 3. . N m
en son transformé; on pourra considérer, pour une puissance 1", le rapport —-

du nombre m de tours complets de C, que ce point accomplit par T* a
Pexposant n. On définit le module comme la limite de ce rapport quand n croit.
Nous ‘'verrons au paragraphe 6 que cette limite existe toujours et qu’elle est
indépendante du point P considéré. Le module des transformations 1 et 2 est
toujours rationnel, celui des transformations 3 est irrationnel.

Nous avons déja vu que les transformations 2 ne sont engendrées par aucune
transformation infinitésimale; on peut facilement démontrer que, au contraire,
une transformation 1 admet une infinité (dépendant du choix arbitraire d’une
fonction dans un intervalle) de transformations infinitésimales qui I'engendrent,
dans la seule hypothése que g(x) posséde une dérivée continue.

L’étude des transformations 3 réguliéres, de module irrationnel, n’a pas le
méme caractére élémentaire; on peut toutefois démontrer facilement qu’une
transformation 3 admet au plus une transformation infinitésimale, qui
U’engendre.

(1) A. Finzt, Su una questione posta da S. Lie (Rendiconti dell Acc. Nasz. dei Lincei, 1947,
8e série, vol. 3, p. 185).
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Représentons maintenant par

my I

Ny

Ay—1

la a'*m réduite du développement du module d’une transformation T du type 3;
on démontre le théoréme A : i/ y a toujours une transformation infinitésimale,
qui engendre une transformation T du type 3 si la fonction g(x) posséde une
dérivée seconde satisfaisant a la condition de Lipschitz, et si I'on peut choisir un
exposant positif A < 1, de fagon que

¢

(3) ' lim %% —o.

a>w ny

La démonstration est fondée sur la considération des transformations itérées
de T. '

Il est vraisemblable que la condition (3) concernant le module soit la moins
restrictive que I’on puisse donner ('). De toute facon, si I’on ne fait aucune
hypothése concernant la croissance des entiers a,, on ne peut pas affirmer
a priori 'existence d’une transformation infinitésimale, qui engendre T; en
effet, pour des valeurs convenables du module, on peut construire des trans  forma-
tions 3, représentées par des fonctions admeitant des dérivées d’ordre aussi élevé
qu’'on veut (ou méme par des fonctions analytiques), et auxquelles ne correspond
aucune transformation infinitésimale.

D’ailleurs, pour une transformation T ayant un tel module, méme lorsque la
transformation infinitésimale correspondante existe, il ne semble pas possible
de le reconnaitre par un procédé fini et général (*). C’est que, dans le probléme
de la construction de la fonction £() & partir de la fonction g(z), il n’y a pas
de continuité d’ordre fini, dans le sens du calcul fonctionnel. Mais la continuité

s'introduit lorsqu’on se borne & la considération de transformations ayant un
module donné, satisfaisant a la condition (3).

Un autre point a signaler est le suivant : si, a partir d’'une transformation
infinitésimale, qui est caractérisée par une fonction £(x) ne possédant pas une
dérivée premiére, on remonte par une intégration & une transformation finie T
du groupe g, qu’elle engendre, on trouve, en général, que la fonction g(x), qui
caractérise T, ne posséde pas une dérivée seconde. Dans le cas du théoréme A,

(1) Il serait toutefois bien désirable de le démontrer; on reviendra sur ce point dans le dernier
‘paragraphe de ce Mémoire. De toute fagon on démontrera (§ 33) que les nombres irrationnels compris
enlre o et 1, qui ne satisfont pas a la condition (3), constituent un ensemble de mesure nulle.

(2) On est toutefois assuré que T admet une transformation infinitésimale qui ’engendre, lorsqu’on
sait qu’elle appartient 4 unc famille oot de transformations réguliéres, satisfaisant a certaines
conditions.
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au contraire, on part d’une fonction g(«), qui posséde une dérivée seconde et
I'on arrive & une fonction £(z), dont nous n'avons pas démontré qu’elle
posséde une dérivée premiére. La question se poserait alors de sacoir si cette
dérivée premicre existe en réalité; je ne sais pas toutefois si & cette question on
doit répondre par I'affirmative.

On pourrait peut-étre ticher de démontrer le théoréme A sous des conditions
moins restrictives concernant la fonction g(x). Cela ne semble toutefois guére
facile; de toute facon la méthode employée ici devrait étre complétement
abandonnée. '

Il serait aussi intéressant de savoir.si, en admettant 'existence de dérivées
d’ordre supérieur pour g(x), il s’ensuit 'existence de dérivées pour £(x).

On peut enfin considérer une transformation T arbitraire, quisoit représentée
par une fonction g(x), dont la dérivée seconde satisfait a la condition de
Lipschitz, et poser le probleme de savoir si cette transformation appartient au
type 1 ou 2 ou bien si elle a un module irrationnel et admet une transfor-
mation infinitésimale, qui ’engendre (type 3'), ou enfin si elle a un module
irrationnel, mais n’est engendrée par aucune transformation infinitésimale
(type 3"). On peut répondre que, les trans formations 1 et 3" étant exceptionnelles,
une transformation arbitraire peut appartenir ou bien au type 2 ou bien au
type 3'.

D’une facon plus précise, soit

xl:g(xl 0)7

-

une famille de transformations dépendant d’un paramétre 0 et choisie de fagon
arbitraire, & part quelques conditions qu’il est inutile de préciser ici; on
démontre le théoréeme B :

L'ensemble des valeurs de 0, qui correspond & des trans formations 1, est vide;
U'ensemble qui correspond a des transformations 3" a une mesure nulle; les deux
ensembles, qui correspondent aux transformations 2 et 3', ont une mesure dufférente
de zéro.

L.a démonstration du théoréme B utilise le théoréme A.

Le travail actuel n’est pas sans relation avec la belle théorie des transfor-
mations d’'une courbe, due a Poincaré et a Denjoy (*). La notion de module
avait été implicitement introduite par Poincaré; on doit a M. Denjoy un résultat

(1) H. PoiNcarg, Sur les courbes définies par les équations différentielles, ((Euvres complétes,
t. I, p. 137-158); A. DENsov, Sur les courbes définies pur les équations différentielles & la surface du
tore (J. Math. pures et appliquées, t. 11, 1932, p. 333). On pourra aussi consulter a propos des
questions traitées dans ce Mémoire, et pour des informations bibliographiques, une Note de
M. Hapamarp, Two works on iteration and related questions. (Bull. Amer. Math. Soc., vol. 50,

1944, p. 67).
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que nous utiliserons pour démontrer le théoréme A. On ne fera pas ici un
exposé complet de cette théorie, mais on donnera, au Chapitre II, une démons-
tration du résultat de M. Denjoy. '

Il n’est pas peut-étre sans intérét de remarquer que le probléme (raité dans
les Mémoires de Poincaré et de M. Denjoy est au fond celui de I'équivalence
d’une transformation T & une translation,

=z + k,

par rapport au groupe des transformations biunivoques de C, qui sont repré-
sentées par une fonction continue; le probléme traité ici est celui de I’équi-
valence par rapport au groupe plus restreint des transformations biunivoques
représentées par une fonction continue et douée d’une dérivée continue et
positive.

Notre Mémoire est divisé en quatre Chapitres : les deux premiers servent
d’introduction; au Chapitre 11l on donne la démonstration du théoréme A; au
Chapitre IV on construit des transformations 3" et I’on démontre le théoréme B.

2. « étant I'abscisse sur la courbe C, nous admettons qu’a un tour complet
de la courbe correspond l'intervalle unitaire de 'abscisse : alors aux deux
valeurs x et  + 1 de I’abscisse correspondra le méme point géométrique de C.

La fonction g(x), qui décrit la transformation T sur la courbe C, satisfait
évidemment la relation

glx+1)=g(x)+1.

Nous supposerons que g(z) posséde les dérivées continues jusqu'a un

certain ordre, qui sera précisé; nous indiquerons ces dérivées de la facon

suivante
—d"g(x) = gh(x).

dxh

Nous convenons de dire que, lorsque I"abscisse @ croit, le point  se déplace
vers la droite; si nous supposons que le point &, transformé de x par T, est &
la droite de «, nous aurons donc

sl@)>a.
Nous poserons (')
=g (8(x)) = 8:(2),
z,=8(8(8(2))) = &(2),

et nous indiquerons par g,(z)=« la fonction, qui décrit la transformation
identique; nous aurons aussi a considérer les fonctions d’index négatif, qui

(%) On indiquera parfois, plus en général, par x,, 23, ... des nombres congrus (mod 1) & g+(z),
&3(z) ..., qui représentent donc les mémes points géométriques de C.
Ann. Ec. Norm., (3), LXYII. — Fasc. 3. 31
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décrivent les puissances négatives de T. Enfin nous indiquerons par g'(z) la
dérivée At de la fonction g,(x).

Nous dirons que le point d’abscisse x,== g,(n), transformé de x par T", est
le n'*m conséquent de x, et que x_,= g_,:(x) est le n*m gntécédent de x.

Si les points x, «’, " se suivent dans un certain ordre, leurs n'*™* conséquents
(antécédents) se suivent dans le méme ordre.

3. Supposons maintenant que la transformation infinitésimale

. )
(2) ()L

engendre T. La fonction £(x) sera supi)osée continue, positive, et de période 1.
On sait que I'équation du groupe g, engendré par (2) est

fll“ dx ;—t
. Glx) 7

¢ étant le parameétre du groupe, @ un point de C et &, son transformé. Sil'on
suppose donc qu’on obtient T en donnantau parameétre ¢ la valeur particuliére 1,
on doit avoir

8%
(4) ‘/; Z_(»’U—):

Soit % le module de T, introduisons une nouvelle abscisse y définie par
I’équation

>~

Lz

(z)

K

dy = :

Y

la transformation infinitésimale (2) s’écrit, dans y,

df

/f(/)/,

et ’équation de T devient donc
yi=y+ k.

Le module %, qui est invariant par un changement de la variable, est donné,
dans le cas actuel d’une translation, par le rapport de I'ampleur £ de cette
translation a I'intervalle de la variable y, qui correspond & un tour complet
de C : on voit donc que cet intervalle est encore égal & 1.

4. Nous allons étudier, dans ce paragraphe, les transformations 1 (cycliques).
On démontre facilement qu’a une transformation cyclique correspond une infinité
Jonctionnelle de transformations infinitésimales, qui 'engendrent.

Supposons, en effet, que pour T tout point de C revienne, pour la premiére
fois, apres m tours de la courbe, a sa position originaire. On aura done

Tr=1.
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Un point déterminé z de C posséde n—1 homologues Ly, Loy vy Lo, par
rapport au groupe cyclique engendré par T. Il y aura m — 1 de ces points qui
tombent entre x et x, ; soit z, le premier homologue & la droite de .

La démonstration se fait en construisant la fonction continue, positive et
périodique £(x), qui parait dans I'expression de la transformation infinitési-
male, de facon que I'équation (4) soit satisfaite. Nous définissons d’abord £(x)
dans I'intervalle (5, 'sa.) en lui imposant la seule condition

‘/“T‘ dr 1
x t(x) m
. . 4 . .o N ' ‘ - . m,
Soit maintenant & un point extérieur a l'intervalle (x, xs), et soit T la
puissance de T, qui porte en x le point x_,, homologue de x et intérieur &

Pintervalle (x, ). Nous définissons () par I'équation

() HE I P A

g,‘.(x_,‘) g; (1’-7]_) _Q(x—l)

La fonction £(x) est de cette facon définie partout sur la courbe; elle est
continue sauf dans les n points z, 2y, ..., ,_,. On peut éliminer facilement
ces discontinuités en imposant a la fonction détinie dans l'intervalle (E, .;',.) la
relation

() -

S\ & r

—— :Q((Z‘)

gi(z)
Si I'on veut aussi que les dérivées de £(2) soient continues, il faudra imposer
d’autres relations.

Nous allons maintenant montrer que la fonction £(2), que nous venons de

définir, répond au probléme posé. Il faut pour cela qu’on ait, quel que soit x,

g(v) dx ’
fr ="

Supposons d’abord que x ne coincide avec aucun des points x; entre x
et g(x) il y aura alors m de ces points; soit, dans l'ordre,

Liy Xjy ey Xl

/"v" dx

% o(@)

Té porte (z, x,) en (x;, ;). Si nous prenons la nouvelle variable d’inté-
gration x_; définie par

Evaluons l'intégrale

x_,:g_l(a?),
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nous aurons, en vertu de (5),

f';" dx _f;‘ dz_; L
L @) e m

m

— I
— Il faut encore calculer

les deux intégrales de x a @; et de x, 2 g(). On voit tout de suite que ces deux

L’intégrale étendue de x; a x, sera donc égale a

intégrales ont la valeur globale %, en remarquant que x et g(&) possédent un

méme homologue , intérieur a (z, x,) et que, par exemple, I'intégrale de x
a ; est égale, en vertu de la relation (5), 4 l'intégrale de x_, x,.

Si x coincide avec un des points @, &, @,, ... la démonstration est encore
plus simple.

5. Nous allons voir qu’a la différence des transformations cycliques, les
transformations de module irrationnel sont engendrées par une transformation
infinitésimale au plus. Soit en effet T une transformation de module irra-
tionnel £, qui admet deux transformations infinitésimales

Xf=ia) L, 2= L

si 'on I'introduit I'abscisse y définie par I’équation

X/ se transforme (§ 3) en k% et T se transforme dans la translation

d’ampleur 4; enfin Z f se transforme en

7 1@ df.
S=h e (y)) dy

Il y a des multiples de £ qui différent d’un entier aussi peu qu’on veut; il ya
donc, parmi les puissances de la translation d’ampleur %, des translations qui
déplacent les points de C aussi peu qu’on veut. Il est impossible que toutes ces
translations soient engendrées par 7' /5 en effet les transformations engendrées
par Z' f et trés proches de 'identité sont de la forme

6 =y + kwdt—i—.

®) Y=Y RO
n(2(2))

(z(y))
translations.

n’est pas une constante et les transformations (6) ne sont donc pas des
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CHAPITRE II.

6. Revenons, pour mieux la préciser, sur la notion de module.
Si T est du type 1 ou 2 et si pour T* les points de C (ou une partie de ces
points) reviennent a leur position originaire apres m tours de la courbe, il est

. , . m
évident que le module est égal au nombre rationnel —-
Considérons maintenant une transformation du type 3. Nous devons montrer
m . \
que le rapport — du nombre m de tours que = accomplit par T & I'exposant n

tend a une limite.

Supposons que x accomplisse m' tours par la transformation T et " tours
par T*. Puisque & accomplit m’ tours par T", il accomplira, par (T")", un
nombre de tours compris entre m'n" et (m'~+ 1)n”, mais on voit, d'une facon
analogue, que le nombre de tours en question doit étre compris entre n'n’
et (m'+1)n'. ‘

La différence entre m"n’ et m'n" ne peut donc dépasser le plus grand entre
les deux entiers ' et »”. Par conséquent

" nl_|__ n!/

nl nll

m' m
n' n"

m! nll . ’nrlnr
n/ ’l”

’

. m . .
cela montre bien que —- tend vers une limite £ pour n — .

Il nous reste & montrer que, dans le cas actuel, le module 4 est irrationnel.
Soit T la plus grande puissance de T par laquelle un point x n’arrive pas a
accomplir un tour complet de C; le point z, sera a la gauche de . Les points

Xy xn,+1) -172111-;—17 x311,+1;
se suivent donc de droite a gauche; soit
Lo n+1=— Ln,

le dernier parmi ces points qui se trouve, ainsi que ceux qui le précedent, a la
droite de @. Par 1", x accomplit a, tours de C. '
Considérons maintenant les points

Znys  Lngrnyy  Longrnyy  Langrny o0 oy
ils se suivent de gauche a droite, soit
Zagngtn, — Ln,

le dernier d’entre eux, qui se trouve, ainsi que ceux quile précédent, a la
gauche de @. Par T, x accomplit presque complétement a, a, 1 tours de C.
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On peut poursuivre de la sorte; si 'on indique par
my—1, m, = d,, my=— s+ 1,
le nombre des tours accomplis (ou presque complétement accomplis) par le

. . I o A ‘e Pas T | 1 1
s L ? 9 e e C
point x lorsqu’il est transformé par T, Tr, Tr respectivement, et si 'on
pose m,=o0, n,=1, on comprend que la succession
m m, m, m,

b
n, n ny ny

— )

9

tend vers le module £ de la transformation T. Mais on a, d’une facon générale,

My 9= (g1 My 41—+ Mg,

Ngyo == (g1 Mg 1 —+ N,

ce qui montre que la succession des fractions représente le systéeme des réduites
du développement de 4 en fraction continue illimitée; £ est doncirrationnel. Le
module de T est évidemment nk, il peut étre plus grand que 1, et I'on devra
attribuer des modules négatifs aux puissances négatives de T. D’ailleurs, sil’on
considére une transformation au point de vue géoméurique, le module n’est défini,

au fond, qu’a un entier pres. .
Considérons en particulier les transformations T, T, T, ..., T, ...
leurs modules sont donnés par n, k, n.k, n,k, ..., n,k. Posons
) J 9

L, == &n, (X)) = & + My + Yo (X);
la transformation
Zn, = & + Yo ()

coincide, au point de vue géométrique, avec T"; son module est donné par
nek — my=ky;
les fonctions y,() sont alternativement positives et négatives.
De méme, les nombres £, sont alternativement positifs et négatifs; de

I

-

m
b — =2
Ty,

Mo Nyt ’
on déduit
I

Nka| =] ngk —ma | <

gt

I

Les nombres £, sont donc de I'ordre de grandeur de y 1ls satisfont au méme

o

systéme d’équations récurrentes que les nombres m, et n,,

koo = gy koyr + ko;

ils constituent, a un facteur constant pres, la seule solution du systéme, qui tende
vers zéro pour o —w ; en effet, s’il y avait deux solutions indépendantes tendant
vers zéro, il en serait de méme de la solution générale.
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7. Nous dirons qu’une transformation continue t de C, dépourvue de points
invariants, d’équation

r=x 4 7(=x),

est tres petite ('), si, enindiquant parc, et 3, deux membres positifs convenables
trés petits par rapport 4 1, on a toujours

() < 8y
et

I— 6z< '_Y(x—) <1 62’
T7(2)
lorsque o’ appartient a U'intervalle (x, x,).
L’équation de la transformation inverse =—* est donnée, approximati-
vement (*), par

ry=x—y(x).

Pour calculer I'équation de T<T~', transformée de < par la transformation T
d’équation (1) [ en supposant que g(@) possede une dérivée seconde continue],
remarquons que par les transformations successives T-*, 7, T le point = va en
g—(x), en g (x)+v(g_1(x)) et enfin en

gla—i(z)+y(g-1(2)]== + 1(8-1(2)) ' (g1 (2))+. .
I’équation cherchée est donc, approximativement,
= + Y (§-1(2)) ' (g1 (2)).

Considérons enfin le module d’une transformation trés petite. Le module d’une
telle transformation est donné, approximativement, par I'inverse de I’exposant
de la plus petite puissance de la transformation par laquelle un point  accom-
plit un tour complet de C; cet exposant est a son tour donné approximativement
par

on a donc pour le module I’expression

__r
/'W_H dx
. Y(@)

(1) Trés petit a une signification relative; on veut dire assez petit pour que les relations qu’on va
donner dans ce paragraphe (qui seraient exacles pour 8, et d: infiniment petits, ¢’est-a-dire pour des
transformations infiniment petites) soient valables avec une approximation suffisante pour les applica-
tions qu’on en fera dans ce Mémoire (aux paragraphes 32 et 40).

(2) Je pense que la signification mathématique exacte du mot approximativement, qui parait plu—
sieurs fois dans ce paragraphe, est ¢vidente dans chaque cas el ne demande pas d’autres explications.
Par exemple, dans le cas actuel, je veux dire par ce mot que la différence entre les deux abscisses
Z—y et & —y(x) est plus petite que 3,85, done plus petite qu'une quantité quadratique en 3, et 3.
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Supposons enfin que la transformation trés petite © soit égale au produit

Ti) Ty -+ - T de n transformations trés petites T, Ty, ..., Ty, repré-
sentées par n fonctions v (@); v.(x), ..., Ym(2x), toutes du méme signe;
supposons que le rapport

v (& .

(i (=) (J=1,2, ..., n)

Yo ()

soit toujours trés proche de I'unité lorsque 2’ varie dans l'intervalle (z, x,)
compris entre un point x et son transformé par <. On a alors, approxima-
tivement, '

v(@)= Y (@) + Y (2) 4+« .+ Y (2).

Entre le module £ de © et les modules k), ko), ..., by de T, Tays - oy T ON

a la relation ) \
l{ék(“—l— k(g)—l—. .o+ /i'(n),

valable approximativement. Pour I’établir il suffit d’avoir recours a ’expression
du module, que nous venons de donner; il s’agit de montrer que

1 1 I

= o e —_
‘/, xr4+1 dx f a1 [[.x f x+1 dx
e Y@ FTe@) FeHrm(@) J, To(@) e Tm(x)

c’est la un cas particulier d’une relation connue (*).

;

8. On peut faire correspondre, & un point x de Cetal’ensemblede ses homo-
logues par rapport aux puissances de T, un ensemble de points sur un cercle I
‘de longueur 1. La considération de cette représentation, due 4 Poincaré, va
jouer un role important dans la suite. Au point = de C faisons correspondre un
point particulier y de I'; en général aux points

o Xgy Xeny Xy, Xy, Xy, Xy Xy

de C faisons correspondre les points

o Ys=y —3k, yoa=y—2k ya=y—=~k y,
n=y—+k, yi=y-+2k, yy=y-+ 3k,

respectivement. Il est bien clair qu’a deux valeurs de y, qui diflérent d'un
entier, correspond le méme point de I'. Désignons par 0 la rotation de I' d’un
angle amk, qui porte y; en y;.,.

Soit maintenantx;, x;, ;, ... des homologues quelconques de x et y;, v;, ¥4, ...
les points correspondants de I'. Les points a;, x;, x;, . . . sont situés dans le méme
ordre que les points y;, y;, ¥r, - ..; cette remarque est due a Poincaré.

(1) Haroy, Porra el LitrLEwoop, Inequalities, p. 146.
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Il suffit évidemment de démontrer cette propriété pour un groupe de trois
points, dont I'un est le point ,

Z, Xi &),
et pour les points correspondants de T',
Yy Yo V-

Supposons, par exemple, /< j. T" porte  en x;, T/ porte x en x;, enfin T/~
porte x; en x;.

Le module de T?est donné par ¢k; soit 7/ le plus grand entier contenu dans %,
alors T? améne x en x; aprés ¢ tours.de C. De méme, si j/ est le plus grand
entier contenu dans le module j£ de T/, cette transformation aménera x en x;
aprés j’ tours complets de C. Enfin le nombre de tours apres lequel la transfor-
mation T/-"améne z; en x; est évidemment égal a j'— ¢’ si en se déplacant de x
vers la droite on rencontre x; d’abord, et z; apres; il est égal a j'— ’— 1 dans
le cas opposé. Ce méme nombre est donné, d’autre part, par le plus grand
entier contenu dans (j —7)k.

D’autre part, on va de y a y; par 0' et par un déplacement total donné par ik,
en faisant d’abord ¢ tours complets de I'; on va de y; & y; par 0/ et par un dépla-
cement total donné par j, et en faisant d’abord ;' tours complets de I'; enfin
par 0/~ on va de y; 4 y; aprés un nombre de tours qui est évidemment égal
aj'— 7 st en se déplacant de y vers la droite on rencontre y; d’abord, et y;
ensuite, et qui est égala j/— 7 —1 dans Ie cas opposé. Mais, ici encore, ce
nombre est égal au plus grand entler contenu dans (j — ¢)£. On voitdonc que y;
précede y; si x; précede x;, et vice versa.

L’ampleur du déplacement y;— y; qui porte un point y; en un point y; est
donnée par le module (j —¢)k de la transformation T/~%. La distance entre les
points géométriques y; et y; est donnée aussi par le module de T/, 4 un entier
preés.

9. Les déductions des paragraphes 9, 10, 11 et 12, quoique élémentaires,
sont parfois un peu minutieuses. Il sera surtout nécessaire, pour la suite, d’étre
quelque peu familiarisé avec les considérations de ce paragraphe et de bien
rappeler le lemme du paragraphe 10 et le premier lemme énoncé en italique
au paragraphe 11.

Les considérations du paragraphe précédent font comprendre I'importance
de considérer la distribution des points y, sur I', distribution que nous allons
étudier dans ce paragraphe.

Considérons d’abord les n, + 1 points

y» ,)/17 )’2, )’;, ey ,}’111;
Ann. Ec Norm., (3), LXVIL. — Fasc. 3. 32
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ils se suivent de gauche a droite & une distance égale a £; enfin I'intervalle

(Yno )
a 'ampleur
1— kny=\ky|.

On voit en somme que ces premiers n,+ 1 points divisent I en n, intervalles
(¥iy Yirr) (0 Zi<n;) d’ampleur £ et un intervalle (y,,, y) ’ampleur | £,|.
L’intervalle

(et 1)
peut étre obtenu a partir de (y,, y) par le déplacement d’ampleur %, son
ampleur est donc encore donnée par |k,|. Aprés cela, le point y, (v <m)
divise I'intervalle

(Yiers J0)

en deux parties, dont
(‘yn‘+i: }l)

a 'ampleur | £,|. Deux points s, ¥s.: déterminent également un intervalle
d’ampleur | £, | compris dans (yi_,, ¥:).

On peut poursuivre; on voit que les a,n, points Y, 1 Ynoay - - -3 Ynornt
divisent chacun des r, intervalles d’ampleur £ du premier réseau en a, inter-
valles partiels d’ampleur | £,| et un intervalle d’ampleur |£,|, situé a gauche.
On a ainsi un nouveau réseau formé par les n,— n, points

Yo Yo Yoo oo Yngrn,
et constitué par a, n, + 1= n, intervalles

(o Yien) (0 L0 )
d’ampleur | £, | et par n, intervalles

(Vo Yieny) (o Li<ny)
d’ampleur £,. A
On peut poursuivre indéfiniment dans la formation de nouveaux réseaux.
Le o' réseau sera formé par les n, + n,_, points

Vo Fis Vo eeor Fngrneet
et sera constitué par n, intervalles,

(Yis Yisn,—) (0 L0 < ng),
d’ampleur | £,_,|, et par n,_, intervalles,

(o )’i-f—@) (0 Zi < ng),
d’ampleur | £,].
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On passera du o™ au « - 1®"* réseaun par la considération de n,a, nouveaux
conséquents de y, en divisant chaque intervalle d’ampleur |k, ,| en a,
intervalles,

()’i-;-nmfﬁ-bunuy }’i+nu-1+(ba+1)n,‘) (ba: 0y Iy ooy Iy — 1),

d’ampleur | £,|, et un
(o Yivng s

d’ampleur | £,..|, situé a droite (a gauche). De méme, on passera du o 1"
au o -+ 2" réseau par la considération de n, ., a, , nouveaux conséquents de y,
en divisant chaque intervalle d’ampleur | £,| en a,., intervalles d’ampleur | £, ,|
et un d’ampleur | £, .| situé a4 gauche (a droite).

Nous aurons aussi 4 considérer, par la suite, un deuxiéme systéme de
réseaux, celui des réseaux incomplets : le «®™ réseau imcomplet est formé par
les n, points

Yo Y Yoo e YVng—t)
il est constitué par n, — n,_, intervalles,
o Yien,—) (0 Zi<ng— nay),
d’ampleur | £, |, et par n,_, intervalles,
(is Yicngong—)  (Ro— Ray 21 << ng)

d’ampleur |k, , |+ | £,|.
Evidemment, a tout réseau de I correspond un réseau de C, ayant son origine
dans unpoint donnéx. Nous dirons qu’un intervalle (x, , ) d’ampleur |y, ()],

qui correspond & un intervalle d’ampleur |k, ,|de T, a le module | k, ., |.

10. Dans la suite de ce Chapitre nous allons supposer que la variation totale V
de la fonction g, () soit bornée.
Soit x un point de I'intervalle (z, x,, ,)et 7 une valeurde I'index —Z n,. Nous
allons montrer que, lorsque « et i croissent, le rapport
gi (&)
(7). : S
gi(x)
reste toujours compris enitre deux quantités positives convenables, qu’'on peut
choisir indépendamment de , x', i et o; nous exprimerons cela en disant que le
rapport reste fini. Pour la démonstration, remarquons qu’on a

i—1 i—1

st@=]] ' st@=]] &h

par conséquent

i—1

(@) 1 < () — &' ()
g;(x)*‘n,- T e (@) >

0
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Pour montrer que ce produit reste toujours fini, il suffit de montrer que la
sommation

’i | (2) — &' ()]
= &' ()

reste bornée. Les dénominateurs, qui paraissent dans les termes de la somma-
tion, ne sont certainement pas plus petits que le minimum de la fonction continue
et positive g, (x); il suffit donc de montrer que

i—1

218 (@)= g (@)

reste bornée. Les intervalles (x;, @j,,, ) (j <n.), qui appartiennent au o'
réseau de C, ne peuvent avoir que les extrémes en commun; a plus forte raison
les intervalles (x;, ;) ne peuvent pas avoir des points intérieurs en commun;
la derniére sommation ne peut donc dépasser la variation totale V de g* ().

Le rapport (7) resterait encore fini si 2’ était dans l'intervalle plus grand
(@, @5,, ). Pour le prouver il suffit de choisir un point " qui appartienne
a(x, x,,_) et tel que ' appartienne a (2, z, ); alors du fait que les deux
gi(2") 8 (2))
g (&) 7 gl (z)

No—1

rapports et restent finis, il s’ensuit que (7) aussi reste fini.

11. Nous allons démontrer que le rapport

Ya (‘Ti) Y“ (x;) ‘/I"L'—Hlu _ ZIT;»
(8) Yal®) _ Ya(@) @b, —a
Ya(Z') Yo (2:) Liyn, — Xy

Ya(x) Yo () Zn, — &

reste toujours fini. Nous avons indiqué par ' un point de I'intervalle (x,x, )
et par 7 un entier =~ n,.
Le théoréme de la moyenne nous donne

Liyn, — Xi= gi(x),) — gi(x) = (&, — &) gl (2"),
en indiquant par " un point convenable de I'intervalle (2, 2, ). On tire de la

, :

Zitn, X 1 1%
— = &i (2 ).
2 & (@)

o%

En faisant la méme chose pour le dénominateur du troisieme membre de (8),
on arrive a conclure que le rapport (8) est donné par

&gl (=)
&i (2%

9

x* étant dans (z, x,,). Cela démontre que le rapport (8) reste toujours fini.
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Nous voulons montrer maintenant que le rapport_

Yo(Zn,) X, — x,,
Yo(2) Xy, — &

(9)

entre les ampleurs de deux intercalles contigus de méme module |k ,| reste fini
lorsque o croit.

Soit z le point de maximum de la fonction |y,(«)[; si I'on fait, dans (8),
{=n, et que I'on substitue z a 2’ et '_, a x, on déduit que le produit

‘ Yo < ‘;—:{z,) Yo ( ;,“")
ta(2)  1a()

(qui évidemment est plus petit que 1) ne peut pas devenir infiniment petit. En
remarquant alors que ni I'un ni 'autre des deux facteurs

(IO) Yoc(x—n,)’ Yoc(irn,,),
ra2)  ya(a)
ne dépasse 1, on reconnait qu’aucun de ces facteurs ne peut devenir infiniment

petit; nous pouvons donc conclure qu’ils restent finis.
Considérons maintenant le réseau incomplet formé par les n, points

}" )’u ey }’nu—d

nous avons vu (§ 9) que ce réseau divise I' en n, intervalles dont "ampeur ne
dépasse pas |k, 4|+ |ky]. Si I'on considére donc un intervalle quelconque
d’ampleur |2 £,_,|,

(V= ko1, Y+ ko),

il y aura certainement un point y; parmi les n, considérés, qui tombe dans cet
intervalle. On voit alors qu’il y aura aussi un point x;(¢< n,), qui tombe dans
“I'intervalle de module |24, ]

(x_"u*'l ’ x"u—1>;

en effet, s’il n’en était pas ainsi, on pourrait déplacer 2 par continuité jusqu’a ce
que I'un des extrémes de l'intervalle (z_,, ,z, ) vienne i coincider avec I'un,
x;, parmi les points z, @,, x,, ..., @, _,, tandis qu'aucun de ces points ne
tomberaita 'intérieur de 'intervalle. A 'intervalle de C obtenu de la sorte corres-
pond Pintervalle (y;, y;,+ |2k, +|)oul'intervalle (y;, y; — |2k,_,|) ducercleI';
alors a I'intérieur de cet intervalle d’ampleur |24, ,| il ne tomberait aucun des
points ¥, ¥y, ..., ¥, ,, ce que nous avons exclu.

Substituons maintenant x, a 2’ dans le premier membre de (8) et indiquons
par 7 la méme valeur de I'indice que dans leslignes précédentes; nous trouvons

\

Yo Zny+i)
Yo (1) — & (x%,) ,
Ya(Zn,) &i (x%)

Ya(2)
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x* étant un point convenable de (x, x,,) et 2, étant un point convenable de
(2,,, @,,,); nous en déduisons que le premier membre de I’équation reste fini.
De méme, sidans le second membre de ’équation (8) onfaiti=n, etl’on subs-
titue &; 4 2 et x 4 ', on déduit que le rapport

Ya(,,)
Ta()
Yo (Zni)
Yoc(‘Ti)
reste fini. De la comparaison de ce dernier rapport avec le premier membre de
’équation précédente, et en rappelant que le second des rapports (10)
reste fini, on déduit finalement que le rapport (9) reste fini.
Plus en général, en indiquant maintenant par «' un point dans (x, x, ), on
reconnait que le rapport
Yola') ax, —a&
Yal(Z) Xp, — X

reste fini. On le voit facilement en remarquant que les points
Zy, X'y Tn, Tn, L Lo,
sont ordonnés et que les deux rapports

’ ’
1211“ xuu_ ‘zina ‘Tn“l

) / /
xuu_ — & xny_ —x

restent finis.

12. Nous avons vu que, lorsqu’on passe du ™™ au o 41" réseau de I', on
obtient, del'intervalle (y, y, ) d’ampleur |k, ,|, unintervalle d’ampleur| £, |,
(0 Ynus)s

et a,.,>1 intervalles d’ampleur | £,],
(P In e )s (Inomg I _ran ) oo (Vg prtaiynar I, )-
De méme, lorsqu’on passe du « - 1™ au a -+ 2™ réseau, on obtient, de
(P srton i I )

un intervalle d’ampleur |£,.,| et a,.,>=1 intervalles d’ampleur |£,.,|, dont

I’un est

(y"u—ex’ y“’"u—H)'

On voit donc que, en passant du o™ au o - 2" réseau, on obtient, de
I'intervalle
()’y yll“,‘i):

d’ampleur | £,_, |, au moins deux intervalles contigus d’ampleur | k., |,

(-/V/‘ -y"«+1>’ (y"‘;—i'i' ‘y2“m+1).



PROBLEME DE LA GENERATION D'UNE TRANSFORMATION DONNEE D'UNE COURBE FERMEE. 261

En passant ensuite du o 2" au a 4 4™ réseau nous obtiendrons, de
chacun de ces deux intervalles d’ampleur |£,., |, deux intervalles au moins
d’ampleur |k, |. Il y aura donc dans (y, y, ,) au moins quatre intervalles
d’ampleur | k.., | appartenant au a« - 4™ réseau.

On aura de méme au moins quatre intervalles de module |4, | du o 4
réseau de C, qui sont contenus dans (x, «,, ). Si alors

(xl7 x;loﬂ—s)

est un intervalle quelconque de module | k..., | contenu dans (x, ,,_ ), 1l yaura
au moins un intervalle de module | £,.,|, contigu a (&', &, ), qui est égale-
ment contenu dans |(x, @, )|
Si I'on remarque que le rapport entre 'ampleur des deux intervalles

contigus doit rester fini et que la somme des ampleurs est certainement plus
petite que I'ampleur |y,_,(x)| de (@, x, ), on voit que le rapport

Yors(2")

Yo—1(2)

reste toujours inférieur & un nombre positif convenable plus petit que 1, qu’on
peut choisir indépendamment de x, de 2’ et de «, et que nous voulons consi-
dérer comme la quatriéme puissance p* d’un nombre positif p.
Considérons maintenant plus en général un entier o’< « et supposons que
. , . .. Lo — al )
I'intervalle («', ) soit contenu dans (x, ac,,a,). En indiquant par E <T)) le

!

. a—a . R
plus grand entier contenu dans 7—* On pourra construire une chaine de

E<“_

respectivement égaux & | k.|, |ka_s|, |ko_s|, .. .. chacun de ces intervalles étant
contenu dans le suivant et le dernler étant contenu dans (x, :v,,a,> [01‘1, éven-

tuellement, coincidant avec (x, x,ta)]. On déduit ainsi que le rapport

’

a> intervalles, dont le premier est 'intervalle («/, 2/ ), de modules

Yo:(xl)

o ()

[ oa—at
est plus petit que pw( ‘ ),.\,_.\p“—“’*.

L’ampleur de I'intervalle (z, x, ) ne peut pas, en particulier, dépasser p*~°.
Le maximum de I'ampleur des intervalles des réseaux successifs constitués par
un point x et par ses conséquents tend donc a zéro. L'ensemble dérivé de
U’ensemble constitué par x et par ses infinis conséquenis recoucre donc la courbe C

tout entiére (*). C’est ce dernier résultat, qui est da a M. Denjoy.

(") Il n’en est pas nécessairement de méme si I'on ne suppose pas que g!(x) soit a variation
bornée. Dans ce cas, comme I'ont montré Poincaré et Denjoy, I’ensemble dérivé peut se réduire a un
sous-ensemble parfait et discontinu de C, qui ne dépend pas du point x considéré.
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13. Nous indiquons par

Co

le maximum absolu de v,(x). D'aprés ce que nous venons de voir ¢, tend
vers zéro pour o — oo, et, plus en général, (%"i tend vers zéro pour & — &' — 0.
¢, est inférieur a p*>. ‘

Nous allons évaluer le maximum absolu du rapport

Yo z')

D@ S

en indiquant toujours par ' un point tel que (', &),) soit contenu dans (x, z,,,).

Convenons d’indiquer en particulier par 2 et 2’ deux points de C, en corres-
vo (' . . -
pondance desquels le rapport Y—“(—(x—; atteint son maximum absolu et par x le
R o’ .
point dans lequel vy, (x) atteint le maximum c,. Faisons la remarque que

les 2n,,, intervalles transformés de (w, w,,w) par T°, T* T2, ..., T2t
recouvrent une fois au moins tout point de C; x appartiendra donc & un au
moins de ces intervalles, soit (x;, @;., ). Par une déduction analogue i celle
du paragraphe 11 on trouve

Yo(2)  ya(a)

Yo (2) Ya(2') — g (x") .

Yal2') — var(®) 83 (a™)

Yo () Yo ()

x* et & étant deux points convenables de (x, xnu). Le dernier rapport reste
Yo (2)) et Yo (2')
Yo (2) Yo (2)
d’autre part, d’aprés ce que nous avons vu a la fin du paragraphe 11, que le

rapport entre Y, (x;) et '«(a(.;z) reste fini, nous voyons donc que le rapport

fini; le rapport entre

reste donc fini. Nous pouvons affirmer

/ ’
entre 1:(Z) ot 100) vosie fini.
Y“'(x) Ya/<x)
Mais
Yac("ilj) — Tcx(x'j) _ fﬁ;
Yo (Z) Coqt T Cyr
’ J
nous pouvons enfin affirmer que le rapport entre 1“(x et < reste borné; nous

‘a/(x) Cy’
dirons que =) o5t au plus de Uordre de =
Yar () Car
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CHAPITRE 1L

14. Nous allons donner, dans ce Chapitre, la démonstration du théoréme A :

Il y a toujours une transformation infinitésimale qui engendre une transforma-
tion T du type 3 st g(x) posséde une dérivée seconde satisfaisant a la condition de
Lipschitz, et si lon peut donner un exposant i <1 de facon que

(3) lim—a—i:o.

La démonstration du théoréme étant assez longue, il n’est pas mal d’en
donner, dés maintenant, une idée générale.

Nous avons déja vu que les transformations T"“(a =1, 2, 3, ...) corres-
pondent a des transformations géométriques déplagant tout point de C aussi
peu qu'on veut, alternativement a droite et a gauche; on peut représenter ces
transformations géométriques par

Zy, =+ Yu(x) (a=1,2,3,...).

Les modules %, de ces transformations sont alternativement positifs et -
négatifs et tendent vers zéro. Supposons maintenant que la suite des fonctions

r(@) wl@) yaa)
(11) % s % ) cy I )

converge d’une fagon uniforme vers une fonction positive £(), on démontre
qu’on obtient alors nécessairement la transformation donnée T lorsque, dans
I’équation du groupe g, engendré par .

. df

AC

on donne la valeur particuliére £ au parameétre ¢. Tout revient donc 2 démon-
trer la convergence uniforme de la suite (11).
Lorsque 'on passe du o™ au « + 1" réseau sur C, 'intervalle

(@ 00,
d’ampleur | y,_,(2)|, est divisé¢ (§ 12) en un intervalle
(@ )
d’ampleur |v,.,(x)], et a, intervalles
(Pnypp @y _in, )5 (T Tn_gion )y o (P ttag—tinn Tng,, )

d’ampleurs respectives

(12) I Yoc(xnmg‘) !, I Yo (xn“_j—a—nu) Iv ) [ Yoc(xﬂu_i—e»(a“_j)na) I
Ann. Ec. Norm., (3), LXVIL. — Fasc. 3. 33
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Si ces a, derniéres quantités étaient égales entre elles et égales & [ y,(x)|, on
pourrait donc poser

Yot (@) = Yor1 (Z) — %5 Ya (1')’
d’ou

Yort (2) = @y Yo () + Ya—r ().

(’est le méme systéme d’équations auquel satisfont les quantités &, (§ 6) et
nous avons remarqué que ces quantités constituent, & une constante multipli-
cative preés, la seule solution du systéme qui tend vers zéro lorsque «— .

En reéalité, les quantités (12) ne sont pas rigoureusement égales entre elles;
on démontrera toutefois que, pour « — oo, le rapport entre I'ampleur de deux
intervalles contigus de module |%,| tend vers I'unité. On concoit qu'il puisse
en découler que les rapports
(11) (@) - ya(2) Yo (2)

7y et B . ceey

sans étre rigoureusement égaux entre eux, puissent du moins étre convergents
pour a — 0.

Au paragraphe 11 nous avons déduit que le rapport entre deux intervalles
- conseécutifs de module | £, | reste fini du fait que le rapport

gi(2)
(7) ‘ 8i ()

(i<Lny)

reste fini. Par un raisonnement tout a fait analogue on déduira que le rapport
entre deux intervalles contigus de module | £,| tend vers 1 pour a — «, du fait
que, en réalité, le rapport (7) tend aussi vers 1 pour o — cc.

La démonstration du théoréme A reviendra donc au fond 2 démontrer que /e
rapport (77) tend vers 1 avec une rapidité suffisante. On démontrera d’abord que
le rapport (7) tend vers 1; une démonstration successive qui utilise I'hypo-
these (3) nous permettra ensuite de démontrer que le rapport (7) tend vers 1
avec une rapidité suffisante. La premiére démonstration occupera la premiére
partie du Chapitre jusqu’au paragraphe 20.

15. Nous allons introduire des locutions, dont nous ferons un usage trés
fréquent dans la suite de ce Mémoire.

P’ et P” étant deux quantités dépendant d’un ou de plusieurs indices (et,
éventuellement, du choix d'un ou de plusieurs points de C) Iaffirmation
« P" est de l'ordre de P’ » indiquera qu’on peut donner deux inégalités

PP’< PI/<qPI'
lesnombres p et g dépendant seulement de g(2)[plus précisément du maximum

et du minimum.de g'(x), du maximum et de la constante de Lipschitzde g* ()]
et non pas des autres arguments, dont dépendent P’ et P”. L’affirmation « P est
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de Uordre de P' au plus » indiquera qu'on peut donner la deuxiéme des deux
inégalités; I'aftirmation « P" est de U’ordre de P’ awmotins » indiquera qu’on peut
donner la premiére des deux inégalités.

Indiquons par &' et 2" deux points de l'intervalle (z, @, _,). Nous devons
étudier le rapport

. &n (2

(13) L (@)’
a part une différence non essentielle dans la forme on peut obtenir (13) en
posant, dans le rapport (7), = n,. Faisons d’abord la remarque que si 2’ est
trés voisin de x', de fagon que le rapport

2 — 2

Yo—1(Z)

‘ x' — 2"

Ty, — X

‘:P,

sout trés petit, la différence de (13) @ 'unité est a son tour trés petite, de [’ordre
de o' au plus. : _

Pour établir cela, il suffit (voir le paragraphe 10) de démontrer que la som-
mation '

n,—1

, -
(14) PRELCARUCAY

o ]
est au plus de I'ordre de o'. On a, en vertu du théoréme de la moyenne,

I U ! " ! U
Zp— % T — % Ty — %
e e R e A g
p/ - x/_ x// - xﬂm_i—i—i— x] - g}(xﬂ)’
X, —x X, —x

o1 *—1

x* étant dans (2", @) et 2** dans («x, @,, ). Le dernier rapport reste fini, ce
qui montre que les rapports
U

7
Zj— %

xna41+1' - xj

sont tous de I'ordre de p'. Alors la mesure de la somme des intervalles (2}, z;)
est aussi de 'ordre de ¢’. Enfin la sommation (14) ne dépasse pas la variation

de g'(«) dans la somme des intervalles (), x;). La fonction g*(z) satisfaisant
a la condition de Lispchitz, cette variation est au plus de I'ordre de la mesure

de la somme des intervalles.

16. Nous savons déja que le rapport (13) reste fini. Dans les prochains para-
graphes (jusqu’au paragraphe 19) nous allons démontrer que, plus précisé--
ment, ce rapport tend vers 1 lorsque a — . Soit o’ une valeur de I'index, fonction
de a, telle que o’ et & — o’ soient infiniment grands pour o — o : nous allons

.. , . a
choisir, par exemple, o’ égal au plus grand entier contenu dans -
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Le a'®m réseau de C est formé par les n, -+ n,_, intervalles
(xi; xi—i—n“,_i) (i< ny),
(.l‘[, 371—.-11“,) (I <nyy).

Considérons 'expression

ng,—1

(15) E gﬂ(xi)lxi+n

i §' (1)
0

1

al—1

n
X
,_1—.%[[—}— Zl s (xl)’xh—n«,“‘“xl])
0

o

g ()

(15) représente une somme de Riemann de I'intégrale définie

41 2 (z) -1
[ g1(w)dx:f dlogg(z)=o;

<

Ty

sa valeur est donc donnée par 'erreur qu’on commet en la substituant a
I'intégrale. La fonction sous le signe d’intégration étant une fonction de
Lipschitz,’savariation dans chaque intervalle est au plus de I'ordre de 'ampleur
de I'intervalle ; I'erreur considérée est donc au plus de 'ordre de

Ry —1 n 1

al—1"

2:‘ <'Ti+na,_1"“ xi)‘l -+ 2 l(.l’[,,_,,w —_— x1>-°~.

0 0

L’ampleur de chaque intervalle est (§ 13) inférieure 4 ¢, ,; on voit enfin
que l'erreur considérée est au plus de 'ordre de

Ila,—l llm,—__‘—l z

Cott E ) i~Ti+na,‘1— $i[ -+ E ; le+n“,_ xli s = Ca'—1-
2

0 0

La valeur de U'expression (15) est donc de ’ordre de c,_, au plus. Apres ces
remarques, nous allons étudier le rapport

1 J nq‘—-i 1 4 ol "
; gh(@) _ g(a) =8 <a:,~>>_
() 52 Iolz(l T e )

ce rapport reste fini (§ 10) puisque la sommation Z

g (x) — g (@) |

- reste
J 8 (z;)

bornée; considérons maintenant la sommation
ng—1 "1(1’1 ) ol (x// )

& Y 3
(16) Z 5\ 5 \Fj),

= g'(xy) ’

cette sommation devient infiniment petite lorsque « croit, comme nous allons
le démontrer; il en résulte que la différence entre le produit (13) et l'unité
devient infiniment petite, et qu’elle est donnée par la sommation (16) lorsqu’on
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néglige des quantités, qui sont infiniment petites d’ordre supérieur ou qui sont
de 'ordre de ¢’c, 4 au plus (*).

Nous devons donc évaluer I'ordre de grandeur de la sommation (16). Etant
donné que nous nous intéressons a 'ordre de grandeur, mais non pas au signe
de (16), et du fait que les quantités (x — ) sont toutes du méme signe, nous
pouvons multiplier le terme d’index j par lacj x;| et le diviser par (z;— a});
en appliquant le théoréme de la moyenne on obtient la sommation

Ny —

1
| 2 (})
6 Z I\ — 2,
(I ) - ] g1($1)] J j!

les 2] étant des points convenablement choisis dans les intervalles (2}, ).
Soit (@i, Tirn, ) [0W (@1 @14a,)| Uintervalle du o*m réseau auquel appar-
tient (}, x;), son ampleur est plus petite que ¢, _,; o"‘(a:) et g*(x) sont des
gx) 8z ,)
et
g w) &' (a))
de c,_, au plus. En rappelant (§ 15) que les rapports 7% sont tous de

x”u X

I'ordre de ¢’, on trouve facilement que 'erreur totale, qu’on commet en substi-
() - 2a), & (x))
ou a2

gz g  g(4)

fonctions de Lipschitz, la différence entre est donc de I'ordre

tuant dans la sommation (16*) 2

b
est de 'ordre de p'c,,
au plus.
Si alors nous désignons par f(x,-, xi’*‘”w—) et par f(x,, xl+,lw) la somme des
ampleurs des intervalles (), a:,') contenus dans (xi, x,-+nq,_1) et, respectivement,

(1) On a en effet

Ng—1
3 g(z)—g( ¥ g(x) — g (x)
Egm)—g(m gl -]
g' () g'())
Ny—1 :
- 5“(06)—"‘(70) 1 gt (z) — gt (z) 1y [gi) —gtzh? .
- 3, 2E | F eddmpia [ e opal,

pour « — le troisidme terme du dernier membre est infiniment petit d’ordre supérieur par rapport
au second si celui-ci est infiniment petit; en ce qui concerne le quatridme terme, remarquons que

g' (%) —g' (7]
g ()
est au plus de lordre de | zj— 7|, donc, & plus forte raison, au plus de l'ordre de p’ce—1; par
conséquen! le quatrieme terme est au plus de l'ordre de

\

Ry —1

A
¢ Co—t E ; [ 2j—x}| <o co—y-
0
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dans (x,, x,+,,w>, on obtient ainsi I'expression

s

al—1

ST (g NN S
gt (xi)f(lz, .rz+na'—1)+ 20‘[ g1(xl)f(x/, Ziin,),

Nyr—1 n
i

(17) >
qui donc différe de (16) d’une quantité de 'ordre de p'c,_, au plus.
Si les n, - n,_, rapports

f(wi; xH—nm,_‘) f(xla x/—kllu,)
SN v R N

b
[ Li— Liyn,_ | Ll — Lilgn, l

1

qui sont de I'ordre de o', étaient exactement égaux entre eux, (17) serait la
somme de n,+ n, , termes proportionnels a ceux de (15); sa valeur serait
alors de l'ordre de o’c, , au plus; c., est d’autre part (§ 12) plus petit
que p*—*, p étant un nombre positif convenable plus petit que 1; la valeur de

I'expression (17) serait donc de 'ordre de o’ p* au plus.

En réalité les n, —+ n,_, rapports en question ne sont pas exactement égaux;
il faudra en tenir compte.

17. Comparons d’abord entre eux les rapports

f(xiy xi+na,~,>

[==0, 1, ..., ngy—1).
P (=0, 1, .oy =)

a.’—il
Considérons un intervalle (2}, ;) appartenant a lintervalle (z;, zj.,, ,) du
a®me réseau tncomplet et a 'intervalle (x, a:,lwﬂ) du o/*m réseau complet. La

transformation T'(¢<n,) améne (&}, x)), (%, Xjn,_,) et (x, a:,,”_,ﬂ) dans
(@fjp @) (inejy Livjon,_,) OF (xi, xiwwﬂ) respectivement.

On a
’ ’ " U U
Zij— Tiyj Zivj— Lisj
- . - 1 *
(18’) Ziyjin, — Litj - .Z'j — .’L‘j L & (.’L‘J) (l< n )
7 0 — T — 1 *x a’)y
Z;— & Litjang—y— Livj &i (xj )
Zjrn,—y,— Xj Zjtn,—. — Xj

] et ;" étant deux points convenables de (x;, x;.,,_, ). Le rapport

*

Xt — ; —
j i | | Fna T %
Ln,  —X| 7| Zn,_,—
Co— ’ A
est (§ 13) au plus de I'ordre de —“—» par conséquent le rapport (18') est égal
al—1

Co—1
Car—1

a 1,  une quantité prés, de Pordre de au plus (§ 15). Une conclusion tout
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a fait analogue est valable pour le rapport

7 "
Livj— Ty

(18”) xi~+v/+nmvi—lzm - xi—i—i
! "

Ljotng—y—n, — Xj

)

dans le cas ou (), ;) appartient & un intervalle (x;, x;.,
incomplet.

Si alors on considére tous les intervalles (z;, z;.,, ) et (x;, €., 4 ), qui
recouvrent (a:, xnm,ﬂ), et si I’on additionne les numérateurs et les dénomina-
teurs des rapports correspondants (18") et (18”), on parvient & conclure que le
rapport

_n,) du a®m réseau

o1

f(xia xi+nm,7‘)
]xi — Zin,,_, [
j‘(‘ziy xnm,71>

I X — T, l

Co—1

est

. . N N e .\ Co—
est lui aussi égal & 1, & une quantité prés, de 'ordre de “— au plus. -
o/—1 ‘or—1

d’autre part (§ 13) de l'ordre de p* au plus.

18. Nous allons maintenant comparer chacun des rapports

f( Xy, $1+”w>

({=o0,1 Ry —1)
= Uy e ey Mtal—1
. lxl_xl-uza. ,

f(x, x,,u,_i) .

‘ L= Tnyy s 1
Lorsqu’on passe du o*™ au o + 1™ réseau, l'intervalle

<x7 xnd,__1>7

de module | £,_,|, que nous indiquons ici par A,, est divisé (§ 12) en deux
parties, la premiére, que nous indiquons par A,, constituée par o, intervalles

(xzz“_ﬁbm,nan xn“,ﬂ+(bw+1)nm,> (bw=0, 1, ..., ay—1),

de module |£,|, la deuxiéme, A,, constituée par un seul intervalle de
module | £,y |,

() Zn,, )
Les transformations T* "=~ portent 'intervalle

(xb xl+nu,)7

que nous indiquerons par B,, dans chacun des a, intervalles, qui consti-
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tuent A,. Faisons maintenant, pour 'intervalle (ax,, ‘”l+n.ﬂ> et pour chaque inter-
valle (wnw_ﬁbwnw x,,m_ﬁ(bu,ﬂ)nm,), un raisonnement analogue a celui que nous
avons fait au paragraphe précédent pour (x, x,, ) et (xi, xi’*‘"w»)’ et remar-
quons que ’exposant ny_, + b, n,— I est plus petit que n,.,. Nous arrivons
ainsi a conclure que les rapports

f( Ly 4Dy xnm,_l+(b«,+1)na,>

| Lty rbuims ™ Tyt (b (by=0o, 1 Ay — 1)
o= e
f(xl» xl—Hlm,) ) I y Qo
| 21— Ztin,, |

Co—1

sont tous égaux a I'unité, a des quantités pres, de I'ordre de au plus.

Cor
Additionnons les premiéres lignes, et, respectivement, les secondes lignes
de ces a, rapports; indiquons par m(A,) et m(B,) la mesure de A, et de B, et
par f(A,) et f/(B,)la somme des ampleurs des intervalles (z}, z;) contenus,
respectivement, dans A, et dans B,. On trouve ainsi que le rapport

J (M)
m(A,)
J(Bo)
m(Bo)

—1

7 3 . e ) . (&
est égal & 1, & une quantité pres, qui est de 'ordre de

o’

au plus.

Si 'on passe maintenant du o'+ 1" au o + 2" réseau, l'intervalle B, est
4 son tour divisé en une partie B,, composée par a,., intervalles de
module |k,.,|, et en une partie B,, constituée par lintervalle unique
(x,, x,+nm,ﬂ> de module | £,.,|. .

On peut amener 'intervalle A,, (a:, .a;nwﬂ), dans chacun des a,., intervalles,

qui composent B,, par des puissances de T d’exposant inférieur a n,..,. On en
déduit, comme plus haut, que le rapport

JS(As)
m(A,)
JS(By)
m(By)
est égal a l'unité, 4 une quantité pres, de I'ordre de f—“i‘— au plus. On peut

poursuivre.
Le processus se terminera de I'une des deux facons suivantes :

I. Sia—o/—1 estpair, on parviendraa unintervalle A, , , de module|%,_,
et & un intervalle B, ,_, de module |£, ,|. L’intervalle A, ,_, est divisé en
deux parties, la premiére, A, ,, composée de a,_, intervalles de module |£,_, |,
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dans chacun desquels il y a un intervalle (&, x/), la seconde, A, ,.,, cons-
tituée par un seul intervalle de module |k, |, dans lequel il n’y a pas d’inter-
valles (xl, x;). Dans I'intervalle By o il y a un seul intervalle (2, ;).
La mesure de A, .., est au plus de I'ordre de celle de A,_,., par conséquent le
rapport

m(Ay_x) _ m(Ay, o)
m(Aggr—) m(Ay—g)+m(Ay_yi1)

<1
reste” certainement toujours supérieur a4 une quantité positive convenable
donnée; d’autre part f(A, ,_,)est égale a f(A, .); on déduit que le rapport

f(Aoc—:x’—1) - f(A:x—oL’) nl(Aa—oc')
m(Ao_o—1)  m(Ay_w) m(Ay o)

est de 'ordre de ¢'. .
t J(Bag1)

D’autre part le rappor m(By o)

est aussi de l'ordre de ¢’. On reconnait ainsi

que le rapport

J (Ao o)
mM(Ag—gr—1)

.f( Ba—oc'—1)
nl(Ba—oc’-—l)
reste fini.

II. Sia—a'—1 estimpair on parviendra, d’une part, 2 un intervalle A,_,,
de module |£,_, |, dans lequel il y a un intervalle (&}, ;) et, dautre part, & un
intervalle B, , , de module | £, ,|, qui est divisé en une partie B, ,_, com-
posée de a,_, intervalles de module | £, ,| et en une partie B, , constituée par
un intervalle de module | £, |, dans lequel il n’y a aucun intervalle (2}, 2)).

On reconnait que le rapport

S(Asz)
m(Ay_yr)

f( Boc—:xLz)

m(By_y—s)
reste fini.

Dans une note placée a la fin de ce Mémoire, nous montrerons que, dans ces
conditions, on peut affirmer que le rapport

f(-z'l) xl+nm,) f( Bo)

| X1— Zlyn, \ . m(BO)
Sz xn, ) T f(A)]
lx—xna,ﬂ m(Ay)

que nous devions étudier, est égal & I'unité, & une quantité prés, qui est de
I'ordre de o’ p* au plus.
Ann. Ec. Norm., (3), LXVII. — Fasc. 3. 34
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19. Nous poserons

*

f z x"«x'—t
/(5 o) =%

I(z'——a;,l,
«

—1

¢* est de ordre de ¢'.
D’aprés ce que nous avons vu dans les deux derniers paragraphes, on pourra
écrire
f(xi; 1‘i+n“rﬂ) - P*(I +r; P“') I X — Lirn,_ l (i=o0, 1, ..., ng— 1,)

f(:z‘;, ‘Z']“L"a') :P*(I_’_rlalpw)Ix'l—xl—wuyl (l=o0,1, ..., ng_—1),

r; et r, étant des nombres pour la valeur absolue desquels on peut donner une
borne indépendamment de o.

Si 'on porte ces expressions dans (17), on arrive a conclure que (17) elle-
méme est de 'ordre de p’o/p* au plus.

Nous avons vu d’autre part, au paragraphe 16, que la différence entre (16)
et (17) est au plus de l'ordre de o'c,._,<¢'p*~*; nous pouvons donc affirmer
que (16) est de I'ordre de ¢’e/p* au plus. Au paragraphe 16 on a également
montré que la différence entre le rapport (13) et I'unité est donnée par la som-
mation (16), lorsqu’on néglige des quantités, qui sont infiniment petites
d’ordre supérieur par rapport & (16) ou qui sont de 'ordre de ¢’c,_, au plus;
on en déduit que la différence en question est de 'ordre de p’a/p* au plus. On
peut affirmer, en conclusion, qu'on peut donner une borne pour la valeur absolue
de la différence entre le rapport (13) et l'unité, de la forme

[

R

e, €tant un nombre de l'ordre de o p* <de Pordre dei—p >, qui tend donc vers

Z€ro pour o — .
20. Nous devons considérer maintenant le rapport

(7/) gi (.T)

S < ng),
& (2") ( «)

x' et 2" étant deux points de V'intervalle (z, «,, ).

Soit b, 1~ a, , le quotient de la division de ¢ par n,_,; divisons le reste par
Ns_s, on obtient un deuxiéme quotient b, ,~~a, , et un deuxiéme reste. En
poursuivant, on arrive a mettre le nombre 7 sous la forme

-1
I {=—=1i,=— by ng.
(19) 0 Za, ot
. ) 0
Posons, plus en général,

-1
= E byng, iy—0;
"
3
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on a alors
o—1
] '/ 1 x'.
(20) g () =TI 5’1;;";( flzﬂ),
@) =g @)
et 'on est ramené a I'étude des rapports
b——1

(21) ob-n H) gn ( +ln_).

Ob&"I( TIZZH) o lg'l;<xla+1+1“5)

Z_ et ., tombent tous les deux dans I'intervalle limité par les points
ot1 o o i1 L3

T T A Y (2 L, =@ 5 2 différence entre le facteur
d’index / du deuxiéme membre de (21) et I'unité ne dépasse donc pas
(8§ 19) | i cing g | ez; on a d’autre part
Fl xl;+1
(22) Iﬂ/"ﬁ‘ﬂum x"{;fu*’”zl . lx;;+i+ln;"x’1{;+i+ln;|
|, = — @ | | Zi, inoen _ —Zi vin_|
= ]x“ﬂ*’”z“‘"u—‘_x"zﬂ”";l | @i, lerin, — i, .+’";‘
lx"zﬂ'“‘/“)";—xi;ﬂ“".:l lxi;+1—";—1_ b

Le premier facteur du second membre est de 'ordre de ¢’ au plus, le deuxieme

est donc égal 4 'unité, 4 une quantité pres qui est au plus de I’ordre de

23 ! ] o a1 al g,
( ) P Co ' Xi. . — Xj_ 1 “
o+1 =1 o1

Co1q I Zi (l)n- " Li_ | 4in l

La différence entre le produit (21) et 'unité est alors de 'ordre de la somme
des quantités (23) au plus; en remarquant que les b; intervalles

. Z;
<xl;+.+l";’ lz+1+(l+1)n;>

sont contenus dans

< xi3+1’ le+1_"F—A)7

on reconnait que cette différence est au plus de I'ordre de

On aura donc enfin une borne ¢’¢; pour la valeur absolue de la différence entre
le rapport (7") et 'unité, de ['ordre de

(24)
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en considérant 'ordre de grandeur des nombres ¢, et ¢,, tel qu’il est donné par
les résultats des paragraphes 13 et 19, on reconnait facilement que (24) tend
vers Zéro pour o« — o«c.

21. Au paragraphe 11, nous avons démontré que le rapport

Yo ( Zn, )
YalZ)

(9)

entre deux intervalles contigus de méme module | £, | reste fini lorsque « croit;
nous avons déduit cela du fait que le rapport (7) reste fini. Nous allons
reprendre le raisonnement développé alors, en tenant compte du fait que les
rapports (7') et (13) tendent vers I'unité, lorsque & — .

On reconnait donc, par les mémes considérations utilisées au paragraphe 11,
que les rapports

Ya(@n,)
Yo(Zn,) (@)
ch(x> Ya(xn,x+i)

Yo (Zi)

considérés alors, sont égaux a 'unité, i des quantités prés, de I'ordre de ¢, au
plus. D’autre part, en rappelant que, dans ’équation

Ya(xnu-»i)
Yal@i)  __ gi(xh,)
Yo (Zn, ) - &i(x) ’
Yo ()

considérée au méme paragraphe 11, on a 1< n, et que =* représente un point
de (x, x,,) et «, représente un point de (x, , x,, ), on trouve que le premier
membre de la méme équation est égal & 1, 4 une quantité prés de lordre

"{1('7))
de Ya—1(2)

égal a Punité, a une quantité prés de lordre de e, —+

¢, au plus. On arrive de la sorte a démontrer que le rapport (g) est

Yal(2)
Ya—1(2)

e, au plus, donc,

Co

a fortiori, de l'ordre de ¢, - e, au plus.

Ca
On a démontré, a la fin du paragraphe 11, que, plus en général, si 2’ est dans
(x, x,,), le rapport
Ya(2')
’ Yo(2)
reste fini. On peut préciser maintenant cette affirmation par un raisonnement
: ’ . . ra (')
analogue a celui qu’on a employé alors et démontrer que le rapport % est
. o
infiniment peu différent de 1 lorsque o.—> o . Choisissons pour cela un entier / de
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1 o,
I’ordre de —; les / quantités
* &£
Eq+ Ex

Co—1

| Zn,— 2|y | Zan,— @Zn, |, -y | Zin, — Zu—tin,|

sont toutes du méme ordre et le rapport entre deux consécutives entre elles est
infiniment proche de 1. Il en est de méme des quantités
| x;za— z' I) | x:zrzu_ "L‘;zu], L] | x;ua— xZI—i)nu l'

En remarquant, en outre, que les points

! / o /
X, X, Xn, X, Xon,, Lon,, ceey X, ‘TE —1)a,,

@

sont ordonnés, on déduit facilement la propriété énoncée.
Considérons enfin le rapport
Ya(x”(z.fa),

Ya(2)
entre I'ampleur des deux intervalles (x, z, )et(z, _, «, ., )demodule|k,|,
homologues par rapport a T*—. Par des considérations analogues a celles que
nous venons d’employer dans I'étude du rapport (9), on démontre que ce

To—1 ()
Ya—2 (%)

*
a—1

rapport est égal a 1, d une quantité prés, qui estde’ordredec, , +

au plus, donc, a fortior:, de 'ordre de ¢;_, au plus.

22. En utilisant les résultats de ces derniers paragraphes nous pouvons
substituer I’affirmation faite au paragraphe 13 par une autre plus précise. Nous
5’{’(1';) ot Yo (1)
& (&™) '}’oc’(x)
tendent vers l'unité pour «'— oo ; en reprenant le raisonnement du para-
graphe 13 nous pouvons donc atfirmer que le rapport

savons maintenant, en effet, que lesrapports » considérésalors,

Yac(xl)
Y (2)

ne peut dépasser (L:f, sinon d’une quantité, qui est infiniment petite d’ordre
supérieur pour o’ —>oo.

Soit, d’autre part, x le point de G ou y,(x) atteint son maximum c,;
indiquons par z* un point de C tel que lintervalle (z, z, ) soit contenu dans
(;*, ;) En convenant maintenant, comme au paragraphe 13, d’indiquer par

Yo (2)

x et 2’ deux points de C, en correspondance desquels le rapport Y“ ) atteint
»
son maximum, on a
Yo (') ~ Yoc(:”) — Coi__ ’éi
Yo (2) Yol 2* ) Yur(x*) Cor
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En réunissant les deux résultats obtenus nous pouvons donc affirmer que le
Ya(2')
Yo()

v

. , . Cqy . . .
maximum du rapport est égal a . @ une quantité infiniment petite

d’ordre supérieur prés.

23. Considérons maintenant le rapport

Yo ()

Youu(2)|’

(23)

entre 'ampleur de deux intervalles contigus de module |k,| et |k, .|
Choisissons une suite monotone de nombres positifs M,, qui tendent vers.

. . . . 1 . , ;
I'infini, moins rapidement que —- Nous allons démontrer que, st a, < M,, le rap-
€, ) )

port (25) est égal a ll?“—|, G une quantité pres, qui est infiniment petile par
o—1

o

ko
. I . . I

st ag, < et qu’il est enfin de Uordre de <, au plus si a,”> =
o

ko

rapport a o

pour & — @ ; que ce méme rapport est encore de I’ordre de

Nous avons déja vu (§ 12) que, lorsqu’on passe du o*™ au a— 1*" réseau,
I'intervalle de module | £,_, |,
(z, x’lu—i)’
est divisé en un intervalle

() Zn,.,),
de module | £,., | et d’ampleur |y,.((x)|, et en a, intervalles
(26) (Zuyiy Tning )y (T _gings Tnggwony)s  + e (Eng_irag—iing Tn,..),
de module | %, | et d’ampleur respective
' [Yoa(@n,_ ) b 1Ya(@nyin,) b vy [V ( @0y riag—tin,) |-

To ( Ly +byn, )

Considérons un entier b,< a,; le rapport entre deux inter-

Yo Zn, _tib—)n,,)
valles contigus (a,_ i, @n,_+ip,410n,) € (Zn_ v, _yngs Tng_si,n,) St égal
I'unité, a une quantité prés, qui est de I'ordre de

\fo((xn,ﬂ_1+l),le,/'> *

+ 3
" Ya—1 ()

au plus.
Remarquons maintenant que les intervalles (26), d’ampleur |v.(x, .. )l

sont contenus dans U'intervalle (z, «, ), d’ampleur |v,_,(2)i. [ a, étant un

o1 I

. s 1 . . s .
entier de l'ordre de ; au plus, nous voyons par la que le rapport entre les

ampleurs de deux quelconques des / premiers intervalles (26) est égal a 1,
a une quantité prés, de 'ordre de

le,+ &)

au plus; c¢’est-a-dire que ces /intervalles sont tous du méme ordre.
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Supposons maintenant a, > EL et choisissons / de 'ordre de 81— : Pampleur de
- .

chacun des /intervalles sera évidlemment au plus de I'ordre de M, c’est-
a-dire de ¢, |y, (2x)|. Le rapport entre le premier de ces / intervalles,
(@n, _» Tnyen, ), et lintervalle (x, ,), d’ampleur |y, (x)|, est d’autre part
égal a 1, 4 une quantité prés, de l'ordre de z,_, au plus (§ 21). On voit donc
']’c:(x)
Yoch1(x)
démontrée.

que est de l'ordre de e, au plus; la derniére partie du lemme est

Considérons ensuite le cas ou a,< —; en choisissant {=a,, on voit que les
Eo’ - ’ 1
a, intervalles (26) sont tous du méme ordre de grandeur; ils sont alors de

I'ordre de Lﬁ—;&@——l et il en est donc de méme de lintervalle (x, x, ).
EACICS est donc de l'ordre de - (de ({“ >
[ Ya—1(2) | 22 ko

Supposons enfin a,<M,. Le rapport entre deux quelconques des inter-
valles (26) est alors égal & 1, a une quantité pres, de 'ordre de

.

Ay ey €5

au plus; le rapport entre I'un quelconque des intervalles (26) et I'intervalle
(z, z, ) est égal 4 1, & une quantité prés, de I'ordre de

Ayt €y Eq

au plus. On voit alors qu’on peut donner, pour le rapport (25), I'expression
approchée '

1

Yai1(2) ’

“at Yalx)

en négligeant des quantités qui représentent une fraction du rapport (25) de
Pordre de a,e,+ ¢+ a5, < M,e,+ e, + ¢, au plus.

Nous avons ramené notre question a la question analogue relative a la valeur
successive de l'index. Si 'on a aussi @,  <M,<M,,,, en appliquant les
¢ e (2)] :

mémes considérations au rappor
[Ya(2) |

nous pouvons déduire pour (25) la
nouvelle expression approchée

I
[ e

o1+

—r
Yotz (z)

Yo+t ()

en négligeant des quantités qui ne représentent certainement pas une fraction
de (25) d’ordre plus grand que Mye,+ e, + ¢, .
Supposons que, en poursuivant de la sorte, on trouve un premier quotient
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incomplet a,.>>M,, nous avons, toujours avec la méme approximation,
I'expression

ty =+
oiq =+ - .
- ,
X

ges+ | Lo ()

Yor—t ()
En remarquant d’autre part que, en vertu des considérations déja déve-

Yor () -

loppées dans ce paragraphe, le rapport

est certainement au plus de
Yor—1(2)

ordre de ML’ on peut enfin affirmer que le rapport (25) est donné par la

fraction continue limitée

I

g+ ————
gt . | 1

oy

en négligeant une quantité qui ne représente certainement pas une fraction
de (25) d’ordre plus grand que

1
Muey+ eq+eg g+ ==

M,
On trouve d’autre p.art la méme fraction continue lorsqu’on développe /ﬁk“
ta—1
) , . k * . .y
et qu'on néglige le reste | — ' qui est au plus de I'ordre de MI— La premiére
ox—1 22

partie du lemme est donc démontrée dans ce cas. Dans 'autre cas, ou les
entiers @y, @uiq, Gyyy, ... ne dépassent jamais M,, on peut déduire, pour le

ka

ko
illimitée, en négligeant unefraction durapport(25), del'ordrede M, e, ¢, +c¢,_,
au plus. Le lemme est maintenant complétement démontré.

rapport (25) et pour

» le méme développement en fraction continue

'Ya(‘f)

Il importe de remarquer que le résultat énoncé pour le rapport —r
o—1

‘ esl

Ca
.

valable aussi pour le rapport

Ca—1

24. La borne
Pea
pour la valeur absolue de la différence entre le rapport (13") et I'unité, telle
qu’elle nous est donnée par la méthode déja exposée, n’est pas suffisamment
petite pour la démonstration du théoréme A.
Nous allons supposer, par la suite, « assez grand pour que les nombres ¢,
et ¢, soient déja assez petits en vertu de la méthode précédente, et nous allons

déduire, par une nouvelle méthode, les nombres ¢, et ¢, pour les valeurs supé-
rieures de I'index.
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Nous supposons, dans les déductions qui vont suivre, ¢,_, infiniment petit par
rapport & g, pour o —- oo ; nous montrerons a posteriori, au paragraphe 30,
qu’une telle hypothése est permise.

De I'hypothése, que nous venons de faire, et de ce qu’on a vu dans une Note
en bas de page au paragraphe 16, on déduit que la différence entre le rap-
port (13) et 'unité est donnée, & des quantités pres, qui sont infiniment petites
d’ordre supérieur, par la sommation

"o 1 (!
(16) 2'5’ (xi)if (x/);
v &' (x})
en remarquant que 'ampleur des intervalles (x;, x)) et (x;, 2}) est certaine-
ment inférieure & c,_,, on reconnait, par un raisonnement déja développé au
paragraphe 16, qu’on peut substituer & la sommation (16) la suivante :

Ny —1

(27) 3 &8 i ah);

=& ()

’erreur qu'on commet est de l'ordre de ¢’c,_, au plus.

Les n, intervalles (x}, ;) sont contenus dans les n, intervalles (x;, x;,, )
de module |k, ;| du «*™ réseau; cela nous suggere de considérer d’abord la
sommation

Ny —1 Ny —1

NG NN &) ,
(28) ,ng" () (Zjin, =~ ;) :215)_1 (@) Vo—1(2))

On peut substituer i cette sommation U'intégrale

J e

étendue & 'ensemble des intervalles (x;, «, __.,); on voit, comme au para-
graphe 16, que I'erreur que 'on commet de la sorte est de 'ordre de c,_, au
plus. Enfin, intégrale étendue & C tout entiére étant nulle, I'intégrale définie
considérée est égale, au signe prés, a I'intégrale étendue a 'ensemble complé-
mentaire constitué par les n,_, intervalles (x;, ., ) de module | £,| du o'*m
réseau.

Pour évaluer cette derniere intégrale, remarquons d’abord que, lorsqu’on
passe du o — 1'®™ au o' réseau, les intervalles de module |£,_, | sont divisés
chacunen a,_, intervalles de module | £,_, | et un de module | £, |; au contraire les

intervalles de module | £,_, | ne sont pas divisés. On voit donc que chaque inter-
) du

Iy

valle (x;, x;., ) du «®m° réseau appartient a un intervalle (x;, z;.,
o — 1'*™° réseau. :
Cela posé, considérons la différence entre le rapport

%3

Ghpei (X))
g”"u.—t (‘T)

Ann. Ec. Norm., (3), LXVIL. — Fasc. 3. 35
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et Punité; cette différence ne dépasse pas /L((‘% 2,4, d’autre part elle est

donnée, a une quantité prés, qui est infiniment petite d’ordre supérieur
pour & — o, par la sommation

[ p—)
2 &' (@jn,) — 8'(2))
~ &' (%))

La différence entre le terme d’index j de cette sommation et I'intégrale

Tim, g (x) .
dx
f, g (x)

]

est de 'ordre de (z;,, — «;)* au plus; la différence entre la sommation elle-
méme et 'intégrale étendue aux n, , intervalles (x;, z;., ), que nous devions
évaluer, est au plus de 'ordre de

1] n,——1
_ C1G) . ] < Yo(2) )‘1 ) L < Yo () )‘2 )
= : ; [Ta*z(x/) (Tn, _rj—xj) | < e (@) [ on| e,y — X | << —r Cou—s}

on voit enfin que la différence considérée est de I'ordre de ¢, au plus. Il faut
remarquer que, pour établir la premiére inégalité, nous avons supposé que
Yo (2)) Yo ()
Ya—2 () Ya—2(2)
sorte est toutefois infiniment petite d’ordre supérieur pour « — o« par rapport a
(7)) eeaen

Il résulte donc que l'intégrale considérée ne dépasse pas e, , ”l‘%, en négli-
To—2

geant des quantités infiniment petites d’ordre supérieur; enfin, en négligeant

une quantité de 'ordre de c,, au plus, on déduit que la sommation (28) ne

dépasse pas

tous les rapports étaient égaux a ; Perreur totale commise de la

- elr)
Ya—2(2)
25. Reprenons I'étude de la sommation
n,—1 N
(27) 3 8 (0 g,

5 i 81(27)

Si les rapports
x;— )

Ya—1(Z)

z — 2" E .
—rs) =¢', on aurait, pour la valeur absolue de la
a—1

sommation (27), la borne

étaient tous égaux a

ar x)
len 10‘(
D&y 1{—-—,0‘_2(‘%):
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en négligeant une quantité de 'ordre de ¢, , ¢’ au plus. En réalité, les rapports
en question ne sont pas exactement égaux et il est donc nécessaire de tenir
compte du terme .

(»9) X LD st | — Laf— a1 ]

nous devons déterminer une borne pour la valeur absolue de ce terme.

Choisissons, dans (x, @, ), un point z quelconque, et deux points 2" et z"
de facon que I'intervalle (2/, ") soit compris dans (2", x"); posons

" — ™ " "
_ = ~.0").
o e =)
Considérons la sommation
Ng—1 P
' ' N (”.2(‘7“.') | o " W " )
(30) X S G =g — a1
= 5" () P

qui se réduit & la sommation (29) pour x =, "=z, "=, ; nous allons
donner une borne pour la valeur absolue de cette expression plus générale.
Nous avons

J NG ’ " ’ "
7" X g ol N N ol (%
x; e I et R e A A )
O/ p— q'/__ .T” — T v - ":')(.T**)’
P x g " j 5j
P/// 7 2" — v
a* et ™ étant deux points convenablement choisis dans (2", 2"); la valeur
. ol (z*) ., . " N
absolue de la différence entre ”,’(—H et 'unité ne dépasse paso”c,. Onendéduit
5j \¢
" | — | — 2l || <o | — e = 0"l Yan () |
'O///'/‘—'j — | X — Xy | Plj—leiﬂpp 0"”‘" )

)

I’égalité entre le deuxieme et le troisicme membre n’ayant lieu qu’a des quan-.
tités preés, qui sont infiniment petites d’ordre supérieur pour o — oo.

On voit alors qu’on peut donner, pour lavaleur absolue de lasommation (30),
une borne de la forme p’p’”s}, ¢, étant un nombre indépendant de x, de ¢’ et
de ¢”, qu'on peut supposer infiniment petit pour o - .

Nous trouvons ainsi, pour la valeur absolue de la sommation (29), la borne

P/goc,
ce qui donne, pour la valeur abolue de (27), la borne

o (x> i’y

’ /
Eq = P Egq-— - 40y
P ey P Eq—1 Yo (@) Peq

Il nous reste & montrer de quelle facon on peut évaluer ¢, en fonction des quan-
tités analogues d’index inférieur.
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26. Sil’on divise un nombre j < n, par n,_,, et si I'on pose

J—=bayng4+J,

-

on a, ou bien b, _, < ay ,, j'< n,_y,0oubien b, ,=a, ,, f < ny,.
Nous pouvons donc écrire (30) de la facon suivante :
Ay—y—1 Ny—y—1

(30") 2 2

g (xbr/—ﬂla,—rf"]){P | n
"

I . o ’ ot ,
by—ing—y+j’ wb,/._,na_1+j’[ lxb,,__m‘,_—,—f—]' Lby—sng—s+] I }

bo—t J g (xbu—i’lu—i+])
Ny—o—1
+ g (xa“ 1n¢_,+/> P /// V" . | z L xll LU
/// l ag—17g—1+j' [ Ag—1Ny—1 +J' Ay—1Ng—1+] ‘
(xav —ihy—sH] )
Nous devons transformer encore (30'). On a, pour b, ,=o, 1, ..., a, 4,
! n 7 "
xbu—mu—. _ xl)'/.-l”r/.—1 1 xl’m—i"l/,—1_ xbm—ﬂlu.—t
i ~ T 1
Lhpys Ny ™ xb,,‘_,n,,v41 . x x gbu—i"ﬂ. 1 by— ﬂ)
7 _— 7 i v —_
i Loyt — L, iny—y Im~ﬂla—1 (x( ba—1))
p/// " v

xz), , et x), , élant des points convenablement choisis dans (2", 2”). On
reconnait, par un raisonnement déja utilisé au paragraphe 20, que la valeur

To—1 ‘/lj*' 1 :
absolue de la différence entre H—% et 1 ne dépasse pas ¢"¢,_,. On tire
by —1714—1 0.—1)
de la

' ) . "
p .__‘ by—1715—1 " Lhy—inq—

v
.Z'[, o—1o—1 xb,/

—11g—1

I
-+ rbu*,sa—ip )

r,,_, étant des coefficients, dont la valeur absolue ne dépasse pas 1.

!
Sil'on introduit dans (30") ces expressions pour —g,,; on obtient

(30") Z 2 ,"‘ <‘T”u 11y — 1+/>

& (xbr/ 17— 1+I)

xl),,_,,n,,. T xb

u—1lly—1 | | ) ) ) " )
* > " |xba—1”u~:+/ xba Mg —1+f' Il RV R xba_,nu-,—#]"
X .Tb
[P—

by—1ny—1 0. —171g—1
v 8T ﬂz,,w)

A / o»i( )
0 Lay—yny—1+j'
z, x
Ay —4Ny—1~ H g Ny —y m I o J . " .
. { .TZ n —av ‘ Ly —yny—1+j' x(tf}_—ulu,—1+]" ! ] Lay—sng—s+j' ™ Ly —ng—stj’ l }
o—11g—1 Py p—
g —1—1 Ng—1—1
Q Y (xl, >
! w— 1y —1+H] ay . v
-+ 0 €1 2 b,y 2 ( l by—17g—1+j " xbm_,n“_,—{»j’l
o bu—1 7’ g Lby—yng—s+j )
Ny —g—1

(7 ,
g <$ﬂa—177ry,~1+l'>[ "

v
P, .
Va 01( N ,’> A=ty —17H/. Ay —11g—1+] !'
S \Lay, —iny—y+j
0 o—1M—1

-+ 0 g1 T4
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Nous allons établir une borne pour la valeur absolue de (30"), en admettant,
toutefois, qu’on puisse négliger des quantités infiniment petites d’ordre
supérieur.

Choisissons un point z de facon que les a,_, intervalles (z, . ., @y, 1n,_,)
(by_y=o0, 1, ..., a,_,) soient intérieurs a I'intervalle (; z, ) Si, dans la
sommation par rapport a ;' dans la premiére et la seconde llgnes de (30"), on

o) par |y, (3)],
on a une expression de la forme (30); il suffit de substituer o par a —1,

U
u—i"r;. T Loy gy
v
— X
b,

divise le numérateur et le dénominateur de

a.vi”u.—i

x par @ et &', @", ', T PAL Xy s Xy 0w Ty Ty . On a alors,
pour la valeur absolue de cette sommation, la borne

u WM " v
Lby—iny—1 xba*i"u"l x”a ~1/lg—1 [y —

Ya—2 (;> Yo—2 (—;)

En négligeant des quantités infiniment petites d’ordre supérieur, on a

Ea—1

0 " ’ N
Lp,ny—y ™ Ly yng—y | __ lxl)uﬁtllm_, — Xh, _n,_, To—1 (lﬁl;,ﬂf1rzm ,) Yo—1 '-7/11,,._‘71(, ,)
Yaa(2) Vot (Pt Yoa(2) Yas (@)
m m .
Ly yny—y ‘I’JI;,,,,ﬁ,/l,,‘.1 . Lo, _yng—y '1.2,,'41/1,,__ 1 l Yo—1 (xbu~1’1u 1) Yo—1 (xbu 1My — 1) .
= " = )
Yoo () Yot (ZLby—iny ) Yao(Z) Cvee(z)

on peut donc substituer la borne précédente par

- Yo—1 (xb'l.ft”ry,*t) ] ’om
Egmt| ——F=—""1] 00"
[ Taa(2)

Supposons d’abord @, , <M,_, (*);ona .

Ya—1 xbu 11— l
Y“_’(xba. 17— 1)

Y(l— $1)u 11— 1) ‘ Y“"‘2 (xl'u, *1"'/.—1)

Ya2(2) Tas(2)
a un facteur prés, qui est infiniment petit pour « -0, le premier facteur du
Aa_

‘ (§23); on a

alors, pour la valeur absolue de la sommatlon double de la premieére ligne

de (30"), la borne

second membre est égal a 1 21), le deuxiéme est égal a
$ 8

0’*—1 N4

¢la—15a 1Tz, PP .

En tous cas, du fait que les a, , intervalles (&, ., ,, @y 1 _,) sont

.1
contenus dans (z, x,,_,), on a, en négligeant des quantités infiniment petites
d’ordre supérieur, '

Qy—y—1 A

2 Ya1 (Lo, n,.,) '2< Cai N Yoot (%0, _n,—,) o (o
o by —1 "(1_2(1) Co—a Hobq__, Yo ,<x Ca_o

(1) Les nombres My ont été introduits au paragraphe 23
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et on trouve, pour la valeur absolue de la méme sommation double, la borne

C
ot a— 1P/P///.
Co—2

Considérons maintenant la sommation par rapport a4 ;' de la troisiéme et la
quatriéme lignes de (30”) : si I'on divise le numérateur et le dénominateur

-

par | Y._s(«)|, on trouve encore une expression de la

J "

d La,—ng—i+i' — Lay—iny—s+j'
e "

Lay—yny—y+j' xaa_ina. 1+

forme (30), relative, cette fois, a la valeur « — 2 de l'index. On a alors, pour
cette méme sommation, la borne

- ) Yo—1 (xn,‘,,nu._,) 1w
aa—?l Y(x—:;(x) ] P P >

qu’on peut substituer, st a, , <M, , et a, ,<M,_,, par

.2

- /\a—1 N

Eq—2 7.2 P )
o0—3

et, en tous cas, par

Considérons aprés cela la sommation par rapport a ;' dans la cinquiéme ligne
de (30”) : on reconnait qu’clle est de la forme (27), relative a la valeur a« —1
de I’index; une borne pour la valeur absolue de cette sommation est donc
donnée par

L,

0. —1M g —1 by —qNy—q |

Ya~2(;> ’

Eq—1

en négligeant des quantités infiniment petites d’ordre supérieur, on peut
substituer a cette valeur la suivante :

'

Eo—t

Yo"‘ 'T”r/ ~1Mg— 1)‘

Ya—e ()

On voit alors que la valeur absolue de la sommation double de la troisiéme
ligne de (31) ne dépasse pas

N4

ap'p"

Enfin, pour la valeur absolue de la sommation de la sixieme ligne de (30"),
on trouve la borne

Co—1
ot Es (.0‘ P/ P,”-

a—3

En conclusion on trouve, pour la valeur absolue de (30”), la borne

2 D)

k " k " l Ca— 4
(317) aa—1/) “eo1pp" - =N Eoc 200" 4 €5 p'p" + Ewsa_e;a “p'p”,
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valable lorsque a, , <M,_, eta, ,<M, ,, etla borne

Ca—t1 = N Ca—t1 )= N 2
P i Al a2 PP+ €51 00"+ Eu18as
%—2 a—3

Ca—1

(31")

N4
e

valable dans tous les cas.

En rassemblant ici les résultats de ces deux derniers paragraphes, nous
pouvons conclure : on peut déterminer le nombre ¢, par I’équation

c -
(32) Eq ™= — gy &g
Co—2

Le nombre ¢, peut @ son tour étre déterminé par I’équation

9 2
2 /.2

- o—1 o—1 Co—t
(33/) o= Ug—1 F_,—Ea_1+ zz—sa_z‘l‘ 5&__14— Eq—18g—2
A—2 A—3

J

Co—3

lorsque a, < M,_, et a, <M, ,; il peut, en tout cas, étre déterminé par
Uéquation

- Coq — Corq \2— Con
(33" g —— &y s+ ((l ) Eaa €5+ 5«—15a—26a .

‘u—2 Cou—3 ‘o—3

Il est toutefois nécessaire de rappeler que (32) d’un coté, (33") et (33") de
I'autre, ne sont pas des relations exactes : nous pouvons, en toute rigueur,
affirmer que les nombres <, et =, peuvent étre choisis de fagon & ne pas dépasser
les seconds membres de ces relations, sinon de quantités infiniment petites d’ordre
supérieur pour o. — .

27. On voit facilement qu'on peut supposer ¢, de l'ordre de ¢,. En effet,

Co—1

d’aprés (33"), on doit choisir ¢, plus grande que

¢, 1. De la et de I'équa-

Co—2

tion (32), on déduit que e, est de Uordre de z, siz, , est de I'ordre de ¢, _,; il

n’est pas possible, d’autre part, que le rapport % devienne graduellement trés

Eo—1

petit, parce que, si est trés petit, on voit, par ces mémes équations,

a—1

€a E—a—j
que -~ >

Eo—1

28. On démontrera trés facilement le théoréme A lorsqu’on aura fait voir
qu’on peut choisir les nombres =, de facon qu’ils deviennent, pour o. — o , plus petits

. 1 , .. , .
que toute puissance de | k,_, | <de Z) d’exposant positif donné plus petit que 1.

D’aprés le paragraphe précédent, on peut démontrer le méme lemme pour
les nombres ¢,.
Pour une valeur «, de I'index nous pouvons envisager les cas suivants :
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1. Supposonsd’abord aa~1>———,a10r (§"3) (o ——estauplusdel'ordredes, _,.

Dans le second membre de(ij ") le premier et le trmsxeme termes sontde 'ordre
dec_,auplus, le deuxieme et le quatricme termes sont infiniment petits d’ordre
supérieur par rapport ael 1 3 test alors possible de chotsir Ea‘ de l'ordre de EZH

Co—1

Remarquons que —2 st de 'ordre de ¢, — et que —— est de l'ordre de gml_l au

Eay—1 %2
plus; en multipliant éventuellement la valeur de Ea‘» telle qu’elle nous est
donnée par (33”), par un facteur borné, nous pouvons donc satisfaire a I'inégalité

Eo Co—
(34) -
Ea,—1 Coy—s

2. Supposons en deuxiéme lieu >a,_, >M,_,. Le second membre

Eay—1

de (33") est de lordre de (A”‘*' St (‘“‘“‘ est d’autre part (§ 23) de l'ordre

o—2 oy—2
ko .. -
de k“‘ |5 on peut choisir dans ce cas ¢, de Uordre de
oy—9
Koy |
fgps| ™

On peut supposer, comme dans le cas 1, que I'inégalité (34) soit satisfaite.

3. Supposons aa._l< M, ., mais a,, > M, .. (33")montre que, dans ce cas

aﬁl

T Eal_, et de facon a satisfaire (34).

aussi, on peut choisir =, de lordrc de

Supposons enfin a, <M, _, eta,_,<M,_,. Utilisons dans ce cas (33'):
en rappelant ce que nous avons dit a la fin du paragraphe 26 et en remarquant
que le troisiéme et le quatriéme termes dusecond membre sontinfiniment petits
d’ordre supérieur par rapport au premier, on déduit, en divisant par &; _,,

€ay—1
1 ,1 —F 5
k3 /fc;l—:;

Eoy—2

(35) :<1+u«1>3~01 >

]
k3

Uy, etan[ une quantité positive, qu ‘on peut supposer infiniment petite
pom oy = :

Sil’on a aussi
g, < Mai’ ’7'“1+l< NI“H“" Torey ’/9‘1+f< Ma1+/ (/‘\i 0)7

on pourra considérer, a coté de I'équation (35), j + 1 équations analogues, en
introduisant j 41 nombres positifs , \, Yooy + s Poyijiy- Soitalorsa, > o, la
plus grande valeur de I'indice telle que

g, < Mg, oy < My 4, ey oo My, o
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et

(36) paH— ot v oo oy << T

ajoutons a I’équation (35) les suivantes :

Ea, 41 : Ea ‘51 —1
/‘21 - (I -+ HO‘1+1) C(ai .2 : -+ ,.‘2‘ 3
Vo, Aa1—1 k oAy
.................................... s
Cay—1 - Eay—3

3 = (I + Mo, Ao, s 75— + - .
e I i

’ e . . . . .
Les nombres == satisferaient, s’il n’y avait pas les coefficients (14 p.), aux
a—1

mémes équations récurrentes que m, et n,; une solution de ces équations

est de la forme m,—+cn, (¢ constant) et ne peut donc pas croitre (lorsque «
1

croit) plus rapidement que m,, n,, ou ‘ On pourrait alors en déduire que

Fay
EOL,—I
kiy s
€y
ki, s
koo . R -
est au plus de l'ordre de | ;== et, de la, que ¢, _, est au plus de Uordre de
Ky, —o ot .
ka, s . L .
24,1 |7——|- On reconnait d’ailleurs immédiatement que cette conclusion reste
oy—2

valable, en vertu de (36), lorsqu’on tient compte des coefficients (1 1,).
Etant donné que les rapports

so(n ('al/*1
—y — (y—1=Za'<<a"Za,—1)

Eqr Co/—1

sont du méme ordre de grandeur, on peut toujours, en augmentant éventuelle-

ment les nombres ¢, sans changer leur ordre de grandeur, faire en sorte que le
premier des deux rapports soit toujours plus grand que le second; (34) sera
donc satisfaite.
Nous devons distinguer le cas 4 en deux cas, 4 et 4’, suivant que la
sommation
Moy~ Pogr =+« oo Mg

dépasse ou non I'unité. 1l est nécessaire de remarquer que, dans le cas 4/, le
nombre o, — «, augmente indéfiniment pour o, > . v
Aprés avoir considéré ces différents cas, définissons la suite croissante
d’entiers oy, o, %, ..., &, ... de la facon suivante : o,y = 0,41, si pour «
nous sommes dans les cas 1, 2, 3; si pour «; nous sommes dans le cas 4, «;,,
doit étre choisi a partir de o; de la méme facon que «, & partir de «,.
Ann. Ec. Norm., (3), LXVII. — Fasc. 3. 36
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Faisons la remarque que, pour «;— o, les rapports

deviennent infiniment petits, excepté éventuellement le cas ou, pour «;, nous
sommes dans 3 ou 4”. Remarquons aussi que, si le cas 3 se présente pour 2, il
ne se présente certainement pas pour o;.,; s, d’autre part, nous sommes dans
le cas 4” pour a;,,, nous sommes nécessairement dans le cas 1 ou 2 pour a;,.,.

On aura donc au plus deux entiers consécutifs de la suite, correspondant
aux cas 3 ou 4”.

29. La démonstration du lemme énoncé au début du paragraphe précédent
est désormais trés facile : nous allons montrer que
lim 108 Ko
> loges,

On a
k [l /{7-'—5—1—“3 k .o
log| ko,_s| + log + log| 7222 ...+ log| 22— | +...+ log | —==2
log| ko] Af’x*" A“a—‘—’ /flj—? ka; —2
logey,, o _ ¢ c, € 1 €
R logey, s+ log 2= 4~ log 2= ...+ log =~ 4 log 2=t
Eoi—1 Eay—1 €1 ;41
—1 , .
Chaque terme lo du numérateur ou log 4.’ " du dénominateur est

négatif et il devient, lorsque I’indice croit, inﬁniment grand en valeur absolue,
si Pon n’est pas, pour 2, dans les cas 3 ou 4”. Nous venons de remarquer que
ces cas ne peuvent se présenter que deux fois consécutivement au plus.

D’autre part, la différence entre un terme au numérateur et le terme corres-
pondant au dénominateur reste toujours bornée lorsqu’on n’est pas dans le cas 1
en correspondance de ces deux termes. Dans le cas 1, au contraire, le terme au
numérateur peut dépasser, en valeur absolue, le terme au dénominateur d'une
quantité tres grande. Toutefois, pendant que le terme au dénominateur est
égal, & une quantité finie prés, 4 la somme des termes précédents du dénomi-
nateur, le terme au numérateur ne dépasse pas, en vertu de la condition (3), la
somme des termes précédents du numérateur multipliée par A. '

On reconnait facilement, que, dans ces conditions, le rapport tend vers 1
pour ¢ —>o.

30. Nous avons supposé, au paragraphe 24, ¢, , infiniment petit par rapport
a g, pour o — .
Considérons maintenant, au contraire, le cas, ou I’on peut toujours choisire,

de I'ordre de ¢, ,. D’aprés s de I'ordre
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de |——~’ lorsque a, est plus petit quec,_,; del’ordre de ¢, , au plus dans’autre
cas. On voit alors, en imitant le raisonnement du paragraphe précédent que

lim lOg] /fcc-l i ——

> 10‘5 Coy—1

¢, étant d’autre part de l'ordre de ¢, ,, le lemme du paragraphe 28 est
immeédiat dans ce cas.

Le cas est exclu, d’autre part, ot le rapport >~ a sa plus grande limite finie
€a

et sa plus petite limite égale a zéro. En effet, d’aprés (34), le rapport considére
est décroissant.

31. Considérons un exposant A’ plus grand que % et plus petit que 1.
Pour « assez grand i sera plus grand que n’, a, sera plus petit que n}; le

cas 1 du paragraple 26 ne pourra plus se présenter. On pourra choisir le
nombre M,, dont il est question au paragraphe 23, de I'ordre de ng; alors le

roduit
P M,e,

1
sera au plus de 'ordre de —~

a

-- Enfin, on voit sans difficulté qu’on peut sup-
poser, d’aprés (24), que lesnombres ¢; et ¢;_, ne sont pas plus grands que toute

. 1 .. ’ s
puissance de - d’exposant positif donné. La différence entre le rapport
%

Yo () Yo (x)
Yo—1 () o ko
ko o Yo ()
ko kaa

et 'unité est au plus de I'ordre de

* * 1
Myey—+ €5+ 5=+ v
M,

d’apres le lemme du paragraphe 23; elle n’est donc certainement pas plus
; I , RN ’ > \
grande que toute puissance de — d’exposant positif donné, d’aprés ce que nous
Ny
Yal(@)

venons de voir. Il s’ensuit sans difficulté que le rapport £— converge vers
&

une fonction finie et positive £(x). Cette convergence étant d’ailleurs uniforme,
la fonction limite est continue.

32. Nous devons montrer qu'on obtient la transformation T lorsqu’on donne
la valeur k au parameétre ¢ dans I'équation du groupe g, engendré par

) d
/=) oL
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Indiquons par <, la transformation d’équation
xna: Z -+ Ya(.Z'),

qui coincide avec T au point de vue géométrique; de

fim 57 =)

on tire
Yo @) = ko E(x) +nu(x),

la fonction v,(2) étant infiniment petite d’ordre supérieur par rapport a &,
pour & — . D’une facon analogue, si

Zn, = 8(#, ko) =@ + ko £ (@) + n2(x)

est I'équation de la transformation <, obtenue en donnant la valeur £, au para-
meétre ¢ dans I’équation

x1==g(zx, t)

du groupe g, engendré par Xf, ;(x) est infiniment petite d’ordre supérieur
par rapport a &, pour a —>o.

. . k .. ] .
Indiquons par s, le nombre 41 ou —1 selon que k. est positif ou négatif et

. . k . . Y . -
par r, la partie entiére de lrr— ; le point transformé d’un point = par <3 est

ko
situé 4 gauche de x,, transformé de @ par T; au contraire le point transformé
de x par <y"+*" est situé a droite de z,. De ce que 7, tend vers I'identité pour
a — oo, on tire que les points transformés de « par 73" et par 7" sont infi-
niment proches a @, pour a — o alors 13"« tend vers T.

Considérons maintenant la transformation <3, qui est engendrée par g,
lorsqu’on donne la valeur r,| £, | au paramétre ¢. On a

‘ /'U:—l

i (e e B s
0

on a entre accolades le produit des transformations transformées de la transfor-
mation trés petite t3»7, " par les puissances de 7;; en employant les formules
données au paragraphe 7, on trouve facilement que la fonction, qui représente
la transformation trés petite indiquée entre accolades, est donnée par

re—1

s 2 [ nal8(@, — tha)] — i g2, — Iha)) &' [ 8(, — lha), lhs],

0

en négligeant des quantités.infiniment petites d’ordre supérieur pour o — .
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Le facteur entre accolades dans chaque terme de la sommation estinfiniment
petit d’ordre supérieur par rapport & k, (& n,.,) pour @ - . D’autre part, de

¥ dx
(4) f . — ik,
o) (%) ’

en dérivant par rapport & z on tire

E(z)

gl[ér(x, —_ lka)> ”(0‘] = m;

N étant le maximum et _l\i le minimum ‘de la fonction continue et positive
E(x), 8'[g(®, —lk,), lk,] ne peut donc pas dépasser %

On voit donc que chacun des r,<n,., termes de laisommation par rapport
a { est le produit d’un facteur infiniment petit d’ordre supérieur par rapport

ak,la
a< Tyt

pour a« —> . Alors 77+ tend vers 3, ou encore vers T; on reconnait donc
qu’on obtient T en donnant la valeur £ au parameétre z dans I’équation de g,.
Le théoréme A est ainst démoniré.

> pour un facteur borné; la sommation est donc infiniment petite

CHAPITRE 1IV.

33. 1l importe de montrer que I’ensemble E des nombres irrationnels de
I'intervalle (0,1), qui ne satisfont, pour aucune valeur de A <1, & la condition

(3) : lim =% = o,

a une mesure nulle.

Considérons I’ensemble des nombres, qui ne satisfont pas a la condition (3)
lorsqu’on donne a A une valeur particuliére plus petite que 1. Cet ensemble
contient E; il suffira donc d’avoir démontré qu’il a lui-méme une mesure nulle.

Considérons la succession

ty B s

3 = 7 - e
(37) n}’ nf_;’ nf;’f

pour la valeur considérée de A et pour un nombre £ de I'intervalle (o,1); on
peut distinguer trois cas :

I. La succession tend a zéro.
II. La succession a une plus grande limite finie.
III. La succession a oo pour plus grande limite.
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Il faudrait montrer que la mesure de ’ensemble des nombres £, pour lesquels
on est dans les cas II ou III, a une mesure nulle; il suffira toutefois d’avoir
montré, pour toute valeur de A positive < 1, que I’ensemble correspondant E,
des nombres, pour lesquels on est dans les cas IlI, a une mesure nulle. En
effet, quel que soit 2’<A, ensemble des nombres pour lesquels on est, en
correspondance avec la valeur 2. de 'exposant, dans le cas II ou dans le cas III,
est contenu, on le voit immédiatement, dans E;..

Démontrons donc que E, a une mesure nulle. 'Indiquons par E,(M)
’ensemble des nombres pour lesquels le rapport (37) n’est pas toujours infé-
rieur au nombre positif M. E,(M) tend vers E; quand M — .

. . 3 . m .
Nous allons maintenant définir I'ensemble E, <M, '}'z'> : nous dirons qu’un .
. . m .m o . . Ly -
nombre fait partie de E~,\<M, ;) si - fait partie de la succession des réduites de

ce nombre et si, a étant le dénominateur partiel de son développement en
fraction continue de méme index que m et n, il n’est pas

a
- < 1\/1.
nl.
_ my . m .. - Ly ., me
Ecrivons — au lieu de - pour indiquer qu’il y a « réduites antécédentes —.
ny n n,
m my__ . . .
—y ey —225 501t a, le plus petit entier tel que
ny Ny
« )
“ENM,
ng,
. (o My~ My m —~ m . ’ , e, .
soit enfin == 2 — 2, ]y,\(M, : ) est constitué précisément parl'inter-
Uy Ny~ Mgy Ny \ n
m m . A m m
valle <T°‘, n““); E,(M)est la somme des intervalles E, <M, —»,;> lorsque -~ prend
g A1

toute valeur rationnelle de l'intervalle (o, 1); sa mesure est certainement
inférieure 4 la somme des mesures de tous ces intervalles. Pour évaluer cette
somme, considérons d’abord la somme des mesures des intervalles corres-
pondant a une valeur donnée de n,

mE)\<M} %) -+ ’71E)‘<‘M, %> e mE)\<M, n : ! >

mE(M, ’3> est donnée par )

1 1 I I

Moy My | < .
T ngn ngay, — M g2+l
o rbo+1 o tlo n

Nyt 23

la somme des mesures des » —1 ensembles correspondant i la valeur donnée
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n est donc plus pelite que ﬁ 71‘;, enfin la mesure de E(M) est plus petite que

1 I 1 I .
M L1k + o1+h + 31+)\+ Tt p

cette expression est finie et proportionnelle & NLI; la mesure de I’ensemble E est
donc égale a zéro. A
Remarquons enfin que, quel que soit 2 <1, E, contient E. En effet, si 1" est

un nombre compris entre A et 1, I’ensemble des nombres de I'intervalle (o, 1),
tels que la succession correspondante

y s iy

_— —_ — EERY

nt" oy onY

a une plus grande limite différente de zéro, est contenu dans E, et contient E.
E, tend vers E lorsque 2 -> 1.

34. Nous allons maintenant démountrer 'existence de transformation 37,
c’est-a-dire de transformations de module irrationnel, qui sont caractérisées
par une fonction g(z) possédant une dérivée seconde satisfaisant 2 la condition
de Lipschitz, et qui ne sont, toutefois, engendrées par aucune transformation
infinitésimale.

Rappelons d’abord que, % étant les réduites du module irrationnel d’une

transformation T, les transformations géométriques T, (a=1,2,...) sont
données, géométriquement, par les équations

Tp,— X -+ th(x)y

et que les fonctions y,(x), alternativement positives et négatives, tendent vers
zéro lorsque « croit.

Supposons maintenant que T soit engendrée par la transformation
infinitésimale

af

(2) . Xf~—5_(x)z[“;’
la fonction continue £() aura nécessairement partout le méme signe, comme
nous allons voir; nous pourrons donc supposer qu’elle est positive.

Si £(x) était positive dans un certain intervalle et négative dans un autre,
tout point du premier intervalle serait déplacé a droite par une transformation
finie de parameétre positif appartenant au groupe g, engendré par X /7 tout
point du deuxiéme intervalle serait au contraire déplacé a gauche. Il y aurait
alors nécessairement des points invariants.
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Il reste & montrer que £(x) ne peut pas étre nulle pour certaines valeurs
de . En dérivant I’équation
8(x) dz _,
L E@)

par rapport a x on obtient la relation

Elg(=z)],
E(z)

& (z)=

si alors £() était nulle en @, elle serait nulle aussi en (), enfin dans tous
les conséquents de x. Ces points étant denses sur C, la fonction continue £(x)
serait identiquement nulle.

£(x) admet donc un maximum N fini et un minimum N positif; le rapport
entre le maximum et le minimum est donc fini. B

On peut supposer qu’on obtient T" en donnant la valeur ¢,¢ au paramétre ¢
dans I'équation du groupe g, engendré par X /s le déplacement y,(z) que cette
transformation induit sur un point x est celui d’un point matériel qui se trouve
en x au temps O et qui se déplace, pendant I'intervalle de temps ¢,z avec la
- vitesse £(x), fonction de la place : on voit que ce déplacement est au moins

égal A N ¢, ¢ et au plus égal A N ¢,z ' :

Cette simple observation démontre que si, lorsque a — o, la plus grande
limite durapport entre le maximum et le minimum des valeurs absolues de y,(x)
n’est pas bornée, T n’admet certainement pas une transformation infinitésimale
qui 'engendre.

35. Soit maintenant
(38) r=g(z, 0)
[’équation d’une famille ' de transformations T(0), dépendant du paramétre 6
susceptible de varier dans un certain intervalle, soit (o, 1). _

On suppose que g(x, §) possede une dérivée seconde par rapport & @, qui

satisfait a la condition de Lipschitz, et une dérivée premiére continue par
rapport a 0. Par la suite nous indiquerons ces dérivées de la facon suivante :

0 ] 0
g3 5@ =g, 0); ez ) =82 0); =gz 0)=s"(z0).

Nous supposons que le transformé x, d’un point  quelconque se déplace
toujours vers la droite lorsque 0 croit, c’est-a-dire que

2% (x, 0) >o.

La fonction £(0), qui donne la valeur du module des transformations de la
famille, sera dans ces conditions non décroissante dans I'intervalle (o, 1).



PROBLEME DE LA GENERATION D'UNE TRANSFORMATION DONNEE D'UNE COURBE FERMEE.  2¢5

Nous voulons exclure le cas, a priori possible, que les transformations de la
famille soient toutes irréguliéres et possédent un méme module rationnel.

A une valeur irrationnelle du module, comprise entre (o) et £(1), corres-
pondra une transformation de la famille et une seulement. On a donc une
infinité de la puissance du continu, de transformations réguliéres, corres-
pondant aux valeurs irrationnelles du module.

Nous allons voir, au contraire, que, si la famille (38) est arbitraire, toutes

N . . ., . ..oom
les transformations de module rationnel sont irréguliéres. Soit -~ un nombre

rationnel compris entre k(o) et k(1); considérons les puissances n®*"* des
transformations de la famille et faisons croitre par continuité le paramétre 0 &

partir de o. Puisque % > k(o), d’abord tout point x effectuera, par les puis-

sances n®m considérées, moins de m tours complets de C, jusqu’a ce qu’on
parvienne, en correspondance avec une cerlaine valeur 6" du paramétre, a une

.y . m . . . -
premiére transformation (38) de module —- : il y aura alors au moins un pointz

qui effectuera exactement m tours de C. Il en sera de méme des »—1 homo-
logues de 2, mais on voit bien que, la famille étant arbitraire, il n’y a pas de
raison pour que tout autre point effectue m tours de C : un point quelconque
effectuera donc moins de m tours.
Si l'on fait croitre encore 0, le point @ effectuera plus de m tours, mais il y
aura d’autres points qui effectueront exactement m tours, jusqu’a ce qu’on
~arrive a une certaine valeur 6” de 0, en correspondance avec laquelle il y aura
des points particuliers qui effectueront m tours exactement, pendant que tout
autre point effectuera plus de m tours de C. Toutes les transformations corres-

pondantes (38) ont le méme module rationnel %; elles sont évidemment
irréguliéres.

Les transformations qui possedent un méme module rationnel sont donc
celles qui correspondent & des valeurs de 6 appartenant & un certain intervalle
fermé. Aux différents nombres rationnels compris entre (o) et £#(1) correspond
une infinité d’intervalles fermés extérieurs entre eux; a ’ensemble des trans-
formations réguliéres, de module irrationnel, correspond un ensemble parfait
discontinu, privé des extrémités de ses intervalles contigus.

36. Soit maintenant ,

iy Tay  eeey Tay  eey

une succession de nombres positifs, dont la plus grande limite n’est pas bornée.
Considérons un nombre rationnel compris entre k(o) et £(1), que nous
représentons par
my
s

Ann. Ec. Norm., (3), LXVII. — Fasc. 3. 37
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pour indiquer qu’en le développant en fraction coutinue on obtient « réduites
me, my C My,

s PR ]

. o, My n
; supposons, par exemple, qu’il soit —*= > 1’1—“
a—1 o
. m , . .
Les transformations de module n—" sont celles d’un certain intervalle
e
fermé (6, 6,).

Représentons par

antécédentes

o Ny Moy

tvn,,,:*T —+ \‘/0‘(‘1/’7 0)

les transformations (géométriques) T"«(6) dans le voisinage de 0,. v,(x, 0;) est
positive ou nulle; pour '
0> 05

Yo(, 0) est positive; on peut donc définir un intervalle ouvert
(0, 02),

situé a droite de 0;, dans lequel le rapport entre le maximum et le minimum
de v,(x, 0) est plus grand que 7.
Choisissons un entier a, assez grand pour que les transformations de module

Moy My~ Ug My

Ny Ny 1+ Ay Ny

correspondent a un intervalle fermé (0,_,, 0,.,), intérieur a (6, 0;).
Représentons par '

Ly =X + Yait (, e)

les transformations (géométriques) T"+(6) dans le voisinage de 6, . La
fonction vy, (@, 0,,) est négative ou nulle; pour

B <0y,

la fonction v,.,(x, 0) est négative; on peut donc définir un intervalle ouvert

(05t1s 021),

situé a gauche de 0, , et intérieur a (0,, 0;), dans lequel le rapport entre le
maximum et le minimum absolus de v,.,(x, 6) est plus grand que r,,,.

Choisissons un entier a@,., assez grand pour que les transformations de
module

My o My —+ gy My iy

Nyt N+ gy Ny g

correspondent a un intervalle fermé (0., 0;,,) intérieur a (6;,, 0,,,), ....
En poursuivant indéfiniment de la sorte, on arrive a définir un module

irrationnel £, dont les réduites sont

m, m, m., my My My s

. R 3 very .

’ s :
ny ny n, Ny Nyt Nypo
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la valeur correspondante § du parametre appartient aux intervalles
(82, 03), (051 0ar)y,  (Baas, 0500), -+ o5

d’aprés la remarque faite au paragraphe 34, la transformation T(6) ne peut étre
engendrée par aucune transformation infinitésimale.

37. Nous avons vu que dans la famille (38) il n’y a pas, en général, de
transformations réguliéres de module rationnel; les transformations irrégulieres
correspondent aux valeurs de 6 appartenant 4 un ensemble constitué par une
inﬁ’nité d’intervalles fermés sans points communs, dont la mesure est évidem-
ment différente de zéro. Il nous reste a considérer ’ensemble P,, qui correspond -
aux transformations de module irrationnel, qui sont engendrées par une
transformation infinitésimale et ’ensemble P,, qui correspond aux transfor-
mations de module irrationnel qui, au contraire, ne sont engendrées par
aucune transformation infinitésimale. Ces ensembles ont tous les deux la
puissance du continu; nous allons montrer que le premier P, a une mesure diffé-
rente de zéro, et que le second P, a une mesure nulle. Nous pourrons dire alors
qu’'une transformation arbitraire peut, ou bien (type 2) étre irréguliére, ou
bien (type 3') avoir un module irrationnel et posséder une transformation
infinitésimale qui I’engendre; tandis que les transformations 1 réguliéres de
module rationnel et les transformations 3” réguliéres de module irrationnel,
qui ne sont pas engendrées par une.transformation infinitésimale, doivent étre
considérées comme exceptionnelles.

Démontrons d’abord que I'ensemble P, ne peut pas étre de mesure nulle. Consi-
dérons le plus grand nombre dérivé
K (0)

de £(0); nous allons voir que ce nombre est fini dans tout point de P,. Soit 0 un

tel point, et soit k£ la valeur irrationnelle correspondante du module. La
transformation

admet une transformation infinitésimale qui ’engendre, soit

com .
t(x) dz’

alors, par la transformation de la variable indépendante définie par

. dr __ dy
i) k]

(39) est transformée (§ 3) en
(40) =y +k
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Dans le voisinage de O I'équation de la famille peut étre représentée par
(41) n=y+k-+(0—0)H(z, 0),

H(z, 6) étant continue. M étant un nombre plus grand que toute valeur
de H(, 0), considérons la famille «* de transformations

(41) Yi=y+k+(0—0)M,

(41) et (41') coincident pour 6 =10; pour 6>0, y, est a droite de y,;
pour 6 <0, ¥, est, aa contraire,  gauche de y,. On voit par la que, pour 6 >0,
la transformation (41") a un module plus grand que la transformation (41)

correspondante, et qu’elle a un module plus petit pour 6 < 6. #(8) est done
plus petit que le nombre dérivé correspondant, relatif a la famille (41"), qui est

évidemment égale a M. % (6) est donc fini.

38. Considérons maintenant I’ensemble des valeurs irrationnelles du module
qui ne satisfont pas a la condition (3) : c’est (§ 33) un ensemble de mesure
nulle et il en est évidemment de méme de I’ensemble qu’on obtient en lui
adjoignant toutes les valeurs rationnelles de I'intervalle [£ (0), £ (1)]. On peut
donc enfermer ce second ensemble dans un ensemble ouvert O de mesure
trés petite. L’ensemble complémentaire F a une mesure différente de zéro,

o =k(1) — k(o) —e.

L’ensemble O se compose d’une infinité d’intervalles ouverts : considérons

’ensemble des valeurs de 0, telles que les transformations correspondantes de
la famille (38) aient un module appartenant & 'un déterminé de ces inter-
valles; cet ensemble est lui-méme un intervalle ouvert. Alors I’ensemble O’ des
valeurs de O telles que les transformations correspondantes de la famille aient
un module appartenant & O est lui aussi un ensemble ouvert. L’ensemble
complémentaire ¥’ est compris évidemment dans P, ; si I'on admettait que P,
avait une mesure nulle, I’ aurait lui aussi une mesure nulle.
* On obtient F' en enlevant 4 I'intervalle (o, 1) les intervalles ouverts qui
composent O'; ces intervalles peuvent étre ordonnés par ordre de grandeur. Si
'on commence a enlever a (o, 1) le premier, le second, le troisiéme, etc., des
intervalles ouverts de O’, on obtient des ensembles qui tendent vers F’ et qui
sont.composés de deux, trois, quatre, etc., intervalles fermés. La mesure de ces
ensembles tend vers o; au contraire, la variation totale de lafonction £(0)dans
chacun des ensembles se maintient au moins égale a o.

Il'y a nécessairement un premier ensemble composé d’intervalles fermés de
. . 1 . .
mesure totale plus petite que i alors, dans I’'un au moins, I,, des intervalles

fermés, qui le composent, le rapport de la variation de £(0) a 'ampleur de I'in-
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tervalle est plus grand que 10 9. On peut répéter sur I, le raisonnement qu’on a
fait sur l'intervalle (o, 1); on parvient 4 un deuxiéme intervalle fermé I, appar-
tenant a I, et tel que le rapport de la variation de #(0) en I, & 'ampleur de I,
est plus grand que 100 ¢.

En poursuivant de la méme facon, on arrive & construire une succession
d’intervalles fermés dont I'ampleur tend vers zéro,

L, I, L, ..., Ly ...,

3

chacun appartenant au précédent, tels que le rapport de la variation de & (0) en
I, a 'ampleur de I, est plus grand que 10" ¢

Il y a un point 6, qui fait partie de tous ces intervalles; ce point appartient
évidemment a4 I', donc aussia P,. On voitbien que, dans ce point, le plus grand
nombre dérivé £/ (0) ne peut pas étre fini, et nous avons vu, au contraire, que
le plus grand nombre dérivé est fini en tout point de P,.

L’hypothése que P, a une mesure nulle aboutit donc 4 une contradiction.

39. Au contraire, l'ensemble P, des valeurs de 0 correspondant & des trans for-
mations de module irrationnel, qui ne sont pas engendrées par des trans formations
infinitéstmales, a une mesure nulle. .

Si 0 appartient a4 P,, £#(f) appartient nécessairement a I’ensemble E des
valeurs du module, qui ne satisfont pas ala condition (3). Si la mesure de P,
n’était pas nulle, il en serait de méme de la mesure del’ensemble E’ des valeurs
de 0 telles que £(0) appartient 2 E, ou encore, % étant un nombre positif quel-
conque plus petit que 1, de la mesure de I’ensemble E; des valeurs de 6 telles
que £(0) appartient & E, (§. 33). La mesure de ’ensemble E, (M) des valeurs
de 0 telles que £(6) n’est pas rationnel et appartient a E, (M) resterait donc,
pour M — o, toujours supérieure & une quantité positive donnée. Soit, enfin,

E, <M, %) I'intervalle composé par les valeurs 0 telles que £ () appartienne &
I’intervalle ouvert E, (M, %)v la somme des mesures des intervalles Eﬁ(M, %l>,
lorsque% prend toute valeur rationnelle (_ie I'intervalle (/:(o), k(1)), resterait,
pour M — o, toujours supérieure & une quantité positive donnée. Or, cela n’est

pas possible; en effet, la somme correspondante des intervalles E, <M, %L> tend
vers zéro (§ 33), et nous allons montrer que le rapport

\

mi, ( M, )

mE, (M, ﬂ)
n

ne peut pas devenir infiniment petit. Il est donc impossible que la mesure de
P, soit différente de zéro.
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5 . . . Lo Lsmoo . my
40. Supposons qu’il y ait a, réduites antécédentes & —-; écrivons —* 4 la
&%
hom : m . )
place de -~ Supposons, de plus, que E; <M, —,;f> soit, par exemple, a gauche

m
de =2.
Ny,

Soit 0, 'extréme droite de K, <M, ';ﬁ>, c’est-a-dire la plus petite valeur de
telle que £(6,)= 'ni:; soit O un point arbitraire de E; (M, Z’—j} tel que %(0)
soit irrationnel; il suffit de montrer que le rapport

m —
— k(b
(42) 7o ®
0% — 0
" ne peut pas devenir infiniment petit.

T« (0,) laisse invariants certains points de C et transforme tous les autres en
des points situés a leur gauche; T"+(0) transforme tout point de C en un point
situé a sa gauche. %zﬁ‘ étant une des réduites du module 4#(0) de T(6), aucun
point transformé de x par une puissance de T () d’exposant plus petit que n,
ne peut tomber entre x et son transformé par T" ().

Posons-
(43) | T (0) ==T(0),

< est une transformation trés petite, qui induit sur le point d’abscisse g («, 0)
un déplacement, dont la partie principale est donnée par

ol (x, 6><6/°<'_ 6)

La fonction g*(x, ) étant continue et positive, elle a un minimum positif;
le déplacement induit par = est donc partout de Pordre de (6, —8) et le module
de = est par conséquent lui aussi de Pordre de (6,—70).

On tire de (43) o

Tra () = [T (0)]"= [ﬁsTs(eﬁT*‘(@)] 17 (0);

on déduit de la que le produit des transformations transformées de < par les
puissances successives de T(0)

0, —1

LT ()= 1=(8) = T (0) T2 (),

L0

ESN
~

porte g, («,0)en g, (z,0,), ¢’est-a-dire en un point de 'intervalle (:c,g,,u(ﬁc, 6)).
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La transformation trés petite 15(6) = T—*(6) a le méme module que la transfor-

mation =; elle induit sur un point g(«*, 0) un déplacement, dont la partie
principale est donnée par

g07l[g~“‘($*’ -6)7 6] g}\‘ﬁ [g—.H-i (‘Z‘*y 6) 6] (0011_‘ 6).

Lorsque g(z*, 0) varie dans I'intervalle (z, g, (x, 0)), cette expression est
multipliée par un facteur, qui est infiniment peu différent de 1 lorsque
2~ (*); on peut donc appliquer le lemme du paragraphe 7 et I'on en déduit
que le module de la transformation (44) est de I'ordre de n (8, —6) au moins,

La différence entre le module de T(6) et m, est donnée par le module,
négatif, de la transformation

(43) . @y = 2+ Y2 (2, 0);

la transformation inverse
(46) z::x/,m———'l'x(x, e)

aura le méme module que (45), au signe prés. Or, nous avons déja remarqué
que la transformation (44) transforme g (2, 0) =a,_en un point de (x, =, )
qui donc ou bien coincide avec @, ou bien est situé entre x, et ;le module de
la transformation (44) ne peut donc pas dépasser, en valeur absolue, celui
de (46); ce dernier est donc aussi de I'ordre de 7, (6, — ) au moins.

Le module de T"'*(é) différe donc de m, d’une quantité del’ordre de n(@’a——@)
au moins; par conséquent, le module de T(é) différe de Zﬁ‘ d’une ‘quantité de

Pordre de (6,— 0) au moins; le rapport (42) ne peut donc pas devenir infini-
ment petit. c. Q. F. D.

41. Nous avons donc complétement démontré le théoréeme B : Dans la
JSamulle (38) I"ensemble des valeurs de 0, qui correspondent a des transformations
L, est vide, Uensemble, qui correspond a des transformations 3", a une mesure
nulle : les deux ensembles, qui correspondent auz trans formations 2 et aux trans-
JSormations 3/, ont tous les deux une mesure différente de zéro.

- Nous avons déja remarqué que I'ensemble des valeurs prises par la fonction
k(0) lorsque 0 varie en P, est contenu dans 'ensemble E des valeurs, qui ne
satisfont pas a la condition (3); on pourrait peut-étre ticher de démontrer que,
lorsque la famille (38) est arbitraire, ces deux ensembles coincident. On aurait

(1) Lorsque g(z*,6) varie dans (z, g, (&, 0)), g—ysa (2*, 0) varie dans (g—, (2, 9), g1, —s (2, 0));
en indiquant par &’ et 2" deux points de ce dernier intervalle, il suffit alors de remarquer (§20) que
g0 (27,0 .
le rapport Q—L’_) est infiniment peu différent de 1.
s (,7)
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montré de cette facon que la condition (3) est réellement.la moins restrictive
qu’on puisse donner et I’on aurait montré en méme temps qu’'une transfor-
mation arbitraire, dont le module ne satisfait pas a la condition (3), n’est
engendrée par aucune transformation infinitésimale.

 NOTE.

Nous devons combler ici la lacune dans la déduction du paragraphe 18. Rap-
pelons qu’on considérait, dans le cas I (¢ — o’ — 1 pair), deux suites composées
chacune de o — o intervalles : A, A,, ..., A, et By, B,, ..., B,_,_4, tels

que
Ag=A,+ A, A=A+ A, cee
Koo s=Ao o+ Agors, Apwry=Ag s+ Ay
B,= B, B,, B.=B;+B, ...

Bayw—s=Ba_w—s—+ Bo—ars, By ws=Ba o s+ Ba_w_.

On a les relations suivantes :

J(A)) S(AY)
Hag =t o= h

m (B,) m (Br)

J(Aga—s) J(Aaa—s)

m (By—or—4) m(Ag—or—3)

f(Aac~1’—1) f(Aoc*oc’—ﬂ

| By m (By )

805 Oty -+ Ou oy étant bornés en valeur absolue, indépendamment de a; on

veut évaluer la différence entre le rapport

S(A)
m(A,)
JS(Bo)
m(By)

(48)
et lunité.

Des deux derniéres relations (47) on tire respectivement

f(f\a~x’—1) f(Aoc—:x'—l )
m (Agy—gr—1) . m (Ag—p™1) .
-1, X 7y — 1
s Co1\ , (14 0ggr1) f(By—a—1)
<I = Oy—o2 Ca_~_7>'/ (Ba—o/—2) 1 (By—y—1)

m (Bg_q—)
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et de ces équations, en additionnant entre elles les troisiémes et, respecti-
vement, les quatriemes lignes de deux fractions, on tire

f(Aoc—on'—l )

m (A a—al—1)

J(Baas) ( I+ Oy grs Cam ‘@ﬁ___@_’ﬁz 4 aafu,ﬂ'_f_(B_“‘L“L)>

_I.

Cy—9 j.(Bagx’an) f‘(Bz—z’—n)
m (By_yi—3)
On a done
f(Aoc—oc'—1)
m(Ay_y1) N ot f(Baw_s) f(BOL al—1)
49) — —h—O;/_‘) —————rO Iy —————
(49 _f(B:zgoc@::) ! e Coy—z .f(Bson— ) e 1f(Bot %! — )
m(By_yi—3)

De cette relation et de I’antépénultiéme des (47)on tire, respectivement,

f o—a/—1 )
[ ca—1 f(Ba—gr—2) J(By a’1)> ’
KI +6:,V.v;x'¥o —o: m -+ 0@ — —1m m (Aa_zl_i) .
,f( By as) -
m ( ’BO&—CL’-Z: )
f( A a—a—a)
< 1+ Oy yrp = > m(Ay g )
Ca—s —.
f( Bec~a’—:‘.)

m (By=a—s)

En additionnant entre elles les premiéres et, respectivement, les deuxiémes
lignes des deux fractions on tire

f(Aa—aL:: )
et J (B g s) m(Ay_yy)
m A:x— I < _‘_6“_ ,_2(__1 .f( A—0 oA—a )
( a'—3) \I T s S (Ba—or—s) m(Ay_y) [
N f(Bawy) m (Au_owy) (:1—1 m(Ag_y >)> \
—+ Oy g/—1" I
o 1f(Bac~:x’—fz) m(Ay o) - Ol * ’7—: m(Ay_ ) —
f( Bochon'%:) ’
m(By_w ;)
et de cette derniére relation on obtient
f(Aoc—oc’—.‘i)
m (A, ) —140 L Co—t f(Boc-—oc'—z) m (Aoc—:l’—i)
f( Ba‘a'~~‘>‘) e Co—2 f(Boc—~3(’—~:l) m (A“_l/_:,)
m (Ba—:z’—;')
+6“_1/_1f(Bu—-x"1) m(Ay o) I (1_4 m(Ag_ ¢’—‘>)

S (Bygry) m (Ap—ars) ('oc—‘; m(Ag_y—s )
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Nous pouvons continuer; nous aurons, pour 2 a"< & — &' —1,

f( A:x—oc’—'zoc”—1 )

M A(A g s ogr_y)

f( B1~a/—2a”——l )

m (Bygiaary)

(50) =1+ (...);

entre parentheses dans le second membre on a une somme de 2"+ 1 termes.
En combinant la relation (50) avec

f(Aoc—~oc’—2a”—1 )

m( Ay o sqr_y) —1ad , Ca—1
S Boor—2gm-9) T T Coa—20/—2 '
m (By g ayrs)

de la méme facon qu'on a déja combiné les deux derniéres relations (47) on
obtient

f( Aoc—oc’-zoc"—1 )

m( Ay oy agn 1) S Bo o a0 1) N Co—1 f( Bo o sgr_s)
—_— = I 4 () Oy yr—ayr—o - .
J (Bo—arsars) ( )j (Baor—oar—s) T s [(Ba—wr—aars)’

m ( Ba_“r_gzr/_;; )

en combinant ensuite cette derniére relation et

S (Ao aqrv)

m (A g oy Co
Y A B
f (Ba—or—sar—s) Co—2g—3

m (By g oy _y)

de la méme facon qu’on a déja combiné la relation (49) et 'antépénultiéme des
(47) on tire

f(A1~oU~2:x"A::) '
mAagars) [ S (Ba o apn )
ey JByar) R ——

m ( Bx_“/_:_)xn_:; )
Ca—t f( Blfﬁl/——‘ZI”A—‘_’) m (Ad—m’—‘.!l”—1 )
Co—agh—s f( BO(——.‘X/-*‘ZCZ"—IE ) m (AOL~9L’—2€Z"~—3 )
Car M (A y oy )
Co—ayli—y M (A:x—oc’—zx”—:: )5

4 Oy y/maqra

- 0y’ araar s

De (51) nous pourrons déduire la valeur de

f(Az—a’—‘loc”—:j )
m(Ay o grs) -
f( By—ar—sar—s)

m ( BOL—:XL-‘.’?,”—B )

de la méme fagon que nous avons déduit le second membre de la relation (51)
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du second membre de la relation (50) : nous devrons additionner a I'unité la

somme de l'ensemble des termes entre accolades de (51) multipliées par

f(Ba—ar—sar—3) m(Agy_or—sar—s)
: et de deux nouveaux termes.
f( Bl_al_zall_‘:; ) m (AOL—O&'—-'ZOL”—-E)

Il est désormais facile de voir, sur la base des considérations précédentes,
qu’en poursuivant on obtient pour le rapport (50) la valeur

1 ’ Q
s(a—a —9)

Co_ Bo—syr—sar—s) m(Ay_yr—agr_
Lt Z 6ac—:x'—'zoc”—2 x—1 f( Do —/—2 2" z) ( a—a'—aal 1)
o
0

Co—aa—2 J(By) m(A,)
_13(3(—1'—2)
N Co—1 f(Boc—oc’—-‘_'oc"—s) m( Ay sar_s)
—+ Og—o/—o0/—: 3 .
Zw e s [(By) m(Ay)
0
"l A oo — y —a oL —
Le rapport m{awowod) o5t de Pordre de Z=22='; chacun des o — o' — 1
m (AO) Coryq

termes de deux sommations du second membre est alors de I'ordre de p*~* au
plus; la différence entre le rapport (48) et lunité estde l'ordrede (o — o' ) p*~* au
plus.

On pourrait arriver 4 une conclusion semblable dans le cas II considéré au

paragraphe 18.

ERRATUM.

Article de M. Paul Lévy, Aziome de Zermelo et nombres transfinis (Ann. Ec. Norm.
Sup., 67, 1950, fasc. 1). '

Page 15, note (1), intervertir les noms Albin Michel et Gallimard.




