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SUR
LES MINIMA ARITHMETIQUES DES FORMES

Par M. Cravpe CHABAUTY.

—— Q ——

I. — Introduction.

Soit  f= f(x) = f(«, ...,2x,) une forme positivement homogéne
[f(tx)=1'f(x) pour tout t>o0] sur I'espace numérique réel & n dimen-
sions R*, a valeurs > o0 et prenant éventuellement la valeur 4. Soit G un
réseau de R" de masse m(G) [i. e. un sous-groupe du groupe additif de R",
engendré par n vecteurs linéairement indépendants, m(G) étant la mesure du
parallélotope que définissent ces vecteurs|. Les «minima (') arithmétiques »
de / par rapporta G sont les » nombres yy, 0 L=+ 2, h=1,2, ..., n,
ainsi définis : w, est la borne inférieure des nombres v tels qu’il y ait au moins
h éléments linéairement indépendants de G pour lesquels /=" ..

Notons I' 'ensemble des réseaux de R”. Posons

7

1) =suppa(f; G) (m(G)) 7,
Gel

QUEEH | RIS

h=1

Nous appellerons y(/) la constante d’Hermite de f(*). On a évidemment
(/)= (y(f))". Pour I'étude de y( /) et de ¢(f) on peut toujours se ramener
au cas ou le degré d’homogéncité de [ est égal a 1 ce que nous supposerons
dans la suite, et nous dirons simplement forme pour forme positivement
homogene de degré 1, sauf mention contraire.

(1) Nous disons nunima suivant 'usage, quoique les bornes inférieures dont il s’agit ne soient pas
nécessairement atteintes. Ce sont bien des minima si f est réguliére (définie et continue).

(2) Si f est une forme quadralique définie positive & n variables y(f) est alors ee qu’on appelle
“classiquement « la constante d’Hermite » pour la dimension n.
/

Ann. Ec. Norm., (3), LXVI. — Fasc. 4. h7
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Supposons que la forme f soit une norme sur R”, i. e. une forme définie
positive [f(x)>o0 pour z=£o], symétrique [f(—ax)=f(2)], convexe
|/(x+y)=f(x)+ f(y)], avaleurs finies. Les résultats classiques de Min-
kowski sont alors en posant J = &(f(z)=1):

(n : T(f) L2 (mes(T)) * (%),
(11) o o(f) <L on(mes(T))=1  (+),

et dans le cas d’'une norme euclidienne (racine carrée d’une forme quadratique
définie positive) ‘

(1 | ARSIV VN

I’inégalité (I) n’est évidemment qu’un cas particulier de (I1) mais la
démonstration de (1) est presque triviale et non celle de (II). D’autre part,
Minkowski a donné une démonstration simple d’une forme affaiblie de I'inéga-
lité (1), suffisante pour certaines applications :

() p(f)<omn ! (mes(1))= (%),

Pour toute forme posons a(f)=¢(f)(y(f))™. Nous appellerons a(f)
I'anomalie de f; ¢’est un nombre évidemment toujours 1. L’inégalité (III)
de Minkowski dit que ’anomalie des normes euclidiennes est égale a 1. Nous
établirons le résultat intéressant, de démonstration trés simple, et qui semble
avoir échappé a attention jusqu’ici, que ’anomalie d’une forme arbitraire est
bornée par une constante ne dépendant que du nombre n des variables (°"~). Ainsi,
quand on sait majorer le premier minimum d’une forme pour tous les réseaux,
on sait majorer automatiquement le produit de ses n premiers minima sur tout

n—1

réseau. Plus précisément nous établirons qu’on a toujours a )2 * , qu’il
p —

n—1

existe des formes de R* d’anomalie égale 2 2 * | que pour toute valeur ™1
n—i

et <2 * il existe des formes définies et continues sur R* dont*’anomalie a
cette valeur et cela pour chaque valeur de I’entier n.

La majoration sur I’anomalie peut encore s’énoncer sous la forme suivante :
Etant donnée une forme f sur R*, dont la constante d’Hermite est y(f), quel que

(3) MiNkowskl1, Geomelrie der Zahlen (Chap. 3, § 30).

(%) MiNkowsk1, Geometrie der Zahlen (Chap. B, § 50).

(3) Mingowskr, Geometrie der Zahlen (Chap. 5, § 51).

(¢) Minkowski, Ges. Abh., 1, p. 293-315 (lemme 1, p. 297).

(&bis) Nous avons donné ce résultat dans un Cours de Théorie des Nombres, & I'Université de
Strasbourg ea mars 1948 et nous 'avons signalé dans une Note aux C. R. Acad. Sc. d’octobre 1948,

cf. (13). : '
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soit c>o sur chaque. réseau G on peut trouver n éléments linéairement indeé-
pendants pi, ..., p, tels que

n-—1

S

[[f(m)é(l 4e)2 2 (y(f)rm(G).

h=1

Par une méthode analogue nous avons une majoration relative au produit
des £ premiers minima d’une forme a n variables, qui, dans certaines applica-
tions développées ailleurs, permet d’employer des formes auxiliaires d’ano-
malie quelconque presque aussi commodément que si leur anomalie était
égale a 1.

Nous donnons aussi quelques résultats sur I'anomalie de formes parti-
culiéres; ainsi nous démontrons que pour une forme dont le groupe des

transformations linéaires en elle-méme a des propriétés convenables [et dont
1

'exemple le plus simple est /(x) = | @, x,-. .. 2, 1”} "anomalie est égale & 1.
Introduisons le coefficient de convexité »( f) d’'une forme / symétrique

w(f)=sap flz -+ y)(f(x)+ () (2, ¥) = (0, o).

On a alors avec la mesure de Lebesgue en posant S( /) =&(f(x) 1) :

Y(f) Z a0 (f) (a(f)) (mesint S(/)) 7,

o(f) =2 (w(f))"n(f) (mesint S(f))~,

7(f) étant le « coefficient d’empilement » de S(f), coeflicient qui est tou-
jours = 1.

.Si f est une norme, w(f)=1 et la majoration de ¢(/) obtenue en rempla-
cant 7(f) par 1 est moins forte que I'inégalité (II) de Minkowski, mais plus
forte que son inégalité affaiblie (1) et de démonstration plus simple. 1l n’est

1—n

pas exclu qu'il existe des normes avec < 2 * pour lesquelles I'inégalité
avec 7 serait meilleure que (II).

l.es résultats précédents permettent aussi de majorer le produit des valeurs
d'une forme aux points d’une base convenablement choisie d’un réseau G,
en fonction de w(/f), mes int3(f), m(G) et du nombre de dimensions de
I'espace, généralisant ainsi un résultat connu pour les normes (7), etde donner
un résultat reliant le « probleme homogéne et le probléme non homogeéne » relatifs
a f|généralisant des théoréemes de Kintchine (*) et Mahler (*)].

(7) Le résultat pour les normes cuclidiennes remonle a Hermite, Buores, L. 1, p. 103; pour les
normes quelconques, ¢f. ManLER, Kon. Ned. dkad. Wet., . 4, 1938, p. 634-637 (théoréme 1).

(3) KintcHiNg, Math. Annal., t. 113, 1936, p. 398-415.

(?) ManLrr. Kon. Ned. Akad. JFet., L. 41, 1938, p. 634-637.

.
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En outre si ¢ est une forme algébrique définie de degré d a n variables, nous
montrons qu’elle est arithmétiquement équivalente 3 une forme dont les
coefficients satisfont & des majorations simples ne faisant intervenir que n, d,

1 v i
0} (lcp|“> et mes (éz(|cp(x)!41)> D’out des résultats de finitude du nombre des |

classes pour des formes & coefficients entiers.

Nous entendrons dans la suite par ensemble étorlé un ensemble étoilé par
rapport & 'origine (x €S entraine tz €S pour ot 1) (**). On peut (c/. §1I)
définir directement pour un ensemble étoilé des quantités (S, G), v(S), ¢(S),
«(S), analogues & celles définies plus haut. La considération de I'ensemble
étoilé le plus général n’apporte rien de nouveau par rapport a la considération
des formes. En effet, & tout ensemble étoilé S on peut associer une forme /,
Uindicatrice de S, qui est définie par la condition

S(f(x)<<ncScé(f(x) L)

et on verra que pour tout résean G tous les ensembles étoilés de méme indi-
catrice ont mémes p,(h=1, 2, ..., n)quisontégaux aux u,(f, G). Néanmoins
nous trouverons le plus souvent commode dans les démonstrations qui suivent
de parler en termes d’ensembles. De ce point de vue nous sommes amenés a
signaler que certaines inégalités obtenues peuvent en un certain sens se géné-
raliser a des ensembles arbitraires, et a utiliser un coefficient de convexite
défini pour tout ensemble.

Les premiers résultats obtenus sur les minima successifs d’'une forme
(ou ensemble) non convexe sont dus i Jarnik () qui a aussi publié¢ a ce sujet
avec Knichal ('?). Ces auteurs (dont nous ne connaissons les résultats que par
les comptes rendus des Math. Revciewws) considérent uniquement le probléme
des solutions de f(x— y)<const. en x et y tels que x — y €G, c’est-a-dire
des minima pour un ensemble étoilé T donné comme vectoriel d’un ensemble
étoilé S[T =&(z=x—y,x€E€S, yeS)] et établissent des inégalités du type

5(T)Le(n)(mesintS) ' et ne semblent pas s’étre occupés de la notion que
nous avons appelée anomalie. Nous avons indiqué un certain nombre de nos
résultats dans deux Notes aux C. R. Ac. Sc. (**). Au moment ot nous donnons
ce travail A 'impression parait un article de Rogers (**) qui cite la premiére de

(1°) Dans beaucoup de travaux de Géométrie des nombres en langue anglaise, en particulier dans
ceux de Mahler, « star domain » a une signification plus restreinte, l'indicatrice élant supposéc
continue.

(11) JarNig, Pestnik Kralooske Ceske Spolecnosti Nauk ( Tride Matemat., Prirodoved, 1941.

(') JarNik et Knicnav, Rospravy I1 Tridy Ceske Akad., t. 33, n® 43, 1943; les auteurs consi-
dérent un ensemble arbitraire, mais c¢’est en réalité I'ensemble éLoilé engendré qui est étudié.

(13) Cuasauty, C. R. Ac. Sc., t. 227, 1948, p. 747 et t. 228, 1949, p. 796.

(1) Rocers, Kon. Nederland Akad. PPet., vol. 11, 1949, p. 256-263.
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 —— n—1

et st . . ja—
ces Notes <aé2 *  ")etobtient le résultat plus précisa=_2 * , démontré
dans notre seconde Note, et certains des résultats relatifs a des ensembles arbi-
traires qui sont donnés ici et qui ne figuraient pas dans ces Notes. Depuis est

n—1

paru un article de Mahler (****) ou il démontre que 2 * est la meilleure majo-
ration possible pour I'anomalie, résultat figurant dans notre seconde Note.
[Les résultats de Rogers ct de Mahler ont été communiqués a I'Académie des
Sciences néerlandaise avant notre seconde Note, mais ont paru apreés elle. |

II. — Majoration de 1’anomalie.

Soit dans R” un ensemble arbitraire A ; nous dirons qu’un réseau G de R est
permis si U'intersection de G et de A est vide ou se réduit 4 I'origine et nous
poserons 3(A)=infm(G) pour les réseaux G permis [s’il n’y en a pas, on
pose 2(A)=-o]. Evidemment ¢(B(A)) = |det(B)|2(A) pour toute trans-
formation linéaire homogene B et 6(A)>2(B)si ADB.

Pour un ensemble ECR* nous noterons dim(E) la dunension linéaire de K,
c’est-a-dire la dimension de la variété linéaire homogéne engendrée par E.
Nous noterons AA pour tout 2 > o-’homothétique de A par rapport a O dans
le rapport 2.

Lemme. — Soit A un ensemble tel que o < o(A) <~ w; sotent 1y, ..., k, des
nombres de I'intervalle (o, + | et tels que l'on ait

(1) hap 27t endier pour h=-1,2, ..., n—1,
(2) dim(GNn2AY =Zh —1 (h=1,2, ..., n).
On a alors

a(A)]"] M1,

h=1

Si geGNi,A, alors g€GN XA pour k> / en vertu de (1), done si Ly, est
la variété linéaire homogéne engendrée par GN2,A, L,CL,.,. On peut
toujours se ramener au cas ouk, =1 (les 7., sont alors des entiers dont chacun
divise le suivant), ou G =Z" (réseau des points a coordonnées entiéres) et
ou les L, sont définis par des équations x,=x, 4 =...= &y =o0.

Soit H le réseau se déduisant de Z" par la transformation

Lp—> M85t (h=1,2, ..., n).

(140isy MauLER, Kon. Ned. Akad. Wet., vol. 11, 1949, fase. 3, p. 633-642.
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n
C’est un sous-réseau de 7" de masse égale a 1" I] A, Soit peH et £ o, soit
h=1

le plus petit entier tel que les coordonnées de p d’indice >>; soient toutes
nulles. L’entier A,A7" divise I'entier 2,A;' pour tout hj donc ¢="=n,"%;p
appartient 4 Z". Par conséquent si p€X,A on a g€X;A, ce qui est contraire A
I’hypothése que tous les points de Z*NA;A sont dans L; et ont done leur coor-
donnée d'indicej nulle. H est donc permis par rapport & 2,A et I'on a

),ZA)A_I)I H) =" [17\

h=1

d’ou résulte immédiatement 'assertion de ’énoncé.

Anomalie des ensembles étotlés. — Soit dans R” un ensemble étoilé S; nous
poserons pour tout réseau G :

pa(S, G)y=sup2 {2 0,dim(SN2G) = h—1}=infi; 2> 0, dim(SNAG)> N }.
Les u,, sont des nombres de Uintervalle [ o, + o | et forment une suite croissante
|au sens large] avec I'indice o =1, 2, ..., n. I' étant 'ensemble des réseaux
de R", posons :

*f(S)::sup(m(G) "I.Ll( G),
cel
0(S) == iz?(m(G))—l /1:11 pa(S, G,

o (S) == p(S) (Y(S) )~ sera Lanomalic de S.

On prendra ] [ Up=o0slp,=o el n,=-+ o, a=1sl¢=7y=0, de sorle que

les quantités introduites sont toujours définies et en particulier 'anomalie «
est un nombre toujours >~ 1.
On a évidemment
pa(tS, 1G) == ¢! l"u/'L(S, G);
(y(B(8)))r=[det(B) [T (y(S),  p(B(S))=[det(T)['p(S),  «(B(S))=a(N),

pour des homothéties & —» tx, x - 'z, et des transformations linéaires homo-
génes non singuliéres @ - B(a). D’autre part (y(S))'=(c(S))™" car d’aprés
la définition des u, la borne inférieure des masses des réseaux homothétiques
a G et permis par rapport & S est m(G)u"(S, G). Si SOT (étoilé aussi) :
Y(8) =y (T).

Soit f'indicatrice de S, de sorte que

S'=8(f(z) <1) €ScS"=&(f(x) <),
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on a pour tout ¢ >0, 8'CS"C(1+ ¢)S'. Donc pour tout réseau G les y, de §'
et ceux de 8" (et a fortior: ceux de tous les ensembles étoilés d’indicatrice /)
sont égaux a i (fs G) pour tout 4. Les ensembles de méme indicatrice ont
donc méme y et méme anomalie. Si f est continue, $' est ouvert, S” fermé, et
ces ensembles «comprennent» lintérieur et I'adhérence de S. Donc un
ensemble étoilé d’indicatrice continue a méme y et méme anomalie que son
intérieur et que son adhérence. '

Soit Y (n)le plus petitnombre > o tel que pour toute suite xy, (h=1, 2, ..., n),
olx, Ly L. .. Zx,<+ o, et pour tout nombre ¢ > o il existe une suite
yr(h=1, 2, ...,n) avec oy, ax,(h=1, 2, ..., n) et yu.,y, entier
(h=1, 2, ..., n—1) telle que

"
-[la:,,vyfll._é_xp(n)(l+ c).
7/1:1
Il est évident que () est fini : par exemple en définissant y,= 22, (1 —c)
avec r,= log,(an2") on voit que Y(n)2""'. Nous démontrerons tout a

n—1

I'heure que $(n)=>2* .

TuiorEME. — L anomalie d’un ensemble étoilé de R" est — Y(n).

Soit G un réseau de R". Nous écrirons y, pour 1,(S, G). Supposons py >o, .
1, < +ow. Soit A,, ..., 4, un systeme de n nombres >>o. Si 'on suppose
My (=1, 2, ..., n) on peut affirmer que dim(GN2A,S)<h; st Fon
suppose en outre 4., A;' entier (h=1,2, ..., n— 1) on peut appliquer le
lemme précédent et par conséquent

1 251 | 253 | 2nEeienaraey | Pane
donc d’apres la définition de {(n)

[ pa=(3(8) m(GYg(n) (1),

pour tout ¢ >0 donc

n

(1) T8, )= ()b ) m(G).

h=1
Si maintenant ., >0, 1, =, on peut choisir des nombres 2,”> o0 avec
T A, entier et 4, < w, ayant un produit 1]7\,, arbitrairement grand; donc

en vertu du lemme on a 8(S)=o i. e. Y(S)=-+ o; I'inégalité (1) est donc
automatiquement vérifiée puisque le second membre est égal a + o. Sip, = o,
<+, l'inégalité (1) est aussi vérifiee puisque son premier membre est
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nul. Enfin si p,=o, p,=+ l] ., est conventionnellement pris égal & zéro,

donc (1) est toujours vérifiée, ce qui équivaut a I’énoncé du théoreme.
Remarquons que les ensembles pour lesquels la convention relative 4 o ><
peut avoir a jouer, sont de nature trés particuliére : en effet p,,— oo entraine

que CS contient une famille partout dense de droites passant par l'origine,

donc S est un ensemble frontiere; si en outre w,=o, S doit contenir des
segments issus de ’origine de longueur arbitrairement grande.

Détermination de la valeur exacte de Y(n). — Etant donnée une suite x,, . . , 2,
ol w Ly ... ~2,<+», appelons suite auxiliaire permise [pour la
suite (@, ..., x,) | toute suite z,, ..., s, telleque o <z, Za,(h=1,2, ..., n)
et que z,., 3, soitentier(A=r, 2, ...,n—1). Nousnoterons[a]le plus grand
entier =~ a et nous poserons

r(p, q)=—{log.(z,x,")] pour 1=p-Zq_n;
r(p,q)=—=—r(q, p)—1 pour 1Zq<p<ing

SR s grkl g, (hy k=1,2, ..., n).

Autrement dit #(4, h) est le plus grand des exposants entiers g positifs ou

négatifs tels que 27z, soit @, si h>x k et que 272, soit < x;, si h <L Donc

la suite 5% pour £ fixe est une suite auxiliaire permise pour lasuite z,, . .., 2.
Posons

n n n
Ge=0r(@1, «.., &p) == I] (5= o Il x; X< ] l okl

=1 h=1 n==1
Ona

1

n n n "
l] op= rl l_l o1kl — lil g limril k- o T

k=1 k=1 h=t h<k

n—1

de sorte qu’au moins un des g, soit o, , est =Z2 * . Donc si nous prenons

== sl (14 ) (¢>0)
on a
‘ ' o . n—1
o< )pl Vi)Y ' enlier. el I ] Zpyt= o T (14 o)
n=1

n—1

pour tout ¢ >o, donc Y(n)<2 * .
D’autre part I'ensemble des suites auxiliaires permises pour une suite
Zy, ..., x, donnée [considérées comme des points de R"] est un ensemble

compact. Il y a au moins une de ces suites qui réalise e minimum de I I 3,

et pour une telle suite extréme on a évidemment z,=x, pour au moins une
h—1

valeur de A. Considérons la suite x,= 2T(h: 1,2, ..., n). Parmi les suites
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auxiliaires permises pour x, et telles que ;= il v en a une qui donne a
- . . s L. . . xr,
l-[a:hzh‘ sa moindre valeur; c’est évidemment la suite £ = 7‘ pour ~A <k,

£} =z, pour h>x k, alors

ll l‘,f) —mafahttoo g,

h

Done pour toutes ces suites
- . n-t
IR | B
h h

-1

et par conséquent le minimum de ] [a;h:-;’, pour toutes les suites auxiliaires

n—1

permises par rapport a la suite 2, considérée est > * . En raisonnant comme

n—1 n—1

B

plus haut il en résulte que ¢(n)>~2 * . Finalement on a done $(n)=2* .

III. — Construction d'ensembles étoilés d’anomalie maxima.

Lemme. — Soient A et B deux réseaux dans R" et supposons que pour tout y € B
il existe un nombre réel t et un x €A tels que y = tx. Alors 1l existe un réseau
Ec A et un nombre réel i tels que E = . B.

En effet, soient b,, ..., b, les éléments d'une base de B; on peut trouver des
nombres réels 7, et des éléments a, € A tels que b, = %, a,. On a

by 4+ by=d,a, =+ s 15

mais aussi b, 4+ b, =¢c=¢a,a,+ ga,a,, c élant un élément convenable de A,
o un nombre réel, a;, «, des entiers tous deux =£o0; donc A, =gay, Ay=gat,,
et A,2;" est un nombre rationnel. On démontrerait de méme que tous les 7,2.;"
_sont rationnels. Soit = un entier tel que tous les 7, A7" soient entiers. On voit
immédiatement que si 'on prend A =<A7", E=7B est bien un réseau contenu
dans A.

CoroLLAIRE. — Sur chaque droite joignant Uorigine a un point du réseau A il y
a des points du réseau B.

En effet puisque E est un réseau contenu dans le réseau A, E est un sous-

groupe d’indice fini de A [l’indice est j= szii] Soit a€A; parmi les
éléments a, 2@, ..., (j+ 1)ailyen a nécessairement deux distincts qui sont

congrus mod(E). Donc il y en a un qui appartient & E.
Ann. Ec. Norm., (3), LXVI. — Fasc. 4. 48
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Il résulte immédiatement du corollaire que sia,, ..., a,cst une base de A, il

cxiste une base b, ..., b, de B telle que
bp== tp (== Dppatls = o=+ Dancis, (=1, 2, ..., n).
n—1

Inscinble étotlé non borné d’anomalie 275 . — Pour tout £ € R” nous noterons
pin(x) (h=1, 2, ..., n) ses coordonnées et v(x)le plus petit des entiers /
tels que pj.(z)=o0 pour tout k> h. Considérons le résecau Z" des points a
coordonnées entiéres dans R”. Soient ¢, les éléments de sa base canonique
(vecteurs unités sur les axes). A tout élément primutif = de Z" (i. e. A5£ o,
r.z€Z" implique [A|>x1) faisons correspondre la demi-droite D, formée de

i
1—v(3)

tous les points Az avec A>> 2"« . Soit D la réunion de ces demi-droites et U le
complémentaire de D; ¢’est un ensemble étoilé. On a par construction

h—1

wy (U, Z”):ZT (h==1, ..., n).
Done

L
i 11

[[onU 2y =0 =
=1

n—1 n—1

Nous allons établir que v(U) =1, donc a(U) == 272" ¢t par conséquent o(U) =27,

Sipour =i, ..., n, ona pour des @, €2 v(a,)=h, |pjs(a,)| =1, on peut,
par une transformation linéaire homogéne laissant invariants globalement les
points de Z” et I'indice v(x) de tous les z€R”, donc laissant U invariant, se
ramener au cas ou a,= ¢,. D’autre part chaque point & de D est sur une demi-
droite D_bien définie. Nous noterons 2* le point primitif z de Z" qui correspond

P
ainsi & @. Remarquons que |pj(@)|>=277 |pi(a®)| > o' pj(x)| done
sio<|p/i(x)| L1 0na
FIACHIES
Soit G un réseau permis par rapport a U, G admet une base b,, ..., b, telle
que, pour tout &, v(b, )= h. Nous poserons b, = 7,b,. Par construction

Ty et m(G =]z =] Jripineil.
h h

Lemme. — Soit k le plus petit des indices h, il en existe, tels que | pj,(by)| < 1.

On a | pji(by)|==2|pjr(br)| pour tout indice h <k, |pju(by)|=|pji(br)| pour
tout indice h> .

Le choix de 4 entraine |pj.(b;)|=1. On peuat donc supposer qu’on s'est
ramené au cas ot b, =e¢,.
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Considérons d’abord unindice 2 < k. Formons ¢, = b,+ b, ona \pji(cn) | =1,
et puisque par hypothese o< %<1, |pji(c;)|=1. Comme d’autre part
pin(en) =pjn(bn) 20, | pji(c;)| est un entier 7,5 0. Les projectionsde ¢, et ¢;
sont proportionnelles; on a donc h;,=r, A Par hypothése 7,1, 71 donc
Pentier r, est > 2, d’ou | pjn(0,)| > 2| pjiu(61)].

Soit maintenant un indice ~ > . Si | pin(bi) | <1, alors |pju(b) =1, 1, <1,
et on peutsupposer b, = ¢,,. Considérons ¢, = b, + b,; onaalor, (prien) | = P
| pic(en)| =u;comme o < 1, < 1,0 < X <1,0nalpji(c;) | =1=|pji(c;)| dott
= hs et |pin(bn)| = |p/i(bi) |- Si|pju(by)| =1, il n’y a rien & démontrer.

Il résulte donc du lemme que : ou

| pJa(0s) |1 pour tout £ donc [I IRUAIESE

ou sinon il existe un plus petit indice & pour lequel | pj,(6,)] <1 et alors :
J— 1—k\n
.IAIIPJ‘/I(bh)l;\: 9‘/‘;1}\2%2/&1(2 " > =1

Finalement on a démontré que m(G)>~1 pour tout réseau permis, donc
v(U)>1, et comme Z" est permis y(U) =1.

n—i

Ensemble borné danomalie 2= . — Posons
|| 2 || = max | p/ia(2) |, P=&(llajl<r) et V,=UnP,.
c
Quand la constante r est assez grande N, a méme v que U |U est « réductible
2 un ensemble borné » au sens de Mahler ('*)] et mémes minima que U par

n—1

rapport ¢ 1" et par conséquent une anomalie ausst égale a 22 .
Pp P q
“En effet prenons »>n2*". V, contient le pavé P de mesure 1. Soit G un
P

.

réseau permis par rapport a V, et de masse =Z1. Il existe donc un systéme de
n éléments linéairement indépendants de G, a,, ..., a,, tels que

lali= 2 [hal=or
|Capres 'inégalite (1I) de Minkowski ('°)] et par bonséquent
[| anl| =< a2t (h=1,2, ..., n).

Il existe une base de G formée d’éléments b,, ..., b, tels que leurs coordon-
b

(18) Maurer, Kon. Ned. Akad. Wet., t. 49, p. 298-309.
(%) On pourrait aussi bien, en prenant une valeur un peu plus grande de r, uliliser Vinégalité
3n—1

| N [RCAIE= e

qui résulte du paragraphe V.
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nées relatives a a,, ..., a, soient comprises entre zéro et 1, donc || b, || <L n 2>
(h=1,2,...,n).

Les points a,;, bn, b+ b; appartiennent donc a P,.nGV,. donc & CU, il en

résulte que b;=¢;5;, 5,€Z", et que les o;p;" sont des nombres rationnels,
G est donc homothétique a un réseau HCZ". En outre six € G, v(z)=rh et si
|pjn(2)| (nécessairement £ 0) est <1, le point primitif de Z* porté par la
demi-droite joignant x & lorigine, soit a7, est tel que |pj(z*)|=1. Cest
évident si ||| < 7. Sinon il existe y € G avec v(y) </ tel que ||y —a| <r
puisque P, contient une base du sous-groupe de G formé des éléments y € G
avec v(y) < h; on a alors | pj,((x —y)*)| =1 donc | pju(2*)| =1.

Les remarques qui précédent indiquent qu’on peut démontrer que m(G) > 1
(donc =1) et par conséquent Y(V,) =1 par les mémes raisonnements qui ont
permis de démontrer y(U)=1 dans l'alinéa précédent. D'ou le résultat
annoncé puisque u,(V,, Z°) =y (U, Z*) (h=1, 2, ..., n).

n—1i

Ensemble étoilé régulier d’anomalie comprise entre 1 et 2= . — Nous appellerons
ici ensemble étoilé régulier un ensemble étoilé dont 'indicatrice est une forme
continue définie [ f(x)=o0 pour x=o0 seulement]. Un tel ensemble est en
particulier borné et contient un voisinage de l'origine. L’ensemble V, défini
ci-dessus a ces derniéres propriétés mais n’est pas régulier car son indicatrice
n’est évidemment pas continue.

Mais on peut aisément former wune famille d'ensembles étorlés réguliers

n—1

« tendant » vers U et dont I'anomalie est arbitrairement voisine de 27> ; on peut
s’arranger pour que 'anomalie des ensembles de cette famille prenne toutes les

n—1i

valeurs >1 et < 277 .

Soient A une des demi-droites avec lesquelles on aconstruit D, s son origine,
k=v(s), soit t&€]o, +=]| et soit A, le cone engendré par les demi-droites
d’origine s qui percent I'hyperplan pj.(x)=2pj.(s) en des points y tels que
|pji(y —2s)| <t pour tout j £ k. Soit D, la réunion de tous les ensembles A,
et W,= GD" W, est ide‘nlique alU, W, estle pavé

1—/

\pi(x) <2 ™ (h=1,9, ..., n).

Tousles W,sont des ensembles étoilés ouverts, ils sont emboités (¢ > ¢ entraine
W,.cW,, en particulier, pour toutz, W,OW_) et U =_U W.. Il en résulte ('7)
t

. —h
que lim y(W,) = y(U). Comme pour tout ¢, y,(W,, Z") = 21"7(/1, =1,2,...,n)
>0

n—1

on voit donc que lima (W,) =27
>0

(17) D’aprés le « lemme d’approximation » du paragraphe V1.
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Démontrons maintenant que W, est un ensemble étoilé régulier pour tout
¢t > o.Eneffetadjoignons a R*un hyperplan i 'infini F; les points 4 U'infinides A
sont partoutdensesdans F.Lesintérieurs A, des cones A, (¢fixe >o0)ontpour traces
sur F desensembles ouverts dans F et non vides. Comme F est compact il suffit
de prendre un nombre fini d’entre eux pour recouvrir F. Considérons les cones

correspondants A, /€l fini. W; :CUA,L- est un fermé dans R"UF, qui ne
el -

rencontre pas F; c’est donc une partie bornée de R". W, contient 'adhérence
W, de W,, W, est donc borné et contient les sommets s d’'un nombre fini de
cones A, D, est donc identique a la réunion d’un nombre fini d’ensembles A,
et W, est un domaine polyédral borné, limité par un nombre fini de faces
hyperplanes qui ne passent pas par Porigine et méme dont la distance a
l'origine est pour tZ¢,<+ o supérieure 4 une constante >o. Son indica-
trice est bien une fonction finie, définie et continue.

Ecrivons I’équation de la frontiére de W,(z>>0) en coordonnées « polaires »
o=/(0,¢); on montre aisément que /f est continu en ¢ uniformément par
rapport a 0. Donc a tout e > o correspond un 7(¢) tel que |/ —¢| =7 entraine
(1—e)W,cW, (1 +2)W,; il en résulte que les minima de W, par rapport
a tout réseau fixe varient contintiment avec ¢ par conséquent 'anomalie de W,

n—t

est aussi fonction continue de z. Comme a(W,)=r1 et lima(W,)=27=", 'ano-
>0

malie des W, prend toutes les valeurs intermédiaires quand ¢ parcourt l'inter-
valle [«, o].

Nous pouvons donc résumer les résultats sur'anomalie de la facon suivante :

n
TukoriME. — Dans R" tout ensemble étoilé a une anomalie =~ 2" ; 1l existe des

n—1i

ensembles étoilés bornés d’'anomalie = 27 5 1l existe des ensembles étoilés réguliers
n—1

dont U'anomalie prend toute valeur >~1 et < 2 * .

IV. — Anomalie de certains ensembles.

Appelons jauge tout ensemble étoilé dont I'indicatrice / est une norme; elle
sera dite euclidienne si la norme f est la racine carrée d’une forme quadratique
définie positive. L'indicatrice étant alors continue nous pouvons nous borner
dans les démonstrations a la considération des jauges ouvertes. Le résultat de
Minkowski donné par la relation (II) du paragraphe I peut donc s’énoncer :
[’ anomalie de toute jauge euclidienne K est égale a 1.

Reproduisons la bréve démonstration de Minkowski. On peut toujours se
ramener au cas ol le réseau considéré dans R” est le réseau des points a coor-
données entiéres Z", les minima de f (ou de K), w,= p,.(f, Z") = w, (K, Z")
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atteints pour des points p, tels que pj(py) 5= o, pji(pi)= o pour tout k> h,

.y . W T . ., .
et f* mise sous la forme ZX,. ou les,X,-::E a;x; sont des formes linéaires

' J
indépendantes avec ;5= 0, ay;=o0(j >7), de déterminant égal 4 1. Posons
o U . . .
//-:2.1 X, p.7- On a, pour tout z€Z" tel que pj,(:x)=£ o, pj,(x)= o pour tout
k>h, f(x)>~ v, donc
h

j"'-’(:r) :Z \? [T ‘U.;;zzfﬂ((l’,“);léf.

i=1
Done Z* est permis par rapport a la jauge &(/"(x)<1) qui se déduit de la
premiére par une transformation linéaire homogene de déterminant [ly-z,.
Donc on a toujours

T oK. 20 = (¢ Ky done 2(K) =1

D’autre part le résultat suivant est probablement bien connu quoique nous
ne lui connaissions pas de référence :

Pour toute jauge I dans R* I'anomalie est égale a 1.

Soient p,, p, deux points réalisant les « minima » de J par rapport a un
réseau G, i. e. p, (respp,) appartient i la frontiére de J, = u,J (resply= ),
ot gy =1, (J, G), po==1u,(J, G). Soit T une droite d’appui de J, paralléle 2 Op,
et teJ,n'T. Soit £ la transformation linéaire définie par ¢ ¢, w,u'p,—>p,
de déterminant p;' . Comme toute paralléle & Op, qui rencontre J, rencontre,
le segment joignant z i son symétrique par rapport a O, on voit aisément que la
jauge J'=12(J,) est contenue dans J, et que G est par conséquent un réseau
permis par'rapport al, d’ou

w20 (J) =0 (1) Zm(G),

ce (qui démontre le résultat annonce.

Pour unnombre de dimensions n > 2 ce mode de démonstration ne semble pas
se généraliser tel quel ("*""). KEn utilisant outre des (ransformations linéaires
des transformations continues non linéaires’ convenables on obtient (')
I'inégalité de Minkowski '

o(J) = 2" (mes(J))~".

(170is) 1l nous a permis seulement de démontrer que 'anomalie des jauges de R# est < 4/'(n) < U(n),
o '(n) est 'analogne de Y(n) relativement a des suites &1, ..., », avee x,—; = z,. Par exemple
0 .

lanomalie des jauges de R* est < 27, alors qu’il y a des ensembles étoilés de R® d’anomalie égale i ».
(18) Cf. la présenlation géométrique trds concise de Davenvonr, Quart. J. of Math. Oxford
ser., vol. 10. 1939, p. 119-121.



SUR LES MINIMA ARITHME’TlQUES DES FORMES. 381

Mais le théoreme de Hlawka (") montre que pour tout ensemble quarrable A,
¢(A)=mes(A)(¢(A))" est toujours> 1. Les améliorations de ce théoréeme
pour une jauge générale (*°y permettent seulement de remplacer 1 par une
constante c plus grande (¢ = 4,5¢ pour nassez grand). On peut donc tirer de la
une majoration de 'anomalie pour les jauges :

2 (T) Zon(mes () (7(T)) nZanet,

mais elle est rmoins forte que celle que nous avons établie pour U'ensemble éto1lé le
plus général.

Evidemment les jauges pour lesquelles y(J) = z(mes(J))“:? ont d’apres 'iné-
galité (II) de Minkowski une anomalie égale 4 1. Ce sont comme on sait les
jauges J telles qu'il existe un réseau G ayant la propriété suivante : les ensembles
I+ g, €6 « pavent » I'espace, c'est-a-dire forment une partition de R* & un
ensemble de mesure nulle prés; exemple :

J :«i( [pin(x)| <1).

Remarquons que les jauges partlcul.leres dont nous avons parlé : jauges
euclidiennes et jauges de « pavage », qui ont 'anomalie 1, sont les seules dont
on connaisse 'anomalie, et qu'on ignore s'il cxiste des jauges d’anomalie > i.

On peut utiliser les résultats précédents pour majorer non trivialement

n—1

2

<c’esl;-£a-dire mieux que par 2 ) I'anomalie de certaines jauges ou de certains
ensembles étoilés S, par exemple quand I'ensemble est compris entre deux
jauges euclidiennes « suffisamment voisines ». Soit =(S) la borne inférieure des
valeurs absolues des délerminants des transformations linéaires homogénes «°
telles que, K étant une jauge euclidienne.

KcSc (k)
alors on montre aisément que 2(5)=_=(S).(Dans le cas n =2 on peut utiliser
une jauge arbitraire & la place d’une jauge euclidienne.)

D’autre part si S contient une jauge euclidienne K (ou une jauge arbitraire
dans le cas n=12) on a évidemment la majoration

- 2 (S) Z(y (K" (v (S))
qui peut étre non triviale.

ExempLE @ forme cubique binaire a discruninant positif. — On peut se ramener
a la forme x} 4+ 2}. Soit C le domaine plan défini par |x] + 2] | ="1. On sait

(1) Heawga, Math. Zeits., 1. 49, 1943, p. 285-312.
(20) Maurer, Duke Math. J., t. 13, 1946, p. 611-621; Daveneont-Roeens, /bid., L. 14, 1947
p. 367-375.

’
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[Mordell (*')] que (y((ﬂ):cg) Or C contient la jauge J réunion de

I’ensemble défini par x,2,>>0, @]+2,< 1 et de I'ensemble défini par
x 2,20, |2 | <1, |2, < 1. Contentons-nous de la majoration

(y(I))2Lb(mes(3)) "' =8(m+ 4)!
il en résulte
1(C)é8(23)7((7r~+— MV3)t<<1,1.

Anomalie des ensembles automorphes. — Donnons maintenant un exemple
d’ensemble étoilé non borné dont I'anomalie est égale a 1. Soit S un ensemble
étoilé. Appelons automorphisme de S toute transformation linéaire homogene £
de déterminant <o telle que L"(S).:: S. On peut remarquer que si 0<3(S)< + oo
le déterminant de /7 est nécessairement =1, puisque

0(£2(S))=1det(£2)[0(S)=27(S).

Appelons automorphisme distingué de S tout automorphisme de déterminant 1
ayant une valeur propre simple réelle et >>1 tandis que toutes les autres
-valeurs propres (dont certaines peavent étre complexes) sont en valeur absolue
< 1. A un tel automorphisme distingué associons la droite portant le vecteur
propre correspondant a la valeur propre simple >> 1, que nous appellerons son
axe. Si S admet un automorphisme distingué il est nécessairement non horné.
Si S contient un voisinage de ‘O il contient un segment I de 'axe A de tout
automorphisme distingué £, dont O est point interne, donc SO £"(I) pour
tout h€Z et par conséquent S contient 'axe A tout entier. On a alors le résul-
tat suivant.

St Pensemble étoilé ouvert S de R", contenant Uorigine, admel n automorphismes
distingués 12, dont les azxes A, sont linéairement indépendants, I’anomalie de S est
Légale ar;
comme corollaire du résultat plus précis :

Pour un tel ensemble S, quel que soit le réseau G on a

ua(S, G) =y(S)(m(G))"  (h=1,2, ..., n).

1(S) est >>o. Supposons le < 4o, sinon le résultat a démontrer est trivial.
Soit

Sl_:é:;(xeS, Z]x/,l<l>'

a

Les S,(¢>1) sont des ensembles étoilés ouverts emboités (¢ > ¢ entraine

(21) MorberwL, J. London Math. Soc., t. 29, 1944, p. 92-99.
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S,D8,), leur réunion est 'ouvert S contenant l'origine. Il en résulte (**) que
%;127(8[):7(8) et par conséquent quel que soit ¢ >0 on peut choisir ¢ de
facon que pour T=(1+ ¢)S, on ait v(T)<y(S). Soit G un réseau de masse
m(G)=2(S) =(v(8))™ On am (G)< &(T)=(y(T))™. Il existe donc dans T
un point p€G et 5= o, et il en est de méme pour £(T), £ étant n’importe quel
automorphisme de S. D’autre part, pour tout ¢’ > o0 on peut trouver r entier
positif, tel que pour tout A=r1, 2, ..., nles points de 7, (T) satisfassent aux
inégalités | x;| < ¢, j % h (on suppose que les A, sont pris pour axes de coor-
données). Donc ou bien A, porte un point <0 de G, ou bien il existe des
points’p de G avec | pj;(p)jarbitrairement petit j =</ et | pj,(p)| arbitrairement
grand situés dans des transformés de T par des automorphismes de S. Fina-
lement on obtient donc n points linéairement indépendants de G contenus
dans (1+ ¢)S. Par conséquent on a bien

(S, G)él:y(S)(m(G)):_t (h=1,2, ..., n).

On raméne ’étude d’un réseau quelconque i celle d’un réseau de masse ¢(S)
par une homothétie convenable, d’ou le résultat annoncé.

Remarque. — Si I'indicatrice /" de S est continue, S est équivalent a son
intérieur; on peut donc alors dans I’énoncé supprimer la condition que S est
un ouvert (on suppose toujours qu’il contient un voisinage de 'origine).

V. — Résultats faisant intervenir des coefficients de convexité.

Appelons vectoriel d’'un ensemble A CR* et notons V(A) 'ensemble des
x € R" tels qu’il existe u et ¢ dans A avec « — ¢ = . Si A est étoilé V(A) aussi,
la réciproque n’étant pas toujours vraie.
Posons
’ AA)=38(V(A)),  n(A)=—=mesint(A)(A(A))

(coefficient d’empilement de A). On prendra conventionnellement 7 =1 si
A(A)=o0, mesint(A)=o, et si A(A)= -+, mesint(A)=-+o. Appelons
réseau d’empilement de A tout réseau G tel que les ensembles A,=A 4-g
solent sans points communs deux a deux quand g parcourt G. On voit que
A(A)=infm(G) pour tous les réseaux d’empilement de A. ,

Nous appellerons lemme de Minkowski (**) le résultat suivant: Le coefficient
d empilement est toujours 1.

(22) D’apres le « lemme d’approximation » «u paragraphe VI.
(23) Le résultat est implicite dans Minkowski quand il démontre son inégalité (1) (), il est contenu
dans un résaltat plus général de BricureLor, Trans. Amer. Math. Soc., t. 13, 1914, p. 227-235.
Ann. Eec. Norm., (3), LXVL. — Fasc. 4. 19
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Soit G un réseau d’empilement de A, B un ensemble fermé contenu dans A,
P un domaine fondamental mesurable de R" par rapport & G (par exemple un
parallélotope fondamental) et posons P,—=P-+g, B,=B-+ g, g€G. Les
ensembles C,= B, NP sont sans points communs deux 2 deux et si 'on pose
D,=BnNP,onaC,=D_,+ g. Les D, forment une partition dénombrable de B
en ensembles mesurables; ona donce

mes B :Z meng:E mes C;Z mesP — m (G).

Comme on peut prendre B tel que

mes B> (1 — ) mesint(A) et m(G)<<(1+4-c)A(A),

pour tout ¢ > o, on voit qu’en résulte la propriété annoncée.
Définissons un premier coefficient de convexité Q(A) par (Q(A))"=inf| det(£)|
pour toutes les transformations linéaires homogénes £ telles que W (A)C £(A),

en posant W(A)= 1,‘17(4\ ().

Pour une jauge J, Q(J)=1 car W (J )=1J. Pour tout ensemble de mesure
intérieure >0 et <+ 2, on démontre aisément que Q(A) est >~.1. Pour tout
ensemble borné et contenant un voisinage de l'origine on a évidemment
1ZQ(A) < 4.

Soit K un ensemble de mesure intérieure > o et <+ tel que Q(K)=1;
on a nécessairement mesint(K)= mesint(2(K)). Si K est supposé ouvert,

~puisque deux ouverts emboités ayant méme mesure coincident, on voit que
K = 29(K), ce qui montre que K est symétrique par rapport & O [car V(A ) est

toujours symeétrique] et convexe [si uekK, vekK alors —v¢e€K puisque K est

u—+

symétrique, d’ou ° €K puisque K:‘W(K)]. Comme en outre K a une

)
mesure > o et < -, ¢’est une jauge. Nous avons démontré plus généralement
que tout ensemble K de mesure intérieure > o et <+ avec Q(K)=1 est une
Jjauge, mais la démonstration étant un peu longue nous I'omettrons.

La connaissance du coefficient de convexité d’'un ensemble étoilé S permet
de majorer y(S) et par conséquent o(S) en fonction de la mesure intérieure de S.
En effet pour un ensemble A arbitraire on a

|det ()]0 (A)=0(£(A))>=0(W(A)) =270 (V(A)) =2"A(A),

pour toutes les transformations 12 telles que RV(A)C 2(A). 1l en résulte donc

(2Q(A))a(A)> A(A), i e. e(A)=Z2Q(A)n(A).

(2*) Cf. Ravo, J. London Math. Soc., t. 21, 1946, p. 34-46. Généralisanl une idée de Mordell et
de Van der Corput, il considére des « -ensembles » définis par la condition que IW(A)cB(A),
@ élant une transformation linéaire.
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St S est un ensemble étoilé, on a done

1

(1) 7(8) £ 2Q(8) (n(8))" (mes int(S)) *

et en appliquant le théoréme de 'anomalie

3n—1

(2) p(S) L2 * (R(S))'n(8S) (mes int(8)) 1.
En particulier s’il s’agit d’une jauge J

3n—1

(3) p(J) =2 * n(J)(mes(T))~,

(1) et (2) généralisent les inégalités (1) et (11) de Minkowski & un ensemble
¢toilé arbitraire [ naturellement elles sont triviales si Q(A) =+ ]. L’inéga-
lité¢ (3) ou I'on remplace v(A) par 1 est plus faible que I'inégalitée (IT) de
Minkowski sur les jauges, mais plus forte que son inégalité affaiblie (11') et de
démonstration plus facile.

Si l'on définit
w(A)=1infA{%A> 0, W(A)C2A},

on a un second coefficient de convexité évidemment >~ Q(A).
Dans le cas d’un ensemble étoilé S symétrique par rapport a O il coincide avec
le coefficient de convexité de la forme f(**) indicatrice de S, qu’on définira par

o(f)=supf(z +y)(J(z)+ SO (2,5)7 (0, 0).

D’aprés I'inégalité (3) ci-dessus pour tout ¢ >> o on peut trouver dans chaque
résean G un systéeme de n éléments linéairement indépendants p,, . . ., p, tels que
[S désignant 6(f(a‘)é1)}

Sn—1\

0 L1/ o=t 7 (w0 n(S) (mes int(8)) 1 m(G),-
h .

nous supposerons les indices choisis de facon que [(pi..)> /(p1)
(h=1,...,n—1). 1l existe donc une base a, ..., a, telle que pour
h=1,...,nonait

== by P+ bopPa—t-- o .= P, avec 0o <Uly=Z1 ({==1,...,h).
‘ Ecrivons o poilr (d(f) et posons
on==SUpf (@« + o @) (S (1) o f (),
on a w, = et 'on voit aisément [c/. (*")] que

Wy (ko' + (I — )oY ' Z o,

(#%) MaHLER, Kon. Ned. Akad. 1V7et.; 1. 49, p. 298-30y.
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les entiers £ et » étant définis en fonction de A par
o —1 < ho—or—" /fé or,

On a donc en particulier

Ay w108/

Il en résulte pour les éléments de la base mise en évidence

SCan) Zon(f(pO)—+- o+ [(pn)) Z ki f(pa),

Hf(a’l)é"![[‘“/t]]f(l’h)-
h I I

Par conséquent pour tout ¢ >o on peut trouser dans chaque réseau G une
base a,, ..., a, telle que

yr—1

(5) ]_[f(nh)4(1+()z T nl (o (f))Honng () (mes int(S)) m(G).

Les inégalités établies dans ce paragraphe peuvent devenir triviales (le
second membre étant infini ou indéterminé) dans certains cas. On est assuré
qu’il n’en est pas ainsi quand les ensembles dont il est question sont bornés et
contiennent un voisinage de I’origine puisque alors Q, w et mesint(S)sont > o
et <4, par exemple quand f est une forme continue et définie. Les
quantités Q et @ sont évidemment des invariants affines des ensembles, ou
formes considérés.

Soit maintenant.f:[cp[f%, ou ¢ est une forme algébrique (polynome homo-
géne) de degré d, a n variables, a coefficients réels, qui est supposée définie
(toujours >>o ou toujours < o, en dehors de 'origine). Alors / est une forme
réguliére; son coefficient de convexité w est donc ~>o0 et <+ . Nous désigne-
rons par V la mesure (*>o0 et <+ ) de I'ensemble compact &(| o(z)| L1).

oo

D’aprés ce qui précede il existe une transformation linéaire homogéne ®, a
coefficients entiers et de déterminant 1 telle que pour g =%(f)

I] glen) =M(n, d, ») V-
I

ou les ¢, sont les vecteurs unitaires sur les axes.
Soit a = inf f(x) pour x€Z" (x £ 0); a est > o et par constructlon on a

o=g(e,) =1infg(z) pour ze€Zr (xZo).

Denc ,
: gen) Za " M(n, d, ») V1 (h=1,2,..., n)

et pour tout  tel que |z, | Z1 (h=1,2,...,n):

2(x)Zwu(g(e)+...+ g(en)) Za H(n, d, ) V-1,
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LemyMe. — St un polynome U @ n variables de degré d a coefficients réels, a sa
valeur absoluec majorée par une constante K sur le cube |x,| <1 (h=1, 2, ..., n),
ses coefficients sont bornés par une méme constante ne dépendant que de n,

d et K.

Iin effet soient p,, ..., p, les n premiers nombres premiers et ) le point
de R" de coordonnées p', ..., p’ (k entier rationnel). Les monomes & n variables
de degré —d étant désignés par X,, ..., X,, (m=m(n, d)) a tout point x
de R" correspond dans R le point X dont les coordonnées sont les valeurs des
monomes X,, quand les variables y ont pour valeurs les coordonnées de x.
Aux points 2" correspondent ainsi les points X'*' de R”. On a

L‘H((ﬂ) = CZ1X1+. .o O(m,X-/n-
Ecrivons les égalités

i X 4w XE = (b)) (k=o0, —1, —2, ..., — m—+1).

On peut les considérer comme un systéme de m équations linéaires a m
inconnues o, ..., &, (les coefficients de {). Le déterminant det(X") =D(n, d)
des coefficients des inconnues est par construction un déterminant de Van der
Monde, quiest £ o car X; "'5£ X" si g < h. D’ou, par une majoration évidente,
|2, | <Zm!|D(n, d)['K. '

Les résultats du début de ce paragraphe et le lemme montrent donc que ¢
est arithmétiquement équivalente a une forme Y dont les coefficients satisfont aux
(négalités sutvantes : o, désignant les coefficients des monomes a une seule
variable dans 4, avec o« )~ ... et u;les autres coefficients

(6) ]_Ial-*éA(n, d, ®) V-,
(7) % (a2} )= B(n, d, @) V=45

A et B étant des fonctions des seules quantités n, d et w.

Si en outre les coefficients de o sont supposés entiers, |o(x)|>>1 pour
x€Z" (x=£0) et 'on voit que ¢ est équivalente & une forme dont les coeffi-
cients sont bornés par une constante ne dépendant que de n, d, w, V. En parti-
culier ¢/ n’y a qu'un nombre fini de formes algébriques définies a coefficients
entiers inéquivalentes pour lesquelles n +d + w + V='<const., car A et B sont
bornés sin, d et w le sont.

C. Jordan (****) a démontré des résultats analogues, sans se restreindre aux
formes définics, mais ses majorations sont moins simples.

(2801s) C. JorDAN, Journ, Ec. Polyt., t. 29, cahier 48, 1880, p. 111-150.
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VI. — Applications.

Relation entre le « probléme homogéne » et le « probléme non homogéne »
relatifs a une forme. — Soit f une forme symétrique. Nous supposerons le
coefficient de convexité w = w( f) fini et nous appellerons V la mesure inté-
rieure de I'ensemble S associé, supposée ~>o. Soit G un réseau; prenons

encore n éléments linéairement indépendants p,, ..., p, rendant ”_/'(_p,,)
voisin de sa borne inférieure.
Soit y un point quelconque de R", y =4, p,+. ..+ 7%,p,. Soit 7., I’entier le

plus voisin de %,, de sorte que |7, — %,

= ; Soitx =1\ p, 4+ ...+ 7, p,; c'est
un élément de G et

Sz —y)=Zo ou(f(pr)+ ..+ f(Pa)) Z 2 nw, f(pa).

Mais la majoration du produit des f(p‘,l,) donne

sn—1

(S(p) ) f(pa) Z(1+)2 * o Vm(G).
Donc '

S(a—y) (f(pi})”"é(l+ YL/, G)

ou
3n—3

L(f, G)==na * otHer V=g (G). |

En nous ramenant & G=7Z" comme on peut toujours le faire nous avons le
-résultat suivant :

TueorkME. — Soit f une forme symétrique sur R", w son coefficient de convexité
supposé fini et V= mes int(é(f(w)é1> supposé > o. Soit C n'tmporte quelle
dn—3 .l' 4
constante >n o~ * "MV S existe y € R tel que U'équation f(x — )k
1

n’ait pas de solution en x €1", alors I'équation [(x) = (Ck=")y=1 a une solution
enx €L" et %~ o.

Si Iéquation f(x)=m n’a pas de solution en x €ZL" et £ o alors pour tout
y€R" Uéquation f(x — y) = Cm~** a une solution en x € 7.

C’est une généralisation du théoréme d’alternative de Kintchine (**) pour
les formes linéaires et de Mahler (*°) pour les normes. Dans le cas des normes,
on peut en tenant comple de I'inégalité (II) de Minkowski, améliorer la cons-

n—1
)

tante figurant dans le théoréme ci-dessus par le facteur o~ = . Cette constante
est plus petite que celle qui figure dans I'énoncé de Mahler.

(2%) Références au paragraphe I (3) et ().
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Lemme de sélection et lemme d’approximation. — Nous avons utilisé dans
les paragraphes III et V un résultat sur la limite du coefficient ¢ de certains
ensembles, qui se déduit-aisément du lemme de sélection de Mahler. Démon-
trons ces résultats ab initzo grace aux inégalités que nous avons établies au
paragraphe précédent.

Etant donnés un réseau G et une suite de réseauz G, dans R”, nous dirons que
la suite (G,) converge vers le réseau G si 'on peut choisir une base b,, ..., 0,
de G et des bases ,,, . . ., b,, des G, de facon que ljmb,,}: b, (h=1, ..., n).
.On a alors évidemment, m(G)=Ilimm(G,). "

r>w
Du lemme de Bolzano-Weierstrass résulte alors facilement :

St pour une suite (G,) de réseaux, de bases b,,, ..., b, il existe m >0 et
M <+ o tels que m(G,)>>m, | b,,| <M pour tout r et h, on peut extraire de (G,)
une suite convergente. ' ’

On en déduit le :

LemyMe pe siLEcTION DE MAHLER (*7). — St (G,) est une suite de réseaux permis
par rapport & un méme vousinage U de Iorigine et de masses m( G, ) uniformément
bornées, on peut en extraire une suite convergente.

)

En effet pour un ¢ >0 convenable & (Jz| < ¢) est contenu'dans U. D’apres les

résultats du paragraphe précédent il existe pour chaque G, une base by, . . ..
b, telle que
11ewl=emG.,
oy
c étant une constante finie.

Par construction|b,,.| >t pour tout ret tout /; donc puisque m(,) =M <40,
les|b;,] sont uniformément bornés et le lemme résulte de I'énoncé précédent.

LemMe p’approximvation (**). — Soient A, (r=1, v, ...) des ensembles
ouverts emboités (1’ >r entraine A.DA,) dont la réunion A contient l'origine.
Alors imS(A,) =3(A).

P>

Pour toute paire d’ensembles B, C, avec BC Con ac(B)-——¢(C)doncc(A,)
est une suite croissante qui a nécessairement une limite 2, finie ou infinie.
Supposons ¢(A)>o (sinon le résultat annoncé est trivial) et 2 <3(A)

(27) MaHLER, Proc. Roy. Soc. London, série A, t. 187, 1946, p. 151-187.
(28) On trouve un énoncé analogue relatif aux ensembles étoilés d’indicatrice continue dans MAHLER,
J. London Math. Soc., t. 18, 1943, p. 233-238,
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(done & <+ o0) et soit 0 un nombre > et < 3(A). Pour chaque r il existe un
réseau G, permis pour A, et de masse 6. Comme A contient 'origine, pourr>r,
convenable, les A, contiennent O, donc contiennent un méme voisinage de
I'origine. Les G,, pour 7 >r, satisfont donc aux conditions du lemme précédent,.
et 'on peut en extraire une suite qui converge vers un réseau (, de masse 0.
G est permis pour A. En effet si p€G, on peut choisir dans chaque G, un
élément p, de facon que limp,= p; si p appartenait aussi & A il serait contenu
dans A, pour »>r,, donc p, serait aussi dans A, pour r assez grand et serait
donc identique a O. Or G permis pour A est en condradiction avec 'hypothese
m(G)=0<c(A). Le lemme est donc démontré.

Remarques. — Si 'ouvert A n’était pas supposé contenir O la conclusion
tomberait; exemple : dans R*, '

A=8(|lxx,| <1, x,>1), N, ==8(xeA, x.<r).

On montre aisément que ¢(A,) = o pour tout 7, et que o(A)=2(&( |, 2, <1)) >0
L
en utilisant le fait que &( |z, 2,| < 1) est un ensemble automorphe au sens du
paragraphe 1V.
Si les ensembles emboités A,, dont la réunion est A, n’étaient pas supposés
ouverts, la conclusion tomberait (méme sil’on supposait que les A, contiennent
un méme voisinage de 'origine). Exemple : soient dans R, A = &(| x| < 2);

\

A,.:t:(}.r(iél ou l+%<ll‘[<2)

v

Ona
0(A)==2, 0(A,)==1 pour tout r.
VII. — Quelques autres majorations.
Majoration relative aux k premiers minima. — Soit toujours S un ensemble

étoilé dans R, G un réseau de masse m((+) et soit £ un entier 1~ 4" n. Sup-
posons les p.,(S, ) >0 et <+ . Soit ¢ une constante ~>o et < 1; définissons
la suite %, (h=1, 2, ..., n) par 2= (1—c) (S, &), L,=2~, pour h >k
et A, = 27", pour b <k, r;, étant le plus petit entier > log, (7,( 1. (S, G))™).
Les 4, forment une suite de nombres > o tels que 2,.,2;" soit entier pour
h=1,2,..., n—1, et que A, <, pour h=1, 2, ..., n. En appliquant le
lemme du paragraphe 1I comme dans le théoréme du méme paragraphe on a

[T 7= (r(8))ym(G).

=1
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Par construction p, < aly(h=1,2, ..., k—1), dou

f—1 n

({J/(S G))”‘“"ll{ih(\ G)/Z‘ '7ll)\,l(1__, Cntk- -1,

h=1 h=1

On a donc en faisant tendre ¢ vers zéro 'inégalité

k—1

(S, Gyt | | (S, GY = ob 1 (1(8)) i (G).

h=1

Cette inégalité pourra étre utile pour majorer I'invariant y(T) d’un ensemble
¢toilé T grace d un ensemble étoilé auxiliaire SCT; on atrivialement y(1)=_v(S).
Supposons mis en évidence un réseau G critique pour T, c’est-a-dire un résean
limite de réseaux permis pour T et de masse minima m(G) = o(T) = (y(T)) .

Si S a pour anomalie 1 on a

1

v(T) == (m(G)) ”é'(s)(I[Wl(S G)> .

h=1

Quand on ne sait pas majorer non trivialement I’ anomahe de S on peut écrire
seulement

T(T)é;—gl_""(s)]](MS, G))‘j*'.

=1

Mais il peut arriver que I'on ait des renseignements sur les £ premiers .,
k étant un entier < n et qu’il soit plus profitable d’utiliser la majoration de v(T)
qui résulte de I'inégalité démontrée dans ce paragraphe

h—1 n—A—H k-1 "
(1) =0 7 +(S) (S, G)) <l[w(b u>> :

h=1

Supposons qu’on étudie une famille d’ensembles T, définis pour chaque
valeur de la dimension n, a4 I'aide des ensembles auxiliaires S, et qu’on ait mis
en évidence des réseaux G, critiques pour le T, correspondant, de facon
que dim(G,NAS,)=k(n), % étant une constante > 1 et indépendante de n
et k(n) un entier tel que lim n—‘L(n)_ o3 on aura alors

n>w

Y(To) Z (14 (n)) v (S,) 1™ avec lim (1) =o,
. nyw
majoration meilleure que la majoration triviale y(1,,) <Zv(S,) et presque aussi
bonne que celle qu’on aurait si I'on avait pu afﬁrmer que les S, ont une ano-
malie égale a 1.
Ann. Ec. Norm., (3), LXVL. — Fasc. 4. 20
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Nous avons utilisé ailleurs (**) ce principe pour majorer y(P,) ot
Pi=e (el <),

e . B N <
avec comme ensemble auxiliaire S, = b(z‘]x,[ < n>.

Généralisation a des ensembles non étotlés. — Soit maintenant A un ensemble
quelconque dans R", G un réseau; la variété linéaire homogéne engendrée
par GNAA n’est plus fonction croissante de %, non plus que sa dimension
(quoi qu’il en soit encore ainsi quand on considére une suite 2; de valeurs de %
telle que A;,,7;" soit toujours un entier; c’est ce que nous avons fait pour
démontrer le lemme du début du paragraphe II). On est donc amené a définir
deux suites de nombres associés a A et G (qui sont confondues avec la suite
des 1, définie au paragraphe II quand A est étoilé) :

(+)
_(;-,‘,’:_ supA{A>s 0, (dim(GNAA) =/t — 1)) (h=1, 2, ..., n),

) ! '
pr=inf 2 {2 > 0, (dim(GNAA) > 1) (h=1,2, ..., n).

On a évidemment

(—) (=) (-+) (+) (=) (+)
M-h '_—/_: i1y A é Pt et P é n

et

L 1

sup (A, G) (m(G)) = (d(A)) 7.
cel’

- (=)
Siles 7, (h=1,2,...,n) sont des nombres tels que o< 7,<u, et que

-
Ao Ay soit entier (h=1, 2, ..., n—1), la condition A, < w, entraine que dim
(GAMA)Zh—1 et le lemme du début du paragraphe II montre alors que

S(A) | | ==1- Donc d’apres I'étude de $(n) on a
h=1

n—1

n
N — ) nt
O(A)llm(A, G)=2* m(G).
h=1
. IR o (=) ’ )
On peut obtenir une inégalité analogue, ou I'un des w est remplacé par le .

o . L ) L
de méme indice. D’apres la définition de p, pour tout ¢ > o il existe 2, tel

(29) CHaBAUTY, C. R. dc. Sc., t. 228, 1949, p. 1361.
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(+) N (+) . .- o L - - -
que u(1—c) =, u; et que dim(GNAA) L — 1. Définissons 4, = 2"},
avec

() (=) ()
(/) =le plus grand entier < ]ogz(max(;k, i) ( ::.k)" ) (X k),

(+) (=)
— r(h) =le plus petit entier > log, (;k( pa)™h) (h<< k).

Alors par construction 2,.,A;' est entier pour /=1, 2, ..., n—1

dim(GNMA)Zh—1pouri=1,2,...,n et((I),i(l,‘.>"‘< 1—c, ;I,)L(7\,,,)’*‘<2(1—c)"’ ,
h £k donc

n

Y |

WAk h=1

et par conséquent en vertu du lemme du paragraphe 2

B(A) (A, &) [ A, G) = =1 m ().
h#k y

Si nous écrivons ces inégalités pour les différentes valeurs de £ et prenons la
racine 7" du produit, il vient

5<A><1TEL<A, G>>}_;( llw[(ll)/.-(A, G>>'_’é2"“ m(G).
h=1 N 1

‘En introduisant le coefficient de convexité Q(A) on a donc finalement les
inégalités
l_[([:)/l(A, G)Z é‘T(Q(A))" 7 (A) (mes Int(A)) " m(G),

h=1

(;)/;(A, G)]__[(;/,(A, G) Z 221 (Q(A)) n(A) (mes int(A)) 1 m(G),

h#k
n ) —L n 1
<I_I\;;1(A, G)> l<]]'({x;,(A, G)>lé w21 (Q(A)) 1 (A) (mes int(A)) 1 m(G).
=1 P i
Posons
() (=) _! () ) ) &) () ()
Y=sup p(m(G)) ", pemsup | fmOn(G) et a= (i)

L’étude faite pour les ensembles étoilés suggére d’étudier les valeurs prises
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=) . L . .
par «(A) eta(A), ACR". Enchoisissant pour /'une forme linéaire par morceaux

. , ) . )
convenable on peutaisément s’arranger pour que a(A)=—-o0, siA=6( f(x)=1).

(+)

Pour « nous n’avons pas réussi a former un exemple analogue. Mais ces consi-
dérations semblent moins intéressantes que celles se rapportant directement
aux ensembles étoilés et a la théorie des formes.




