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LES SERIES I'INTERPOLATION

Par M. Yves MARTIN.

INTRODUCTION.

Le sujet de notre travail est I'étude des séries de polynomes d’interpolation
de la forme '

(1) ' ia"Pﬂ(S), avec P,l(;):II(I—;\); Py(5)=1.
v=t ’

n=0

Nous étudierons plus spécialement les deux cas suivants :
“A. Les nombres A, réels, positifs, forment une suite croissanie avec

lim A,——+ .

n—eoe

B. Les nombres %,, réels, positifs, forment une suite décroissante avec

£

lim%,= o, et nous supposons en outre que la série ¥ A, converge.
n—uw

1
Le cas (A) a été étudié avec une grande précision par M. Norlund, dans ses

Legons sur les séries d’tnterpolation [ 1], dans les deux cas particuliers o0 A, =n
et ou h,= n?.

Les propriétés valables pour les suites {n} ou {n*| s’étendent au cas général
(A) et permettent d’établir des différences fondamentales de comportement

entre les séries (1) suivant que la série Z% diverge [cas (A, 1)] ou qu’elle

converge [cas (A, 2)]. ' . , ,
Une premiére Partie de notre travail est consacrée a I’étude du domaine de
convergence des séries (1). Le comportement de ces séries aux points z =12,
Ann. Ec. Norm., (3), LXVI. — Fasc. 4. 4o
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fera generalement exceptxon aux théorémes que nous énoncerons et qul ne
seront valables que pour = 3£ %,. Nos résultats sont alors les suivants :

Dans le cas (A, 1), le domaine de convergence. de (1) est un demi-plan
R(z)>8, R(z)=npartie réelle de z; —c 285~ + .

Dans le cas (A, 2), 'ensemble des points de convergence de (1) est constitué
soit par le plan entier, soit par les points 3 =2,.

La convergence absolue de (1) alieu également dans un demi- plan [cas (A, 1)]
ou, soit dans le plan tout éntier, soit seulement aux points s =1, [cas (4, 2)].

Nous donnons ensaite, dans le cas (A, 1), des formules permettant de déter-
miner |’épaisseur maximum de la bande de convergence simple en fonction des
densités supérieure et inférieure de la suite {A,|. Enfin, dans (A, 1) nous
déterminerons les valeurs exactes des abscisses de convergence simple ou
absolue en fonction des nombres a, et 4,.

Nous abordons alors I’étude des conditions soit nécessaires, soit suffisantes,
pour qu’une fonction F(z) holomorphe dans le demi-plan ®R(s)>o0 soit
représentable par une série [A, 1]. Ces conditions portent sur la croissance de
F(z) quand lim|z| =+ o et ne sont d’ailleurs pas identiques. Elles sont
cependant suffisamment voisines pour délimiter d’'une facon assez précise la
classe des fonctions F(z) representables par une série [A, 1]. Ces conditions
permettent -en outre d’établir certains théorémes sur la croissance d’une fone-
tion F(z) holomorphe, dans un angle et prenant, en certains points de la
bissectrice de cet angle, les mémes valeurs qu’un polynome donné a I’avance.
Ces théorémes sont analogues 4 ceux énoncés par M. V. Bernstein [7] dans le
cas particulier ot la suite {2, } a une densité D.

Nous passerons ensuite a I'étude des séries [A, 1] & la frontiére de leur
domaine de convergence. Le comportement de ces séries est alors analogue
a celui des séries de Dirichlet (D)

2 €S, avec S(o0)=o; S(n) ME —

n=0 ) ) v=1

Elles ont les' mémes abscisses de ‘c’bnvel‘ge‘nce simple ou absolue. On
démontre plus : i
Lo N YT TN SR
si.y, ;3 converge, [A, 1] et (D) convergent pour les mémes valeurs de z sur
V=1 '
la drmtede convergence,
si 2‘ y¥ dlverge, 1l eat pos31bl de construlre deux séries assocwes [A, 1]
V=1 .
ot (D) n ayant qu ‘un seul pomt commun de convergence sur la drmte de
convergence.v

[ERT

Dans le cas ot la su:te { A,,} a une densite -supérieure finie, il est possible de
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préciser que les séries [A, 1| et (D) représentent deux fonctionsayant mémes
points singuliers dans la bande § — A< R(3)Z8. L’épaisseur-h de cette
bande est liée simplement a la densité supérieure de la suite {2, | et la valeur
ainsi trouvée pour h ne peut pas étre améliorée. Il en résulte des applications
multiples a I’étude des points singuliers des fonctions représentées par [A, 1],
déduites de théorémes analogues établis pour les séries de Dirichlet. On peut,
en particulier, choisir les coefficients a, de telle facon que la somme de la
série [A, 1] soit holomorphe sur la droite de convergence (théoréme
d’Aronszajn.).

Enfin I’étude des séries (B) montre qu ‘elles présentent des analogies pro-
fondes avec les séries de Taylor. Nous obtiendrons ainsi, soit par des
méthodes directes, soit indirectement, des théorémes d’une part sur la conver-
gence des séries (B) sur le cercle de convergence et d’autre part des théorémes
sur la position des singularités des fonctions représentées par les séries (B)
(théorémes d’Abel et réciproques, de M. Riesz, M. Landau et M. Fejer).

Je tiens 4 exprimer ici toute ma reconnaissance & M. G. Valiron pour les
précieux conseils et les encouragements qu’il n’a cessé de me donner pendant
la préparation de ce travail.

Je tiens également a adresser tous mes remercwments a M. Paul Montel qui
a bien voulu accepter de faire paraitre ce travail aux Annales de I’Ecole
Normale Supérieure.

- PREMIERE PARTIE.

ETUDE DES SERIES \ 2 anPu(s).

S nzZ=0"

CHAPITRE I
"DOMAINE DE CONVERGENCE.
Dans cette premiére Partie, nous allons étudier les séries (1) ot les a, sont

des coefficients numériques réels ou 1magma1res et P,,(z) un polynome de
degré n -

(1) F(s) :Z a, P (3), avec Py(zs)=1; P"(Z):II (1 — ;—) (n=1,2,...).
n=o v=1 ' Y ‘

les nombres 7, formant une suite croissante de nombres positifs-tendant
vers I'infini.
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Avant de voir comment on peut calculer les coefficients «, de la série (1)
a partir des valeurs F(2,) de la fonction F(z), nous allons démontrer les deux
théorémes suivants :

n , | NI . , .
I'nkoreME 1. — Sz 2‘ 5 converge et su la série (1) converge pour 3 =z,5£\;
1
(=1, 2, ...), la série (v) converge pour toute valeur de .
ff p ) — b, et £2(2) il
Posons, en effet, a,P,(z,) =0, etm =c,. On a, en utilisant la transfor-
n\<o0
mation d’Abel, '
m m—1 v m
W
2 ayPy(s) :2 (ey— cv+1)z bs—+ c,,LZ by.
v=n v=n Tos=n v=n

Puisque la série (1) converge pour s = z,, on peut déterminer un nombre n,

tel que Z b, <epourm >n>.n,(c>o0).

D’ou 'on tire

S m—1

(2) 'EavPv(z) <s<2]cv——cv+1!+lcm|

v=n v=n

Or, |c,| est borné puisque le produit infini H <1 — 7) converge absolu-

ment et que z, est différent de ;. D’autre part,

;\"+1 — %

2levlfs 5l

(2") ‘ fev— vl =]ev||1—

A1 — 50 Ayt

dés que A,., >2|5,/. Le dernier membre de I'inégalité (2') est le terme
général d’une série absolument convergente, donc le coefficient de c dans (2)

est borné pour z donné, met n étant quelconques. La série 2 a,P,(=) converge
n=~0
donc quel que soit =. Il résulte méme de la démonstration que la convergence
est uniforme dans tout domaine borné du plan. Il est évident d’autre part que
la convergence de la série (1) pour z =72, n’entraine pas la convergence de la
série pour toute valeur de =. Le domaine de convergence est constitué ou bien,
par la suite des points 5 =, (cas trivial), ou bien par le plan tout entier, et la
condition nécessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi est que la série

F(o) =E a, converge.

n=0

- THEOREME 2. — St Z 5= diverge et si la série (1) converge pour = = 3,5 \;, elle
\n
1
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converge uniformément pour s appartenant au secteur (S) définipar = =z, re

avec o —r =R, quel que soit R >0, | cp!ég —, (> 0).

En utilisant les mémes notations que pour le théoréme 1, il suffit de démontrer
que le coefficient de ¢ dans (2) est uniformément borné, quel que soit z dans le
secteur (S). .

Soit o, la partie réelle de z,; S,, My, Met L, les images des nombres s,, =,,
5 et h,. Pour n>xn,, on a les inégalités entre angles compris entre zéro et ©

S T o ' <
MONILH>I+ g‘ et MOLIIS()<2'
2 2 v T2
Donc, en écrivant que la prOJectlon de L,M, sur LnM est inférieure ou égale
a L,M,, on obtient

S d— 3 ~rsiny
[)\n—zoléllnas!—i—rsmg ou ‘ “ !

s e
hn— 20| 2| A—

Fig. 1.

. R .
on adonc, pour n>xn,, n,> n, étant tel que A, — g, — , Sinv >o.

l—ao——smn :
— 3z r .
In( S

i=ny

(3)

Désignons par d, le second produit du second membre de (3).On a ev1dem-
ment o < d,<1; d’apres I'égalité

r

& )\\/+1—‘ To - ( dv+1) sinw

on obtient ‘
C

| ey —‘CV+1|/S_?—((Z dysr)-

LoHg—1]

C désignant le maximum du module du polynome H( z)quahd::

A— =z

i=1
appartient au secteur (S). Done,
m—1

: 2C 2.C
(4) v s £ g (o= ) £

nn smn

V—=n
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L'inégalité (4) entraine que |c,|est borné puisqu’il en est ainsi pour|c, |,
donc aussi le coefficient de ¢ dans (2). Le théoréme 2 est démontré.

De ce théoréme, ondéduit que lasérie (r)converge pours=®R (3) >7,= R (3,)
et que, par conséquent, il existe un domaine de convergence constitué par un
demi-plan limité & gauche par une droite R(z)="=5. Cette droite est appelée la
droite de convergence de la série (1) et S 'abscisse de convergence. La conver-
gence étant uniforme dans tout domaine fermé, borné, intérieur au demi-plan
s>, lasérie (1)y represente une fonction holomorphe F(s).

Si 8= — o, F(z) est une fonction entiére; si la série (1) ne converge pour
aucune valeur de s autre que A; nous dirons que $ =- .

Le théoréme 2 nous indique plus encore; si la série (1) converge pour
z,=8- 77, 8 étant abscisse de convergence, la fonction F(z) est continue
au point z, quand s tend vers z, a 'intérieur du secteur (S). Ce théoréme est
en défaut, si 3,=72A; comme nous le montrerons par des exemples.

CIIAPITRE 11
CALCUL DES COEFFICIENTS.
Soit F(z) la somme de la série d’interpolation (1). Comme cette série n’a

qu’un nombre fini de termes pour z =7, il est facile de calculer ses coefficients
en fonction des valeurs de la fonction F(z) pour s =72,. On a, en effet,

F(1) = a,,
- ) Ay

F(4) =a,+ ( - ->,

i . -1 v

(5) ,
)\Il
b ()\n) =y + ay{1— ‘)L_ =y Pn 1 (4y)
N 1/
Systéme qui admet une seule solution (a,, a,, ..., a,;, ...), les a, se déter-

minant de proche en proche sans impossibilité, ni indétermination, puisque
dans la n*™ équation le coefficient de @,_, n’est pas nul, les %, étant supposés
tous différents les uns des autres. Ce calcul est d’ailleurs 2 la base de la théorie
des différences divisées, théorie exposée dans le premier Chapitre du livre de
M. Norlund [1]. On pourrait ainsi croire que la représentation d’une fonction
F(z) par une série d’interpolation, lorsqu’elle est possible, est unique. C’est

effectivement le cas lorsque Z ;, converge ou, si V Dn diverge, lorsque S<%,.
1
Mais lorsque $ est bupeneur ou égal a A,, la série (1) qui converge encore

pour s =14; (2,28) n’y représente plus forcément F(z); les valeurs F(2;)
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peuvent alors étre prises arbitrairement, et I’on voit que la série (1) dépend
alors de p constantes arbitraires, p étant le nombre des 2; inférieurs-ou égaux
a'8. En effet, désignons par A; les valeurs arbitraires F(2;); les coefficients a,
dépendent linéairement des A;. Nous allons montrer que les coefficients de A ;
sont des séries admettant pour abscxsses de convergence respectlvement les
nombres 2. :

Soit 0,(s) la série coefficient de A Elle s’obtient en falsant F(k )..o s1
i#pet F(%,)=1. Un calcul facile ‘montre qu’on a alors )

R

O Py T

a"'; o (Oé.” é]) - 2:);

Nous allons montrer que cette série O ( ) converge pour f->7\ et y repre-

sente zéro, tandis qu’elle est egale a1 pour =02, En eﬁ'et le terme general
de 0,(z) est egal a : :

4, . =Pun) : e e

N la(5) = Pass Pr (Bp). .(nép—l)' R SN

D’autre part I : [ R TR
: q s
- 4/4-1( )
2 o n( ) ()\ — ) q+1(7\p)
n=p—1
et il nous sufﬁt de montrer que ]f ((A *) tend vers zéro quand » tend vers I"infini,
n(Ap)
s étant fixé, et tel que -
. c=®R(5)> A

Il en sera alors de méme de @, P,(z). Cela résulterait aussi de ce que

 Pha(h)
lim Lot ()
S Pn(%,,)

Négligeons le quotient des (p — 1) premlers termes du numerateur par ceux
du dénominateur; ce quotient restant borné quel que soit z dans un domame
borné. Il vient

(— ”) H (} — 7 >

j=p1 :

expression qui tend vers zéro comme cela résulte du comportement asympto-
thue de P,(z) pour 3 z fixe et n tendant vers I'infini (vour “Chapitre TII).” -

Ainsi, les’ séries 0,,( ) qui- comergent pour 5>7, et dussi pour 3 __11 ont
pour somme zéro pour e > etz =X (j<p— 1)etr pour 5= A,, o

On obtient ainsi des séries dont la somme n’est pas continue’ dans le

secteur (8)de sommet 7,. Ces séries ne satisfont pas au théoréme 2 d’Abel.
Elles constituent ’exception que nous.avions signalée a la fin du. paragraphe
précédent. '
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1l est évident que, réciproquement, si I'on impose a une fonction F(z) d'étre
nulle pourz =1}, (nAp 41 )sasérie d’i ntorpolation quinereprésente peut- é'tre

. pas F(z), est de la forme ZA ;0;(3) et représente zéro pour g > X,, 0,.(2)
=1
étant la fonction d’ordre r le plus élevé dont le coefficient n’est pas nul.

Une fonction representable par une série (1) peut donc avoir une infinité de
représentations, les séries obtenues différant entre elles par des développe-
ments de o. On peut ainsi agrandir parfois le domaine de convergence de la
série (1) en y ajoutant un développement de o convenable, a condition que
F(z) soit holomorphe‘dans un demi-plan plus grand que le domaine de
convergence de la série initiale, et que P'abscisse de convergence mltlale 501t

un des nombres 2;.

On peut, par exemple, représenter la fonction F(s)= ——, z, étant’un
~ TRy

nombre quelconque réel ou complexe. Le calcul des coefficients peut se faire
par la méthode des différences divisées, mais il resterait 2 montrer que la série
obtenue représente bien F(z). Nous opérerons plus rapidement de la facon
suivante :

Soit
1
— 2 Pa(3).
s ' 5 — 5, Ié “ (=)
En multipliant les deux membres par = — z,, on obtient i’égalité

— 1+ (s ~50)2 a,P,(3)=o,

n=0

valable pour 3 3£z, et en particulier pour >3, et ou le premier membre est
une série d’interpolation aux points z, et A;.

L’introduction du nombre z, ne modifie pas le résultat trouvé plus haut pour
les développements 0,(z) et 'on obtient ainsi Iégalité, valable pour s > 5,

1

T
i :2 a,Pr(z), an—= — (n=o0,1,2,...).
v_~'0

()

La fonction qui admet le point 3, pour pole simple ne peut étre représentée
par la série (1) dans un domaine plus grand. A ce développement, on peut
alouter des développements de o d’abscisse de convergence inférieure a o, sans
rien changer aux résultats obtenus pour ¢ > g,. '

Lorsque 5,=24, le développement précédent n’a plus de sens; 1[ suffit alors

(6)

de remplacer le développement (6) par celui de ;.1 — — — 0,(z)et de

. . “0 7\11"“ <0
faire tendre z, vers A,,.



SUR LES SERIES D'INTERPOLATION. 319

1

En deSIgnant par S,l( z)le prodmt II (1 — —) on obtient

/?ﬁp
An— n4+1 - 5 v (Oé’lé]?——Z),
A <I-— —p>
(7) ; lll—ll 7\/"
4y Su(2p) (R~p—1}:
“ a/z——m (nép_l)a
__V a,P,(s).

n=—=0o

I’égalité (7') étant valable pour s =2, (i=p —1) et >,
En dérivant I’égalité (6) par rapport i s, on obtient des formules permettant
de repreqenter par sa série d’ mtenpolatlon un élément simple quelconque

G le domaine de validité de la représentation étant le demi-plan 5> 5,

Une fonctlon rationnelle z est donc represenlable par sa série d’ mterpolatlon
pour toute valeur de = telle que 6>, Sétant la plus grande des abscisses des
poleb de la fonction. Ce résultat n’est d’ailleurs qu’un cas particulier de théo-
rémes que nous demontrerons au, Chapltre VI

CHAPITRE III.

CONVERGENCE ABSOLUE.

C’est un fait bien connu (Norlund [1], p. 108) que les séries d’interpolation
peuvent converger dans un domaine i deux dimensions, sansyconvergerabsolu-
ment, ce qui ne se présente pas pour les séries de Taylor (séries d’interpo-
lation pour lesquelles ;= 0). Pour mettre ces faits en évidence dans le cas
général nous allons établir quelques théorémes analogues i ceux démontrés
par Bendixson [2] dans le cas ou #,=n. Et d’abord, nous étudierons le
comportement asymptothue du polynome P,(z), pour z fixe et n tendant vers
'infini. -

Comportement de | P, ()| quand n - o. — Supposon% que z reste dans un
domaine (D) fermé et borné, laissant & 'extérieur les points %, ko, ..., %,
naturellement en nombre fini. On pourra prendre, par. exemple, pour (D)
Iintérieur du cercle |z| R privé des cercles |z —4;|<_p; ¢entrés aux
points %; tels que A;<_R. Déterminons un nombre n, tel que, ¢ étant un nombre

R2
positif donné a I’avance, on ait les megahtea A 2R et 2,2 2— pour n>xn,.

Alors
o / 5\ 5 st |/ 2
log(l—-TH)—t—).—”‘é\—z}‘i <1+ 0

Ann. Ec. Norm., (3), LXVI. — Fasc. 4. 41
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On a donc
1 1. Sy o . 1 1 1
(—0—-€) <)—-+) +...+r> P (,_) (—¢+s)<)—+;'—+...+—)'——>
e ‘g Mgt hn <‘ n\ s <e ‘e Pngt ‘n .
P”o"i(z)
Or, quand z reste dans (D), la quantité'
(o=xe)

|P"o‘*1(5) l ¢

reste comprise entre deux nombres positifs M, et M,, qui ne dépendent que
de (D), de ¢ et naturellement de la suite{kn {. On a donc, dans (D),

M,‘ e——m‘-—s}Sm) < ! P”(z) ! < Mﬁe:}vh‘—i—s]S(n];

n
(8)
= ad -

:yY

S(n\**‘1 (Ilél). '

En partnculler P.(3) tend vers lmﬁm avec n pour < 0-et vers zéro pour
c>0 : :

Dans le cas ou la série S conver e, on eut améliorer 'inégalité 8 en
; P g
n== l

faisant ¢ = o comme on le voit fa(:llement en modifiant legerement notre
démonstration. Nous allons donner a I'inégalité (8) une autre forme qui nous
sera plus commode par la suite. v :
Soit A(z) une fonction de x définie pour >\ 1 continue croissante et telle
que A(n)="A,; posons .
 dx
l(m) = m

On a, puisque les nombre:x— forment une suite decroxssante de nombres
n

i}ositifs, o o
A(ny=8(n) Z1(n) + 5

- Sibien que dans (8)on peut remplacer S(n) par I(n) en modifiant éventuel-

lement les constantes M, et M,. En définitive, on a pour z dans (D) '

(9) i ' 1\[/1* ¢ -G»E“‘”f < l Pn(z) ! << Mp —6-+ekin)

M constante >1, ne dépendant ijue de (D) et de =. Dans (g) il est possible
de faire e=o si 5‘% converge. Le comportement asymptotique de P,(z)

n( 5 )’

montre d’abord que le rapport lp est borné supérieurement ‘lorsque

6 >a, Donc si une série (1) converge absolument pour z=2z,5£;, elle
converge absolument pour toute:valeur de z telle que ¢ > g,.
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Le-domaine de convergence absolue est donc un demi-plan s > '8,. Dans le
cas ou la série (1) converge absolument en un point de la droite s =1, et ou

I . .
2 53 converge, il y a couvergence absolue sur toute la droite 6 =1,. Il peut
n

donc se faire, dans certains cas, que la série (1) converge simplement pour
8 <5< 8,. Nous montrerons alors :

TutoriME. — La bande de convergence simple de la série (1) a une largeur
mazximum 8, égale a l’exposant de convergence de la suite e” ') et qui satisfait a la
double inégalité

I w o X

(10) | : . 4 = p,’

I\

D
D; et D, étant les densités infeérieure et supérieure de la suite { Al
On sait que I'on définit ces densités par

.on -
D;=—=lim - - et Dy=lim
A’l n-—x» )‘n

n—w

En effet, si la série (1) converge pour z, et sidest] expnsantde convergence
de la suite e, on a

la,Pr(5,) 1 <G, donc pour s==3,==0 + 3¢ (z>0),
;an n(”) ! < CM2e—! S+eilin o

terme général d une série convergente, M étant-la constante de l’megallte (9)
correbpondant ae.

D’autre part, la suite { A, étant fixée, il est possible de choisir les coef-
ficients a, tels que la série converge pour = = z, et ne converge pas absolument
pour = = 3, + 6 — 4¢ quel que soit ¢ > o. 1l suffit pour cela de prendre

anPp(5,) -z (— 1) estm,

La série (r) converge pour s =23, puisque c’est une série alternée dont la
valeur absolue du terme général tend vers zéro en décroissant. Or,

I_ e(—a—i—s)l(n) .

HanPu(s) >

terme 0reneral d’une série divergente, d’aprés la définition de

La premiére partie du theoreme est démontrée. Il reste a prouverles inéga-
lités (10).

Supposons d’abord que D; et D; ne soient ni nuls ni infinis. Il existe un

nombre 7, tel que pour tout n > n, on ait )’5< D,+ ¢. Onentire immédiatcment
I(n) < (D;+¢)logn + K,

K étant indépendant de n. L’exposant de convergence de la suite e’ est donc
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1
, . D*"_'" ¢
la seconde, il suffit de remarquer qu’a partir d’un certain rang, on a, pour

o<e<Di,%>D‘,~—s.

; . ey ‘ T n
Dans le cas ou la suite {4, est mesurable, c’est-a-dire lorsque 5= & une

n

supérieur ou égal a - D’ou résulte la premiére inégalité. Pour démontrer

limite D quand n — o, les inégalités (10) nous donnent la valeur exacte de .
Il en est de méme si’on a D;== (auquel cas ¢=0) ou D,= o (auquel cas
¢=00); ainsi, si h,=An, = A;si &, =n*(o<a< 1), 8=o, il ne peut pas
y avoir de bande de convergence simple. Si 4,=(n+1)log(n+1), D=0,
o=oo. Il existe effectivement des séries qui convergent dans tout le plan et ne
convergent absolument nulle part (sauf pour z=12,). Prenons par exemple,

a="00 (o<a<).

Pour z = o réel quelconque, P,(z) est réel et garde un signe constant i partir

d’un certain rang puisque 1 — ;—n est positif pour 2, > s,

Vo ‘ ’ : J— log(n+l)

- 1(n) = log | <22 |
1 [log(n—+1)7-° ; log(n +1)7-°
l\_'I[ loga ] <1P"(#)|<M[ loga )

La série (1) alternée converge quel que soit o puisque la valeur absolue du
terme général tend vers zéro‘en décroissant; d’autre part la série (1) ne peut
converger absolument nulle part (sauf pour z =72;) puisque son terme général
K,

est en valeur absolue supérieur a PTog (A )

terme général d’une série

divergente.

I
(n—+2)log(n—+2)
la série (1) qu’on obtient admet pour domaine de convergence simple et absolue
le demi-plan ¢ > o, le terme général pour z = o étant de signe constant a partir

n>x2).

Par contre, si 'on prend la méme suite {1,} mais a,=

’ . : ’ ‘ . I
d’un certain rang et de I'ordre de grandeur de wTogon (

Nous allons montrer maintenant que les inégalités (10) ne peuvent pas étre
améliorées. D’apres sa définition, I(x) est une fonction croissante dont la
dérivée positive continue tend vers zéro en décroissant. De plus, 1,=1'(n).

Nous ferons la démonstration dans le cas qui présente le plus de diffi-
cultés ou ‘ :

(11) Di=o, Di=
et construirons une fonction satisfaisant a

lim nl'(n) =o,
(12) iw
lim n¥(n) =,

n—os
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et a 'une des trois conditions

. logn
(13) Illlglm——o (0>0).
. logn
! o " __
(137 ,%-ljll(n) -
" > logn J—
(39 L Tey R

Pour cela, dessin'ons deux axes de coordonnées Ox et Oy rectangulaires et
marquons sur Ox les points A, d’abscisse a,= p”’, et B, d’abscisse b, = pa,
(p entier > 3). Les segments A,B, ne se recouvrent pas; soit (C) la courbe
d’équation y =logx. Marquons sur (C) les points M, d’abscisse a, et N,
d’abscisse b,. Définissons les points M/ et N/, d’abscisse respectivement

égale & a, et b, situés sur la courbe (I') d’équation Y = Y(x), leurs ordonnées
étant définies de proche en proche par o
Y () == loga,

2
b
log 3

Y (by) — Y(a)=

Y(a,) —Y(bp)= log e, — logb,—, '
‘p=4).

. Yy _p—1
Y=(0,)—Y(a,) = Togp

Joignons les points M, N’ par des arcs de paraboles d’axe parallele a Oy,

ayant des tangentes en M, et N’ de pente respectivement égale a ;7?—@
20,108

etm, ce qui est possible puisque la pente de la corde M, N, est préci-

sément moyenne arithmétique des pentes des tangentes en M, et N/.

Joignons N, a M, , par la courbe déduite de I'arc correspond de (C) par la
translation N,N’. Enfin, dans le voisinage de chaque point anguleux de la
~courbe ainsi obtenue, remplacons la courbe par une courbe voisine de facon
a ce que la pente de la tangente 3 la courbe (I') ainsi modifiée soit fonction

continue de x et tende vers zéro en décroissant quand = tend vers l'infini.
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Soit J(z) la fonction ainsi représentée. Il est possible de faire les raccords de

telle facon que

” : ! P
b,
alogp’ 1) > haylogp ~ 4 b,logp

I (ay) <
et 'on a
lima,d' (a,) == o, limb,J'(bp) ==+ o,

p==

de plus, on a, pour ¢, b,

. ro- ! . R

— \ . . .

() — lng‘é2<'foo,nI —logn | =(p—1)(p—3)
o

. n=3 o

et, pour b,-Zx a,.,,

Ja)y—logw _J(b,)—logh, _(p—1)(p—3)
- = Z .
logz = logb, — (p*+1)logp

En vérifiant, par un calcul facile, que pour x assez grand on a J(x)>logz,

on obtient
lim 12) .

o logze T

La fonction T, (@)= 2 verifie (12) et (13);

La fonction I, (z) = J(x) log,(Ax) vérifie (12) et (13");
1Cr)  varifie (12) et (137);

log;(Ax)
A étant choisi suffisamment grand pour que les conditions imposées aux fone-
tions I,(x) et I, () soient vérifiées pour x>~ 1.

A partir des fonctions I, (), I,(2) et I,(x), il est facile de construire des
séries (1) telles que D;=o0; D,=-- et dont I’épaisseur de la bande de
convergence simple soit respectivement égale-a 2, zéro et + =, puisque pour
les suites {%,} correspondantes, les fonctions I(x) se comportent, quand n
tend vers I'infini respectivement comme

La fonction I, (z) =

log

log
) Tog: (A7)

s logalog;(Awx),

CHAPITRE 1V.

DETERMINATION DES Al}SClSSES DE CONVERGENCE SIMPLE ET ABSOLUE
A PARTIR DES COEFFICIENTS.

THEOREME. — En utilisant les notations du Chapitre 111 et en posant

e I —t 1
B e

log




SUR LES SERIES D’INTERROLATION. 305
et lorsque 2 a, converge

0
»

log 2 ay

p=lim —5

(—woZLpLo)

et en désignant par 'S l'abscisse de convergence simple de la série, on a les égalités

—t sl S>>0,

N s N
s=03 s 2‘ a, converge.

Pour démontrer ce théoréme, nous etudlerons d’abord le comportement de
I'expression

ech v)

S(n, m) _Z e (% nombre réel quelconque).

v=n

Lorsque k est négatif, les termes de cette somme vont en décroissant et ’on
a immédiatement

[ ~ [ .
. ekl’m) e/d(n) ~ S n, m - e/cl[lll—'l) ekl(n—i) .
/i' [ ! ] P ( ) ) == /C [ ]

Pour k= o0 on a visiblement
I(m) — I(n)éS(n, /n)él(m— 1) — I(n —1).

LIlz) . .
Mais, si & est posmf il n’est pas sur que la fonction -—— NG| soit croissante, ou

,decrmssante, pour x> z,. Nous opérerons alors de la facon suivante :
/.I( x)
W)
fonction croissante 7.(x) mterpolant les 7., est elle-méme pourvue d’une dérivée
positive 2'(x). On a alors

La fonction y(z)= définie pour x> 1 admettra une dérivée y'() sila

),/ o /.—-—}\/(.L')
y o K@y

%est donc borné supérieurement par la quantité l( )qm tend vers zéro

avec —- En intégrant inégalité
X .

ko
(@)=

é

m

valable pour # > @,, ¢, arbitrairement petit, on obtient

y(®) P R valable pour > a2 .
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Soit, alors y(p) la valeur prise par la fonction y (@) pour x = =p entler, supé-
rieur & ,; tracons les arcs de courbe @, définis par
Yy(@) =y (pyext=7  (Ja—pl=n).
Dans l'intervalle p Zx <p +1, on a e
(14) Yo(@) 2y (2) ZYpu(2)
et ' :

Y, () - Y(p+1)
Y, (z) y(p)

e,

indépendant de x, ce qui précise la position relative des arcs .
De (14) on déduit immédiatement l’inégalité

e . ¢ ; .
(15) € 1[ellm>___ eAln)'IéS(n’ m)ée_fle/ﬂ(m— _ellll—lA]

2

qui va nous étre utile par la suite.

Dans une premiére partie, nous allons démontrer que si la série (1) converge
pour s =0+ 1T %; ona a0gsi >0, ¢t 35si o< o. Dans une seconde
partie, nous montrerons que, réciproquement, la série (1) converge pour c>a
ou o-> B, ce quiprouvera le théoréme. v

1° Nous supposons que la série (1) converge pour
- soo it Al (oxo0)
. Posons a,P,(3) =10, et appliquons la transformation d’Abel a

m—1.

('6) 2“\:——— Pnzb;%—) ( s+1_ 1%) 2‘ b, -—-—~' z by,

v=n v=n s=n V=541 X V m+1
Or,

I I 1 z

Py PP

I

)\.\'-;—1 -3

Nous savons d’autre part que pour z fixé, on a -

_I_. . R L)
IPS(;)'< M e c+els),
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Choisissons n, tel que pour m>.n> n,, on ait

m !
O , o4
dobol<n et T =

On a alors

m—1

m
R e\g+2)lis)
i 2 ay|<<n| Meo+aln M, Z e 4 M eoteilm
A(s)
n s=n

ou M et M, sont indépendants de 1.
Faisons n=n,; le premier terme du crochet est fixe, le second est majoré

e .
par — e+ donc,
m
2 a, | < Mﬂ_)'f/ e 0'+E}l(m)’
o
ou enfin,
m
X
. o -
(17) , lim —r— = o

m=—_uw

Dans le cas ol Z AL converge, on peut remplacer (17) par

1
m
~
.,

Jime o =0 (9>0),
(17" T
S
| nllllﬂ T(-)(T):O (¢=0),

Supposons maintenant que la série (1) converge pour 3 =0o+ i7(s< 0)et

soit ¢ tel que o< e < — 0. La série E a, est alors convergente; on peut faire
0

tendre m vers l'infini dans (16) et pour n>~ n, on a

®

2 a, < n M e{wa;l.m . _l\_ll_}_ e;c+€|lm—1) ,
o+

n

d’ou I'on tire

S

. n
.l,l_m e g+l
n=—mw=

= 0.

Si S désigne 'abscisse de convergence de la série (1), on a donc

(18) a8 si S>o, BLS st $<o.
Ann. Ec. Norm., (3), LXVI. — Fasc. 4. ‘ » 42
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2° Réciproquement, supposons « fini, positif ou nul, on a alors

m m—1 n—1 7

2 a;Py(z) :Z (Py— Px+1)2 y — PHE ay PmE ay.
[ 0

. s=n s=n 0
Or,
[ Ps(5) | < Mel=otali))
- (—G-+8)I(s)
1P— P =P 1L,
. )‘s+1 7\(3)
Par hypothese, on a

s

Z ay | << Celd+sls) (e >o0),

0

donc,

m m

ZaLSPs

n

elo+2E—0)I(5)

< CMlE 0 ~+ MC[ el+2—0M0m) 4 glotss—on) |,

A

Ce qui prouve que la série (1) converge pour ¢ = o + 3e.
D’autre part, si Za\, converge et si {3 est fini négatif, la série (1) converge

0
pour c > (3. En effet, on a

ﬁasps :i(Ps— P_\'——1)é a,+ :Pni a,— P,

%,
L

a,.
s=n n—+1 m—1
Or,
P P I\/I e(-—6+5)1(.s')
[ Ps— Py | < 1~W
et
2 a, | < CelB+ae (e>o0),
y S
d’ou
m n ({-j }l )
Y € +22—G)1(s .
a,Py| < CM, ¥ S - MCelB+22—01 - M elB+e—onim)
Z P << ' 2 0 3
n n-+1

expression qui tend vers o pour 6 = (3 4 3¢ quand ~ tend vers I'infini. On en
déduit (19) 8B. En comparant (18) et (19) on obtient le théoréme annoncé.

Abscisse de convergence absolue. — Pour déterminer 'abscisse S, de conver-
gence absolue de la série (1), il suffit de remarquer que pour n assez grand
et s réel, P,(z) est réel et a un signe bien déterminé. 1l en résulte que S, est

’abscisse de convergence de la série Z la,|P,(z). Donc, en posant

0

n
~]og2‘|av]
a’:lim—To-(—E)——-— (0 Z o Zi+ ),
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©

et lorsque Y |a, | converge

0

log ¥ ||
=T o (e ZfZ0)
Ona
S,—= o' sl S, 0
et
S,= 0 i 2|a\.[converﬂe
1

CHAPITRE V.

CONDITIONS NECESSAIRES DE REPRESENTATION.

Soit une série (1) qui converge pour R(3)=0c >8. La convergence de la
série étant uniforme dans tout domaine fermé, borné, complétement intérieur
au demi-plan de convergence o >'8, la série (1) représente une fonction F(z)
holomorphe pour ¢ >>8. Nous allons voir en outre que la croissance de F(z),
quand z tend vers I'infini dans le domaine de convergence est limitée par la
donnée de. la suite {A,} et de l'abscisse de convergence. Dans le Chapitre
suivant, nous donnerons des conditions suffisantes pour qu’une fonction F(z)
soit représentée par sa série d’interpolation. Les conditions nécessaires et
suffisantes que nous donnerons ne sont pas absolument identiques, mais
s’écartent peu les unes des autres, si bien que I'on délimite ainsi avec une
assez grande précision I'ensemble des fonctions F(z) représentables par
les séries (1). Dans cette étude, nous introduirons une fonction ®(r, 0) définie

lpour r>o et [9I<g, que nous appellerons la fonction indicatrice de la

suite |2, | et qui jouera un grand role dans les inégalités que nous établirons.

Etude du maximum de |P,(z)| pour z fixe, n variable. — Supposons la
série 21 dlvergente Nous désignerons par A(«) une fonction définie pour

wél, admettant une dérivée positive, continue, telle que A(n)=7,. Nous
désignerons par (%) la fonction inverse de la précédente, définie pour 2 > 7%,.
Soit enfin _

Y dx

I(x)= @)

'y

Les résultats que I'on obtient sont trés différents suivant que R(z) =5 est
soit négative ou nulle, soit positive. En effet, si 'on a 6 <0, chaque facteur
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de P,(s) a un module supérieur & 1. Si <o, |P,(3)[ tend vers I'infini,
I— i]ér-— ;-l (6< 0) et que la

puisque, dans ces conditions, on al'inégalité
, . = 1 i .
serie 2 5 est supposee divergente.
v B
1

ES
A

n

/

Lorsque o =o le module de P,(z) est une fonction croissante de n qui a une
. . . . . . . . ;. T
limite finie ou infinie quand n tend vers l'infini, suivant que la série ZF
n

1

converge ou non. En effet, dans ces conditions, on a

iPn(Z)F:ﬁ<x+ 20,

Considérons, enfin, le cas ol o est positif et posons

s=refl=c-+it <r>o, ]6[<§>-

S r
Les nombres = ont pour argument 6 et pour module ;- avec
~n n

.r
lim — —o.
NnN—x» )'Il

Tant que %ézcose on a }1—15 >.1, mais pour §<2cosﬂ on a
n n n
lI-—— ;|<1 Le module de P,(z) est donc maximum pour 'indice n tel que
\n
142c056, r > 2 cos. '
)\n— )\n+l

En utilisant la fonction continue A(x) définie plus haut, on voit que Ia
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fonction continue log‘l

définie par A (&) =

s’annule pour une certaine valeur £ de @

entier inférieur ou égal 4 £'. La valeur exacte

de & dépend du cho:x de la fonction d’interpolation A(x), mais ce choix ne
peut faire varier £ que dans I'intervalle £ &< £+ 1 puisque pour toutes
les fonctions 2.(z) possibles les valeurs 2 (£) et A(E+ 1) sontimposées, et que,

par hypothese AME) <L — etk(E—l—1)> 2cose
T— ml estreprésentee
par I'un ou I'autre des deux graphiques suivants :
Y 0#0
R £ v #,0) x
' E
log (sin®) i

Y Q=0
. o ¥ x(r) x

Fig.";'.
Dans le premier cas, y(x) décroit pour 14w4x< . > passe par un

r
minimum égal 4 log|sinf| pour :v—x( > » puis tend vers zéro en croissant
quand « tend vers U'infini.

Dans le second cas, y(«x) décroit pour 1 Zx < x ( Se>, n’est pas définie
pour x:w(a);—e> et croit dans I'intervalle w>x<a)-;—e-

Soit P;(z) le polynome d’indice £ ayant, pour z donné, le plus grand module.
On a, en supposant & >1, c’est-a-dire 7 > 2, cosf,

4
: 1 20 r?
logng(z)[:;Zlog<1~ 5+ ﬂ)’
V=1

2

> avec limy(z)=o.

d’ol I'on tire la double inégalité suivante, la fonction y () étant décroissante
dans lintervalle 1Za &

E' ) )
I 20 r-
[} OélOgIPE(Z)l—EI 10g<1—m—5+m>dxélog

I——):-’
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En intégrant par parties et en remarquant que par définition y(&')=o, on
obtient une nouvelle expression de cette intégrale ot I'on peut prendre u = M’Q

pour nouvelle variable, ce que conduit aux importantes inégalités

(20) — log

- f/élogtws)t-@(w 0)=o,
' AY

w(u*—2ucosh +1)

1
geesh )
@(r, 0):f (r— ucosl) z(ru) du
A

valables pour

r> 2} cosl, |0|<§-

quelques suites {4, }.
Si A,=n”(o < p=r1)on peut prendre A(x) égale & x” et 'on a

Nous allons calculer effectivement les fonctions ®(r, 0) correspondant a

11
2cos ——!
1f T uwr (1— ucos) du
)
1

D(r, 0)=rr
(r,9) u!— 21 cosf +1

r

expression que l'on peut calculer lorsque p est rationnel. Le calcul pour p
irrationnel s’obtiendrait alors par passage a la limite.

Exemple. — 1° A,=n.
@(r, 0) =r[cos0log(2cos0) + 0sinO] —c(r, 0), o=¢e(r, 0)=4 pour r>w.a.
M. Norlund [1] pour la méme distribution {4,} et en utilisant une méthode

différente basée sur I'étude de la fontion eulérienne I'(z) a donné une majo-
ration de log|P:(z)| un peu plus précise puisqu’on I'obtient en remplacant

e(r, 0) par glogr. Notre méthode a cependant I’avantage de permettre de

ramener la détermination de I'indicatrice ®(r, 0) dans les cas les plus généraux
au calcul d’une seule intégrale, la différence entre la borne inférieure de

log| P:(z)]| et la borne supérieure trouvées n’étant que de 'ordre de log

2° A,=y/n.
D(r, 0) :r?[COSQOIOg(z cos0) + Osin20 — é] —e(r, 0),

oLe(r, 0) L2 pour rX. o.

Remarquons que lorsque A,=n la quantité ®(r, 0) reste bornée quand,

T . ) .
r restant constant, 0 tend vers == —; alors qu’il n’en est plus de méme dafs
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le second exemple Nous verrons plus loin de ce phenomene estlié & la nature
de la série 2‘ el .

I
Enfin, nos méthodes restent valables dans le cas ou la série V 2., converge,

a condition, lorsque cosl est négatif ou nul, de remplacer dans 'expression
de ®(r, 0) la limite supérieure d’intégration par —+ o. Ainsilorsqu’on a A, = n?,
on a, pour cosf >0

1 ' _ 2 —
D(r, 0)=r* [cos%log(“cos@ + 2 cos%) ~+ 2 sin garcsin(\/z sing)] —e(r, 0),
- - \ 2/
oZ¢e(r,0)8 pour r> 2,
et, pour cosf o

1
®(r, 0)=r*zsin

g'—a(r,e), oZe(r,0) L3 pour rX.oa.

Ces fonctions avaient également été calculees par M. Norlund [1] au moyen

de la fonction I'(z).
D’une facon générale, dans le cas ou ,= n”(p > o) on obtient

1
(I)(I‘, 0) :'“;%(9) —z(r, 0):
avec
s cos ) >o,

VP(O):/ uf I—ucos())du’ 0 Ze(r, 0) 2hp (rima);

u?— 2ucosh 41

sicos 0 Zoetp>1

vp<o>“f (Imucc’se)d“’ oze(r, )22 (ra).

—2uc096+1 2

En effet, pour r>>.20na ‘
14 3

! p i
i =L si cosl—Zo
045(") 0):]/’/ “ 2 ([—UCOS(”CI“L 2 (f‘é?),
= J,  uw*—2ucosh 1 4p  si cosh>o

puisque dans les conditions indiquées on a

3
o<<1— ucos)=1 pour cosf>o, Ié[—uCOSOé; pour cosf <o,

et d’autre part

. 3 . 1
w—2ucosh 4+ 1> sin?0 _A_Z si cosl = 5!
, 5 1 . 1
zz——zuc050+1\ﬁz—005657 si cosf)ég,
\

w—2ucosl+1>x1 si cosO<o.



334 ‘ Y. MARTIN.
. ' . N o P
Enfin, toujours dans le cas ou la série 27 converge, P_(z) définit une
. v

) 1
fonction entiere de z que nous désignerons par E(s) et la méme méthode nous

montre par un calcul simple que pour gé{elén on a

— log

(= | Zlog I E) | — 1, 0) <o,
1

avec

T (1— wcos0) z(ru) du

H(r, 0)= A w(u*— 2ucosh +1)

Pour Ielég la fonction E(z) s’annule pour z = A; et, pour 0 < a | 6]_4_'§
on a

2 logsina — log

1— )'\i‘l_‘élogl E(z)|—H(r,0)<Z— 2 iogsincx.
1

En particulier, si X,=nr?(p>1) le terme principal de H(r, 0) clest-

1

. 1 = (1 — 0) (ru)y d \ L .
a-dire f ( weos ) (ree) “se calcule par la méthode des résidus et donne
,  u(uw*—o2ucosh+1 _

1
log]E(z)Ier—’—-E—cos<ﬂ_e>, aZ0Lom — o,
sin ~ r

On en déduit, en particulier, que les fonctions E(z) sont d’ordre;; et de

type —— résultat qui est d’ailleurs bien connu.
sin =

Etude de la fonction ®(r, 0). — Nous avons défini la fonction indicatrice
®(r, 0) pour r >r(0), »(0) étant le plus grand des deux nombres o et 22, cosf

, . I .
quand la série 2 5 est convergente; on pourra convenir de prendre ®(r,0) = o
v

pour o =~ r=r(0) puisque alors log | P, ()| est négatif ou nul quel que soit m.
D’aprés sa construction méme, ®(r, 0), fonction continue de r et 6 prenant
la méme valeur pour deux valeurs opposées de O(— <6< x) est, & 0
constant, une fonction croissante de r et, a r constant, une fonction croissante
de |6].

Quand la série 2 )\iv diverge,vla fonction ®(r, 0) n’est définie que pour | 0] < g

@®

et > 0 [on prendra ®(r, 0) = o pour r=_22, cosf]. C’est encore une fonction
paire de 0, continue par rapport aux deux variables r et 9.

A 0 constant, ®(r, 0) est fonction croissante de r.
A r constant, ®(r, 0) est fonction croissante de |0].
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Quand, a » constant, 0 tend vers == la fonction @(r, 0) tend vers une limite

. . . . ' , . I . .
finie ou infinie, suivant que la série Eﬁconverge ou diverge. Cela résulte
v

de I’étude des polynomes P,(z) pour|z|=retlimf = = g ou bien de I’expres-
sion méme de ®(7, 0), comme nous allons le montrer.
Reprenons I'expression de I'indicatrice

1

m(l — ucos)z(ru)du

o w(u— 21cosl+1)

D(r, 0)=

Quand 0 tend vers == E, I'existence de la limite de ®(r, §) est liée d I’existence

de I'intégrale f M— puisque dans I'intervalle d’intégration on a
uw?

I 1— ucosh I
au(uwr+1) " u(u*—2ucosl+ 1) 7" u

Il nous suftit donc de démontrer que, A(x) étant une fonction positive,
A)d)

croissante, de x, et (2) sa fonction inverse, les quantités Z = ot f
convergent ou divergent simultanément.

. .. , , _— * dx
Il est bien connu que, dans les conditions énoncées, E 53 et f HE:
2
convergent ou divergent simultanément. Or

de «x , 2 (X)) dh
2y ez “f FE
Il suffit donc de montrer que I’existence de/ ()\)d)\ ou celle de f)‘i‘z)
entraine que
o
Supposons donc que f B )converge On a évidemment llm ( =
d.
sinon, on aurait, a partir d’un certain nombre, & - >K et lmtegralev 7%—)

n'aurait pas de sens. Montrons qu'on ne peut pas avoir llm) s )_3a>0
En effet, si cela était, il existerait une suite de nombres a; augmentant 1nde— '

finiment pour lesquels on auralt 5 > 2a et une suite intercalée ), (en suppu-

mant au besoin des @ J) telle que 5; © < a. Supposons la numérotation faite de
telle sorte que
T < x;< xj, ‘
dnn. Ec. Norm., (3), LXVI. — Fasc. 4. 43
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2*(2) étant une fonction croissante de z, on a

&

<~

Z W (@) < W (2)) =

[47

d’ou l'on tire z; > 2. et par suite

f (@) > O Dy > o

ce qui est contraire a l’hypothése quand on fait augmenter j indéfiniment. On

a donc a=o et llm 1"( ) = La convergence de f )—1(”#— entraine celle de

x)
*x () dA
j Y
*a(h) d)

Réciproquement, supposons que l’intégralef —5— converge;montrons
que l'on a

lim ——— =—o.

w=m l“( z)

On a d’abord limr == o0, car si 57— ( ) restait supérieur 4 un nombre positif K

B2 K B
f )s'»‘>‘f 7

et cette intégrale tend vers I'infini en méme temps que . Supposons que

on aurait

llm,, =3a>o. 1l existe alors une suite de nombres 7, augmentant indeé-

r==n I8

finiment tel que 5 “ < a et une autre suite intercalée %) telle que 53 = >a2aetlon
peut supposer 'la numérotation de chacune de ces suites faite de telle facon
que

La fonction (%) étant croissante, on a les inégalités

9 “)‘//'2—4 i< xj=al},

u§¥{>\/5et
j

f"ix(x)dx o
\ 23 2

En faisant tendre j vers I'infini, on arrive & une contradiction si @ 5£ 0. On a
= (X)) dh dr
)\:ﬁ

entraine bien celle de HESE
()

donc a = o et’existence de l’intégralef
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, \ . , . I . . .
Il résulte de la que si la série Z 53 converge, 'indicatrice ®(r, 0) est, a r
v
1

constant, une fonction continue de  pour | 0| = g et 'on a

2 y  wutt)

r

Propriétés asymptotiques de l'indicatrice. — L’expression méme de ®(r, 0)
montre que, a ( constant, le comportement de ®(r,0) lorsque r tend vers 'infini
ne dépend que du comportement asymptotique de la fonction (%) ¢’est-2-dire
de la répartition asymptotique des nombres %,. Cette remarque sera utile dans
les applications des théorémes du Chapitre VI. Donnons un exemple. Supposons

que la suite {2, } ait une densité positive et finie D, c’est-a-dire que lim )ﬁ =D;
on a aussi lim —— =D, donc pour 2>~ A, on a
w=an MZ) —

(D—e)hza(l)=Z(D+e)h  (o<e<D).

Décomposons I'intégrale ®(r, 0) de la facon suivante :

|

=4

I8

12

1} 1
(21) O(r, 6) == +f )
) A

Quand r augmente indéfiniment, la premiére intégrale reste bornée puisque
A

" du

. A Ny
est bornée et que j; - = log 7 est indépendant

(1 —ucos®)z(ru)

la quantite u?— 21 cosh + 1

de r. Dans la seconde intégrale, on a ru>> A, donc la fonction x(ru) vérifie
les inégalités (20) et 'on déduit immédiatement

(D — &) ry(0) — Cr, 0) ZD(r, 0) = (D +2) ry(0) =+ C(r, ),
$(0) = rcosOlog(2cos0) + Osinh.

La fonction C(r, 0) restant bornée quand r tend vers I'infini <i 0| §> D’une

facon générale, on voit que si, pour A >> A, la suite 2, est soumise a certaines
conditions d’inégalité, on pourra décomposer ®(r, 0) en deux intégrales comme
dans (21); la premiére intégrale restera bornée quand r tend vers linfini;
la seconde sera évaluée en fonction des conditions asymptotiques imposées
a la suite { 2, ].

Enfin, il nous sera égalenent utile pour la suite de connaitre la propriété
suivante :
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La fonction indicatrice croit plus vite que le logarithme de tout polynome. —
Et effet, d'aprés les inégalités (20), on a

o(r, 9)%10{“ Pi(:) s

£ étant le plus grand entier inférieur ou égal a :c<£ ) Quand 7 tend vers 'infini
le degré £ du polynome augmente indéfiniment et I'on a.en désignant par Q(z)
un polynome quelconque, mais fixe

limQ(z) =P —=o, 5=rei <|0| < g)

r—=wo

Apreés cette étude rapide de la fonction indicatrice de la suite {4,!, nous
allons revenir a I’étude qui est le but de ce Chapitre, a savoir : quelles sont les
inégalités vérifiées par une fonction F(z) représentée par une série (1) en

L. 1 5.
supposant que la série Y, 5 diverge ?
1
La série (1) peut ne pas converger absolument pour ¢>'8, la convergence
absolue pouvant méme n’avoir lieu pour aucune valeur de z. Il convient donc
de remplacer la série (1) par une nouvelle série absolument convergente nous

permettant d’utiliser les quantités Zav (pour $>>0) etva (pour $< o)

dont la croissance est liée sunplement a 'abscisse de convergence de la
série (1) et & la fonction I(n) par les relations (18) et (19).

R .. . ..
Placons-nous dans le cas ou la série 2 5~ diverge, et supposons que la série
(N
1

(1) F(s) =Y a,Py(s)

converge pour 3 =064 1% ( >8>0). On a, en utilisant la transformation
d’Abel,

m m—1 2

2(5\,1)\,(5)::2(13\, v+1)2(lv+lm .
0 V=0

m

Quand m tend vers l'infini, le terme PmEaV tend vers zéro pour 6 =138 + ¢
=
d’aprés les inégalités établies au paragraphe précédent et portant sur |P,(z)|

n
-

t z a,|.
0

Done, pour 6 >8> 0, on a bien

v

» bv
(22) F(z):zZmPv(Z), bV:Zas.
V=0

§=0
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Supposons maintenant I'abscisse de convergence de la série (1) négative. On

sait que dans ces conditions, la série Zav converge, et toujours en utilisant la
- . 0
transformation d’Abel, on a

m

Za\,P\,(z) :é a\,—i—g(Pv— P\,ﬂ)i g — Pmb ; a,.

V=0 0 V=1 sS=V m-1

< . . I
Pour 3>, le dernier terme tend vers zéro avec —, et 'on a

(23) F(,s):ﬁo—zZ%Pv_l(z), (:\,::Zas.

V=1 s$=Vv

Il est facile de constater que les séries (22) et (23) convergent absolument
pour ¢ >8. En effet, dans le premier cas, on a

| by | < C S+, | Pu(3) ]| << M el—0-+)et), £>o0, d> o,

et le terme général de la série est inférieur en module a

CMr (
e

v

:s+e+8—a)1(v)’
terme général d’une série convergente, pour 6 >8 + ¢+ c.
Pour (23), on a de méme
oy < Cel3+N0 Py (z)| <Melo+@I), >0, d>o0,
et le terme général de (23) est majoré en module par

CMr

N

ol S+e+3—a)i(v ),

terme général d’une série convergente pour

c>8 4+ e+ 0.

On vérifie aisément que I'égalité’ (23) est encore valable lorsque la
;. 1 .
série ZT converge. Nous voyons donc que dans tous les cas F(z) est repré-

AN
1

sentable par une série absolument convergente pour ¢ >S. Cette série est
d’ailleurs également une série d’interpolation, a un facteur z prés. Nous avons
donc, en désignant par u. un nombre supérieur 4 § et aussi voisin que I'on
veut de 8, ’

oy o)
(26) : ()| <rCuot rC Y s I Po)

v=1
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C, et C étant deux constantes indépendantes de z. Ayant en vue I’étude de
conditions suffisantes de représentation de F(z) valables dans le demi-plan
G >0, nous nous bornerons a étudier |F(z)| pour 6>~ A (A >0), A étant
déterminé a partir de I'abscisse de convergence S, laissant de coté 'étude
de |F(z)| pour z situé dans la bande 8 <o <A.

Le cas le plus simple a etudler est celui ou 8, donc p., est négatif. Dans ce

” el
cas, en effet, la série 27( est une série numérique convergente. Or, pour

tout n et |0[< = srona|Pu(z)[Ze® ", s =re”, et par conséquent,

(25) |F(5)] < Cr e

Cette inégalité pourrait d’ailleurs étre légérement améliorée. En effet,

quand r tend vers U'infini, le rang & du polynome de module maximum de la
()

suite P,(z) augmente indéfiniment et le coefficient de ce polynome, 501t7( 3

tend vers zéro, puisque 1. est négatif.

Examinons maintenant le cas ou $>> o0, donc . >o. Pour chaque valeur
de z, la série au deuxieme membre de (24) converge bien, mais le coefficient
de P,(z) peut tendre vers l'infini avec n. En effet, si nous prenons, par
exemple, A,=n, I'on a

—_ —1
= n¥—1,

~)
—

S
~

expression qui tend vers l'infini avec » pour p.>>1. D’autre part, la série

I(v
2 ;: ) est certainement divergente, si bien qu’il faudra partager la série (24)

en trois parties

Vo—1 vy +
(26) Z+Z+2:SO+SI+S~;.
0 Yo Vi1

v, est déterminé par la condition que == (v,), etest donc indépendantde z.

v, est le plus petit nombre entier tel que A(v,)>> (1—+¢) et dépend

es (e >o0).

Dans ces conditions, S, se comporte comme un polynome de degré fixe
quand r tend vers I'infini, et par conséquent, on a, comme nous I’avons montré
plus haut,

2 0056

limS, e~ 0 —o.

r—wo

Pour - évaluer S,, nous remarquons que pour r suffisamment grand, on a



SUR LES SERIES D'INTERPOLATION. 341

v,<E=v,. On peut donc dans S, majorer |P.(z)| par |P:(3)| ou encore
par ¢®™9. Donc, en vertu de (15), on a

(
(27) S, < Cre® ’O)Z;?v) C;L” G0 (C = eC).

Dans le cas ou I’'on peut faire u_.o<c est-a-dire anS—oet si Z ; onverge>
I
1

on remplacera (27) par
(27") Sy < Cyr e 0L (y)).

Occupons-nous maintenant de S,. Pour v > v,, la suite | P,(z)| est une suite
décroissante. On a méme

2

20 r=

I 2 —a re — ¢
log|P\,\—log\P‘,_1\:;log<1— T +T$><T+—2T3< ﬁg

puisque
Ay
= 2cos0 (1),
d’out
Tfi[;_*f ++%] =20 =1
APy <[ Pyle T T =| Py, | +e )
et

L)

o< Crl P Y S

Vi1
I-+¢ L
Supposons alors 6> (1+ ) <—€—>, la somme figurant au deuxi¢éme membre
g
. B e 1)
est majorée par e >< e( =) et 'on a
(28) S, < Cyr| Py, | eM) < Cyre® (0 +pi,

En comparant (26), (27) et (28), nous arrivons au résultat

P I,’e Tr{t—+e)
(29) |F(Z)|<Cre { ).‘HLJ[_ 2cos0

C, constante numérique (¢ > o0);
®(r, 0), indicatrice de la suite {2, };
1. > o0, supérieur a I'abscisse de convergence S de la série (1);

I(v):. , %,, TNy =1[v(1)].

I’inégalité (29) étant valable pour
aé(wr-l)(“;s)
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En particulier, pour la suite A,=n, (29) donne

(30) [F(z)| < C erleos 0log(2c0s 0)+0sin 0] pop+1 o ys—1.
\ P ’; 1 ’
Dans le cas ou la série 2‘ 5- converge et en remarquant d’une part que | P,(z) |
\y
L

est majoré dans tout le plan par ¢®" et, d’autre part, que la sériez;i'
1
converge, on obtient facilement I'inégalité
|F ()| < Cre?0,
valable dans tout le plan.

CHAPITRE VL

CONDITIONS SUFFISANTES DE REPRESENTATION.
Passons maintenant a [’étude de conditions suffisantes pour qu'une
fonction F(z), holomorphe pour ¢ > o, soit représentable par une série (1),
N ;e I ’ . -
dans le cas ou la série ZT’ est supposée divergente. Nous allons pour cela
v
1

étudier le reste de la série (1). Soient a,, a,, ..., a,, ..., les coefficients de la

série (1) calculés a l'aide des valeurs que prend la fonction F(z) pour
3:)\;(1‘:—‘1, 2, .. )

Soit
P.(s) F(g) d¢
3 R,(3) = ——f——f
( I) ( ) 2l (C)Pn(c) C—; 9
(C) étant une courbe continue, entourant les points A,, %,, ..., %, et z, et

située tout entiére dans le demi plan ¢ > 0. On voit immédiatement que
R,(z)=F(z)— I, (=),

I,_,(z) étant le polynome en z de degré (n— 1) qui prend les mémes valeurs
que F(z) pour z=172; (i=1, 2, ..., n). Il suffit donc de démontrer que
‘ ]BnR,l(z)zo (o> o),

pour prouver d’abord que la série (1) converge, et ensuite qu’elle représente
bien F(z).

n
Choisissons alors la courbe (C) de facon a rendre le produit I I [C—2,
. v=1
maximum. D’aprés ce que nous avons vu, cela sera réalisé lorsque n=E,
¢’est-a-dire lorsque
p

2 COsQ

hn=hg=

(L=pe?).
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Nous prendrons donc pour (C), qui varie avec n, le cercle de centre le
point %, et de rayon A,. Ce cercle est lout entier dans le demi-plan 5> o, sauf
le point O qu’on pourra éviter par un petit arc de cercle (y) si O n’est pas un
point régulier de F(z). Ce cercle contient bien les points ,, 4,, ..., %, et,
pour n assez grand, le point z. D’aprés (20) on a, sur (C),

P9
Pa(0)] > T
I— )Tl‘
D’autre part, pour s donné, on a
[PL(3) | < M el=oal(n [dg| =22, |do]|.

Supposons alors que F({) satisfasse a 'inégalité

(32) [F(g)|<C 20089 pour |Z|>A (k>o0),

cosg e«b(p,q)aru (L)
p
avec les notations de I'inégalité (29).
Décomposons l'intégrale R, en deux intégrales : I'une R}, pour laquelle p>- A,
I'autre, R,, pour laquelle ¢ =ZA. Puisque sur le cercle (C), on a l’égalité

J(QCZSO =1(n), on obtient, en utilisant les inégalités vérifiées par |P,(z)|,
CM =
t—x

IRl < 5= elhre=on,

:{‘ ' est borné pour { sur (C) et n>>n,(z). On adone, pours >,
' limP\’n: 0.

Supposons, en outre, que F({) soit bornée pour {=X+ Y, 02X <¢;
| Y| A; dans ces conditions, I'intégrale R; tend aussi vers zéro quand n (end
vers |'infini, puisqu’on a alors

IPa(Q) 1, [FOI<C  [—5[>d>0
et

™ |\3ACM oo,

En résumé, nous obtenons le théoreme suivant :
TukoriME. — S7 une fonction ¥(z) est holomorphe pour a™> o et bornée pour
o6 e; || LA, et satisfait pour |z | > A a l'inégalité

COSO CI) 0)+“<"0(sﬂ) avece ;::reiozo‘-l— it (kéo)’

(33)  [F()I<C—
alors F(z) est représentable par une série (1) dont I’abscisse de conyvergence est au
plus égale a k.

. Ann. Ec. Norm., (3), LXV. — Fasc. 4. h4
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Dans la majoration de F(z), nous avons du introduire le facteur 99;9 et 'on
pourrait craindre que cela n’entraine que la fonction F(z) tende vers zéro le
long de Oy. Il n’en est rien en général, car le terme J<60,—SG> croit suffisamment
vite pour que le deuxiéme membre de (83) ne tende pas vers zéro quand cosf
tend vers zéro. 1l existe cependant des cas ou le phénomeéne se prodmt Par
exemple, si 'on prend la suite 2,=(n + 1) log(n + 1), on a

I(n)_:,og(M_L)).

loga

D’autre part, puisque la série 2 71 converge, la fonction ®(r, 6) reste bornée
pour |0 | = get le deuxiéme membre de (33) tend vers zéro en méme temps

que cosf. Une autre séparation de 'intégrale (31) n’a pas pu, dans ce cas, nous
fournir de renseignements plus précis, et il semble bien que ce phénoméne,

. . ;. 1 . \ . s
qui se présente lorsque la série 2 5~ diverge trés lentement, tient & la nature
v
méme da probléme.

Conséquences. — Supposons qu’une fonction F(z) holomorphe pour s> 0
s'annule pour z=12,; si l'inégalité (33) est vérifiée, alors, comme les coeffi-
cients de la série (1) sont tous nuls, F(z) est identiquement nulle, puisqu’elle
est représentée par sa série d’interpolation. En particulier, supposons qu’on

prenne A,=n? (o <p < 1). Pour 0 fixe différent de -~ —, on voit que J<2 cose>

1
est de I'ordre de grandeur de r” et est négligeable devant la fonction indi-

catrice ®(r, 0) qui est de l'ordre de 7” Pourp=r1, onaJ(A)=Ilogh et ®(r,0)
est de I'ordre de r; et les résultats précédents sont donc encore valables.

Supposons que la fonction F(z) soit d’ordre }—17 (o< p1), et posons

o i0
h,,(e)——l lob|}'(re )]
1

1

0,(0) _‘/“"C"S,e W (1— wcost) du
» — 3

u?— 20 cosl 41

Nous pouvons alors énoncer le théoréme

TucoriMe. — S¢ une fonction holomorphe pour c>>o0 est d’ordre égal a

I . N s
;(0<pé1) et st, pour (G{é;a

/LP(O) < “P/’(O):
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alors cette fonction F(z) ne peut s’annuler pour s =n’ (n=1, 2, .. .), sans étre
identiquement nulle. '

Dans ce théoreme, on peut évidemment remplacer la fonction F(z) par la
fonction F(z)—P(z), P(s) élant un polynome donné quelconque; comme
d’autre part, deux fonctions prenant les mémes valeurs pour z =, (i>>n,)
ont des développements (1) qui ne dilférent que par un développement de O,
on voit qu’on obtient le théoréme suivant analogue a celui obtenu par
M. Bernstein [ 7] dans le cas ou la suite {4, } est & densité maxima finie.

TutoriME. — S¢ une fonction F(z), holomorphe pour o>~ o est telle que
1 F(n,)="P(n?)  (pour tout n> ny);
90 hy(0) <4, (0) [pour tout 0, <|6|é7~;>];

alors on a |

F(,ﬁ) = P(3) | P(z) polynome arbitraire donné].

Ce théoreme peut encore étre généralisé grace aux remarques que nous avons
faites sur le calcul de la fonction ®(r, ) lorsque la suite {%,} satisfaisait a
certaines conditions asymptotiques. Le théoréme précédent prend alors la
forme suivante : '

TutoriMe. — S¢ une fonction ¥(z) est holomorphe pour s>~ o0 et vérifie les
conditions : :
1° F(3) =P(4) (pour tout n>x ny);
20 Ry (0) < =5 U (0) <pour tout 0, |0|ég>;
K7 ‘

N . 2 , . .
les nombres 1., vértfiant lim -~ <K, P(z) étant un polynome donné a I'avance
n—wx .
et p un nombre fize vérifiant o < p =1, alors on a
F(s)=P(s).

On voit, par le méme raisonnement, que la série (1), quand elle converge,
fournit la fonction F(z) de croissance minimum prenant pour z =2, certaines
valeurs A, données a I’avance. Lafonction F(z) estdonc déterminée uniquement
par les nombres A, d’indice supérieur 4 un nombre donné arbitrairement grand.
Ainsi, lorsque nous cherchions les fonctions O,(z) s’annulant pour s =2, (v=£ p)
avec 0, (%,)=1, leur développement (1) ne pouvait représenter que la
fonction zéro et leur abscisse de convergence ne pouvait étre inférieure a 2,
puisque pour z=2, nous imposions une valeur O, (%,) différente de celle
imposée par la suite des valeurs O,(4,) (v > p), suite qui, & elle seule, suffisait
a déterminer la fonction.
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Ces résultats s’étendent facilement aux fonctions définies dans I'angle

™

o

| 0] L« <=, moyennant la transformation Z = z** et nous fournissent ainsi des
théorémes relatifs aux fonctions définies dans un angle donné, et dont les
valeurs sont connues, en certains points de la bissectrice de cet angle.

Les résultats qui précédent ont été obtenus, moyennant I’hypothese que la

série Z;— était divergente. Il est facile de voir que cette condition est néces-
hy
. . .. 1 . . .
saire; en effet, si la série 27 converge, il est possible de construire une
n

fonction s’annulant pour z =7,, bornée dans le demi-plan o> 0 et non identi-
quement nulle. Il suffit de considérer le produit de Blaschke [ 4]

v =T1(555)

Fonction qui répond bien aux conditions imposées et reste inférieure ou égale
a 1 en module pour s> 0.

CHAPITRE VII.

Dans ce Chapitre, nous nous intéresserons au comportement de la série

£ n

(1) F(s)=YaPu(s),  Pu(s)=1, PMﬁJIC‘ﬁ)

0 1

o< h<<h<<. .. <h<<hu<..., limA(n)=-+ oo,

n=we

avec

S(o)=o, S(n):E)\I—, HmS(n):=+o0,

n—we

sur sa droite de convergence et a I’étude des points singuliers de sa somme F(z).
S ; ;. 1 .
TukoreMe. — St la série Z 53 converge, la série
N

(1) F(2)= Y aPu(s)

et la série de Dirichlet associée

®

(2) D(:):Emle—zs“l)

0

convergent simultanément.
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Supposons, en effet, que la série (1) converge, et posons

t,Pp= 0, eS8 ll( )—” (,—
n

En utilisant la transformation d’Abel, nous avons

14 p—1

E a, e—38n — E bnc,l_ E (ev— Cyy1) E b+ ¢, E b,.

Comme la série (1) converge, on a, pour v>am>n,

d’ou I’on tire

P p—1
(3) 2”” e—“‘“" e<| 0,,|+2| Ccy— cv+1]>'
Or,
7 =
(4) — log]cqlzz‘log I—il—i—a’S(q).

Quand z est fixe, différant de A;, le membre de droite de (4) a une limite,

quand ¢ tend vers l'infini, puisque la série 2‘7—? converge. Donc |c,| < C.
D’autre part, dans les mémes conditions, on a

Par suite, le coefficient de ¢ dans (3) est borné quel que soit p pour = fixe. La
série (2) est donc convergente.
Réciproquement, supposons la série (2) convergente, et posons, cette fOIs

a,e "W =25, et ¢ P,=c,. Par hypothése, il existe un nombre n, (<) tel que,
4

pA2

m

pour p>>m>~n,(c) on ait <e. Appliquons encore la transformation

d’Abel
p—1
S‘an Il’"—‘z(él-_clﬁ—l)zb _“CPE[)‘:
donc
r p—1
(5) Zan n (lcpi‘*‘E(Ca_C;-H ,
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analogue 4 (3), mais avec des notations différentes. Or, on a |c,| < C puisque

"
log|e, [:210;;
1

et que cette somme a une limite lorsque ¢ tend vers l'infini (la série V s étant

=
Ay

+oS(q)

convergente et z fixe ). D’autre part,'

o1
1—(1— ehsty
( );+1>

Le coefficient de ¢ dans (5) restant borné pour z fixe, la série (1) est bien
convergente.

Cy
))

/—r]

ley— ey | =] ¢y

<

0

La démonstration de ce théoréme anécessité la convergence de la série’ ? yEh

. . . , . I .
Nous allons voir que, inversement, si lasérie 2 5= est divergente, on peutcons-
2

truire des séries associées (1)et(2) qui n’ontsurla droite de convergence qu'un
seul point de convergence commun.
Considérons, en effet, la suite des nombres définis par les égalités

n

a,—e n
on a

. ’
lima,—o.

n—mx

Extrayons de cette suite, une suite partielle de nombres «;

£

a, = ]\9, la série Ea,u converge. Posons alors

. tels que P'on ait

k=1
ay=o0 si nzn; et Uy == Uy

La série (2) converge normalement pour s =o. Quant a la série (1) elle
converge pour 3 = o, mais diverge pour s =17, 75£ 0. En effet

nr
O

ol 2

L
2

}P,,A_(if)}2>C2(r)e L avec G(t)>o pour T o,

puisque pour y réel, compris entre zéro et un, on a log (1+ )é}g Donc

np
Ty 1

| Py (i7)|>C(e)e © "
et

n \/T
Znt T4
. . b3 ~33
| ttn Prp (i) > C(7) e
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quantité qui augmente indéfiniment quand  augmente indéfiniment, = restant
fixe et non nul. :

En ce qui concerne les points singuliers des fonctions F(z) et D(z) définies
par les séries (1) et (2) pour ¢ >'S, nous pouvons établir le théoréme suivant :

TagoriME. — S les séries (1) et (2) convergent pour ¢ > '8 et si la densité supé-
rieure de la suite | ), | est finie, les fonctions F(z) et D(z) définies par les séries (1)
et (2) ont mémes points singuliers sur la droite de convergence, sauf peut-élre pour
3 =1%; 51 8 = A;. Dans ce dernier cas, si 5 =1, est un point régulier pourD(z), il
Uest aussi pour ¥(z), la réciproque pouvant ne pas étre vraie.

Supposons donc qu’on ait

£<K pour n > ag,

n

K étant un nombre positif arbitraire, plus grand que ladensité supérieure D, de

. N .. 1 .. . .
la suite { ,}. La série 2 55 est convergente, et le produit infini de Weierstrass
n

* K
N
\

_ E e

(-7)
v=1

définit une fonction entiére E,(z); posons, d’une facon générale,

(=[] (;- }l>eT

vy=n-+1

on a alors ’égalité valable pour n>> 0

(6) “Eo(5)a, eS8 =, P,(5)E,;(z).

Etudions les fonctions E,(z); pour z fixe, on voit que limE,(z)=1. Plus

n—»
précisément, supposons |z|<C et choisissons un nombre n,>n, tel que
pour n>xn, on ait A, >2C.
De 'inégalité

9 -

",/|o
1)
= 3

&)

_}_ﬂ_i_.é

=1 1

log(1 — y) +y+%

2

(7)

w

-
<

valable pour |y}éé, nous déduisons, en posant;-=y et en ajoutant les iné-

galités obtenues pourv=n-++1,n-42, ...

34 < 2 N
l E < ——Z 5 Z |5 T
(8) ogEa(s)+ = N 5| <515 X 3
n-+1 n-1
ou bien
_%2 E —'\%2+9(s,n) N ;—‘3

(9) Ey(s)=e ™ S
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0(z, n) étant une fonction qui reste bornée dans les conditions indiquées plus
haut, (|z|<Cet n>xn,). Comme on a

29<K’ L N LG
22 n 2

n—+1 ll+l n-+1

on en déduit

. L , )
En(s)=1— ZEE_'—O‘(Z"Z);{!’

0,(z, n) restant bornée dans les mémes conditions.

En faisant successivement, n=o0, 1, 2, ... dans les égalités (6) et en ajou-
tant membre & membre, il vient
(10) Eq(z) D(5)— F( >—2an [Eu(s)—1],
n=o

valable au moins pour o > 8.

Il suffit donc de démontrer que la série au second membre de (10) converge
uniformément pour ¢ >3 — & et |t|<C (2>>0) pour établir le théoreme
énoncé plus haut. Etudions les séries

(11) . - EanP 2)‘,

n—+1
et
O | P
o 2|
n=—=0
Nous savons que, pour 5 <_S+cetn > n,
' f’—%ls‘(——;;—l?) < M2 (—o+8+2)8(n) < M, e(—0-+8-+2)Klogn,
Donc,

N » I\
P,l(z)zf_,)
n-+1 2 p(S+e—0)E—1
| Tom ey | < MiKen ’

puisque, pour n > n,, on a
S(n)y< Klogn + K, (K4, indépendant de n).
Enfin
n+1( ) P, (%)
,,+1(:s+e)2m B n(5+a)21
n+1

Pu(s) 1[ b1 — 5 _1]~ Poi(s) 1
A

~P/l($+8) i_i ﬂ+1*:'s‘_€ n+1(3+5) ;\n+l
n—+1
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ot les deux termes du second membre sont majorés par C, n” =% (, étant
indépendant de n.
En appliquant la transfmmatlon d’Abel 2 la série (1 1) avec

bn: nPn:S n —
a . (8 +¢) et c o o_;_g)Z)

n+1

on voit que la série (11) converge uniformément pour

— 7

oS+ — ! K et 7] <G ('n > o arbitraire).

.

La série (12) converge absolument et uniformément dans les mémes condi-
tions puisque, alors,

1—n,

Comme ¢ et v} sont arbitrairement petits et K aussi voisins que I'on veut de la
densité supérieure D; de la suite { 1,,}, on voit finalement que la fonction

Ey(2) D(2)— F(z)

est holomorphe pour o> 8 — ﬁ, d’ou résulte le théoréme annoncé.

Si$ =7, on voit que si =2, est un point régulier pour D(z), il 'est aussi_
pour F(z), mais que, réciproquement, s’il est reguller pour F(z) il est soit un
point régulier, soit un pole simple pour D(z). C’est ce qui se produit quand F(z)
est une des fonctions O,(z) étudiées plus haut. Nous allons montrer par un
exemple, qu’il n’est pas possible d’améliorer le théoréme précédent. Pour cela,
nous allons former deux séries associées (1) et (2)telles que lafonction E,D —F

ne soit plus holomorphe pour s =38 — DI“' Prenons la suite { 2, | formée par les

entiers 1, 2, ..., n, ... et a,— n®, a réel, différent de zéro, non entier positif,
et posons

G(5)=E,y(s)D(5)— F(s)= X auPu(s) [Eu(s) — 1],

avec

0

E,l(s):[[<l— i)ei

n+41

Les séries (1) et (2)admettent la droite ¢ = «+ 1 pour droite de convergence
simple et absolue. La densité de la suite { A,,} étant égale a 1, nous allons mon-
trer que le point z =« estsingulier pour la fonction G(z). Soit, en effet, 2 un
nombre réel supérieur & o. A partir d'un certain rang, les polynomes P,(x)

Ann. Ec. Norm., (3), LXVI. — Fasc. 4. ’ 45
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gardent un signe constant puisque les quantités 1 — o sont positives pour
o o )'~n i

7>, et 'on a
| Pu(z)|> G,

valable pour « @& <o + ¢, C étant une constante positive, indépendante de «
et de n, et = un nombre positif assez petit pour que I'intervalle (a, a +¢) ne
contienne pas de nombre entier. D’autre part, un calcul facile montre que
I'on a ' .

1 —E,l(x)> %’

(., étant une constante positive, indépendante de n et de o, pour n>~n, et
P S '

La fonction G(«) est donc représentée par une série a termes réels de signe
constant (au moins & partir d'un certain rang) et le terme général de cette série
est minoré par la quantité C,n*~=%, on en déduit I'inégalité

|G(2)| >

)
xXr — A

qui prouve que
lim | G(2z)|=+ 0.
>0

Le point == est un point singulier de la fonction G(z).

En divisant les nombres 4, et 5 par un méme nombre D, on voit par ce méme
‘exemple, qu’il existe des séries associées (1) et (2) telles que la fonction
G(z)=E,(z)D(s)—F(s) admetle point z == % pour pointsingulier, l’abscisse
de convergence simple et absolue des séries (1) et (2) étant o= o% On ne
peut donc pas dans le cas général, espérer augmenter I’épaisseur de la bande
ot D(z) et F(z) ont mémes points singuliers.-

Grace a ce théoréme, nous pourrons étudier la distribution des points singu-
liers de la fonction F(s) représentée par la série (1) situés sur la droite de
convergence de (1) si nous connaissons celle des points singuliers-de la fonction

D(z). Tout théoreme valable pour les séries de Dirichlet sera valable pour les
séries d’interpolation (1), & condition que I'inégalité lTrﬁ% < Ksoitvérifiée, ce

n=mwo

qui entraine pour les exposants de la série (2) de Dirichlet

S(n)<<Klogn + K.

En particulier, nous pouvons énoncer ce théoreme du & M. Aronszajn, dans
le cas des séries de Dirichlet.

THEOREME. — St l'on a
: F{B n
n—=» }n

<K (K>o),
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on peut définar les coefficients a, de la série (1) de telle fagcon que la somme F(z)
de cette série soit holomorphe sur la droite de convergence simple et absolue de la
série (1). ’

Comme autre application de ce méme théoréme nous allons montrer que les
séries d'interpolation (1) satisfont aux théorémes taubériens valables pour les
séries de Dirichlet. Nous savons déja que, quelle que soit la suite {2,}, les
séries (1) satisfont au théoréme d’Abel. Réciproquement, supposons que I'on
ait

M
An)S(n)

[, | << (M indépendant de »)

et que F(z) tende vers une limite S quand s tend vers z,5%2; le long d’une
parallele a I'axe réel (¢ > 0). Dans ces conditions, la fonction associée D(z)a
une limite S’ puisque E,D — F est continue au point z,, et un théoréme taubé-
rien da 4 Littlewood [6], montre que la série (2) converge pour z = z, et que

D(z,)=S'. Or, puisque 2{; converge, nous savons que les séries (1) et (2)

convergent simultanément. Donc, la série (1) converge pour =z = z, et sa somme
est égale 4 S, puisque la série (1) satisfait au théoréme d’Abel.

Revenons, dans le cas général, 3 I'étude des points singuliers de F(z). Il est
~possible d’établir pour ces séries, un théoréme analogue a celui de Landau
valable pour les séries de Dirichlet; d’une facon précise, nous pouvons énoncer
le théoréme :

TakoriME. — St l’0n a a,>> 0 pour tout n>=n,, et st la série (1) a une abscisse
de convergence finie S le point 3 =13, est singulier pourla fonction ¥ (z) représentée
par la série (1) a condition toutefois qu'on ait § 7~ 1.,.

En effet, si 7.,< 8 <%,.., posons
v p—1
F(z)—E a,Pn(z)

a oy 0 . s
l1(v)_’.; N E) —=a,+ z/,,H(I 7~p+~1>+”"

F(z)et F,(5) admettent simultanément le point z =& pour point singulier ou
régulier. Il suffit donc, d’aprés cela, de démontrer le théoréme pour $ << 7,, en
changeant éventuellement la numérotation de la suite {2,}. On a

M8
@» n) L
K < 2 > S+ M \7
F()=2, n—y<"—?—>
0

valable, au moins, pour




354 ' Y. MARTIN.

Si z =1 est un point régulier de F(z), cette série de Taylor a un rayon de
h—8

9

et 'on a

® FW-‘/ (..____.21+ 5)

. 2 $— ) —ag\"
F(5_E):E n! ) ’
0

convergence supérieur a

2

avec
pa (S —ia pu (M8,
2 - P 2
. 0
Or,
M+ S
‘ (-l)”P(,;l)< 1.2 >>O,

F(8 — ¢) est donc donné par une série double absolument convergente et, en
ordonnant par rapport a p, on trouve

F(:S—e):zanPn(tS—s),

ce qui est impossible, puisque S est 'abscisse de convergence de la série (1).

Si 8=12,, le théoréme est en défaut comme le montre I'exemple du dévelop-
pement de 0, O,(z). Dans ce cas, en effet, on vérifie bien que la fonction F,(z)
admet le point z =2, pour pole simple, alors que F(z) y est réguliére.

'DEUXIEME PARTIE.

CHAPITRE I.
ETUDE DES SERIES D’INTERPOLATION.

£

'Za,lQ,l(s).

0

Etudions maintenant les séries d’interpolation

(1) G(s) =, anQu(=),

n=0

QW) =1,  QE=[[e=n =
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Les nombres A, réels, positifs et vérifiant

n— =

M>h> . > > > .., lim A, = o, Z A, convergente.
1

Comme précédemment, nous commencerons par I'é¢tude du domaine de
convergence des séries (1). Pour cela, étudions d’abord les polynomes Q,(z).
On a

s :H(I—}—;> (no0)

@

et comme nous avons supposé la série 27\‘, convergente, nous voyons que

1
['on a, uniformément dans tout domaine fermé ne contenant pas l'origine,
. 5 \ L1 . A
hm(—gil:fl—):E<é)’ . avec L(:):II(I——_—')-
n—ew ~ ~ ~ ~
1

: E(%) étant une fonction entiére de

v -

s’annulant pour z =2, et égale a 1

pour z infini. De cette propriété, nous déduisons le

TrkoriME. — Le domaine de convergence simple et absolue de la série (1) est le
cercle | 5| <R, R étant défini par

(2)° l%:l_i_n_l"\/[an].

n=owv

La série (1) converge normalement (c’est-a-dire absolument et uniformément),
pour |z | ZR'<R.

En effet, supposons R fini non nul et soit 5 un nombre non nul de module
inférieur & R. On peut déterminer un nombre n, tel que pour n>> n, on ait

o= )
d’ol1

(3) |(/,1Qn(5)i<]]<ﬁ:}‘;'l'~|:%>n,

terme général d’une série géométrique convergente, que ’on peut majorer en
remplacant dans (3) |z| par R’ si |z|_R’; la série (1) converge donc absolu-
ment pour | z| < R et uniformément pour | z| =ZR’<R. La démonstration n’est
pas valable pour z = o, mais la série (1) converge uniformément sur le cercle

]s]:lgl et un théoréme classique de Weierstrass permet d’affirmer que la

. . . R
convergence uniforme a lieu également pour |z = —-
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D’autre part, si 5] >R et 35£7;, on a pour une suite infinie de nombres n,

2|z

’ ng
0 Que) > 4 { )"

quantité qui tend vers I'infini et la série (1) diverge pour [z| > R(z5£%,); on
ne peut rien affirmer dans le cas général pour |z |=R.

Le calcul des coefficients @, se fera exactement comme pour les séries
é¢tudiées au début de la premiére Partie, nous aurons également des représen-
tations de O valables dans les cercles

(2] <<y

Ces séries feront également exception au théoréme d’Abel que nous démon-

. ‘o \ ;e r ., -
trerons plus loin. Comme précédemment, dans le cas ou la série Z)T était
v
1

supposée divergente, deux fonctions dont les valeurs aux points z =7, sont
égales, sauf pour un nombre fini d’entre eux, doivent étre considérées comme
identiques. On peut méme aller plus loin, puisqu’on sait que deux fonctions
holomorphes pour | 3| < R(R > o0) ne peuvent prendre les mémes valeurs pour
une suite de valeurs A, de la variable ayant le point O pour point d’accumu-
lation sans étre identiques, la différence de ces deux fonctions ayant alors un
point d’accumulation de zéros a l'intérieur de son domaine d’holomorphie.

L’étude des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une fonction G(z)
soit représentable par une série (1) est ici tres simplifiée.

1° Sila série (1) converge pour |z | < R, G(z) est holomorphe dans le méme
cercle |z | <R.
2° Réciproquement, I'étude du reste de la série (1)

n{% G d.
Ry (s)— — [ Qulz) GO)dE

207 ) Qu(®) T—5"

'intégrale étant prise le long d’un cercle (C) de centre O a 'intérieur et sur la
frontiére duquel la fonction G({) est holomorphe, montre que la série (1)
converge et représente bien G(z) dans le plus grand cercle de centre O dans
lequel la fonction G(z) est holomorphe : la série (1) a le méme rayon de
convergence que la série de Taylor de G(z).

Une objection se présente ici, et il semblerait que les développements
de 0, de rayon de convergence %, fassent exception au théoréme énoncé plus
haut. En effet, la fonction O i’a pas de points singuliers et cependant la
convergence de la série (1) n’a pas lieu dans tout le plan. Cest que, pour le
développement O, (z) par exemple, nous fixons

Oi(A)=0 sin1 et Oy (%) =1.

On doit alors considérer que G(z) n’est pas la fonction entiére 0, mais qu’elle
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présente le point singulier z =72,. Ainsi, lorsqu’une série (1) a un rayon de
convergence R non nul, deux cas peuvent se produire.

Premuer cas : R5£7.,. — La fonction G(z) a un point singulier sur le cercle
de convergence | 3| =R de la série (1).

Deuxiéme cas : R=1,. — Il se peut qu’en modifiant la valeur de G(z) pour
z=0»A, [c¢’est-a-dire, en ajoutant & la série (1), un développement de 0 conve-
nable] la nouvelle série obtenue ait un rayon de convergence supérieur a R.
Le point 3 =12, était alors un point singulier parasite de G(z) introduit par un
mauvais choix de G(%,). Nous voyons donc, qu’en général, si I'on se donne
arbitrairement, pour G(%,) des nombres A, ayant une limite lorsque n tend
vers l'infini; la série (1) aura un rayon de convergence nul. Au contraire, si les
nombres A, sont les valeurs d’une fonction qu’on sait étre holomorphe dans le .
cercle | z| < R on est assuré que la série (1) converge pour |z |<R.

C’est la une généralisation de résultats bien connus relatifs aux séries
entiéres.

Nous énoncerons enfin quelques théorémes véritiés par les séries d’interpo-
lation (1) et qui montrent la profonde analogie de ces séries avec les séries
entiéres. ‘ ‘

CHAPITRE 1I.

ETUDE DE LA CONVERGENCE DES SERIES (1) SUR LE CERCLE DE CONVERGENCE.

Nous démontrerons d’abord le

TutoriME D’ABEL. — Si la série dinterpolation (1) converge pour 3 = z,5~ A,

Fig. 8.

elle converge uniformément au voisinage du point 3, dans un angle (D) de
sommet z,, intérieur au cercle de convergence (fig. 8).

Supposons donc que la série (1) converge pour 5z = 5,5< A; et appliquons la
transformation d’Abel &

® @

z%m@zgammmﬁg

0
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il suffit de prouvér que, pour z dans (D), les quantités

Qu(=)

@) Qu(50)

et
/)

(5) >

m

Qn(s)  Queus(5)
Qn(zo) (\)n—H (ZO)

sont bornées, quels que soient les entiers n, m et p > m.
Puisqu’on a uniformément, pour z dans (D),

an—'ffli):EG),

on déduit pour z dans (D)

l QI;EL;) l —~H (pour tout n)

et pour z =z,

QH(ZO)
P

o< h =

~<H (pour tout n),
h et H étant deux constantes indépendantes de » et z puisque aucun des poly-
nomes Q,(z) ne s’annule pour z =3,5£ A;.

On a done
Q,(z) H|z|»
Do) | = 7 |5,
D’autre part,
Qn(2) . Qni1(5) __ Qn(2) ‘I— 5 — P /£|z_z | _;_l’l
Qn(zo) Q/z+1(zo) o Qn(zo) ZO_)\IHA :hd 0 Zo ’

d étant le minimum non nul de |z,— %, quand n prend successivement les

valeurs 1, 2, 3, .... On en déduit alors

4

2

m

*_ Hiz| |5— 2]
hd

z
Zo

1
50l — 5]

Qn(i) Qn.H(;) H . ®
(J/z(ﬁo)_(9n+1(z0) émIA ‘012
0

= _z°|| reste bornée dans le domaine (D) et le théoréme est

B

La quantité

démontré.

Nous allons maintenant, pour démontrer que la série (1) satisfait & un
théoréme taubérien, établir un lemme qui nous fournira une nouvelle démons-
tration du théoréme de continuité d’Abel. '

Lemme. — St lon a

(6) lim | a,5% | =o,

n=—ax
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on a également, quand z tend vers z, dans 'angle (D),

(7) lim ian [Q"(;)_<i>nQn(So)J:0.

Z> 2,
Autrement dit, la série (1) se comporte au voisinage du point z, comme la

série entiere ayant les mémes termes que (1) pour z = z,.
En effet, nous avons
)}

Qn(s) — (zio)';Qmo):z" [F(i) - h(
=(2)-11(-%)

ye . C I
Or, nous avons vu que, lorsque n tend vers 'infini, la fonction E,,<:) tend

b~

avec

vers la fonction E <;I> uniformément dans le domaine |3 |>7> o.

. . .. N . L., 1
On sait que, dans ces conditions, les fonctions dérivées Ejl<:> convergent

uniformément vers la dérivée de E(;) dans le domaine |z|>> 27, donc, on a

I'inégalité, valable pour |z | > 2r

En<§>~En<~%>i<Klz—zOl,

K étant une constante indépendante de z et de n. Les fonctions E,L<—> satisfont

-
~

a un critére d’égale continuite.

Pour |z|<|3z,| les séries ZanQ,l(z) et Ea,LQ,,(zO)(_£>" convergent
\ <0
0 0

puisque (6) est vérifié et I'on a

m ) N »
lZan [Qn(Z)«— (%) Qn(z;o)] ' <Klz—z] Y anst|+ Kz =50 |l

N+1

n
.

5
o0

Choisissons N tel que, pour » >N, on ait|a,s; | < ¢; le deuxiéme terme du
second membre est alors majoré par

EKLZ___“"’H__“” < KK,e,

K et K, ne dépendant pas de ¢ ni de z dans (D).
N étant ainsi choisi, on peut prendre | 5 — z, | assez petit pour que le premier
terme soit aussi petit que I’on veut, et le lemme est démontré.

Conséquences. — 1° Ce lemme nous permet de donner une nouvelle démons-
Ann. Ec. Norm., (3), LXVI. — Fasc. 4. 46
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tration du théoréme de continuité d’Abel. En effet, si la série (1) converge
pour z = z,3< A; et a pour somme L, il en est de méme de la série entiere

(8) ianQn(.zo><;f—o>",

0

D’apreés le théoréme d’Abel sur les séries entiéres la somme de la série (8)
tend vers L quand z tend vers z, dans I'angle (D). D’aprés le lemme, il en est
de méme de la somme de la série (1).

2° Montrons maintenant la réciproque suivante due a Littlewood [6], dans le
cas des séries entiéres.

TukorimME. — St lon a
|ans(,‘|:>0<;lz> (2952 }; ou non)

et st la somme de la série

»

(9) D anQa(zat)  (0<i<)

n=0

a une limite L quand t tend vers 1, alors

Z anQn(z0) =L

n=—o

En effet, d’aprés le lemme établi, si (9) a une hmlte quand ¢ tend vers 1, la
série entiére

o

(10) 2 tnQn(z0) 1"

0

a méme limite dans les mémes conditions. On a évidemment,

| @nQn(20) | =0 <-I—>

n

et la série (10) vérifie le théoréme de Littlewood. Par conséquent, elle converge
pourz=r1 et

i anQn(z0) =L,
[

le théoréme est démontré.
3° Une autre conséquence du lemme précédent est le

TueoriME. — La série Xn|a,z, | étant supposée convergente, la série( 1 )conoe; ge
en tout point 3, du cercle de convergence pour lequel

(11) lim G (z0¢) existe (o<<t<<Cr).
(>1 ]
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.La convergence est uniforme pour l'ensemble des points tels que (11) ait lieu
uniformément sur cet ensemble.

Ce théoréme a été démontré par M. Féjer pour les séries entieres (voir par
exemple, Landau [8], p. 65). Montrons que ce théoréme est valable pour les
séries (1).

Si la somme de la série

©

ZanQn(zot) (o<<t<<1) -

[

a une limite quand ¢ tend vers 1, il en est de méme de la série entiére

o«

(12) Za,,Q,,(zo)l",

n=—0
puisque I'on a
’}I_KI; anQn(30) = o.

La série n|a,Q,(z,)|* converge, donc (12) converge pour ¢ =1. (’est préci-
sément ce qu’il fallait prouver.

Comme I'égalité (7) a lieu uniformément par rapport & I’argument de z, sur
le cercle |z,| =R, on déduit du théoréme de Fejer 'uniformité de la conver-
gence de la série (1) sur ’ensemble des points du cercle de convergence ou (11)
a lieu uniformément. ‘ : .

Dans le méme genre d’idées, nous démontrerons un théoréme analogue a
celui énoncé par M. Riesz [voir Landau (8), p. 73], dans le cas des séries
entieres.

“TutorEME. — St la série (1) a le rayon de convergence R et st

(13) : lim a¢,Rr—=o,

n—wx
" alors, la série (1) converge en tout point du cercle de convergence, ou la
Sfonction G(z) est holomorphe. La convergence est uniforme sur tout arc fermé oii
la fonction G(z) est régulicre.

Soit &, @, un arc fermé sur lequel la fonction G(z) est réguliere. G(z) est
alors réguliére sur le contour et dans le domaine (D) indiqué par la figure g, &
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condition de prendre |z}|=|z)|=R" assez voisins de R et |z,
|z, — y,| suffisamment petits.
‘Posons

srio)=(3 )" =) <w—y2>[G<w> —Eanv<x>]-

I suffit de démontrer qu’on a
lim g,(2)=o,

n—x=

",}’11, et

uniformément dans le domaine (D), ou seulement sur sa frontiére, d’aprés le
théoréme de Weierstrass. En effet, on en déduira bien, uniformément pour =

sur arc z, x,

G(2)=lim Eanv(x),

n—w®=

puisque alors

R

(2 —yi|l>=d, |oz—)[=d et 'x':I (d>o).

Désignons par ¢, le maximum de |[@,R*| pour v>>~ n. On a

lim ¢, —= o,

et I'on sait que, sur toute la frontiére du domaine (D), on a
| Qu(2) | <H|z|",

H étant indépendant de « et de n. Posons x = r%l-

1° Pour |5, | Zr<R,ona

> > n—+1
=X jeQu@) <Ha ()

r
n+1 I—x
R

G(z) ——zanv(x)

d’ou, puisque |x — y, |=B—-"et |z —y. | <K,
| gn(2)] < HKRe,,

ol le coefficient de ¢, est indépendant de z et de n.

2° Pour R<rZR" on a, en désignant par M le maximum de G(z) sur le

contour et en posant

Ap=M+ ||+ Qi(z)|+...+ | @nQun(2)],

n

G(z) ~2 ayQy ()

0

) " s\ 1
ZAnt B0 Qu(@) £ At Hen (1)

m-1 R

a1 =(7) [Am+ n(g)" 2= ]<r~ By — s

- d’olr

b

= —1
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< K; donce
R n-+1
(g 2K (1) (= R) Aot HK R

Or|x—y,

Choisissons m tel que ¢,, < ﬁ Comme

<—1:>M(r—ﬁ>< R

;,,
2KRA,,
3

on a, pour toul n > s

| gn(z) | <e.

3° Pour x sur I’arc 5] 5}, avec les mémes notations, on a

n

. n ‘ x|t
G(x)—Ea‘,Q\.(x) éAm—i—HE,,l(l—l—lg +...+‘§ )éAm—i—Ham F{‘ l—x(l—:
0 —_ | —
Comme || —RX>d >oet
’ |z —yi| <K et |z — y.| <K,
on a
R |pt+1 HR | 2 |7+ - R |p+1 HK2R
| o 2| by had 21 .
| gn(@) | =K \xl [Am+ L |R &mJéK |$ Ant 22,

Choisissons m tel que ¢, < %ﬁ;alors pour tout n vérifiant n>>n,(<c)

etn>m, ona

R

n—+1

K2

€
A.m< 5?
d’ou
[gn(z)| <e. ’
4° Pour x sur 'arc 5,5, on a

n

G (2) — ¥ @, Qu(@)

0

n—+1 1 HR
R—jz] = d ™

X

{ HRe, R

d’ou _
gn(2)|<e  pour n>ne(e).
Comme, d’autre part, on a
Sn(1) = 8n(y2) =0,

on en déduit que, uniformément dans (D),

lim g,(2) =o,
ce qu’il fallait établir.
On peut enfin énoncer un dernier théoréeme, dont la démonstration s’établit

facilement en utilisant la transformation d’Abel.
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TueorEME. — Les séries
- . -l N
G(z):Za,,,Q,l(z) et F(s):Zanz"
0

0

convergent simultanément, sauf éventuellement pour z =,.

CHAPITRE I1I.

ETUDE DES POINTS SINGULIERS DE G (Z) SUR LE CERCLE DE CONVERGENCE.

Nous avons déja démontré que si le rayon de convergence d’une série (1)
vérifiait R5£2,, la fonction G(z) représentée par cette série avait un point
singulier au moins sur le cercle de convergence. Nous allons démontrer un
théoréme analogue a celui de Landau valable pour les séries entiéres.

TrEorEME. — St la série (1) est a coefficients positifs ou nuls et si elle a le rayon
de convergence R 5£ )\, alors le point 3 =R est point singulier de G(z).

Ce théoréme est en défaut si R=2,, comme le montre le développement
de 0, 0,(z). Nous n’en donnerons pas la démonstration qui est, en tout point,
comparable a celle donnée a la fin de la premiére Partie dans un cas analogue.

Nous montrerons, enfin, le

TrEoRrEME. — Les fonctions

®

G(z) :i anQn(z) et T(z) :Z ansm,

0

définies pour |z|< R, ont mémes points singuliers sur le cercle de conver-
gence | 3| =R 3£, a condition que

=)
3
TN
|-
N——
I
/_‘\
|
w2
SN——"
s
=1
PR
R
SN——"
1l
PR
I
n|>
S—

Iégalite
) B (1) = Qula) = Qu(e) [ Ra(2 ) =1 |

Supposons |z[> R et choisissons un nombre r, tel que pour tout n>> n,,
on ait ‘

<<

|7
!
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Alors, puisque :

' I
[log(1—»)[<Z2]y|  pour PSS

on a
@® —E__l
1 2 2 e K —2
loan<:>l<T’TZ)\v< | =] Ak
g P s — =
n—+1 I—e K
d’ott
/I _ﬁ
an<:>_1 <Be X,
< .

A et B étant indépendants de n et 5 pour | 3| > R.
De (14) on tire

(1) E({,)T@)—G(z)zianQnu)[Rn(é}—[],

n=0
et la série du second membre converge absolument et uniformément pour
|5| ZR < Be%. Ce qui prouve que les fonctions T(z) et G(z) ont mémes points
singuliers pour

Ré];|<Re"_l, =2 Ay

Ce théoréme ne peut pas étre amélioré. Il suffit pour le voir de prendre
U= (— 1), In—e K, ‘
1

La fonction E( ) T(z) — G(z)n’est pas holomorphe pour s = — e* puisqu’on |

1

4

. 1

peut montrer facilement qu’elle augmente indéfiniment quand = tend vers —*
par valeurs supérieures.

On vérifie aisément que tous les théoréemes démontrés dans cette deuxiéme

Partie, sauf le théoréeme de Landau, restent valables lorsque les nombres 2,

sont complexes, et tels que la série ' |2, | converge.

1
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