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SUR LES VALEURS ALGÉBRIQUES
D^UNE

FONCTION ALGÉBROÏDE
ET

LES INTÉGRALES PSEUDO-AbÉLIENNES

PAR M. NICOLAS BAGANAS.
*

————-s^Q^s»————

INTRODUCTION.

Dans ce travail, entrepris sous la direction de M. Paul Montel, nous traitons
de questions rattachées au célèbre théorème de É. Picard fixant à deux le
nombre maximum des valeurs non prises par une fonction analytique uniforme
au voisinage d'un point singulier essentiel isolé et d'autres concernant les
intégrales pseudo-abéliennes (^ ) . La plupart de nos résultats, obtenus
suivant des méthodes élémentaires se basant sur certaines, nouvelles générali-

sations des théorèmes de M. É. Borel concernant Pidentité V/^^^so
i

(/„ F(, fonctions entières assujetties/à certaines conditions), comprennent
comme cas particuliers des résultats classiques.

Le théorème de M. Paul Montel (2) fixant à deux le nombre maximum des
branches distinctes d'une fonction algébrique exceptionnelle pour une fonction,

(1) La terminologie sera précisée au Chapitre correspondant.
(2) P. MONTEL, Sur les valeurs algébriques d'une fonction entière ou méromorphe (Journ. Math.

pures et appl., 1941, p. 3o5-324).
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transcendante méromorphe et celui de G. Rempundos (1), fixant à 271 le nombre
maximuni des valeurs exceptionnelles d'une fonction transcendante algébroïde
à n branches, sont des corollaires du théorème (fondamental) : Sila fonction
uÇz), transcendante algébroïde à n branches y admet comme exceptionnelle la
fonction algébrique b(z) à m branches distinctes, on a

m ̂  ïn.

Ce théorème comporte des améliorations analogues à celles, apportées par
MM. Th. Varopoulos, M. Ghermanescu et J. Dufresnoy^ au théorème de
G. Remoundos et d'autres, sous certaines conditions concernant, par exemple,
l'irréductibilité de Inéquation définissant b ( z ) ou les points de ramification de
6(^), . .., aussi qu^une extension que l'on établit en supposant que b(z) est
une fonction algébroïde d^ordre inférieur à celui de u( z ) . La théorie classique
des combinaisons linéaires exceptionnelles des fonctions entières, fondée
par M. P. Montel, trouve sa généralisation dans la théorie des combinaisons
linéaires exceptionnelles dont les coefficients sont des fonctions algébriques ou
algébroïdes.

La théorie de M. G. Valiron, relative aux fonctions entières à valeurs excep-
tionnelles ou quasi exceptionnelles, est généralisée et complétée sur un point.

La recherche des fonctions algébriques, suggérée par un problème de
M. P. Montel, strictement exceptionnelles pour une algébrique donnée et l'étude
de la dérivée logarithmique d'une classe de fonctions algébroïdes'nous ont
amené à faire une étude sommaire des intégrales pseudo-abéliennes et donner
une extension d'une identité d'Abel rattachée aux mêmes questions.

Nous avons démontré les théorèmes concernant les identités généralisées de
M. Borel, et les théorèmes qui en découlent, en nous limitant aux fonctions
d'ordre fini; par des procédés calqués, avec de légères modifications, sur ceux
employés dans ce travail, on établirait des théorèmes analogues dans le cas des
fonctions d'ordre infini non transfini. A. plusieurs reprises nous parlerons
d'identités daûs lesquelles figurent les branches des différentes fonctions algé-
broïdes (ou algébriques) : par là nous entendons des relations liant les valeurs,
en chaque point d'un domaine d'holomorphie D, des branches de ces diffé-
rentes fonctions:

Qu'il me soit maintenant permis d'exprimer ma profonde reconnaissance
envers la France qui^ en m^accueillant généreusement, m'a donné l'occasion de
puiser dans la science de ses savants. Je suis heureux d'exprimer ma respec-
tueuse reconnaissance à M. Paul Montel qui m'a suggéré d'entreprendre ce
travail et n'a cessé de me prodiguer ses conseils et de m'encourager. Je tiens à
adresser également mes vifs remercîments a M. G. Valiron pour l'appui qu'il
m'adonne et pour sa bienveillance envers mes travaux.

( 1 ) G. REMOUNDOS, Sur les zéros d^une classe de fonctions transcendantes [Ann. Fac. Se, de
Toulouse, (2), t. 8, 1906, p. 1-72].
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CHAPITRE I.

GÉNÉRALISATION D^UNE IDENTITÉ DE M. É. BOREL.

1. Définitions. — On appelle fonction algébroïde méromorphe, dans un cercle
| z \ <^ R, la fonction u(z) définie par une équation algébrique

(I) F(^, ^)^/o(^)^+/l(^)^-1+.. .+/ , / . (^)=o,

dont les coefficients fi(z) sont des fonctions données de la variable z holo-
morphes dans le cercle \z <^R. On suppose essentiellement que les fiÇz) ne
s'annulent pas simultanément pour une même valeur de z. Nous ne nous occu-
perons que des fonctions algébroïdes dont le domaine d'existence est le plan
ouvert.

Nous appellerons fonction algébroïde transcendante toute fonction algébroïde
non algébrique dont le domaine d'existence est le plan ouvert.

Les coefficients/^) de l'équation (I), définissant une fonction algébroïde
transcendante uÇz\ sont des fonctions entières.

Nous pouvons supposer que/o(^) est un produit canonique.
Avec cette condition, on dit que la fonction algébroïde transcendante uÇz)

définie par l'équation (I) est d'ordre fini p, si les fonctions fi{z) sont toutes
d'ordre p au plus, l 'une au moins étant d'ordre p.

2. LEMME. — Si, pour \ z | supérieur à Fo, toutes les branches de Ui(z) vérifient
T inégalité
(i) ' . K-^K^

où N désigne une constante^ u(z) est une fonction algébrique.

La démonstration de ce lemme s'appuie sur une extension du théorème de
Liouville en tenant compte des relations entre les valeurs de UjÇz) et les coef-
ficients/y^) (y = o, 1,2, . . . ,^ ) .

La relation

(-i^^^^i^)...^),J Q ^ ^ )

grâce à l'inégalité (i), montre que Fon a

(.) ^)2) . •^(^ <.^M (|^!=:r>ri; Mconst.).
, / /o(^)
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De l'inégalité (2) on conclut que f,(z) a un nombre fini de pôles, c'est-à-dire
que le produit canonique/o(^) est un polynôme. Par conséquent, à partir
d'une valeur du | z |, on a
(3) 1 / / (^ ) <r^ '(Mi const.).

L'inégalité (3) prouve que/,(^)est un polynôme.

3. THÉORÈME. — Soit u(z) une fonction algébroïde transcendante d'ordre
fini p, ayant un nombre fini de zéros, de pôles et de points de ramification.

La dérivée logarithmique de u{z) est une fonction algébrique.

Soit Uj{z) une branche de u(z\ Puisque le nombre des zéros, des pôles et
des points de ramification de u(z) est fini, les fonctions UjÇz) et log^(^) (1)
sont, pour \Zo suffisamment grand, holomorphes dans le cercle fermé
\z—z^ ^i et vérifient les inégalités

e-^^< | u^z)\ <e^\o+\ log^-(^) | < | z IP-^2^ \ z, \ + i )P+2< ; z, |P+^ ;

nous aurions pu remplacer ces inégalités par d'autres plus précises m^is cela
n'a aucune importance pour la démonstration.

^ L e théorème de Gauchy, appliqué à la fonction log^(^), holomorphe dans
le cercle fermé \z—z^ ^i, donne

^(^o) ^ max de |log^-(^)| sur \z-z,\=i ^ ,
u/(.^) ' 1 ' — — — — — — — — — — - - l ^ - .

Cette dernière inégalité prouve, d'après le lemme du paragraphe 2, que la
fonction —— est une fonction algébrique.

4. Généralisation d'une identité de M. É. Borel.

THÉORÈME I. — Considérons F identité

(I) , /i(^Fi(^)+/,(^)F,(^+...+/,(^)F,(^^o, -

ou : '

a. lesfi(z') sont des branches algébroïdes (ou algébriques) d'ordre <' P (2);

6. les fiÇz) sont des branches de fonctions algébroïdes S ordre fini ayant un
nombre limité de pôles, de zéros et de points de ramification;

K. ( ^\ • .
c. les branches ̂ --/ ( i, j = i, 2, . . ., n ; i ̂ y) sont d'ordre fini ^> p.

(1) Nous appelons log^-(^) la branche de iogu(z) qui prend au point z la valeur log [uj(z)\ -4- ïco
avec I co | ̂  7:. .

( 2 ) Par le mot « ordre » d'une branche algébroïde Uj\z), nous entendons l'ordre de PalgébroÏde
u(z), dont uj(z) est une branche, qui est définie par une équation irréductible.
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Une telle identité entraîne

f,(z)=f,(z)^...=:^(z)^o.

Supposons, en effet, qu'il n'en soit pas ainsi. Nous pouvons alors supposer
que

/^)/^).../,^)^0,

sinon nous aurions à nous occuper d'une identité ayant moins de n termes.
Divisons par /i(^)Fi(^) les deux membres de l'identité (I) et prenons la
dérivée du premier membre ainsi obtenu.

Nous aurons
\(M^\ , / . ( .3)/F.(^) F^)\1F^)
Lv.(^/. / i (^)\^(^ F^^IF^)^"*

, r ^ ^ V . /^)/F^)_F^\-1F^)LVT^^JU^'^F^ F,(.);JF,(.)-°-
ou, en posant

„ ̂ _ / M^\,fi^) /F;- (^) _ F-, (^y
^i{-') — -7-7—T — f i .\ \ u / ,\ ~\rT~^Vi(^)/ /,^)\F^) F,(..);

(II) • X , ( ^ ) F 2 ( ^ ) + . . . + X , ( ^ ) F , ( ^ ) ^ o .

Les fonctions qui entrent dans l'identité (II) à n—i termes, remplissent
toutes les conditions remplies par celles qui entrent dans l'identité (I).

Considérons, en effet,-la fonction X/(^) : elle est d'ordre <^p, car les fonc-

tions /i(^), /i(^) sont d'ordre <^ p, et T^^'45 F^rT sont ̂  ^"ctions algé-- ^ l ^ ) ^ ^ ^ ) , '
briques (théorème du paragraphe 3).

D'ailleurs, X,(^)^ o, sinon nous aurions

m^—^-
' T7 / '-' \

ce qui est impossible puisque, par hypothèse, l'ordre de —— est au moins
égal à p tandis que les ordres de /i(^)»/i(^) sont plus petits que p.

En partant de l'identité (II), nous arriverons, par la même voie, à une autrç
identité ayant n—2 termes, et, en continuant ainsi, nous aurons finalement
une identité

^)F^)^o,

où ^n(^) et ^71(2) sont ̂  o, ce qui est absurde. Donc,
/^)=/^)==...=/,(;3)==0.

i

COROLLAIRE. — Une identité de la/orme

( I I I ) , f,(z) + /2(^)F,+ . . ,4- - / . (^)F , (^)=o . , . ,
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se décompose en les identités

fi(z)=EO, /2(^)F,(^)+. . ,+/ . (^)F.(^)^0,

sous les conditions suivantes :

a. les fonctions /i(^), f^Çz)y . . ., fnÇ-^) sont des branches d9 algébroi'des Cou
algébriques) d'ordre <^ p ;

b. les fonctions F^Çz), . . ., F^(^) sont des branches d'algéhroïdes ayant un
nombre fini de pôles ̂  de zéros et de points de ramification; 9

c. les ordres des fonctions Fa (^), . . ., F^(^) sont ̂  p.
c1 / _ \

Supposons, en effet, d'abord que tous les rapports p-— aient des ordres ^p>
Notre corollaire est alors un cas particulier du théorème que nous venons de

démontrer (Fi=i). Dans le cas général, partageons le groupe des fonctions
Fa, . . ., F,» en un certain nombre de classes

Fs, . . . , F^,
P ^F •r p-i+i, • • • î .r [is 5

jouissant des propriétés suivantes : '

a. Les fonctions d'une même classe, comprenant plus d'une fonction, sont
proportionnelles à des fonctions d'ordre <^ p;

6. Le rapport de deux fonctions appartenant à des classes différentes est
d'ordre ̂ p.

En écrivant (III) sous la forme

/^)+(/^+--^-/^^i+--—û-
\ [1! /

nous arriverons à la conclusion que
MZ)^O, f,¥,+...-}-f^F^o, ....

Les raisonnements qui précèdentpermettent d'énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME I I . — U n e identité de la forme
(IV) /iF,+/,F,.+...+/,F^o,

dans laquelle :

û. /î, /a, .. ., fn sont des branches d^algébroïdes d'ordre <^ p, non identique-
ment nulles;

b. Fi, Fa, . . ., F/i sont des branches d'algébroïdes d1 ordre ̂  p ayant un nombre
limite de zéros, de pôles et de points de ramification,
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se décompose en les identités

/iFi +...+/^F^o,
/l^+i F^+i +... + /p^ Fp^ =EE o,

jouissantdes propriétés suivantes :

a. chacune "de ces identités comprend au moins deux termçs;
b. les termes F, de chacune de ces identités sont proportionnels à des fonctions

d'ordre <^ p.

En particulier, si les fi sont algébriques, on démontre de la même manière que, s,
-C'

dans chaque identité partielle, les rapports — sont algébriques,

CHAPITRE II.

NOMBRE MAXIMUM DE BRANCHES D'UNE FONCTION ALGÉBRIQUE EXCEPTIONNELLE
».

POUR UNE FONCTION ALGÉBROÏDE.

5. Soit u(z) une fonction transcendante algébroïde à n branches et &(^) une
fonction algébrique à m branches distinctes.

Nous dirons, avec M. P. Montel, que la fonction u{z) admet comme excep-
tionnelle la fonction b(z) si elle ne prend qu'un nombre fini de fois les valeurs
4e cette fonction b(z) pour la même valeur de ^.

Cette définition est équivalente à la suivante ':

La fonction algébrique b(z\ définie par l'équation

(r) A(u, ^)^^o(^)^4-al(^)^- l-+. . . .4-^(^)==o (^polynômes),

sera dite exceptionnelle pour la fonction algébroïde u{z) définie par l'équation

(2) ¥(u,z)^f^z)un-^f,(z)un-i +... -}-fn(z)^0,

si le résultat de l'élimination de u entre les équations f(u, z)==o,A(u,z}=o
est de la forme

P(z)e^\

où P(^) est un polynôme et Q(^) une fonction entière.

6. THÉORÈME FONDAMENTAL. — Si la fonction algébroïde u(^z}, de degré n et
d'ordre fini, admet comme exceptionnelle la fonction algébrique b ( z ) de degré m,
à branches distinctes, on a -

m ̂  2 n.
Ann. Éc. Norm., (3), LXVI. — FASC. 2. 22
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Supposons m^2^+i . Soient &i(^), b^(z), . . . , b^Çz) les branches
distinctes de b(z\ Posons

V[b,(z),z] =/o(^î(^) +/^)^-1^) 4-,...+/^)^G,(^
F[^)^| =/o(^)^) d-^)^-1^) +...+/.(^)^G,(^),

(A)
F[^(^] =f,(z)b^(z) +/,(^L(^) +...+^)^G^),
F[^,(^),^ =/o-(^) b^ ( z ) +/t(^) ^^,(^) 4-.. :4-/,^) ̂  G^,(^),

Les fonctions Gi(z\ G^(z), . . . , G2n+i(^), ... sont des branches d'une
t algébroïde G(^) d'ordre fini ayant un nombre limité de zéros, de pôles et de

points de ramification, car/^),/i(^), ...,/,,(^) sont dès fonctions entières
et & i ( ^ ) , & 2 ( ^ ) » &2n+i(^), ... sont les branches de la fonction algébrique b(z),
exceptionnelle pour la fonction u^z).

Démontrons d'abord que n au plus des Gi(z) sont des branches algébriques.
En effet, s'il n^en était pas ainsi, on aurait, par exemple,

f^)b^) +^(^ï-1(^)+...+.^(^G,(^

f^b^z) +/,(^r l(^)+•••+/^)^G2(^,

/o(^)^(^).+/,(^)^;î(^+•••+//^(.^)=G^,(^);

où Gi , Ga , . . . , G/,4_i sont des branches algébriques et le déterminant des coef-
ficients defo(z), /i(^), ..., y/î(^) n'est pas identiquement nu]..

En résolvant le système précédent par rapport à /o, /i, ..., /„, on en
déduirait que toutes ces fonctions sont des polynômes, ce qui est contraire à
l'hypothèse.

En éliminant/o(^),/i(^), ...,/^(^) entre les n+2. premières équatidns du
système (A) nous obtenons

^(^)Gi(^)+ô,(^)G.2(5)+...+ô^,(^)G^(^)^o.

Le nombre des termes algébriques de cette identité est au plus égal à n et '
tous les déterminants 8,(^), ayant comme éléments des branches algébriques
distinctes, sont '^. o.

D'après la remarque finale du Chapitre précédent, cette identité donne au
moins une identité de la forme

G^2=G^Yi(5) ( J^72^<7 l^^H-2) ,

où Yi(^) désigne une branche algébrique.
En remplaçant, dan^ le système des n+ 2 équations considérées, l'équation

qui correspond à la branche b^Çz) par celle du système (A) qui correspond à
la branche b^Çz) et raisonnant comme ci-dessus, nous aurons une identité de
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la forme /

. G^)=G^)^^) (i^o-s^o-i, cr^^-4-3), ,

où Ya^) désigne une branche algébrique.
Notre mode de raisonner nous permet d'écrire au moins les m — n — i\n

identités
G^z) ==^(z)G^(z),
G^(z) =^(z)G^(z), -
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ^
G^(z).=^(z)G^(z).

En résolvant le système des équations formé avec n-+- i des Gy.y
Mz)b^(z} +7^)%;1(^)+....+/^)=G^),
M^)^(z) +/i(^)<%-1 (z)^...-^-fn(z)==G^(z) ==^(z)G^(z),

/o(^) ̂ (^ +/l(^) ̂ (^) +. • . +/.(^) ̂  Ga^(^) ̂  ïn(^) G^(Z),
\ •

par rapport à /o(^), /i(^), . . . , /^(^), on en déduirait que toutes les
fonctions /;(^) sont proportionnelles à des fonctions algébriques, ce qui est
contraire à l'hypothèse.

Nous sommes conduits à une contradiction en supposant m \ 2 n +1 ;
donc m^Lin.

7. La démonstration n'exige pas que l'équation (i) définissant b{z) soit
irréductible. On peut supposer que toutes les branches b,(z) de b(z\ ou
quelques-unes d'entre elles, soient des fonctions rationnelles. Dans le cas
particulier où les b^z) sont des constantes différentes, on obtient le théorème
de G. Remoundos ( i) :

Une/onction algébroïde à n branches dont le domaine d^ existence est tout le
flan fini ne peut admettre plus de 2 n valeurs exceptionnelles à moins que toutes
ses déterminations ne se réduisent à des constantes.

En supposant 71=1, on retrouve le théorème de M. P. Montel ( 2 ) :

Toute fonction transcendante méromorphe dans le plan prend une infinité de
fois les valeurs de toute fonction algébrique qui admet au moins trois déter-
minations.

8. Supposons que le nombre des pôles de 11(2) soit limité. On a alors
m ̂ . 2 n — i.

( 1 ) G. REMOUNDOS, loc. dt.
( 2 ) P. MONTEL, loc. cit., p. 3og. '
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Considérons en effet l'algébrique U(^) définie par l'équation
• o.u^-^aoÇz)^1-^-...-}-n^(z)=o ( f /o^o),

qui admet la branche ^=00; cette algébrique est exceptionnelle pour u(z\
donc

m + I ^_ 2/2.

9. Le maximum in peut être atteint.
Considérons, en effet, l'équation

Pn(Uf S) + ̂ Q,,(?/, S) == 0,

où P^, Q^ sont des polynômes de degré n par rapport à u tels que les équations
P/,(^,^)±=o, Q^(M,^ )==O

définissent deux fonctions algébriques dépourvues de branches multiples et
n'ayant aucune branche commune.

La fonction u(z) admet comme exèeptionnelle la fonction algébrique b(z)
à 2/1 branches distinctes définie par l 'équation

Pn(li, z)Qn(lf, ^)==0.

Cette dernière équation n'est pas irréductible. Voici un exemple où l'équation
est irréductible.

Considérons l'équation irréductible
A ( u, z ) == u2'1—z=o,

et la fonction algébroïde uÇz) définie par l'équation

. e^ — è-^ e{/z 4- e-^.
F ( u, z ) = ——-— u^ 4- ——————/== o.

2^ 2

Le résultat de l 'élimination de u entre les équations A(?/, z ) = o, T(u, z) est
identiquement égal à i ; u(z) admet comme exceptionnelle l'algébrique é(^).

•..» ' "\ ' '
10. Dans ce paragraphe, nous traitons quelques cas intéressants où m<^ 2/1

pour une équation (i) irréductible.

THÉORÈME I. — S i la fonction algébrique b(z) à m bmnches, définie par une
équation irréductible et dépourvue de points de ramification d^ ordre supérieur à i,
est exceptionnelle pourl'algébroïde u(z') à n branches, d^ordre fini, on a

m^n+i.

Pour démontrer ce théorème, reprenons la démonstration du théorème
fondamental.
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Supposons m^^+2. — En éliminant/o(^), /i(^), . . . , //i(^) entre les
n-{-2 équations

¥[b,(z), z] =f,(z)b?(z) +. . .+ fn^) = G^) (i=i^ . . .̂  + 2), -

nous obtenons l'identité
^(z)G,(z) + ô,(^)G^) +.. .4- <W^)G^(.0 =EP (/=: i, 2, .. ., n + 2),

W^o.

Un au moins des rapports de deuxG/(^), par exemple le rapport G)^): G^(z")
sera algébrique.

Puisque la fonction 6(^)est définie par une équation irréductible et que tous
ses points de ramification sont d'ordre i, autour de chacun d'eux ne se per-
mutent que deux branches de b(z\ et deux branches quelconques peuvent
être échangées de cette façon. Par conséquent, en partant d'un point z et en
suivant un chemin fermé convenable, nous pouvons passer de la branche b^(z)
à la branche b^Çz) sans que b-^Çz) soit changée; et, par conséquent, de G^(z)
à G^(^) sans que G^(z) soit changée; le rapport G^(^):G>/^) devient
G^(^) : G^(i) qui est donc algébrique.

De même, en passant de b^ à b^, sans que &^ et b^ soient changées, on en
conclut que le rapport de G^ à G^, est algébrique et par conséquent que les
rapports de deux des G^Çz\ G)^(^), G^(z), G^(z) sont algébriques. En conti-
nuant ainsi, on montre que les rapports de deux quelconques des Gi, Ga,
Ga, . . . , Gn+2 sont algébriques, ce qui est contraire à l'hypothèse.

Donc
m^n +1.

THÉORÈME II. — Supposons que la fonction algébfwde u(z) à n branches
admette comme exceptionnelles les fonctions algébriques ?(^), b(z) à p. et
m branches respectivement; on a

m ̂  n,

si l'équation définissant b(z) est irréductible et si les points de ramification de cette'
fonction sont distincts de ceux de la fonction (î(^).

Supposons m^n +1. — Soient b^z\ .. ̂ b^(z), .. .,6^(^),les branches
de b(z\ et ^Çz) une branche de la fonction p(^).

Posons encore
F[^(^)^]==/o(.s)^(^)+.. .+/.(-s)^G,(/s) (^==1, 2, ..., ^+ i ) ; -
F[p(^)^] =/o(^p^)+...+.A(^B(^).

En éliminant/o(^),/i(^), ...,/^) entre cesn -+- 2 équations, nous obtenons

^(^)Gi(^)+^(^)G2(^)4-...4-^+i^)G^i(^4-^+2WB(^*=o (?=:!,...,^4-2),
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OÙ
di(3)^0.

f ' . •

Cette identité donne naissance à au moins une identité dé la forme

^-YM• " B(z) -ï1^^

Yi(^) étant algébrique. Puisque les points de ramification de bÇz) sont distincts
de ceux de P(^), en partant d'un point z et suivant un chemin fermé conve-
nable, nous pouvons passer de G^Çz) à n'importe lequel des G((^) sans queB(^)

F' / „ \ *
soit changé, et par conséquent tous les rapports ' / (i= ï , 2, . . . , /i+i)
sont algébriques, ce qui est contre l'hypothèse.

Donc
m ^L n.

La condition imposée aux points de ramification des b(z) et ?(^) est vérifiée
quand P(^) est une fraction rationnelle ou une constante c. En prenante égal
à zéro ou à l'infini, nous obtenons le corollaire :

COROLLAIRE. — Si la fonction algébrique bÇz) à m branchesy définie par une
équation irréductible, est exceptionnelle pour la fonction transcendante algé-
broïde u(z) à n hanchesy on a

m ̂  riy

lorsque le nombre des zéros y ou celuides pôles', de u(z) est limité.

THÉORÈME III. — Supposons que la fonction exceptionnelle bÇz) soit définie par
une équation de la forme

Ai(^, z)K^{u, ^)...A)^, ^)=o,

où Ai, Â2, . . . , A), (X^2) désignent des polynômes indécomposables en u et z.
Soit mi le degré du polynôme Ai par rapport au.

Si les nombres m^ m^ .... m\ sont premiers entre eux dans leur ensemble,
chacun àeux'ne dépasse pas n.

Supposons m^ ̂ /î+1. — Soient ^i^), a^(z), .. ., a^Çz) les branches de la
fonction définie par ^équation Ai(i/, z)=o et b^(z\ b^(z), . . . , b^Çz), les
branches de la fonction définie parA^, z)=o Çi-^-i).

Posons

F[ay(^),^]= f,(z)a^(z) +...+ fn(z)=Gj(z) (y==i ,2 , . . .^+i , . . . , /n) ,
1?[bh(z)^]=-f,{z)bî(z)^..^fn(z)=H,(z) (/i=i, . . . , /n,).



VALEURS ALGÉBRIQUES D'UNE FONCTION ALGÉBROÏDE ET LES INTÉGRALES PSEUDO-ABELIENNES. 178

En éliminant/i(^), . ..,/n(,s) entre les n +2 équations

F[a,(3),2]=^(z}a^(s)+...+f,,(s)^=G,(s) {î.=l, a, ...,ro+i),

F[&i(z),^=/o(5)6î(^+...+/»(.3)=H^),
/-•< / <.

nous en concluons comme précédemment que l'un au moins des rapports „ /

1 1 . s ^li^)est algébrique.
Soit

G, (.s), ..., G^z), B,(z), ..,„ Hp(,s)

le groupe foriné par fô^,y les branches G,:(^) et Hy(^), tejles que les rapports
——- Çi= 1 , 2 , . . . , a; j = i, 2, . . ., p) soient algébriques.

Nous savons que a <^+i.
En passant, suivant un chemin convenable, de G^(^) à G^+i(^) nous obtenons

le groupe
- G,7+i(-s), . . . , G^rj, Hp+i(.s), . . . , ÏÎ2p(.5),

p
formé par des branches telles que les rapports —±i soient algébriques; lesfonc-

^104-/

tions de ce nouveau groupe sont différentes de celles contenues dans le premier
groupe. En continuant ainsi, s'il est nécessaire, nous formons v (v^ 2) groupes
contenant toutes les Gy(^). Ces v groupes contiennent aussi toutes les H/,(^).
Supposons, en effet, qu'il n'en soit pas ainsi. Soit Hp.^(^) une branche qui n^y
figure pas. En passant de Hi(^) à Hp.^(^) on forme, à partir du Gi, . . . , G^,
Hi, . . . , Hp, un groupe qui sera nécessairement un des v groupes déjà formés.

Ces v groupes contiennent donc toutes les Hy(^). Chacun de ces groupes
contenant cr branches parmi les G, et p parmi les Hy, on a

mi==o-y, w/== p ( ̂  ̂  2 ) ;

puisque le nombre v des groupes formés par des branches G dont les rapports
sont algébriques ne varie pas quand éprend successivement les valeurs 2,..., ̂ ,
les nombres mi, .... m\ ont un diviseur commun v^ 2, ce qui est contraire à
l'hypothèse. Donc

^ /HÎ  n.

Si m^ et 7^3 ne sont pas premiers entre eux, il peut arriver que l'un d'eux
dépasser. Par exemple, l'algébroïde u(z) définie par l'équation/ ^ ^ ^ / ^ ^ _ ^ ^ ,

\ i+v/z i — v 5 / v i+v 5 i—\/z ]
• / ^ /- ^ r\ ( e^ e-t/i \+{- t ——e^-- v ——e- t / ^ M+^(——T-+——T")^ 0 '

\I+V/-3 l—\/3 / \I+V/3 I—V 5 /
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admet comme fonction exceptionnelle l'algébrique b(z) définie par l'équation
(^-z)(ucl-z)==o, -

dans laquelle
wi= 4 > ̂ = 3.

On peut donner des exemples plus généraux.
Mentionnons un autre théorème, dont la démonstration est analogue à celle

du précédent.

THÉORÈME IV. — Si la fonction algébriqne b(z) à m branches', définie par une
équation irréductible, est exceptionnelle pour Valgébroïde u(z) à n branches, on a

m^n -\- i,

lorsque m est un nombre premier.

CHAPITRE III.

COMBINAISONS EXCEPTIONNELLES (1).

11. La théorie des combinaisons exceptionnelles des fonctions entières,
fondée par M. P. Montel, repose sur l'impossibilité des identités de M. É. Borel.
La généralisation que nous avons donnée de ces identités nous permet d'étendre
cette théorie aux combinaisons exceptionnelles dont les coefficients sont des
fonctions algébriques.

Dans ce Chapitre, nous nous contenterons d'énoncer les théorèmes, leur
démonstration étant tout à fait semblable à celle des théorèmes correspondants
obtenus en remplaçant dans les énoncés les mots « branche algébrique » par le
mot « constante ».

12. Définitions. — Considérons un système (/) de n 4- i fonctions entières
d'ordre fini

/o(^), f,(z), ..., f^z),

et formons une combinaison linéaire homogène à coefficients algébriques
G(Z) ̂  ̂ (Z)f,(z).-}- §\{z)f,{z} +. . . + §n{z)fn{z\

où les g\(z) sont des branches de fonctions algébriques; nous dirons que le
système des TI+I fonctions admet la combinaison exceptionnelle G(^), si cette

(1) Foir P. MONTEL, Leçons sur les familles normales; M. GHERMANESCU, Les combinaisons
exceptionnelles (Actualités scientifiques., n° 889, 1940); j. DUFRESNOY, Théorie nouvelle des familles...
(Ànn. Éc. Norrn. sup., 61, 1944)'
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fonction, qui est en général une branche cTalgébroïde, est une branche d'une
algébroïde ayant un nombre fini de zéros (i\

t/ • v \ /

Nous dirons que n+ï combinaisons exceptionnelles

^)/o(^)+^)/i(^+...+^)/^),

^(^)/o(^)+^(^)/i(^)+...+^(^)/4^).

^o+l(^)/o(^)4-^Ï4-l(^)/l(^+...+^;rl(^/.(^

sont algébriquement indépendantes si le déterminant

A==

^;(

^o(

fy'l+i
60

^

s)

^}

^(s

^

s'r^

)
)
s)

• • • ê-'nW

• • • ê-^}

• • • sr1^
n'est pas identiquement nul.

Substituons aux fonctions fo(z'), f\{z\ . . . , fn(z') les fonctions y«(^),
yi(z), .. .,yn(-3) définies par une substitution à coefficients algébriques ̂ { (s) :

q).(^.)=y l„(-5)/,(^)4-rî(^)/l(5)+;...+Y;,(a)/»(^)>

yi(5)=Y;;(^)/o(a)+Y?(^)/i(5)+....+Y;(^)/»(3),

y„(^)==yï+'(-=)/o(5)+YÏ+ l(^/,(5) -ï;l+l(5)/„(^),

dans laquelle le déterminant
ïi(^) ^?z / -. \

fo^;
D==

^,«+i/ ^ \
ïo ^^ Ï^^^)

est supposé ^o. Nous dirons que les deux systèmes fo, f^y . . . , / '„ et
9o? ?i? • • * » în appartiennent à la même classe.

Si, dans une combinaison exceptionnelle

^)/o(^+^)/i(^)- -^V,^)

'relative au système (/), on remplace /o» /i? • • • ? //z par leurs valeurs en
fonction de y^, ci, . . . / y ^ tirées des équations précédentes, on obtient une
combinaison

Ôo(^)9o( .5)+ Ô i ( ^ ) < p i ( ^ ) 4 - . . .4- à n ( z ) ^ n { z )

relative au système (y) et qui est aussi exceptionnelle.

Donc : Le nombre des combinaisons exceptionnelles demeure le même pour tous
les systèmes appartenant à une même classe.

( 4 ) Le nombre de pôles de G(z) est fini puisque les g i ( z ) sont des branches algébriques.

Afin. Éc. Norm^ <3), LXVI. — FASC. 2. 23
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13. THÉORÈME I. — Soit un système de n-\-\ fonctions entières d) ordre fini
fo(z\ fi(z), . . ., fnÇ^) dont une, au moins, est transcendante :

Le nombre des combinaisons linéaires homogènes exceptionnelle^^ algé-
briquement indépendantes n -+-1 à n +1, entre ces fonctions ne peut
dépasser .2.n.

Ce théorème peut être précisé comme suit :

THÉORÈME II. — SU ^existe entre l es j î - { - i fonctions fi(z) que \ relations
linéaires homogènes algébriquement indépendantes au plusÇk <^ n), lenombre des
combinaisons exceptionnelles (^algébriquement indépendantes n-\-i à /i-f-i)
entre ces fonctions ne peut dépasser n + \ 4- i.

COROLLAIRE I. — Soit u{z\ une algébroïdey d'ordre fini, définie par l'équation

f,(z) u^f^z) ̂ -^ . . .+/.(^) = o.

Supposons qu^ il n'existe entre les fi(s) que \ relations linéaires homogènes,
algébriquement indépendantes (X <^ /z).

Si la fonction algébrique bÇz) à m branches distinctes est exceptionnelle pour
la fonction uÇz), on a

m^n 4- ^ 4- i.

En supposant que les m branches de la fonction bÇz) soient m constantes
distinctes, on retrouve le théorème de M. Th. Varopoulos (1) qui précise celui
de G. Remoundos.

Le théorème II de ce paragraphe peut être précisé comme suit.

THÉORÈME III. — S'il existe entre les n-{-ï fonctions fiÇz) au plus X relations
linéaires homogènes algébriquement indépendantes^ (A<^), le nombre des
combinaisons exceptionnelles (^algébriquement indépendantes n-\-\ à zi+i)

entre ces n + i fonctions ne peut dépasser le nombre n 4- ——r •

COROLLAIRE II. — Soit uÇz) Valgebroïde^ d''ordre fini\ définie par Véquation

/o(^)^+/l(^)^-l+...+/.(^)=o.

Supposons qu'il existe entre les /i(^) au plus A relations linéaires homogènes^
algébriquement indépendantes^ (X <^ /i).

(1) Th. VAROPOULOS, Sur le nombre des valeurs exceptionnelles des fonctions multiformes (C. R.
Acad. Se., 177, 1928, p. 3o6; Bull. Soc. Math. de France, 53, 1925, p. 23-34).
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Si la fonction algébrique b(^) à m branches distinctes, est exceptionnelle pour
la fonction uÇz\ on a

n
m ̂  n — ———=- •

n — A

En supposant que les m branches de la fonction bÇz) soient des constantes
distinctes; on retrouve un théorème de M. Ghermanescu.

CHAPITRE IV.

NOUVELLE GÉNÉRALISATION DE L^IDENTITÉ DE M. E. BOREL

ET NOUVELLES EXTENSIONS.

14. L'examen de la démonstration du théorème concernant l'identité
/,(^F,(^)+/,(^)F,(^+...+/.(^)F,(,.-)^o

nous montre que nous sommes parvenus à démontrer que
/1=/,=:...=/,=EO,

en ptssant de cette identité à une autre analogue
X,(Z) F,(.3) +. . .+ X^(Z) ¥n(z) EEE 0,

ayant un terme de moins; les fonctions Xa(^), . . . , X^(^) conservent la
propriété d'être des fonctions d'ordre <^ p parce que ce sont des fonctions
rationnelles des fonctions fcÇ^\ f'i^}^ dont les ordres sont inférieurs à p, et
des dérivées logarithmiques des fonctions F,(^) qui, par suite des conditions
imposées, sont des fonctions algébriques.

Mais pour que l'ordre de la fonction X/(^) soit inférieur à p, il n'est pas
nécessaire que les dérivées logarithmiques des fonctions F,(^), soient algé-
briques; il suffit qu'elles soient dWdre inférieur à p.

Nous avons défini une classe de fonctions algébroïdes dont la dérivée loga-
rithmique est algébrique. Peut-on définir une classe de fonctions algébroïdes
dont la dérivée logarithmique soit une fonction algébroïde d'ordre inférieur
à p, quel que soit Fordre fini des fonctions de cette classe ?

Le théorème suivant fournit la réponse.

THÉORÈME I. — L} ordre de la dérivée logarithmique (Tune fonction algébroïde
u(^z) d ) ordre fini est au plus égal à l'ordre réel de ses zéros et à celui des pôles
de sa dérivée u\z).

Nous démontrerons ce théorème en suivant une voie élémentaire (1).

(*) On peut donner une démonstration indirecte de ce théorème en se servant d'un résultat de
M. G. Valiron [Sur la dérivée des fonctions algébroïdes (Bull. Soc. Math. de France, l'QSi, fasc. I,
p. 17-39)].



178 NICOLAS BAGANAS. ^

Rappelons d'abord la démonstration du théorème de M. Hadamard concernant
le module minimum d^une fonction entière, en suivant la marche de
M. É. Borel (1), et en apportant quelques compléments utiles pour la suite.

Ce théorème s'énonce comme il suit :

Étant donnés un produit canonique de facteurs primates G(^) et un nombre
positif arbitraire £, on peut trouver une infinité de cercles de rayons indéfiniment
croissants sur chacun desquels on a l^ inégalité

' . \G(z)\>e-^\

M. Borel examine d'abord le cas où le nombre p est inférieur à l'unité.
Rappelons ses conclusions. Soit

G(.)=n( I — ^ ( 1 ̂  1 = ̂ n),

une fonction entière d'ordre p inférieur à i. Traçons deux cercles, de centre
,3=0, de rayons respectifs r^—i, ^i4-i qui limitent la couronne C,,(r^—i,r,i+i)
d'épaisseur 2. ^

Considérons le cercle K(0, R) et les couronnes C/ intérieures à ce cercle.
Soit S, l'épaisseur totale de ces couronnes, M. Borel démontre que

,. S1° . lim - == o. »
R>00 ^

2° Pour chaque point z extérieur aux couronnes C/, on a l'inégalité

IG^)!^-^-6,

à partir d'une valeur de \z \ ==/•; r^>r(£).
Il passe ensuite au cas d^une fonction d'ordre p^i. En prenant un entier

<7^> p et considérant la fonction auxiliaire

F(j)=G(^)G(co^...G(^-^)=JJ(i-^Y
«=i

où y'•===• z'1 et co est une racine y1""10 primitive de l 'unité, il démontre l'existence
d'une infinité de circonférences de rayons indéfiniment croissants sur lesquels
on a

\G(.^\>e-^\

Ajoutons quelques compléments.
Les couronnes correspondant à la fonction F(j) sont C,,(r^—i, r^+i),

donc les couronnes correspondant à la fonction G(^) sontC^((/^— i, \//^+ i).

( 1 ) Voir É. BOREL, Leçons sur les fonctions entières.
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Soit S', l'épaisseur totale des couronnes C, comprises dans le cercle K(0, R),
on a

r s'lim ^ ==: o.
R^oo ^

Considérons maintenant les couronnes

..., ^,JV^r7-,y'V^-7+,7^ • • • î
\ ' n ' n /

soit S, l'épaisseur totale des couronnes F, comprises dans le cercle K(0, R).

Puisque l'épaisseur ^= ('\/~r^~i+ ̂  — (\/^— i — ^7} de r» est^ P0111*/"

assez grand, inférieure à 3 (\/^+ i — V ^ — i ) » on a encore

lim _ r= o.
R>o° rl

Soit a>i et la couronne L(R, ^R), d'épaisseur égale a ( ^ — i ) R ; on a
y

lim -——^ . p == o.
R > ^ ( ^ — l ) R

Appelons exceptionnelles les couronnes F, correspondant à la fonction G(^).
Ces compléments nous permettent d'énoncer les conclusions suivantes :

i° L'épaisseur totale des couronnes exceptionnelles F/, comprises dans la
couronne L(R, ûR), est négligeable par rapport à l'épaisseur ( ^ — i ) R de la
couronne L, quand R-> oc.

2° A partir d'une valeur Ro de R, il existe une infinité de circonférences
([^ =R/) situées dans la couronne L(R, ûR) telles qu'à chaque point ^o

de chacune d'elles peut être attaché le cercle fermé Z — Z Q ^——i dans

lequel G ( z } vérifie l'inégalité
IG^IX-^.

3° Supposons que nous qyons un nombre fini des fonctions entières/^
/a» • • . » fn d'ordre fini. En considérant les couronnes exceptionnelles'corres-
pondant à chaque fonction / /comprises dans la couronne L(R, ûR), nous
arrivons à la conclusion suivante :

A partir d'une valeur Ro de R, il existe une infinité de circonférences
( ] ^ ] = = R , ) situées dans la couronne L(R, ûR) telles qu'à chaque point ^o

de chacune d'elles peut être attaché le cercle fermé z — Zo ^—IN» N étant
1 1 ^'0 1

fixe et fini, dans lequel on a
\fi{z)\>e-^ (?==i, 2, ..., n),

o; étant l'ordre de la fonction/, (^).
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Soit maintenant u(z\ une fonction algébroïde d'ordre p.
En considérant les zéros, les pôles et les points de ramification de u(z\ on

démontre aisément la proposition :

A partir d'une valeur Ro de R, il existe une infinité de circonférences situées
dans la couronne L(R, oR) telles que à chaque point ZQ de chacune d^elles peut
être attaché le cercle fermé z —Zo ^ -^? N désignant un nombre fixe et fini,
dans lequel chaque branche UjÇz) de la fonction u(z) est holomorphe et vérifie
l'inégalité

é?ro+£> u,(z) >e-ro+' (£>o);

dans le même cercle, la fonction lo^UjÇz) est holomorphe et vérifie, pour r
assez grand, l'inégalité

}o^Uj(z)\ <rP4-1.

Nous possédons maintenant les éléments nécessaires pour démontrer le
théorème 1 de ce paragraphe.

Soit u(z) une fonction algébroïde d'ordre p définie par l'équation
F(^)=/o(^)^+/^)^-14-...+/^)=0.

Supposons que ses zéros et les pôles de sa dérivée u' Çz) aient a pour ordre
réel; on a évidemment a^ p. Il faut montrer que Perdre de la fonction

w Û { Z )

f est au plus égal à (T.
Les pôles de V(^) proviennent des zéros de uÇz) et des pôles de u'Çz). On

peut former un produit canonique II Çz) dWdre Œ tel que la fonction
W(z)=^(z)îl(z)

soit dépourvue de pôles (à distance finie); on a

^^)
II suffit de montrer que Perdre ai de la fonction W Çz) est au plus égal à a.
Soit

: • E^^W^+^^W^+.^+^^o,

• Péquation qui définit W(^); les y;(^) sont des fonctions entières.
Une au moins des fonctions ç;(^) est d'ordre c^, les autres ont des ordres

inférieurs ou égaux à <^; soit <p,(^) une des fonctions d'ordre o\ et soient s ,^
deux nombres positifs arbitraires £'> E ^> o.

Il existe une suite infinie de points
(A) ^i, z^ . . . , z-n, . . . , l im|^J==oo,
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tels que l'on ait
\^n)\>e'^~\ |W/(^) >^~,

où Wy(^) est une branche de W(^), qui varie en général pour les différents
points de la suite (A).

Prenons un point Zn de module arbitrairement grand.
Sur la circonférence C, qui se trouve dans la couronne L(7», ai\\ a^>ï)

et hors des couronnes exceptionnelles, considérons le point ZQ où le module
de ç,(^) atteint son maximum. On a

|c?,(^o) >?(^) >^~;

donc, il existe une branche W/^) telle que

W,(z,)\>e^~\
et par conséquent
( ^\ ' IV ( ^ \ —— l ̂ 7'(^o) l -. eîn ^ r^—'-a^r^ '\ 1 ) 1 M-o) ——n7~Tr > ~7^T~ ^e rt " .1 Ti7 ^ ^ "̂̂  /•T+î|H^o; ^o

D'ailleurs, dans le cercle fermé K ( ^ o ? — — p où N est fixe et fini, la fonc-
\ l^o l " /

tion \ogUjÇz) est holomorphe et vérifie l'inégalité
| logMy(^)| <rP+l.

Le théorème de Cauchy donne

(2)
u'/ ( ^ o ) | — i v ( ^ \\ max de | l ogMy(s ) sur circonf. de K^i ^u^ _ i y f - \\ - ' 0 / - / ', , / 7 \ —— 1 ' / ^ •O^ 1 <- ;U ^ { Z Q ) _^

^0

< rP+1 r? < (arn)^1 (ar^ == ^P4-^1 r/f-4-^1.

Les nombres N, 'p , a sont finis et fixes, le nombre r,, est arbitrairement grand,
tandis que £, ^ sont arbitrairement petits. Si le nombre cr, était plus grand
que CT, les inégalités ( i ) et (2) seraient incompatibles.

Donc,
o'i^o--

15. En remarquant que les pôles de u!\z) proviennent des pôles et, peut-
être, de points de ramification de u ( z ) , nous pouvons énoncer le corollaire
suivant :

COROLLAIRE I. — L'ordre de la dérivée logarithmique d'une fonction algébroide
/ d'ordre fini est au plus égal à l'ordre réel de l'ensemble de ses zéros, pôles et points

de ramification.

En supposant que u ( z ) ait un nombre fini de zéros et u ' Ç z ) un nombre fini
de pôles, nous obtenons le corollaire :
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COROLLAIRE II. — Soit u(z) une fonction algébroïde d ordre fini ayant un
nombre fini de zéros dont la dérivée u'(^z) a un nombre limité de pôles.

La dérivée logarithmique de uÇz) est une fonction algébrique.

16. Ayant établi ce théorème 1 (Chap. IV, § î), nous sommes en mesure de
donner les extensions suivantes des théorèmes concernant les identités de
M.BoreL

THÉORÈME I. — Soit Fidentité

^./K^)!^)^0 (?==!, 2, ...,/l),

OU

i° /<(^) sont des branches algébroïdes (ou algébriques)-d'ordre <^ p ;
2° les zéros des fonctions algébroïdes dont les F^.(^) sont des branches et les

pôles des fonctions algébiwdes dont les F^(^) sont des branches ont des ordres
réels ̂ p ; ou les pôles, zéros et points de ramification des fonctions algébroïdes,
dont les F»(^) sont des branches, ont des ordres réels < P ;

3° les fonctions —^) (/, j = î , . . ., n ; i ̂ j ) sont d'ordre ̂  p.

Une telle identité entraîne

M^^M^=...=fn(z)^0.

THÉORÈME II. — Une identité de la forme

Mz)+lf,(z)¥,(z)=Eo ( i = ^ . . . , n )

donne
/l(^)^0

sous les conditions suivantes ;

i° les fonctions f^z\ /a^), . . ., fn{z) sont d'ordre < p ;
2° les branches algébroïdes F, ( z ) sont d ordre ̂  G ;
3° les zéros des fonctions algébroïdes^ dont les V^z^sont des branches^ et les

pôles de leurs déliées premières ont des ordres réels <^ p; ou les pôles, zéros et
points de i-amiïf cation des fonctions, dont les F,(^) sont des branches, ont des
ordres réels <^ p.

THÉORÈME III. — Une identité de la forme

/i(^)F^)+.,.+/^)F^)==o.

se décompose en d'autres analogues

/ , (^F,(^)4-. . .+/ .(^)F,(^)^o,
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dont chacune a au inoins deux termes sous les conditions du théorème précédent où
Von suppose fi (-s)^o O'==i, . . ., n)\ les fonctions fi(z) qui entrent dans une
quelconque de ces identités s ont proportionnelles à des fonctions d'ordre < p.

17. Fonctions algébroïdes exceptionnellesy au sens Borel-Montel^ pour une algé-
broïde donnée. — Soi[u(z) une algébroïde d'ordre p et ^ ( z ) une algébroïde
(ou algébrique) d'ordre a <^ p.

Nous dirons que u(z) admet vÇz) comme exceptionnelle au sens de Borel-Montel,
si l'ordre réçl des points où les fonctions uÇz), vÇz) prennent la même valeur est
plus petit que p.

Les généralisations des théorèmes de M. Borel, que nous avons établies, nous
permettent d'énoncer les propositions :

THÉORÈME I. — Si F algébroïde u(z)à n branches, d'ordre p, admet comme fonc-
tion exceptionnelle au sens de Borel-Montel v^z) à m branches distinctes, d'ordre
a <^ p , on a

m^in et m^^n—i,

si l'ordre réel des pôles de u ( z ) est <^ p.

THÉORÈME U — Supposons que la fonction exceptionnelle v^z) soit dé finie par
une équation de la forme

^ , ( u , z ) ^ ( u , z } ... ^\{u, z)=o [<^(^)=:o est irréductible J,

où $1, $2, . . ., ̂ (^^2) désignent des polynômes en u dont les coefficients sont
des fonctions entières.

, Soit mi le degré par rapport à u du polynôme $,.
Si les nombres m^ m^ . . ., m^ sont premiers entre eux, chacun d'eux ne dépasse

pas n.

THÉORÈME III. — Si F algébroïde u(z) à n branches, d'ordre ?, admet comme
exceptionnelle V algébroïde de v(z) à m branches d'ordre Œ< p, définie par une
équation irréductible, oiî a

m^n,

si l'ordre réel des zéros {ou celui des pôles) de u(z) est plus petit que p.

18. Les théorèmes concernant les combinaisons exceptionnelles dont les
coefficients sont des branches algébriques comportent des extensions que l'on
peut établir en suivant la même voie lorsqu'on fixe l'ordre maximum des fonc-
tions entières supposées d'ordre fini. Supposons que les fonctions entières/o,

A?ui. Éc. Norm., (3), LXVI. —'FASC. 2. ^4



l84 NICOLAS BAGANAS.

fi9 - . - ? fn soient d'ordre p au plus et que Pune d'elles soit effectivement
d'ordre p. Nous pouvons reprendre nos raisonnements en désignant par g\,
gi, • - • ? gn des branches algébroïdes dont l'ordre est inférieur à p.

. CHAPITRE V.

SUR LES ALGÉBROÏDES EXCEPTIONNELLES OU QUASI EXCEPTIONNELLES

POUR UNE ALGÉBROÏDE DONNÉE.

19. Dans ce Chapitre, nous étendons aux fonctions algébroïdes les théorèmes
de M. G. Valiron (1 ) relatifs aux fonctions entières à valeurs exceptionnelles ou
quasi exceptionnelles. Un des importants progrès réalisés sur ce sujet qui a
fait Fobjet des travaux deMM. Carathéodory, Landau, Montel, Bloch et Fatou, dû
à M. Valiron, consiste à remplacer la considération des zéros dont l'ordre est
multiple d'un entier donné par celle des zéros d'ordre au moins égal à cet
entier. Rappelons les résultats de M. Valiron.

Soit F(^), une fonction uniforme admettant le point à l'infini comme point
singulier isolé essentiel. On dit (Valiron) que les zéros de F (Y) —^ sont excep-
tionnels B (pour la valeur x) lorsque leur ordre réel est inférieur à l'ordre
(apparent) de F(^), et que les zéros d^ ordre de multiplicité]) sont exceptionnels
B pour la valeur x lorsque l'ordre de la suite de ces zéros de F (^) -*- x est infé-
rieur à l'ordre de F(^). On a les propositions suivantes (Valiron) :

S'il existe une valeur a pour laquelle les zéros sont exceptonnels B, les zéros
simples ne peuvent être exceptionnels B pour une valeur x distincte de a.

II ne peut exister plus de deux valeurs a, b pour lesquelles les zéros simples
soient exceptionnels B.

S'il existe une valeurs pour laquelle les zéros simples et les zéros doubles sont
exceptionnels B, les zéros simples ne peuvent être exceptionnels B pour x
distinct de a.

20. Soient uÇz) une fonction transcendante algébroïde d'ordî^e fini p et ^(^)
une fonction algébroïde (ou algébrique) d'ordre a<^ p.

Nous convenons de dire que la fonction uÇz) admet ^(^) comme fonction
quasi exceptionnelle (Ei) lorsque Fordre réel de la suite des zéros de la
fonction ^(^)= uÇz)— ^(^), dont l'ordre ( 2) est plus petit que deux, est infé-
rieur à p ; et que u(z) admet ^(^) comme fonction quasi exceptionnelle (Ea)

(1) C. 7?. Acad. Se., 173, 1921, p. 1059-1061.
( 2 ) Précisons ce que nous entendons ici par le mol « ordre » d\in zéro ( Ç, -r\) d'une fonction algé-

broïde u{z) : soit r — i ^ o, l'ordre de ramification du point (ç, 'r\)\ dans le domaine de ce point, la
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lorsque l'ordre réel des zéros de la fonction ^(z\ dont l'ordre n'est pas plus
grand que deux, est inférieur à p.

Nous dirons enfin qu'une fonction algébroïde est de la classe (A) lorsque
l'ordre réel des pôles de sa dérivée est inférieur à l'ordre (apparent) de cette
fonction.

Il est évident qu'une fonction entière est de la classe (A).
Dans la suite, nous supposons que la fonction transcendante algébroïde uÇz)

d'ordre p est de la classe (A) et que les fonctions exceptionnelles pour u ( z ) sont
des fonctions algébroïdes (ou algébriques) (Tordre inférieur à p.

THÉORÈME I. — S^il existe une fonction ^i(^) exceptionnelle au sens Borel-
Montelpour uÇz), la/onction u(z) ne peut pas admettre une autre fonction ^a(^)
quasi exceptionnelle (E^ ).

Supposons que la fonction u(z) admette la fonction ^i(^) comme excep-
tionnelle au sens Borel-Montel et la fonction ^2(^)1^1(^)7^ ^2 (^)] comme
exceptionnelle (E^).

Les fonctions ^^z)=uÇz)—v^z\ ^^(z)==u(z)—v^z) sont de la
classe (A) ; l'ordre réelle des pôles de leurs dérivées ̂  (z), ̂  (z) est inférieur à p.

L'ordre réel des zéros de la fonction ^i(^) et l'ordre réel des pôles de'sa
dérivée étant plus petits que p, la fonction ' f est d'ordre CT<^ p (§ 14, th. I).
Posons
(i) ^^^)-\/^^)=.G,(z), v/^(^)+v/^(^)=G,(^),

les déterminations, pour chaque valeur de z , des expressions y/^i(^), \ / ' ^ ^ ( z )
étant les mêmes dans les identités ci-dessus. L'ordre réel des pôles et, puisque
Gi(^)Gr2(^)=^2(^)—^i(^)? l'ordre réel des zéros des G^(^), G^(z) sont
inférieurs à p. D'ailleurs, puisque l'ordre réel des zéros de ^(^) et l'ordre
réel des zéros de ^a(^) dont l'ordre est plus pâtit que deux sont inférieurs à p,
l'ordre réel des pôles de la dérivée G\{z) et celui des pôles de G[(z) sont plus
petits que p ; les fonctions ̂ ^ ̂ ^ sont d'ordre < p (§ 14, th. I).

Des relations (i) on tire

2v^(i)^Gi(^)+G^),

fonction u(z) sera représentée par un développement de la forme
,<? s+ï f+n

• u(z)==cs(z— ^Y-^cs+i(z—^)~~ 4-... •+- 6^(s—0 r -4-... (s = entier ^i, c,^o).

C'est le nombre - que nous entendons ici par le mot « ordre » du zéro (Ç, r^) et non pas le

nombre s comme il est adopté généralement.
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cette identité exige que Von ait (§ 16; th. III) ( ^ )

G^)=EE2Vk(^i(^ G,(^)=2\/4^T)[i-^):j,

§1 (^) désignant une fonction d'ordre inférieur à p.
Par conséquent, on a

^^[^-^^^^[.-^w,
et la relation

^(Z)-^,(2)==[U(3)-V,(S)]-[U(3)-^(5)]^V,(S)-^(Z) -

s ppnt
^) - ̂ (Z)[ I - 2^)p==E ̂ ) - ̂ );

cette dernière identité exige que l'on ait (§16; th. II)
^ (^ )^^ i (^ ) ,

ce qui est contraire à l'hypothèse.

THÉORÈME II. — IIri'existe pas deux fonctions algébroides ̂  (s), ̂ 2(^)^1 (^)^'2(^)]
quasi exceptionnelles respectivement (Ea), (Ei)poi//1 î/(^).

Supposons que ^(^) admette les fonctions ^i(^), ^aC^) exceptionnelles
respectivement (Ea), (E^). Conservons les notations utilisées pour la démons-
tration du théorème précédent (I).

Soit ZQ un zéro de ^i(^) dont l'ordre est plus grand que deux( 2 ) ; ce point

est aussi un zéro de la fonction [^i^)]^ v i l . On a

(2) 2vAM^)=Gi(^o)+G^o)==o, G^^oî+G^^oî^o.

ç\ i / ^_ \ f^ i / ,̂ \
Les fonctions ..1 , ; 7^—— étant d'ordre <" p, on aGi(^) ^(z) ^ {

(3) G^^^G^^y^^), G^^^G^^v,^),

Yi(^)? Ta(^) désignant des fonctions d'ordre <^ p.
Des relations (2) et (3), on tire

(4) G/(^)[T^o)-ï^o)]=o.

Supposons Yi (^) ̂  72(^)9 puisque l'ordre réel des zéros de la fonction G^ (^)
et l'ordre (apparent) des fonctions f i (^ )» Ï2(5) sont inféneurs à p, la rela-

(1) Diaprés ce qui est dit plus haut, les fonctions ^i(^), Gi(^), G^Çz) remplissent les conditions
sous lesquelles le théorème mentionné supplique.

( 2 ) S'il n^y avait pas de tels points, la fonction ^i(^) serait exceptionnelle au sens Borel-Montel et
l'on se trouverait dans le cas du théorème démontré.
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tion (4) montre que l'ordre réel des zéros de ̂  (^), dont Fordre est plus grand
que deux, est plus petit que p ; la fonction ^(^) est exceptionnelle au sens
Borel-Montel pour iiÇz). On retombe dans le cas du théorème I.

Si Y i ( ^ ) = = y 2 ( ^ ) > on a alors

G\(z) _G,(z)
G,(z) ~ G,(z)'

G^{z) == CGi(z) (Cconst.);

la relation Gi(^o)+62(^0) ==o s'écrit

(5) G^o)(i+C)==o.

La constante C ne pouvant être égal à — i , car, autrement, on aurait
2v /^ i (^ )^Gi (^ )+G2(^)^o , la relation (5) montre que l'ordre réel des
points ZQ est plus petit que p ; on se retrouve de nouveau dans le cas examiné.

THÉORÈME III. — II n'existe pas de fonctions algébroïdés ^(^) ayant au moins
trois branches distinctes quasi exceptionnelles (Ei ) pour uÇz).

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi, soient

^l(z), ^(Z), ^(.S), ..., V,n(z\

les branches distinctes de la fonction v(z) exceptionnelle (Ei) pour uÇz).
Posons

^(Z) ES Ui{z) — ^i(z), ^(Z) ̂  Ui(z) — ^(Z),

^{z)=Ui(z)—^(z), ..., 4^(^)^^(^)—^(^); '

/^^i)-^-V/^(^)-Gl(^), V/<U5)-V/^(^)^Gl(^), v/^^+v/iM^^G^),

\/^^)-\/^^)=G,(z), ..., v/^(^)+V^(^)=G^-i(^),

v/4^7 - v/^M^)^ G^-i ( z ).

On démontre encore que l'ordre réel des zéros des fonctions Gi(^),
Gi(^), . . . , G^_i(^), G^_i(^) et celui des pôles de leurs dérivées sont infé-
rieurs à p.

On a
2 v/^TT) == G,(z) + G,(z) =. G,(z) + G,(z),

d'où .
(6) ' G,(z)-}-G,(z)-G^z)-G^z)^o.

On constate que l'identité (6) ne peut se décomposer en d'autres; par
conséquent (§ 16; th. III) les fonctions Gi, Gi, Ga, Ga sont proportionnelles
à des fonctions d'ordre <^ p ; on a ainsi

G\(z)=G,(z)^(z)
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et, par suite,
(7) 2vAM^)^Gi(^)[i+ïi(;Q1,

où Yi (s) désigne une fonction d'ordre <^ p.
La relation (7), puisque Perdre réel des zéros de G^) est inférieur à p et

que y^ (^) est d'ordre < p, nous montre que l'ordre réel des zéros de la fonction
^(^) est plus petit que p. Les fonctions (branches) ^1^2, ..., ^jouant un rôle
identique dans nos raisonnements, on en conclut que l'ordre réel des zéros de
toutes ces fonctions est inférieur à p.

Considérons maintenant l'identité

(8) / ^(z)-^(z)^^(z)-^^(z),

l'ordre des ^(^), ^00 et l'ordre réel. des zéros des ^, ^2 et des pôles des
^ ^ ^ — ^ ^ ^ ^ — ^ étant inférieurs à p, tandis que l'ordre (apparent)
des ̂ , ^2 est égal à p, l'identité (8) exige que l'on ait (§ 16; th. II)

PI (.5)== PS (.S),

ce qui est contraire à l'hypothèse.
On obtient les théorèmes mentionnés, dans le cas des fonctions entières

d'ordre fini, de M. Valiron, en supposant que la fonction u(z) soit une fonction
entière d'ordre p et que les fonctions exceptionnelles ^(^)se réduisent à des
constantes différentes.

THÉORÈME IV. — // n'existe pas de fonction v^z) tordre inférieur à p) ayant
au moins deux branches distinctes exceptionnelles au sens Borel-Montel pour u(z).

Voici quelques indications sur la démonstration. On supposera qu'il existe
une-fonction v{z) ayant m^i branches distinctes exceptionnelles au sens
Borel-Montel pour uÇz) et l'on posera, Ui{z) étant une branche quelconque
de u{z\

Ui(z)-^(z)^G,(z), u,(z)-^(z)^=G^z), ...;
on a
(9) 'G,(z)—G^z)===^(z)—^(z).

On constate que l'identité (9) exige que l'on ait
^(z)==v,(z).

Ce théorème généralise, dans le cas des fonctions d'ordre fini, celui de
M.H.-L. Selberg(1), d'après lequel une fonction transcendante algébroïde u(z\
dont la dérivée u\z) est dépourvue de pôles, ne peut admettre plus d'une valeur
exceptionnelle (l'infini non compris). Nous voulons clore ce Chapitre en

i ( i) Algébroïde Funktionen und Umkehrfunktionen Abeischer Intégrale, Oslo, 1934, p. 67-58.
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énonçant des théorèmes, dont nous ne donnerons pas la démonstration (leur
démonstration est abordable par des procédés calqués sur ceux que nous venons
d'employer pour la démonstration des théorèmes précédents) :

THÉORÈME V. — II Sexiste pas de fonctions algébroïdes ^Çz) ayant au moins
deux branches distinctes quasi exceptionnelles ( Ea ) pour u ( z ).

THÉORÈME VI. — S^il existe une fonction algébroïde v{z) à deux branches dis-
tinctes quasi exceptionnelles (E, ) pour u(z); r ordre réel des zéros de la fonction
^(z) === uÇz)— v(z) dont V ordre est plus grand que deux est inférieur à p.

COROLLAIRE. — Soit F(^) une fonction entière d) ordre fini. S^il existe deux
valeurs a, b pour lesquelles les zéros simples des F(^)— a, V(z) — b sont excep-
tionnels B (1) ; les zéros d'ordre de multiplicité p^^ï sont aussi exception-
nels^^).

CHAPITRE VI.

SUR LES ALGÉBRIQUES STRICTEMENT EXCEPTIONNELLES

POUR UNE ALGÉBRIQUE DONNÉE.

21. Remarquant, dans son article (3) que les seules fonctions entières qui
ne peuvent jamais prendre les valeurs d 'une fonction algébrique admettant au
moins deux branches sont des polynômes, qu'il appelle exceptionnnels par
rapport à cette algébrique, M. P. Montel pose et résout le problème de trouver
les polynôme^ exceptionnels pour une algébrique donnée.
. Ce problème est un cas particulier du suivant :

Étant donnée une fonction algébrique u(z\ trouvez les fonctions algébriques
exceptionnelles Çau sens strict) pour uÇz).

Est-il possible de résoudre ce problème par des opérations algébriques en
nombre fini ?

La réponse paraît négative, du moins dans le cas général. En voici un
exemple :

Considérons la fonction u == \/R(^), où R(^) est un polynôme premier avec

sa dérivée; cherchons les fonctions rationnelles vl} exceptionnelles po\iruÇz\

(1) Foir les définitions de M. Valiron (§ 19).
( 2 ) Nous croyons que ce théorème est nouveau et qu^il n'est pas une conséquence immédiate des

résultats de M. Valiron.
(1) P. MONTEL, loc. cit.
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A(^) et B(^) désignant des polynômes premiers entre eux. Pour que la
Af ' ~ }fonction ——z soit exceptionnelle pour u(z\ il faut et il suffît que l'on ait '

(i) . ' A^)-R^)R(^)==C,

G étant une constante non nulle.
L'identité (i) est l'identité d'Abel. Il est clair que, pour qu'il existe deux

polynômes A, B vérifiant (i), il est nécessaire que le degré R(^) soit pair. Abel
a été amené à cette identité en se posant le problème suivant ( ^ ) :

Étant donné un polynôme R(^); premier avec sa dérivée, de degré pair, recon-

naître si Von peut trouver un autre polynôme p tel que l^ intégrale \ ^—s'exprime
J yR

par un logarithme cTune fonction algébîique ; il a montré que, si p existe,
Videntité ( i ) est possible et réciproquement.

En rattachant la solution de ce problème à la théorie des fractions continués
algébriques, Abel a donné le critère suivant : pour qu'il existe un polynôme p
répondant à la question, il faut et il suffit que le développement de ^/R(^) en frac-
tion continue algébrique soit périodique. Mais il ne semble pas possible, au moins
dans le cas général, de trouver, étant donné R(^), une limite pour le nombre des
essais à faire pour reconnaître si le développement de \/R(^) est périodique ou
nonÇ'2).

Dans le cas spécial où R(^) est du quatrième degré et ses coefficients sont
commensurables ou sont des nombres entiers complexes, le problème a été
résolu, au moyen d'un nombre fini d'opérations algébriques, parTchebycheff(3)
etJolotareff(4).

Sur des problèmes du même genre, I. Doibnia (8) a obtenu des résultats
intéressants.

22. Nous nous proposons d'obtenir la solution, au moyen d^un nombre fini
d'opérations algébriques, du problème suivant :

Étant donnée une fonction algébrique b(^z), trouver les fonctions algébriques
exceptionnelles au sens strict pour bÇs), dépourvues de pâles à distance finie et
dont les branches forment un seul système circulaire dans le domaine du
point z = oo.

( 1 ) N.-H. ABEL, Sur ^intégration de la formule différentielle ——? etc. {Œuvres complètes', t. I).
V/R

( 2 ) Pour plus de détails sur ce sujet, voir APPELL et COURSAT, Théorie des fonctions algébriques,
2e édit., t. I, p. 347-358.

(3) tournai de Liouville^ i864.
( 4 ) Voir, Bull. Sci. math., 1879, p. 475-478.
(â) Œuvres mathématiques, Hermann, 1913.
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Ce problème contient comme cas particulier celui de M. Montel :

Trouver les polynômes exceptionnels au sens strict pour une fonction algébrique
donnée.

Considérons cTabord une équation irréductible
¥ ( u , ;?)=:^+Al(^)^-l+...-t-A^)=o,

les A/(^) étant des polynômes définissant une fonction algébrique a(^),
dépourvue de pôles à distance finie et qui adihet le point ^=00. comme point
de ramification d'ordre h—i.

LEMME. — Toute/onction algébrique b(z) exceptionnelle au sens strict pour a(^)
est définie par une équation de la forme

E(^ z)¥(u, ^)+C==o,

EÇu,z) étant un polynôme en u^ z et C une constante 7^0; la réciproque est
évidente.

Soit ï(u, z)=o l'équation définissant b(z\ et ^^{z\ ̂ {z\ .. ., a^(^) les
branches de a(^).

On a
<Ï>[a^), z ] ^ [ ^ ( z ) , z ] , . . ., ^n(z), z]^ G,

C étant une constante 7^0; les fonctions $[a;(^), z\Çi=i, 2, . . ., n) sont les
branches d'une fonction algébrique G(^), dépourvue de pôles à distance finie.

Le point ^==00 étant un point de ramification d'ordre n—i, les branches
^[a,(^), z] ont le même développement dans le domaine de ce point et par
conséquent puisque l'on a3>[a^, z], ..., $[a^,^] == C, G(^)est finie pour ^==00.

La fonction algébrique Gr(^), dépourvue de pôles à distance finie ou infinie,
est une constante. Donc

^[a,,^]=:0>[a,,^]=:...=^[a^ z] == C
OU

< î » [ a ^ ] — C E E E O ( ^ = = 1 , 2 , . . . , ^ ) .

D'après un théorème classique, on a
^(u,z)=^E(u,z)¥(u,z)+C,

EÇu, ^) désignant un polynôme en u, z et C une constante.
Ce lemme nous permet d'affirmer, dans certains cas, que deux courbes algé-

briques ont au moins un point commun à distance finie.

Exemple. — Soit u(z) la fonction algébrique définie par l'équation
W—au-\-bz = o (a, b == coast.b ̂  o) ;

le point z ==oo est un point de ramification d'ordre 2.
Ann. Éc. Norm., (3), LXVI. — FASC. 2. 20



^ NICOLAS BAGANAS.

Il n'existe pas de polynômes, de fonctions rationnelles, ni de fonctions algé-
briques à deux branches, exceptionnels pour u(z\

Les courbes ̂  - au + bz = o, P(^+ Q(;z)u + R(^) == o (P, Q, R poly-
nômes) se coupent toujours à distance finie.

Passons maintenant à la solution de notre problème. Soit b{z\ une fonction
algébrique donnée définie par l'équation

^(u, z)==B,(z)um^-B^(z)um-l-^...-}-B^{z)=o.

Nous allons montrer que l'on saura toujours reconnaître, au moyen d'un
nombre fini d'opérations algébriques, s'il existe des fonctions algébriques a(^),
du type considéré, exceptionnelles pour b{z\ e tdonner leur expression.

Soit, en effet, a(^) définie par

¥ ( u , z)=zun-+-A^(z)un-l-^..^An(z)==o.

D'après le lemme précédent, on aura l'identité

(I) ^(u,z)==~F(u,-z)E(u,z)-}-C.

Pour reconnaître, au bout d'un nombre fini d'opérations algébriques, s'il
existe des identités de la forme (i) et les déterminer il suffît de limiter le
nombre n et les degrés des polynômes A,(^). On a évidemment n^m.

Il est aisé de limiter l'ordre communs du pôle ^ =00 pour chaque branche a,(^)
de a(^). Écrivons

0[a,(^)^]=Bo(^)ar(^)+Bl(^)a^-1(^)+...+a/,(^)^C.

Soient ao, ai, . . . , a^ les degrés des polynômes Bo(^), B^), . . . , B^(^).'
Dans chaque terme delà forme B^a^-7^) supposé développé dans le domaine
du point z = oo figure un monôme de plus hant degré a^+ (m — v ) 5 . Pour que
l'expression se réduise à une constante, il faut qu ' i l y ait au moins deux de ces
monômes qui soient semblables, leur degré commun étant supérieur ou égal à
celui de tous les autres. On doit donc avoir

(x.h 4 - (m— h) s- =o^-+- (m — v ) ^ ,

^'^-(m—h^^^y.^^m—^)8- (h'^h).

Donc
n(X/i•— ny.^

s= —~/̂ ~Z~^—' ^a/^/^a^,+(/^/' — v)s.

On en déduit que, pour chaque valeur de n^m, s est égal à la pente d'un des
côtés du polygone de Newton formé avec les points (?', /ia,). Si tous les côtés de
ce polygone correspondant à la valeur n, de n^m ont des pentes négatives ou
fractionnaires, il n'existe pas de fonction a(^) à n, branches.
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Les nombres n, s étant limités, les relations

l^(z), ...,a^)==(-iyA^) (y=i, . . . , n )

nous permettent de limiter les degrés pLy des polynômes Ay(y==i , 2, . . . , /i),
on a

^^n'

ï* 23. Supposons que, R(^) étant donné et supposé premier avec sa dérivée,
Fidentité d'Abel admette une solution A^(^) , Bi(^). Soit m le maximum des
nombres entiers donnant lieu à une identité de la forme

A,(z) + B^^i^j ̂  [Ao-(^) + Bo(^) y/Rh,

Ao(^), lîo(^) désignant des polynômes (on a [A^(^)—B^^EEE]:'); choi-
sissons Ao(^), Bo(^) tels que l'on ait

A^)-B^)R(^i.

Nous allons voir'que la formule

A(z) -+- B(^) v/R^) =± [Ao(^) + Bo(^) V/RÏT)]7"

donne, en y faisant n = ± i, ± 2, . . ., la solution générale.
En effet, soient A(^), B(^) deux polynômes vérifiant l 'identité d'Abel.
Le degré du polynôme R(^) étant pair, la surface de Riemann correspondant

» à l'algébrique u = s/R(^) à deux points distincts 001, 003 à l 'infini.
Les fonctions algébriques F(^)=A(^)+ B(^)i/, $(^)=Ao(^)+ Bo(^)^

sont dépourvues de pôles et de zéros à distance finie. Soient ^, So les ordres
de ooi (pôle ou zéro) respectivement pour F(^), $(^); — ^ , — ^ o seront ceux
de 003 (1). La fonction algébrique l v ^ J est régulière partout. Donc

' F(^)^[C[^(^)Mk

La fonction $(^) == Ao(^) + Bo(^)^ ne pouvant pas vérifier une identité de
la forme

AO.(^) + Ro(^ ̂  [ro(^) + Ao(^ )M]^
ro(^), Ao(^) désignant des polynômes et n un nombre entier ^>i, des consi-
dérations élémentaires, que nous omettons pour abréger, mbntrent que sl doitSQi
être un entier et que l'identité F(^)=EE [C^^yM'0 pourra s'écrire sous la

(1) Les nombres si et SQ sont entiers.

25.
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forme
A(^) + B(z) u ==£[A,(z) + Bo(^) Li}\

où ^ est un entier et £ = ± i. Celte formule est analogue à celle qui donne la
solution générale de l'équation arithmétique de Fermât

œ1— Kj^^ i.

CHAPITRE YII.

SUR LES INTÉGRALES PSEUDO-ABÉLIENNES.

24. Soit G(^) une fonction àlgébroïde d'ordre fini ayant un nombre, fini de
r^ I / ^ \

pôles, de zéros et de points de ramification; la dérivée logarithmique -r——
étant une fonction algébrique (§ 3), la fonction? H(^)=logG(^) est une inté-
grale abélieqne.

Cette remarque nous a conduit à traiter quelques questions concernant les
intégrales que nous appelons pseudo-abéliennes. Ce sont des intégrales abé-
liennes qui s'expriment par une somme de logarithmes de fonctions algébroïdes
ou algébriques.

Avant de passer à l'étude des intégrales pseudo-abéliennes nous rappellerons
quelques notions sur les intégrales abéliennes attachées à une courbe algébrique
donnée.

Soit F(^ ,^)=o une équation algébrique entière irréductible, de degré m
par rapport à u, s la surface de Riemann correspondante, composée de m feuillets
plans, de genre p, et uÇz) la fonction algébrique définie par cette équation.

On rend la surface ^simplement connexe par un système dep rétroscctions
(^ ,^) (v=i , 2, .. . ,p) reliées à la manière d'une chaîne par des coupures
auxiliaires. Un point analytique (^, u) de cette surface est obtenu en associant
une valeur quelconque z à une des m valeurs correspondantes de u. A la
courbe F(^ ,^)=osQnt attachées? intégrales normales W^^, ̂ ...yW^^, u)
de première espèce linéairement indépendantes.

Le tableau suivant donne les modules de périodicité de ces intégrales :

a,, a,. ... a^. b,. by ... b^.

W(1)
W<2)

27TÎ 0 0. . . 0 2an 20Î12 ... 2 Q(.ip

o ini o . . . o 2a-^i 20^2 ... 2a^

W"^ | 0 0 .... 27Tt 23^1 20(^2 • • • 2 a^o

(Oimn=^nm)'-i
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les modules de périodicité de chaque intégrale W^, W^, .. ., W^ sont inscrits
sur une même ligne et, dai»s une même colonne, sont inscrits les modules
relatifs à chaque coupure a^ ou &^.

Appelons îl^^Çz, u) l'intégrale normale de troisième espèce, attachée à la
même courbe, ayant comme points singuliers logarithmiques les points (a, ?),
(a', (3'). Les modules de périodicité de cette intégrale sont

Sur les coupures a i ( & = = i , 2, . . ., p ) . . . . . . . . . . . . . . . . o
Sur une coupure ^ ( t = = i , 2, . . .,?).. . . . . . . . . . . . . . . W^(a^ (^—W^a, (3)
Modules correspondant aux points (a, j3), (a', (S'). . . . 27Tt

Soient enfin Z(^, u\ ̂ , Y]), Z^^, ;/; ^, Y]), .. . , Z^Çz, u; ^, Y)) les intégrales
normales de deuxième espèce ayant le seul pôle (^, Y]) avec respectivement les

parties principales ———p -———p • • • ? ———T-TP ou r désigne le nombre de
(z-y (^-o7- (^-o^"

feuillets passant par le point (!;, Y)) ; si ^ == oo, il faut remplacer z — oo par -^
Les modules de périodicité de ces intégrales le long des coupures a sont
tous nuls.

Soit
2

Wr'(5, u) ==W<->& r))+(^-07y,& 7i)+ (i_!Ly")(£, ri)+...
\ . 2 i

V+i__^_^3_ / - ,
1.2 . . . ( ^4 -1 )^ ' v" /

le développement d'une intégrale W^^^:!,, - 2 , .... p) dans le domaine du
point (S ,Yi) ; les modules de périodicité des intégrales Z, Z^ , . . . , Z^ le
long d'une coupure é , (?==i ; 2, ..., p) sont respectivement — y , ( E ? ^),
-yr^^ï]),...,-?^^.

Les quantités y;(^ ^^ ©^(^ ^, ..., ^^(^ YI), . . . sont les valeurs des
dérivées successives de l'intégrale W,(^, u) au point ($, Y]) lorsque ce point
n'est pas un point de ramification, ni un point à l ' infini ; en général leur signi-
fication résulte du développement écrit plus haut pour cette intégrale.

On dit que N intégrales Ço ̂  . . . , ̂  abéliennes, composées uniquement
d'intégrales de première et de seconde espèce sont algébriquement distinctes s'il
n'existe aucune combinaison linéaire à coefficients constants, non tous nuls,
telle que

W=A^+A^4-...4-A^

qui se réduise à une fonction rationnelle de z et de u. On dit aussi que 2p inté-
grales algébriquement distinctes Ci, Cs» - • 5 ̂  forment un système fonda-
mental. Pour qu^il en soit ainsi, il faut et il suffît que le déterminant d'ordre 20
formé par les (2j»)2 périodes de ces 2p intégrales soit différent de zéro.
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On démontre que :

Toute intégrale abélienne, n'ayant aucun point critique logarithmique, est égale
à une combinaison linéaire à coefficients constants des 2jp intégrales ̂ , ..., ̂ p
formant un système fondamental augmentée (Tune fonction rationnelle de z et
de u.

25. THÉORÈME. — Soit (^, Yj) un point analytique donné, d^ ordre de ramifica-
tion r — i, à distance finie ou infinie; il existe un système de p intégrales normales
de seconde espèce, 7^\z, u', ^, T)), Z^2^, u; ^, Y)), ..., WÇs, u; Ç, Y]), formant
avec les intégrales normales de première espèce W^, W^, ..., W^ un système
fondamental.

Il suffît de démontrer qu'il existe un système de p intégrales

Z^, ̂ ,ïi), ,... WP\Z, ̂ ïî),

tel que le déterminant d'ordrejp formé par les?2 modules de périodicités de ces
p intégrales soit différent de zéro.

Considérons le tableau

?i(^) p^a^)
?2(s,ïi) p^a,^)

?ÏU^)
?^(£^)

^(E^) ?^(S^) • • • €^^ • • •

à p lignes et un nombre infini de colonnes, formé par les modules de périodicité
des intégrales Z(^ ,^ ;E , ï j ) , Z^^, u; S;, Y]), ..., Z^(^, u;^, T]),. .., les modules
de périodicité de l'intégrale Z^^, ^; ^ yj) étant inscrites dans la même
(i-^-ïy6^ colonne. Nous allons démontrer que l'on peut extraire de ce tableau
au moins un déterminant d'ordre p, en prenant les éléments communs à un
nombre p de colonnes et aux p lignes qui ne soit pas nul. En effet, si tous les
déterminants d'ordre?, extraits du tableau considéré, étaient nuls, il existerait
un système de p constantes X^ Aa, ..., ^p non toutes nulles, tel que l'on ait

( /^i?i (E,y0+^<p2 (^ ïî)-4-...+^^ ( ^Y î )=o ,
wa. ̂  ) + wa, ̂ ) +...+ wa. ^) = o,
w (^)+^?(2) (^Yî)^...^^^ a,Yî)=o,

en prenant en considération les relations (i), en nombre infini, elles p déve-
loppements

W ( ï ) ( ^ , ^ ) = W ( ^ ) ( ^ y î ) + ( ^ - 0 7 9 K S ^ ) + • • • . ( ^ = 1 , 2 , . . . , p ) ,

desp intégrales normales W^Çz, u)Çi=ï, ...,?), linéairement indépendantes,
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on obtient la relation

^WW(z, M)4-^W(2^, ^)+...
+^W^(^ ^ ) = = ^ • W ( l > f e • / î ) + ^ W ( 2 ) & Y î ) + . . . 4 - ^ W W ( E , Y î ) ,

ce qui est absurde. La proposition énoncée est donc établie.

26. Soit v(z) une algébroïde transcendante (d'ordre fini ou non), définie
par une équation irréductible, ayant m branches et un nombre fini de points
de ramification. On peut former, comme l'on fait dans le cas d^une fonction
algébrique, une surface S, composée de m feuillets superposés ayant un nombre
limité de lignes de croisement sur laquelle vÇz) est uniforme. A cette surface S,
d'après un théorème classique, correspond une fonction algébrique u(z)(\ine
classe de fonctions algébriques) ramifiée de la même manière que v ( z ) ; la
fonction vÇz) est une fonction uniforme du point analytique z(^u) : on a

^) ==/o(^) +/l(^) U(Z) + . . . +/n-i(^) U^^Z),

foÇz), f^ (z), . •. , fm~\ (^) désignant des fonctions méromorphes.
La fonction v(z) étant une fonction uniforme du point analytique (z, u\

considérons l'intégrale
/, v (4 F [z, u)

î(z, u)=z f ^(z)dz-== f E(^, u) dz^
^o^o) ^0,^0)

où ^o(^o)==E(^o? UQ\ ç '(^)===E(^, u\ E(^, u) étant le polynôme d e ^ ( ^ ) à
coefficients des fonctions méromorphes donnant les valeurs de ^(^).

Nous supposons la limite inférieure placée en un point analytique déter-
miné (^09 ^o)» et l'intégration effectuée le long d^une certaine courbe tracée sur
la surface S et aboutissant au point analytique (^5 u) qui forme la limite supé-
rieure. Il est évident que l'on peut établir pour cette intégrale des propriétés
analogues à celles d^une intégrale abélienne attachée à une fonction algébrique :

i° la valeur de V intégrale I(^, u) dépend, du chemin (T intégration allant du
point (^o? uo) au point (^, u); quand, ces points restant fixes, le chemin d^ inté-
gration varie, les différentes valeurs que peut acquérir V intégrale ne diffèrent que
par certaines constantes additifs, les modules de périodicité.

2° Les périodes sont de deux sortes. Les unes, périodes polaires, proviennent de
points singuliers logarithmiques de I(^, u); elles peuvent être en nombre infini.
Les autres périodes, cycliques en nombre ̂  ip, proviennent de coupures (1 ) a^,
ûa, . . .»^; 64, es, . . ., 6p.

r " r^^3° Si l^ intégrale f vdz= f E(^, u)dz est dépourvue de points critiques
v^ "(^0,?^)

(1) Ces coupures ont la même signification que celles du paragraphe ^4.
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logarithmiques, elle s'exprime par une combinaison linéaire à coefficients constants
des -îp intégrales abéliennes ^, ^, ..., ^ [attachées à la fonction algé-
brique u(z)] formant un système fondamental augmenté d'une fonction algébroïde
uniforme sur la surface S.

27. Passons maintenant à l'étude des intégrales pseudo-abéliennes. Nous
gardons les notations du paragraphe 24. Soit

I===TR(^ u)dz

une intégrale abélienne attachée à la courbe fÇu, z)=o, où R(^, u) est une
fonction rationnelle de z et de u. Supposons que l'intégrale considérée
s'exprime par une somme de logarithmes de fonctions algébroïdes (ou algé-
briques), d'ordre fini ou infini, uniformes sur la surface S, c'est-à-dire que
l'on ait

(i) I—J R(.s, ^ )^=:Ci log^(^)+C2log^(^)+ . . .+C^log^(^) ,

C ^ , C^, .... q, étant des constantes, et v\(z\ ^(^), . . . , ^(^) étant des
fonctions algébroïdes uniformes sur la surface S. Les points singuliers de
l'intégrale I, qui sont à distance finie, proviennent de zéros et de pôles des
fonctions ̂ ). Donc, cette intégrale doit être dépourvue de pôles à distance
finie; tous les points singuliers à distance finie de 1 sont des points singuliers loga-
rithmiques. Il est loisible d'admettre qu'il n'existe entre les constantes Ci,
€2, . • . , Cp,, aucune relation linéaire et homogène à coefficients entiers; si, en
effet, il existait une pareille relation

/HI Ci -h m^ Cs 4- . . . 4- m^ G^ •== o,

où l'un au moins des coefficients, m^ par exemple, est différent de zéro, on en
tirerait

p _ î Ci -4- Ws Ça 4- . . . 4- Wy_i G,,_iC,———————————^————L____,

et l'expression (i) pourrait s'écrire

•=^?)+•••+<^»<^)•
La nouvelle formule, dans laquelle les fonctions figurant avec leur loga-

rithme sont évidemment des fonctions algébroïdes uniformes sur S, contient
un logarithme de moins que la précédente. Si donc on suppose qu'on a réduit,
de cette façon, autant que possible le nombre des logarithmes, il ne peut exister
ontre les constantes C, aucune relation de la forme indiquée; c'est ce que nous
admettrons désonnais. ' ' . '
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Démontrons que chacune des fonctions ^(^) a un nombre fini de zéros et de
pôles. Pour cela, étant donné que le nombre des points singuliers d'une inté-
grale abélienne est fini, il suffît de démontrer que chaque zéro ou pôle d'une
ou plusieurs fonctions ^ est un point singulier pour l'intégrale / R(^, u)dz.
Soit (^ Y]) un zéro ou pôle des fonctions ^15 ^2, . . . , v\ (^^[^) d'ordre respec-
tivement V i , V a , . . ., v^; V i 5 Va , . . ., v> sont des nombres entiers, positifs ou
négatifs. Dans le domaine du point (E, T]), on a

ÇR(Z, u) dz = C, log(^ - Q^+ G, log(/s - Q^+.... + C>. log(^ - 0^

-+- fonction régulière = (Ci ^i + €2^2 + . . . 4- C\ v\) l o g ( ^ — a )

-4- fonction régulière.

La relation écrite ci-dessus montre, étant donné que la quantité
Ci V i + - • •+C)^ ne peut être égal à zéro (après la supposition faite sur les Q),
que le point (!;, T]) est un point singulier logarithmique, pour .Pintégrale
^ R(^, u)dz. Notre proposition est donc établie.

On en conclut que la dçrivée logarithmique ^^=Y^) est une fonction
ayant un nombre fini de pôles et, par conséquent, un point 001 à l ' infini de la
surface S est pour la fonction yi(^) ou un point régulier, ou un point singulier
isolé; on peut parler du développement et en série de ——- dans le domaine
d'un point quelconque, à distance finie ou infinie, de la surface S.

Soient (îi, Y]i), (^, ï^), . . . , (Ep, ï]p) l'ensemble des zéros et des pôles à
distance finie de la fonction ^(^) d'ordre respectivement ^i, p-a» • • • » P'pî ces

nombres entiers sont les résidus de lafonctio.n y^) •===• ^— respectivement au
^i\^)

points (^, ïii), (^2, Tja), . . ., (Sp» T]p).
Soient aussi ^i, s^, .. ., ̂  les résidus de la fonction y^) respectivement aux

points à l'infini 001, 003,, .. ., ooo. de la surface S; les nombres s, sont entiers. En
effet, le résidu^ est égal à la valeur de l'intégrale— I- f ^-d2=-s—. \ rf[log^(^)],

— â T T ^ ^ y ^ ï 27Tl^/

prise dans le sens positif sur une circonférence tracée dans le domaine du
point QO( et entourant ce point, cette circonférence étant parcourue un nombre
de fois égal au nombre des feuillets passant par le point oo,; or, il est connu que
la valeur de cette intégrale est un nombre entier.

La fonction --^ étant uniforme sur la surface S et ayant un nombre fini de
vi\z) • ,

points singuliers, la somme de ses résidus en tous les points de S doit être égale
à zéro; donc, on a

(2 ) ^i+ ^2+. . .4- ^.p+^i+ 5^4-. . .4-^==o.

Ann. Èc. Norm., (3), LXVÏ. — FASC. 2. 20
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Appelons^ la valeur de (^) au point (^o, ^o); on a

^(^^) . /
lo^=f ^.

^ ^o) ^

La différence

^f ' ?^-^nl^-^nl^-...-^n^-^n^-^o,^) '
est dépourvue de points singuliers logarithmiques à distance finie ou infinie (et
de pôles à distance finie). Soit ï^\z, u\ oc^), Z^(z, u\ oci), ..., Z^(z, u;ao,\
W^^z.u), W^^,.//), . . . , W^, ^) un système fondamental formé par
p intégrales normales de deuxième espèce admettant comme pôle un des points
à l'infini, le 001 par exemple, et les p intégrales normales de première espèce
W1, . .., W7'; nous avons vu (§ 25) qu'un tel système existe. L'intégrale J,
dépourvue des points singuliers logarithmiques, peut s'exprimer (§ 26) par
une combinaison linéaire à coefficients constants de ces 2p intégrales Z^, . . .,
Z^, W^, . . ., W^ augmentée d'une fonction algébroïde g ' i ( z ) uniforme sur la
surface S; on voit tout de suite que cette/onction g ' i ( z ) ne peut avoir de pôles à
distance finie. Donc, on a

p °'—i p p
^^S^^^S^11^-4-^6^'714-^^^^-M; ̂ )+^(^

7=1 y=l , 7=1 /=l

d'où
J; [ly ÏÏW + Y S j II no / + ̂  Sy W /^ + ̂  Oj î^ (^U-^,}

(3) c,(s)==^^- ' - ' - > e^\

où les £y, o, sont des constantes; les fonctions Vi(z\ e^ étant des algébroïdes
uniformes sur la surface S, la fonction

A,(^) = ̂ ^^^+•••= ̂ e^ (B,=^n^+.. . )

est aussi une fonction algébroïde uniforme sur S, c'est-à-dire toutes les périodes
que la fonction B/(^) puisse avoir sont des multiples entiers de 2 ri?'. Les points
singuliers à distance finie de B,(^) étant des points critiques logarithmiques et
ceux à distance infinie étant des pôles ou (et) des points critiques logarith-
miques, nous concluons que Falgébroïde A,(^) est d'ordre fini. Ainsi nous avons
démontré que les fonctions ^(z) (i== i, 2, . . ., \L) figurant dans la relation (i)
sont de la forme

(5) ^(z)=:A,(z)e^ (.=i, 2, ..., pQ,

où A,(^) est une algébroïde d'ordre fini uniforme sur S, et gi{z) est une fonction
algébroïde dépourvue de pôles à distance finie uniforme sur la surface S.
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La relation (i) peut s'écrire

^R(^, u) ch = Ci logAi ( z ) + G, logAs (^) +...

+ C[i ̂ gA^) 4- Ci^(^) + C,^{z) +...+ C^(^).

Les fonctions logA,(^)= C —^dz étant des intégrales abéliennes, car

les A,(^) sont d'ordre fini et ont un nombre fini de zéros, de pôles et de points
de ramification, la relation ci-dessus montre que la fonction

^)=Ci^i(^)+a^(^)+...+^(>)
est dépourvue de points singuliers essentiels; donc, cette fonction g ( z ) est une
fonction algébrique uniforme sur S et dépourvue de pôles, à distance finie. En
écrivant maintenant la relation (5) sous la forme

W f^(z, u) âz -== Ci logA^) + C, logA^) + . .. + C^ log[ A^(z) e^],

nous pouvons énoncer ce théorème général :

THÉORÈME. —•Si l'intégrale ï = /RÇs , u) dz peut être exprimée au moyen d'une
somme de logarithmes des fonctions ^-Çz) algébroïdes uniformes sur S, on pourra
toujours supposer que ces fonctions ^(^) sont d'ordre fini et qu'elles ont un
nombre fini de pôles et de zéros.

28. Remarque. — La condition imposée a priori, de Funiformité sur S des
fonctions ^iÇz) n'est pas indispensable : en effet, on peut démontrer que, sL
l'intégrale considérée s'exprime par une somme de logarithmes de fonctions
algébroïdes, on pourra toujours supposer que ces fonctions sont uniformes
sur S. Voici une démonstration de cette proposition dans le cas particulier où

l'intégrale I = = ^ R ( ^ , u)dz s'exprime par un seul logarithme d'une fonction
algébroïde v{z) (^ ), de sorte que l'on ait

(a)

On a

1= / R ( ^ u)dz-==C\o^^(z) (C=const.)

1 fR(z,u)dz
r(,G)==^ ; .

la fonction algébroïde ^Çz) ayant, en chaque points, un nombre fini de déter-

minations, toutes les périodes de l'intégrale J = — f R(^, u) doivent être

(1) On remarquera que cette fonction est nécessairement d'ordre fini et a un nombre fini de zéros
et de pôles.
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c'ommensurables avec 2 TU et, par suite, il existe un entier n tel que toutes les
périodes de l'intégrale n] soient des multiples efatiers de 2 TU. Pour un tel
nombre n les différentes valeurs de nî == ^ FR^, u)dz, en chaque point
analytique (^, u\ ne diffèrent que par des multiples entiers de 2iu et, par

conséquent, la fonction [ç^)]^^ ̂ u}dz^ y(^) est une fonction uniforme
du point (^, u)\ la démonstration s'achève en écrivant la relation (a) sous la
forme

W - fR(^u)dz=:^\o^(z)]^^}og\(z).

29. Comme application de la théorie précédente, traitons le problème
suivant (extension du problème d'Abel; § 21) :

Étant donné un polynôme R(^), premier avec sa dérivée y trouver la forme géné-
rale du polynôme p {z ) tel que l'intégrale f ^ z ) dz puisse s'exprimer au moyen

*y y -o- ^ Z )
du logarithme d'une fonction algébroïde transcendante.

Soit p(^) un polynôme tel que l'on ait

(i) f-£=^L^=:Alogp(s) (Aconst.),
J y R ( ^ )

où v(z) désigne une fonction algébroïde, nécessairement d'ordre fini, que l'on
peut supposer (§ 28), et nous le supposons, uniforme sur la surface S, à deux
feuillets, correspondant à la fonction u(z)^= \/W^)' En prenant en considé-
ration que l'intégrale \ p x ) dz est dépourvue de singularités à distance finie,J yR(.s) .
on démontre aisément que la fonction v(z) doit être de la forme

^z)=Mz)+f,(z)u(z) [<.)=v/R^)L

où/i(^),/a(^) désignent des fonctions entières d'ordre fini.
Soient UiÇz\ ^(^)=— u^{z) les deux valeurs, en un point quelconque s,

de^(^)et^(^)==/,(^)4-/2.(^)^(^),^(^)=/i(^)+/2(^)^(^)lesdeux
valeurs correspondantes de ^(^); d'après la relation (i), on a

îl̂  +'iitf) ̂  1 f^l 4.1^1.1 ^ ov,(z) ^(z) A[_u,(z) u^z)\ )

et, par suite, le produit

[/l(^)+/2(^)^(^)J[/l(^)+72(^)^(^)]=/î(^)-/l(^)R(^)

doit être égal à une constante que l'on peut supposer égale à l'unité. Donc, les
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fonctions/^),/2<^) doivent vérifier l'identité

(2)' - /^)-/^)R(^)^i.

Inversement, si deux fonctions entières /i(^), /2(^)» d'ordre fini, donnent
lieu à l'identité (2), on en déduit une solution du problème proposé. En effet,
soient/i(^),/2(^) deux telles fonctions. La fonction

^)=/i^)+/^)^) <^===\/R),

est une algébroïde d^ordre fini, dépourvue de zéros et de pôles à dislance finie,
et ayant un nombre fini de points de ramification; par conséquent, sa dérivée
logarithmique doit être une fonction algébrique. Cherchons la forme de cette
fonction algébrique : on a

/ / /i+/^+ ^-f^'

^-(f^w^^-^^-^-^
+/i/. « + ̂ /i/.R'-/i/. " == \ [n-n RI'
+ ^ [(/.^ -/./.) t< + \f^- R'] = \ [(/./. -/,/.) R + \f^. K'] ;

puisque —— est une fonction algébrique, la fonction qui entre dans le dernier
crochet doit être un polynôme p(^). On a ainsi

^-^ log.(.)-/^^-log[/.(.)+/.(.)v/K(î)].
^)__
,>(z) u(z)

Soit s le degré du polynôme R(^), ^ celui du polynôme p(^) correspondant
à un couple de fonctions entières/i^),/^) d'ordre m vérifiant l'identité (2);
on a ,

(3) /,(^)+/,(^)^(^)==^^.

Pour z\=r->^, le maximum de la partie réelle de l'intégrale \ ̂  ^

étant de l'ordre de r 2 , la relation ci-dessus (3) nous donne
s .m == o" — - 4~ i . .a

On en conclut que m doit être un nombre entier si s est pair, et de la
forme m == 2 (/ entier non négatif), si ^ est impair. Par exemple, il n'existe
pas de fonctions entières/i, /a, dont l'ordre est un nombre entier, vérifiant
l ' identité (i), si s = 2p + î (jo entier).

.Dans la suite, nous distinguons deux cas suivant la parité de s.
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a. Soit .y = 2p 4- 2.
Il y a deux points analytiques à l'infini oo^, oca. Soient

w.,,, »)=w,.(»,).c,(;). ̂ ( .̂..̂ (^ ̂  . ,̂̂ ...̂

les développements de p intégrales normales de première espèce, attachées
à u(z)=\/RÇz), dans le domaine du point oo^ ; les modules de périodicité des
intégrales 11:̂ ,̂ ), Z(^;^), Z ^ ( z , u; ooj, . . . , Z^(^ ^; oo,), . . . le
long d'une coupure bi{i = i, 2, .. ., p ) sont respectivement

w^(^)-w^(oo,), -c,, -c^ ..., -cr^, ....

Il est facile de démontrer que le déterminant

A=

Ci c^ .. . cy-^
c. c,^ . . . cy-^
p P(I) P(/?-I)^p ^p • - ' ^p

n'est pas nul.
Supposons, en efîet, A==o; on pourrait trouver p constantes A ^ , A^, .. . ,Ao,

dont une au moins n'est pas nulle, telles que la fonction

E(z, ^ )=AiZ(^ , u\ oOl )+A2Z( l ) (^ , u\ 002)4-. ..-l-A^-1)^, u\ 001),

soit dépourvue de périodes. La fonction E(^, u) est une fonction rationnelle
de ^ et de ^ = \/R(^) n'ayant pour pôle que le point oo/, d^ordre p au plus.
Mais, une telle fonction ne peut pas exister. En effet, autrement on aurait

/
E(^, ^ )=P^)-hQ(^v/R( ï ) [P(^Q(.s) polynômes; Q ( ^ ) ^ o J ;

or l'un des points ooi, oo^ est pôle d'ordre? + i au moins pour E(^, u\ Donc,
les intégrales Z(^, M ; oo,), 7.^\z, u',cc,), ..^Z^-^Çs, î / ;oo,) forment avec
les intégrales W^^, u), W^O, ?/), . . ., W^(z, u) un système fondamental.
Le résidu de la fonction p v / à un point quelconque à distance finie étant nul ,
soient [i, — [L ses résidus aux points oo^, 003. La différence

f^-^'^
dépourvue de points singuliers logarithmiques, à distance finie ou infinie, et
de pôles à distance finie, peut s'exprimer par une combinaison linéaire à
coefficients constants de 2p intégrales Z(^, u; 00^), . . . . Z^-^(z, u; ooi),
W^^, u), . . . , W^, u) augmentée d'une fonction rationnelle de z et de u(z)
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dépourvue de pôles à distance finie; on a, par conséquent,
„ ?

j ^tïYdz==^(z7 ^-^-^w^^, ^)+ôz(^ ^oo,)
ip-i

+]^.Z^, ^; ^)+P(^)4-Q(^)^) ,
1

où les [L, £„ S, o, sont des constantes et, P(^), Q(^) sont des polynômes.
La formule (3) nous donne

p p-i
, , . . . , ., , . , ^^^(-M)+2£.w(l)(^")+^(^";-l)+28iZ^.(^^^,)+p(.-)+Q(^^(^
(^ /i(^)+/20) ^0)=e • ^ ,

La formule (4) montre immédiatement que les coefficients ^, £„ S, G, ne
peuvent pas être pris arbitrairement. Il faut, en effet, que les périodes de
l'exposant G = ^II::(^ ^ )+ . . . , figurant dans cette formule, soient toutes
des multiples entiers (le 271;. On montre tout de suite que [L doit être entier.
La période de G relative à une coupure ^•(?=i , 2, . . . , 7 ) ) est 271^;

, ^? £2? • • . ? £p doivent donc être. entiers. La période de G relative à une cou-
pure &, (y = i , . . . , p) est (§ 24)

p
^[W^(oo0 - W^)(^)] + 2^£,a,y- ^Cy- ̂ q1)-...- ̂ C^-^;

z==i

les coefficients S, §1, . . . , ^,_, doivent donc vérifier les? relations
D

(5) ÔCy+ ̂ C}1^. . .+ ̂ C^-1^ ^L[W^(00,) - W^(00,)] + 2^£,a^4- 2N,7T<

(Ny entier;,/ ==i, 2, . . . , p).

Le déterminant A === 2 ± C^ C^.. . C^ n'étant pas nul, les relations ^5) déter-
minent les coefficients S, §1, . . ., S^_, en fonction de 27)+i nombres entiers
(arbitraires) ^ £,, . . . , £^; N^ . . . . N^; les intégrales W^, figurant aux
deuxièmes membres de ces relations sont toujours supposées prises suivantdes
chemins qui ne rencontrent pas les coupures. Nous allons montrer, grâce à la
relation f\{z)—f^z)^Çz)==ï, que le polynôme P(z) entrant dans (4) est
déterminé, à une constante près, chaque fois qu'on a déterminé un système de
valeurs S, §1, ..., S^,_i vérifiant les relations (5).

Soient ^i(^) et u^z)=— u^{z) les deux déterminations de u(z) corres-
pondant à une même valeur de ^ ; on doit avoir,

gG(z,Ui)+G(z,u^) ̂ j

r p
\ G ( z , ^)=^^^(^,M)4-^£,W(^)(^ u)-+-SZ(z, ^;oo0

L ip-i -,
+ ^ ^ Z ^ ) ( ^ ^ ; ^ , ) + P ( ^ ) + Q ( ^ ) ^ ( ^ )
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Il est

G(z, M i ) + G ( ^ ^)=:C+<^-4- i ! oi z2 +. . .+(/? — i ) ! ^_i^-{-2P(^) (G const);

le polynôme P(^) doit donc être de la forme

' P ( ^ ) = = C i — ^ (^+i !^2-^-. . .+(7?—I)!(^_l^) (Ci const).

La forme générale de l'exposant G(^) est
p

(6) G(^ M)=C^^n^(^, ̂ )+^£iW^ u)^-ôZ(z, M; ooi)
1

/^-l

,+^ô, Z^, K; ooi) - ^[ô.3 + ...+ (p - i) •! <^_^] + Q(^) ̂ ),
i .

où les pL, £^ sont des entiers arbitraires, les 8, ^ sont des nombres vérifiant les
relations (5), et Q(^) est un polynôme arbitraire; en supposant que les
intégrales îl^Çz, u)y W^^, u\ Z^Çz, u; oo,) soient prises suivant des chemins
partant par un point déterminé (^o? ^o)» on choisira une valeur pour Ci telle que
l'on ait ^(^)+G(^),=i. Les fonctions entières /^(^), f^z\ d'ordre fini,
vérifiant l'identité (2) et le polynôme p(^) donnant lieu à la relation (i) sont
donnés par les formules

(7)

eG(^)_^G(^) ^G(^)_.^G(^

M^^————————————————^ /2(^)— —

2MiO)

^(z)=Cu(z)d^-^ (G const).

Du fait que les nombres [JL, £^ N, doivent être entiers, l'annulation du
coefficient Op_^, déterminé par les relations (5), doit être considéré comme un
cas exceptionnel; en général on a Sp^^o et, par conséquent, tordre m des
fonctions fi Çz), f^z)^ déterminées par les relations (^) est ̂ p (1).

6. Soit s = ip +1 [ rn doit être de la forme m == ——— • ^
11 n'y a qu'un point analytique à Finfini oo et, tous les résidus de la

fonction p—? à distance finie ou infinie, sont nuls l'intégrale / ^—— est
u(z) 9 L & J u(z)

dépourvue de points singuliers logarithmiques . Soit

l ^ ^°—1
/ ' y \S /7(2) / \i (I^P-^ / T \ 2

W^.)=W.)(oo)^)+^) 4-.. .4-^-^Q) +...

(î=:I, 2, . . . ,7?) ,

(1) Pour que m soit égal à p il faut et il suffit de prendre, dans là formule (6), Q(-s) == o.
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les développements de p intégrales W^Çz, u), attachées à M==\/R(^) , dans le
domaine du point oo;. les modules de périodicité des intégrales ZÇz, u\ oo),
Z^^, u\ oo ), . . . , Z^"2^, u), le long d'une coupure & i ( z = = = = 1 , 2 , . . . ,p)sont
respectivement —d i , —d^\ . . ., ^2P-2). On démontre aisément aussi que le
déterminant

A^Idr^A^...^-2)

est différent de zéro; les intégrales Z(^, u; oo), Z^^, u\ oo), . . . , Z^"^
forment avec les intégrales W^^, ;/), W^^, ? / ) , . . . , W^^, u) un système
fondamental. Par une marche analogue à celle suivie dans le cas où s == 2p + 2,
on trouve la forme générale de G(z, u) (combinaison linéaire à coefficients
constants) de ip intégrales Z ( z , u\ oo), Z^Çz, u; oo), .. ., Z^"2^, u; oo),
W^^,^), W^ 2 ^^ ,? / ) . . . , W^(^,^) augmentée de P(^)+ Q(^)^.(^); on
déterminera P(^) comme dans le cas oùs= ip + 2 et ensuite, par des formules
comme les (7), la forme des/i^), /2(5)? p(^)- L'ordre w des fonctionsy^ (^),
f^z) est (dans le cas s=2.p + i), en général, ̂ 2P—I ===p— J - '

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME. — Soit R(^), un polynôme de degré s premier avec sa dérivée^ etp,
le genre de la courbe u2 — R(^ ) = o ;

a. Il nexiste pas y en général, de fonctions entières fi(z), f^Çz)d^ordre m <^p y v

quand s === 2p + 2, ou d^ ordre m <^p — ^5 quand s === 20 + i, vérifiant F identité
^ 2 .

/î(^.)-/i(^)R(^)^i;
il existe des fonctions entières f\ Çz), f^z^ d'ordre m^p lorsque s === 2p + 2, o^/

d^ ordre m^^p — -^ m— - étant entier^ pour s = 2p 4- i? vérifiant cette identité.
2 2 •

Signalons qu'il est impossible, du moins dans le cas général, de reconnaître,
étant donné R(^), au. bout d^un nombre fini d'opérations, s'il existe des
fonctions entières f\{z\ /a(^) d'ordre rn<^p lorsque ,y=2p+2, ou d'ordre
m<^p—î- pour ^==2j9+i , vérifiant la dite identité. Pour le montrer
supposons, par exemple, .y =2^+2 et cherchons, étant donné R(^), s'il
existe des fonctions entières /i(^)?/^(^) d'ordre m ==p—i vérifiant l'identité
ci-dessus. Pour qu^il existe un tel couple [/i(^)»/2(^)] il est nécessaire qu'il
existe un système de valeurs des nombres entiers p-, £i, S,_i (i=ï, . . . , j 9 ;
O Q = â ) figurant dans (6) tel que la valeur correspondant de §p_^, tirée des
relations (6), soit nulle. En prenant en considération l'expression donnant la
valeur de §, tirée de.relations (6), on voit que le problème en question est de
même nature que celui-ci : Etant donné des nombres que l'on peut calculer
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avec une approximation indéfinie, reconnaître s'il existe une combinaison
linéaire et homogène de ces quantités à coefficients entiers égale à zéro; or, il
est impossible, dans le cas général, de limiter le nombre des essais à faire pour
reconnaître s'il existe une telle combinaison.

30. É. Coursât a établi ce théorème intéressant (1), soit

^ R(z, u)dz=Ci\ogbi-^-c^\o^b^.. . + Cr log^-4- W(^)

une intégrale abélienne qui s^exprime par une somme de logarithmes de
fonctions rationnelles de z et de u, &/, et d'une intégrale W(^) de première
espèce; on peut toujoursjsupposer que le nombre /'de ces logarighmes est égal
au nombre minimum des constantes dont les résidus de R(^, u) sont des
combinaisons linéaires et homogènes à coefficients entiers.

En suivant, avec de légères modifications, la voie (2) de É. Goursat, on
démontre le théorèmesuivant : soit

( i ) 1^^, ^ )<^==Cilog^i4- CUog^-...+ C^log^-}-J(^, u)

une intégrale abélienne qui s'exprime par une somme de logarithmes de fonctions
algébroïdes ^uniformes sur la surface S), v^ et d'une intégrale abélienne î(z, u)
dépourvue de points singuliers logarithmiques; on peut toujours supposer que le
nombre \k des logarithmes de la formule (i) est égal au nombre minimum des
constantes dont les résidus de R(^, u) sont des combinaisons linéaires et homogènes
à coefficients entiers.

(1) É. GOURSAT, C. R. Acad. Se., t. 118, p. 1894.
( 2 ) Foir P. APPELL et É. GOUBSAT, Théorie des fonctions algébriques^ t. I, p. 347-352.


