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ETUDE AU VOISINAGE DE LA FRONTIERE

DES

FONCTIONS SURHARMONIQUES POSITIVES

DANS UN DEMI-ESPACE ()

4

Par M" JacoueLine LELONG-FERRAND.

—— T

I. — Généralités.

1. Soit u(M) une fonction surharmonique positive dans un domaine D de
'espace R* & p>2 dimensions. Nous nous proposons d’étudier le compor-
tement de u(M) au voisinage de la frontiere de D.

D’aprés le théoréme de décomposition de Riesz, u(M) peut étre considérée
comme la somme d’une fonction harmonique positive H(M) et d’'un potentiel
de masse positive par rapport 4 la fonction de Green de D. Soit

(1) Uu(M):fg(M, P) dp.(P).

Il est naturel d’appliquer a U*(M) les méthodes de la théorie du potentiel.
Mais il est plus curieux de constater que ces mémes méthodes s’appliquent
aussi & H(M), en considérant cette fonction comme un potentiel de double
couche étendue a la frontiére de D. On sait qu'une telle représentation est
possible lorsque le domaine D est limité par des surfaces suffisamment régu-
liéres (a courbure bornée par exemple). Le cas général n’a pas été complétement
élucidé et nous ne 'aborderons pas ici (*). Dans le cas ou D est la boule S
[OM < 1] de Re, la formule est classique et connue sous le nom d’intégrale de

(1) Les résultats de ce Mémoire ont été exposés dans trois Notes anx C. R. Ac. Sc., t. 226, 1948;
p. 1161-1333-1500. » _

(2) Poir a ce sujet le Mémoire de R. S. MaRTIN; Minimal positive harmonic functions (Trans.
Ann. Math. Soc., t. 49, 1941, p. 137-172).
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1
Poisson-Stieltjés, soit

non = oy = [ - Ml?,f““dw),

g(M, P) désignant la fonction de Green de S, et & (P) une répartition de masse
positive sur la surface X de S.

Mais nous préférons, a cause de la simplicité des calculs et des applications
(en particulier pour le probleme de Phragmen et Lindelof), étudier directement
le cas ou D est le demi-espace (2 >o0) de R”, limité par hyperplan n(z = o).
La formule de représentation est moins classique et plus délicate du fait que D
est non borné. Nous I'avons établie dans un article antérieur (*) et nous |
rappelons ici seulement le résultat :

Toute fonction harmonique positwe dans le demi-espace D peut étre iepresentce
sous la forme

o) : H<M>~cx+f0 (M, Py dp(P) = e+ "’—‘Kﬁﬁ—l’)

g(M, P) désigne la fonction de Green de D, 11 une répartition de masse positive
dans © et ¢ une constante posmve, qui peut smterpreter comme etant la
~masse 1 localisée a infini.
Notre étude sera fondée sur les formules (1) et (2) et sur des inégalités
simples vérifiées par la fonction de Green. La méthode s’appliquerait, sans
grande modification, a un domaine D limité par un nombre fini de surfaces a -
courbure bornée. En particulier, la transformation de Kelvin nous donnera
immeédiatement les résultats relatifs &4 une boule. Mais ’extension a2 un domaine
général semble assez difficile, excepté le cas p =2 qui peut se traiter parrepreé-
‘sentation conforme. 1l faudrait en effet avoir des connaissances plus précises
que celles que nous possédons sur le comportement de la fonction de Green au
voisinage de la frontiére. C’est sans doute dans la voie ouverte par R. S. Martin
(Memon'e cité) qu'il faudrait chercher la solution.

2. Nous rappellerons tout d’abord quelques notions générales relatives aux
potentiels.

Soit D un domaine, g(M, P) la fonction de Green de D, p.(P) une répartition
de masse dans D (dans tout ce qui suit, nous ne considérerons que des répar-
titions de masse positive). Nous appelons potentiel de Green de la repartltlon i,
la fonction

Uu(M)—_—fg(M, P) dp(P).

M J LELONG,.BHU. des Sc. Math., t. T3, 1949, p. 1-12.
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On peut refaire, avec les potentiels de Green, toute la théorie classique du

potentiel, telle qu’elle est exposée par exemple dans le Mémoire de H. Cartan (*).
L’énergie de la distribution . étant I'intégrale

fU“(P)dH(P),

nous désignerons par & I'’ensemble des distributions d’énergié finie dans D,
par I I’ensemble des distributions . telles que U*=£ oo, par £ 'ensemble des

distributions A telles querf*a’)\<oo pour toute distribution p. de 1. On a
évidemment MDED L. .

Un ensemble E de D étant donné, nous désignerons par & (resp. ;) 'adhé-
rence forte (resp. fine) des distributions de & portées par E; par &; (resp. ;)
Pintersection des & (resp. 1Y) relatifs aux ensembles ouverts A contenant E.

Pour un ensemble E strictement intérieur 2 D, on peut définir une capacité
intérieure et une capacité extérieure, que nous appellerons capacités de Green;
et pour un tel ensemble les capacités de Green sont dans un rapport borné avec
les capacités ordinaires. En effet, si A est un domaine intérieur a D et conte-
nant E, et-si ~A(M, P) désigne la fonction harmonique fondamentale dans R?, il
existe un nombre « > 1 tel que, quels que soient M et P dans A, on ait

(M, P) <h(M, P) <ag(M, P).

On en déduit, si Cest la capacité de Green et C' la capacité ordinaire : €/ < C<<aC'.
Donc la notion de capacité nulle est la méme, qu’il s’agisse de potentiels de
Green ou de potentiels ordinaires.

" Mais si ’ensemble E s’accumule sur la frontiére de D, il n’existe pas toujours
une distribution capacitaire pour la fonction de Green, relative 4 E; et méme si
cette distribution existe, elle n’est pas nécessairement d’énergie finie. Nous
étudierons les distributions capacitaires  la fin de ce Mémoire; et nous donne- -
rons, dans le cas ou D est le demi-espace (x> o0), la condition pour que ces
distributions existent.

Mais ce n’est pas la notion de capacité qui s’est révélée constructive dans
I’étude que nous allons faire. Et nous allons introduire d’autres notions.

3. Nous supposerons désormais que le domaine D considéré est le demi-
espace « > o de R”, limité par 'hyperplan n. Nous désignerons par A(M, P) la

fonction harmonique fondamentale dans R’ [lz(M, P):logﬁlﬁ pour p=2,

h(M, P)= M_I:/T pour p > 2] , par Q le symétrique de P par rapport a =, par

(*) H. CARTAN, Théorie générale du balayage en potentiel Newlonien (Annales de I’Université de
Grenoble, t.-22, 1946, p. 225).

Ann, Ee, Norm., (3), LXVI. — Fasc. 2. 17
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I'abscisse de M et par £ celle de P. La fonction de Green de D est alors
B ~N

g(M’ P):h(M> P) — A(M, Q)
Oron a ’
MQ: — MP2= 427,

et I'on en déduit les inégalités

x zg
z,,MQp §(M, P) <1, s25

en posant
l,=2(p—2) pour p>. 2,

l,=2 pour p-=a.

Un potentiel U* de masse positive satisfait donc a la double inégalité

(3) zf”lff[‘él ZUB(M) = E‘;ﬁ‘}gf).

Une condition nécessaire pour que U*(M) == est donc que, quel que soit le
point A extérieur a D, on ait

"edp(P)
|5 <=

Cette condition est équivalente &
' " du(P) s du(P)
(4) [ 2D e
OP<R R } OP>R opr

Nous allons voir qu’elle est suffisante.
Considérons dans ce but la fonction

u(M) == . pour OM_—R,

u(M) =2~ i

oM pour OM>. R,

Cette fonction est continue et bornée dans D, nulle dans =, harmdnique
pour OM<_R et pour OM > R. Sa dérivée norma]eala surface X,(OM =R, > o0)

de la demi-boule S, (OM <R, x> o0) subit une discontinuité égale & _PR ’

lorsqu’on sort de S,. On peut donc considérer u(M) comme un potentiel
de Green, correspondant a la répartition de masse sur X,

d)\R(I)) -_= %
pip

en desxgnant par £ I'abscisse de P, par %, I'aire p—1 dimensionnelle de la

.
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sphére unité dans R et par 4, son volume

s

2T

A4
2

k= ph,=

do, est 'élément d’aire de Sy, /, le coefficient déja défini. La masse totale ainsi
répartie sur X est
th—i

W= T thl f sdop=Rr=

pip

L’énergie de cette répartition est
R~
= *dop=—= .
™Ry, [f v=7,

Soit alors p. une répartition telle que U*=£ . On aura

‘fU!JL dlﬂ_fUXR du__f tdu(P)y + sB dp.(P),
or<n oP> w OP?

et nous avons vu que si UF==£ 0, le dernier membre de cette egallte est borné.
Réciproquement, si la quantité

; A3
Qd,i(PHf = du(P)
‘](:PSR Ol’\ROP] H

est finie, on en dedu1th“d/\"<oc donc Ut=£ow. On expnme ce fait en

disant que la distribution A, appartlent a la classe £,

“4. Notion de distribution fondamentale. — Soit E un ensemble contenu dans
la demi-boule S;(OM< R, > o0). Le potentiel U défini précédemment est
égal a o en tout point M de E. D’aprés la théorie du balayage, on peut donc
déterminer une distribution 2, de & telle que U*=E en tout point P de E,
excepté au plus sur un ensemble de mesure nulle pour toute distribution de &;.
Cette distribution, portée par 'adhérence de E, sera appelée distribution fonda-
mentale extérieure (ou plus briévement distribution fondamentale) relative a E.

L’énergie de cette distribution Ye:fE d),(P) sera dite puissance extérieure

de E, et la masse totale ainsi répartie 2, sera dite charge extérieure de E.

On montrerait de méme qu'il existe une distribution %; de &; (distribution
fondamentale intérieure) telle que U=Z en tout point P de E excepté au plus
pour un ensemble de mesure nulle pour toute distribution de &;. On définirait
ainsi la puissance intérieure y,= /‘Ed)\i(P) et la charge intérieure A; de

I’ensemble E.
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'On a évidemment

Vi<l Ye£s YR= ]%’?
P
Dol by I 0 Bt Pt
=h= NI,

Les quantités v, et y; ne sont autres que les A,-capacités de ’ensemble E (*).

La puissance et la charge d’un ensemble borné sont donc finies. Il n’en serait
pas de méme pour un ensemble non borné. Et nous verrons (§ 13) a quelle’
condition doit satisfaire .un tel ensemble pour étre susceptible d’une distri-
bution fondamentale.

II. — Etude d'un ensemble au voisinage de la frontiere.
A. — NOTION D’EFFILEMENT.

5. Pour préciser le degré de raréfaction d’un ensemble E au woisinage d'un
point frontiére, nous aurons besoin de notions voisines de celle qui a été intro-
duite par M. Brelot (*) sous le nom d’effilement. Nous aurons toujours deux cas
a distinguer, selon que le point frontiére considéré est a distance finie, auquel
cas nous pouvons le supposer & I'origine, ou a I'infini.

~ Dans le premier cas, nous désignerons par I, 'intersphére s"~' < OM s,
s étant une constante inférieure a 1; dans le deuxiéme cas, nous désignerons
par I, I'intersphére s*' > OM 5", s étant une constante supérieure a 1.

Dans les deux cas, nous désignerons par E, la trace de E sur I,, par v, la

puissance extérieure de E,, et nous dirons que I'ensemble E est effilé d I'origine

(respectivement a U'infini) relativement a D si la série Z est convergente.

Il faut remarquer tout d’abord que la notion que nous venons de définir est
indépendante de la valeur de la constante s. On peut en effet exprimer la
condition d’effilement sous une forme intégrale, ne faisant plus intervenir s,

mais moins commode pour les calculs.
Désignons par y(r) la puissance extérieure de la trace de E sur la

boule B,(OM 7). On a évidemment, pour s <1,

flzéY(SiL)éEYi> . *
et I’on voit facilement que la condition d’effilement & I'origine est équivalente

ala convergence de l’mtegralef I(—%

(1) Poir CARTAN, loc. cit., p. 251. .
(%) M. Brerot, Points ulurulLers el lransjor/nalwns continues en théorie du potentiel (Journ. de

Math., t. 19, 1940, p. 319).
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On verrait de méme que la condition d’effilement & I'infini est equwalente a
“y(r) (lr

rp+1

la convergence de

6. La forme méme des conditions données au paragraphe 5 rappelle beaucoup
le critére de Wiener. Il est donc intéressant de comparer la notion d’ efﬁlement
que nous venons de définir a 'effilement ordinaire.
~ Au cours de la comparaison, nous nous appuierons sur le lemme suivant,
facile a démontrer :

Lemve. — Si deux distributions de masse positive N ) de & satisfont a
UYZ kU [k == const.], les masses totales ainsi réparties, i, 1, et les énergies y '
de ces répartitions satisfont a

Nk, o Y Zky.

Soit alors E un ensemble contenu dans le cone C,,.<O?M é/c) Posons
E,=EnI,, I, étant I'intersphére s*+' < OMés". L’abscisse = d’uﬁ point M de
I’adhérence de E, restant comprise entre %ﬂ et s”, il en résulte que la puissance
extérieure v, de K, et sa capacité extérieure de Gfeen C, satisfont a I'inégalité

s‘zn-f—"

CrnZ Y s-”C

Donc la condition d’efﬁlement a l'origine, relativement & D, équivaut 4 la

convergence de la série Z - Il reste a comparer C, & la capacité ordinaire

7L (p—")

extérieure de E,, soit C,.
Or si les points M et P sont contenus dans le secteur conique I, N C; et s1 Q

désigne le symétrique de P¢ par rapport a =, le rapport 5 I—VI—Q reste supérieur a un

nombre de la forme 1+ « (a positif ne dépend que de s et k). On en déduit

pour p > 2
.h(M, P)>g(M, P)>[1— (1+ a)>?|h(M, P),

inégalité de la forme
~ (M, P)> g(M, P)>A(M, P).

On démontrerait une inégalité¢ analogue pour p=-2. On en déduit facilement
que les capacités C, et C, satisfont aC,>C,>pC,.

La convergence de la série 2 équivaut donc a celle de la série Z

n If—”) ntp—")

En comparant ce résultat au critére de Wiener, on obtient [’énoncé suivant :

Pour un ensemble E contenu dans un cdne d’approximation Ck<93—/[ <L>
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Ueffilement @ Uorigine, relatif a D, est équivalent i leffilement ordinaire

pour p > 2.

- Pour un ensemble E quelconque et pour p >=2, leffilement ordinaire
entraine 'autre.

Pour p=2 les deux notions d’effilement ne sont pas directement comparables.

7. Nous allons montrer qu’une inversion de pdle O transforme un ensemble
effilé a lorigine (relativement @ D) en un ensemble effilé a Uinfini. Cela nous
dispensera d’étudier spécialement les ensembles effilés a I'infini.

Soit E un ensemble effilé 4 I'infini; désignons toujours par E, la trace de E

“sur Uintersphére I, (s**'>OM>~s"), par v, la puissance extérieure de E,;
soit enfin E, I'inverse de E, dans I'inversion de pole O et de puissance 1, v, sa
puissance extérieure. Si x désigne ’abscisse d’un point de I, et 2’ celle de son
inverse, on a '

D’autre part, si M et P désignent deux points de I, M" et P’ leurs inverses, on a

- MP , g(M P)

2n 2n-+2 ? . §2n2—piy (2n+2) 2—p) |
On en déduit facilement que les puissances vy, et ¥
inégalité

satisfont & la double

]l

Si/t/l_é 3,7” és{ﬁn-i-‘.’:p.

n

Donc la convergence de la série M I% est équivalente a celle de la série ) v,s".

Et si 'on remarque que E, est la trace de l'inverse L’ de E, sur l'inter-
sphéere I, [s7 >~ OM > s~"=V], cette condition -entraine l'efilement de E’ a
lorigine. Cc. 0. F. D,

8. Pour terminer ces généralités, nous allons montrer qu'on peut étendre
aux ensembles effilés relativement 4 D une propriété démontrée par M. J. Deny
pour les ensembles effilés ordin:aires. ,

TukorkME. — Si U'ensemble B est effilé en O (resp. a I'infini) relativement a D,
les rayons issus de O dont Uintersection avec B admet O (resp. I'infini’) pour point
limite, découpent sur la sphére de centre O et de rayon 1, un ensemble de capacité
extérieure nulle dans R,

Remarquons d’abord, puisque I'inverse d’un ensemble effilé 4 I'infini est un
ensemble effilé & l'origine. 'qu’il suffit de faire la démonstration pour un
‘
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ensemble effilé en O. Ensuite, comme ’ensemble E peut étre considéré comme
la limite de la suite croissante E""=XnC, ou C, est le cone O—:—l <n, et que la

limite d’une suite croissante d’ensembles de capacité extérieure nulle est
encore de _capacité extérieure nulle, il suffit de démontrer la propriété pour un
ensemble 'E contenu dans un cone fixe C;. Mais alors, d’aprés le paragraphe 6,
pour p>2, la propriété découle immédiatement de celle démontrée par
M. J. Deny. Nous sommes cependant obligés de refaire la démonstration
pour p =2,

Soit donc I'ensemble E, effilé en O relativement &4 D, et contenu dans le

cone C,,.(% <ls7>. Désignons par I, la couronne s"+'< OM Zs", par w, la
X .

projection, a partir de O, sur le cercle OM =1, de 'ensemble E,=EnI,.
L’ensemble Q découpé sur la sphére unité par les rayons issus de O et dont
I'intersection avec E admet O pour point limite, apparait comme ’ensemble des
points communs a une infinité d’ensembles w,. Donc si Q était de capacité
extérieure positive, et si A désignait cette capacité, quel que soit le nombre »
aussi grand que 'on veut, on pourrait trouver un nombre »’>>n tel que la
capacité de 'ensemble w,.,+ ©,.,+...+ w, soit au moins égale & A —=.
Si A, désigne la capacité extérieure ordinaire de w,, on aurait

An+.1 -+ AIH-:) “+... “{‘A;L'é A — g,

et la série XA, ne pourrait étre convergente.

Or la capacité de Green est au moins égale a la capacité ordinaire. Dons si B,
désigne la capacité de Green de v,, la série B, serait aussi divergente. Il reste
4 comparer B, -4 la capacité de Green G, de E,. Or si M et P sont deux points
de E,, M’ et P’ leurs projections sur le cercle umte, on vérifie facilement "
I'inégalité

&M, P) = g(M, P)
et 'on en déduit B,=G,.
" Donc la divergence de la série B, entraine celle de la série XG,, et
Pensemble E ne serait pas effilé en O.

DérviTioN. — Nous dirons, pour abréger, qu'un ensemble de rayons issus de
lorigine est un ensemble J s'il découpe sur la sphére de centre O et de rayon 1 un
ensemble de capacité extérieure nulle dans Rv.

B. — ENSEMBLES SEMI-EFFILES ET RAREFIES.

9. DermvimioN. — Nous dirons que U'ensemble B est semi-effilé a l'origine (resp. &

{n

Uinfint) si, avec les notations du paragrapke 5, la quantzte - tend vers zéro.
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Proprictés. — a. La condition de semi-effilement est indépendante de la
valeur de la constante s choisie. On peut en effet mettre cette condition sous
une forme indépendante de s : si y(r) désigne la puissance extérieure de la
trace de E sur la boule B, (OMr), ’ensemble E est semi-effilé a I’origine

( )

(resp. a l'infini) si la quantité *—= tend vers zéro lorsque r tend vers zéro

(resp. lorsque rtend vers I’ lnﬁm).

b. L’'inverse d’un ensemble semi-effilé a 'origine est semi-effilé a I'infini, et
réciproquement.

c. Si E est semi-effilé en O, "ensemble des rayons issus de O sur lesquels il

existe une suite M, de points de E telle que le rapport

oM, . .
oM soit borné, est uvn
ensemble J de rayons.

Les propriétés a, b, ¢ se démontrent comme les propriétés analogues des
ensembles effilés. Remarquons en passant qu’un ensemble effilé est, a fortior,
semi-effilé.

10. Dirinition. — Nous dirons qu'un ensemble E contenu dans D est raréfié
extérieurement (resp. intérieurement) a I'origine si la charge extérieure (resp. inté-

rieure) ), de E, est telle que —"+ tende vers zéro (notations du § 5).

S /)—-l)

On définirait de méme la raréfaction a l'infini.-

Un ensemble raréfié extérieurement est aussi semi-effilé. Mais il existe des
ensembles semi-effilés qui ne sont pas raréfiés extérieurement : par exemple la
portion de D comprise entre I'hyperplan = (x =o0) et un hyperplan =’ quel-
conque paralléle a w. Cet ensemble est semi-effilé & I'infini, mais non raréfié.

La condition de raréfaction peut aussi se mettre sous une forme indépendante
de s : en désignant par A(r) la charge de I'ensemble E,, trace de E sur la

boule B, (OM~r), I j L)

tend vers zéro lorsque r tend vers zéro (resp. lorsque r tend vers I'infini).

III. — Etude du rapport ;—f

A. — Etupk pu POTENTIEL DE GREEN.
11. Soit tout d’abord
Uu(M)_f (M, P d{.L(P)

le potentiel de Green du a la répartition i dans le demi-espace D(z>o).
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Us(M TR - .
—;Z au voisinage de l'infini. Posons

. Sdp(P)
du(P) =k, - f 2O L (s>).
dp ,

£P<l OP 47 opr )

. .  Zdp(P) |
Puisque U*z£ oo, l'intégrale =opi— st convergente, et c, tend vers

oP>1

Ftudions le rapport

o .
Zero avec ;

“Supposons le point M dans ’l’intersphére 1, (s"ZOM < s"**) et décomposons
U(M) en la somme des potentiels

Uy (M) -+ Uy (M) + Uy(M) + Uy (M),

U,(M) étant le potentiel des masses contenues dans OP < 1, U, (M) le potentiel
des masses contenues dans I'intersphére 1Z0P <s"~*, U,(M) le potentiel des
masses contenues dans I'intersphere J, (s~ = OP < s"“) et U; (M) le potentiel
des masses contenues dans OP > sm+2,

On aura successivement, en tenant compte des inégalités (3)

Yo (M) ( EdH(P)Xé Edu(P) __k ’
.l’l o or<t Mp» ) T orP<1 (OM - OP)/] - (S"—— I)P
VD r BB
zl, =  oron oM = OP)péCO(S 1)~7,
YU3(M) gd[.L(P) 4 ( -1\_p
xll’ é 0Pé§ll+’(OP—:OJ-\/I——_—)p =Cn+a (1 s ) ’

¢

e étant donné, on peut déterminer s assez grand pour que

c(s—1)yP<< '(F’

puis z assez grand pour que '
I —/’< 3 et k <&
Crra{ 1 % 67, s —ny 61,

On aura alors
o(M) + Uy (M) + Us (M) _ ¢

X

M

Soit E. I'ensemble défini par ( )ke Posons

En: Esnlm
En tout point M de E,, on aura
' o (M) > Zx

Ann. Ec. Norm., (3), LXVI. — Fasc. 2. 18
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Soit 2, la répartition fondamentale relatlve 4 E,. et v, la puissance extérieure

de E,. On aura
fU (M)(ﬂ (M) >~ ff(l),l_—y,,

Mais
fl]Z(M) (l)‘ll(M> :f [)7‘" d[J- éfidlu'(r)) = Mn—1+ Pn—+ Pt
T Jn
en posant
[Jn:deH(P).
T
Sdu(P . - n
Or la convergence de I'intégrale f ‘((‘;LI(),, ) entraine celle de la série 'Lfl,)’
PO>1

l”

et puisque yn< (u,,_, —+ Un—+ Ui ) elle entraine aussi celle de la série 2 ok

L’ensemble E, est donc effilé a I’infini.

- Tukorime 1a. — Quel que soit <> o lensemble des points de D ot I'on a

C(M) > e, est effilé a Uinfind relativement a D. .~ '

p_f‘_(.M_) tend
"

On en déduit que vers zéro lorsque M tend vers linfini

radialement, excepté au plus pour un ensemble J de rayons.

2 . . (M), ..
12. Etudions maintenant le comportement de L—;—> a l'origine. Posons

.~ lim LU
) l>-0

Uu( )

Siy=+4 =, -+ w lorsque M tend vers O.
Si v< o, apphquons la premiére des-inégalités (3)
U”(M) f cdp(P)y (1 Ldp(P)
= MQ» L= (OM 0Py’
Si M tend vers O on en déduit facilement que I'intégrale A = Mo”;lﬁf) est

convergente et bornée par . Nous allons montrer que A=, L. A cet effet consi-
p 4 .
dérons la répartition fondamentale 4, sur la demi-sphére X,(OP =R, £>0),

soit
2f do(P)

YA (voir §3),

(DR(P):

. ) Rrdp(P
fu?adp(m: Edu(P) + *—‘[6%‘2’
OP<R ’

OP =R
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fU}‘“ ([‘U ( [)) :fl)lp' (l}‘.n et ) f (l/R = ];f~
N . /l

Il existe donc au moins un point P de X, ou I'on a

on a donc

or

Uu(P) Al
~doncy Al et finalement v= Al,,. C. Q. F. D.
Désignons alors par E. I'ensemble des points de D, ou 'on.a
U+ (M) =7+

Supposons M dans Iintersphére I,[s"* < OM 5" (s < 1)] et décomposons
U(M) en U,(M)+ U,(M)+ Uy(M), U, (M) étant le potentiel des masses,
contenues dans OP>s*', U,(M) le potentiel des masses contenues dans
I'intersphére J,(s* < OP Zs"*) et U;(M) le potentiel des masses contenues
dans OP 5"+, On aura, d’aprés la deuxiéeme inégalité (3) -

Us (M)___f (L) yan,
OP > sn—1

xl, . (OP — OM)
U; (M) Ldp(P)
S =, oo <) e
“en posant
z clu(l—’)
A,=
opP=sn OPp

On peut déterminer s assez petit pour que

Aly(t—syP< AL+ S,

4
puis n assez grand pour que
’ An+el,,<§ -—1>_p<%.
On aura alors
U1(M):U:‘(M) <o 52,

donc en tout point Mde E,=E.NnI,

(M) >
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Soit A la repaltltlon fondamentale relative E,,, v. la puissance extemeure
de E,. Posons

‘ | [zdu) =g
On aura ) " ‘
fU.z(M)d)\(M)> %f—azdl(MZ:%Yn,
or ‘
fUz(M).dl(M)?[U7‘(P)dH(P)élidH(P):P-n+Hn—1+‘un+1-

- £ du(P)
Or la convergence de I'intégrale [ =55~ entraine celle de la série 2 & 5

donc aussi celle de la série ? —> puisque y,,< (p. -+ u,,_1—|—u,l+,) On a
donc le résultat suivant :

Tugorive 2a. — St lim inf XD (M)
M>0
l'on a M >y ¢ esteffilé a l origine relativement a D; ce qui montre que

Uu( ).

v< o, l’ensemble des points de D ou

tend vers y lorsque M tend vers O radzalement, excepté pour un ensemble J
de rayons. De plus il existe au moins un point M sur chaque sphére de centre O,
tel que U*(M) =~ vya.

Enfin on a '
vy—=1[ é_df'_(_D
P p O])p

13. 1l est & remarquer que les deux résultats que nous venons de démontrer
(théorémes 1a et 2a) ne se raménent pas I'un 4 l'autre par inversion. Au
contraire, la transformation de Kelvin nous donne les résultats nouveaux
suivants :

TaeorEME 3a. — Quel que soit e > o, l’ensemble des points de D, ot 'on a

e ) 2,
est effilé a I’origine relativement a D.

TrEOREME 4a. — SY 1= hmme“(’\l)——— < =, alors I'ensemble des points
M> o

OM» ‘
ou U+(M)—— >Y ¢ est effilé a Uinfini relativement a D, et i existe, sur

chaque sphére de centre O, au moins un poz'nt M ot l'on ait

UP‘(M) < OM/)

Les théorémes 1a et 2a sont aussi susceptibles de réciproques.
P proq
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ReciproQuela. — Si Uensemble B est effilé a I'infini, il existe une répartition .

UH(M)

de O telle que le rapport —— reste supérieur ¢ 1 sur E ou méme tende

vers - o lorsque M tend vers l’mf ni sur B, en négligeant au plus un ensemble de
points de E de capacité extérieure nulle.

ReciproQuE 2a. — St Uensemble B est effilé a l'origine, il existe une
.. .. o
répartition p. de- N, telle que lim inf & ;M)=y<oc et que Eéw reste

M0
supérieur @ Y +1 sur E ou méme tende vers 4 o lorsque M tend vers o sur E, en

négligeant au plus un ensemble de points de E de capacité extérieure nulle.

Démontrons par exemple la réciproque 1a. Supposons E effilé a l'infini.

Reprenons les notations du paragraphe 5. La série Z SI,—’; étant convergente, on
Yn

Py so1t encore

peut trouver une suite ¢, tendant vers séro telle que la série

conyergente.
Soit A, la répartition fondamentale relative a E,. Le potentiel résultant de la

somme p. de toutes les répartitions - " est non 1dent1que a l'infini puisque

ll

£dp(P) N Yn . '
fopél opr < EnS"P <

1
et il répond aux conditions imposées puisque

U (M) > ——-——U“;(n}m =2
en tout pomt M de E, excepté au plus sur un ensemble de points de En de
capacité extérieure nulle. C. Q. F. D.

La réciproque 2a se démontrerait de la méme facon.

De Pexistence d’une distribution . de O telle que U*(M)> « en tout point
de E, excepté un ensemble de capacité extérieure nulle, on déduit par balayage
une distribution A de & telle que U*(M) = en tout point de E excepté au
plus un ensemble de capacité extérieure nulle. Comme corollaire de la
réciproque 1a, on peut donc énoncer le résultat suivant :

ThioriME. — La condition nécessaire et suffisante pour que U'ensemble E non
borné sout susceptible d’une distribution fondamentale, c’'est que E soit effilé a
Uinfini relativement a D.
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H (M)
.

B — Erupe pi

14. Soit

[l(M):cx+f‘”‘l\l/f‘ljf).

)

Pour étudier le rapport il suffit d’étudier l'intégrale

du.(P
f(M):f Bﬁép)'

Etudions tout d’abord son comportement a 'infini. Nous poserons

— v dp.(P) —
k= dH(P), Cp = -W) ‘Uql———[d‘u.(l)).

or<1 0P gn

Ces intégrales sont convergentes puisque H(M) £ oo . Supposons M dans I'inter-

sphére I, (s"+' > OM>x=s") et décomposons (M) en £, (M) £, (M), (M) f2(M)
comme nous l'avons fait pour U*(M). On aura

dp(P) _ &
/°(M)_fop<l MD? (s" 1)’

AT du(P)
./l(wl)— < 0P <9t MPJ,

Ny du(P) 1\~
f"””“fopés;.ﬁwé"lﬂ =)

Comme au paragraphe 11, on peut choisir s et » assez grands pour que

< cy(s —1)7,

/o(“) SO (M) < 5

‘)

Soit alors E. I’ensemble des points M de D ot J(M)>=ce; si %, est la
répartition fondamentale relative 2 E,=E.nT,, et v, la puissance extérieure
de E,, on aura en tout pointde E, : f3(M) > —Z done

x du.(P)di, (M
l,lLme)de)—ﬂ _!ﬂh_;l,_i_) =/ »(P) dp.(P),
snE2 S0P S an—1 Ssn S0Pt

& dba(M).
"(P)—f —MPr

Or d’aprés les résultats obtenus au paragraphe 12, ¢(P) apparalt comme la

Ul (M)
iy
fixe P de = (il sufﬁt de prendre P’pour origine et d’appllquer le théoréme 2a).

L\.]“‘)

en posant

plus petite limite du rapport lorsque le point M de D tend vers le point
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Donc, puisque U'(M) Za, on a ¢(P) </," et 'on en déduit
ZYné ’;‘ ([J*n-—1‘+‘ n= H«n+1)-
P

i 1 série N &2
entraine celle de la série ), i

o de Pinte dp.(P)
Or la convergence de l'intégrale fop>1_6'f’7

Y. Lensemble E. est effilé & I'infini.

_donc aussi celle de la série ), %

Takorime 10. — S la fonction H(M) est harmonique positive dans D et si c est

. . nm .
la borne inférieure du rapport %,‘l’ensemble des points de D, ot l'on a

H(M) > (¢ + ¢), est effilé a U'infini quel que soit ¢ > o.

15. La propriété d’effilement ne suffit pas ici a caractériser 'ensemble E..
En effet, en nous appuyant sur le principe du maximum, nous voyons que
I'ensemble E. est fermé relativement & D, d’un seul tenant avec =, et tel que
A =D —E. soit un domaine simplement connexe. Il semble plus difficile ici
d’obtenir une réciproque analogue a celle du paragraphe 13.

Pour p =2 (cas du plan), il est facile de montrer qu'un ensemble E effilé a
I'infini, ou méme seulement semi-effilé, et d’'un seul tenant avec =, ne peut
contenir aucune suite tendant vers l'infini angulairement. Sinon il y aurait
des valeurs de n, aussi grandes que I'on veut, pour lesquelles E,=EnI,
posséderait au moins un point M, intérieur a l'angle |angsz| < g —c
(e >ofixe); d’apres les propriétés topologiques de E, E, contiendrait aussi un
continu joignant ce point soit & =, soit aux deux cercles [OM=ys", OM = s"']
et le quotient par s** de la puissance.d’un tel continu ne tend pas vers zéro.

E ne pourrait donc pas étre semi-effilé.
H(M)

Du théoréme 156 on peut donc déduire que tend vers ¢ angulairement,

au moins dans le cas p=-2. Mais la propriété est générale et peut étre
démontrée par un procédé plus élémentaire (*). Le théoréme 15 compléte
donc le résultat obtenu précédemment, et le contient pour p = 2.

16. On étudierait de méme le comportement de El—(x—) au voisinage de
origine.
~ Posons

vy lim inf f(M),
M>0

et supposons v, < ®. _
Nous allons montrer que I'intégrale A = igg—) est convergente et a pour

~ valeur v,.

(') Poir J. LELONG, loc. cit.
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On a, en effet,

_ [dp(P) du(P) kv du(P)
JOD= | e > O O > T 77 0 O

0P >k OM

D
donc si M tend vers O, on voit que l'intégrale AP) ot convergente, et

opr
, : kyr .y T , _
bornée par yo%ﬂ- Mais £ étant aussi grand que l'on veut, on a A —v,.

D’autre part si M est sur I’axe Oz, on a MP > OP, donc

dp(P)
(M)—f OP/) - ,
et 'on en déduit v, A, donc Yo=A.
Décomposons alors /(M) en la somme des trois intégrales

g P du.(P B
Si (M) = dl\[\;ijp% So (M) = _“Q f(“)_f dp. (1 )’

b
8y D
0P > sn—1 snHr QP < sn—1 M Mp»

et supposons M dans l'intersphére I, [s*+' < OM <" (s<1)]. On aura comme
au paragraphe 12
SO <A —s), fs(M><(——1> "Anies

en posant
— dp.(P)
A=), orr

0P<sn

On peut déterminer d’abord s assez petit pour que

Au_nw<A+2, :

puis n assez grand pour que

On aura alors
Si(M)+ fi(M) <A+

lv ™

Soit E; I’enseinble des points de D ou I'on af(M)éA + ¢; désignons par E, la
~trace de E sur I, par 2, la distribution fondamentale de E, et par v, 'énergie
~ de cette distribution. On aura sur E, : f,(M)> %; donc

[ aron >ty
Or
: 1 @ dp.(PYd), (M
f@ﬁwndmz —Jiﬁﬁle:11 0 (P) dp(P),
sn+2OP gs"—“ i srtEOPLsn -t

en posant

Al (M
uvp;ffwﬁfl
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D’apres les résultats du paragraphe 12, ¢(P) est la plus petite limite du

rapport ( ) lorsque le point M tend vers le point P'de . On a donc (P!
d’ou

2 ']’né li/, ('Hn—i -+ Mn [J-n+1);
en posant

\
I'L":de(P)'
I,

dp.(P)
“opr

- L’ensemble E. est effilé a I'origine.

Or la convergence de I'intégrale entraine celle de la série 2‘ Er " done

(2

aussi celle de la série 2 i
En revenant a la fonction H(M), en nous rappelant que A =+,, et en posant
Y = ¢+ Yo, nous obtenons le résultat suivant :

(

TukoREME 2b. — Si v est la plus petite limite de —— ) lorsque M tend vers O,

l’ensemble E. des points ot H(M) > (y—+ <)@ est eﬁp ilé a l’orzgzne relativement
a D, quel que soit € > o.
En chaquepoznt de Ox, on a H(M) <yea.

La propriété d’effilement ne suffit pas ici 4 caractériser ’ensemble E.. On
verrait, comme au paragraphe 15, que I'’ensemble E. est connexe, et d’un seul
tenant avec 7, tandis que A=D — E; est un domaine simplement connexe. On
verrait aussi que le théoréme 26 contient, pour p=2, un résultat antérieurement
( )

démontré, a savoir que le rapport tend vers y lorsque M tend vers ’origine

angulairement. Cependant ce resultat est valable pour p > 2.

L’application de la transformation de Kelvin aux théorémes 156 et 26 nous
donnerait des résultats analogues a ceux qui ont été obtenus au paragraphe 13
pour les potentiels.

C. — APPLICATIONS.

17. Soit w(M) une fonction surharmonique positive dans D. On peut la
mettre sous la forme

u(M)’:II(M)—}—UP(M):cx—i—xfdlL\P/I(PI;) +fb(\4 P) du (D),

c étant une constante positive, ¢(P) une répartition de masse positive dans =
t ¢ (P) une répartition de masse positive dans D. En groupant les résultats

relatifs aux fonctions harmoniques et aux potentiels, nous obtenons facilement

des propriétés de u(M). '

Ann. Ec. Norm., (3), LXYL. — Fasc. 2. . 19
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a. L’ensemble E. des points de D ou I'on a u(M)>(c+e)x est effilé a
infini relativement a4 D. Cet ensemble est en effet contenu dans la réunion des
) ’ i ’ . € " IO I3
ensembles E. [deﬁm par H(M)§<c+ 5)33] et E; [dehm par Ur(M) > 5ac];
et il est facile de voir que la réunion de deux ensembles effilés est encore un

ensemble effilé. Comme on a évidemment u(M) > cz, le nombre c est la borne
( )

inférieure du rapport dans D. On peut donc énoncer le résultat suivant :

(M)

TrkorkME 1 c. — St c est la borne inférieure dans D durapport ——, I’ensemble

des points de D ot U'on a u(M)>x(c—+ <), est effilé a l'infini relatwement aD.

b. Supposons

lim inf-LﬁM—) =y <o,
M>0 4 )
Il en résulte que les quantités
y=1lim inf T o g ZEOD
M>0 x M>0 4

sont finies.

Donc I’ensemble E; des points ou H(M)><y —+ >;v et I'ensemble E: des
points ou U“(M)é(y”—k 5)-” sont effilés & lorigine. Il en résulte que
 I’ensemble des points ou uw(M)>(y'+y"+¢) est aussi effilé a origine.
Donc y'+ y"> v. D’autre part, pour OM =r assez petit, on a

non> (=S v > (r- 5
donc u(M)>(y+y'—¢)z et par conséquent Y +4-y'—y. Finalement
Y=Y+

TrEorEME 2¢. — ST llm inf (xM) =y < 0, U'ensemble des points de D oii U'on a
M>0

(M) > (1 + ¢),

est effilé a l’origine relativement a D.

L’application de la transformation de Kelvin aux théorémes précédents nous
donne les résultats suivants :

TutoriMe 3c. — St ¢ est la borne znferzeure du rapport Q—M—u(M) l'ensemble

des points de D ot l'on a e

Oi/lpu(M)éc—i-a

est effilé a Uorigine relativement a D. .
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oM

e Coge s Mr - .
I'nkoriME 4c. — S7 lim inf wl u(M)=~ <, alors l’ensemble des points

. M>x»
deD ot l'ona

O—:I—fu(M)éy—l—e

est effilé a U'infini relativcement a D.

18. Les résultats du paragraphe 17 s’appliquent encore aux fonctions u(M)
surharmoniques dans D, pas nécessairement positives, mais représentables
sous la forme f ‘

" (5) u(M):cx+xff%)%) —|—fg(M, P) dp.(P),
T b

c étant une constante de signe quelconque, & une répartition de masse positive
dans = et . une répartition de masse positive dans D.
Pour qu'une fonction (M) surharmonique dans D soit représentable sous
cette forme, il faut et 1 suffit que la fonction sousharmonique ¢(M)=— u(M)
~satisfasse aux hypothéses du lemme de Phragmen et Lindelof, a savoir :

a. lim sup ¢(M).—o entout point P de = & distance finie;
 M>P .

b. lim inf @ =a < o, en désignant par m(r) la borne supérieure de ¢(M) .

r>o

sur la demi-sphére £, [OM =r, x > o].

Supposons en effet d’abord que ¢(M) satisfasse a ces hypothéses. D’aprés le
lemme classique de Phragmen et Lindeléf, que nous avons étendu a I’espace R”
- a p dimensions ('), il existe une constante j, ne dépendant que de p, telle que
I’'on ait partout dans D :

o(M) << azjp.
La fonction
: (M) =uawxj,—v(M)

est donc surharmonique positive dans D, et peut se mettre sous la forme:

ltl(M):qx—i—wf dﬁj/l(l)l:) +fg(M, P)du(P),
: n n

T

avec c¢,>.0. On en déduit que u(M)=—¢(M) est bien de la forme (5)
avec c =c,— dj,. ,
Réciproquement soit u(M) de la forme (5). D’aprés ce que nous avons vu au
paragraphe 17, I’ensemble des points de D, ou 'on a u(M) > (c+¢)a, est
effilé a I'infini relativement & D; le nombre ¢, qui n’est plus ici nécessairement

(1) Poir J. LeLoNe, loc. cil.
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positif, est encore la borne inférieure de 5‘—(3@ Sil'on pose
o(M) =— u(M),

‘on a bien en tout point P de = 4 distance finie

lim sup¢ (M) =Zo.
. M>P
Posons d’autre part
(r) = borne sup o(M) — — borne infid—l\—/l—) .
. OM=r x OM=r x

On sait que p(r) tend vers —c lorsque r tend vers I'infini. Or si w(ryLo,
on a (M) o pour OM =r, donc m(r) = o. Si u(r) >o0, on a '

m(r)

v(M) <<zp(r)<<rp(r), donc T—<y(r).
On en déduit °
o= lim infm <c,
7> .
en posant
6‘_:;“0]—0}- €. Q. F. D.

19. Il suffit d’examiner les résultats précédents pour en déduire le théoréme
de M. Heins (). *

Soit ¢(M) une fonction sousharmonique dans D et satisfaisant aux hypo-
théses a et b du lemme de Phragmen et Lindelof. Posons ,

v (M)

3 = borne sup -

| D’aprés ce que nous venons de voir, 3 est un nombre fini, et 'ensemble E. des
points de D ot I'on a ¢(M) < (8 — ¢) est etfilé a I'infini relativement a D.

a. Supposons 3 > o. .
’ m(r) ) o ]
On a tout d abqrd #(M) < Be, donec —— < 3. D’autre part I'ensemble E.
étant effilé a I'infini, ne peut contenir aucune suite infinie de calottes sphé-

riques S,m,{[OM = Ty, 0—31- éL] telle que r,— . Car la puissance de la calotte

S,,A,‘[OM =r, oM éle] est de 'ordre de 7. Donc pour chaque valeur de » assez

x

(1) M. HEINs, On the Phragmen. Lindelsf principle (Trans. Ann. Math., Soc., t. 60, 1946,
p- 238-244).
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grande, il existe au moins un point M de S, , n’appartenant pas a E.. En ce
point M, on a ¢(M) > (B —¢)a, donc
m(r)>ﬁ—a ot ]iminfm(r)>ﬁ—s_
’ 3 ’ 3
Mais comme £ est aussi voisin de 1 que I’on veut, et ¢ arbitrairement petit, on

en déduit

m(r)

limint 22 = .

Et puisque = mir) <B on voit que le rapport ( ) tend vers B lorsque r tend

vers l'infini.

b. Supposons 3 Zo.

On a tout d’abord ¢(M) < Bz, donc m(r)=o. D'autre part I'ensemble E.

étant effilé & I'infini ne peut contenir aucune suite infinie de zones sphériques

de la forme S, i [OM =r, O—M AAJ dont les rayons r, croitraient indéfiniment;

car la puissance de la zone SM[OM:r, O—;\! ék] est de l'ordre de . Donec,

pour chaque valeur de r assez grande, il existe au moins un point M sur chaque
‘zone S, oul’ona ¢(M) > (B — ¢)a; en prenant e éssez petit pour que § — e < o,

ona¢(M)>(p— >k’ on en déduit —— (r) >t 5 et puisque / est aussi grand

que I'on veut, et ¢ arbitrairement petlt, on a llm inf ,( )éo, m(r) étant
négatif ou nul, on voit ainsi que le rapport —@ tend vers zéro.

( )

Nous retrouvons ainsi le résultat de M. Heins : Le rapport —— tend vers ., et

le nombre o ne peut étre que positif ou nul.
En fait nous avons obtenu un résultat plus précis; puisque nous avons

. v (M) . ..
montré que le rapport — avait une pseudo-limite {3, telle que «=f"
La propriété des ensembles effilés démontrée au paragraphe 8 nous permet
aussi de dire que le rapport M a une limite radiale finie 3 excepté pour un

ensemble de rayons decoupant sur la sphére unité un ensemble de capacité
extérieure nulle.

Remarquons enfin que, sous les hypothéses du lemme de Phragmen et
Lindelof, on a linégalité ¢(M)—oax, meilleure que I'inégalité démontrée
primitivement.

20. Limitons-nous provisoirement au cas p =2 et comparons les résultats
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obtenus avec ceux que nous avions démontré anterleurement( ) en represen-
tation conforme.

Soit A un domaine simplement connexe contenu dans le demi-plan D(ac >o0)
de la variable s =« + ¢y. Nous avons résolu ailleurs le probleme de la dérivée
angulaire, pour un tel domaine; rappelons le résultat :

La condition nécessaire et suffisante pour que dans la représentation conforme
de A sur D, il existe une dérivée angulaire.a I'infini, c¢’est que st I’on se donne une
suite R, quelconque tendant vers 'infini, et si I’on pose

Rn+1
R,’

0n= log 0, = borne sup — — | Arg

s€D—A
L NEORTES
la série 20, 0, soit convergente.
Nous.allons montrer ici que la condition nécessaire et suffisante pour qu’il y
‘azt dérivée angulaire a U'infini, c'est que D — A soit effilé a Uinfini relativement
@ D. On en déduira immédiatement la caractérisation géométrique des
ensembles E effilés a P'infini et tels que D — E soit un domaine simplement
connexe. '
‘Soit {= f(z) 'une des fonctions, définies dans D, qui représentent confor-
mément D sur A de maniére que /(=) — « lorsque z — . Supposons d’abord

f()

qu’il y ait dérivée angulaire a I'infini, c¢’est-a-dire que *—— ait une'limite y non

nulle lorsque = tend vers l'infini.
Soit 3 =0 ({) la fonction inverse de f(z), H({) sa partie réelle. Posons

| =t in.
Nous pouvons prolonger H({) dans D en posant
' w(t)=H(g) siced, w(f)=o sizeD—A.
On vérifie facilement que la fonction u(Y) ainsi obtenue est sousharmonique

dans D. Or (;) a pour limite angulaire ¢ =

; ¢ est d’ailleurs la borne supé-

I
~
‘

rieure de H—;) dans D. La fonction ¢({) = c£ — u({) est surharmonique positive
dans D et satisfait-a
» lim inf —C—) =0
b > E

Dans I’ensemble des points ou ¢ =c&, c’est-a-dire D — A, est effilé & Pinfini

relativement a D. : .
Réciproquement, supposons D —A effilé & linfini relativement & D. La

frontiére I' de A étant un continu n’a pas de points irréguliers. On peut donc

(1) J. FerranD, C. R. Ac. Sc., t. 219, 1944, p. 507-508 et Bull. Soc. Math.,t. 69, 1945, p. 165-174.
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déterminer une répartition p. sur I' telle que U”(Z): £ dans D —A; la
fonction u({)=E%—U»({) est harmonique positive dans. A, nulle sur sa
frontiére. Elle est donc de la forme u({)=+yH({); v est une constante positive

non nulle, car la plus grande limite du rapport 5% est égale & 1, puisque

Uua(g) =0.0n en déduit que le rapport H(f) a pour limite angulaire },, '

donc que la dérivée angulaire est égale a v, et non nulle. C. Q. F. D.

lim inf

I

IV. — Etude des limites de « (M).

A. — EtupE b Us(M).
21. Au lieu d’étudier les fonctions U*(M) et H(M) elles-mémes, nous allons
voir qu’il est plus commode d’étudier les rapports
oM oM
—Us(M) et ——H(M).

DerFiNiTION. — Nous dirons qu’une suite M, est réguliére au point A si elle

n

. AM . . -
converge vers Aetst le rapport AM. reste borné superzeurement.
Mrq

TakoriME 5a. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une
oM,
U+(M,,)

; s , o
reste borné (resp. tende vers zéro), c’est que la quantité fop <REdp.(P) reste

. . v s A T Ao .
sutte M,, de points de D réguliére a 'origine et telle que le rapport -

bornée (resp. tende vers zéro) lorsque R tend vers zéro.

1° La condition est nécessaire. — Supposons

oM, <! (s<1) et oM,
OMn+1' s Ln

Us(M,) < k

pour n assez grand (n > N).

Dans chaque interspheére I, (s"* < OM s, ), il existe au moins un point de
la suite; en supprimant au besoin certains points de la suite, nous pouvons
supposer que ce point est M,. Posons

= f £ du(P),

D’apres les inégalités (3) du paragraphe 3 nous avons

Uk (M) £dp(P) Edp(P)
zl, (OM + 0Py — ), (OM+ 0Py’
OM UP‘(M,,) sn+1

ng xlll/) (ZS”)I’ Mns
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done, pour n >N

< ZPk sn(p—i) ’
P st ’

On en déduit facilement que la quantité

p(r)= Edp(P)
or<r
est bornée par une quantité de la forme Akr—’ pdur r<sY, A étant une

constante ne dépendant.que de s et p. Donc »(r) reste borné ou tend vers zéro

rp—1
oM, ...~ . ;
selon que — U*(M,) reste borné ou tend vers zéro.
. n

2° La condition est su[fisante. — Supposons

p(r)y= Edu(P)=Krr pour r>R.
orP<r

Soit s < 1. On aura
Hn—_—fEdH(P)ép(S”)éKs"‘P-U
I, H

pour » assez grand (n > N).

Supposons M dans I'intersphére I, (s"+' < OM s") et décomposons U*(M)
en UV~ U¥+ U¥+ UY, Ub désignant le potentiel des masses contenues dans
OP > 5", U¥ le potentiel des masses contenues dans I'intersphére s"> OP > 5",
U¥ le potentiel des masses contenues dans I'intersphére J, (s"~' > OP > s+?),
et U% le potentiel des masses contenues dans la sphére OP <Zs+*. Nous poserons

“if gdp(P)

0P >sN opr

Nous aurons alors, d’aprés les inégalités (3)

Us (M) S dp(P) “
zl, <fop>sﬁ (OP —OMy ~(1—)&’

n—2

. UM _Edp(P) P
: xly <>/s:'—1<0P§.¢n (OP — OM)” <§('9i+"‘ S”)’f,

UE (M)~ sl K
_‘I"T K 2 s+ (I — S)p < (I — S)p+1 spn—2
i=N

et enfin
OMUY (M) K

x P (1= s)PrL
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De méme

U (M) _bdp(P)

=
zly 0P < sn+2 (OM — 0Py *Z_IZW’ (S"+1 — S’)”
d’otr
OMU¥(M) _ Ksr—
“ 2, S a—sy

On a ainsi

oM asht K(s72+ st=7)

& U+ Ut U < o+ ——

Il reste a étudier le potentiel U%. Soit R compris entre s et s"+'.-Désignons
par Ay la répartition fondamentale relative a la demi-sphére X, (OM=R, 2 >o0).
On aura

[ U @i (M) = [ U (P) dip(P) = [ 2 (P = ot s+ g
I, In

done
fU% dhp= 3K slp—1) (=1,

. Rp spin+1)
g d}\ﬂ = - é ——
Z A

Il existe donc au moins un point M de X, ot l'on a

Or

U%(M) L sln=1)(p—1)
——x— << 3K [/J —SP\”—HJ )
donc
OM 3K/,
= UP-(M) < —£ "p——i .
En ce point M, on aura
) OM 5 3L, swrgstw
—UP'(M)<(__—);+@K7 5_‘32].)—1 (I__s)p—H'
. . oM .
Ceci montre que si K est fixe, — U+(M) est borné. '

. < r ) , .
Si la quantité ﬁT(_Q tend vers zéro avec r, on peut déterminer N assez grand

pour que BK<§, puis, N étant choisi, prendre n assez grand pour que
o s? ‘

—%% . 0n aura alors
(1—s)?» "2 .

oM __

Ann. Ec. Norm., (3), LXVL. — Fasc. 2. 20




152 . J. LELONG-FERRAND.

#()

}71

point M sur chaque demi-sphére X, (OM = R, > o) tel que %N—IU“(M) reste

Done, si = reste borné (resp. tend vers zéro) on peut trouver au moins un

borné (resp. tend vers zéro). C. Q. F. D.

22, TutoriMe 6a. — St la quantité ;% f Edu(p) tend vers zéro avec r,
oPr

Uensemble B, des points de D ot 'on a O—M Ur(M)>c est semi-effilé a U'origine;

et ensemble V. des points de D ou l'on a U“(M)Ae est raréfié extérieurement a
lorigine. \

Choisissons une constante s <1 et désignons par E, la trace de E. sur
I'intersphére I, (s+*<OM Zs"), par F, la trace de F. sur I,. Soit 2, la
répartition fondamentale de E, d’énergie y,, v, celle de F,,, de charge totale v,.

Décomposons U* en U+ Ut US4 U comme au paragraphe précédent.
On sait que pour n assez grand, on a

%(UM—UM— Ut)£Z,  done Uk Up+ Uzl

On aura donc U%(M) > % ”OENT sur E, et US(M) > Z sur F,. On en déduit

ngdAp,%fxdxn(M):g Z_,';

or ‘ _
fU*é a’ln:fU)‘" duéf’é,du(P) = P+ Pt Mg
In In
et puisque —- o= — tend vers zéro, on en déduit que i tend vers zéro; donc E,

est semi-effilé en 0. De méme

. fUE;‘dvn> %v,,.

or ‘
[ vt dn= [ U da < [ 5 dp(P) = b s+ o
In I
et puisque mp_l, tend vers zéro, on en déduit que mp_“ tend aussi vers zéro;
donc F. est raréfié extérieurement en O. €. Q. F. D.

23. Les résultats relatifs au point a Iinfini sont tout a fait analogues. Nous

nous contenterons de les énoncer.
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DerFmxition. — Nous dirons que la suite M,, est réguliére a U'infini st M,, tend vers
. . .- OM
Uinfini de maniére que le rapport —22 r rné.
ofi ‘ q PPOTt oy Teste borné

TukoriME 7a. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une

. L e e oM, o .
suite. M, réguliére a Uinfint et telle que le rapport —U*(M,) reste borné

An

(resp. tende vers zéro) c’est que la quantité

I .
;7—_1[ £du(P)
or<r

reste bornée (resp. tende vers séro) lorsque r tend vers I'infini.

Tugorkve 8a. — N7 la quantité —— Edu.(P) tend vers zéro lorsque r tend
' / OP <7 1 ’
vers l'infint, alors ’ensemble E. des points ott l'on a

%1\2 Us(M) >«

est semi-effilé a Uinfint, et ensemble F. des points oir U'on a U*™> e est raréfié
extérieurement a Uinfint.

24. DermniTioN. — Nous dirons qu'un point A de w est régulier pour la
répartition . si la quantité

- p(r, A) 1 .
# Tt ,:p—1f £dp(P)
AP r

tend vers zéro avec r.

Lemve. — Si Ub=£ oo, lensemble des points de © qui ne sont pas réguliers pour
la répartition p. est de mesure p — 1 dimensionnelle nulle.

Il nous suffit de démontrer que I’ensemble des points irréguliers contenus
dans la sphére OM<R est de mesure nulle quel que soit R. Or puisque UtsZoo,
on sait que l]’intégrale f Edp.(P) est convergente. Si nous considérons

OP<2R
£du(P) comme une répartition de masse positive, nous pouvons lui appliquer
le lemme de Cartan-Ahlfors (*). .
Posons : ‘

r

p(r, A) :f Edu(P).
APL e, o

(') Poir NEVANLINNA, loc. cit., p. 117.
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Soit E la région définie par O Zx ¢, OM = R. La masse totale répartie
sur E, soit

p(E):fszP)
E N

tend vers zéro avec e. D’aprés le lemme de Cartan-Ahlfors, si A(r) est une
fonction continue croissante quelconque définie pour o =Zr_ et satisfaisant
a h(o)=o0, h(w) > u(E), on aura p(r, A)ZAh(r) en tout point de E excepté
au plus sur un ensemble de points A pouvant étre recouvert par une famille de
sphéres dont les rayons r, satisfont & ZA(r,) < m,, m, étant une constante ne
dépendant que de p.

Nous pouvons prendre

rr—t

Vi(E)

Si Pon fait tendre e vers zéro, on én déduit que pour tout point A de = tel
que OA <R, excepté au plus un ensemble de mesure p —1 dimensionnelle

M tend vers zéro avec r. C. Q. F. D.

’ /l(f'):

nulle, la quantité

TukoriME 9a. — St U¥=£ w0, L’ensemble des points de D ou I’on a U*(M) ¢ est
raréfié extérieurement en presque tout point A de w, (c’est-a-dire : excepté au
plus sur un ensemble de mesure p—1 dimensionnelle nulle) quel que
soit e > o.

Ce résultat est une simple conséquence des théorémes 6 et 9a.

25. Certains des résultats que nous venons d énoncer sont susceptibles de
réciproques. ‘

1° Réciproque du théoréme 6a. — Sil’ensemble E est semi-effilé 4 I'origine,
il existe une répartition w de Iy telle que ,F—I_if £du(P) tende vers zéro
orPLr

OMU® (M)
x

avec r, et que reste supérieur a 1 sur E, ou méme tende vers 'infini

lorsque M tend vers O sur E, en négligeant au plus un ensemble de points
de E de capacité extérieure nulle.

2° Réciproque du théoréme 8a. — Si 'ensemble E est semi-effilé & 'infini, -
il existe une répartition p de oM, telle que ,Tl_—l £du(P) tende vers zéro

oP<r
OMUMM)

I ,e . A [ .
avec - et que reste supérieur a 1 sur E, ou méme tende vers I'infini

lorsque M tend vers O sur E, en négligeant au plus un ensemble de pomts
de E de capacnte extérieure nulle. f
Ces deux rec1proques se démontrent comme celles du paragraphe 13
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3° Réciproque 9a. — Si I'ensemble E,, contenu dans =, est de mesure p —1
dimensionnelle nulle, il existe une répartition w de O telle que tout point
de E, soit irrégulier pour cette répartition.

Supposons E, borné (sinon nous procéderions par passage a la limite, en
considérant la trace de E, sur la sphére OM ZR). Nous pouvons enfermer E,
dans une famille dénombrable F; de sphéres S} dont les rayons Ry satisfont a

%

DB p<e

n=1
Nous prendrons pour ¢; le terme général d’une série positive convergent’e.
Dans chaque sphere S considérons la calotte T(" définie par x> LR, et

sur cette calotte répartissons de facon quelconque la masse p”=[R{"]"—*.
On aura

SR [ () Z R

T

La répartition totale de masse obtenue en recommencant 'opération pour
chaque valeur de 7 et de n, satisfait &

fEdH(P) < Dew<oo.
1

On a donc tout d’abord U= .
Soit A un point quelconque de E,. Désignons- par ‘5 une spheére de la
famille &; contenant A, par R; son rayon. La calotte T; correspondante est

contenue dans I'interspheére %i < AM < 2R.

On a donc, avec les notations du paragraphe 24
: | platy 8)> [zdu> LRe,
T;
ce qui montre que A est irrégulier pour la répartition p. C. Q. F. D.

B. — Erupe pg H (M) et pE © (M).

26. Rappelons tout d’abord les résultats connus (extension du théoréme de
Fatou a ’espace R”) (*).

Si la fonction H(M) est harmonique positive dans le demi-espace D (x > o),
elle a une limite angulaire finie en presque tout point A de m.

(Y) Voir PrivaLo¥FR, Les problémes limiles de lu théorie des fonctions harmoniques el sousharmo—
niques (Rec. Math., Moscou, 3 N. S., 1938, p. 3-24; résumé frangais, p. 24-25). On passe facilement
du cas du domaine sphérique, considéré par Privaloff, au cas du demi-espace, étudié ici.
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La ‘démonstration est fondée sur la représentation intégrale de H(M)
[formule (2)]. Mais, par analogie avec ce qui a été fait pour les potentiels
(8§ 21 et 22), on peut compléter ce résultat et démontrer successwement les
theoremes suivants :

TueorkME 5b. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une

sutte M, régulicre en O et telle que le rapport —— oM, H(M,,) tende vers zéro, c’est que

la quantité m j(; s dp.(P) tende vers .Zero avec r.

THEOREME 6 b.

| ] f) P<rdp(P) tend vers v lorsque r tend vers
zéro, alors H(M) tend vers ;lcpy lorsque M tend vers O angulairement, et I’ensemble

défini par

> ¢ est raréfié extérieurement en O, quel que soitz > o.

H(M) — é/ﬁl).\{

TutoriMe 9b. — En presque tout point A de = la fonction H(M) a une limite
angulaire finie y et U'ensemble défini par |H(M) — v | > ¢ est raréfié extérieu-

rement en A.

Le théorcme 5 b se démontre comme le théoréme 5 a, avec les mémes modifi-
cations qui permettaient de passer du théoréme 1 a(§11)au théoréme 15 (§ 14).

Pour démontrer 65, on décompose d’abord w en la somme d’une répartition
de densité constante y dans =, et d’une répartition ' de densité nulle en O. La
répartition |’ n’est plus nécessairement positive, mais elle est bornée sur tout
ensemble borné, et on peut lui appliquer le.théoréme 56 de méme que les -
raisonnements faits au paragraphe 22 pour les potentlels

Enfin le théoréme 9 b découle de 56 et 6 b, si I’on sait qu’'une dlstrlbutlon de
masse positive a une densité finie excepté au plus sur un ensemb]e de mesure
nulle.

De ces résultats, nous pouvons déduire le corollaire suivant, nécessaire pour
la suite :

COROLLAIRE. — S la fonction H(M) est harmonique positive et bornée dans D,
et si, en presque tout point A de w il existe une suite M, réguliére et telle que

AM” H(M,,) tende vers zéro, alors. H(M) est identiquement nulle.

- En effet la fonction H(M) posséde alors une limite angulaire nulle en presque
tout point A de . Etant bornée, elle est identiquement nulle.

27. En groupant les résultats du péragraphe 26 avec ceux des paragraphes 21
et 22, on obtient des propriétés des fonctions surharmoniques positives dans D;
en particulier le
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TukoriMe 9c. — Si la fonction u(M) est surharmonique positive dans D, en
presque tout point A de w, il existe une constante v telle que ’ensemble défini
par |u(M) —y|>xc soit raréfié extérieurement en A, et que U'ensemble défini

par|u(M)—~y| >« A;w,.soit semi-effilé en A.

On peut en déduire, par un raisonnement analogue a celui du paragraphe 8,
que I’ensemble des rayons issus de A sur lesquels il existe une suite M, régu-.
liére en A et telle que la suite u(M,) n’admette pas y pour point d’accumulation,
est un ensemble J de rayons.

C. — A.P_PLICATION AUX DISTRIBUTIONS CAPACITAIRES.

28. Soit E un_ensemble quelconque contenu dans D. Nous appellerons
distribution capacitaire intérieure (resp. extérieure) de E la distribution p (sielle
existe) de I (resp. M) telle que Ur=1 excepté au plus sur un ensemble de
mesure nulle pour toute distribution de &; (resp. &;). On aura donc U*=1 en
tout point de E excepté au plus sur un ensemble de points de E de capacité
intérieure (extérieure) nulle. Or on sait (§ 24, corollaire) que I'ensemble des
points défini par Ut ¢, est raréfié extérieurement en presque tout point de .
Il en résulte que E, somme d’un ensemble de capacité intérieure (resp. exté-
rieure) nulle, et d’un ensemble raréfié extérieurement en presque tout point
de 7, est lui-méme raréfié intérieurement (resp. extérieurement) en presque
tout point de . ‘

Réciproquement supposons E raréfié intérieurement (resp. extérieurement)
en presque tout point de ©. Nous allons montrer que E est susceptible d’une
distribution capacitaire intérieure (resp. extérieure).

Considérons une suite croissante de domaines D, épuisant D et désignons
par F, la trace de E sur D,. I, étant strictement intérieur a D est susceptible
d’une distribution capacitaire intérieure (resp. extérieure) p... La suite U est
croissante et bornée; elle a pour limite une fonction surharmonique u(M)
comprise entre zéro et 1. On aura u(M)=1 en tout point de E excepté un
ensemble de capacité intérieure (extérieure) nulle. Nous allons montrer, en
tenant compte de 'hypothése faite sur E, que u(M) se réduit a un potentiel.

Posons
. w(M) = H(M) + Ub (M),

H(M) étant une fonction harmonique positive dans D et U*(M) un potentiel de
masse positive. Soit A un point de = out E est raréfié intérieurement (resp. exté-
rieurement). Désignons par E, la trace de E sur I'intersphére I, (s+' < AM < s")
(s<1) et par A, la distribution fondamentale intérieure (resp. extérieure)
relative a E,, de charge totale X,. E étant raréfié, nous pouvons déterminer N
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tel que, < étant donné, » > N entraine 7,<zs""=*), On aura alors

7\;5‘/‘ U d}.,l:fU"" dykéfx Apr= pn.
E, I,

Done, pour n>> N, on aura
Pee,n << esnip—1),
Mk,

snp—1)

ce qui montre que tend uniformément vers zéro, quel que soit £, lorsque

tend vers I'infini.

Supposons M dans I, et décomposons U en Uy*+ Ubs, Ut étant le potentiel
des masses contenues dans 'intersphére J,=1,+ I,_, + L., et U% le potentiel
des masses extérieures a J,. En reprenant le raisonnement du paragraphe 21,
on voit que U%* tend uniformément vers zéro, donc pour n assez grand, on aura
U< e, quel que soit .

“D’autre part, si 2; est la répartition fondamentale relative a la demi-sphére
. (AM=R,z >o0)ona

fU&;-L d;\ll{:f le’x dﬂkéfwd”k: Hkrrn—l_i_ ot = ko,
L In

|

donc pour > N—+41:
f U+ dlfy = 3esnin—,

Pour n assez grand, quel que soit %, on aura

[U[Lk d}k'“é S;LIR—}- 3estr—1 = Kegsrip—1,

en posant K=3+ l”‘ » et en supposant s"*'<TRZs. A la limite u(M)

satisfait donc, pour » assez grand, a
fu dp < Kesnin—1,

Puisque H(M) Zu(M) il existe donc sur chaque X, (s"*' <R s,) au moins

un point M tel que
. ' Lyhy
28P—

H(M)<ZKe :
' hpy
Il en’ résulte que le minimum m(R) de H(M) sur X, tend vers zéro avec R. Ceci
ayant lieu en presque tout point A de ©, on a H(M) =o. C. Q. F. D..
On peut donc énoncer le résultat suivant :

TakoriME. — Pour qu'un ensemble E de D soit susceptible d’une distribution
capacitaire intérieure (resp. extérieure) relativement a la fonction de Green de D,
il faut et il suﬁ" t qu'il soit rar eﬁe intérieurement (resp. extérieurement) en presque
tout point A de =
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29. Dans le cas ou E ne satisfait pas a I'hypothése du théoréme précédent, il
existe toujours une fonction u(M) surharmonique positive dans D, et telle
que u(M)=1 excepté au plus pour un ensemble de mesure nulle pour toute
distribution de &; (resp. &;). Nous allons étudier cette fonction : elle est la
somme d’un potentiel de Green U*(M) et d’une fonction harmonique H(M). Le
raisonnement fait au paragraphe 28 montre que H(M) tend vers zéro lorsque M
converge vers un point de © ot E est raréfié intérieurement (resp. extérieu-
rement). Soit E, I'ensemble des points de = out E n’est pas raréfié. Nous allons
montrer que H(M) a pour limite angulaire 1 en presque tout point de E,. En
effet 'ensemble défini par U*(M) > est raréfié en presque tout point de =;
donc I'ensemble défini par H(M) >>1—c n’est raréfié en presque aucun point
~de E,. Or H(M) a une limite angulaire y en presque tout point A de =, et
’ensemble défini par H(M) >y — ¢ est raréfié en A. Donc y=1 en presque
tout point de E,. C. Q. F. D.

Les deux propriétés établies pour H(M) montrent que H(M) est identique &
la mesure harmonique extérieure de E, dans D.

Application. — Supposons E fermé. Alors u(M) représente la mesure harmo-
nique de E dans D — E. ' ’

TugoriMe. — Si Uensemble E est fermé, la mesure harmonique de E dans D —E
est la somme de la mesure harmdnique dans D de I’ensemble E, des points de
oi E n’est pas raréfié, et d’un potentiel de la _fonction de Green de D.
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