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CLASSES DE SATURATION

DE

CERTAINS PROCEDES D’APPROXIMATION

DES

SERIES DE FOURIER DES FONCTIONS CONTINUES

ET APPLICATIONS

A QUELQUES PROBLEMES D’APPROXIMATION

Par M. M. ZAMANSKY.

—————p—— —

INTRODUCTION.

Le probléme particulier qui fut 4 'origine de ce travail consistait a trouver
un exemple de classe de saturation attachée 4 un procédé d’approximation. Le
probleme a été posé par M. Favard (') et nous donnons quelques #éponses
dont celle relative au procédé de Fejér. On sait que ce procédé ne peut donner

d’approximation meilleure que O<,—Il> Nous avons alors cherché quelle était
I’approximation fournie par les sommes de Fejér d’une fonction continue pério-
dique f, en un point, lorsque la meilleure approximation trigonométrique

L. 1 . . X . L, .
était O<;>~ L’importance de cette classe de fonctions a été mise en évidence

en 1945 par M. Zygmund.

Dans la solation de ce probléme nous avons utilisé d’une part les propriétés
de la suite des dérivées de polynomes trigonométriques convergeant uniformé-
ment vers f et d’autre part une méthode de calcul. Nous avons appliqué ces
propriétés et cette méthode a quelques autres problémes. La solution de cer-
tains d’entre eux résulte de la connaissance de classes de saturation.

Le théoréme de M. S. Bernstein sur la majoration de la dérivée d’'un poly-
nome trigonométrique intéresse ’ensemble de ces polynomes. Lorsqu’il s’agit

(1) Voir par exemple Collogue d’Analyse harmonigue (Publications du C. N. R. S., Paris).
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d’une classe particuliére de polynomes trigonométriques il peut étre précisé.
Ainsi 'hypothése |P,;—fl=0<,—ll) entraine P, |=0(logr), et ce dernier
ordre de grandeur peut effectivement étre le meilleur; mais | P, | = O(n) alors
que le théoréme de Bernstein donnerait seulement | P, | = O(nlogn).

Les propriétés des dérivées de sommes trigonométriques convenablement
choisies ont donné une autre condition nécessaire et suffisante pour que f fut

approchée a O< > prés par ses sommes de Fejer, a savoir que la fonction con-

juguée /" appartint 4 la classe Lip 1. Nous en avons déduit la condition pour
que /" €lLip1, exprlmPe par une intégrale portant sur /.

Nous indiquons aussi les classes de saturation attachées a d’autres procedes
d’approximation. En introduisant des différences d’ordre pair et symétriques,
nous obtenons un procédé d’approximation auquel correspond une approxima-

" tion de saturation 0<—p;> » p étant un entier positif donné. De leur étude nots
avons déduit une infinité de conditions toutes équivalentes permettant de
. . . . , ; 1

reconnaitre que la meilleure approximation d’ordre n, E,( /) est 0<m>

Nous avons montré que les procédés obtenus par les moyennes de Cesaro
d’ordre entier possédent la méme classe de saturation que celle attachée au
procédé de Fejér. Enfin le procédé de Jackson a permis, une fois sa classe de
saturation déterminée, d’indiquer deux conditions nécessaires et suffisantes
pour que f(x) possédat une dérivée f'(x) qui appartint a la classe Lip 1,
condition exprimée a partir de f(x) seulement et dont l'une est que

JS(z+h)+fle—1N)—
LN h

Dans la troisisme Partie, nous avons appliqué la méthode précédente 2
divers problémes. En particulier dans I'hypothése ou f est continue, nous.
généralisons le théoreme de Young qui donne la condition nécessaire et suffi- -
sante de convergence de la série conjuguée lorsque f est 4 variation bornée,
nous indiquons la condition nécessaire et suffisante de convergence de la série.

>/(#) fut bornée uniformément en x et A.

de Fourier a O< >pres (0<oc41) exprimée au moyen des dérivées des

sommes de Fourier, et nous donnons la solution du probleme des dérivées
d’ordre non entier.



|f(z) — f(2)]

SERIES DE FOURIER DES FONCTIONS CONTINUES. 21

DEFINITIONS ET NOTATIONS.

1. Crasses pE roncrions Lip a, C,. — Lorsque f(z) satisfait uniformé-
ment & une condition de Lipschitz d’ordre a(o < a"1), c’est-a-dire lorsque

. ’ . : ’ 1 » . -
e est borné uniformément en x et 2/, nous écrirons /€ Lip.«.

Nous désignerons par C, la classe des fonctions telles que

S+ )+ fle—1t) —2f(x)
t

soit uniformément borné en x et ¢ par A.

2. POLYNOMES 0U SOMMES TRIGONOMETRIQUES. — Sauf mention expresse contraire
nous désignerons par P,(«) un polynome trigonométrique d’ordre =, c’est-
n

o e % o '

a-dire une expression de la forme - ,—E—E(ak coskx + (3, sinkx). Soit f(x) une
k=1

fonction continue de période 27; nous écrirons sa série de Fourier

®

a .
[~ ;" +2(an cos nz + by sin nz),

et la série conjugueeZ(b cosnx — a,sinx). S (x) désignera la somme des

2n 41 premiers termes de la série de Fourier de f(x) C’est un polynome
d’ordre n.

(N.1) . ou(@) = So—+ Si+,;.'.+ Sn1

est la n'*™ somme de Fejér de f(z). C’est une somme d’ordre n — 1.

f(w+ 2t)+f(x— 22)
sin ¢

(N.2) Sn (x)——

sin(2n +1)tdt,
o .

T

(Ng) S,l(x)—f(x)zl_ 7~’f(g:—|—2t)+f(x—2t)—2f(x)

T sin ¢
0

sin(2n —+1)¢dt,

TP flz - 2t) + f(x 4+ 20)

(N.4) on(z )—E ‘ o sinzntde (1),
-+ %
(N.5) on(x) — f(x )__;-Z—E f(x+2l)—|—f(:;—2t)——2f( >sm‘1ntdt.
(1) On a aussi _
Gp = ! f(x_’_?t)_*—f(x_ﬂ) sin? nt dt.

T n=x sin?¢
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Nous désignerons par /” lafonction conjuguée d’une fonction / de période 27,
lorsqu’elle existe. On a

(N.6) S,(z)=- j f(z_'_gl)_‘f(x—.2[)(c05t-—cos,(2n+1)t)dl.

sl

Lorsque /~ existe,

04

2

(N.9) » f':%f [[f(x+ 20)— f(x— 2t)] cotgt dt,
-et lorsque I'intégrale suivante a un sens,
—+ » / . .

(N.8) f—oa,= =-1 Jlr+20) A)f(x 2l)sinznta’t.

2NT A

Nous poserons
(N'g) Vi=120y,,—0,
L’expression
., +»

(N.IO) J/,,L($)—n?;/’_lf f(L—i—')l\)—i—f(x-——Q )sxnil’lltdt

%p G RD)

sin2’ nt dt
wrt ) 2P

est une somme trigonométrique d’ordre pn. Nous les appellerons sommes de
Jackson-de la Vallée-Poussin [6].

Ona
- xp= _‘nl——,—
2[ —blé,‘ [dt
"(I' t"l)
et _
> "y S . y
(Noa1n)  Juu () — fle)= Zﬁ/z“f f(‘L_'_N)_Ff(; 2) ?'f(LE)sin’*ntdt,
' SRR o — — x
(N.IZ) J/m((l/')—'f(a)): n'—?j'/l—l;] j(l -+ ,[) +f(t'?; Ql) Qf(l)sinzl'nt-dt.

3. MEILLEURE APPROXIMATION TRIGONOMETRIQUE. — E, (/) ou E, lorsqu’il n’y aura
pas d’ambiguité possible, désignera la meilleure approximation trigonomé-
trique d’ordre n de /() continue de période 2.

Nous rappelons quelques résultats.

Si f(«) possede une dérivée p et si /" €Lipa(o < aL1),

B()=0( ) 18]

Réciproquement si /" peut étre quel que soit n approchée par des polynomes

»
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1

d’ordre n a une quantité prés ou K est une constante, p entier >o

ne+e

et o < a <1, fposséde une dérivée d’ordre p apparten};\nt a la classe Lip .
Pour a=1, cette réciproque est inexacte. On a dans ce cas le résultat
suivant [8] : :
. . . 9, , . .
Pour que E,,(j):O<’%>, il faut et il suffit que ,Lf’m—t—)l=0g1) unifor-

1

mément en x et ¢ et pour que E,= o<%)), il faut et il suffit que

o
2l = o,

ou o :
(S @ ) =f(x+pt) = C, f(z+(p—10)0) + G f(x+(p—2)0).. E ().

1
n

En particulier, la condition E,( /)= 0( > est équivalente a

¢

\f(x+t)+f(x—t)—2f(w)|=0(l)

.. - - 1 e .
et la condition E,( /) = 0< n> est equn‘ralente a

l Sl t) -+ flw— ) — > ()
: ¢

’:O(l).

En d’autres termes pour que E,( /)= O<,—Il>, il faut et il suffit que f€C,.

s E,L(f):0<lz> .<0u0<;]-l>>, E,L(f')::0<%> <ouo<‘;>> 80

1

si E,,(f):O(n%L) (o<a<u), En(f')=0<,7,>

4. MopuLE bE contiNuiTE. — Le module de continuité de f(x), soit

max_|.f(x) — f(2')]

le—a'|<h

sera désigné par w(f, k) ou w(%). Nous rappelons que w (/%) est une fonction
continue non décroissante de k; que sim est > o entier, w(mh) =mw(h) et
si m > o n’est pas entier w(mh) Z(m—+1)w(h).
5. DERIVEES DES SOMMES TRIGONOMETRIQUES PRECEDENTES. — a. Calcul de o). —
Qyy ...y @y ..., b,, ... désignant les coefficients de Fourier de f(x) et
Ap= a, cosnzx + b, sinnx, A, =b,cosnx — a,sinnz (n=1, 2, ..,),

ona

n—1

« k
on= —4—2 <I— —>Ak.
9 n

k=1
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"D’ou

n—1 B n—1

. —V k<1— —>AL_Z/(AA—- L Z/{ A

K 1

‘Au moyen de la tranbformatlon d’Abel on obtlent apres réduction,

n—1i

(N.13) - O‘;L:(IZ—I)O';L-——’;Z/{O'I:,.

k=1
b. Calcul de 5,. — Nous utiliserons o, sous la forme obtenue a partir de

177 fle42t) + fle—20)

“+
. &€ 2¢) sin®nt
Op— — - - sin*nldt — J(z+20) dt.
Conm, I n7r >

On pose x-+2t=uetl’ona

' u—x
o sin? du
= [ f( ) TN <u—-x> o
D’ou
g LT
oy 1 ("7 A T
dex ~ nmJ__ u)dx u—zx\* |2
2
Or
' sin2n “— @ '
_d_ ! 1 d [sinznt
dz (u—x>2 T odx\ ¢ )
2

En revenant 4 nouveau a la variable d’intégration 2 il vient

e sin2nt
Mﬂf f(x—l—zt) ( D >dt.

d? [sin®nt
de 2

) I T Cod? [sin?nt
aﬂ(w):mf f(x—}—zt)dt_,( = )dt

(T et 00+ fa— 20)] "’(51“1'”)(1;.

R A A

. o (x) =—

De méme pour g, (x); mais comme > est une fonction pairede, on a:

+ ®

Sz +20)+ f(x—2t) — 2 f(2)]

n? cosznt ~ ansinant 3 sin%nt
+ = dt

(N.14) - ou(@)=

2NT

2. D 7

T d2 [sinne di — . C o v
L A e t=o puisque si f=1, g,= 0.
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n

c. Calcul de S, (). — De S,= +Z Ay, on tire S, = —Elc?Ak En appli--

quant la transformation d’Abel, on a

n—1

Si=— S, + ¥ (2k+1)S;
et en 'appliquant une seconde fois on obtient
“(N.13) ’ S, =— n2S,+ n(2n+1)a'n—2(a;+ 202+ ...+ noy).

d. Calculde,,,J!,. — Comme pour le calcul de ', on a

, 3 s ‘ . d [ sin*nt
J‘zn—"_m‘/‘; [f(»@-'—?t)“ff(x,—?m;ﬁ[—?r—]dt’
d (sin'nt est fonction impaire de ¢
Car[—iz e p ..
¥ 3 +w[f(x+2t)-— (# — 2t Jsm Snt [ ncosnt  sinnt dt
(X)) = — ), Sz —2t) ¢ e
ou encore . : .
, 3n (7 2t 96\ sin?t /[ tcost —sine) | -
(N.Iﬁ) J_,n(.l‘)——-*——ﬁ—f |:_f<.’1/'+ ;)-—f<$'— —;)] P < 7 )dl.

sin* nt

Puis, ;,i( n > étant une fonction paire de ¢,

. 3 i d* [sin*nt\
J"”(JC):S'_TU'L—"‘/ f(z+20)+ flz—20)] 75 T)dt’"
N 0

-

comme J;,=o lorsque f=1, ona
+» ) :
az “nt
[ (g,
., de\ ¢
d’ol

CJa ()= 3 [f(x—|—2t)+f(x—2t)—zf(x)Jd;<simnt)dt;

8nn’ tr

¢
enfin en changeant ¢ en ~

(N1g) Ti(a )—i'l'foﬂ[f( 2) (e ——t)—zfm)]df(““;”;)d;

e. Calcul de V= 25, —o/,. — D’aprés (N.13) on a

(N.18) V’n:—%Zka,'l—l—2(2n——1)a;n—(n——'1)a,;.

Ann. Ec. Norm., (3); LXVL. — Fasc. 1. ' -4
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Nous utiliserons une autre forme de V), que nous calculerons a partir de

sin?2nt — sin®nt

-+ %
I .
V,l_2q2,,—a,,_fﬁ‘/0‘ [f(x—i—zt)—i—f(x—u)]le.

.

Nous supposerons que /€ Lip «, ce qui sera le cas o nous nous placerons, de
facon a assurer 'existence des intégrales qui suivent et la continuité de /.
On aura encore '

I +e sin2a nt — sin?nt
—  |dt.

Vi=— — [f(x%zt)—f(x—ﬂ)]%[ -

anm /),

Or

d [’sin‘lznt — sin’-’nt] sinfnt  nsin2nt
—_— |=2n

2 [sin22nt sin?n¢ |
dt ¢ ¢ v A )

et d’aprés (N.8):

(N.19) Vi=2nloy,— [+ [0y, —a,—[]
: 2
—O—L/ f(w_'_25)—3f(x—zt)(sin’-’znt——sin‘-’nt)dt.
nw.j, 11
6. Dans la suite nous poserons '

(N.20). 9.(8) =0 (t) =f(x+ 2¢8) + f(x — 2t) — 2 f(x).
CHAPITRE 1.
PROPRIETES DE LA SUITE DES DERIVEES DE POLYNOMES TRIGONOMETRIQUES
CONVERGEANT UNIFORMEMENT VERS UNE FONCTION CONTINUE PERIODIQUE.
I. — Théoréme général.
S (&) étant une fonction continue de période 27, P,(x) un polynome trigono-

9(n)

nk-t

métrique d’ordre n, si, quels que soient x et n, | P, (x)— f(x)| < ou k est

entier > o0 et ¢(x) une fonction continue, positive, non croissante, les dérivées
d’ordre k des polynomes P,(x) satisfont a 'inégalité

(1) PO | <At Brg(n)+C [ () dn,
1
ot A, B, C sont des constantes.

Considérons la suite {P,,} ot @ est un entier fixe >~ 2 et ot p prend la suite
des valeurs entiéres. On a
olar) . (@) _29(a)

aPik—1) a'pH1) k—=1) = plh—1)

lPaI'_ Pal’+1|<
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P,—P,.. étant un polynome d’ordre a”+', le théoréme de Berstein donne

| PG — P | << 2 ahred) CP/SA 1) =adtarq(w).

D’ou
pP—1
1 P — l’if;,; l < 2dka? @ (al) + 2at+! Z a @ (am)

m=p,
p—1

m m—1 e k 74 2akt! -
(am— a1y g(an) << adta,o(u )—{—“ , 9 (x) da.
al!

an+1

2
J— k 2
—=2ara’ 9(a’) +

: (@) —1 1
m=p,

Si n est un entier quelconque et p tel que e’ = n < a’+!,

. af+1
(PO PRI < no(n)+ akar o(ar) = no(n) + -

: [ — ar=1]| @ (ar).

et

ab ko Tt

k+
|P§f)}<mz_ix[P£l’;}i]+n<p(n)‘—i— “ ¢(x)dax.

a—1

ap—1 alo

ou encore

DU < A B,ch(,L5+cf o(z)de.
1

Si P,(«) converge uniformément vers (), on peut poser

max | P,— fl|=p(n) et sup p(p)=o(n).
x © pza

, . . , ' P, (x)
CAs PARTICULIERS. — a. Si P,(x) converge uniformément vers f(x), ”(

. , , I
unlformement vers zero avec ;'
Pour £ =1 on a en effet

D/ )
I"I < — +<P(Il)—|—C fcp(L)dx ou limg(x)=o.

Or

DR

- X . v
";'fl ?(x)dx:;—vf "?(x)dx—i—;‘/x‘ o(x)dx (1< X <)
X
<——<P<I>+<1——><9(X>, |

quantité qui est moindre que ¢ donné si I’on choisit X de facon que o(X)<; 5

puis & pour que X— ~o(r )< - On peut prouver cette propriété directement.

Si pour n>>N on a |Pn~ J<;, alors |P,— Py| <2z et d’aprés le théoréme
‘de Bernstein, |P),— Py | < 2nz d’ou o '

. I B
P <92¢ et ‘—P”J<za—|—0<—l—>-
n n n/)

end .
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b. St|P,— f]= O<%>, i P, (x)| = O(n) uniformément en x.
Il suffit de prendre ¢ — const. et k= 2.

I

Lorsque f(x) peut étre approchée a O<n> pres, I'inégalité (1) fournit pour
les dérivées premieres : | P, | = O(logn) lorsque |P, — f| = O<,1l) Ainsi soit

o . n

fl)= Si;f‘” et P,(x) —_-ZSi;fx.

1 n=1

On a

> I P cospx
‘In fl—0<n> et Pn— P
p=1

admet pour maximumE ;i rxglpg n.Sionapplique alors le théoréme de Bernstein
1 .

a P, enpartantde P/, on trouve | P, | = Q(nlogr)alors que (1) donne | P} | =O(r).

Nous utiliserons souvent cette propriété dans la suite. Nous préciserons donc

la constante qui intervient dans la majoration de P en utilisant les sommes de

Jackson-de la Vallée-Poussin.

On sait que la condition nécessaire et suffisante pour.que E,L=O<,—Il> est
que f€C, [8]. Soit '
A =sup

x,t

f(x—l—t)—l—f(x—t)—Qf(x)l.
¢

J., désignant la somme de Jackson-de la Vallée-Poussin d’ordre 27 —1, on a,
d’aprés (N. 17) et (N.20),

) 3n T [\ & [sintt
I, (z) = 47.:[ (.D<,-l>%( Iz )dl'

\

D’ou lorsque f€C,,

) 3An; 77 | d? [sinte .
|J‘Zn(x)‘<“;! A 14 dt2<T>'dl_kAn,
ol
3 7" | d* [sintt
= '2-—7‘[ i t W(ﬁt" >‘dt

Un calcul rapide prouve que £<8, d’ou |J;,|<8An. Cette constante n’est
certainement pas la meilleure pour la classe C,.

c. St|f—P,|= o.<,—ll> alors pour k = 2 et ¢(x) tendant vers zéro avec é on a,

d’apres (1),

|P’,’ll<A+Bn<p(n)—|—Cf ¢(x)dz =o(n) car f o(n)dz —o(n) dapreés («).
) 1 1

d. Sif(@)€Lipa (0 << 1) etsi|Pu— f|=0( ) [P, = O(n'-2)
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Dans I'inégalité (1) on prend k=1 et () = }— ou A est une constante. On
‘ peut encore préciser ici les constantes. Sien effet |f(x) —/f(@)|<M|z— a-’ |
on peut trouver une suite de polynomes P, tels que | f(x)— n(w)[< -

Sipouruneautresuite{Q,(x)}ona| f(x)— Q,,(a:)|< — M, de |P,— k * k

. on tire |P,L—Q,l]<(lc—[—lc’)Mn‘—°‘. On peut donc chercher une maJoratlon
d’une suite particuliére {P.(z)} et en utilisant les sommes de Jackson, on

trouve | P | <= Ca, =Mn'==, ou Ca > Tas quand o — 1. Ces constantes ne sont
certainement pas les meilleures. ,
e. St f(x)eLipretsi|P,— f|= O<}—IZ>, | P, (@) | est.uniformément borné.

L’inégalité (1) ne donne dans I'hypothése |f(x)—/(a)|<M|x—a'|,
que | P,,|=0(lognr). En utilisant encore les sommes J,, on a (N.10)

N %f_:w |:f<.1;+ 2—};+Iz>—f<x+ 27;>]5m”dz

h

Jgn(x -+ h)_ J‘zn(x”)
h

<M.

. . ~ ' . 1
.Donc |J,.(x)| < M et le raisonnement fait en d. prouve que si |P,— f| = 0<7l>
lorsque fe€Lip1, P, est uniformément borné.
Réciproquement si une suite de polynomes P,(x) converge uniformément

vers f(x) continue et si la suite des dérivées P,(2) est uniformément bornée
ennet w,féLlp 1, car

flx+h)— f(x) -l P.(x + h) — P,(x) et P.(x +h)—P
h

"(x)___ I '
nw : h I T —Pn(w—l— Oll),

ou o< 0 <1, est uniformément borné.

II. — Majoration au moyen du module de continuité.

TueorEME. — St quel que soit x,

|Pn(x)~f(x)|:0[w<;§>],

ot w(h) est le module de continuité de f(x),

{Pil(w)izo[nw<[;>]~

En effet [J,,— f|=0 [ ( >][4] Si|P,—f|l= [ < )], on a également

Ton— Pnl‘—‘o["’<%ﬁ>]
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‘ [ 3y, — P;|:O[nw<;1;>].

Il suffit donc de démontrer la proposition pour les dérivées des sommes J,,.
On a (N.16)

) e, B \ L
ta == [ (e 5 ) o (=5 | () R e
0 | A

, 3 +o ‘
@< (%)

n

et par suite

d’ou
sin®¢ ¢cost— sint

e dt.

Or w<%§)<w<}—i>-(2t—{—1) (Notations, 4). Désignant par « la constante,

sin*¢ ¢ cost — sini
l.’}

= dt, on obtient

absoluef m(zt—|— 1)

1 3a 1
IJ*ZH(‘T) ! < _7—T_ Il@(;).

III. — Propriétés de f(x), déduites de ’'ordre de grandeur des dérivées P}, (x).

Nous avons vu que I'inégalité (1) peut fournir un ordre de grandeur exact
de max|P)| et que cet ordre de grandeur peut étre donné soit par l'inté-

gralef o(x)dx, soit par no(n). L’exémple suivant montre que cet ordre de

grandeur peut étre plus faible que no(n).

Soit ’ ~
. ﬂfw sinaPx
J@) =¥ =5
B p=1 E

N
ol o est >1 et @ un entier impair > 3. H,,sz
1
nométrique d’ordre @* et 'approximation fournie est

\ sinaPa
JS— e :E —l—)a— .

sinaPzx l .
——— est un polynome trigo-

%

N-+1
. 1 ™ .
Or si w§=m<5+2/{n>(/c:o, I, ,..., @"—1), sina’zi=1 pour
=N-+1, N+2, ... parce que a est impair. De méme sine’z]=—1
P , - q
— coN__ L (37 /o I Nor1 N1
(p=N—+1,...),slz},= W(;—f—zk u></€ =0,...,a —1}. En ces 2a

points I’approximation est donc alternativement ii 1 ILs(x) est donc

N1
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polynome de meilleure approximation d’ordre 4%, a¥+1, ..., ™' —1 et

fournit une approximation O<W— >

D’ailleurs
N N . ) N
1 apP ’ . aP
oy (z)=) —cosarx et max [ x(2)| =) —-
(@1=2 oMo (0) =2, 1
N
S‘ o
Je dis que — o pour Nwo. En effet, on a par la transformation d’Abel
ch —1

ép— =0(1) +O< >+2 nPHO< H1>

-+1
-et dés que p est assez grand —7 croit avec p, donc

N
P ay NaN ,
Zﬁl :0(1)'—|— O<W> - O(NW)
’ v ,

L

1 pa Noz—1 . I 1 ‘ 1
=0(%)+0(x)+o(3)=0(x)

Ne—1

Soit alors IL,(x) le polynome de meilleure abproximation Lordre n de J(x),

- pa=max|IL («)|. Nous supposons que llm B — 0. Cette hypothése fournit

nk,
les résultats suivants :

TutoriMe. — f() étant une fonction continue non constante :

IJ'n,,

= o0, alors :
n,E,, >

A. S¢ pour une suite {n, |, lim
, P

n-rk,

B. Silim ];l = o0, quel que soitr > o, lim =o.

nw» o

n

C. S n”“ <+ wetsilim F =o <en parziculzbrsi;l—%— - 0>, f(x)n’appar-
ny ~n,, n

P>

tzent a aucune classe Llp o.

Démonstration. — Posons A, =

ny
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de IL,(x), w(h) celui de f. Sur une période, f(x)—II.(x) prend alternati- -
vement les valeurs E,, —E, aux 2n-+4 2 points E(z_l, 2, ..., 2n—1)
énumérés dans l'ordre des abscisses croissantes. Soit 0,= min|£fl—Efj‘ .
Comme (2n+2)8,< 27 on a 8, :—E Soit alors (&), £5') un couple de points
distants de ¢,. On a

LAED) — SE =18 — I(E,) + () — W (8") + WA (871) — fE) )

et
IIIn(QI_H) — Hn(aln) l éw(ﬂny an) éanp'né %Hn
\ N ~ ™
- Dés que n est assez grand, 2E,— ¢, p, > 2E,— — 1, est >o car
T
2En_ ;;Hn—— 2En<1 — ’2T>
Comme
f("'” ”( l’l ==+ E” et f(z;:—i) - /l( +1) = En
on a
. . Vi3
LFED) — fEEY > 2E,— dppn > 2B, — ‘,‘L‘Hn:
d’out '
nE, TE) . T T
2E, < = p,,—}—(u(@,l)< T +&)<n’ ou 2En<l——2—7\:><&)<;>
D’ailleurs A étant une constante positive
U)<é> < 2En+ w(Hm é)éQEn'+‘ é‘f»‘ni‘ 2En<1'+ i) D)
n ] n . n 24,
~d’on v
A I A AN
W o (5)—5>(3) (- )
1+ -2—)‘- ) .

Prenant A ==, nous obtenons

) nca(r)

1+ —— I— ——
+2)\

. , . . 1 . :
et, par suite, 0, desxgnant un nombre compris entre — 3 et 1, on a pour n assez.
grand, .

(2) ' 2En:w<g> [1—|— e—)\”—f]
Cette égalité prouve la partie (A 1°). Remarquons maintenant que si 021,

o(5)=e(0)
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T 7\ 0\ O
(I— m>2En< (x)<;) < &)<~;[) << 2En<1+ m)
et, par suite,

(3) ,éw<677;>é 2En> <1+ 67r>

Done

2,

ce qui démontre (A 2°).

Démontrons que si - bn .0,

nk,
. n7E - . A
lim =0 (r>o0) ou lim-—2=o.
nw Pn e 1t

Nous remarquons que si P,(2) converge unitormément vers f(x),

lim max | P}, () | > o.

neo ¥

En effet si pour une suite 7, on avait lim | P'ﬂp(x) |=o, de
pw

P,lp(x —+h) — P,lp(x)
b

flz+h)—fla)| ..
Tk ’—l,‘,‘i? 7

_on conclurait que f(x + k) — f(x) = o quels que soient = et 4. Done

BB

nE, n

R
pa>p>0 et o=

>
\ ' . I .
dés que E, <135 la série 2 7, est divergente. |
N . ;. 1 ;. I
D’autre part on ne peut pas extraire de la série Z +» une série Z s— conver-
T T

S
gente Sl_-ﬁ;l<d<-l—oo, lorsque A,—> 4. |
En effet, de (2).et (3) on tire dés que n, est assez grand,
AL ‘ -
- h—> ™\ /. Om 0+2
-————_p F— - — .
. BB AR Gy
ol — P » P
n,, . ,
(0<_7_T> m<”p+1 T ) co(a s > .
n,) np, Npiy . Mpaq a—+2

e < <1+ T
[ T
® 1)
<”p+1> <”p+1>

Or

(3)

m<_’f_> Py

’Zp+1 .

En écrivant les inégalités (5) pour p=o, 1, ..., p-+1, on obtient en muti-
pliant membre 4 membre '

‘”(nn> s m(a+2)
Rpi1

Anr. Ec. Norm., (3), LXVI. — Fasc. 1. s
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Comme Iimw<—7r—> = o0, on en déduit que le produit infini H(I -+

P Npia

77:(a‘+ 2)
=5

n
p=1 P

est divergent, donc que 2 )\i diverge.
"p

8

Soit alors une suite n, telle que 1< a’'< % < a<+ . On

n,> a'?n, et p<—

1+

1 3 | : Xn
2 i— étant divergente, quel que soit « > o, lim (P r > =o.
4 e
On a alors, r étant un nombre positif quelconque donné,

1+
A 1 ® n, n

n,
# < loga/ )i+ n” 1+
(log P p

P
Comme

n 1+

log =* 2 :
. n, ) . np

lim ~——4+— —o, Iim —=o,

poo n, s

: . A . . © p— ;
on en conclut lim -t =o. Ce qui prouve que si £ 5o, lim 2=

p» 14 . nEn o n
soit r > o.
, ‘ w(h) L Npi . v
Démontrons C.-Posons ¢(A) = === et supposons ”;—F < a<-rw. L'inéga-

lité (4) donne
CP<?T7':><i<1—|—1761+2>»
)

»
6 variant continament depuis 0, >1 jusqu’a 6, > a*. Dés que p est suffisam-
ment grand e%(l —|—Tte‘+2'>é/c<1. D’ou

0\

)\,,P
T
®<—7T—>4k7+1@< ‘ >'
"\ p—1) "\ g+t

\

= o quel que

Si I’on suppose alors que f€Lip a,

o(h)y<A el <p<_f—>41<f)+1A.

np_y)

Pour ¢goo on obtiendrait donc

/o= 4 T
o — J=o donc w| — |=o,
Ny ‘ np—y

ce qui entrainerait /= const.
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La fonction f(x) :2 S";::’x jouit des propriétés indiquées dans ce
théoréme. |

Iv. — Nouveile majoration de P, (z).

Takorime. — 87 |P,(2x)— f(x)l_ O[EL(/)] et st la fonctzon conjuguée f°
existe et est continue,

|Pln(1)|~0[nh (f) _{'éo[n ma}" nlan+p_f|]7

o, () étant la n®" somme de Fejér de .
II suffit de prouver ce résultat pour une suite particuliére {P,} telle que
P,— f|=O(E,) carsi |Q,— f|= O(E,), on a aussi

[ Pr— Q| =O(En) et |P,— Q. |=0(nE,).
On sait[6] que V,=20;,— g, donne de f une approximation comprise

entre E,, et 4E,.
En vertu de (N.13)

n—1
, . 2 QQ .
op=(n— IJ)O',I—— ; Z/{ak
: ) 1
ona(N.18)
en—1

2 . . ' .
V,=2¢,,—c,—— - Z kop+2(2n—1)g,,— (n—1)o,

n

et comme la somme des coefficients est nulle on a bien

max|°'n+p fl]

0,...,1

En échangeant les roles de f et /et désignant par P,(/"; @) un polynome
qui donne de /" une approximation O[E,(/ )], on a “

©) PS5 @) = 0B - O n max [ow— /1]

CoNSEQUENCE. — Pour que |o, — f|= O<%> il faut et il suffit que [ €Lip 1.
En effet si | o, — /| = O(%)’ E,— o(i) et I'on a aussi E,(f) = 0(%) [8].

Soit alors {P,(f"; @)} une suite de polynomes convergeant uniformément
vers /7, de sorte que )

PS5 ) —f'|:0<,—‘l>-_

D’aprés (I, e), [P, (f"; )| est uniformément borné en n et x et /" €Lip1.
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La réciproque est connue [1]. Nous la démontrons 4 nouveau au Chapitre III,
théoréme 14. Nous donnons plus loin une autre condition nécessaire et suffi-

sante pour que |o,— f| = 0<%>

CBAPITRE 1II.

CLASSES DE SATURATION ATTACHEES A CERTAINS PROCEDES D'APPROXIMATION.
Soit

- (@)~ %9 —l—Z(akcoskx—!— brsinkz),
1

une fonction continue et y un procédé de sommation de sa série de Fourier,
définie par une suite de constantes v;(k=1, ..., n; n=1, 2, ...), cest-
a-dire que nous considérons la suite de polynomes trigonométriques “
n
Pl(x)= %0 -{—Z'ﬁc‘(akcoskx—{— brsinkz). -

1

S’il existe alors une fonction ¢, () croissante telle que, quel que soit n, on
ait maxq,(n)|Pi— f| > a, ol a désigne une constante positive qui dépend

de f, et qtie, de plus, il existe des fonctions f pour lesquelles on ait

max gy (n) [ Pl— f]<b

(ou b est une autre constante dépendant aussi de f), nous dirons que le pro-
cédé d’approximation y se sature. Nous appellerons classe de saturation
attachée au procédé y ’ensemble des fonctions continues non constantes telles
que . ) '

Pi—s1=0( =15 )

Le but de ce Chapitre est d’'indiquer les classes de saturation attachées a
certains procédés. En raison. de I'importance que présente pour la suite la
connaissance de la classe de saturation attachée au procédé de Fejér, nous
ferons de ce procédé une étude spéciale.

I. — Procédé d’approximation de Fejér.

.

Soit a,(x) la n*m somme de Fejér de /() continue de période 27. g,(x) est
un polynome d’ordre » — 1. Je dis que ce procédé est saturé avec 'approxima-
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. . I i . .
tion de saturation d’ordre —- En effet, si 'on suppose que pour une suite

d’entiers n,, |o, f]—o< > de

1 [T k
= [ (an,— f)coskx dz — = s ou n,>k,

Jox . P,

+ T
1 o I y . o
é%'\/_\ﬂ la',lp—f|dx_0<n—p>3v dOll k(lk_o.

Donc ar=o0 quel que soit k=1, 2, ... et de méme b,=o. Donc si 'on sup-
pose que f n’est pas constante, on a quelle que soit / -

on tirerait

p

Ilm;maxn[an—f|z>o

nwx

Pour chercher la condition a laquelle doit satisfaire / pour que

7= f1=0(3 s

il suffit de connaitre l'approximation donnée par g, d’une fonction f
dont la meilleure approximation trigonométrique est E,— O<%> On sait [8]

' qile la condition nécessaire et suffisante polur que En:‘~0<1> est que

flz+t)— inx) +f(z—0) \ soit uniformément borne en x et ¢, autrement dlt

que f appartienne a la classe C,. Cest donc dans la classe C, que nous cher-
cherons la classe de saturation attachée au procédé de Fejér.

1. TukorkmEe 1. — St quels que soient z et t, ACh) +f(‘f_ —2f(2). A,
U’approximation de f(x) par ses sommes de Fejér o,(x) au point x, satisfait a
l'inégalité suivante

|onte) =S )——f f(x+2‘>+f<~t—2t>—zf<x>dt

2NT A

(7)

<lé,
n

oil & est une constante qui ne dépend pas de net ) une constante dependant de a.
<Ona)\<—sloz__72r->
D’aprés (N.5), ,
4+
on— f= — Py [ CP—EZQ sinnt dt.
On suppose |$%Q’ézA. Ona

T

j CPIE[) sin%nt dt
0

T
2n

(8) 42Af sin” ntdtﬁ Af sin? tdt<3A
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Puis
“+o . G+
CP—(g—-)-sin2ntdt:lf (_t)dt If (P(t)cg,”"tdt.'
x ¢ 2/ A 2./ ot
in in an
Posons
+oo
un:f cosznt de’
. i
Changeant zen ¢+ —. 1l VIent
T
+= @ <t+ *) n +a
—f coszntdt_—_—f —
0 < . _\, 0
Or

Donc, 4 une quantité moindre que 2 A log2 en valeur absolue prés, on a

™
2n

u

n—

if“ <P(t>_(9,<t+
2dx

en
S cosantdt <2Af
. 0

T

T
{4+ —
2

T
sn

=2A loga.

- -~ | cosantdt.
2 T \?
3 <t+ _>
in an
Or
e Uk et —g(tih) o(0) _ 1 90
£ (z+h)?* (t+h)? +oh t (t+h)‘2+h t t(t+h)
et par suite ,
b3
I +w?(t)—(\0<l+ 2—n> )
u,l—_——f cosz2ntdt
2 . < T >2
3 L+ —
2n an
-+ 9 % ,
n _n_f (¢) cosant _dt e 9(¢) cosant dr.
an t < T >2 8 n2
i3 £+ — =
2n 2n 2n

o f;”@(tt)

Considérons les deux derniéres intégrales. On a

cosant ' T

an P L] <A on f
il <If+ -—> T
2n 2n 2n

[T e(t) cosant

8n?

A

5|

t T \2
e+ —
an

dt

t 7 \?
W t+ —
2n
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cos2ntdt est borné.

_ s —o(er )
Démontrons maintenant que f -
. : 2 T = .
n <t+ _)
I an
On a

cP('t)—<p<t-+— ;}—l):f(x—l—2t)+f(x——2t)'—f<x+zt-t- 2%>._f<m_2,;_ i)

2n

et f(x) peut étre approchée par un polynome P, & moins de k,%; k est une

constante absolue dont il nous suffit de savoir qu’elle est moindre que g

lorsque P, est convenablement choisi. Par exemple avec les sommes de
Jackson-de la Vallée-Poussin I’erreur est

o e .y
’ f <P——y)sin‘m:a't < %f Wl < A
0 0

2T nd Al mn

‘P(t)—?(t—;— %) différe donc de
| Pn(x+2t)+P"(‘Z.—2[)~'Pn<x+2t+%)j——-Pn<x—"2[——;—Z)

12A : . SR
de —~ au plus. L’erreur commise dans la derniére intégrale o I'on remplace f
par P,, est donc moindre que

6A /‘+°° dt 6A

it —_—

m™n . ™\~ =
v <t+ -—> A

n Can

D’ailleurs, si I'on pose Q,(¢)=P,(+ 2t)+4-P,(z — 2t) on a en vertu de

1 T2 Om

Qn(ti—Qn<t+i>:—; i Z<t+ ——)— Z Qw0 (0<0<),

2n an

P.(x + 2¢) + Pp(z — 2¢) —P,,(x—l— 2t + g)—Pn<x—2t— i—i)

= E[P;(a:—;— at) — P (z—2¢)] — ﬂ-zq [Pz<x+ 26 + QE)—}—P"(.%— 2t — O—Tr>]
n an?| n n

Comme |P,L—f[=0<,—ll>, |P/|=0(n) et I'on a'vu’qu’on peut supposer
(Chap. 1, § 1, )| P,|< 4An. Donc -
oo —g(e+ )

If

2 T \*

kg (t—l—————)
an

cosant dit

°n

différe de

2 ’ ’
T P 2¢) — P — ot ,
_—— n(Z +20) n(@ )cosgnt dr.

2n T \2 .
K2 (t—l——)
k?"‘ an ’
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d’une quantité qui, en valeur absolue, est au plus égale a
Considérons alors ‘

i ,[;An TA.

T [P (x—i-zt)—P,l(w—M)d(smznt)

T an x t+7r 2 an
n ' an

En intégrant par parties et en tenant compte de ce que 55 estun zéro de sin 2nt
on obtient '

s ‘/‘+°° Pj’l(a:-i—zt)—r—P"(x—gt) T (TP, (x+2t)—P,(x—20)

— - sin2ntdt— —
2n? T \2 4n? T \8
T 4+ — T L4+ —
an 2n 2n

sin2ntdt.

a

2n

On a alors

—+o " ” “+®
T Bler ) v Pil@ 0l G var < Togan [ — % 4A
an? T = 2 n? T 2

{4+ — i t+ —
2n an an

v 2 ’ . —+
/if P"(.x+2t)—P"'(,x 2If)sinQntaZt < T 8Anf ——ih—<2A.
2 T 3 4’22 ™ 2
(r+35) 5 ()

sla

4n?

a

sl

o
S

En définitive lorsque E,( /) = 0(;2) et lf(x+h) +f(;?— h)—2/(z) léA,

-+®
ot
f T (0 )dl
2T A
T

an

_.f__

a[>

mn mn 2NT

<E+A—lﬂ+—A—[1+é+%+n+4+vz]<%

Pour une fonction f de la classe C, on écrira donc

e t=m [ o)

Mais d’autre part

T i‘c_
Q,I(‘D(t) 2n . i
j; 7 dt| <<2A [( —|=2A logza'-
Donc
- -0
N 9 () 1

n

ou a est une constante quelconque.

“Enfin si f t)dt =0(1), |f m(t)

n

dt|=0(1) quel que soit ¢ >o.
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Eneffet si n désigne Pentier positif tel que —
. n -

/@dt

“En remplacant 2z par z, on en déduit le résultat suivant qui définit la classe
de saturation attachée au procédé de Fejér : '

I
<eZL->ona
1 - n
1

f %'dl <2A/ —~2Alog<1+i>-
1 " n

n+1 n—+1

 Taeontme 2. — Pour que"la,,—f]=0<’—ll>, il faut et il suffit que
T fle+t)—2f(2) + flo—

to

Y dt soit uniformément borné en x et .
€

2. Pour prouver le théoreme précédent il n’est pas nécessaire de savoir que
la condition E,( /) = O<’—IZ> estéquivalente a ‘f(x +8) + fla — 1) — 2 f(x)

mi-
; \

formément bornée en et z. Il suffit de savoir (Chapitre I, § 1) que si
F=Pal=0(5 ) IPH=0(.

Jle+ 8+ flz—0)—of(x)
PR

prouver que les quantités suivantes sont bornées :

T ks ) T
Tel0 AN
) sin2ne dt, f —————F%-cosantdt,
0 . 0 t+ i
v 2n
+- s —+w .
T (¢) cosant 2 (L) cosant
o P dy, - dt.
2n ¢ T \? 8n2 t T \?
K t+ — K tlt+ —
2n 2n an

Si dans chacune d’elles on remplace f par P, tel que |P, — f| = < > I'erreur

En effet I'hypothese ' téA‘a été utilisée pour

27

=

commise est O(1) car

[

|2
[a

2

[EHa=om, [ =0
o 2 A <t+£>_-

2n

~ e S dt i dt
. f ———? ::O(n"), f '——*F :O(n"’).
u t< ) L t2<t+ —>
n an

]
IC)

an

Désignant alors par ¢,(?) ce que devient'cp(t) et remarquant que | ¢,(¢) | =2*0(n),
on obtient pour les 1™, 2° et 4° quantités O (1). Il reste a prouver que

T [ ga(t)  cosant
— dt
2n St g T \?
N L
an

Ann. Ec. Norm., (3), LXVI. — Fasc. 1. , 6
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{
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4 B

. 1
SiI'on remplace <————2 par _ Ierreur commise est, au signe prés,
: L+ — _

2n
m2 f“’ ¢n(f)cosont ;. w f+w 9n () cosant S
2712 T 2 8 3 4 2
i t2<t+ ——> ] t3<t—|— —ﬂ—>
. °n 2N °n an

et en valeur absolue chacune de ces intégrales est bornée. Considérons

+ + =
alors%f CP"( )coszntdt Comme pourf ‘ (‘DEZ)'
ks

a

an n
™
en it o’
en(8)  9n(t+h) _ 9n(l) — en(2+ h) (Pn(t) . en(8) P ()
I kY (U hy 3ht(t+h)3 3 ey T e Ry
On a encore
- g us '
. ﬁcpn<t+ 5;)
—f —————Fcos2ntdt = 0(1)
)
t+—) .
an
parce que ‘ ,
T
cpn<t+ 2—’—2>|_<t+ 2—) O(n);
les quantités ,
3n?f+°° 9n(L) cosont 33 f+°° 9n(t)cosont , - = f+°° Pn(2) cosont dt
n il

10
=

o n? 7w \3 ’ 4nd
91 l<l+ ;72> M
2n

sont hornées. Enfin de

m\* . 8nt ™\
J t2<t—|——> " t3<t—|———>
n 2n 27 B an

P,,(x—i—gt)—t—P,l(x——2t)—P,,<x+2t+E>—Pn<x—2t—%)l
':l%[P;(x+2t)—P;l(x 2t)]+—[P"<x—|—2t—|—e >—|—P <x_z;_9§>“
:t0(1)+0<%>,

il résulte que

Efw 9n (1) — ‘Pn<t+: %)

cosant dt
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Donc I'hypothése E, = 0<;Il-> entraine que .

—f= 2nnf+w‘.°_ﬁzﬂc'h+0<_’1;>.

°n

f‘ “’“)dz

est borné uniformément en x et ¢ et que si « = const.

f" @(t)dt —00);

‘On démontre encore que si

=0(),

I”%dt

on remplace f par P,, 'erreur commise est O(r) et I'on écrit que
| on(2)|=20(n).
3. St
(10) : En(f):()(%)’. a,,~f:—l—f+ CP(t)dt+0<n>

2Tn

n

43

11 suffit en effet de reprendre le calcul fait au paragraphe 2 et de remarquer
que d’aprés (Chap. I, § 1, ¢) : si En::o<;I> et si [P,l—f[:o<71l>, alors

| P, |=o0(n). Tous les O sont remplacés par o.

4. St f(x) posséde une dérivée f'(x) continue, dont le module de continuité

est w,(h), quel que soit p(o < p < 1),

o1 o ) o[ ) )

En effet on a, d’apreés (10),
. T flx+a2t)+f(x—2t)—2f(x)
—f mf dt i—0< )

t)

T w ’
I {ingmp I + . I
= o — +o(=)-.
2T N 1 2T . n

n (log n)P

I +°’_ (logn)?
e |

(log n)P

Or
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-D’ou
1

—-f— I f(logn)P(P(t)dl | [(long)P]

aTn
Z

En intégrant par parties il vient

On— f— 1 [ flx+28)+ f(x—2t) — 2 f(x) (l_ogln_)”
" T anm| — ]1

n

1 Tor f’(x+2t)—f’(x zt) (logn)?
—\—ﬁ—nf dt [_n_]

14

n

Le premier terme vaut

(e 2) s (o= 2) = 2sa)| \ o

s e | o+ ) o g ) =20
)
e i) (- )]

(o<, O/<1).

D’ailleurs )
1

1 mdt
o|wam )| T

1
kS (1"$"JFf/(x+2t)._f’(.1:—Zt) de | —
Tn ’ . 4 N

n n

I

O_<;
:‘O(}I'z' [(logln)p] [logn fPIOg logr ]
, wl[(log][n)f’J o)
et o () o[ 2 o) ()

5. La condition nécessaire et suffisante pour que E,= O<;Il—) est que

fl@+t)+fle—1t)—f(a)

¢ v

Nous démontrons ce résultat da 3 M. Zygmund [8] & partir de ’approxima-
tion de f(x) par ses sommes de Fejér.

\f(x+t)+f($—t)— 2f (%)

[l

D’ou

sott uniformément borné en x et t.

Nous allons prouver que si

t

On— f= ﬁfﬂ cpizt)dz%O(%)

n

o

sans utiliser les propriétés de P, qui résultaient de ce que E,= O<-I->- .
n
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En effet on a comme précédemment [voir (8)]

N .
_I_f -?—(Qsin‘ﬁnt dt:O<-I—> (& = const.).
nw J, . 12 n;/-

D’ou

o T e(2) | 1 " (1) cosant 1
G'f_f_%_fa e dt_2n7r£ A d‘+0<z>’
ou
CP(‘):CPx(t)_—‘f(?‘*TN)“‘—f(w”—25)—2f(~7”’)~

¢ [T (e t o .
(0 ot borne,f ele)cosant st borné aussi.

Démontrons que si —— ) 5

+»
i - o (t)cosant o » .
Prenant « >~ et posant u,,_—fa T————dt, il vient en changeant ¢ |

'7? .
ent—l—;?" N

o s
. Y
2n
un:—f —f —————5 cosant dt
a_n Ja <t+ f—)
n 2 n 2n
et comme
7ol i+ — : n
an dt a
f ——————fcosantdt| < 2A — —=2Alog .
&€ T t_‘_l o T t a_7_r
7 wn 2n 7 en 2

a0
Up = —I-f QE‘:) — ;ng cosantdt.
x (e+ =)
n an
Le calcul fait précédemment (§ 1) prouve que v .
™
oo o1+ )

Un== O (1) + éf (t = ),_,

an

cosantdt.

: , . ™ \? . \
Remplagons au dénominateur <t+ 57) par t*. Au signe pres l'erreur com-

mise est
‘ ﬁt—i— TEQ
n 4 n?

“+x
é‘f [(p(t)—cp<t+ %)J———————E—-‘z—poszntdt.
o - . t2<l+———>

2n
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Tenant compte de ce que !cp(t) — cp(t—}— >‘ < 2A<2t+ >, cette intégrale
est en valeur absolue moindre que

2l + T nt+ L
e an n - Z';f'
T \2
3 [2(t+—>
n . 2n

A

dt=0().

D’ou

2

m .
. +wcp(t)——<p<t+ ;-’—2>
up,=0(1) + Zf cosant di.
& -

n

. T
Changeons ¢ en t — —- En remarquant encore que
2n
a T ™
z+w<t— Z)—e
f 2 .
« — =Y
, n an
et en prenant la demi-somme des deux derniéres expressions de u,, on obtient *

L;,;:o<1)+-}‘f;w @f‘)_qtgtf%>~ ‘?<tzt%>l—;<t>
“ 2n _

"y \ T ‘o
La quantité entre crochets ou /= — s’écrit

cosantdt|= 0 (1)

cos ant dt.

29(8) —@(t+h)—o(t—h) o(t) —@(t+h) L9 —e(t+h)
{—h)y I Ty S T tzu—h) '

La méme inégalité |o(t) — o(¢+ A)| < 2A(2t—+ h) indique que les deux der-
niers termes fournissent des intégrales bornées. Enfin

Pl 1)+ 9u(t— ) = 290(0) = Greac(h) + Gusa(h).
Donc
|02(t+h)+ 9x(t—h) —29.(2)| = O(h)
et comme Iz_—_— O<—I>, le premier terme donne encore une intégrale bornée.
flz+t)+ fle—1)— 2_/( x) ’

En résumé, si est uniformément borné en x et ¢,

+o ’
?L(?t)dt+0<l>.
A n

On a alors

o
n

[ LAO A 0<-‘->
AINT A n

L3
2n

2(Gan— f) — (a'n—f)ﬁ
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et comme I%t)‘ < 2A,
. @ [

f cP—E?-dt <2Af thzzAlogz,’\‘
o6

n

R

|
|

®w
&
0

donc

| (=) — (@) =0( %)
et par suite E,( /) = 0<'_11> (*).

Démontrons la réciproque.

Supposons que En=0<,—z>- On a
| 2en— )= =1 =0(3) 16L

Et en vertu de (7) ot a = ;—r, on a
= “+» —+» N
=2 el8) Y B IC)) L
2<"2"—f)—(°"—f>—4,m£ Td’”mfﬂ L di+ o7
i Tu

done

0 =0(a, n) étant compris entre 1 et 2, on a, d’aprés la formule de la moyenne,

On
<P<[T> !
=0(@) c’'est-a-dire ——2 1 =0().

<_n_ = >¢<2_7;>

n
an’ 4n/) 0w O
16n? hn
Soit £.— ™. On a | |
" hn
s T tn+1
e <l << — et a<< <b (@ et b, const. absolues > o).
" 4n an tn .

cP(t}J

est uniformément borné“en n et x, est uniformé-

Je dis qué sil

i

(‘) 11 faut remarquer que si pour suite d’entiers n, tels que ﬁsﬂ < a <+ o, on a
P

k
| Puy—f1 < o
P
Si I'on considére p,, comme un polynome d’ordre n,~+ m(m=t1, 2, ..., np1—1,—1), on &
knyy 1 ka ‘
;Pnp"fl<_p"““— R4
n, Npia Nyt

’

c’est-d-dire que quel que soit n, E, < -
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ment borné en x et t. Nous prendrons une suite d’entiers égaux & 2” et posant
) T
P2

pour peo. Soit £ >0 et p 'entier tel que 7&,,;/, < t<A,. On a alors
Sz + t)+f(w—t)—2f(z)l< flz+ )+ fle—t) —af(x)]|

T . , . ,
Ap=1tp, 00 2 <1< i ), est une suite décroissante tendant vers zéro

I )\p+1
Or si '
1Pr—fv:0<§)’ .

t — 1) — iffe T ,
ﬂxﬁ_)ffx; ) szﬂdmmede[E(x4_gq—hdw——0——2hﬂxﬂzi

I
d ?@—0(1)80' lus. Et
e )\p—H f— p o 1Ll

| Pp(@ + 1)+ Pyp(@ — 1) — 2Py (@) | = 20 (27) = 0 (313) O (7).

Donc |

|Poy(@ +8) + Poyp(z— 1) —2Py(2)| __0())0(2r) 0 (1).

)}p—;-f )\p+1

Ce qui prouve le théoréme.

6. Meilleure constante pour le procédé de Fejér dans la classe Lip 1. — Le pro-
bléeme des meilleures constantes posé par M. Favard [2] et résolu par lui pour
diverses classes de fonctions, trouve ici pour le procédé régulier de Fejér et la
classe Lip 1, une solution simple.

Soit en effet ‘ : v i
ﬂm-ﬂww_ H
x—a

M — sup
On a alors
0 .
- :Lf f(;v—l—t)—gfsx)—I—f(rL t)dt+0<i>
nTw o . 1A n
I ~a’ I +» I ) -
= — +—f —!—O<—> (@ étant une constante).
nm J, nmJ, n
D’ou ' :
[o-n—fté%%[loga—log%]+0<%>é%MlO§n—|—O<%>.

Or si I'on considére la fonction f,(x), nulle pour 2 = o, paire et telle que
pour o~z ~Za<x, fi(x)=Mz,ona

loo
a,l(o)—j}(o):%M o;n +O<%>,

Pourle proééde’ de Fejér et la classe Lip 1, la meilleure constante est donc % (3]
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et toute fonction continue périodique qui au voisinage d’un point x ¢st représentée
par deux segments de pente + M et — M est extrémale.

. 1. Condition pour que f" €Lip1. — On a vu qu’une condition nécessaire et
L I . . ‘
suffisante pour que |onf—f[—0<,—2> est que f €Lip 1 (Chap. I, § 4). Donc
d’apreés le théoréme 2 on énoncera le suivant :

ThiorEME 3. — Pour que la fonction conjuguée [ de [ satisfasse a une condi-

‘tion de Lipschitz d’ordre 1, il faut etil suffit que f Lo f (;f —0=2/@ 4

soit uniformément borné en ¢ et x.

II. — Généralisations.

Nous étendrons dans ce qui suit la méthode qui nousaservi pour les sommes
de Fejér a d’autres sommes trigonométriques s’exprimant sous forme d’inté-

(p entier >0).

grale, le noyau étant celui de Jackson-de la Vallée-Poussin ——— sin 227

1. Les différences A;, [4]. — On pose

[@]=f(@), [@o]=Sg =
| R e TP}
On a alors
(gl = oy ey
T (wﬁ%- w—a T (@ wo{(ﬁ;n— Zu).

[y, ..., x,] s’appelle la n® différence divisée de f(x) relativement aux
points x,, ..., z,. Lorsque f possé¢de sur 'intervalle (a b) contenant @, ..., z,

f(n! (E)

une dérivée n*e f1?(x), on sait que [z, z,, ..., x ]__ ou £ est compris

entre le plus petit et le plus grand des n+ 1 nombres x,, z,, . .., z,.
Si 'on suppose de plus que zy=x+ a,t, ..., x,= 2+ a,t, ou x est fixe
et a,, ..., a,des constantes (a;5% a;sii:£j), ona

811(/.7 Loy ooy xn)’
- tn

[@gy X4y o ooy @] =

8.(f> oy --., ;) [que nous écrirons 8,(¢) quand il n’y aura pas d’ambi-
guité] est une différence d’ordre n. Lorsque f existe, on a ¢,(z) = i"'m-

Pour toute expression telle que 2,,6,(¢) ou %, est une constante dépendant de n
seulement on peut écrire
[ hnda(0)] = 01O max | [

Ann. Ec. Norm., (3), LXVI. — Fasc. 1. 7
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On peut généraliser les résultats de M. Zygmund en démontrant le théoréme
- suivant : '

TuEoREME 4. — 3,,(1:) étant une différence de f(x) continue, de période 2,
relative aux points x +a,t (k=o, 1, ..., p) ot les a, sont des constantes,

stE.(f) = 0( . )9 1901 4 uniformément borné en n et x.

ne=t )" e

En effet si | /—P,| = 0<\—I—>9 |P7| = 0(n) d’apres (1). Ecrivons

ar—1 n

-
4

J(@) =¥ (Pu— Pu)

k=1

et désignons par 3,(P, 2) ce que devient 3,(¢) = 3,(/, ¢) quand on remplace /
par P. 2,(/, ¢) étant une forme linéaire i coefficients constants de f(x + a,t),
on a

8 (fs 1) =X,8,(ILt, £), ot M= (Pyr— Pus);

k=1

+N -+ %
-3+ 3

k=1 N1

I 1 I

{f—Pyx|=0 < QAT,_/;> done [IIx|=0O < 2&'/»—1:) et | 8” (ot 2) = O<2“/)‘k> ’

D’Oh .
» . I N+1 1 N—+2 1
Soamn=of (1) () ] of s

N-+1

D’autre part
| 0p(Iut, £) | = O (] ¢]?) max IH;’,:) ] =[¢]PO(2%) car | P

- 0(2,“).
D’ou

19,0/, l)lZIt["iO(zk) +o<ﬁ>:|z|p0(ﬁ)+0[<§§)’f”}

Soit N I’entier tel que % <|t|<£ 21%_1 On a alors
19,0, O1=0( =) + O ep=)=0(2p~). & o x .

‘Nous allons prendre pour a,, ..., a, des valeurs particuliéres.
Considérons les points x — ¢, @,  +- ¢ et posons

A:()=f(z—t) =2f(2)=flz+1) ()

< (') Quand il sera nécessaire de préciser nous éerirons As(f; ¢), ..., Dap(f; ¢) au lieu de Azp(2).
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On a " .
A () — 22Az<g>:f(x—t>—4f<x— ’—>+6f(x)—4f<x+ i—> -+ fx+ 1),

2
c’est-a-dire une différence d’ordre 4 de f(«) aux points & —¢, * — R
l

@+ - -t On a en posant

2
A, (¢
To—x — I, ry =z, o=+, (@20 ] = 05)
et en posant
¢ t
Xy—x — I, Xy== X — — Xy =X, Xy =X + ;, xr,—=x 4+,
) t
A_)(l)—- 2“A2<;>
[@yxy 2o 2y20, | = 3 .
o
2
Posons
9 t 9 t
A/»(t):A‘Z(t)——g—A'.’ ;‘ b e A'Z/H-‘_)(t):A:z},(l)—Z'IJAQ], ; .
On a le résultat suivant :
A,, est une différence de f(x), d’ordre 2.p, aux points
¢ ¢ ¢ t
‘Z'—t, (Z‘—;, x—;é, ceey x—F’ @, x—l—F, ey x —+ L.

Le résultat est en effet exact pour p==1, 2. Supposons qu’il soit yrai pour p.
(Cest-a-dire que si

[4 14 [4
x =ax— 1, x‘f”:x—;, ey ’Ejf.”:x'——gk, ceey xﬁfi—_—.x—;ﬁ,
2p 2p 2 2 2p __A?P(l)
z,l =z, ceey xh=ax +1t, (i’ 2yl . 2d)) ] = TR
.y

ol A, est une constante dépendant de p seulement, on a

A‘.’p(l) - 22/)A2/;< L

2

SN———

242 2p+2 2P+27 —
[10 y X PICREE) 12/1+2] - .7\]”-1 1202
en posant
2p+2 2P+ . . t 2P 4
x, —=—ax — 1, X -—-7—;9 T Z, —x~57)9
=, cee ri=x 4+t
En effet en raison de la symétrie deux a deux des points ;" par rapport au

point 22’ =, il suffit de chercher pour k=_p —1 le terme en /f(2}"**) dans

Ay (8) — 2% A?/’<§>

I'expression de [z, z,, ..., x,]. Formons Y

qu’on obtient en
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retranchant de la valeur de [2}”, .. ., x;p] pour z, sa valeur pour -+ Remarquons
que ‘ ’

X3 = Pt si kZLp—1, zl = x i et 23’ = x2il% si AXp-—+r1.

On obtlent donc pour terme en f(x;"")

. —f((IJ? +_
@7 =y ). (@ — o) @ — x,%ﬁ Y@= w ) @ — 23)
| S @)
-+ = 2p+2 2p+2 242 2p+2 2p+2 >p+7 P2 a2p+2 2p+2 2 p+2 ’
(xk — )('1/‘]\ —Zp ) (‘r Zpiy ) (.’l}k Zp'ia (‘TA — Zaypit

)p+0

c’est-i-dire le terme en f(}”*) de [2)*, ..., 232+ multiplié par

‘ 1 1 t“(z"l’— 1)
(@ — 2 ) (@ — 23 (@ — ) (a7 — i) 22
. . [4 .
Quand au terme en f(2,”"*) qui provient de A2p<5>, on a r
Sy ) |

(@7 = 2. (@ — 2

c’est-d-dire le terme de [23"*%, ..., &bl en f(2)”") multiplié par

t2(2%—1)

(xop+° xalu—‘.’) (.Z‘/?,/""? . x:;’/;-:;) — o

"Il en est de méme pour le terme en f(x;]*).
En définitive

AN
Azp(l)_Q“’pAw(g) (227 —1)

9P 22 ap+2
: i Loz ]
Ayt el !
P

2p+2 |°

D’ou

N 1 \,
(1) Ay () = hppa P42 [ 2302 227 233 ] et My —= l,,<1 — sz) (h==2).

On remarquera que 2, = 21_[< ,m) et que, par suite, 2, a une limite
am=1
finie pour poo. Lorsque /7, f”, ..., f1*" existent, on a
| T £72) .
. )
. _ _—\p S . o [
(r2) A-z,,(t)_zl_[ <1 2Zm> R UL 23 p). ’ ou r—I<i<z—+t.
m=1

On a également
d ! /A /A 7 \ 2p— t
ertAzzAz:f(x“F[)—f(x—t), ey A'Z/)(t): 2p—2 ([)_217 .}Ao/]_ <2>

et "onverraitencore que les quantités A, (9)sontdes différences d’ordre (2p—r)
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. ¢ ¢ X
de f/'(x)aux pointsx — ¢, x — 3 @ — o= &+ = o @+ 6. De. méme,
si
¢

FA’;:f"(x— z)—f”( - —> —f"<x+;—> S,

2

” ” . 22—, ” 14
Az/;(t) - A‘Z//—Z (t) - 2‘_/) ,’Az/)—2<;> I

A; (¢) est une différence d’ordre 2p — 2 de /(). On aura donc

(3) ‘ | &%, ()| =] ¢[7= O max| £ ]
et 4
(x4) Ay (O =|er=2O[max | f]).

2. Nous avons vu (Chap. I, 1) que si /() peut étre approchée par une suite
de polynomes P,(x) de facon que |/—P,] —_—O_(;:—/g> (k entier >>0), alors

P*"'—=0(n). Pour £ =1 cette propriété nous a permis de déterminer la classe
de saturation attachée au procédé de Fejer. Nous allons pour le résultat suivant
supposer que f(x) jouit plus généralement de la propriété suivante : il existe

une suite {P.,} et un entier p>q telle que si p, désigne max|/—P,|,

P27 ()| = 0(nrg,). On remarquera qu’on a alors | P (x)| = O(n?/’+”lpn).

Dans les applications nous pourrons pour certaines classes de fonctions rem-
placer g, par E, et écrire | f — P,| = O(E,).

TueoriMe 5. —  Soit on une suite de nombres positifs tendant vers zéro
pour 'no ('), S'il existe une suite de polynomes {P,| et un entier positif p tel
que |P,— f]|=0(p,) et | P (x)| = O(n*’¢,), alors v

(3

—+o . - —+©
A (0) Chr [ Ayp(0) .
f = sin? nt dt — —2—_),’- | 7 dt —|— O (n1=pn)s

o étant une constante et q, r des entiers (¢ >1, 2r>>q, 2p—+2r—gq >o0). St
dans I'hypothése on peut remplacer O par o, on peut aussi dans la conclusion
remplacer O par o.

La démonstration est en tous points semblable 4 celle donnée dans le cas
de p=1, g=2, r=1. Nous la reprendrons rapidement.
sin* nt s’exprime linéairement en fonction de cos2knt(k=o, 1, ...,7) et

(1) Les g, ne sont pas nécessairement décroissants.
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»

Co- . " A") t b I
le terme constant est i S dansf ;’N(—)sm-'ntdt on remplace f par P,,
0 ) .

l’erreur commise est

0 () j =0t [ E e = 0 ()
0

Soit A"

2 p

(¢) ce que devient A, ,(¢) quand on remplace f par P,. On a
143, () | = O(er) max | PR} =27 O (n*py),

done

CZ

H A”’ ( ) '
f "’ sin? nt dt = O(n’/’pn)f =17 sin? nt di
0

= O (n2+2rp,) f ervr—1 de =0 (n1=1p,).
0

On a alors

“+® 7 —+ o —+%»
A;,t,/( ) Gin®r e dt — O (n-1pa) + C», f Ay () 4 +> A f A (0) coszlmt‘
o

—
W
les A, étant des constantes absolues.
Dans les derniéres intégrales nous remplaqons encore / par P,; Perreur

cosgbzt
Agp (1) —5—

commise est O(n?~'g,) et en procédant surf dt comme précé-

%

n

40 T ’ .

demment (§1, 1 )<on change ¢ en 2+ ——et I'on prend la demi-somme des
\

valeurs obtenues), on a

“+o +» 4 A]}/’< _zi_>
f AL, (0 )——COS”’”dt_0<nv~1p,,>+-f AU 2k N cosatne a.

2
M 14

, ; 7 Y
n . n + 2kn
Cette derniére quantité, ot I'on a réduit au méme dénominateur et déve-

, z \7 ,, .
loppé <t+ m> s s’écrit

n I‘L T
+» Azp(t> A>//< an>

[

2kn
augmenté d’un nombre fini de termes de la forme

I e A':,,()

o — cosaknt dt
e (it ——
7. akn
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qui sont moindres que O(n?"'p,) parce que |A} (¢)| =11 0(n*’p,)d aprés (12).

Enfin en mtegrant par partles
AL — A{_:,,(t -+ %)

I =

2p

cosaknt dt

akn

n

T
et en prenant a= <2—,— est un zéro de sin2knt pour k=r1,2, ..., r>,on trouve

deux termes qui, 4 une constante multiplicative prés, sont

I += A{_’L/;(t) - >/1 <t -+ /‘_, > '

;f P SleJzt_ O(n’l 'E,)
k3 +—
2n < 2kn>

= o) |2 (e )

I 9 3 5 5 \
=0 <;> er—'max| P37 | = O (n2r—1p,) 2r—!
x

parce que

‘ll n T
|A2/,(t) — A}, <t—|— ék—n>

en vertu de A”'(t)[— 20 'O<max]P(°’”]> d’apres (13) et

e 830 2 (1 7

1
nJ_ <t—+~ i >'/
2n 2kn
parce que '

T 077: 2p—1 2p—2
iA,,,(t) Af,,,( an> =0 >‘Aq/,< -+ 2/m>:O(n/ pn) b

en vertu de |A} (¢)|= tzf”20<max | P |> d’aprés (14).

Comme dans le cas des sommes de Fejer, si 'on a dans I’hypothése

sinokn dt =0 (n1—E,)

|Po—fl=0(pn) et [P2PI=0(n’p,) (%),

on voit qu’il faut dans le cours des calculs, remplacer partout O par o.
Enfin on a encore

[+

a3
2n 2n

ce qui achéve la démonstration.

3. Conséquences et applications. — a. q=2p=ar.

(1) On a vu que si p, = ,ll, I'hypothése | P, — f| = 0(%) entraine | P;, | = o(n).
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TrtorEME 6. — S¥ A est une constante, dépendant de p seulement, convenable-
l\p Aol,(Qt)

n=1 ) [z

ment choisie, sin®? nt dt représente la di, ference entre une somme

trigonométrique d’ordre 2" pn et f(x). L’approximation par ces sommes d’une

JSonction f telle que E,( /)= 0 < ;—%) est donnée par

1.3.5...(ap—1) A, ,,,(t) (
2.4...(2p) - n?/"‘f dl+0 n’/’—>

n

Ce procédé d’approximation se sature avec ['approximation de saturation

= A (1 o E
d’ordre ——— dans la classe des fonctions ol f ?t’;fl ) dt est borné uni  formément

&

enxetc.

Soit d’aprés (N.12)

. TP AL (20) sin‘-’/’ntd
/m f Il’/’_ A . Ve ¢

a, T e+ 2t) + f(z— 2t) — 2 f(x)

T opt 24
0

sin®” nt dt,

I

T sin¢
2 —dt
0 it

d’ordre pn:J,, et /(). On a alors

ou o,= . C’est la différence entre une somme trigonométrique

4+ -
2(20) s ant
T fm e [ Be(20) s d
2 02p—1 p2p—1 A Ild
12
et en changeant zen —,
“+» LY
o, A, (¢)sin?’nt
Jopn— f= oy 77 dt.
! 0

. aP 2 A (2¢)sin¥ nt
ta= (I pu— f) — 2*(Japn— J) = ‘“[ Aat) smrnt
0

nir— 1y

La méme opération appliquée a u, donnera

, *Ag(2¢)sin? nt
Up— 2% Upp—= ’P—1f 6 = dt.

Aprés p opérations on obtiendra

op f Aop(zt)sm"l'ntd £ = Kopn( ) — _l_f(x)’
p

n2p—1 2P

ouK,, (x)estunesommetrigonométrique d’ordre 2;,, combinaison linéaire des
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sommes J,,, (z)(k=o0, 1, ..., p) et A, une constante dépendant de p seule-
ment. Ceci prouve la premiere partie du théoréme

D’aprés le théoréme 5 ot I'on prend p,= ——» On aura
I
P—f1=0(5=) @ IPEI=0(n)
Donc si E,= O( >, en remarquant que

%_(p—l—l)...(zp)_ 1.3.5...(2p—1)
2% 2%p! T 2.4.6...(2p)

b

on aura pour une telle fonction

Ay [T AL(20) L 1.3 (2p—1) A, 2 Ay, (0) 1
nr=t J 274 sin®/ nt dt = 2.4...(2p) n‘zf’—1f _tZT_d£+O<n2P—1>'

n

Ce procédé ne peut donner I'approximation O< - 1> que si E, _O< = > et

pour que ce procédé donne de /I’ approxunatmn O( = 1>, il est donc néces-

saire et suffisant que f Az’;gﬂ) de soit borné uniformément en @ et n.
1
Mais d’apres le theoreme 4,s1E,= 0< = 1{) A;;&i) = 0(1) uniformément

, ~. . I
en x et ¢, donc ¢ étant quelconque >>o et n U'entier tel que ——

On a
lf"A»,,(zt)dt
©r

Il reste donc & prouver que le procédé est saturé. Nous allons pour cela
démontrer que I hypothese

A R Asp(2 .-
P f "’E D Gin nedt | —
) er

y 1
P <le g

1

[ o0 [ o

n-+1 cn—+1

nr—t

L entraine f— const
0 nir—1 otr Y .

En effet supposons

Ap fﬁ““ A, (22)

.
o= 7y Sin ntdt

I
=0 ner— | "

Alors E, (f)—o( ,p_1>et51[P —-f|—o< ,p_1> |P?”"| = o(n). On peut donc

écrire .
A, A (22) . . - 1.3...(2p—15 A, +"A2ﬂ(21) I\
It‘p—1[ ©r sin®?nt dt = 2.4...(2p) n2p—1f dt - (W)’

4nn. Ec. Norm., (3), LXVI. — Fasc. 1. 8
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Asp(2t
donc U, ,(x) f Asp(at) Ve ) dt tend uniformément vers zéro avec - - m é¢tant un

entier > o fixe smt
Em n —/ Uy n(2) cosma dax.

¢m.n tend vers zéro pour n . Or

P

—+» dl )
e = P A,,,(zt) cosmzdx et A,,(2¢) ,«> ALA, ppya 1/’

- k=o
n

les A, étant des constantes absolues. Un terme de

4 “+» o \
E/n,n:E A]\f ,pf )COSﬂlT dx
' k=0 :_z

est & un facteur constant pres

T de \
. i A, = l)cosma:dav.
1 \
n
Or

f 2\ o >cosmxdx
:/0 [f<x+ ,L>+f<x— —>—2f(x)]cosr7zxdx—f S(u) cosm(u~— %)du

2T
—l—f f(u)cosm(u—i— z—:>du—-—2f S(w)cosmu du,
0 0

et comme
. h
cosm(u—+ h) -+ cosm(u — h)— 2 cosmu=— { cosmu 51n2m—2-,
on a
Asp(cosma, 2t) = const. cosmu sin*’ mt.
D’ou

T de ) ** sin2 me
€,n == const. 7 f(x) cosma sin?? mt¢ dx = consl. Am — dt,
1

1

n n

a,, étant un coefficient de Fourier de /().
Il en résulte donc a,=o quand on fait croitre n indéfiniment. De
méme b,, = o. Et par suite I'hypothése

A A, (21) . C I
7 —ﬂ——) sin?’ntdt —o0 —
n2r—1 A v nr—1

entraine bien /= const.
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b. On peut au moyen de ces sommes trigonométriques démontrer le résultat
bien connu suivant :

TukoriME. — S7 f(x) posséde une dérivée k™ satisfaisant a une condition de
Lipschitz d’ordre o(o < a 1), E,t(f) = (W)
En effet si k=2p, ona
, _ .
Dopia(£) = Ay (8) — 22’)A2”<5>
et d'apreés (12)

p—1

I 2p 2p
Agp.rg(l)ZQH <I—— 22m>(2p)1[f( "— j‘((il),)]’
m=1
ol
. ¢
x—t<iE<z—+t x—g<g’<x+;.
Donc si f*?’ € Lipa, comme |£—&' | <3¢, 0na
p—1 32
1 . 2p 2 - AT !
A0 (8) | < 21—[ <I_ 2‘-””>(2P) T P si | S — o | =Mz —a' >
m=—1

Et

1&,7_;_1 e Agp.,_g(zt)

in2p+2
YRS s sin nt dt
0

2P+l 12—

+»n s 5 D )
upM sin??nt . p,M sin?/ f
< 2—Q dt= nip+o 2% dl’
1] 0 .
ou p,= const. On a donc si k=12p

+» i
e f Bep2 20 Goop g
o

n2p+ 1202

I

Sik=2p—1ona:d,(t)y=2n1r[x"... 2] daprés (11) el: la définition
des différences divisées donne

R 2 A E af:Z{j]

20 2p
Zy— &5,

Ayp(t) = 1Ptz”[

Or x"’ x —tet a: = + t. D’autre part

(2 p—1)
f(E,'J ,
(2p—1)!

%p 1)
- 2 2p 7
(2. . .23 ]| = (21]“1)', [y x| =

, 14 14 .
x—t<g<x—g’ x—;<g’<x+t.

Donc |£—&' | < 3tet

|]ppre3e M 3%d, M| ¢ 2,

(D =T =T = (ap =11
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Ay (2) =A,,(8) — 2224,, <2> on tire

[ Azpia(t) | L const. M|z pr—i+e,

v,M +* sin2 nt e
< n2p+li — [
) .

1 I
O<,‘l?,_m>_—‘0<nk+x>'

c. Conditions pour que E,( f)=0 (—I——>

nr—1

d’ou ,
A/»+l +4 AZ/>+2(2[)

1n2/,+2
peye, Jpe Sin nt dt
0

soit

Tutorime 7. — Pour que E,( f)= 0(;‘;‘:1> i faut et il suﬁii que Uune des

quantités suivantes soit uniformément bornée en ¢ et x.

. Ag,;(E) 8.3,"/.—” A?/’(t) At
Moo

g2p—1 ’ pp+am (m =12 .. ')'

Considérons
+wo ,
phom Pp,m f A)"( 2 sin2P+2m i dt,

nlp+am—1 1A T

olt m est entier >~ 1. Comme précédemment (3a) si la constante ., , est
convenablement choisie ¢ représente la différence entre une somme
d’ordre 27(p +m)n et f(x). Cherchons la condition nécessaire et suffisante

- pour que |¢»"| = ( < P ) Cela n’est possible que si E,= O( > et dans

ce cas d’apres le théoréeme 5 on a

+ e
pon— __Ppom Cm [ Ay (2 t) +~0
n E '// 1

pep2m—1 g2p2m . prp+2m

—W(? t)
n’/"'l [,lllll p2prm dt + 0( )
Donc pour que I"p’m’ = ( > il est nécessaire et suffisant que

ap( 2 t) - .
nam f p2m di . '
1

7
soit uniformément borné en x et n. Cette condition est équivalente &

eg’”f “Ayp(20) dt borné. En effet si

’+ 2m

—I_ +wA)p(2£) t__O( )

nam [+ Tppern
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‘2

7],1

oy ,> et d’apres le théoréme 4,

alors E.=0 < = 0(1). On a alors

1

1
" Ay (2t *ode ' PR
fl ————ﬁ';im) dt | = O(I)f1 Zm — O[(n 4 1) — pm] = O (n>m1t) |

n—+1t C n-1

1 1 1
l nim - (n+ I')?IIL] = O<n'lm+1>' )

Si n est I'entier tel que —— < ¢~ =, la différence
. n—+1 - n

et

o +°°‘A9p(zt) mf A‘,p(zt)d

t7p+"1n g2p2m

1

n “+» “+»

* 1 A, (20) 1 ‘1 : dt 1\
— | gam em o 2P - = _ - — —.
'_' € \/s -+ <8 " nzm> . tzp—rzm de|=0 < Il> +0 < a2m1 I 2m+1 T 0 n

n . n

Réciproquement si

[ A gy o, ‘I“f el =0,

rp+2m nam [2p+2m

Mais d’autre part une autre condition nécessaire et suffisante pour que
S m I . Jn ‘
B,=0( = ) est que ¢ =0 (75 ) Car si o= 0 =), E,— 0(77)
également; et si E,= O (#) alors = 0(1) (Théoréme 4). Donc

2p
2p—1

.

T sinwrm g di 1
l ‘,p,m I — O(I) — - =0 - .
‘7/H—)nl.——1 N tlnH—l nzp—l
0

2p+2m

En changeant ¢ en ;tdans 52’”[ A””(Qt)dt nous obtenons le théoréme
. g

énonceé.

IIT. — Sommation de Cesaro d’ordre entier.

1. Procédé de sommation de Cesaro d’ordre 2.

TutoriMe 8. — La classe de saturation attachée au procédé de sommation de
Cesaro d’ordre 2 est la méme que celle attachée au procédé de Fejer. '

.




62 . M. ZAMANSKY.

So'it

5. o+ 20,+...4+ no 9
,2l: “ et J,Zl—f: !
I+—2—4...4+n "

et d’apres (N.5)

/ n
s 2 *““cp(t) NI
o, —J= ,Z(’L+I)nf0 (Zsm-/{t dt

1

‘ TGV
_’l(ll-—l—l)nfo‘ IE ’l—zcoszﬁt dt

1
1 o () 1 sin(en4-1)¢
= —|n+ - — ——")dt¢
n(n+nmJ t 2 2 sin¢

Si I’on suppose E,(f)=0 <;l> ou, condition équivalente; I—CE%) l < 2A {Nota-
tions 3°), on a

1
n
4 l
/ cp(q)(ll_l»l sm(zn—l—l) >a’t
o A sin ¢

<2Af Z(/m’)dt

1

:@AO(n“)f tdt=2A0O(n),
0

donc

. e an 1 o) 1 TP o) sin(2n 4+1)t
c"_—f_0<;>+ le(n—}—l)ﬂj; = dt — n(n-+nm J 2 sin¢ d,l'

n n

.

- . . (1 y
| On verrait encore comme au (§1, 3°) que siE,= 0<;>, on peut remplacer -
sin(2n -+1)¢

partout O par o] Or < 2n-1; donc a étant une constante quel-

sin ¢
conque,
—x .
f CP(Jt) 51n(2.n—|—1)td[ = 0(n).
« IS - osmt
D’ailleurs
f CPT(,:f—)[S-ii—t—g]sin(an—l—l)tdt
1 - =
< lCPEfH O(t’)[91]1(211+I)l[([[<0(1)f |cp(t)| dt = 0(1),
1

n n
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sin(2n —+1)¢

c’est-d-dire qu’a O(1) prés on peut remplacerf 20 Y dt par
' f f?(l) Sm(tfn "0 4y et cette derniére quantité est O(n) si ’?—(;—)’ <24.

1 .

Donc

+wm IA
o fm 2L ¥d1+0<i>
o an(n+nm J & nj.

n

2n +1 I -
et comme ————— — — — ————on a finalement
an(n—+1) n 2n(n—+r1)

1) » it [ oL)

n

lorsque E,(f)=0 <,—;> etsiE,=o <’—Z) on remplacera O par o.
~ Cette ¢égalité prouve le théoréme. On peut remarquer que la borne infé-

. 1 .y o N . a
rieure — de cette derniére intégrale peut étre remplacée par — comme dans (7).
: n n .

On remarque aussi que si E,( /)=0 <’%>,

1| o .+°°<9(t) 1\ 1 ey, 1
a,l——fﬂdg[ﬁf Tdt+o<’_l>J ou ﬁv[ = dt—=2(o,— f) + O(;)

n n

done

| si—f=a2tm— N+ 0(%):
SiE,=o()ona | o
n(a2— f) = 2n(cu— f) + 0(1).
Done :
. \
Si E,L(f):o<,—ll), |
’ n(or—fy=oan(o,—f).

2. Procédé de sommation de Cesaro d’ordre entier quelconque. — Si I'on pose
. .
S,=S;+...+S,,0na 1
i Sh
.' n— C’ll
Puis
n S’f
S=XSs e a=
= Yo
k=1
Or

n
V4 — (Cp+1
2 CL+/}-—1 — C/1+p'

k=1
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En effet Cf,,_, est le coefficient de x* dans le développement de (14 )"+ et

2(I+1’)K+p—1_—(1+w)p-—1v (I—i—x)‘
k=1 k=1
— (14 x)p_lt(l-l— x)n+;__ (1 +x)] _ (I+x)zz+p; (14 )

et le terme en z* dans le dernier membre a pour coefﬁment Cr.,. D’ou
S;=C},,c.. Puis

n . n
2 2 9 QT 1 S .
C‘k+1 Ok \ B 2 CZ+/}—2 O"Z 2 C//\7+]I-—‘) (0'7 _1 —f)

k=1 k= k=1
o p— —_— ceey a-/’:_—‘____'— et 0'7—— —
" (‘/jz+2 o Cn+p— ' f Cz+/;—l
" Or _
0 1 +°°cp(t) 1 sin(an—+1)¢
w—f= 2 G2 D - —— | dt
n+1 g 2 2 sini
ou
+» . \ .
I () 1 sin(2k + 1)t
G (ei—f= — o o )20\
L+1( k f) oT A D +2 > sint ) s
(ue nous écrirons
“+ow .
. . 1 e(t) [ sin(2k -+ 1)¢
Ci (i —f)= — REE C‘ 4= C' — " |dkt.
.,(—H( k f) ot A 72 Soint
D’olt
n. : . (t) n ( X )
Cr s 2 o e 1 ¢ N (1 " sin(2k +1)¢
romi=X == [ Sore i Ba-p oo,
k=1 1
“+w .
I 9(¢) s 1 sin(2k +1)¢
=L 2] PR LYY R
2T J, t* 2 2 st
p+1 ! .
et en raison deZC“p_ =C/;, onapourp>3:
k=1
-+ n Cp—3 in (o2& )
L IO - b ko Sin(2k 1)1
CZ+p—1 (UZ—‘f) - '2'7—.[/ T Cln’+p—" -+ - Cn+p— “2 > sing dt.
0

k=1

Or

n
— +2
2 Ifcﬁ+p—1—(k—1 y— C/"1+p+1 .

k=1
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En effet £C;,,, ., est le coefficient de 2 dans le développement
de k(1 +ax )" etl'ona

Zk(l 4+ x)n+p—k-— (I -+ $)n+p+12 ([

__l__z.)/mH
“ k=1

:~(1+x)'l+p+1 2(14—:0)‘

n4+-p-+1 d 1—(+ )
= (1 aym dw[x(l—i—x)”]

(14+x)""— (n+1)x—1
$2(I+x)n+1

4zt — 1+ — (n+1) (14 x)P

= e .

o (I - x)ll+}7+1

Il faut donc au numérateur de cette derniére quantité prendre le coefficient
du terme en 2’+* qui est précisément C77> . Il en résulte que si - o,

nap+1°

n
ECL,,_r. k1) Sin(2k +1)¢

9 sin¢

k=1

tend vers C77! 4+ - C”‘

n+p—2 n+p—>3
Cherchant alors lapproximation' de f fournie par la moyenne de Cesaro
d’ordre p, o/ et supposant dans ce but E,( /)= O< > c'est-a-dire — ( ) unifor-

mément borné en x et ¢ (Notations 3°) nous écrirons encore

1 " 1 T o(1)
Cprtot=p) =35 [ oz (O iom) [ S

n
n

chi:—]i—-, (k—1) Sin(2k+1)t

t —
B U] = ‘ .
27 J, I ) 2 smi

n

Le premier terme s’écrit :
o _
L () . :
‘—2——7}-. A m 2 smt(C{;},_g -+ ; Cﬁ:;,_;) 2 Clt+p—’»—(k—1) 5111(2/{' —+ I)t dt;
Or

n
. . I, » .
2 smt[Cﬁ_H',_,_, -3 CZ+§-—3—| _2 Gy sin(2k + 1)t

est un polynome trigonométrique d’ordre 2n -1, impair, nul pour t=o0. Son
dnn. Ec. Norm., (3), LXVI. — Fasc. 1. 9
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développement commence par un terme en #* au voisinage de ¢ = o et sa déri-
vée troisieme est

<oy + O+ Y (2h + 1) Ol
. k=1
Or (= 0(n"). Cette dérivée est donc en valeur absolue moindre que

O (nr=) 4+ O (=) + O (rr=3) ¥ O (4%)

1

c’est-a-dire O(nr**). Si ICP( )I—O( ), le premier terme est donc en valeur
absolue inférieur a

O(nP+’)f tdt =0 (nr1).
0

) a +» . .
P , . I 2 \
Le troisiéme terme s’écrit : Ef -+ ;—Tf ou a est une constante quel-
. - a
%

T
conque < ~-

Or
n
ECé’Iﬁ_a_ik_t) sin (24 -+ 1)¢
-+
1 t —
—f q‘)(o) =t . dt
2T & 2sint
a
KtmaXI | -
97Tf imai/l Ekczﬂi h—(k— 1)“‘ ZCL/%_/F (k=1
k=1
1 max| f]| _ I 5
<t ml o o | = 0w
a . “
et

n

ECZ;;;_,,_(k_1)sin(2k+1)t EO(nP—

I acP(t) k=1 ) ‘ k=1 :
Erfj ¢ 2sin¢ dt <f — &

parce que () =0(1)et
ce = O(n"—3) cette quantlte est donc O(nl’—‘)

n+p—i—(k—1)

En deﬁmtwe

—9
Chrp—s + = C’z+p_,

+»
p_f= L o) 4 O
=l C¢:+,,_1 ' [ R

Cn+p-1

L 4 n -
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c’est-a-dire
13

n—1
| Ghrpe + 3 C,H,,_
4 —
U{z - f— (J 3

“+
f ?;(;l—)dt—f— O<L>
2T ntp—1 . A n

n

G (e oL
a7 Tl f. e de+ 0 ;).

n

On peut donc énoncer :

TatorkME 9. — Les procédés d’approximation définis par les moyennes de Cesaro
d’ordre p entier (p =1, 2, ...), ont tous méme classe de saturation.

On remarquera : 1° qu'un calcul plus simple que pour s, et o, permet de
prouver que les classes de saturation attachées aux moyennes de Cesaro d’ordre
entier p >~ 3 sont les mémes, mais ne prouve pas que cette classe est celle
attachée au procédé de I*ejer'

2° que la constante qul figure dans Iapproximation de / par o lorsque

E.(f)= <—> est asymptothuemer_lt pour p o« : QZN; .
3° que si \o”——fl—o< >, alors /= const.

IV. — Procédé d’approximation de Jackson-de la Vallée-Poussin.

Dans ce paragraphe nous étudions la classe de saturation attachée au procédé
de Jackson-de la Vallée Poussin défini par les sommes d’ordre 27,

. — 3 T fx+2t)+ fx— 2t)
T amnd ) Iz

sintntdt.  (N.11)

Remarquons d’abord que si ¢,(x) désigne la conjuguée de la n'*™ somme

de Fejer de f(x),

—+o '
I . x +2t) . | . .
vn:—f L(__d_zsmzntsmtznt(ll,:a.,n~a
nw t* N

ne

En effet /(@ + 2¢)sin*n¢sin2nt a pour période © et en raison de

+ o e
I N I
sin?¢ :}d (t+ km)?
on-a
T
Pp= %r i — [f(ax—+2t) — f(z— 21)] Sl:;;‘,;t Sl:is;ll dt.
sin? n¢

_-z sin(2p—1)t, on dedmt

=1

sint
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‘V"—_zzlm -[f(w—i— 2t)——f(x—9t)JSl—n—2|:22sinzntsin(2p—1)t]d
. - p=1 )
=) Utera0—se—a0lg;
I:E(cos(zn—2p—|—1)t—co>(2n+2p-—1)t):|
p=1
=5 ) eron—fa—san)gs

< 2 (cost —cos(2n + 2p —1)t) — (cost — cos(2n — 2p +1)t)]

p=1

Or
7_T. .
. * 0st — cos(2 t !
S;— f [f(@+20)— fl@—21)] sap ¢ g,
sin ¢
D’olr .
. I . . . ) .
Yn=— —2_72[5"_;- Sn+1+'"+S‘_'11--1_(S1+S?.+'-'+Sn—1)]
,~ - SISy
et comme ¢, — ~‘———n—”-i il vient
1 . . . .
\ V= ﬁ[znc2n—2ncn];62n—an.
Tneorime 10. — La condition nécessaire et suffisante pour que le procédé

‘d’approximation de Jackson-de la Vallée-Poussin défint par J,, donne de f(x)
~une approximation 0< >, est que f(z) possede une dérivée f'(x) satis faisant a

une condition de Lipschitz d’ordre 1.
Posant encore o(2) = f(x + 2t) + f(x —2t) — 2 f(x), on a
Jon— f= ——3— f i cpif) sin* nt di.

3
2Tn’ J

Nous cherchons l’approglmation donnée de f par J,, lorsque E,,=O<$>-
J posséde: alors une dérivée continue f' telle quevE,L(f’)—_—O<i>- D’autre
part on a aussi B .

- En(f):O(;lITz)y En(f/'):()(%) (Notations 3°). @

En raison de la convergence absolue des intégrales qui vont intervenir on a,
en intégrant par parties,

+R e ’ o ' +o
1 . X+ 21) — x—2t) . I t) . .
Jo—f= p f S ) — S ) sin*nt dt + ppr f %2 sin?ni sin2nt dt.
0

&
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Une nouvelle intégration par parties portant sur la derniere intégrale donne :

Py 5

+w
I t) . . . .
onn-f M[w& sinn cosntsin2nt +- 2nsin? nt cosant | dt

1 T (@4 2t) — flx— 2t)
T A £

sin? n¢ sin2 nt di,

c¢’est-a-dire

1 +°°CP(l) n? T2 1. e, ! e -

. i = (sin*2nt— sin® nt) dt + " [0 (f"; @) —an(f"s )]
en raison de sin®2nf— 2sin’ntcos2nt=2a(sin*2nt—sinnz) et du lemme
précédent. On a donc :

+e fllx+2t)— fl(x— 2t)

I sin*n¢ dt

Jon— f= L

77”"./0

+ Lol @) — 0[5 )|+ 20wl f; @) — ol f; @) — f(@).

. . 1. . ;e
Or sin“nt=sin*nt — Zsm’znt. Le premier terme s’écrit .
—+o 7 "’
x4+ 2t)— fl(x— 2t) .
—I, J( ) . S )sm?nt dt
TEnJ A l'} )
—+o oy 7
2 x4+ 2t) — € — 2¢) .
— - S (x4 2t) f( )sm‘lzntdl.
(2n)m/, t .
Soit alors ' .
o , 'y
x 2¢) — xr— 2t) .
u,l—_—'—-l—-, J (x4 20) _ S )sm2nt dt.
Tn? ) A .
Comme
+
cost _2 1
SINTL i (£ + k)
ona )
. T
) 1 P2t — fl(x—2t .
U= — |. S+ ). At )costsm‘-’ntdt
wn® J - sin?¢ i
T n
P (x4 2t)— fl(x— 2t c .
= - S+ ). ‘,‘/v( )2(2costsm[2/{-—ljt)dt
anmn’ J, sin*¢ ' :
k=1
T .
T g —fr@—20| <
2 - J h— . .
— G — ( sfnt+225m2pt+sm2nt di
2T n? sin*¢ '
0 . k=1
z ' n—1
I T @2t — flx—20) I . " 2 . ve
= . dt + — —0 ) —|———2k —0c ;)]
. 2nn3[ sin? +n2[‘f, W]+ L/ VAR
k=1

" ., - . N 1
La premiére intégrale a un sens parce que /" existe et E,( f )_O<’—l>- La
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. . ) I
premiére quantité vaut donc O <n3> La seconde est o( > parce que o-,,(j ;)
converge uniformément vers /.
On a donc aussi

~hE Sty — f(x—at
>n)7‘c A

sm"znl dt

2n—+1 . )

:0<7z§>% n(m ‘Zk[f — o (f M)l;

n—1

E VA‘(f— i) = n—1i [f— O',+f20-;+...—|~(Il—l)a’,1,1_|.

NS e 1+ 2~+...+(n—+1)
k=1

Enfin en remarquant que | 20,,— 6,— f| = 0| E,(f)] et en utilisant les résul-

- tats obtenus 'sur I'approximation par les sommes de Fejéer et les moyennes de

Cesaro d’ordre 2 des fonctions f telles que h,l_0< > [voir (7) et (15)] (ce

‘qu1 est le cas pour_/ ici) on obtient aprés réduction :

1 e (D. 1 —+x . I +oé .
Jon— f= O< . Idy— - g‘ dt — —— EPQ dt,
n? /.nn- \ I ann? ) 2 amn J, £

n n h n

ou ;
o, =f"(x+2t)+ f(x—20)—2f " (x)
c¢’est-a-dire ) ~
3 (Y o).
(16) Vo J=— 47“1*-’/. : dz+0<n2>

Ainsi s’exprime 'approximation de / par J,, lorsque E,( /)= O<7:>
Si E, (f)_o( > on a aussi

Ea( ) :.0<’%>, ICT,(./"):0<712>, rli,l(f'-):0<;;>

et en reprenant les calculs précédents on voit qu'on peut dans (16) remplacer
O par o. 1l existe donc une classe de saturation (Th. 6). Elle est obtenue

-+ .
lorsquef ) CE‘ dt est uniformément borpée en z et n, c’est-a-dire (Th. 2)
1 E

;» /. 1 ) . .
lorsque |o,(f"; ) — f ()] =0(;> donc (I.Z;) lorsque f"€Lipi1. Ce qui
achéve de prouver le théoréme.

On peut alors reprendre cette question et chercher la classe de saturation
attachée & ce procédé, parmi les fonctions possédant une dérivée premiére
appartenant a la classe Lip1. On a le résultat suivant :
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Taiortme 11. — L’approximation de f parJ,, lorsque /' € Lip1 est donnée par

: +»
9 o(¢) 1
Jon f— __——1677.'IL5[ 7 dt + O<F>.

En effet

3 n B +x
Jon— f= ———f o(t) sin* nt dt + L (-P—t(f—)sin‘nl dt.
0

amn?

( ) est borné et

1
3 “o(0) .
—}f Msm"’nldt =
amn®

— f= O( ) m +a(¥d:

n

3 [T 3 +°°<?()
— 47”13‘[ n 1677.‘n“‘f1 c054ntdl

Comme f” existe et eLlpx, Ll

D’olr

Les deux derniéres intégrales valent O(n), d’ou le résultat.
Par donséquent pour que |J,,— f|=0 <%>, c¢’est-a-dire pour que /'€ Lip1

+» .
il faut et il suffit que ,—I;f CP~§f—)a't soit. borné uniformément en n et . Un
. 1

n

raisonnement déja utilisé prouve que cette-condition est équivalente

o
a éf CP( )dt borné uniformément en x et c. Nous pouvons donc énoncer :
€

THEOREME 12. — Pour que f(x) posséde une dérwée f' appartenant a la

classe Lip1, il faut et il suffit que e/ e t)—l-_f(»;—- 0 =2 gy soit uni-

Jformément borné en x et <.

Remarquons enfin que si f/” existe et €Lip1,

| fi(z) = f ()| <M|z—2a'|
et

[f(£+2t)+f(w—2t)—2f(x)|_|2t[f’(x+20t)—f’(£—20[)]1 (o << O <),
Z8M'¢.

fl@+20) + f(x—2t) —of(2)

t'_

= /1=0( )

est uniformément borné

Réciproquement si I
en x et ¢ par 8M/,
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f+a<P( )Sm vnt di 12 M +°°sin"ntd[_ raM’ +°°siu‘tdt
T 0 I8 T omer ), Iz

Donc f possede une dérivée /' €Lip1. D’ou ce résultat :

car

3
\ lJ’n—j\ ”TZ'n

Tukortme 13. — f(«) étant continu, de période 2w, pour que | posséde une
S+ +fle—0—2/(x)

t!

dérivée [’ appartenant a la classe Lip 1,il fautet il suffit que

sout uniformément borné en x et t.

V. — Procédé d’approximation défini par la fonction sommatoire 1 + au + Puz,

Soit g(u)=1—oau—+ Bu’ et considérons les sommes trigonométriques définies
a partir de la série de Fourrier de /':
) ’ n—1 k
) (22 N\ ) A LS A
Tn—1 == ? +zg<;> (ukCObAJJ —+ kaIIlAl).
k=1 ‘
Nous supposerons que g(1)= o, c¢’est-a-dire 1+ a+ 3=o0 et a£o.
En posant
A= ajcoskx + b sinka,
il vient

g

F":(I -+ a) Sn—— ag,, — m

Shu(x).

En tehant,compte de 1+'o+ =0 etde (N.15), on obtient :

Ty = — B (S~ ) |
—a(on—f)—ﬁ"——-—*——((s ) i (),
Si alors on suppose E,l(/)._. <—> |S,—/f]=0 <l%zg—13> et d’apres (7)
et(17)ona
e rmo(3) - [

Lorsque E,L~—o< > on peut dans T,— f remplacer O( ) par 0< > et ‘l’on

en déduit le résultat suivant :

TutoriMe. — Le procédé d’approximation défini par la fonction somma-
toire 1+4-ou—+ Bu? o a4 B—41=0 et az£0 possede la méme la classe de
saturation que celle qui est attachée au procédé de Fejér.
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*

CHAPITRE IIL.

APPLICATIONS A DIVERS PRIOBLEMES D’APPROXIMATION ET AUX SERIES DE FOURIER.

L. Approximation de la fonction conjuguée par les sommes de Fejer.

Takoreme 14. — Szf(x)eLlpl, g, —f = O< > [1]. 8¢ de plus S(x) posséde

une dérivée continue f'(x),
f’(x)
f (x)—an(‘z)— +o0 <Il>

et

. f’(x):limLf+x2‘f (‘T) f(‘l“t_t)_f (v_t)dt
e=o0 T J, 1A
La premiére partiekdu théoréme est connue. Nous en avons démontré la
réciproque (Chap I, §4). La démonstration suivante précise I'approximation
de /" par o, lorsque f'(x) existe et est continue. :
Nous utiliserons les sommes V,=206,,—a,. D’aprés (N.19) on a

V,, — 2”(0‘:71._/”) -+ ’l(‘ZO‘a‘n——— U).l ~f)

T fle+2t) — fle—2t)
=

td

(sin?2 nt — sin®nt) di.

Or|20,,—0,— f|=O[E.(/")]. Soit d’autre part

p Sflx+ h)y— f(x— hY )

A =—su 7

a2y h

On a

f*” St 20— fle =20

(sin*2nt — sin?nt) dt

2A (sm ont  sin? nl) 3A
<—f - dt —
| T

2 2

et par'suite ,

' Vil 3A
o T OLE( ]+

|°"2.n—'f. |< Tt
Or P’hypothése fe€Lipt entraine : |V;l|=0(1)(‘) et E,l(f)=0<'—lz> done

. T 1 ' . ..
E.(f )==0< > [8], Donc |a,,— {_O<;> ce qui prouve la premiére
partie du théoréme. ‘

Supposons de plus que f'(z) existe et soit continue pour o ~x -~ 2x.

( ) -Chapitre I, 19, e. . ’
Ann. Ec. Norm., (3), LXVI. — FASC 1. 10
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Posons A(2t) = f(x+ 2t) — f(x— 2t). L’intégrale qui figure dans I'expres-

sion de V/, s’écrit

\,_I_- ° A(:t) 4'/'/( )] SID 2nldt_ nnf A()t) _/'f/(a,')]sul nt dl+?f(.l

nT f

+o e,
sin® 7l nr
car [ 7 dt=—-0Onadonc

Jo
Vi—f=2n(ei—f)+ [+ n(2o5,—a,— f)
21
A A<;> sin?a¢ — sin?{
f —t——‘ﬁf,(x) — L.
LI} N

—+
[z

A=

n

Tenant compte de A<3’;> = [gf’<x—|— 2(“) ou |0]<1, la derniére intégrale

s’écrit :
7 + . ) 2
%f | [ ’(:r. 20t> [ >]sm 2¢ — sin t’dt
N .

et est en valeur absolue inférieure a

. “+®» : LS Y
2¢ sm-2¢ — sin-¢ J
Qf o 24) _ L, '
TJ, n 1A

w,(h) désignant le module de continuité de f'(x). Cette quantité qu’on
rencontre dans la théorie élémentaire des sommes de Fejér [6] tend vers zéro
pour n o comme w, <%> I logw, <’—IZ> \

D’ailleurs lorsque /' existe et est continue

Vi()=Valf) et |[Vi— S |=O0[Eu(/)]-

On a donc

an T an

Mais I’hypothése f’ entraine E (f)—o< > donie E,(f )—o< > [8]. U |
vient alors :

Vel L Ly oy )+ (20— ;—f')+o<%>.

2n an

_f’ f, +ao“"—'f —0—0(;) ~ donc a;,l—f':—-J—N—(—‘Q—I—p(%)-

Enfin de cette derniére égalité on tire

, .
. . () 1 . .
ain+l_f :—éfn—kl +0 ’_l>+[°-2n+1—'°-2n]‘
Comme S, =(n—+1)0,,, —no,,

. . Syn— a1 o ~/logn
82/1:(2'2+I)a2n+1_2no’2n et o-‘zn+1—°-2'/z:_"gn—znzﬂ:-o< 52 )'
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N1
[&33

Donc

. . S (x) (1
Tap —_ — 4+ 0| —
. 2eet —J on —+1 n)
et par suite

o f = — l/—,(;x—) +o<i>.

n

Quant a la troisiéme partie du théoréme, d’aprés (7) on a

2T t?

o [ = 1 +°°f'(;v.+2t)+f’(w——2t)—2f'(a‘)dt +0<%>

no(:‘

n

U
A o<i~>.
n n
D’ou le dernier.résultat en changeant 2z en ¢.

2. Série de Fourier, série conjuguée et sommes de Fejér. — Dans ce paragraphe
nous indiquons des critéres de convergence de la série conjuguée et des condi-

. , . 1 : .,
tions nécessaires et suffisantes pour que |S,— f|=0 ( ’ﬁ> exprimées au
moyen des dérivées des sommes de Fourier.

Tutorime 15. — S, (@) désignant la n®™ somme de Fourter de f(x) continue,
. S (x ; , 1 ST . . .
5t # tend vers zéro avec — (en particulier si la série de Fourier converge uni-

Sformément) la condition nécessaire et suffisante pour qu’'au point x .la série

w] A

conjuguée converge est que f | /(x4 2t) — f(@ — 2t)] cotgdt ait une limite

pour ¢ = o-et la sépie conjuguée a alors pour somme.

]

lim% [f(z+ 2t) — f(z — 2¢)] cotg e di.

€=—0 €
Soit \
A L4

S+ 20) — f(a— 20 2L D gy

ol

o) =3 f

et

e

S, (x)= %f [f(x+ 21)"—‘]“(‘7/— 2t),COSt-—vCOS(Zn—-I—I)ldl‘

sin¢

Pour calculer S, (x) nous partons de

+
w3

e

' sin(‘)n—i—l)u—w
- 1 [ sin(2n +1)¢ I - T2 du.
Su(@) =~ f(ar—i—zt)—g—sint—dt:% flu) =

o)y

sin

era
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sin(2n +1)¢
sin ¢

étant une fonction paire de # sa dérivée est impaire d’ou

. ,
, 1 d /sin(2n +1)t\ du . u—x
Suay=— L [ g (IO g o

tJ . »

ela

sin¢ 2 . 2
ou encore i
, _ 2— d sin(zﬁ_+1)t
Posant (2) = f(x + 2t) — f(x—2t) on obtient
S’,L(x) ks ;c[J(t) [51n(2n+1)tcost — (2n 4 1) sinécos(2n—+ I)l]dl.
on+1  om (2n + 1)sin*¢

Soit
wn(t) =sin(2n 4 1)t cost — (2n +1)sinécos(2n +1)¢ = (n-+1)sinant — n(sinan + 2)¢
et
u,(¢)=8n(n+1)[(n+1)cos(2n + 2)1:— n*cosant|
__8n(n+1)[(9n+1)cos(2n+2)t—2n smtsm(zn—l—z)tj

On voit donc que siit|=0<7l>, |u,(t)|=0(n*) et la formule de Taylor

permet d’écrire lorsque [t]= <,—IZ>, lu, ()| < BO(n?).
Dans 'expression de 2n:’_1 on a donc
Sl ()0<”*>f— w=ol+()]
D’ou - '
Su(z) s sin(2n —+1)¢cost B cos(zn—l—l)t /1N
an 41 2nm qJ() (2n—j—1)sin’t dl_—— ('P(t) nt dt+0[&)<;>J

n . ".

wla

n(2 tcost
Consxderonsf b (@) Sl(;n'_l:;lmu dt. Si l'on remplace cost par 1 erreur

commise est

st
f LP() 51n(2n+1)tdt

ﬂ

el

2n 41

2
sin? -

Or ‘-IJ <t) ism_i

est fonction continue de ¢ et .

% sinzg .
[ v gz a=ols(3) ]
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Donc
. ..t
sin(2n + I)I,'Sln2;

¥ () sin%¢

]

dit

est un coefficient de Fourier d’une fonction continue et tend vers- zéro

pour n o, (uniformément en ). L’erreur commise est donc o (n>

ol 5

sin(2n—+1)¢

Le méme ralsonnemen: prouve qu’on peut dan@f () (2n 1) sints
b)Y 2 ’ M / 1 \ : 2
remplacer sin®*t par ¢* et que I’erreur commise est o(;;)- Il reste donc a

’

étudier

)

o f q/(t)51n(2n+l)l

n

Nous prouverons que-¢,= 0 [w <I—> ] .
. n
Si dans lexpression de ¢, nous remplacons

If:—Pn]=O[w<-::>} I’erreur commise est O[m(%)] Soit {,(¢) ce qui
devieﬁt alors t.i.»(t); on a - -_ - | '

et [ o o ()],

f‘par P.(x) tel que

k]

et remarquons

Enfin selon une méthode déja utilisée, changeons z ent —
_ - o 2n+1

qﬁe

1 ] ™
;—’_271—0—1 '~pn<t+ ) . .
1° lf —_——g—k—%siﬂ(2ll+l)ldt . .
nJ, <t+ T ) .
n 2n +1 ~
1, m -
n en—+1 ’
<ofX _max Pl g —ole ()],
n oo ; n
1 <t—|——-—> |
n 2n +1 ) . .
car d’aprés (Ch. I, 2°), [P, |=0 [nw<;l>]; ’

T T
+2n—9—1 '\Pn(t_’_ on +I> I
sin(27n +1) dt :O<’—1>~
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Puis en prenant la demi-somme des deux expressions de ¢, on a :

3 q»n(‘t+ L) | ,
vu:Lf qj"gt)_ 2211 sin(zn—{—r)ldt—t—O[m(l—ll)]
1 .

an L ( « T )2
1 {4+
n 2n 41
ou '
T T
?\Pn(t)—q/n t+ .
1. 2n—+1,/ .
VY= — ~ sin(2n +1)tdt
an T 2
s ()
n 2n—-+1
T .
L A0 ‘ ‘
-+ = f L —sin(2n +1)tdt
n o on-+1 T 2
A t<t+
.on 2n—+1
jad
1 2 T2 * (¢ .
+ - Gra i) Pl Zr ssin(2n +1)¢dt.
1 z?<t+———~>
n 2n—+1
Comme
I
ule)| Zhtmax | P )= O na (1) |
et

W)= (1 525

2n +1

_ Mil O [ max | P, ] ':o[m(,—‘);],

«

on a en définitive -

o)}

Par conséquent f(x) étant continue et w(A) son module de continuité :

7

- 28, :O[w(—{)]—l Lp(t)cos(gn—i—l)tdt.
’2n+1 n T.), smé

]

n

1

—ofu(] [ et o]

Or
lfﬁq)(t)cosl —cos(2n + I)ta’t

sint

) . - I
parce que pour [t|=0 <;l->a

_ | cost — cos(z2n —+1)t| =¢e0(n2).
On a donc : '

el 3

(17) '2]21—%;1_1—?#0[0.)(;—1)]4—8;1—%] [f(x+§z)—f(x__:zz)]cotgtdt.
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S (x)

Supposons alors qu an point , 11m =o0. Si S, a une limite,

L

%f [f(x'—'—?l)—f(x—zf)]colgtdt

f [flz+ 2t) — f(x — 2t)] cotgt dt
P .
a une limite pour n o, -

f [f(x+2) — f(z—at)] colgtdt

<ezh

a méme limite pour e =o. En effet n étant 'entier tel que n_IF
lorsque ¢ est donné,

= ffq,mcotgtdl :o[(.,@]ff “_ofa(2)]

n—+1 n—+1 n—+1

n()

D’ou résulte le théoréme énoncé lorsque —=— — o avec -+ D’aprés le théoréme

général, on remarquera que ce résultat est exact dans le cas plus particulier ot

- . . . , ' S (x . ,
la série de Fourier de f converge uniformément car alors L,(l——) tend uniformé-

ment vers zéro lorsque n devient infini.

Le théoreme 15 généralise le théoréme de Young [7] pour les fonctions
continues. Celui-ci indique méme condition de convergence pour la série con-
juguée en supposant que f(x) non nécessairement continue, est a variation
bornée. Lorsque f(x) est continue et a variation bornée, sa série de Fourier
converge uniformément. Pour les fonctions continues le théoreme de Young
est donc encore exact avec des hypotheéses plus générales. Nous donnerons
dlverses conséquences de I’égalité (17).

THEOREME 16. — Si en tout point d’'un résiduel,

wia

lf [f(z +2t) — f(x —2t)] cotgt dt

T

-

a une limite pour ¢ = o, il existe un résiduel R tel qu’en tout point de R une suite
partielle infinie de { S, } converge vers

k]

lim 2 [f(z+ 2t) — f(@ — 2t] cotgt dt.

e=0T
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Rappelons qu’un résiduel d’un segment (@, b) est le complémentaire sur (a, b)
d’un ensemble de 1™ catégorie situé sur (a, b). Etant donné un. ensemble
depoints a,(n=1,2, ...) denses sur (a, b) et des intervalles (a,, a,+ £,) tels
que lim/,=ol’ ensemble de tous les points de (a, b) intérieurs & une mﬁnlte

nw

intervalles (@, @+ 1,) constitue un résiduel de (aq, b)
Soit alors p,= max|S,— f|. On sait que p,= O(lognr)[7].

Ona _ ' .
| Su(x + h)fS,n(x) | £ 20,4+ | flx+ k) — flz)],

7 an !f(x+h)_f(x)|
[S,l(x+6k)1<‘hi+ ]

d’ou

(o< <)

Prenons h=h,= %" ou lime,—o de facon que limh,=o <pa'r"

\
nEﬂ n» nw

I
exemple ¢, = }oTn>' On a alors
o)

1 , &n . .
- | S\ (z + 0h,) | < O(en) + l_ogn w(h,)=o(1).

S, (E")’ —o. (a, B) étant un intervalle de I'axe

Donc en posant E,l_ x —+ Oh,, =il

des x, si x est choisi intérieur a (oc, ), dés que ‘n est suffisamment grand,
£,=ax —+ 0h, est intérieur a («, B). D’autre part S, () étant fonction continue

"(E") <&, ou llme = o permet d’associer & £, un intervalle

de x, I'hypothése

de longueur A tel que si @, est situé dans (&, £+ ), on ait M—I < 2t

Les & £, étant chonsls denses sur (a, b) et 2, tendant vers zéro avec ;, ’ensemble

des points intérieurs & une infinité de (&,, £, + &,) constitue un résiduel R'. A

. . . S, (x
tout z de R’ on peut associer une suite d’entiers {7, ], tels que lim —""—n(—-) =o

n»

Supposons qu’en tout point d’un résiduel R”,

oE

[f(z—+2t) — f(x — 2t)] colgt dt
‘ait une limite finie. On obtient le théoréme 2 en remarquant de R’ et R” ont en
un commun un résiduel R.
S..(z)

— tend uniformément vers zéro

TaeorkMe 17, — f(a)étant continue, lorsque

1 o . . L. . . ,
avec ~ (et en particulier lorsque la série de Fourier de [ converge uniformément),

une condition nécessaire et suffisante pour que la série conjuguée converge unifor-
' mément est que :

1° f[f(w + 2t) — f(x — 2t)] cotgt dt ait une limite pour e = o.
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€ ‘
2° f [f(x—+ 2t) — f(x — 2t)] cotgt dt tende uniformément vers zéro avece.
0 Ll

. S; . . , , , . . .
En effet si °* tend uniformément vers zéro, I'hypothése que S, tend uni-

™

formément vers une limite entraine que lim.f ¢ (t)cotgtdt, existe et
e=0 3 . :
€
quef J(t)cotgedrtend uniformément vers zéro avec e.
0

($()=f(z+ 2t) — f(@— 2t)). Réciproquement, si %l tend uniformément

vers zéro, les hypothéses li_mf- ¢ (?)cotgtdt existent etf ¢ (?) cotgede tend
uniformément vers zéro, entracinent que la série conjuguée con‘vérge’unifor—
mément (*).

TutoriMe 18. — Pour que |S,— f| = O<;:;L>(0 La1) d faut et il suffit
que S, (2)| = 0 (n*™). o |
~ Sinous cherchons la condition pour que |S,— f|=0 <;;-a> il faut d’abord
supposer que E,( /)=0 <’715‘>

Daprés (1), si|S,— f] =0 (%),'ys;;(@ | = 0(n*).

Réciproquement si I'on suppose S, (x)=0(n*"*) [et E.(f)=0 <,_213>| en
vertu de (N15)ona: ' .

Sn(z) n . Lm0 20+ . .+ NTy
n(n—i—l)__n—i—l(f )+ Sy (e ) ( 1+2+...+n f>’
“et lorsque 0 < a <1

g1+ ...+ noy

I y . . 1
_—_1+,..+n —f‘—o(;za‘) dou 'j—Sn]—‘0<,To—c>.

7= f1=0( )

Lorsque a =1, E,(f) :0<;Il> et d’aprés () et (15)ona:

On— f=— - ﬂx+2t)+f(x_2t>_2f(x)a’t+0<z_lz>a

2
2T N 1 . 14

et

1
2n(n -1 : n

. _2n—+1 +°°f(x—|—2t)+f(x—2t)—_zf(x)
on—JS= )th1 7 dt+0< >

(1) Rappelons le théoréme de Fejér : Si la série de Fourier converge uniformément et si S oest
continue, la série conjuguée converge uniformément [7].
Ann. Ec. Norm., (3), LXVI. — Fasc. 1. ’ ’ It
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Et par suite
- S!(x) - 2n 41 e _end41 (77 [ 1
n(n—+1) n—l—l(f 21rn(n—i—1)f BCEY +O<;>
ool

Donc si |8, |=0(n),
| |f—S,,|:O(’—IZ>.

Remarque. —Engénéralune des conditions|S,— f|=0 <%>, |o,—f|=0 <,11> :
n’entraine pas I'autre.

®

Si en effet on considére Sf(x)= 2 Corslnx, on a bien |S,— f| = <:—l> Mais

-

1
comme

n—1

T S =SS B 0 (0) — flo) B2

De méme si |0n4f1=0<%> on ne’ peut avoir \S,,—f\:O(:—z) que
si|S, |=0(1)envertude o, = Sn_,~|—£S;’_1.Or,sijcn—f]20<;-ll>,f' €lipr;

et en général si f eLip 1on n’a pas |S)"|=0(1) car dans le cas contraire
on aurait aussi |[S,"|=0(n) et par suite d’aprés le théoréme prece-.
dent|S,— f|=0 < > ce qui est inexact.

Cette remarque et le théoréme précédent sont précisés par les résultats sui-
vants qui concernent 'ordre de grandeur des dérivées premiére et seconde des
sommes de Fejer.

Tagorime 19, — Si fe Lipi, |, (x)| = O0(1) uni formément en n et x.
Teorine 20. — Si E,(f) = <‘> |6(x)]| = O(n).

On obtient d’apres (N.13) : 6, =(n—+1)(g,— a,) quand on échange les
roles de 5, et o,
D’ou

ohn=(n+1)(or—f—on+ f) , _
1 I T fle+2t) + flo—2t) — 2 f(x) 1
B z d‘“’(z)%

. n[daplés(7) et (15)]
n+1f+”f(x+2t)+f x~2t)—2f(w)dt+0(l)

T anm £

:(IL—{;I)

Y

T fle+2t) + fle —2t) — 2 f(x)"
_ f1 = dt + O ().
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. e . 1 . .
Sif elipi,|o,—f| :0<2> (Chap. I, 4°) et par suite

T fle+2t) + f(e —2t) — Qf(x)dt:O(I)
12 .

[d’apreés (7)].

1

n

Donc |g," | = O(1). En remplacant /~ par’ fon a le théoréme.
Pour démontrer le théoréme 20 nous calculerons o) a partir de I intégrale
donnant g,. On a(N.14):

b1 e o) n? cos2nt 2nsiu2nt . 3sinznt’ dt
" onm Iz o |
Posons '
Un(t) = n2e2 cosant — 2ntsinant + 3 sin’nt.
On a alors :

+ o
o= f cp(z)“—"t@dz.

2NnT o

Si dans un(t) on remplace #* et t par sin®¢ et sin ¢ on ne commet

sur ———f o(8) = Unlt )dt qu’une erreur qui est ()< ) En effet

Jsin?e— 2| =0(z") et |sint — ¢| =0(¢).
Donc ‘
U, (t) —n?sin®t cosant + ansintsin2nt — 3sin>nt | = n20 (&) + nO ("),
L
et par suite en posant
. vn(8) = n*sin*t cos2nt — 2nsintsin 2 nt + 3 sin*nl,

on a
1

T un(8) — eall)
mf O

OrsiB,(f)=0 (%)

1

_ 1 J""](P(.t)ln20(kt”)+n0(t3)dt

2nT v

I O(1), done

| 2—;17—'5_/0779( )M O(%)I%('lﬁlﬁ—lz)tll20(£>.

PN S SN ) LT L ha
U"‘_m[ e () =5 dt—‘_znﬁjl o unl)

Donc

n

<o) w0 e 2 [T M

n
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Or si l’on calcule ¢’(¢) on tr(.)uve
p{3)(£) = 8n’ cosant — Z;,ng(n‘+ 3n?)cos(2n +2)t — hn*(n*— 3n*) cos(2n — 2)¢ -I— O (n*).
D’ou en groupant les termes : 4 |

v\ () =16n° cosantsin®t + 24 n® sinatsinant + O(nt).

I
n

Donc s1 | 2] =0< >, |¢.°(ty|=0(n*). Comme le déveldppement de Taylor
de ¢, commence par un terme en ¢*, on a pour || =0 <7Il>, [ea(t)| =" O(n*)
et par suite ‘ '

1

1 " vn(l)

2n7r,f0 % (0) A ,dt

et en raison de Iii—t)‘—_—O(l), cette derniére quantité est O(n). D’ou
I . '

lorsque En(f)———O(;):

f-m 40 un () dt

t!»

anm

1
I n l’"
=5z 00 [ el
0

on(@)=0(n) + —

n

n e cosant’ 1 e sin 2 nt
=0+ & [ ew=pa— L [ e,
2 1 1
. 3 e (e sin2 nt
2nm J, ¢ (0) 4

(

dt.
#

Comme Igg l =0(),

i +m .
t) .
L E'Qsmznt dt
s . t,f

3 e sin2nt
[ e
1

:o<f1+w‘f_f>:0(n)

1 [T de ‘ »
:0<,_lf1 ?;>;0(n).

2NT

n n

+ :
Quant hf o(?) COS;'/tht, nous avons précisément prouvé (Chap. II, § 1, 1°)
1

que cette intégrale est bornée si ICP—(tL)l est borné. En définitive si E,= 0}<%>,
' - IR . . o . l ‘.
on a |, |=0(n), bien qu’en général |5, — f| ne soit pas O <n>
“ Ce dernier théoréme permet de prouver le suivant.

L, . . . . . ' - I
. TutorkME 21. — o« étant un nqm()re posttif, si [S,,——f[_0<’ﬁ>,

S, —f |= 0(}%‘> ausst.
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Supposons tout d’abord o < a < 1. De (1) il résulte lorsque|S, — f|= 0( %)
’ 1—o . L ) ..__L I
que |S,|=0(n | ) w<;’) = O<’ﬁ>e donc

1

fn[f(x+2l)—f(x— Zt)]cotgtdt—_—O(nL“\

0

Doncdapres(17) |S,—f'|=0 <—>

n* '
Si a=1, [I’hypothése |S,— f|= <,il> entraine E,,(f)::0<’—ll> donc
En(f')=0< )(Not 3°) et parsuite| 5" | = O(n)(Th.20). De plus| S’ | = O(n)
et |S;|=0(n*). De I'identité ¢," =S," — §—, on tire alors [S," | = 0(n) donc

I

en vertu du théoréme 18:|S, — /" —0 <’—l>

Supposons maintenant que f’ et £’ existent, sont continues et €Lip«'. En

TC

sin?

intégrant par parties S, — f==~ CP(t)sm an--1)tdton obtienta O ——, ) pres :
8 parp =), v | P

3

( Sn—f 9 f <f/(x—|—2t)_f'(x—zt) @(t)cost,>005(2n_|-_l)tdt

(2n+1)7 sint 9 sin?¢
= ‘
f'— S,y 4- I T(?) [sin‘-'(n—i—l)t'——SiMnt]dt
2”+‘ W e nn), sin
2n+1(fl 5.)— 2n+l[(”+1)(0/z+1—ﬂ—n(an—f)]
__ I .
' 2”+I(f S)—zn—l—l(sn 2 (.1). N
) . - . 1 C e 1 .
D'ou Sn—f= ,l+1(f ot Si—f= o S

Si alors I‘Sn_.fi: <n,+a>(o<a’41) S et f ' existent sont continues
(Notations 3°) et appartiennent a Lipa’. On a

| S| =0 (n>=%) donc IS’,l—f’|:O<n—Ia—,>’ et par suite |S,',—~f‘|:0<;§;;,>.

De proche en proche en utilisant le théoréme 18 on prouverait de méme que

si|S,—f]=0 < p+“)pent1er>o 0<a'41) S, f =0 <,,p+o=> |

U
I

t).cosznt dt = O.(—>

ne

(1) La méthode utilisée pour démontrer le théoréme 1 prouvé que f :ir(lzz
0

si f"eLipa.
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8. Dérivées d’ordre a non entier. — Soit f(x) une fonction continue satis-
faisant a une condition de Lipschitz d’ordre (o < « < 1) ayant pour période 1,
pour valeur moyenne o sur une période. La primitive d’ordre (1— «) de f(x)
se définit par

j;_a(w):r—([a—)l fle—uw)u*du [T)], -

'

L
et I'on appelle dérivée d’ordre « de /() lorsqu’elle existe la dérivée premiére
de f,_,. On écrit f*(x)= d%f‘—“' On sait que si f€Lipa, alors fY existe pour |
tout y tel que o <y <« et €Lip(a«— v) mais f* n’existe pas nécessairement.

Le théoréme suivant donne la condition pour que /> existe et soit borné, plus
précisément fournit la condition assurant que f, ,€Lipr.

TaEOREME. — /() satis faisant d une condition de Lipschitz d’ordre a(o < a< 1),
ayant pour période 1, pour valeur moyenne o, pour que la primitive de f
d’ordre 1 — a satisfasse uniformément a une condition de Lipschitz d’ordre 1, il
Saut et il suffit que

= e f (x+t-u)+f (z—t—uw)—of (x—u)
f f dudt

u*t?

1501t uniformément borné en ¢ et z, f désignant la_fonction conjuguée de f.

Ce théoréme estune conséquence du théoréme 3 qui résulte de la connaissance

de la classe de saturation attachée au procédé de Fejér. On a vu en effet que
la condition nécessaire et suffisante pour que f€Lip 1 estque | c;—f°[=0<£>
ou encore que '

f*” frlas i f @ —af @,

[

. soit uniformément borné en x et . La condition cherchée ici s’exprime donc
par

f fsle O fise 0 = 2fial@)

borné uniformément en x et ¢ et d’aprés la définition de la primitive
d’ordre 1— a de fou / on obtient la condition énoncée.

. . . . . . . 1
4. Majoration des coefficients de Fourier. — On sait que siE,=0 <7[r>(r> 0),
|a,| et |b,| sont O<nlr> Nous indiquons une majoration générale des coeffi-

cients de Fourier de f(x) en fonction de E, et qui contient les résultats connus.

TukorkME. — Les cbe]ﬁcz]ents de Fourter a, et b, de f(x) sont en valeur absolue
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max | P72 |

moindres que \,E,+ ., (x)} élant une® suite de polynomes

e {P
» n2p+2
trigonométriques donnant de f(x) une approximation de l'ordre de E,, ), et .,
- dépendant de p seulement.
P
e ¢ X
Nous reprendrons les différences A,,(?) ::Z oA, <F> (Chap. II, ‘§2)‘ou :

k=1
les , sont des constantes absolues. Soit

U, (2, z-:)_\/‘ﬂo Aop(t)dt

ol ¢ est un entier > 2 et soit

Vale) __f Uy g(a, a)cosnxdx_f a [ Asp (f, @, t) cosnz dz

fﬂd’f( ozkA-,< ))cosnrdx

On a :
f Ag,,(t) cosnx dzx _.E ak/ f(u)A2<cosnx, u, tk) du ‘
donc
f”Azp(t) cosnz do — — 4%2 o sin? 2’2—,: .
0
Or

on obtient-donc

om 2 P
. nt 1
E o Sin? —— dt =m E o — — E
ok—1 n
0
k=1 k=1

P .
Des que nest assez grand, cette dernlere quantité est voisine de ‘nE o on a donc
k=1

s L
|Vn(5>|:\_{an|—‘———(q_lp)8q_la '

ou A, dépend de p seul. D’ou

]anl< ) 6’7—1 f Up,,(x,a)cosmdx
\p

: 1 , . .
On prend q assez grand, ¢= - et I'on suppose f continue. Si dans cette

derniére quantité on remplace f par un polynome P, tel que [P, — f| < O(E,),
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L. n 1) . . 1) )
en désignant par Uy, <.:v, ;) ce qui devient U, , <x, 71)’ on commet une erreur
inférieure a ‘

o0 dt
O(E,)L=2e f = =O(E,).
» .
On a donc o
1 ’ q—1 I 2 n 1 )
‘anl<7\p(En)(q—.'1>+'_—)\,{ ————nl]_l,f‘; UW,< n>cosnwdx.

D’ailleurs

f U”’,,<x,—>cosna:dx

/‘21{ Un N T o1 n . I d

Py x+—) —">+Up,r/<x_;’ ;>—2UI’;’7< ’l tosnz dz

<o{3 el
n

(T a0, f*“‘d’

Or.
A»p(P”, Z, l)

dx? .

n

dr _f” Ag,,(P’,,, , 1) dt,

car A, ,(P,, z, t) est une forme linéaire de P, <x -+ 2—t,C> +P, <a: — 2%) — 2P, (x).
A,,(P,, @, t)| <, t*? max|P}7"* (x)|, on a

2T
I
f U, < > cosnx dx
n .
<0

> AL () de

I 2

2 q
1 t

n

J— (2 2)
0(——0,, qﬂ)m;?‘lpn”* |

(g=>2p+2).

I

t])\—' (6] <—n?;+2> max | P{27+2) |
p

Ialzl<)}/1)(q—l)En+

Et en prenant g=2p -+ 2 on obtient I'inégalité énoncée. Le calcul est le méme
pour b, et donne méme majoration. :

~ En tenant compte de la majoration de |P****| on obtient pour a, et b, une.
majoration ne faisant intervenir que E,. :

5. Condition pour que limnE, = 4.

~ TutoriME. — f(&) étant une fonction continue de période 2w, nulle pour x=o0,
_ st au point x = o, f(x) posséde la dérivée droite + o et la dérivée gauche — oo

. X . . . .
et st J% est une fonction non croissante de x au wvoisinage de x=o,

alors limnE, =+ .

nwo



StRIES,DE_ FOURIER DES FONCTIONS CONTINUES 89

. . ' 304, — 0
Les sommes trigonomeétriques d’ordre 3n: V,,= ——‘32———'-' donnent de f une,
approximation comprise entre E;, et 3E,. En tenant compte de ce que

sin?(n + p)t —sin?nt =sin ptsin(2n + p)t
on a . » ' :
+o
f"‘ 21”1‘/‘ [f(@ = 20) + f(z — 21) — 2 f(z)] SR2RLS smzntsm[mtdt
1 te sin n¢sina nt
o f@+ O+ fla— ) —af@) 22 qr,
0
Au point = o 'approximation fournie est
. e
; Pn:nl_ﬁ [f(t)+f(_t)]smntsm2ntdl. .
0
« étant un nombre positif quelconque fixe
Voo
f [f(t) e f(— t)]smnt sin 2 n¢ dt=0(1).
o
Nous écrirons
* sinnt sin2nt
[ o=
L 57 i
" sinnt sin2 nt i i) f(t‘+ 72)
f() ————dt— iy e
0 T ¢ [ LAY
an n
f(t—l— 2—3)
+ ——5 —... J|sinntsinant|dt.
3 |
an
f( )ne cr01t as, donc J( )decrmt et par suite '
p p
3
27:‘f() 9]lf<t+; ’ ,
| sinntsinant | de >f ———|sinnt sinant|dt,
i i <t+ z
2n 2n n
De plus

¢

f(t) smntsmznt f f( )

| sin nt sina nt | dt.

a

lal

- ¢
_ Car au voisinage de o, JU)

est positif et la premiére formule de la moyenne
donne pour la premiére intégrale

IO'ﬁ

f(t, f sinn¢ sin 2 nt

Ann. Ec. Norm., (3), LXVI. — Fasc. 1.

de <0<t,<§7%>

12



9o

M. ZAMANSKY.
et pour la seconde

(tqf |smntsm2nt|d <TL‘ 3n
n .

— <hL< —)
2n " T an

il suffit pour prouver ce point de prouver que

Commef t1)>f(t’

wI:'

©3

a

=
sin n¢ sin2 nt sin nt sin2 ni
[t sinant o, [ inntsinanel
Jo 4 = 4

sn
ou encore que v

3T

2n . .
sin nt sinant
—— ~ dt>o,
o - 14

3T

c’est-a-dire que

9 . .

* " sinisin2¢
/ ———-——dt>.0.
Yo t

Cette derniére intégrale s’écrit :

t+ 7

. siné cost sini
sin2f| — — —— — de.
0 t T
-+

e . ‘ z(m+x)
Entre o et — la quantité entre crochets est >> o parce que tgz > ————

, cellede y = oz +3;) part de o avec une tangente de pente - T <1 et est située
w(a+ )

pour o < & < g au-dessous de la droite y=

T )
(=3)
la courbe représentative de y = tgx est située au-dessus de y = et part de o,

o . . : '
Doncf f(t)mt;m—wtdt se présente sous la forme d’une somme de termes
alternativement >0 et < o et dont la valeur absolue décroit. Elle est d.onc

supérieure & la somme des deux premiers termes, c'est-a-dire a

la|.—_|

f(ti)f smtsmudt f(t-,)f [smtsm2t| di— f(t1 f(t-l)b

t 2

Comme a>bet—— f(t1) >f(t"

-
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3 . '
eto<t, < 2—% tend vers o avec ;l Il s’ensuit que

“+w . .
f %sinnt singnt— 4o avec n.
I
La méme démonstration vaut pour

T Sil; ntsinant
[ n—ptmnnty,
0
ce qui prouve le théoréme

6. Théorémes topologiques. — Nous montrerons dans ce paragraplfe que les
propriétés différentielles de /() sont liées aux propriétés sur des résiduels de
la suite {P)}. Nous ne supposons plus ici que f(x) est nécessairement
périodique. ' ' .

Soit f(«) continue pour aéa:éb {P,(x)} une suite de polynomes conver-
geant uniformément vers f(x), P,= max |f—Ps|, m(x)=IimP (z),

M(x)= 11m P! (z) et L(x) I'ensemble des valeurs d’accumulation de P’ 2(x)au

point x.
x et ' étant deux valeurs de (a, b), (¢’ >x), on a

&) = f) _ Pale) = Pal@)| _ 2

v —x x— x ' —zx

Soit ¢ une longueur <b— a. Quel que soit = sur (a, b— ) il existe au

moins un point £ tel que

P.(z + 7o) — P,(x)
g

P, (&)= (z<E<x+0).

Quand « varie, le théoréme sur les fonctions implicites prouve que les points &
se répartissent sur des intervalles séparés par les segments enfermant les
abscisses des points d’inflexion de la-courbe y = P,(x). Soit-alors {5,} une

suite de longueurs tendant vers zéro avec —, telles que lim —=o. A chaque

nw n

valeur de » correspond un systeme d’intervalles [,, heu des points &, tels
que Pﬂ(E)\_ Pn(z + a2) — (Pa(2)

n

tend vers zéro, quel que soit («, B) sur (a, b), il contient pour n assez grand
un point &, au moins, donc tout ou partie d’un intervalle /,. On peut donc a
chaque /, attacher un pointa, et les @, sont partoutdenses sur(a, b). L’ensemble
des points intérieurs a une infinité de Z, est non vide et est un résiduel. Donc

quand z varie sur (@', b') € (a, b). Comme g,
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a tout point £ d’un résiduel défini par les sultes {P.(x)] et {a,}onpeutassocier .
une suite de points {x, | telle que

(Zn,+an,) — Py (24))

Tny

"P

=P, (&)
On a alors
. . f(xn’,_'_ Un’,) “"f(xn

On

(18) vy, | < 2,

ol le second membre tend vers zéro pour p oo.

~ Supposons alors que f’(x) existe et soit finie en tout point de (a, b). f(x)
étant une fonction de premiére classe, est continue relativement a (a, b) sur un

résiduel de (a, b). Et deux résiduels de (a, b) ayant en commun un résiduel R,

f(xn —|—an — f(z n,

Tn
qui estf’(E) Si enfin on. remarque que l'ensemble L, () relatif a la

suite { P, jcontient L, (:v) relatif a la suite { P, |, on pourra. énoncer :

on en conclut que sur R, (18)restevalable, ayant une limite

TukoriME. — S7 f(w) posséde en tout point de (a, b) une dérivée finie, quelle
que soitla suite{ P,(x) | convergeant uniformémentvers f(x ) sur(a, b), 'ensemble
L(z) des valeurs d’ accumulation de P, (x) contient la valeur f'(x) en tout point
d’un résiduel qui dépend de f et de { P, }. '

Si 'on suppose qu’il existe un résiduel R’ tel que quelle que soit la suite
infinie extraite de { P}, cette suite diverge sur R’. Soit R”=R N R’ le résiduel
commun a R et R’ En tout point £ de R”, (18) reste valable. Donc f(a:) ne.
possédent pas de dérivée sur R”. D’our:

Tukoréme. — S'il ewiste un résiduel et une suite de polynomes { P, | convergeant
uniformément vers [(x), telle que toute suite tirée de { P, | diverge sur ce résiduel,
alors sur un résiduel f(x) n’a pas de dérivée.

Supposons enfin qu’en tout point d'un résiduel R, une suite {P,} ait une
limite finie ¢(x). Si f” existe en tout point de (a, b), sur le résiduel RN R,
JS'=o.Donc:

TrtoriMe. — {P,(2)} convergeant uniformément vers f(x), si f(x) possede
sur (a, b) une dérivée finie f'(x) et si sur un ensemble contenant un résiduel, P, (.7;)
a une limite finie, alors sur un résiduel : hm P, (x)=f"(x).

Dans un autre travail nous generallsom]etheoreme7 casou E,= O< W)],

les théorémes 3, 12, 13, celui du Chapitre 1I, paragraphe 5 et complétons
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les resultats obtenus a partir de I'égalité (17), en prouvaht.en particulier que
si I'on pose

k!

Solz)= T—I[f [f(@~+2t) — f(x — 2t)] cotgt dt,

on a

S =5 o) =0 (1) == o] (3)]
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