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SUR

QOUELQUES EQUATIONS FONCTIONNELLES

Par M. Nicoras PASTIDES.

PREMIERE PARTIE.

ETUDE DE L’EQUATION [, (3)=7=3.

1. Notations. — Nous représentons par f,(z) la fonction f[ f(3)] et par
JSa(z) la fonction f[ fni(2)] c’est-a-dire la n'*= itérée de f(z). Par f_,(3),
F~1(z), ..., nous représentons respectivement les fonctions inverses de f(z),
F(z), .... E désignant un domaine, nous représentons par f(E) le transforme
de E par la fonction f(3).

9. Fractions: rationnelles vérz'fant léquation f,(3)=3z. — Considérons la

fraction rationnelle R(z)= ) quotlent des deux polynomes premiers entre

Q(
eux P(z) et Q(z) de degrés p et ¢. Soit & le plus grand des nombres p et ¢,
k s’appelle le degré de la fraction. On vérifie aisément que le degré de R,(z), est
exactement £". Il s’ensuit que, pour que ’on ait R,(z)=z, il est nécessaire que
R(2) soit une fraction de degré un, c’est-a-dire que la substitution [z, R(z)] soit
une substitution homographique. Or, les seules substitutions homographiques
ayant la propriété R,(z)=z3, sont les substitutions linéaires elliptiques
ekiT
1 n B3

—=e

— 3y 3 — 2

— 3

)

d’ordre n. En posant u=R(3) elles sont données par Z

3, et z, élant les points fixes de la substitution et £ un entier premier avec n.

°kz7t
Si z, est le point de I'infini, u est donné paru —z,=¢ " (3 —3,).

3. Fonctions, autres que celles données par les substitutions linéaires elliptiques,
vérifiant I'équation f,(z)=3. — Si ¢(5) désigne une fonction qui vérifie
I'équation ¢,(5)=3, toute fonction de la forme f(z)=F_[¢[F(z)]] la

Ann. Ec. Norm., (3), LXV. — Fasc. 4. 5



278 N. PASTIDES.

vérifie aussi, pourva que F(z) soit univalente dans. le domaine que nous
considérons et que, dans ce domaine, F_,[gq[F(z)]:[ et ses itérées soient
définies. En effet fn(z)=F_i[cp,,[F(z)HzF‘_i[F(z)]=z. Remarquons aussi
que, si 3z, est un point double de la transformation Z=1¢(s), F_,(3,) est un

point double de la transformation Z = f(z) de plus, le multiplicateur est le
meéme. ' '

4. TukoriMe 1. — St une fonction f(z) a les propriétés suivantes : 1° f(3,)=3,;
2° Il existe un domaine D renfermant z,, dans lequel f(z) est holomorphe et
vérifie I'équation f,(3)=z. On conclut alors, qu’il existe un domaine E simple-
ment connexe qui renferme z,, et qui est transformé biunivoquement en lui-méme

par la fonction f(z).
Etablissons d’abord le lemme suivant.

LenMe 1. — 8¢ n domaines bornés simplement connexes D,, D,, ..., D, ont un
point intérieux z, commun, alors de plus grand domaine connexe E qui
L1
renferme z,,,
lui-méme simplement connexe.

et qui appartient « intersection des n domainesD,, D,, ..., D, est
qut app ) i

En effet une condition nécessaire et suffisante pour qu’un domaine borné
connexe soit simplement connexe, est que toute courbe de Jordan simple et
fermée, formée de points du domaine, ait tout son intérieur qui appartient
aussi au domaine (').

Démonstration du théoréme. — Montrons d’abord que |/'(5,)|=1. En
dérivant f,(z)=1=5 on obtient f'[ £, (3)] < f'[ fu-a(3)] <...>< f'(5) =T, Ce
qui, pour z = 3,, donne [ f'(z,)]"=1. Il s’ensuit que f(z) est univalente au
voisinage de z,. Soit D, un domaine simplement connexe renfermant z,, et tel
que ses transformés D,, D,, ..., D,,, D,=D, par les itérées de f(z), soient
tous & l'intérieur du domaine d’holomorphie et d’univalence de f(z). Ces
domaines sont simplement connexes, aucun d’eux ne se recouvre, et ils ont
tous 3, comme point intérieur. Il existe donc, d’aprés le lemme I, un plus
grand domaine connexe E, commun a4 D, D, ..., D,_, qui renferme z,, et
qui est simplement connexe. Nous allons montrer maintenant que f(z),
transforme E biunivoquement en lui-méme. En effet, comme E fait partie des
domaines D,, D,, ..., D,,, son transformé par f(z), fait partie des
domaines f(D,)=D,, f(D,)=D,, ..., f(D,.,)=D,=D,. D’autre part f(E)
est simplement connexe et renferme z, comme point intérieur. Comme E est le
plus grand domaine ayant ces propriétés, on a f(E)CE. Mais si f(E) était une
_ partie propre de E, c’est-a-dire si I'on n’avait pas f(E) =E, alors f,(E)c f(E)

(Y) Four JuLia, Principes géométriques d’Analyse, L. 1, p. 10.
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serait une partie propre de E, et en continuant on obtiendrait que /,(E) serait
une partie propre de E, alors que I'on a f,(E) =E :

La transformation de E en lui-méme par f(z) est biunivoque car f(z) est
univalente dans D, donc dans (E) (*).

5. TukoriMe II. — La fonction f(z) satisfaisant aux mémes conditions que
dans le théoréme 1, il existe une infinité de fonctions F(z), holomorphes et
univalentes au voisinage de z, et telles que 'on ait, dans ce voisinage, -

f(z):F_,[e n F(z)] ave¢ F(z,)=o, S (z))=e ™ ZI1.

En effet considérons un des domaines E, dont I'existence a été prouvée au
théoréme I. Il existe une fonction F(z), holomorphe et univalente dans E, qui
fait la représentation conforme de E avec I'intérieur du cercle unité, en faisant
correspondre z, & I’origine. '

Posons cp(z):F[f[Fﬁi(z)]] La fonction ¢(z) a les propriétés suivantes :

1° Elle est holomorphe et univalente a I'intérieut du cercle unité;

2° Elle transforme biunivoquement I'intérieur du cercle unité avec lui-méme.
En effet F_,(z) fait la représentation conforme de I'intérieur du cercle unité
avec E, f(z) transforme E en lui-méme, et F(3z) tranforme E avec l'intérieur
du cercle unité.

3e 9p(5)=>5 car CPH(Z)EF[f”[F_i(Z)]]EF[F_i(z)]EZ;
4o : 9(o)=o el "¢'(0)=f"(z). :

I résulte des propriétés 1° et 2°, que cp(z) est une fonction homographique,
de la propriété 3, que c’est une substitution linéaire elliptique périodique, et

(*) Nous pouvons aussi donner du théoréme I, la démonstration suivante que nous esquissons.
AT

Supposons pour simplifier I'écriture que f3(z) =z et que f'(z) =€ ® . Soil d; un pelit segment de

droite d’origine z, et o, ds, di, dy et dg se confondant avee dy, les (ransformés de d; par les itérées

L2511
de f(z). Ces arcs ont la disposition ci-contre du fait que f!(z) =e * . Joignons par un arc ¢
Pextrémité de dy a extrémité de d, et soit ca, cs, ci, ¢s les transformés de ¢, par les itérées de J(2).
On a ainsi cing secteurs 1, 2, 3, 4, 5 qui se permutent mrculalrement par f(z), I’ensemble de ces
cinq secleurs est le domaine cherche
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2kin
de la propriété 4° que c’est une rotation d’ordre n. Donc ¢(z)=¢e * .z avec &

entier premier avec n [on suppose que I'on n’a pas f,(z)=23 avec p<_n]
2kiT

ete " =f'(3,).

Nous avons donce

shir it
e " z=F[f[F_i(s)]], = dou f(s)=F_ [e n F(z)].
Remarquons que F(z) n’est pas unique. Car si F'() est une fonction particu-

liere, ayant les propriétés requises, il en est de méme de F(z) =E c [ F* ()]

ol ¢,5£ 0 et la série entiére Z c,u""* ayant un rayon de convergence non nul.

7= 2kiT

Nous verrons plus loin dans la discussion de I'équation F[f(z)]=e " f(3),

que ce sont la les-seules fonctions F(s) ayant les propriétés de I’énoncé.
Avant de faire cette discussion, nous établirons quelques propriétés des

transformations périodiques permutables.

6. Tueorkme III. — Soit f(z) et g(z) deux fonctions holomorphes au voisinage
de 3, et ayant les propriétés suivantes :

e J(%0) = 50, &(%0) = 5o;
20 Ja(3) =35, &n(2) =3,

n et m étant les plus petits entiers donnant ces relations.
La condition nécessaire et suffisante pour que I’on ait

fle() =gl f()],

est qu'tl existe une fonction F(z), holomorphe et univalente au voisinage z,, et
telle que ’on ait

f(z)=F_ [e%F ()], g(5)=F_[e®F(z)].

La condition est manifestement suffisante, démontrons qu’elle est nécessaire.
Pour cela nous supposons f(z) et g(z) permutables, et nous prouvons
I'existence d’'un domaine E simplement connexe borné, renfermant z,, et qui
soit transformé biunivoquement en lui-méme en méme temps par f(z) et
par g(z). o .

Soit E, un domaine simplement connexe qui renferme z,, borné, et qui est
transformé biunivoquement en lui-méme par f(z). Considéronsles transformés

E., E,, ..., E,_, E,=E,, de E, par les itérées de g(z). Soit E le plus grand
domaine connexe renfermant z, et contenu dans E,, E,, E,, ..., E,_,. Comme
E, peut étre choisi dans un cercle de centre z, et de rayon aussi petit'que 'on
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veut, on le choisit de facon que E,, E,, e E,_, existent et qu'aucun d’eux
n’empidte sur lui-méme. D’aprés la démonstration du théoréme I, E est simple-
ment connexe et il est transformé en lui-méme biunjvoquement par g(z).
Montrons que E est aussi transformé en lui-méme par f(z).

Considérons f(E;), le domaine transformé de E; par f(z) et prouvons
que f(E;)=E; pour tout j. .Nous avons f(E,)=E, d’apres le choix méme
de E,. Supposons que f(E,)=E; pour un certain j et prouvons que
J(Bi ) =E;.. On a E.=g(E) done f(Ey)=f[g(E)] ot d'aprés la
relation f[g(=)]=g[ /()] on a f(Ej.)= g[/(E,)] mais /(E,)=E; donc
S1Bjr]=8[E;] =Ej...

Cela étant, il s’ensuit de la démonstration du théoréme I que f(z) transforme
biunivoquement en lui-méme le domaine E. » )

En reprenant alors la démonstration du théoréme II, on obtient qu'il existe
une méme fonction F(z) (il en existe d’ailleurs un infinité) telle que I'on ait

] J(3)=F_[e"F(z)],  g(z) =F[e"F(s)],
F(z) étant holomorphe et univalente au voisinage de z, et s’y annulant,
0,, 0, étant donnés par e = f'(z,), ™= g'(3,).
Remarquons que dans les hypothéses de 'énoncé Z= f[ g(z)] est aussi une
~ transformation périodique.

7. Cas des transformations périodiques d’ordre 2.

TutoriMe IV. — Soit f(3) et g(z) deux fonctions holomorphes au voisinage
de z, et telles que
e S(zo) =250, &(%0)=5%0;
20 So(5) =3, 2.(3) =z,

Alors : a. st flg(z)]=g[f(5)] on conclut que f(z)=g(z); b. si la
transformation .= f[ g(z)] est périodique on conclut encore que f(z)=g(3).

En effet la partie @ est une conséquence immédiate du théoréme III car
dans le cas actuel ou f,(3)=g,(3)=zo0na

S)=gG)=—1 done f(z)=g(s)=F_[—F()],

F(z) étant la fonction définie dans le théoréme III.

Démontrons la partie b. — D’aprés '’hypothése et le théoréme I, il existe des
domaines simplement connexes ayant 3z, comme point intérieur, qui sont
transformés biunivoquement en eux-mémes par la transformation Z = /| g(z)].
Soit E, I'un de ces domaines. Posons g(E,)=E, et soit E le plus grand
domaine connexe, renfermant z,, et commun & E, et E,. On sait que E est
simple.men,t connexe et que g(E)=E. Prouvons que 'on a aussi f(E)=E.
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Or flg(Ey)]=E, ou f(E,)=E,. Done f(E;)=/,(E,)=E,, ce qui prouve
que f(E)=E. Donc F(z) étant la fonction holomorphe et univalente dans E et
" qui fait la représentation conforme de E avec l'intérieur du cercle unité
avec F(z,)=o0,0na

f(z)=g(5) =F[—-F(s)],

DEUXIEME PARTIE.
kit

piscussioN DE L'EQuaTioN F[f(s )]_e F(z) (*).

2kiT

8. Considérons I'équation F[ f(s)]=-¢ " F(z) ot f(z) est une fonction
donnée telle que f(z,)=3,, z, étant un point donné, f(z) étant holomorphe
au voisinage de ce point. Sans diminuer la généralité du probléme, nous
pouvons supposer z,==o0. £ est un entier o < k<_n, et qui est premier avec n
lorsqu’il lui est inférieur. Nous cherchons les fonctions F(z) uniformes au
voisinage de l'origine qui vérifient I'équation. Remarquons d’abord que
si F'(z) est une solution de I'équation, il en est de méme de CF'(z), C étant
une constante arbitraire, et de [F'(z)]"»*', p étant un nombre entier positif ou
négatif. Comme d’autre part si F'(z) et F?(3) sont deux solutions de I'équation
il en est de méme de leur somme, on en conclut que si F*(z) est une solution

particuliére, il en est de méme des fonctions ZCP[F‘(Z)]”P”, 2 G, [F'(z)]",
p=0 p=r

2 C,[F* ()]~ pourvu que les séries considérées soient convergentes.

p== °Aiﬂ:

On voit de la que si l équation I‘[f( Y]=e “ F(z) admet une solution
meromorphe F(z), elle admet aussi la solutlon [F*(z)]7**, qui est holomorphe
au voisinage de l'origine.
"AIT
9. Tukorime V. — Pour que I'équation F[ f (z)] =e " F(), admette des solu-
tions holomorphes ou méromorphes au voisinage de I'origine, il est nécessaire et

suffisant :
1° qu'tl existe un entier positif p tel que | f'(o)P=e " ;
2° que la substitution [z, f(3)] soit périodique ce qui entraine que f'(0)~1 ().

(1) L’équation F[f(2)]=sF(z) a élé étudiée par Keenigs pour |s| <1 et par F. W. Bradley -
(Proceedings of the Mathematical and Physical Society of Egypt, 1947) dans le cas ol |s| > 1.
(2) La substitution [z, f(z)] étant périodique on a f»(z)= z, ce qui, avec la condition 1°, donne
R ki 2kiT
d’aprés le théoréme II f(z) =TF_4 [e np F(z)], alors f'(o)=-e ™ donc f'(0) 1 sans quoi on

urait =3,
aurait f(z) =z v)
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Les conditions sont nécessaires. — Supposons en effet que I'équation ait une
solution holomorphe F(z)=b,+ b,3°+... puisque I’équation ne peut avoir
de solutions méromorphes sans en avoir des solutions holomorphes aussi.

Soit

J(z3)=1sz 4+ ayz®+..., s=f'(o).

1° Si b,>£ 0 en substituant dans 'équation, F(z) et f(z) par leurs dévelop-
2kiT .
pements, on conclut que I'on doit avoire * =1. Alors F(z)=C, C étant une
constante arbitraire, est solution de I’équation.
En laissant de coté le cas ot F(z) == C seraient les seules solutions, nous
allons montrer que les conditions énoncées sont nécessaires pour avoir des

solutions de la forme F(3)=10,3"+.
2kiT

La substitution dans I’équation, nous donne alors s’=¢
premiére condition énoncée.

qui est la

2° Passons a la deuxiéme condition en supposant la premiére vérifiée.

a. Si p=1, F(z)=b,5+b,5*+... est univalente au voisinage .de
I’origine; elle admet donc une fonction inverse F_,(z), et comme F(z) vérifie
par hypothése I’équation, on a

Sf(z)=F_, l_e n F(z)J, . .
ce qui donne

2kiT

f’(o)::eT et Jn(5) =

|

Z

I

b. Si I’équation n’a pas de solution univalente au voisinage de l’origine,
soit F(3)=3"(1+b,. 5+...), avec p >1, une solution de I’équation (on
peut toujours supposer b,=1).

“Soit o(z)=z(1+Bz+4...) telle que [9(3)]?=F(3); ¢(5) vérifie 'une des
équations '

(Chk+nW)in

CP[/(;)J:C " 9(3), p=0, 1,2, ..., (p—1),

e (k-+n)ir
a savoir celle pour laquelle f'(o)=e " =5 donc f(3)=0¢_,[sp(3)], ce
qui prouve que f(z) vérifie bien la deuxiéme condition.

ki
Les conditions sont suffisantes. — a. Si f'(o)=e " , f(z) vérifie par
hypothése les conditions du théoréme II de la premiére partie, et d’aprés

2RI
ce méme théoréme I'équation F[f(z)]=¢ " F(z) admet des solutions holo-
morphes et univalentes au voisinage de ’origine.
ki l
b. Si[f'(o)p=e " d’aprés le théoréme II de la premiére partie ['équation
o[ f(3)]=s9(3), o s = f'(0), a des solutions holomorphes et univalentes au
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voisinage de l'origine; ¢'(z) étant 'une de celles-ci, F(z)=[g'(z)]’ vérifie

2kim

I’équation F[ f(z)]= e_”—F(z).
2kin 2kiT

10. Etude des solutions de lequatwn F| f(3)]=¢ " F(3) avec f'(0)=¢ "
et f.(3)=3.

10.1. Jusqu’'a présent nous avons prouvé l’existence de solutions holo-
morphes au voisinage de l'origine, ou méromorphes, ou ayant I’origine comme
point singulier essentiel non lmnte de zéros ou des poles.

Nous allons montrer maintenant comment on peut déterminer effectivement -
une solution particuliére, ou plutot la fonction inverse de cette solution, par
son développement en série de Taylor. Cette solution étant obtenue nous allons
donner en fonction de celle-ci les expressions générales de toutes les solutions
de la nature mentionnée. Nous appellerons, pour simplifier, équation S
I’équation dont il est question.

L

10.2. Tueonime VI. — Posons F(z)=3 -i—zqu‘l, nous avons alors les

*

. g=2
propriétés suwvantes :

1° by, by, ..., b, sont déterminés et les mémes pour toutes les fonctions ¥(z)
‘qui vérifient I’ équation S;

2° st l'on se donne une suite de m nombres c,, c,, .y Cm, U existe une
infinité de fonctions ¥(z) qui vérifient Uéquation S et telles que b,;.,=c;
pourj=t, 2, ..., m; les by, q < nm, sont alors déterminés;

3° st l'on se donne une suite infinie {c;| il existe une série entiére

F(s :s—{—quz’l bien déterminée, dont le rayon.de convergence peut étre

nul (*), telle que b,;.,=c; pour j=1, 2, ... el qui vérifie formellement
[’équation S.

Commengons par prouver le 2°. — Nous savons qu’il existe une fonction
F'(3)=2z+ 0,3+ b 3°+..., la série étant convergente dans un certain
cercle de centre lorlgme verlﬁant Péquation S. F'(s) étant supposée

déterminée, la fonction F(z)—ZC,,[l*‘(z)]"l’“ ol Tim ""*\/C, ] < oo, est aussi
P>

p=0

(1) Dans le cas ol le rayon de convergence de la série z 4 Zb,,z.’l est nul nous ’continuons ala
g=2
désigner par F(z), bien qu’elle ne représente pas de fonetion. Avec une pareille séric on peut
toujours avoir des relations et des opéralions formelles. Ainsi F[ f(z)] représentera la séric entiére
que I'on obtient en substituant formellement dans la série F(z), la série /(z) & 2. Si la série qui en
résulte a les mémes coefficients que ceux de F(z) multipliés par s, nous dirons que F[f(2)] = sF(Q )
est vérifiée for mellement
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une solution. On peut alors prehdre C,=1 et choisir C,, C,, ..., C,, de facon

qu’en posant
ZCp[Fi(z)]"P“: s ”‘Z bqs?
=0 g=2

on ait
brjri—c¢; pour j=r1;2, ..., m,
ce qui prouve le 2°.
Pour prouver les 1° et 3° posons

J(3) =53+ a5 +...a,5z"+...,
[f(2)]P=5P5P 4+ Ap pi1 8P . .+ Ap g 2PFT+4. .

oy pyy.
En posant toujours F(z)=2z + b,3%+-... et en substituant dans F[ /(z)]=sF(3)
on obtient pour la détermination des b, les équations récurrentes suivantes :

s=—=y,
4= (s — #')0,
a;—+ Ag’gb.z: (s — 83)123,

an +Ayn by+Ayn byt A+ Au g nbny=(s—5")by,
Ana+ Ay np1 by A by oA by =(s— ") by (remarquons que s — s*+!=0),

QAniyr + A‘z, nk-+1 bz “+...+ Ank, nk-+1 bnk = (S — gnh+t ) bnk+1 (S — sk — 0),

Anki2 Az: T S Ank+1, ks Onkrr = (s — S"/C“H) Onriay

les n premiéres équations donnent b,, b;, ..., b, ce qui prouve le r1°.
D’autre part d’aprés le 2° si l'on prend b,;.,=¢c,, i=1, 2, ..., m ou la suite-
Ciy Cay ++vy Cp €SE arbltralre, il existe une solution (Il en existe méme une

infinité) F(z)=s +2b 37 avec b, =cj, i =1, 2, ..., m. Les coefficients
g=2
de cette solution vérifient nécessairement les équations récurrentes (E), et

comme m peut étre quelconque, on en conclut le n° 3 du théoréme.

Remarque. — La suite {c;} peut étre choisie de facon que la série F(z), dont
les coefficients sont donnés par les équations récurrentes (E), et qui vérifie
formellement I'équation F[ f(z)]=+sF(z), soit divergente quel que soit z.

Il suffit en effet de choisir {c;} de fagcon que 11m R "Te;|=. Remarquons aussi

que les relations F[ f(5)] =sF(3) etf(z) = F [sF(3)], qui sont equlvalentes

quand F(z) et f(s) sont des séries entiéres convergentes, restent encore

équivalentes quand I'une de ces séries, ou bien les deux ont des rayons de
Ann. Ec. Norm., (3), LXV. — Fasc. 4. . 36
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convergence nuls ('). Dans ce dernier cas F_,(z) est la série entiére qui
vérifie formellement la relation F[F_,(3)]=2z.

De ce qui précéde, on conclut que si F(3) est une série entiére dont le
rayon de convergence est nul, en formant formellement la série F_,[sF(z)]
ol s est une constante, cette nouvelle série peut avoir un rayon de convergence
positif.

10.3. Considérons I’équation

(1) Slo(s)]=0(s2),

s=f(o)=e " et Jn(z)=1=x.

Si ¢'(s) en est une solution holomorphe et univalente au voisinage de
'origine, la fonction inverse de ¢*(z), soit F*(3) = ¢! (5), est une solution de
'équation '

(2) F[f(z)] =sF(3),
et réciproquement. ,

Soit F'(3)=35-+40,34... une solution de (2)et o'(z)=F"' (3), nous
posons

Q' (5) =25 + Bz +....

Si F'(z) a un rayon de convergence nul et vérifie formellement’équation (2),
©'(z) a aussi un rayon de convergence nul, et vérifie formellement I'équation (1).

Relativement & ©'(3) nous avons le théoréme suivant qui est analogue au
théoréme VI.

Tutorime VIbis. — 1° B,, B,, ..., B, sont déterminés et les mémes pour toutes
les fonctions ¢(z) =1z —{-—2 B,z qui vérifient [’ équation (1);

2° si l'on se donne une suite de m nombres Y, Y., ..., Ym, U existe une
infinité de fonctions ¢(3) qui vérdfient Iéquation (1), et telles que (3,;.,=~;,
j=1, 2, ..., mles B, ] < nm, sont alors déterminés et les mémes pour toutes ces
JSonctions ;

3¢ si l'on se donne une suite infinie de nombres {y;|, j =1, 2, ..., il existe
i S
une série entiére ¢(3)=3 —{—2 B,z bien déterminée, dont le rayon de convergence
qg=2
peut étre nul, telle que B,;0,=7;, j=1, 2, ..., et qui vérific formellement

Uéquation f[o(z)] =9 (s3).

(1) Nous avons prouvé cette équivalence dans un Mémoire récent, qui est sous presse.
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Ce théoréme est une conséquence du théoréme VI et des formules qui
donnent les 8 en fonction des b. . '
On a en effet
. Br=—bn+Pul(Bs, ..oy Basy b2y« b0y),

ou P,(B., ..‘., Buois bay ..., b, ) est un polynome en B3,, ..., B,_4, by, ..., b,_,.
Cette expression de (3, nous permet de passer du théoréme VI au théoréme
énoncé. N

10.4. Détermination effective d’une solution de f|9(z)]|= ¢(s3) holomorphe
au voisinage de l'origine par son développement de Taylor. — En posant toujours

Sz)= sz +az>+...,

0(z) =03+ B3>+

et en substituant dans l'équation f[¢(3)]=1¢(s3) nous obtenons, apres
identification des deux membres, les équations récurrentes suivantes
i

(s _S)ﬁ’e :a-:ﬁv )
(s —5)53 —=2a,P3,+ a; B4,
(E1) e ,

3.=1, nous l’écrivons quand méme, parce que cela nous servira pour la
majoration du systéme.

S, est un polynome & coefficients posmfs linéaire par rapport aux @ et non
linéaire par rapport aux (3.

Pour m=nj+1, j=1, 2, ... les premiers membres des équations
correspondantes du systéme (E,) sont nuls; néanmoins le théoréme VIbis nous
permet de dire que si nous nous donnons arbitrairement une suite {vy;|,
j=1, 2, ... de nombres, et si nous associons aux équations (E,) les
équations 3,;.,=1v;, le systéme ainsi obtenu est possible et il détermine

. . . . . , &
tous les (3 univoquement. La série ainsi obtenue 9(3)=3 —1—2qu" vérifie

=2

formellement I'équation f[¢(z)]=9(s3). Nous allons montrer que nous

pouvons choisir la suite v; de facon que la série = +2 8,37, quilui correspond,
qg=2

ait un rayon de convergence positif.
Soit / le minimum des nombres |s—s*|, [s—s*], ..., [s—s"} et 1.

Posons A,=|a,| et considérons la série entiére ®(z)=1Iz —2 A,z quiaun
) . qg=2
rayon de convergence positif. Posons ®@_, (z):Zd 37 et écrivons les équations

7=t
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récurrentes qui donnent les d en fonction des A et de /, que 'on obtient par
I'identité ®[P_,(5)] = 3. '

On obtient
ldy =1, d’ou d,—

1dn="Sm(Asy +..y Apy dy, dsy ..., duey),

......................................

Les polynomes S, sont les mémes- que ceux qui figurent dans les
équations (E,). D’aprés le choix de /il s’ensuit que si dans les équations (E,)

on prend | B dpjy pour j=1, 2, ..., la suite {$,} est complétement
déterminée et 'on a que |B3,| < d, quel que soit ¢, donc la série correspondante

3 +Z B3, a un rayon de convergence positif (*).
=2 -

11. Expression générale des solutions uniformes au voisinage de l'origine en
JSonction de l'une d’entre elles. — Soit I’équation

F[£(z)]=sF(z),

ekiT
. s=f(0o)=e " #I, Jo(z)=3
et
Fi(z)=15+ byz*+.,.,

une solution particuliére de I'équation. Comme F!(z) est holomorphe et univa-
lente au voisinage de I'origine son inverse F',(z) existe.
Appliquons a I'équation la transformation F(z)=®[F!(z)]; elle devient

O[F'[f(5)]]=s®[F'(s)] ou @[sFi(z)]=s®[F'(z)]
. :
et en posant aussi .
Fi(z)=1,
cette équation devient |
O[sZ)=sD(Z). .

En utilisant le développement de ®(Z), en série de Taylor si I'on cherche les
fonctions holomorphes, ou en série de Laurent si 'on cherche les fonctions
méromorphes a 'origine ou ayant ce point comme singularité essentielle, sans

(*) La méthode de majoration que nous avons suivie, est celle qui a ét6 employée par F. W. Bradley
dans le cas ou s | >1. .
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que ce soit point limite de zéros ou de poles, nous obtenons en tenant compte
2kiT
n

de ce ques=e
pour ®(Z) holomorphe @(Z):Z CpZre=ts
p=0

pour ®(Z) méromorphe ®(Z) = Z C,Z"+*, r entier positif;
p=—r .

pour ®(Z) ayant 4 'origine un point singulier essentiel
(I)(Z): 2 CpZn/)+1"
]7:—-%

en revenant & F(z), on obtient les solutions holomorphes au voisinage de z = o,
qui sont données par

F(z)= X G F ()},

p=0
les solutions méromorphes qui sont données par

F(z)= 3 G[F'(s)™,

p=—r

et les solutions ayant l'origine comme point singulier essentiel, non limite de
zéros ou de poles, qui sont données par

F(z)= ¥ G[Fi(s)]r+.

p=—w

A condition bien entendu que les séries écrites soient convergentes.

12. Remarques diverses. — Soient f(z) et g(5) deux fonctions holomorphes
dans un cercle de centre I'origine et ayant les propriétés suivantes :

2kin

n

J(o)=g(o)=0o, fllo)=g(o)=s=e ", Ja(z3) =gn(s)==.
1. Cherchons les solutions en F(z) de I’équation
(1) . F[f(z)]=TF (%),

soit F'(3) une solution holomorphe et univalente au voisinage de I’origine de
I'équation ®[ f(z)] =s®(z). - g
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Nous savons que toutes les solutions développables en série de Taylor ou de
Laurent au voisinage de I'origine sont données par

o

2 C,,[F" (z)]hP-H’ 2 Cp[ Fl ( z )]np—o-l, 2 CI’[ F1 (Z )]n/H—l i

P=0 p=—r p=—x

Or, si dans l'équation (1) nous appliquons le changement de fonction
®(z)

inconnue F(z)= Tk ®(z) étant la nouvelle fonction inconnue, cette équa-

tion devient
Q[ f(3)]=s5P(s)

et aux solutions de la nature indiquée de ®(z), correspondent des solutions de
méme nature pour F(z). Donc les solutions holomorphes ou méromorphes ou
ayant I’origine comme point singulier essentiel, sans qu’il soit point limite de
zéros ou de poles, sont données par '

Z C/’[ F1 (: )an—H

p=—o

2 C,,[F' (;)]n/) +1 E C;)[ i (z)]np—H

p=0 p=—r

F(z) ’ (7 entier positif),

F(z) )

I1. Cherchons les solutions en F(z) de I'équation
(2)+ FI/(2)) = F(2))

Soit G'(z)=35+c¢,3*+. .. une fonction holomorphe et univalente au voisi-
nage de I'origine, fonction dont nous avons prouvé I'existence, qui vérifie
I’équation ‘

G(s3) =g[G(2)] pour |z|<<r,
si nous posons '
ot F(z)=G'[®(z)],
I'équation (2) devient
(3) @ f(z)] =sD@(z).

Nous cherchons les solutions ®(z) telles que |®(z)|<r pour |z| < 7. Ornous
avons prouvé l'existence de solutions holomorphes de I’équation (3) qui
s’annulent a 'origine. :
 ®'(z)=35+b,3>4... étant I'une d’entre elles, toutes les autres sont
données par @(z) =¥, C,[D'(z)]""*".

~

p=0
Donc toutes les solutions de (2) holomorphes au voisinage de z =o0 sont
données par '

F(s)=G'[®(z)] ou F(s)zG‘[Zcp[@(zn"w].

p=0
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IIl. Fonctions koltgmorphes au voisinage de l'origine s’y annulant et permu-
tables avec f(z). — Si dans I'équation (2) nous prenons g(z)=/f(z) elle
devient F[ f(3)]=f[F(z)] et ses solutions sont les fonctions qui au voisinage
de I'origine se permutent avec f(z). Donc d’apres la remarque Il toutes les
fonctions holomorphes au voisinage de 'origine s’y annulant, et se permutant
avec f(z), sont données par

F(s)=F!, [ ZC,,fFi(;)']nw],

p=0 )
ou F'(z) est une solution holomorphe et univalente au voisinage de z = o, de
I'équation »
1 f(=)] =sF(z).

IV. Si nous n’imposons pas de conditions particuliéres aux solutions de
F[/(5)]=sF(z) que nous cherchons, nous pouvons alors choisir arbitrairement
F(z) dans le secteur (1) dont il a été question dans la Note de la page 279.
F[f(3)]=sF(z) prolonge F(z) dans le secteur (2) et ainsi de suite. Nous
obtenons ainsi une fonction F(z) définie dans tout le domaine E et qui vérifie
P’équation.

V. L’équation'F[f(z)]=m[F(z)]” ne peut avoir d'autres solutions que
des constantes. En effet elle donne

F[fn(z)] — ,n1+/z+p“+-...—+-p"—‘[F(Z)]/;",
mais
Solz)=:z donc F(z)=mt+rr++r"""[F(z)]P",

ce qui donne F(z)= constante.

13. Quelques remarques sur la substitution formelle d’une série entiére dans

une autre série entiére. — Soit F(3) =3 + b,5*+ b, 3> +. .. une série entiére,
nous avons montré que si son rayon de convergence est nul, il peut arriver que
ki

n

le rayon de convergence de la série F_,[sF(z)] ot s=e " soit positif. Une
question qui se pose c’est de savoir si le rayon de convergence de F_,[sF(z)]|
peut étre nul. Cette question se traite en méme temps que la suivante :

Si f(3)=+s5+ a,z>+... est une série entiere dont le rayon de conver-
gence est nul, peut-il arriver que I'on ait formellement f,(z)=3z?

Reprenons les équations (E,) de la page 287, en précisant la forme des poly-
nomes S,,. :
Nous avons
9(5) =25+ Ba252+...
et nous posons
[0(5)P=57+ By 15" 4.+ By g sl 14 ..
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Les équations (E,) s’écrivent alors
(82— 5)B2a= a,
(3’.'— 5)@32 Bz,saz—l— as,

(E,) (s*—35)B, =B+ B; a3+ a,

De la forme de ces équations on déduit, que si I’on se donne tous les a, pour
lesquels k£pn—+1, p=1,2,...,etles B, p=1,2,..., lesysteme (E,)
nous donne les a ..\, p=1,.2,..., et les B, pour kx=£pn—+1, p=1, 2, .

On détermine ainsi deux séries entiéres dont les rayons de convergence
peuvent étre nuls soit ‘

J(z3)=ss+a,s®+... et 0(5) =5 43252 +...,

telles que I'on ait formellement
Sle(3)]=19(s2),

relation équivalente & F[ f(z)]=sF(z) ou F(z)=¢_,(5), d’ou 'on peut écrire
J(5)=TF[sF(z)]

Il s’ensuit que 'on 4 formellement
Ja(z)= F_,[S”F(z)]
ehiT .

et comme s=¢ " , on en conclut
Ju(z) =5

Donc dans f(z) on peut choisir arbitrairement tous les a, pour lesquels
ksnp-+41, p=1,2,..., et déterminer les a,,.., p=1, 2, ..., de facon que
I'on ait formellement f,(z)=2z. On peut alors faire le choix des a;, k£ np + 1
de facon que f(z) =153+ a,3*+. .., soit une série entiére a rayon de conver-
gence nul. Dans ces conditions F (z) a aussi un rayon de convergence nul.

\

TROISIEME PARTIE.

FONCTIONS PERMUTABLES.

14. Généralisation du théoréme 111, Premiére partie, n° 6.
14.1. Tutorime VII. — Soit LUz f2(3), .., f5(3) (*) un nombre fini de
Sfonctions ayant les propriétés suivantes :

1° fi(o)=o, pourtoutj =1, 2, ..., k;

(1) Les indices supérieurs servent a différencier les fonctions les unes des autres.
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2° A chacune des fonctions f/(z), correspond un entier n;> o tel que
’,}j(z) =:z;n j est le plus petit gntz’er ayant celle propriété;

3° On a fi[f/(z)]=/f/|[(5)] quels que sotent i, j=1, 2, ..., k.

Onen conclut qu'il existe une fonctionF (z)(ilenexisteméme uneinfinité)telle que

Pon ait f(3)=Fi[5,F(s)]avee s.= [LE]  (j=rt,0, .. ),

ds

Il suffit de montrer qu’il existe un domaine E simplement connexe, ayant
I'origine comme point intérieur et qui est transformé biunivoquement en lui-
méme par chacune des fonctions f'(z), f*(3), ..., f*(s). Nous avons vu dans
le n°6, Premiere Partie, que le théoréme est vrai dans le cas de deux fonctions.
Supposons qu’il soit vrai pour le cas de £ —1, fonctions et démontrons qu’il
est vrai pour £.

En représentant alors par E° un domaine simplement connexe renfermand
'origine, invariant par chacune des fonctions [ (=), f*(3), ..., f'(35) et
par E le plus grand domaine connexe, renfermant I’origine et commun 4 E, et
aux transformés de E, par les itérées de /”(z), on démontre comme dans le n°6
que E satisfait aux conditions voulues.

14.2. CoroLLalRes. — 1. Si les fonctions [*(z), f*(5), ..., [*(3) satisfont
aux conditions du théoréme V11, ces fonctions sont les itérées d’une méme fonction

2T

f(z)=F_, [eTF(;)] ou v est un multiple de n,, n,, ..., n;

. S¢ f'(3), f*(5),..., [5(5) sont des fonctions distinctes, satisfaisant
aux conditions du théoréme V11, avec n,=n,=...= ny, leur nombre est égal
au plus a n,. '

14.3. Tukorkme VIII. — Soit f'(3), f*(3), ..., f/(2), ... . une suite infinie de
Jonctions distinctes ayant les propriétés suivantes :

1° fi(o)=o, quel que soit j;

“ ; . 1 y . .. H -\ — .

2° Il existe une suite {n; j d entiers positifs tels que f},(e)—e' pour tout j;
n; est supposé étre le plus petit entier pour lequel cette relation est vérifiée;

3 fiLf(3) =[] f(2)], quels que sotent i et j.

Alors, il existe une série entiére et une seule de la forme F(z)=z—+b,z*+ ...
telle que lon ait formellement, quel que soit j, [f/(z)=F_,[s;F(z)],

(=) L. . ..
avec §;= [ld(_—zJ - La série ¥(z) peut avoir un rayon de convergence positif
o =0
ou nul.

D’aprés le corollaire II qui précéde, les fonctions de la suite {//(z)}
auxquelles correspondent des n; ayant une méme valeur sont en nombre fini,
par conséquent on a limn;= o, et 'on peut aussi supposer les fonctions de la

I>» ,
suite rangées de facon que I'on ait ;,, > n; pour tout j.
Ann. Ec. Norm., (3), LXV. — Fasc. 4. 39



294 N. PASTIDES.
Représentons alors par :

F'(z) une série entiére commencant par z et telle que f1(z)=F*, [s, F1(3)] ,
F2(z) » ‘ » SI(=)=F2,[s;F2(z)]  pour jLo2,

et ainsi de suite. Ces séries existent d’aprés le théoreme VII.

On obtient ainsi une suite infinie { F*(z)} de séries, qui n’est pas univoque-
ment déterminée, mais qui est telle que, pour tout £, les n, premiers coeffi-
cients de F*(z) sont bien déterminés, et ces coefficients restent les mémes
pour les séries F/(z) avec j > k. Ceci est une conséquence du théoréme VI.

Ils’ensuit que, si nous posons F'(z)=z+4b, .5 +... 4+ by ns"+..., limb,,,

k> w
exxste pour tout m. Posons b,,= limb, ,,. Nous obtenons ainsi une suite bien
k> » !
déterminée b,, b,, ..., b,,, ..., de coefficients, et nous appelons limite formelle

de F¥(z) pour/,»oo la senel<( Y=3z-+b,3 ..+ b, 5"+

Cela étant nous allons prouver que I’'on a quel que soit £, f"(“) = l‘,, [s,\]< )]
Pour cela considérons un £ donné et prouvons qu’il existe une suite ¢,, c,, ...,
¢,y . .. de nombyes telle que 'on ait formellement

F(Z) o Fl(:) __‘_Z(up[Fk(:t)]pnkju_

p=1

Or pour toutj >~k on a, d’aprés le n° 11,

Fi(2) = F¥(s) + X cup[FA(2)

p=1
Considérons alors le tableau a double entrée

Cha1,1y Chkt,20 o ooy Chet)ps oo e
Cly2,1y  Ck+2,2) ey ”/H—?,p, ey
.y ey, ey

.y e ey “ ey “eeey

Dans ce tableau, les éléments de chaque colonne sont, a partir d’un certain
rang qui dépend de la colonne considérée, égaux entre eux; cela provient du
fait que quel que soit j, F/(z) et Fi*'(z), ont les n; premiers coefficients de
leur développement en série entiere, égaux entre eux. Donc chaque colonne

du tableau forme une suite convergente. Posons ¢, = limc; ,. :
ir=

On détermine ainsi une suite {c,}, et de la facon dont cette suite est définie
il s’ensuitque lalimite formelle de F/(z), soit F(z), est identique formellement

aFH(z )+20 F"( )’"**, ce qui est la relation que nous voulions prouver.

=1
P= . -
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14.4. Remarques. —*10 11 est facile de construire des suites {/7(5)} pour
lesquelles la série F(z) correspondante a un rayon de convergence positif.

2T

11 suffit de partir de F(z) et de poser //(z)=F_,[s,F(z)] avecs;= e, n; < nj,,.

2° Nous allons maintenant construire une suite { //(3) !, ayant les propriétés
indiquées, et pour laquelle la série F'(z) correspondante a un rayon de conver-
gence nul. ~

Nous partons d’une série F*(z) =s5+b,,5*+. ..+ b, ,z" ... & rayon
de convergence positif et nous posons

f(z)= FQI[eg:ljF"(s)],

n étant un entier donné supérieur 4 1. Nous considérons ensuite une suite

qg—1

infinie de nombres ¢y, ¢,, . . ., telle que lim ~""y[¢,] = = et nous posons
f>=w
Fi(3) = Fo(z) + ¢, [Fo(z)]r+ et f‘(;):l«‘i,[c“[“‘(z)J,
F2(5)=F'(5) 4 ¢, [F'(5) ]+t et SH5)=F2, [e—?—’zl?f(s)],

Bi(s) = it (s) &+ e [P @) 0 et file) =L, [ e Ti(s)],

et ainsi de suite, ¢, ¢,, ..., ¢;, ... étant des constantes a déterminer ulté-
rieurement. '
Montrons d’abord que quels que soient £ on a

(1) =)

Or ceci est vrai pour j = 1. Prouvons que si c’est vrai pourj=p—1, c’est aussi
vrai pour j =p, p étant un entier donné arbitraire. Si #=p—1 larelation (1) est
vérifiée pour j=p d’aprés le n° 11 puisque F*(z) =Fr'(z)+c, [Fr—* (z)]* "+
Soit donc £<p—1; Fr~'(z) est par hypothése solution de I’équation en ;3

2UT

Y[ fH(3)] = e**d(z). Il en est de méme de

[ Fpr—t (= )]zkzz.ap—k—1+1 —_— [ F}"" 1>( 7 )]2/' ~inl

donc aussi de .
Fp(;) — F/)-—-1 (:> + [Fp—l (‘: )]‘.’I’—‘n—»—i‘
On a donc bien

2T

2un
Frl fi(z)] = e*nFr(z) ou -f“(:):Fﬁ.[eg"—"F/’(z)].
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Montrons maintenant que la série entiére F(z), correspondant a la suite { f7(z)}
" que nous venons de construire, a un rayon de convergence nul (*). F(z)estla
limite formelle de F/(z) quand j — cc.

Or on a vu que les 277 premiers coefficients de la série F(z) sont les mémes
que ceux des séries I/(z) pour j>>¢. On peut donc déterminer ¢, (¢ =1, 2, ...)
de facon que le coefficient de ' "' dans F(z) soit égal a4 ¢,(¢=1,2,...).

v e 271 1 . s . n
Comme lim™ “'Y|¢,| = oo, il s’ensuit que F(z) a un rayon de convergence nul.
g> =

15. Généralisation des remarques 11 et 111 du n° 12.

15.1. Généralisation de I’équation de Keenigs. — Considérons les fonctions
Sf(z)=sz+a,s*+... et g(z)=sz2-+a,3°+... holomorphes dans un
certain cercle de centre I’origine. Supposons d’abord que s =520 avec|s|5= 1.
On sait que pour chacune de ces fonctions il existe une fonction de Keenigs (*).
Soient K/(z) et K¢(z) ces fonctions; elles sont telles qu’au voisinage de
['origine on ait ' '

. f(:):K-f,[st(z.)]_, &(5) = K&, [sKs(z)].

On sait aussi qu’au voisinage de ’origine, I'équation
(1) F[f(s)]=sT (=)
admet comme seules solutions holomorphes, les fonctions cK/(z), ¢ étant une
constante arbitraire. De méme I'équation F| g(5)] = sF(s) admet au voisinage

de l'oriaine les solutions holomorphes cK¢(z).

Nous nous proposons de chercher les solutlons holomorphes au voisinage de
I’origine de I’équation

(2) ) YIS =gl (=)
D’apyies la relation g(z) = K¢ [sK(z)] 'équation (2) s’écrit
Y[f(s)] =Ks,[sKe[Y(z)]] ou Ke[ Y[ f(=) ]| =sKs[d(2)].
Donc pour que ¢(z) vérifie 'équation (2) il faut et il suffit que Ks[{(z)]
soit solution de F[ f(z) |=sF(z). Donc a toute solution F(z) de F[ f(3)]=sF(z)
holomorphe au voisinage de I'origine, correspond une solution de méme

nature $(z)=K? [F(z)] de I’équation (2). Les solutions holomorphes au
voisinage de I’origine de I’équation (2) sont donc toutes données par

U(z) = K¢, [cK/(2)],

¢ étant une constante arbitraire.

(*) Pour un choix convenable des c;.
(2) Solution de 1’équation de Keenigs correspondante : F[ f(z)] = sF(z) et F{g(z)] = sF(3).
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15.2. Fonctions holomorphes auvoisinage de I’ origine, et permutables avec f(z).
— Si dans ce qui précéde nous prenons g(z)=f(z), I'équation (2) devient

/(=] =s14(=))

Elle nous donne alors toutes les fonctions holomorphes au voisinage de I’ori-
gine et permutables avec f(z).
Ces fonctions sont donc données par $(z) =K’ [ch( )]- Remarquons que

lon a&p(o)—o

15.3. Revenons al’équation (2) en supposant s'>~savec |s|5£1, [s'|5£1, s5'52 0.
Cherchons les conditions pour avoir une solution ¢(z), holomorphe au voisi-

nage de z=o. En remplacant dans [ f(z)] = g[d(2)], g(5) par K& [s'Ks(z)]
- elle devient

W) =KE[RU()]]  ou  Ke[Y[/(2)]] =/ Ke[g(3)].

Pour que cette équation ait des solutions holomorphes, il faut et il suffit que
I'on ait &' =157 (¢ entier positif). Alors I'équation admet les solutions c[K/(z)]’
¢ étant une constante arbitraire, et de la on déduit toutes les solutions holo-
morphes au voisinage de 'origine de [ f(z)]=g[d(5)]. Ces solutions sont
données par Y(z) =K*, [c[K/(2)]7]. :

15.4. Cherchons les solutions holomorphes au voisinage de I'origine de
- Péquation ¢[ f(5)]=g[¥(z)] dans le cas ou f( ) et g(3) sont de la forme

f(3)=a,zP + ap 2P +. .., g(5)=cpaP+ cpy Pt 4... ~ avec p> 2.

On sait qu’a chacune de ces fonctions correspond une équation, dite équation
de Boettcher, soit

FlfG]=[F(=)lr et Flg(s)]=[F(=),

et une fonction de Boettcher, soit

1

DN S S Y N I _ e gals) P
B;/(N)J:CL” i{;]llam] et BD( ) C‘ 'l;l'l Eﬁ-—pﬂ—_—:ﬂ"—‘ ,

qui sont holomorphes et univalentes au voisinage de I’origine, s’y annulent, et
vérifient respectivement les équations de Boettcher correspondantes.

On a donc
&(s)=BE, [Bs(z)"]

et en substituant dans I'équation ¢[ /()] = g[L(5)] elle devient
Be[ b/ (2)] ] =[Be ()

ou en posant .
Bs[4(2)] =F(z)
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on obtient

FIAEOI=[F(=))

qui est 'équation de Boettcher relative a f(z).
Comme les solutions holomorphes au voisinage de I'origine de celle -ci sont

‘)lf m

données par F(z)=e”~"[B/(z)J}, ot A >0 et m sont des entiersarbitraires,
on en déduit les solutions holomorphes §(z) = B%,[F(z)] de I'équation

YIS (=)= g[b(2)]-

En‘prenant de nouveauf(d)— g(z)onobtient toutes lesfonctionsholomorphes
au voisinage de I’ orlgme et se permutant avec f(3)=a,z" 4 a,., 5" 4... p>2

eiTm

sous la forme Y(z) = Bfl[e"“ [B(z)]‘], m entier, A entier positif.

16. Etantdonné uneforction /(= )=s¢—|—a2 *+... holomorphe au vonsmage |
de 'origine, nous avons obtenu toutes les fonctions holomorphes au voisinage
de l'origine et se permutant avec f(z), dans les_cas suivants : 1° quand s £ o

et |s| =13 2° quand s = 0; 3° quand s =" avec —rationnel et f,(5)=z5. Les

cas qui restent sont les suivants : 1° s =" avec — rationnel et ou il n’existe

aucun entier n tel que I'on ait f,(z)= 3. Pour ce cas nous n’avons pu obtenir

i0

aucun résultat; 2° s=e" avec _ irrationnel; c’est le cas que nous allons

- examiner. Il existe une série entieére et une seule de laforme F(z) =z b,z +..
dont le rayon de convergence peut étre nul ou positif, et qui vérifie formelle-
ment I’équation F[ f(z)]=sF(z)ou f(z)=F_ [sF(3)]. On voit cela en subs-
tituant formellement dans 'équation F[ f(z)]=sF(z), f(z) et F(z) par leurs
développements, et en écrivant les équations récurrentes qui déterminent les
coefficients b,.

D’autre part, si nous posons g(z) =15z +¢,5+. .. ous est donné et les ¢,
des coefficients & déterminer, ces coefficients sont univoquement déterminés
par l'équation f[g(z)]=g[f(s)], comme on le yoit par substitution. Il
s’ensuit que, si s’ est donné, il existe une série et une seule de la forme
g(s)=+35+c,5*+... permutable formellement avec f(z). Mais nous
connaissons déja une série de méme forme que g(s) et ayant les mémes
propriétés, c’est la série F_,[s'F(z)]. On adonc g(z)=F_,[s'F(3)]. SiF(z)a
un rayon de convergence positif, il en est de méme de g(z). Maisysi F(z)aun
rayon de convergence nul, alors que f(z) a un rayon de convergence positif,
nous n’avons obtenu aucun résultat concernant le rayon de convergence

(%)



