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LA

STRUCTURE DES »-GROUPES DE SYLOW

DES

GROUPES SYMETRIQUES FINIS

Park M. Lio KALOUJNINE.

INTRODUCTION.

Le présent Mémoire est consacré a I'étude des p-groupes de Sylow des
groupes symétriques dontle degré est une puissance p” d’'un nombre premier p.
Ces groupes, qui seront désignés par Y., jouent, relativement aux p-groupes,
un role analogue a celui que les groupes symétriques jouent relativement aux
groupes finis.

Le fait de considérer seulement des groupes symétriques de degré p™ n’est
pas une restriction artificielle. Il est facile de montrer que les p-groupes de
Sylow d’un groupe symétrique quelconque sont des produits directs de tels
groupes P,.. De facon précise, si le nombre entier n s’écrit dans le systéme de
numération de base p :

n=ay+ @ p -+ Qp* ...+ anp™,

un p-groupe de Sylow du groupe symétrique de degré n est isomorphe au

produit direct
: POXPEX. . XPom

On peut représenter les groupes P, par des systémes, que j'appelle tableaux,
de m polynomes, & m —1 variables, dont les coefficients sont des classes
d’entiers, modp (ou des éléments d'un champ de Galois de p éléments).
Entre ces systémes existe une loi de composition, définie par des opérations
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rationnelles relativement simples. On peut ainsi traduire tout probléme sur les
groupes P, en un probléeme sur les polynomes, dans un champ de Galois. 1l
est vrai que, dans la plupart des cas, on aboutit ainsi 4 d®s problémes qui sont
loin d’étre résolus. Cependant il est des cas pour lesquels on obtient une
réponse satisfaisante et quasi définitive. (Cest ainsi qu’on peut déterminer tous
les sous-groupes caractéristiques d’un groupe J,,, et les caractériser par des
systémes de m entiers satisfaisant a4 certaines conditions.

Les résultats obtenus sont formulés dans les Chapitres 1V et V, sous forme
d’un certain nombre de théoremes. Les démonstrations en sont basées sur
quelques lemmes simples et sur quelques inégalités qui sont établis aux Cha-
pitres II et 1II; le Chapitre I indiquant le principe de la représentation des
groupes par des tableaux de. polynomes. Si ces inégalités pouvaient étre
précisées, elles permettraient sans doute de trouver d’autres propriétés
intéressantes des groupes P,, et de leurs sous-groupes.

Cependant le probléme de la détermination de tous les sous-groupes des
groupes P, et de leur description précise semble exiger des moyens qui
dépassent de loin nos connaissances actuelles. Il peut néanmoins étre traité
complétement dans le- cas des groupes P,. (est ce que j'ai fait dans le
‘Chapitre VI. Une grande partie des résultats que j'ai ainsi obtenus semble
avoir été trouvée déja par d’autres méthodes. J'ai pensé qu’il y avait quelque
intérét a les reprendre avec I'algorithme du présent travail. On peut voir mieux
ainsi le mécanisme du calcul, et il n’est pas impossible de penser que leur
étude pourra servir 4 une étude ultérieure des groupes Y.

Dans un autre Mémoire qui sera publi¢ ultérieurement, j’étudie quelques
généralisations des idées dont je me suis servi dans le présent travail, en
étudiant les groupes P, des tableaux formés par une suite infinie dénombrable
de polynomes a coefficients dans des champs de Galois.

Le présent Mémoire et sa généralisation ont été présentés a I’Université de
Paris comme Thése de Doctorat. J’exprime toute ma gratitude & MM. E. Cartan,
G. Darmois et A. Chatelet, qui ont bien voulu étre membres du Jury. Je tiens &
remercier plus spécialement M. Chatelet pour le vif intérét qu’il a pris au
présent travail et les conseils qu'il m’a prodigués, pour son développement et
pour sa rédaction.

J’adresse encore mes remereiments a4 M. H. Cartan pour 'intérét qu’il a
pris a mes recherches et pour ses encouragements, et 4 M. Krasner dont les
critiques et les conseils m’ont été précieux et m’ont permis d’améliorer mon
exposé. , ' '

Je suis ¢galement trés reconnaissant & MM. E. Cartan et J. Hadamard qui,
a plusieurs reprises, ont présenté mes Notes sur ces sujets & ’Académie des
Sciences, et plus spécialement 2 M. Paul Montel, qui n’a pas hésité 4 accueillir et
faire publier une de mes Notes, pendant mon internement par la Gestapo, au
camp de Compiégne; en acceptant ce travail dans les Annales de I’ Ecole Normale
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Supérieure, il m’a donné une nouvelle preuve de confiance et d’estime dont je
sens profondément tout le prix.

Notations. — Dans tout ce Mémoire, p désigne un entier premier, arbitraire,
mais fixe,qui sera parfois supposé impair (Chap. V).
On désignera par :

G, le corps des restes des entiers rationnels, mod p (champ de Galois de p
éléments); :
E, 'espace vectoriel, de dimension s sur G, (puissance directe () );

X,, de coordonnées x,, x,, ..., x, (définies mod p), un vecteur de E,.

Les groupes sont toujours désignés par des letires gothiques majuscules : X,
C 6, (%5 LW 0P 1% 5 D, 3éventuellement affectées d’indices.

Des éléments d’un groupe, ou des groupes eux-mémes, entre accolades,
ta,b,c}, {€,€,}, ... désignent le groupe engendré par ces éléments, ou par
les éléments de ces groupes. ‘

On emploie deux sortes de commutateurs, notés par des lettres entre
parenthéses : "

(a, b), commutateur des éléments a, b, égal & aba ' b";
(@, &), sous-groupe engendré par les commutateurs de tout élément de &
avec tout élément de £.

Les groupes abéliens de type (p, p, ..., p) sont appelés élémentaires.

Le groupe symétrique, de degré n (et d’ordre n!) est désigné par S,.

Le p-groupe de Sylow de %,., défini &4 un isomorphisme preés, est désigné
par ... o

On utilise les signes ordinaires de la théorie des ensembles :

C inclusion stricte; < inégalité stricte;
€ inclusion large; - inégalité large.

CHAPITRE 1.

LES TABLEAUX DE RANG /M.

Considérons un ensemble de T de p™ éléments et le groupe des permutations
S, de Tj c’est-a-dire le groupe symétrique de degré p™. La contribution de p
dans son ordre p™! est p’" """ty clest Pordre commun de ses p-groupes
de Sylow, P, (tous isomorphes entre eux). *

Etant donné. un p-groupe quelconque @, il existe une représentation fidele
de @ comme groupe de permutatians dont le degré est une puissance p”.
Alors, en raison des théorémes de Sylow, dans tout P, il existe un sous-

’
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groupe isomorphe 4 @. On voit donc combien I'étude des P,, est importante
pour la théorie générale des p-groupes.

J’airéussi & construire exphcltement pour tout m, un p-groupe de Sylow Y.
de $,. sous une forme qui en permet une étude approfondie. Cette construction
et cette étude sont I’objet principal de ce travail.

Représentons T par 'ensemble des vecteurs X,, (de coordonnees Lyy Lay oo ny
2, du champ de Galois G,, ou définies mod p) de lespace E,. puissance
directe G’ et désignons par T, . 'ensemble des éléments de I qui, dans E,,,
ont pour premiéres coordonnées x,, &, . . ., x,. Une transformation ponctuelle
biunivoque de I'espace E,, est, en méme temps, une permutation des éléments
de T, done, & une similitude prés, un élément du groupe %,...

Considérons alors des opérations n(a), ﬂ(a(m,)), e 'rc(a(asl, Loy ooes xm—-i))).
dans lesquelles a(@,, @., ..., x,) est une fonction dont la valeur est dans G,
et dont la variable est un vecteur X; (de coordonnées x,, x,, ..., x,) de
I’espace E,. Elles sont définies comme suit :

° w€a) est une permutation circulaire des ensembles T,, qui, & , fait
correspohidre x,+ a <sur la figure c’est une rotation du grand cercle T

9
d’angle 27 = ). -

8 r) »

° w(a(x,)) est une permutation circulaire, variable avec wx,, de I'en-
semble T, ., (de premiére coordonnée x,), qui, & x,, z, fait correspondre x,,

xy+ a(x,). (Sur la figure ce sont p rotations. des cercles T,, d’angles

respectifs 27 M)
P -

En général :

= (a(ac,, Loy o ons Ty )) est une permutation circulaire, variable avec X,_,, de
I’ensemble T, . . (de premiéres coordonnées X, ,), qui, a (@), s, ..., Ty, X,)
fait correspondre

(xi, Zay ooy Leegy s+ A4y Zay o\, x5_1)>.

(Sur la figure ce serait p=' rotations des cercles T, . , dangles res-

pectifs 2 220 xz’l; o “’s—”.)

+ Le produit « des permutations =«
n(a(xu Lay +uny x,n_,)>, Ce ﬁ(a(aq ))ﬂ(a)

(dans l'ordre droite gauche) est une transformation ponctuelle de E,, (ou une
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permutation de T) qui est représentée par un tableau A,, (ou simplement A),
dit de rang m, ' '

[4

a(x) -
A= =|a, alwy),alxy, xy)y oy ( Xy, Zmei)].
a( X, @oy .y Ty

T
Tiso

.

434

Fig. 1.

Les fonctions [A | =a(x,, @, ..., x,,) seront appeléeﬂes coordonnées de

la transformation «, ou du tableau A, et I'on désignera par A, le tableau de
rang s, dont les coordonnées sont égales aux s premieres coordonnées de a. Le

nombre de fonctions a(x,, x,, ..., x,) étant p”’, le nombre de transformations «
est})p"l—H—])”"5'-}-...+1.
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On vérifie immédiatement (ue la loi de composition de deux tableaux (ou
transformations) est : ,, \ :

A. de coordonnées a(ay, @,, ..., x,); B. de coordotinées b(a,, 2y, ..., x,);
AB. (B, puis A) a pour coordonnées (s de o am—1)

(1.1) a(uwy, @y .., 2s) + b(ac1 — @, Xy — (Zy), ...y Zs— ATy, Tay vy sy ))

l.a transformation unité est représentée par un tableau de coordonnées toutes’
nulles. L’inverse du tableau a pour coordonnées

(l.2)  — U('/l"l‘l‘ a, Zyta(z+a), ., x4a (1'1‘1— a, vy a(xy+a), .. >>
11 en résulte la propriété :

TucoriMe |. — Les transformations o formemt un groupe P,, d’ordre
me—tgpme—tg 41t . \ . .y )
)/ , 1somorphe a un sous-groupe de %,., notamment @ un p-groupe de
Sylow de S, (pursqu’il a le méme ordre).

Un tableau sera dit de profondeur r lorsque

[Als=o, ' pour s-Zr et [A] i # 0.

Les tableaux dont la profondeur est au moins égale & r forment un groupe
(qui est isomorphe au produit direct de p~ groupes isomorphes a P,._,. (e
groupe, qui est un sous-groupe distingué de P,,, sera désigné par B,.

On peut toujours représenter une fonction a(z,, &, ..., &,) par un polynome
en &y, Xy, ..., & a coefficients dans G, et dans lesquels les exposants de
chaque x; ne sont pas supérieurs a p—r1. Il suffit d’apphquer la formule-
d’interpolation de Lagrange

. . - a, — a2 2y — 2l xs— xl
(1.3) Ay, Lgyoooy@s) = 2 a(dy, dy, ..., ds) a?:—d: ng—d:“'xs—-ds

r’,’EG,,
ju— 2 ciil'z...f_"ril‘ J,’{f P .Z’:.".
Ogia'gp"'l
Dans I’anneau des polynomes en x,, x,, ..., a,, qu’on note G,(x,, ..., @),

deux polynomes représentent la. méme fonctlon lorsqu’ils sont congrus
relativement a I'idéal

L= (2] — ay, 2} — 24, RN zl — x5).

Donc la fonction représentée par un polynome ne change pas quand on
remplace chaque exposant d’une variable par son plus petit reste positif non
nul (mod p —1). Un polynome ou les exposants des variables sont tous ainsi
rendus aux plus égaux & p — 1 sera appelé réduit et nous conviendrons, dans la
suite, de représenter les coordonnées d’un tableau par des polynomes réduits.
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La multiplication se ferasuivant la régle indiquée, en mettant les résultats des
calculs sous forme réduite.

~

[l peut étre commode d’employer un autre mode d'écriture des lois de
composition (1.1) et (1.2), en particulier dans des raisonnements et des
démonstrations par récurrence sur m. Considérons un vecteur X,,_, de I'es-
pace E,,_, et un tableau A,, ,, de rang m — 1, de coordonnées a(x,, x,, ..., x)
Nous noterons X4~ ;* la transformation de I’espace E,_,, associée a A, ,, et

m—1

définie par les relations

(1.4) Tt =y — a(Lyy Loy oo vy Tiey) (idetam—1).

Un tableau de rang m étant alors représenté par [ A, i, a(X,—,) |, les lois de
composition sont exprimées par

(1 . I) [Am—h d(an—»1)] [BIIL——1) b(Xm—i)J == [Am—l Bm~~17 /“(me-l ) -+ ['(X}tiii’ ])
(1.2) [Aty @a( X)) = [A;L, — a(X2x51)].

m-—1

CHAPITRE 1I. ~

PROPRIETES DES POLYNOMES A COEFFICIENTS DANS (},,.

Dans ce Chapitre, je vais exposer quelques propriétés des fonctions, définies
sur I'espace E,, 4 valeurs dans G, et représentées, comme il a été dit, par
des polynomes reéduits, relativement aux transformations X de I’espace E,,
définies par les formules (1.4). Ces propriétés, résumées en quelques lemmes)
constituent l'outil principal pour I’é¢tude des groupes P,,.

Dans un polynome réduit, nous rangerons les monomes (dissemblables),
lexicographiquement, ou par hauteur : xix?...x"* de hauteur supérieure
a xiat. .. 2% si, dans la suite des différences t,— ¢, ¢, — 7 _,, ..., {,—7}, la
premiére qui n’est pas nulle est positive. D’une facon plus précise, nous
appellerons hauteur du monome réduit

x2hal . . 2hpal,
les  au plus égaux a p—1, l'entier
. h=ipst+ iy p2 4. .. Lp+ L+ 1o
La comparaison précédente est équivalente a celle des entiers /, et deux
monomes de méme hauteur sont nécessairement semblables (ne différant que

par lears coefficients). -
Dans un polynome

Sy, @y, oo, @) ou f(Xy) ou f(X) ,
Ann. Ec. Norm., (3), LXV. — Fasc. 3. 31
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rédait, sans termes semblables, et ordonné par hauteur de ses monomes, le
terme de plus grand hauteur %, dont le coefficient @, n’est pas nul, sera appele
le terme principal et a,, sera le coeffictent principal du polynome. La hauteur du
terme principal sera appelée la hauteur du polynome et désignée par A[ f(X)].

Lemme |. — Le terme principal (et, par suite, le coefficient principal et la
hauteur) d’un polynome reste invariant dans toule transformation Xy, du

groupe P..
Notamment
RLJXS) = R[J(X)].
CorROLLAIRE. — La hauteur de [(X)— [(X") est inférieure a celle de f( X)
(2.1) ' I JOX) = JOIXY <R[S )
Démonstration. — Nous poserons, pour abréger el provisoirement,

L)) = h[f(XY]— 13

il en résulte les relations

(1) RSN )+ (X | < max (B[ f(X)], k[ /1(X)]);
(2) R[SX) < (X)) <R[ f(X)]+ I [/(X)].

La premiére relation, qui est également vraie pour la hauteur /| f{X)], est
évidente; elle permet de ne vérifier la seconde que pour des monomes (de
coefficients 1) \

. M = iy ... als, M = alhah ... ah;
leur produit est

MM = g lialy e, . levis;

la surligne indique qu'on a remplacé I'entier surligné par son plus petit reste
posmf(mod p— [) Les nombres & comparer sont alors

k /L[M_]—)—h[M’]:: (i+7) + (L+d)p e+ (is-+ &) ps=";
MM =(a+0)+ (ot t)p+...+(L+ 1 ) p;

'inégalité est manifeste. En outre, dans la relation (2), il n’y a égalité que si
et seulement si, dans les produits des termes principaux, les sommes des
exposants de chaque variable @; ne dépassent pas p—1, et, par suite, ne
donnent pas lieu & réduction. On dira, dans ce cas, que /f(X) et f'(X) se
multiplient sans réduction. D’aprés la propriété (1), il est manifeste que si deux
polynomes se multiplient sans réduction, le terme principal du produit est
égal au produit des termes principaux des facteurs.

Le lemme peut alors se démontrer par récurrence sur la hauteur; il est
évident pour une hauteur égale & 1, le polynome étant alors une constante, qui



B LA STRUCTURE DES ;-GROUPES DE SYLOW DES GROUPES SYMETRIQUES FINIS. 24y

n’est pas modifiée par la transformation. Supposons-le vrai pour tout polynome
de hauteur inférieure a A*, que je désignerai, d’une facon générale, par o(X),
en sorte que ‘

N ho(XM)]="h[o(X)] << A"

Un polynome de hauteur A* est alors une somme
J(X)=cMo(X), M=aiah. .. 2

o, h[M]=1".

Dans la transformation, les termes restent de hauteur inférieure i A*, sauf le
premier qui devient

(e M)A =c¢(2y— a)t (x‘_,— ¢l(.1;1)>" . (xs— a1y Loy ooy dsy ))i’;
c¢’est un produit de facteurs, dont les termes principaux sont, respectivement :
C

. i 1 s«
y XY, X, U] x.’s":

la multiplication se fait sans réduction, le terme principal en est leur produit,
qui est cM, de hauteur A*. Donc

(e M)* =M 4 o(X), J(X)=ecM+ o(X);
L y . / . ’ . \
la propriété, vraie pour toute hauteur inférieure a /%, le reste pour /*.

Lenme 2. — Pour tout polynome f(X), de hauteur k, on peut trouver au moins
une transformation A(de ¥,), telle que [(X)— f(X*), qui est de hauteur
inférieure a &, soit effectivement de hauteur k — 1.

Considérons d’abord un monome (de coefficient 1) et soit » le plus petit
indice, tel que I’exposant z. ne soit pas nul, de sorte que

M = alraly . . 2l i o.

s

Formons alors le tableau A, (de profondeur »—1), dont toutes les coordon-
‘nées sont nulles, sauf celle de rang r qui est égale a

(A =af el .. abz).

_La transformation qu’il définit vérifie la propriété pour le monome, car

M — M= ety .l — (@, — @~ L ] el
= (a7l b gl L 2l termes de haut. inf.;

et la hauteur de cette différence est

1—}—(1)«—1)—4—(p—-[)p+...+(p—l)p’”—'l—l—(1',‘—-1)1)""1 A+ g PU A ST
= (14 pt . o LpY) —1=h[M] —1.



248 L. KALOUJNINE.
Considérons alors un polynome de hauteur 4

J(X)=cM+o(X), A[M]=Fk  Llo(X)]Lk—1.

D’apres le corollaire,

hlo(X)—o(X})]<h[o(X)] =k —1=h[M— M|,
de sorte que

W JIX) = f(X)]=h[cM —cM* 4+ o(X) —o(X*)] gL

Remarque. — L’ensemble des polynomes dont la hauteur est au plus égale 4
un entier ¢, positif, est évidemment un module, qui sera désigné par ¥,.
D’autre part, si un module de polynomes contient au moins un polynome de
de hauteur égale a chacun des entiers au plus égaux a ¢, il est égala .. Le
lemme 2 entraine alors la conséquence suivante :

CoroLLAIRE. — ST f(X) est un polynome de hauteur t, les polynomes [(X'), ou A
est une transformation quelconque de Y, engendrent le module §,.

Lemye 3. — Tout polynome [(X) et tout tabléau A, de profondeur r, au plus
égale a s verifient Uinégalité

(2.2) R[J(X) — J(XN)] Zps— pr.
Une application immeédiate de I'inégalité (1), dans le cas des hauteurs, donne
I'inégalité
R[(SX) +/70X)) = (SO 4+ (XH) [ = [ (S(X) = £(XN) + (/(X) — /(X))
= Max (R[f(X) = J(XN)], [ (X) — f"(X})]).

Elle montre qu’il suffit de démontrer le lemme pour un monome quelconque
(de coefficient 1) ‘

M=uzh...zk.

Effectuons une transformation A, de profondeur r
)
i ip g 3
MA—=2}... x?(x,.ﬂ—- a(zxy ..., a.‘,.)) . (x5~ a(Ziy - ., $s_1))',

formons-la différence, ¢’est une somme de termes de la forme

My=Clit.. Chal .. ahzbgra(z, .oz alda(a, ., 2o

les premiers facteurs sont les coefficients du binome; les indices jr.\, ..., /,
constituant Findice complexe J, sont les divers systémes de valeurs non toutes
nulles, telles que /..,=Z ... Dans un terme M;, appelons ¢ le plus grand indice
tel que j, ne soit pas nul; le seul facteur qui contient z, est .7, dont
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Pexposant est au plus égal 3 p—=2. La hauteur de M; ne peut donc pas
dépasser celle du monome

S—1 -2 —1
ak=" ool Ll

c¢’est-a-dire que !
hMp) L1+ (p—1)+(p—0)p~+...+(p—1)p
—+ ((l) i 2’)[)!'—1 . (p —_ I)p(’—l) :ps _p!'—l é]).‘i___l)r;
d’apres la propriété (1), cette inégalité subsiste pour la somme des M,.
L’inégalité ainsi démontrée ne peut pas étre améliorée, c’est ce qu’exprime
la propriété suivante :

Lewe 4. — Pour tout tableau A, de profondeur r (au plus égale a s), on peut
trouver au moins un polynome [ (X), tel que
(2.3) - RJ(X) = f(XN)]=p = p".

Etudions d’abord ’effet de la transformation

A=lo, ..., 0, a(zi, ..., x), -.., alxy, ..., 2ey)], a(xy, ..., )70
sur le monome M, =", ... 2/”". Il est manifeste que la différence
M, —Mi=ai7) .. 2l — (x,-f.r—a(xn» o)) (e alay, )

contient des termes non nuls de la forme

.

m(xy, .., &) 2l Ty . alT!
ou les m(x,, ..., x,) sont certains monomes; choisissons celui de hauteur
maximum; si ses exposants sont j,, ..., j,, le monome
M =ap=t . 2l M,

vérifie la propriété énoncée.

Cherchons maintenant & résoudre I'équation fonctionnelle
(2.4) X)) = S(XA) = g(X);
ou f(X) est un polynome inconnu, les données étant la transformation A et le

polynome second membre g(X). Le nombre de solutions, s’il en existe, est
évidemment égal a celui des solutions de I’équation sans second membre

(2.5) SX)—f(X8 =0 ou  f(X)=f(X),

dont une condition de possibilité est manifestement fourme parla considération
des domaines de transitivité de A.

LemMe 5. — Pour qu'un polynome h(X) soit solution de I’équation (2.5),
sans second membre, -1/ faut et il suffit que h(X) soit constant, pour tous les
points X, d’un domaine de transitioité de A.
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Le nombre de solutions est, par suite, p*“; #(A) nombre des domaines de
transitivité. Dans le cas particulier d’une transformation A, d’ordre p*, son
domaine de transitivité est Iespace E, lui-méme et les solutions de (2.5) sont
les fonctions (X)) = const.

Pour étudier I'équation (2.4), avec second membre, définissons d’abord une
opération de sommation dans un sous-ensemble R de E,

(2.6) SR[f(X)]ZZf(x,.>, tous X,eR.

Il en résulte, pour une sommation é¢tendue & un domaine T(A) de transitivité
de A,

(2.7) S, /=8, 1700}

On peut alors énoncer une condition de possibilité de I'équation (2.4)
(avec second membre) : '

Lemme 6. — Pour que I'équation (2.4) ait des solutions, il faut et il suffit que
\
N, [sX)1=0
T(A)
pour tout domaine I (A), de transitivité de A.

La condition est nécessaire, car, si f,(X) est une solution de (2.4), pour
tout domaine T(A), on a ' :

\ . N ST \| V] \ - FAN] —
S, [fXI=8 A0 A =§ 1A= A0 =0

T(A)
La condition est suffisante. Choisissons dans chaque domaine T;(A) de
transitivité de A, un représentant X;; tout point de E, est de la forme X}". Nous
déterminerons une solution /f,(X) par les conditions

SX) =0, [i(Xp) =~ g(X) —g(Xh)...— g(Xp");

ces conditions sont compatibles, car si k est ordre de A,
MX) =/t =K [~ g(X)]=0;
T(A)

en outre, pour chaque u et pour chaque ¢,

(XA — fi((XA)N) = g(XAY).
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CHAPITRE 111,

PROPRIETES ELEMENTAIRES DES TABLEAUX.

Dans un tableau A, de rang m on représentera la hauteur de la coordonnée
de rang u, de A, par la notation abrégée

. AL=h[[AL]=hlal@, s me)], 0 Z[ Al pr.
Le systeme de ces hauteurs (« de 1 a4 m)
<{A'IH IAI‘Z; ) 1A|m>,
sera appelé I'indicatrice du tableau A’ et désigné par |A|. La condition pour
qu'un tableau soit de profondeur r est que le premier terme non nul de son
indicatrice soit |A |, de rang r + 1.

On définira une comparaison (partielle) des indicatrices des tableaux,
eléments de P,,, par la condition

A £ B équivalent & [A |[,==| B |, (e deram).
(Ces notations précisées, nous allons indiquer quelques propriétés :
du commnutateur : (A, B) = ABA~'B~', de deux tableaux A et B;

du transmué : A® = BAB~*, du tableau A par B.

Propriétés du commutateur. — En utilisant la notation récurrente de la fin du
Chapitre 1 et les formules de multiplication et d’inversion qui en résultent,
on obtient

(3.1) (Auprs Bugi) = [A-”BHA;] By, a(Xye) — av(xﬁ"n" \:l) A+ b (Xh) — DXt )'
La valeur de la coordonnée de rang u -+ 1 est, par suite,
(3.2) [(A B)Jurr= (X)) — a(XPnbe) 4 b (Xe) — b(XBetittal),

La coordonnée de rang 1 est manifestement nulle. L'application du lemme 1
aux deux derniers termes, considérés-comme des transformés par la transfor-
mation A,, donne I’égalité

R[B (X&) — b(X&BAa B )| = L[ b (Xy) — b(XBeAu'B )],
il en résulte 'inégalité fondamentale
(3.3) |(A, B) [,,Hémax.(h[a(X,,) — a( XA A (X)) — b ( XButi'BI! )]);

il y a notamment égalité quand les deux hauteurs du second membre sont
différentes.
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Par application du corollaire 1, on obtient I'inégalité (ou I'indice u—+ 1 est
remplacé par u)

(3.4) (A, B) << Max. (h[a(Xu1)], 2[5 (Xuy )]): max. (| A |y, | Blu)-

Il v a naturellement exception si les hauteurs du second membre sont

nulles; alors
[A [u,: | B Iu: I (A7 B) !u-

On peut préciser l'inégalité (3.3), quand -on fait sur A et B des hypothéses
complémentaires.

1° A et B de profondeur r; en prenant u>~r, 'application du lemme 3 aux
termes du second membre de (3.3) donne

/L[(I,(X,,) L a(x;\L,LB,,A;;l )] —pt—pT, h[/)(X,,) _ b(XﬁuAﬁ'"ﬁ‘)] Zpt—p
et

(3.3) ) [(A, B) lipu L pt—pry rZu=m-1.

En particulier |(A, B)|., est nul : le commutateur de deux tableaux de
profondeur » est un tableau de profondeur au moins égale a r 1.

2° A de profondeurr et B quelconque; le méme calcul donne I'inégalité

(3.6) [(A, B) luni Z max. ([ A e — 1, p*—pr).

Propriétés du transmué. — Avec des calculs analogues, on obtient les
résultats

(3.7) , IBAB= == a(XB) + b(Xy) — b ( XBudubi!),

I.a hauteur du premier terme du second membre est égale 4 (lemme 1)
hla(Xg)]=hla(X)]=]A|u;
et il en résulte l'inégalité [ analoguea (3.3))]

(3:8) | BAB [z max. (| A Ly A[D(X,) — 6(XEA")]);

il y a notamment égalité quand les deux hauteurs du second membre sont
différentes.

Considérons encore le cas particulier : A de profondeur r, B quelconque:
I'inégalité devient [analogue &4 (3.6)]

-(3.9) | BAB— |y <= max. (| A |y, pt—p).

Dans ce cas, on peut préciser 'expression (3.7), suivant le terme du second
membre qui donne la valeur du maximum.



LA STRUCTURE DES p-GROUPES DE SYLOW DES GROUPES SYMETRIQUES FINIS. 253
Premier cas. — Supposons
(3.10) [ A s > p*—p’, donc | BAB™ |y =1 A |usi;

on peur alorb calculer le terme principal du transmué; il est égal 4 celui du
premier terme du second membre de (3.7), puisque

h[6(Xy) — b(XBAdi )] < pt— pr <| A Jua.

Mais, d’aprés le lemme 1, le terme principal de a(X}*) est égal a celui de
a(X,), donc de [A],.,; d’ou, en remplacant u + 1 par u,

(3.11) ‘terme pr. [ BAB—!],= terme pr. [A],.

Deuxiéme cas. — Supposons
l A it Zp't—p".

D'aprés le lemme 4, il existe effectivement un polynome (X, ) tel que
h[6(X,)— 0(X8&u)] =p*—p".

Construisons le tableau B,, dont toutes les coordonnées sont nulles, sauf
[Bi]ura=0(X.,); I'égalité (3.7) devient ‘

[BtABTl]u+1: a(X") -+ b(X”) - b(Xll\lu)'

Le terme principal est, par hypothése, de hauteur p“—p, il ne peut
étre égal au terme- de méme hauteur dans a(X,), terme qui est nul si
[A s < p“— p", et qui, en tous cas, est modifié par le terme de cette hauteur
dans (b(X,)— b(X}")), qui lui, n’est pas nul. Dans ce deuxiéme cas, il existe
donc une transformation B,, telle que (4 1 étant remplacé par «)

terme pr. | BiAB7!].5# terme pr. (Al
Il «n résulte ’énoncé suivant :

LeMME 7. — La condition nécessaire et suffisante pour que le terme principal de
la coordonnée de rang u, [A],, d’un tableau A, de rang m et de profondeur r,
(r+ 1 Zu=m) soit invariant pour tous les automorphismes intérieurs (transmu-
tations) du groupe P, est que la hauteur | A |, soit supérieure a p*— — p’.

Il est évident que la transmutation par un tableau dont toutes les
coordonnées sont nulles, sauf celle de rang u, ne peut changer que les hauteurs
des coordonnées de ce rang u. Cette remalque permet de démontrer le lemme
suivant.

Lemwe 8. — Pour un tableau A, de profondeur r, il existe au moins un
tableau B, tel que
FBAB—! [, > pv—' — p7, tout > r—1.

Ann. Ec. Norm., (3), LXV. — Fasc. 3. 32
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Pour chaque u, tel que |A|,<p“*—p", choisissons, comme il a été fait
dans la démonstration du lemme précédent, un tableau B,, dont toutes les
coordonnées sont nulles, sauf celle de rang u, déterminée par '

[BuJu: b (Xu=1); h[bu(xll-—l) — by (Xfuy ] =p“! —P';'

u—1

Il suffit alors de prendre pour tableau B, le produit des B,, I'ordre des
facteurs n’important pas.

’

CHAPITRE IV.

SUITES CENTRALES ASCENDANTES ET DESCENDANTES.

Notions générales. — Dans un groupe & quelconque, la suite centrale ascen-
dante (S. C. A.) est la suite de sous-groupes, nécessairement caractéristiques,
3., chacun contenu dans le suivant, définis par la récurrence suivante :

SOiI (unité de &); Bt |3,L£ centre de & | 3,;
il est équivalent de définir 3,., comme I’ensemble de tous les éléments B
(de @), tels que les commutateurs de B avec tous les éléments A, de @ soient
dans 3,.

Tutorime 2. — Dans un p-groupe @, le dernier terme de la S. C. A. est le
groupe © lui-méme. '

En effet, pour que 3..,=3,, il faut et il suffit que le centre de ®|3c se
se réduise a I'unité. Si @ est un p-groupe, il en est de méme de @ | 3., qui doit
comme son centre se réduire a l'unité. Car dans un p-groupe, d’ordre
supérieur a 1, le centre est aussi d’ordre supérieur a 1.

La suite centrale descendante (S. C. D.) est encore une suite de sous-groupes,
nécessairement caractéristiques (*), chacun contenant le suivant, définis par la’
récurrence suivante :

30:6; §u,+1:<®y éu)

(suivant la notation précisée, il faut entendre que 3,., est constitué par tous
les commutateurs d’'un élément de @ avec un élément de SH).

Lemme 9. — Dans un p-groupe le terme de rang u de la S. C. D. est contenu
dans le terme de rang' c —u de la S. C. A. '
gug$¢~uy
c rang du dernier terme de S. C. A. /

(1) On a seulement rappelé ici les propriétés élémentaires des S. C. A. et des S. C. D., dont
certaines (comme le théoréme 2), sont bien connues. On en trouvera un exposé détaillé dans le
mémoire de Pu. Hart (4 de I'Index bib.). ) :
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Le lemme se démontre par récurrence sur le rang u; il est vrai pour u =o,
puisque 3, = @ = 3,. Supposons-le vrai pour u, de sorte que

3,€3 3

SMe—uy ~Ne—u—

(S3.

u-

~
3

Construisons le sous-groupe caractéristique 3 avec les éléments de 3, et

de 3._._,; il vérifie les inclusions

uw

3L —u— 1g3;m 321230—11;
il en résulte I'inclusion des groupes quotients
q:”‘ 34«11 1= - 34 ——u| Se—u—

Le premier est contenu dans le centre du groupe @ |3._._,, de sorte que le
commutateur
<® ‘ ~e—u—1y ‘u ‘ 3c——11~1)

se réduit a I'unité. Par conséquent,
‘( w— 13<® :l )D<®)‘u>:§u+1-

On en conclit notamment que

0

E3..E3,=unité de 6,;
/

par suite, le dernier ¢lément 3., de la S. C. D. est égal a 'unité de @ et le
rang ¢’ est au plus égal au rang c du dernier terme de la S. C. A.

Lemme 10. — Dans un p-groupe le terme de rang u de la S. C. A. est contenu
dans le terme de rang ¢'— u dela S. C. D.

Le lemme se démontre encore par récurrence sur le rang u; il est vrai
pour u=o, puisque 3,= unité de @ = 3.. Supposons-le vrai pour u, de
sorte que |
3230 =(8, 3_i).

Construisons le sous- groupe caracterlsthue 3:'_,,“ avec les elements de
3e—u_s et de 3,. Il vérifie I'inclusion

<®7 g:’.{’—u—l >g3m
de sorte que le commutateur des groupes quotients
<® | 311; §Z’—It—1 [ 311)

se réduit a l'unité. Donc le deuxiéme groupe est dans le centre du premier et il
en résulte .
3,230, .23,

SNul VY —u—1 SN -1
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On en conclut notamment
3,23, ,=3,=6;

le rang ¢ du dernier terme de la S. C. A. est au plus égaj a ¢/, donc (tenant

.compte du résultat précédent), lui est égal.

Les résultats de ces deux lemmes entrainent la propriété :

TakorkME 3. — Dans un p-groupe @, le dernier terme de la S. C. D. est le
groupe identique. Les deux suites ont le méme nombre c de termes.

Le nombre c est appelé la classe dup groupe @.

On peut étendre la relation qui existe entre les termes successifs de
la S. C. A. au cas d’un sous-groupe distingué quelconque. Dans un-groupe @,
nous appellerons commutant d’un sous-groupe distingué, quelconque $, le
sous-groupe distingué H* tel que H*| H soit le centre de @ | §.

Le commutant qu'on notera )@, $( est donc l'ensemble de tous les
éléments B (de @), tels que les commutateurs de B avec tous les éléments A,
de @ soient dans $. Dans la S. C. A., chaque terme est le commutant du

précédent.

Etude du groupe P,,. Définition. — Nous appellerons sous-groupe parallélo-
topique de P,, (en abrégé G. P.) tout ensemble R de ses éléments tel qu’il
contienne tout tableau dont I'indicatrice est au plus égale a celle d’un de ses
termes quelconque \

Aed et I XL A entrainent X e€WH.

L’ensemble W est bien un groupe, car, en raison du lemme 1 (Chap. IT)
appliqué a la loi de composition (1.1) des tableaux, R contient le produit de
tout couple de ses éléments.

Pour chaque rang u (de 1 a m), déterminons le maximum des hauwms des
coordonnées de rang u, pour les tableaux de W, nous le noterons, par analogie
avec les tableaux (Chap. III),

| 8|, = k,= Max. | A |, Aen, oL| 8|, Zp.

Un groupe parallélotopique 8 est manifestement déterminé par le systeme

d’entiers
K:</f1, /\'.2, ey k1n>, /(”épu—1;

qu’on appelle son indicatrice et qui sera désigné par
|m|:<--~|“|u--->

Toujours, par analogie avec les tableaux, le groupe est dit de profondeurr,
(Chap. I), quand le premier terme non nul de son indicatrice est derang r+1.
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Les G. P. ne sont pas en général des sous-groupes distingués, les lemmes 7
et 8 permettent de caractériser ceux qui le sont. )

TakoriME 4. — Pour qu'un G. P. R (de P..), de profondeur r, soit un
sous-groupe distingué, il faut et il suffit que

\miuép“"——p";‘ pour tout «, r—4+i1=um.

Nous désignerons les G. P. distingués par 'abréviation G. P. [.; nous allons
étudier quelques-unes de leurs propriétés pour aboutir 4 la conclusion
remarquable que ce sont tous les sous-groupes caractéristiques de P,

TuiorkME 5. — Pour un G. P. [. R, de profondeur s et d’indicatrice
L0y vty Oy ’[{H-i; ey /"./u>,

le commutateur (P,,, B) est aussi un G. P. I. de profondeur s ou s+ 1, dont
Uindicatrice
<0y ey 0, Ky ooy K>
est définie par :
K,= M'ax(k,,—r,p"—’;])‘) pour wu:s-+1Lu<Lm.

En particulier la profondeur est s ous -1, suivant que £, est supérieurar,

ou égal a 1.
Appelons ' le G. P. I. dont I'indicatrice est construite par les conditions du
théoréeme. Formons les commutateurs ‘ ¢
.(B, A)e@., 8), Bed,, Aeb,
d’aprés la formule (3:6), A étant de profondeur au moins égale a s,

(B, A) s Max(

Al,—1, pt—pS)ZMax(h,—1, pvt—py =4,

D’aprés sa définition W contient donc ces commutateurs et par suite leur

ensemble (P,,, N).
Réciproquement, montrons que R’ peut étre engendré par des éléments de
(P.., R). Quels que soient u et A, vérifiant les conditions

S+ 1ZLuZm, O_éhé/\“,ﬁ
B contient un tableau A(u, #) dont toutes les coordonnées sont nulles, sauf
celle de rang u, égale a
(A, Me=a(Xur),  hla(Xue) =h.

En outre, d’aprés le lemme ;2, on peut trouver un tableau B,_,, élément de

w1 tel que
” d hla(Xy—) — a(XBegp)]=h—1.
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Le commutateur des tableaux
Alu,h)y=]o,...,0 a(X,y),0,...,0], B=[B.-, 0,...,0], Aew, Bev,
calculé par la formule (3.1)est ,
C(u, h)y=J[o, ..., 0, a(Xy—y) — a(XBe1), 0, ..., 0], {C(w, h)ly=h—1.
Prautre part W contient un tableau
A'=To, ..., 0, /(X)) 0, ..., 0]

dont toutes les coordonnées, sauf celle de rang s+ 1, sont nulles. D’aprés le

lemme 4, on peut, pour tout u vérifiant la condition précédente, trouver un
polynome e(X,_,) tel que

Il[e(Xu—1> — e(Xﬁ'_l)] :pu—l__ps.
Le commutateur de A’ et B'=]o, e(X,_,), o] appartenanta ,, est
D(u)::[o, ey Oy e(Xu—l) - e(le—-l)’ Oy «vvy 0]’ lD(u)lu:])u"]——-]ﬁ',

Il est manifeste que les tableaux C(u, 2) et D(u) engendrent le groupe ' qui
est ainsi contenu dans (P,,, B).

CoroLLAIRE. — Le groupe quotient 8 |(P,., R) est un groupe élémentaire dont
le nombre k d’invariants est le nombre de coordonnées de rang u, de R, pour

lesquelles | R |, > p*~* — p*, (s profondeur du G. P. I. R), son ordre est p".

Le groupe P, étant lui-méme un G. P. L., il résulte du théoreme 5, que tout
sous-groupe de la S. C. D. est aussi un G. P. . Ce résulfat peut étre complété
comme suit :

TukorkME 6. — Le terme 3,, de rangr,delaS. C. D. estle G. P. I. dont I'indi-
catrice est

(k. 1) lg,l =<k R, L KD >, k)= Max(o, p*~' —rJj.
Sa profondeur est déterminée par les inégalités
(h.2) . pP>r> pst ou s=E(logr:logp) -+ 1.

CoroLLAIRE. — Le groupe quotient 3|3, est un groupe élémentaire, dont le
nombre d’invariants est m-( pro fondeur de 3,).

Nous allons démontrer la propriété par récurrence. Elle est vraie pour le
premier terme P, dont U'indicatrice est

<I:P7P2: . "Pm.-—1>;
sa profondeur étant r = o, on a bien

[P lu:Pu—1 = MaX(O, pt—o).
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Supposons la propriété vérifiée pour 3,, dont la profondeur s est alors déter-
minée par 'inégalité du théoréme. D'apreés le théoréme 5, aux premiers termes
nuls de 3, correspondent des termes nuls, de 3,.,; A un terme de rang u, non
nul de 3, correspond dans 3..= (3,., P

I§r+1 !u: Max(ku_ I:Pu—1 - Pv) — Max(Pu_l —r—I, Pu.‘l _Ps))

ce maximum est bien égal a p*'— (r+1), car l'inégalité qui détermine s
entraine
‘ p>r+1 et prt—(r4n) > pitt—pt

On peut encore exprimer le théoréeme 6 en disant qu’on passe del'indicatrice
de 3,4 cellede 3,.,, en conservant ses termes nuls et en diminuant les autres d’une
unite.

Le probleme inverse ou dual du théoréme 5, qui est la recherche du commu-
tant, est résolu par la propriété suivante :

TakorkME 7. — Pour un G. P. I. de profondeur s et d'indicatrice

<Oy vy Oy Ksiay oony k>,

le commutant VP, B( est aussi un G. P. 1., dont la profondeur s' et I'indicatrice

<0y ++ ., 04 k:’—ru ce l";;z>)
sont définies par les conditions .
P> pt—ky, lous u; kb=rky+1 pour uX s 1.

En particulier ceci étant valable pouru=rs
I pst — o., sS>s5s—1,
dans le cas limite s'=s —1, le commutant est de profondéUI' s—1 et
P> pt—ky, tous wy o kb= ki=1.
D’autre part, puisque 8 est un G. P. I. de profondeur s, on a
ky> p—t— ps, donc P> pet—ky
et s vérifie I'inégalité du théoréme, d’ot1 s'<_s.
Appelons B* le G. P. L. formé par les conditions du théoréme et formons le

commutateur (P,., W) d’apreés la régle du théoréme 5. Les s’ premiers termes
de l'indicatrice (en nombre au moins égal & s — 1) sont nuls, les suivants sont

Max (k};— 1, p*=t — p*) = Max (ky, p*~' — p*) = ku,

ceci en raison de la condition imposée 4 s’ (et restant éventuellement valable
pour u=s, k, étant nul). Les termes sont donc nuls ou égaux a ceux de 'indi-

catrice de B, donc (P,,, B*)c B et ®* est inclus dans le commutant cherché.
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Reste a vérifier 'inclusion inverse, ce qu’on peut établir sous la forme : pour
tout élément B non dans 8*, il existe au moins un élément A, de P... tel que le
commutateur (A, B) ne soit pas dans ®. Si B n’appartient pas a 8*, il y a au
moins une de ses hauteurs | B, qui est supérieure a la hauteur de méme rang
| 8*),. Nous allons dis'tinguer"deux cas, suivant la comparaison de ¢ a 5'.

PREMIER CAS : _
>8> s —1, jB]V>[W

v =k} =k, 4121,

¢ est supérieur a 1, car, si s'=o0; |W*|, étant égal 4 1, |B|, ne peut lui étre
supérieur. Il est alors commode de 'écrire. ¢ =u 1 et les conditions peuvent
étre exprimées par

[B]’H-l::b(xu): ]L[b(xzt)]>/fzt+1+ I.
Par application du lemme 2, construisons un tableau A comme suit :
R[B(X) — b(XA)] = h[b(X,)] —1> kupsy  A=[B3'A,B,, o],

les coordonnées de rang supérieur a u, notamment a(X,) étant nulles, il en
résulte, par application de (3.2)
[(B, A)]u+1: O(Xy) — b(Xg"A"B:‘) =b(Xy) — [’(XII\/" y
de sorte que -
h[(B: A)lH—l] > /fu_H et (B, A)¢1’3
DruxikME cas : . .
v, IBL> |8 =o.

La profondeur r de B, est inférieure & ¢, donc & s/, d’apres la détermination
de s, il existe nécessairement un rang u+ 1 tel que

P pt— Ky (r<<u)
(en particulier si 7 <s —1, cette inégalité est vérifiée pourla valeur u 4+ 1=7).
Le tableau B, est aussi de rang », donc par application du lemme 4, on peut
trouver un polynome a(X,) tel que

h[a(Xy) — a(X8)] =p*— pr>tu.
Formons le tableau A, de coordonnées toutes nulles, sauf
(A= a(Xu),
‘ét formons le commutateur (B, A). D’apres (3.2)
(B, A)]urs= a(Xy) — a(XfuPudid ) 4 b(Xie) — b(X§Budasi),

Mais A,, de coordonnées nulles est une transformation identique dans E,, de
sorte gue pour X,

A.B,A =B, AB, A Bt =r;
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la différence des deux derniers termes est done nulle et il reste
[(B, A) Iu+1:h[a(X‘u) - “(Xg")] =pt—pr> ki, (B, A)¢wn.

Appliquons ce théoréme a la S. C. D., qui a déja été déterminée par le
théoréme 6, il montre que le commutant d’un terme de la S. C. D. est son
précédent

(5.3) V., 3.(=3,_..
Les termes de‘l’indicatrice de 3, et sa profondeu/r s sont données par ‘
ki=max(o, p~t—r),  p>rxpeh
La profondeur s du commutant est déterminée par

p"ép"q — ky=p*~t*— max (o0, p*~' — r) = min(p“, r),

ce qui est équivafent a
ps é r éps—l.

L)
La profondeur s’ est égale en général a la profondeur s, elle n’est plus égale
qu'a s —1 dans le cas de r=p™*.
Les éléments de I'indicatrice sont

k= max(o, p“-"; (r— 1)).

\
On obtient ainsi une formation de la S. C. D.; dans le sens ascendant, elle
coincide avec celle de la S. C. A., en outre le dernier terme de la premiére est
I'unité qui est le premier terme de la deuxiéme. D’ou la propriété :

TueoriMe 8. — Dans le groupe P, les suites centrales ascendantes et descen-
. . ¢
dantes coincident. )
(k.4) 3r=3pm-1—r,

L’indicatrice est

KR, R, . Bk =max(o, pt — preiar).

CHAPITRE V. ' \

SOUS-GROUPES CARACTERISTIQUES DE ¥,,.

Dans ce Chapitre nous allons établir la propriété, déja annoncée au Cha-
pitre IV, de I'identité des G. P. L. et des sous-groupes caractéristiques de, 'iﬂ‘,m
Nous supposerons toutefois essentiellement que le nombre premuer p est impair,
la propriété n’étant plus vraie pour p = 2. v

Ann. Ec. Norm., (3), LXV. — Fasc. 3. - 33
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Takorime 9. — Un sous-groupe caractéristique de P, est un G. P. I. Nous
démonirerons la propriété plus générale : tout sous-groupe de ', invariant pour un
certain groupe V,,, d’automorphismes de P,,, est un G. P. 1. "

Construction du groupe ¥,,. — Considérons un systéme
W = (w1, ws, ..., Wn)

de m éléments, non nuls, de G, (classes, modp, premiéres avec p) et la trans-
formation W(A), qui, a un tableau A, de coordonnées a(x,, ,, ..., x,,),
fait correspondre le tableau de coordonnées

—1 —1 —1
wsa (Wit ay, w3 2, o, i 2ey),

c¢'est un automorphisme du groupe P,,..
D’une part, cette transformation conserve la multiplication : par application
de la formule (1.1), la coordonnée, de rang s, de W(A) < W(B) est

(5.1) wsa(..., witay, ...)+wsb<. cey w71(x1—— wia(..., wi‘lx/,, ..)), . >

:Ws(a(..., wita, ...)—l—b(..‘., (W{‘xt-—a(;.., Wy xj, ...)), >>,

ce qui est bien la coordonnée, de rang s de W(AB).

D’autre part, la transformation est biunivoque, puisqu’elle a mamfestement
une inverse
W= (w7', w3, ..., w;l).

Le produit, ou succession de deux opérateurs est
W W= (w0}, wa0y, ..., wn),),

c¢’est un automorphisme de méme nature, indépendant de I'ordre du produit.
L’ensemble des transformations W est donc un groupe abélien ¥,, isomorphe
a un produit direct de groupes cycliques d’ordre p —1 (groupes multiplicatifs
des classes, modp, premiéres avec p).

Considérons d’autre part le groupe 3,2~ P,,|3, des automorphismes inté-
rieurs (ou transmutations) de ¥, le groupe ¥, est le groupe engendré (*)

par J, et W,,.

Démonstration. — Nous allons établir la propriété par récurrence sur m;
elle est manifestement vraie pour P,, supposons-la vraie pour P,,_, et considé-
rons un groupe ¥ de tableaux H, invariant pour les automorphismes de ¥,,,.
Les tableaux H,,_, forment un groupe $,,,, évidemment invariant pour les

(1) Le groupe ainsi constitué ne contient pas tous les automorphismes de P,,, mais on peut
aisément démontrer qu’il est constitué par ceux de ces automorphismes qui sont en méme temps des
automorphismes intérieurs du groupe svmétrique $,=, dont P, est un p-groupe de Sylow.
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automorphismes de ¥,,_,; c’est donc par 'hypothése de récurrence, un G. P. I.
de ..., donc défini par une indicatrice

<kl} k?) ety /fqz—1>~

Appelons £,, le maximum des hauteurs |H|,, des tableaux de #, il existe un
tableau H tel que

H= [Hm—u g( Xm—1 )]y h [g( Xm—1 )] == /(m~
Considérons alors une transformation
W=((1,1,...,ow) (wHZ1),

(ce qui suppose p >2) et formons W(H)H-!, qui est toujours dans $, par
application des formules (1.1") et (2.2")

W(H)H = [Hpey, w g(Xoor)] [ H51,, — g(X50 )]

1

= {0) cey 0, (W — I)g(Xm——i)]) hl(W— I)g(Xm-—i)] ——'_“km-

Done, par application dua corollaire du lemme 2, $ étant distingué, contient
tout tableau de la forme

A=Jo, ..., 0, a(X;n-1)], hla(Xpm—1)] <L ke
Considérons alors des fonctions quelconques d(X,), vérifiant les conditions
h{d(X,_)] <L ks, (sderam—r1), . h{d(Xp)]<L

Par application de 'hypothése de récurrence et de la détermination de £,, il
existe dans #, un tableau

Di=[..., d(Xs), ..oy a(Xnt)],  R[a(Xpn1)] = s
il y existe d’autre part le tableau
- Dy=[...,0, ..., d(Xj—y) — «(Xp21)],
et par suite le tableau
' Dyx Dy=[d, d(Xy), -, d(Xm—s), d(Xpm-1)]-

C’est dire que le groupe $ contient tous les tableaux dont I'indicatrice est au-
plus égal & ,
< k“ A’g, ey km—l} km>,

comme il n’en contient pas d’autre, d’aprés la détermination des hauteurs £,
c’est bien le G. P. L. défini par cette indicatrice. '

Tueorime 10. — Les G. P. I. de P,, en sont des sous-groupes caracteéristiques.

La démonstration va étre faite en plusieurs étapes, exprimées par des
lemmes, qui présentent en eux-mémes un certain intérét.
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Lemme 11. — Tout G. P. I. D, est un sous-groupe caractéristique de ...
Rappelons que 3, est 'ensemble de tous les tableaux dont la profondeur est
au moins égale a s, c’est-a-dire dont les s premiéres coordonnées sont nulles,

son indicatrice est ‘
<O, ey O, P, PR, LD, P

Nous allons démontrer ce lemme par récurrence sur 2, en le supposant
vral pour P, (il est manifeste pour P, ), il suffit de le vérifier pour
D,,—, dans P, d'indicatrice <o, ..., 0, p"—'>.
Dans la S. C. A. de P,, formons le terme 3,, de rang r = p"*+ 1, les termes
de son indicatrice sont
max (O, Pu—i __Pm—l —+1 _{_pm——z).
Or, pour u inférieur a m (toujours en tenant compte de p > 2)

pu—1 _pm——i 41 +Pl)z—2 <14 zpm—zv_ pllt~1é 0.

De sorte que 3, est le groupe abélien constitué par les tableaux
(5.2) [0, ..., 0,a(xy, ..., Zm—)], hla(zy, ..., Zma)] ép'“—‘l—}T 1= h| & ]

On peut alors vérifier que 3,,_, est le centralisateur de ce groupe 3,, d’une
part il le contient, et comme il est abélien, il est contenu dans ce centrali-
sateur. D’autre part si A est un tableau qui n’est pas dans D,,_,, il a une coor-
donnée de rang u < m, non nulle N

[Ale=a(Xum) 05
il existe dans 3, un tableau B dont la derniére coordonnée (la seule non nulle)
est o, et il en résulte B

(A, B)y=1Jo0, ..., 0, — a(Xyu-1)] 2 unité de ¥,,.

Par suite A n’est.pas dans le centralisateur de 3,, qui ne contient donc que les
termes de D,, ,.

D, . étant centralisateur d’un sous-groupe caractéristique de P, est lui-
méme caractéristique. '

CoroLLAIRE. — La pro fondeur d’un tableau est un invariant pour tous les auto-
morphismes du groupe P,,,.

Lemme 12, — Tout G. P. I. 8, ; dont U'indicatrice est
<0, ..., 0, Ry PP, L, P S, 0oL h L ps;

est un sous-groupe caractéristique de P..
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Dans la S. C. D. de P, le terme 3,, de rangr = p*— k a pour coordonnée de
rang s + 1 (th. 6)
|3, sm=p°— (p°— h)= h> o,

il en résulte que
£ o= { msnsl‘i D,y }y

les groupes qui entrent dans cette construction élant caractéristiques, il en est
de méme du résultat ¥, . -

Appelons hauteur principale d’un tableau la hauteur de sa premiére-coor-
donnée non nulle; c’est [A|,., pour un tableau A, de profondeur s.

Lemme 13, — La hauteur principale d’un tableau est un invariant pour tous les
automorphismes du groupe P,,.

Considérons un tableau A, de profondeur s et de hauteur principale 7, son
transformé A*, ou « est un aut‘omorphibme de P, est aussi de profondeur s
(Corollalre dulemme 11). D’autre part A étantcontenu dans &, , qui est carac-
terlsthue il en est de méme de A®, de sorte que )

[A* [ h=]A |s+1-
Mais le méme raisonnement, appliqué a A* et a la transformation «~* donne

JA o= | (A*)* [ Z A% [y

il y a donc égalité des hauteurs principales A et d'un de ses transformés, quel-
conque A% '

Remarque. — Si R et W sont deux G. P. (non nécessairement distingués)
différents, il y a au moins un rang s tel que | R} et ||, soient différents.
Supposons par exemple que le premier soit le plus grand; il contient des
tableaux A, de profondeur s — 1 et de hauteur principale |A|,=|%R|,. D’aprés
lelemme 13, pour tout «, automorphisme de P,,,

JAY | ;= [A|,=|8|,> %] et A*gW.

Donc aucun transformé de B> de ¥ ne peut étre égal a W' (et de méme > ne
peut étre égal a R, sinon R* " serait égal a W).

Lemme 14. — Pour un tableau A de profondeur s — m — 2, le nombre de zéros
de son premier terme (non nul) | Al , = a(X,) est un invariant pour tous les auto-
morphismes du groupe P,,. )

~ Par zéro de a(X,) on entend, bien entendu un vecteur X, (de coordonnées
;, ..., x, définies modp) qui annule le polynome.
Formons le groupe £(A) des tableaux de D, qui sont permutables avec A,

au module prés D,,,, puis le groupe quqtient f(A) - f(A)}ﬂm. Il reste iso-
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morphe & lui-méme dans tout automorphisme «, qui remplace A par A* et laisse
invariants les sous-groupes caractéristiques M,., et D,.,. L’ordre de ce groupe
quotient est donc un invariant; pour le calculer nous pouvons évidemment
remplacer A par le tableau de profondeur s+ 2

[0, ..., 0, a(X,), ], a(X;) =[A ]

Pour qu’un tableau D, de D,,,, et de premiére coordonnée d(X,.,) soit dans
£(A), il faut et il suffit que le commutateur

(Dsyay Agie) =0, ..., 0, d(Xspa) — d(X2si1]

soit 'unité de Y, ,, c’est-a-dire que
(8.3) d(X1) — d(XP5) =o.

Or, d’apres le lemme 5, le nombre de solutions de cette équation fonction-
nelle est p™+J, ol t(AJH) est le nombre de domaines de transitivité de la
transformatlon X2+, qui est définie par

§+1

A=z, (pour w<Cs-+1), xdi= 2y — a(Xy).

uw

Les vecteurs _‘
Xs+1=(Xs: xs—i—l); a(XS):O!

sont conservés par la transformation A, , et constituent chacun un domaine de
transitivité; leur nombre est pn(A) ou n(A) est le nombre de zéros de a(X,).
Les autres vecteurs forment des domaines de transitivité de chacun p élé-
ments (pour chaque valeur de X, et les p valeurs de ,.,); le nombre de ces
domaines est p°— n(A).
Finalement .
t(Asrr) =p'—n(A) +pn(A)=p'+(p —1)n(A).

C’est un invariant, comme ’ordre p"*+**' et il en est de méme du nombre n(A)\
de zéros de a(X ).
En outre, si pour deux tableaux A et B, les nombres n(A) et n(B) sont

différents, il en est de méme des ordres de F(A) et de F(B); il n’y a donc
aucun automorphisme « qui transforme A en B.

LemMe 15. — 87, dans un tableau de profonde'ur s et d’ordre p, la premiére
coordonnée non nulle [Ali=a(X,) r’a aucun zéro, les hauteurs a’es coor-
données suivantes vérifient les inégalités

| Al < p—t — ps, U s+ 2.
1l suffit de démontrer que, les conditions de I’énoncé étant remplies, on
peut trouver un tableau B, de profondeur supérieure a s tel que

(5.4) B-1AB ={o, ..., 0, a(X;), 0, ...; o] = A/,
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car I'application de (3.9) montre alors que
|Al=|BA'B~ [, ZMax (| A" |y, p~' — p*) = p*“~ — p*.
Raisonnons par récurrence et supposons obtenu un tableau B, tel que -
C=B;'AB,=]Jo, ..., 0, a(X;), 0, ..., e(X,), ...], r>:s, '

c¢’est-a-dire que dans C, les (r—s—1) coordonnées qui suivent celle de rang
s+ 1 sont nulles (r — s —1 pouvant étre nul). Calculons la puissance p

Cr= [0, cen 0, 0(Xp) +e( X8y .o+ c(X,C.fq), .. .],
cette puissance est I'unité de P,,, puisque C est d’ordre p, donc
o= Zc(Xff): e[y, .., &y, o1 — ua(Xy), Zers, vny 0]

(udeoiap—r1, toutes valeurs des x;).

Comme a(X,) n’est pas nul, pour des valeurs déterminées de X, et x,,,, la
différence x,,, — ua(X,) prend toutes les valeurs de zéro & p — 1, pour les
valeurs de u variant dans les mémes limites. Par suite, pour des valeurs déter-
minées des x;, les vecteurs de la somme sont les domaines de transitivité du
tableau C, dans E, et I'identité est équivalente &

S c(X,)=o, T(C), domaines de transitivité de C.
T(C)

‘D’aprés le lemme 6, I’équation fonctionnelle
JXo) — f(XEr) = e(X,),
a donc une solution. Posons
B, =0, ..., 0, f(X,), 0, ..., 0], By = BB,
et formons le tableau |
C=BCB,= B!, ABry =0, ..., 0, a(X.), 0, -0y 0, (X0, -],

le terme de rang r+1
(X)) =— f(X,) + (X&) + ¢(X}),

y est nul. Done, dans C’ construit avec B,.,, le premier terme non nul, aprés
celui de rang s+ 1 est celui de rang au moins r + 2 (au lieu de » +1). On peut
ainsi construire de proche en proche un tableau B vérifiant la condition (5.4).

Lemme 16. — Le G. P. 1. €, dont I'indicatrice est
<< 0, ..., O, ps’ PS+1___PS) R Pm—-l _P.c >’

est un sous-groupe caractéristique de P,,,.
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Remarquons.que, en supposant toujours p £ 2, il existe des polynomes en
Z,, ..., x; de hauteur (maximum) p‘, qui n’ont pas de zéro; notamment

—1 . p-1 —1 .
it a1

Considérons alors l’ensemble des tableaux 6 vérifiant les conditions
suivantes :

1° Tout tableau 0 est de profondeur s;
2* Tout tableau 0 est d’ordre p;
3° Lacoordonnée de rang s+ 1 de 6 n’a pas de zéro.

D’apreés les lemmes 11 et 14, cet ensemble est invariant pour tous les auto-
morphismes du groupe P,.. Le groupe €, qu’ils engendrent est donc un sous-
groupe caractéristique, donc un G. P. I. Il contient le tableau

—1 —1
[0y .., 0,2 .2l 41,0, ..., 0],

de sorte que |€, |, = p’.
D’autre part, d’aprés le lemme 15, pour tout tableau 0,

loiuépu_l—}’s: U S+ 2. .
Mais le théoreme 4 donne la méme limite inférieurement, de sorte que
| € ju=p* — p*, U s+ 2.
Lemme 17. — Le G. P. I. €, ,, dont U'indicatrice est
<0, v.., 0, hy pt—ps, Lo, pUt—pt >,
est un sous-groupe caractéristique de P,,. |

Construisons par récurrence, les sous-groupes

QT;.s',ps = QEs; ms,lza—i = (%,h,lﬂm),

~

ils sont caractéristiques. D’autre part-le théoréme 5 montre que le sous-groupe
&, , ainsi construit a bien I'indicatrice indiquée par le lemme.

Démonstration du théoréme 10. — Considérons un G. P. I., quelconque, de
profondeur s et d’indicatrice

<Oy ey Oy ki, ey k> avec k> pt— ps;
il est engendré par les sous-groupes
Coriv Covtrn oo Cnipy,

qui sont caractéristiques, il est donc lui-méme caractéristique.
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Nous allons compléter ces divers résultats en déterminant parmi les sous-
groupes caracterlsthues, les dérivées successives B, de P, et les groupes g,
engendrés par les puissances d’cxposantp’ des éléments de P,

Rappelons que les dérivées successives, d’'un groupe @ quelconque sont
définis par les relations de récurrence

f,:= 6, A, = (R, K.

TutoreME 11. — La dérivée ,, de rang s, de P, est le G. P. I. de profondeur s,
qui a pour indicatrice

~.

<o, .. ., 0, ’P.t __ps—l’ R pm—l _ps—i -
ou '
LB |ym=pu—t - p—, u>xs.

Nous allons démontrer la propriété par récurrence sur s; elle est vraie pour
#, = 3, d’indicatrice
' <0, p1, pt—1, ..L,p’"“‘ -1 >,

Supposons-la établie pour &, ; sa profondeur étant s, laformule (3.5)appliquée
a deux tableaux quelconques A et A’ de cette dérivée donne

LA A e = p*

la profondeur de la dérivée suivante f,., est donc au moins s+ 1.

Reste & montrer que, pour tout u >, il existe au moins deux tableaux, pour
lesquels cette comparaison devient une égalité.

Or, R, contient le tableau

A=(o, ..., 0, Z;, 0, ..., 0], [A = 1 < p* -~ p> == | By 5y,
il contient d’autre part, quel que soit u >, le tableau
Al=TJo, ..., 0 (22'... 2072 .. 20", 0, ..., o]b,
dont le seul terme, non nul, de rang u + t, a pour hauteur

hzh™" .. P Lt =prt— pr= | B . ‘

Leur commutateur a pour tgrme de rang u + 1

(A, A =27 2l el 2l 2l (g — 2 P 2P 2!

=~ (p—r1)xi. a2l 2ln) . 287! 4- termes hauteur inf.

dont la hauteur est bien égale a p— p-.
Ann. Ec. Norm., (3), LXV. — Fasc. 3. ' 34
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Pour résoudre le deuxiéme probléme établissons encore un lemme :

Lemve 18. — La puissance A" d'un tableau quelconque est de profondeur au
moins I et les hauteurs de ses coordonnées non nulles vérifient

iA”l{,,_L_p"“’«-p‘—&-l. w01,

-1l y a égalité, st quel que soit u
JA L= pet

Remarquons d’abord qu’un monome, de variable X, ,, ne peut étre de
hauteur au moins égale a p*~'—p’+ 1 que dans le cas ou les puissances des
variables de 2., & x,-, sont toutes d’exposant p—1. Car si une variable
x,({+1ZL0vZu—1) était de puissance inférieure, la hauteur du monome
serait au plus égale a '
. p"" . pv—~léplt-—l — pl'

En outre A
h(ain'. .. xl2))=p' -p'+1.

L’énoncé est donc équivalent a I'affirmation que dans [A”],= a(X,_,), il n’y a
pas de monomes de la forme f(X,)27 ...}, sauf avec f(X,) constant. En
particulier, il entraine

: VAP =a(xy, ..., x)_y) = const.

On peut établir la propriété par récurrence sur /: elle est manifeste pour
l=o, puisque
5 A Euépu—l:pu—l ,,_p0+ I
Supposons-la vraie pour

B=A""=lo, ..., b, ..., 6(Xu=1), ...}, b de rang?:
il suffit de la vérifier pour les coordonnées de A” = B, qui sont :
[BPlu= Zb(XE:‘_—lt); ideoap—ri.

le terme de rang / est manifestement nul et la profondeur est au moins /. Les
monomes qui dépasseraient la limite indiquée dans cette somme, ne peuvent
provenir que des monomes de 6(X,_,), qui seraient de 'une des deux formes
(s'il en existe)

1 1

i o -1 —1 ; = - -1
KN ¥ o A L<p—r, xf "tk ahty

En étudiant les termes ui en proviennent on constate que le premier ne donne
que des termes de hauteur inférieure et que le second donne des termes de
hauateur au plus égal 4 p*~* — p’ + 1. L’égalité n’a lieu que si b % o, ou |B|,=1.
[existence de monomes de la deuxiéme forme exige, par ailleurs, pour tout «

Bl pe = p
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les egalités sont alors vérifiées pour B”. On obtient done, par récurrence, la
forme nécessaire de A, indiquée par le lemme

LA = p*~ ou A=<, p, p*, ..., p">,
d’ott S
! A/)l]:< e Max(o’ ])u—-i__pl_l___l)’ o>
TueorkMe 12. — Le groupe £,, engendré par des puissances, d'exposant p', des

tableaux de P, est le G. P. I., de profondeur I, qui a pour indicatrice

<0, ..., 0,0, pt—plya, Lo prt e ple >

Comme il est caractéristique, ce groupe est un G. P. I.; son indicatrice résulte
immédiatement du lemme précédent.

\

CHAPITRE VI.

ETUDE DU GROUPE ¥,.

Ce Chapitre,est consacré a I’étude du p-groupe P, de Sylow, du groupe
symétrique de degré p?, son ordre est p’—-1. Il posséde ainsi que ses sous-
groupes transitifs, non commutatifs %, un sous groupe distingué abélien,
élémentaire, d’indice p. Des groupes possédant cette propriété ont été
étudiés par G. A. Miller(*) et, avec une autre méthode, par H. R. Brahana(?).

L’algorithme des tableaux permet de faire une étude trés détaillée de ..
Nous déterminerons d’une part son groupe d’automorphismes, d’autre part ses
sous-groupes (leur type et leur position respective).

Il est isomorphe a I’ensemble des tableaux de rang 2. A =|a, a(x)] avec la
loi de composition '

(6.1) [a, a(@)][b, b(@)] =[a+ b, a(@) + b(x = )]

I'unité estletableau o, o], I'inversede A =|a, a(x)] est A~ =| — a, —a(x -+ a)].
La S. C.A. qui coincide avec la S. C. D. a p 41 termes (la classe de P est p)

L]
3,= unité de P., 30,3, ., 3= 0,
le terme 3, est I’ensemble des tableaux

[0, a(x)], hla(z)] < u ou degré a(z) Lu —1.

(1). Determination ( Bull. of Amer. Math. Soc., Série 2, Vol. 8, 1909, p. 398).
(2) On isomorphism of abelian groupe (Amer. Journal, Vol. LVI, 1934, p. 563 4 61).
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En plus de ces sous-groupes, ”2 posséde deux sous-groupes caractéristiques

D, : ensemble [0, a(x)], degré a(z)<p —1,
€ :ensemble [a, a(z)],  degréa(z)<p -o.

Les.indicatrices des G. P. 1. sont en effet (th. 4) -
<5 p>, <1, p—1> et <0, T>, 0 1ip.

Recherche des automorphismes. — Le groupe ‘P, peut étre engendré par les
deux tableaux A,=[1, o], A,=[o0, ~']. Un automorphisme o sera donc
caractérisé par la donnée des tableaux A, A7. Or

A €E et A gD entrainent A%e e el A D, ;

puisque ces sous-groupes sont caractéristiques, on en conclut que A} ne peut
qu’étre de la forme }
[ cpma@P™2 4. .+ 4] (c#Z o),

ce qui donne (p — 1) pr~* transformations possibles.
De la méme facon

A€, et A3, entrainent A%e€ D, el At& 3,
.

de sorte que A} ne peut qu’étre de la forme
[0, dar—' + dp_saP ...+ d,] (d=0),
ce qui donne (p — 1) p** formes possibles.

Les combinaisons de ces transformations donnent une majoration du nombre
des automorphismes dont on désigne le groupe par A

(6.2) ordre de A = (p —1)? p—2.

Nous allons montrer que ce maximum est en effet atteint, de sorte qu’on a bien
construit ainsi tous les automorphismes. ‘

On peut construire un automorphisme en faisant correspondre a tout
tableau A, le tableau

O(A)=a, a(z)+ fid () + frd"(z) + ...+ froa?=V(x)],

. .
ou a'(xz), a"(x), ... sont les dérivées successives de a(x) (a”” (x)=o0)
et[fo=1, fi, for .. .5 /p—1] @st un systéme d’éléments de G,, qui sera désigné
par ¢ et auquel sera asssocié le polynome

V) =S+ fiy Loyt Sy (mod P,
On vérifie immédiatement que cette transformation conserve I'opération

®(A)®(B)=®(AB).
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En outre,

DA = A‘, ® A =]o, .1;7'"‘+g(w)], degré g(x) << p —1,

de sorte que d(A,) et @(A ) enuendrent le groupe et la transformation est
biunivoque.
Le produit de deux automorphismes

s==[fo, fis - s oo | o' == [ fo: [ "'7f;'»|rj- Joz= fy=1
est

‘P:[ﬁ/'s,Jh.f'Q S XA S /if.',-],

i+j=k i4-j=p--1 g
ce qu’on peut exprimer par

biy)=9(y)9'(y) (mod y#) (dans G,)
En outre,
[9(»)P=0(y?)=1  (mod )’

L'ensemble des automorphismes ainsi construits forme donc un groupe abé-
lien ¥, dont tous les termes sont d’ordre p, c’est-a-dire encore qui est un groupe
élémentaire, produit de p — 1 groupes d’ordre p.

Formons I'intersection de § avec le groupe J des automorphismes intérieurs
(ou transmutations) de ¥,,, qui es isomorphe 4 ¥,,|3,, donc d’ordre pr. Le
tableau A, =|1, o], qui est invariant pour les automerphismes ® (de ), est
transformé par une transmutation en

lay wiz))[1, o] [— a, —a(x+ a)] = (1, aia) —a(;‘v~1)’].

il ne reste invariant que pour les transmutations définies par les tableaux|q, c}.
ou ¢ est une constante. Mais ces tableaux, pour une méme valeur de a, et les
diverses valeurs de ¢, définissent un automorphisme @, car

la, ¢1[b, b(x)|[— a, — | =[b, b(x — a)], .
el '

blr—~a)=blz)4+(— a)b (x)+ —2[—1 (—aYb'(z)-+...+ ._.._I__n_' (— aw1br-ti(z).

(p

Comme J est sous-groupe distingué de A, le groupe { I, F|, construit avec
les éléments de J et de £, est d’ordre (p~* p?):p=p*’*. Tenant compte de
inégalité (6.2), c’est un p-groupe de Sylow de A. .
Considérons d’autre part les automorphismes W, du groupe W, construit
dans la théorie générale (Cahp. V), dans le cas actuel ce sont -

W sz (g, w0, 4, W(a a(x)) = |wyu, wea(wi'a|,
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il yena(p—1)*. On vérifie par un calcul immédiat que 5 est permutable dans
son ensemble avec les opérations W, et il en est de méme du groupe pré-
cédent { J, ¥ }. Donc :

Le groupe {W, J, § | est un groupe d’ordre (p —1)* p*'—2, qui est donc | en
raison de 'inégalité (6.2)] le groupe A de tous les automorphismes de P, .

Eléments conjugués. — Le transmué’d’un tableau A ==|a, a(a)] par un
tableau Q ={[g¢q, q(x)] est '

QAQ'=[a, a(z- ¢)+ g(z)— ¢g(z —a)|

La premiere coordonnée a d’un tableau est donc un invariant pour les automor-
phismes intérieurs. Un autre invariant est le coefficienta,_, de ' dans a (),
c’est une conséquence du lemme 1; un calcul simple permet aussi de le vérifier
directement.

PREMIER CAS @ 3£ 0. — Les deux invariants a et «, , suffisent pour déterminer
I'’ensemble des éléments conjugués de A. En effet, I'équation fonctionnelle
en ¢(x)

H{x —a)—tx)=a(r)— a_ a’',

a une solution; et, en transmuant A par le tableau T =] o, ¢(x)|. on obtient

TAT == [a, ay_,2r—'].

a. Les tableaux, pour lesquels a, , est nul, sont d’ordre.p. Pour que deux
d’entre eux soient conjugués, il faut et il suffit qu’ils aient' méme premiére
coordonnée. Il en résulte que tous les sous-groupes cycliques d’ordre p, qui
contiennent des tableaux dont la premiére coordonnée n’est pas nulle, sont
conjugués dans P,.

b. Les tableaux, pour lesquels «, , n’est pas nul, sont d’ordre p*. On peut
engendrer un groupe cyclique, indifféremment par un tableau A, d’invariants a.
a,_., ou par sa puissance A’ (7 premier avec p), d’invariants ia, ia, ,. Le quo-
tient c=a:a, , (défini modp), est un invariant de ce groupe et les sous-
groupes cycliques, d’ordre p*, de méme invariant ¢, sont conjugués, ils
forment p — 1 classes.

Relativement au groupe ¥ ={ J, W} d’automorphismes, ils ne forment plus
qu’'une seule classe, car une transformation W = (w,, w,) remplace les inva-
riants a, @,_, d’un tableau par w, a, w,a,_, et l’invarian& c par w,w;'c.

DEUXIEME €AS @ = 0. — L.e transmué de A =] 0, a(2)| par un tableau Q est
QAQ~"'={[o, a(z — gq)].

Suivant que a(x) est ou n’est pas constant, la classe des gonjugués de A
contient 1 ou p éléments. Les tableaux [o, const.] sont les ¢léments du centre.
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Dans un systéme de tableaux conjugués, pour lesquels a(z) n’est pas constant,
on peut prendre pour tableau réduit, celui dont le coefficient du deuxieme

terme est nul
A=[0, @ T" + QuoX™ > +.. .+ a,].

Sous-groupes de P,. — Premier cas. — Les tableaux du sous-groupe % ont
tous leur premiére coordonnée nulle; alors § est sous-groupe de D, qui est un
groupe ¢lémentaire d’ordre p?, dont on sait former tous les sous-groupes.

DevxiiMe cas. — Il y a dans le sous-groupe # au moins un tableau A dont la
premiére coordonnée n’est pas nulle, et peut toujours étre supposée egale ai
(en remplacant A par une puissance convenable A’). Nous dirons qu'un tel
sous-groupe est essentiel.

Lemmr 19. — Tout sous-groupe essentiel propre de P, est de la forme { A, 3, |,
c’est-a-dire est engendré par un tableau A =[1, a(x)] et les tableaux d’un
groupe 3,,, dela S. C. 4. '

Ce lemme est vrai si § est le groupe cyclique de base A, =|1,0]. Sinon,
# contient des tableaux dont la premiére coordonnée est nulle. En effet, &
partir d’un tableau B =[b, 6(x)], qui n’est pas une puissance de A, il suffit
de former ,

AbB-'==[o, ¢(x)] (B # A’ entraine ¢ () # o).

I.’ensemble des tableaux de $, dont la premiére coordonnée est ainsi nulle,

- forme un sous-groupe distingué % de H: il est slémentaire et ﬁlﬁ) est cyclique

dordre p, de sorte que H={A, §1.
Dans $j, prenons un tableau (‘ =o, c(x)] dont la hauteur m soit maximum,
et formons, par récurrence, la suite

Co=C=[o, c(x)], Cl——-(A Cl—i) (@) = cr (@ -~ 1) — crq (@),

¢/(z) est de hauteur m — /. Le groupe {C,, ..., C,}, qui coincide avec $
contient tous les tableaux
[Q, d(x)], . h[d(z)] < m.

(est le G. P. I. d’indicatrice < o, m >. Sim < p, c¢’est le groupe 3,,; si m=p,
c’est le groupe M, #) coincide avec P, et n’est plus propre.

TuioreME 13. — Deug sous-groupes essentiels de P, sont isomorphes s'ils sont
de méme classe et ont méme exposant.
S'ils sont d’exposant p, ils sont conjugués (déduits 'un de I’autre par un auto-
morphisme intérieur).
8'ils sont d’exposant p*, ils sont déduits Uun de Iautre par un automorphisme

du groupe ¥=1{3, W}.
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Rappelons que 'exzposant d’un groupe @ est le plus petit entier / tel que,
pour tout élément de @, la puissance d’exposant /soit égale a I'unité. La classe
d’un p-groupe est le nombre de termes de ses S. C. A. et S. C. D. (th. 3).

Le commutateur d’un sous-groupe essentiel {A, 3,1 est 3,_,, donc
d’ordre pm' et le groupe est de classe m. Pour que deux sous-groupes { A, 3,, |,
' B, 3,.] solent isomorphes, il est donc nécessaire que m=m', done qu’ils
soient de méme classe. .

Si A est d’ordre p, il en est de méme de tout élément de | A, 3, ], car
1A, 3.}, = p—1 [D’aprés la terminologie de Dickson et Miller, ¢’est un
groupe conforme au groupe abélien de type (p, ..., p)]. Donc deux sous-
gtoupes essentiels { A, 3,,} et { B, 3,,) ne peuvent étre isomorphes que si A et B
sont a la fois d’ordre p, ou d’ordre p?. Reste 2 montrer que ces conditions sont
suffisantes. \

Premier cAs. — A et B sont d’ordre p. Il existe un automorphisme intérieur
qui transforme ‘A en B; comme il laisse invariant 3,, (qui est caractéristique),
il transforme { A, 3,,} en {B, 3,,..

DeuxiiME cas. — A et B sont d’ordre p*. 1l existe alors un automorphisme,
dans le groupe ¥ ={J, W qui transforme A en B, et par suite{ A, 3,,}en{B,3,}.
Dans chacun de ces cas, on peut aisément distinguer des tableaux réduats

exp. p, classe m:[1, ap 2 2P+ @) 2P 4. Hapx™],

exp. p?, classe m:[1, ap. 1P~ '+ Wpa@P> 4 AmA™ ], ApaF 0.

ilya doncpf‘ m -1 sous-groupes différents du premier type et (p — [)pl’ ™ ' 3ous-
groupes différents du deuxiéme type.
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