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THÉORÈMES D ' U N I C I T É

PAR M. S. MANDELBROJT.

Introduction.

Nous démontrons dans ce Mémoire plusieurs théorèmes d 'unicité qui
concernent successivement l'approximation polynomiale sur Faxe entier (en
fournissant des suites fermées et complètes sur l'axe), la détermination des
noyaux itérés d'une équation intégrale du type Carleman, et, enfin, différents
problèmes des moments. Les démonstrations sont toutes basées sur un
théorème sur les séries asymptotiques que j'ai démontré dans un Mémoire paru
récemment dans ce même Recueil.

Rappel de quelques notions.
•w

THÉORÈMES PRÉLIMINAIRES.

1. Soit { X , , } une suite positive croissante, et so i tN(À) le nombre d'éléments
,de { ^ } inférieurs à \Çk > o). Posons D(A) = ̂ )-' Les fonctions N(X) et D(X)
sont respectivement appelées fonction de distribution et fonction de densité de
la suite. La fonction D"(X) = borneD(^) est sa fonction de densité supérieure.

X ̂  À

C'est la plus petite fonction non croissante supérieure à D(X). La quantité
D '==l imD(X)=l imD' (A) est ISL densité supérieure de { X / < } . On posera

\= Vi \ = 00

D'(oo)=D'. La fonction D ( A ) = = X - 1 / D(^)dx ( X ^ > o ) est la fonction de
0

densité moyenne et la fonction D ( X ) = borne QÇx) est la fonction de densité
.r^O

moyenne supérieure de la suite. La quantité D = l imD( / . )== l imD (X) est la

densité moyenne supérieure de la suite. On posera D (oo) = D . On a D ̂ D',
Ann. Éc. Norm., (3), LXV. — FASC. 2. 1 ^



îo-2 . S. MANDELBROJT.

et il existe des suites pour lesquelles D'<^ D* [6](1). Dans tout ce qui suit , D'<^oc
(En réalité, les applications des théorèmes de ce Chapitre porteront un ique-
ment sur des À,/ entiers, donc D'^i). La fonction

______ ______ ^.A

^ f D ) = = b o r n e / f D ( / ) — D ) === borne / f l ) (^ ) — 1')) ^•,-
/->,. v- / A, o J, v / '

que nous déf in issons ici seulement pourD^J)', est appelée fonction d'excès
de la suite I A / / J . Cette fonction est non négative, cont inue et non croissante.
On posera

^ ( D * ) = = l i m ^ ( D ) .

Comme D*<^cc, les quant i tés

'^tii-.i-y,'^tÏTsêyr ("-o
sont positives finies. La suite \\\\ est appelée suite associée à la suite p^;;

Soit A un domaine du plan s=c-+-ù dont l ' intersection avec aucun demi-
plan cr ^> G-,^ n'est vide, et soit F(.v) une fonction holomorphe dans A. Soit { c l , , \
une suite de nombres réels ou complexes. Soit, enfin, pn{^) une fonct ion
définie (pour n donné) pour 7 assez grand, croissante vers l ' in f in i avec cr.

L'entier n é tant donné., on d i t que, pour m^n les sommes ^r//,^ / / î repré-
1.

sentent F(^) dans A avec une précision logari thmique pn(^\ si pour x suffi-
samment grand; .v appartenant a A, on a

( i ) borne borne l 7 ^ ) — ^ ^y,^""^' .^^'-/^•''i.
——— cr -:••»' '̂ "̂

r(^)-^^.^-^

/. — i

On a le théorème suivant f6 | .

A. Soit F(^) une fonction holomorphe et bornée dans un domaine A défini
par c 7 ^ > C o » | ̂  <^ ^ g ( ^ ) ^ où ^'(or) est une fonct ion continue, croissante,
bornée (c7^> c,,). Soit, dans A :

J F ( . ) | < M .

K. Soit ; \n} une suite positive croissante, avec D <^lim^(cr). Soit [d,, \ une
. CT := x

m

suite telle, que, pour n donné , pour m^n, les sommes Yc//^ À / s repré-
i

sen ten t F ( s ) dans A avec une précision logarithmique pn(^)-

(1 ) Les numéros entr^ crochets renvoient à la bibliographie qui se trouve à la fin du Mémoire.
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C. v(D) étant la fonct ion d'excès de ; A , / } , supposons qu'il existe une fonction
continue non croissante A (a) avec l im//(cr)=D , (A(oc)=D ), et une fonction
non décroissante C(o-) telles que

/ /-» os 1 r17 du

{->.) •^[/ /( Î7)]-^(0-)<-C(7),- C^)^^-^ ^)-^) ,/C7=00.

11 existe alors une constante A ^ > o ^ et une constante réelle //, (eûtes les
deux ne dépendant que de [\n ] et A, telles que

(3 ) I ^ K À ^ V ^ M ^ " . , '

Ce théorème n'est qu'un cas part icul ier du théorème principal de mon
Mémoire |6|, donné sous sa forme I). Sa démonst ra t ion est difficile et il ne
peut être question de la reproduire ici. Faisons seulement les remarques
suivantes : le cercle €(^0, nR) de renoncé du théorème F (théorème fonda-
mental de |6]) a été choisi de sorte que le point s^^=u soit sur l'axe réel et
que R, tout en étant supérieur à D , soit assez pe t i t pour que le cercle fermé de
centre s^ et de rayon T.R, C^'o, r.R ), appart ienne à A. D'après la conclusion du
théorème F on peut alors poser

A=:9.-'7^R^W. ^

L'énoncé de la forme D du théorème F est plus général, même en ce qui
concerne ^(cr), bien qu'on y suppose ^(a-)^>D dans tout le domaine; mais il
est clair que l'énoncé que nous venons de donner est équ iva len t à celui qu'on
obtiendrait en v remplaçant c,, par une quanti té a te l le que ^ ( c r ) ^ > D
pour G- ^> ( î .

2. Nous avons démontré dans [6] que

^ [ D ( p ) ] = : o ( p ) , ^[D- (?)]=. o ( p ) ( p - > ^ ) .

Par conséquent, quelle que soit la constante positive Y, et quel que soit
o <^ o <^ î , on a pour Œ suffisamment grand

2 V [ D (jp,, ( rj ))J — pn ( C- ) < — Opn ( ̂  ).

La même inégali té a lieu lorsque D est remplacé par D*.
Comme D (jo^((T)) ^ D (c--^ oo), on voit que l'hypothèse C est ce r t a inement

satisfaite si la condition suivante est remplie.

C, . Il existe une constante positive ^ telle que

• ^ •-1 f dli

(/l) . ^ pn(^)e ÏJ ^-'^T/^^^oc.



104. S.^MANDELBROJT.

Si D'= D, la condition Ci peut évidemment être remplacée par une condition
semblable où D est remplacé par D*. Si par contre D'^> D la condi t ion

C.j. l im^(Œ)^> D'; il existe une constante positive y telle que

^ -l ^ du

(5) ^ Pn(^)e A- ( / / ) - ! ) • [T/^ ( / / ) ] ̂  ̂ : ̂

est plus restrictive que la condition Ci , l'intégrale figurant dans l 'exponentiel
de (5) étant plus grande que l'intégrale correspondante dans (4).

Les conditions G| , €2, avec y = = i , sont celles qui figurent respectivement
dans les formes B et A du théorème F énoncé dans [6].

3. Soit { A,,(cr)} une suite de fonctions dont chacune est continue, non crois-
sante, toutes définies pour cr^o-o, tendant vers zéro lorsque o- tend vers l ' inf in i ,
et telles que

A,,(cr)=0(A/,-i((7)) ((7-^oo).

C'est-à-dire, il existe des constantes finies L ^> i telles que, pour o-^cr,,,
A,(Œ)^LA,^(^),(^2).

Posons
e-^'^== A(o-) == borneA,,(o-).

n ̂  1

Si, dans A, on a pour tout ^^i, c7^> Œo, (c7o indépendant de n)
fi

(6) V(s)-^d.ie-^ ^A«((7),
1

//

on peut affirmer que, n étant quelconque, pour m^n les sommes Vrf/,^^
i

représentent F(.y) dans A avec une précision logarithmique j^(o-), où

e-î^'^zzz borneA^,(cr) ̂  ï,!^ . . . 1̂  borneA^(o-) == L^A (cr) .
/ / / ̂  /( /H ̂  1

Autrement di t pX^O^Po^) — logL,,(L,/= ï ^ ï ^ . . . I,,), Par conséquent, si
les conditions C, C , , €2 sont remplies lorsqu'on y remplace p,/(cr) parj^(<7),
elles sont remplies à plus forte raison lorsqu'on y remplace p//(cr) par
K^M^O- ^

On voit ainsi que si, dans l'hypothèse B, le fait que, pour m^n les
m

sommes ^,d^e~~^ représentent F(^) dans A avec une précision logarith-
1

mique p/,(^)» est remplacé par l'hypothèse que les inégalités (6) ont lieu
pour ^^i, et si, dans l'hypothèse C (ainsi d'ailleurs que dans Ci et C^)
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p,,(a-) est remplacé pa rpoC^) oU
^o(^)= :-10§AI(c^)'

les inégalités (3) ont lieu pour n^i.

4. Supposons que limier) = a, avec
(7 == 30

( 7 ) . y [ a—^(<7) ]^<oc .

Comme a > D', on a ( lim h^) = D > )

r ^ ^ ^_-r \^-^d({ o^^^.
j ^ (^ , ) - / z (^ ) j a - h ( u ) J [^u.)-h(u)\[a-h{u)\

et, en particulier

^ du _r__^—=0(1) (^oc).
J ^(^)-D*[ï79(^^)] J ^-D[ïP(")]

Si a > D', cette dernière relation est encore valable lorsque D y est remplacé
par D\

Si (7) al leu, les relations (2), (4), (5) sont équivalentes à celles qu on
obtient en y remplaçant gÇu) par a.

5. Soit { M ^ une suite positive, { v . j une suite positive croissante vers
l ' infini, {q , , } une suite positive croissante, et supposons que, dans A

//,
(8) ¥(s) —VAe-^ ^M^-V (qn-=q<^n+\)-

1

Les relations (6) ont alors lieu avec

A./,(cr)=: borne M^ e-^^ et À(cr) -==. borneA^) :=.borneM^ e-^^.
î7̂ .-M n - 1 ^71

La fonction po(^) étant définie comme plus haut, on a

yjo(<7) == boroe(v,/o- — logM^).
7^7i

Si ^i.
l imM^<oo,

on a pour cr suffisamment grand po(cr)===oo, et les conditions C, Ci, C,, sont
satisfaites automatiquement. Supposons maintenant que

7- . logIVL ' •
lim M. '= oc, 0-0== min————

y^i ^y



lo() S. MANDELBROJT.

et désignons par l l ( x ) l 'ordonnée du p o i n t d'abscisse œ du polygone de
Newton « modifié » de la suite des points i (v ,y , log 'M^)J , c'est-à-dire,
l 'ordonnée de la p lus haute l igne polygonale convexe dont tous les côtés sont
à pente non infér ieure à c7o, et telle qu'il n'y a i t aucun point (v^, logM^),
cîu-dessous de cette ligne. On écrira

logM^=:IÏ(^) ( 1) .

Si v^= y(y_r=: i ) o" omettra le'signe v, et l 'on écrira M^ pour la valeur corres-
pondante de i\ç\

II est géométriquement évident que pour cr^cr,,

( () ) p ( 0- ) == borne ( ̂ / o- — log M,/ ) == borne ( ̂ , , o- -- log M'^ ).
y-i. / y^ i

On voit aussi que pour 07 assez grand

( () ) /^o ( o" ) ~==^ p ( ( 7 ' ) •==: l)orne ( ̂ / T — log' My ) == l)orne ( ^y 5" — log i\I'y^ ).
\ ' . , y ^ i < /^ - i

La suite
[logM^iogM^^ ^^^ ^

croit vers l i n f in i avec y. Désignons par ^ le terme général de cette suite (y^- 2),
en posant [j^=^1 logM'^, et définissons ^(p.) de la manière suivante :

/ f^( [ j . )=:o pour ^-^p-i,

//., ( ̂  ) == ^^ pour ^ < ̂  ._^ ,̂/.i.,.

On a le lemme suivant :

LEMME 1 (2) . — On a pour a suffisamment grand

^(a)'-=f ^(if)dff.
al

Pour (J^<^ cr^ [j.̂  on a

.^ ^ //-1

^ ^ (^ )^=^ , (^ -^— |j.Â-)-^-4- (s-— ^/)^:=:^o----logM/.
l/!l, .

( ' ) La définition et la construction de la suite •( Wy \ sont encore valables lorsque plusieurs M,^
sont égaux à -+-oo, une infinité de ces quantités étant toutefois supposées finies (positives).

( 2) Pour le cas vy ==<7(<7^ i ) , ce lemme est démontré dans [8]. D^ailleurs ce cas particulier est
fréquemment utilisé dans la théorie des fonctions entières par M. Valiron.
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Mais pour o <^ n <^ q,

^0- — logM^==^(^-j--- p-/,-)^/,-+- (^ — [J-n)^n

/,- :.--1. ^ , -

7t 1 7 — 1

==^(^•+1- M^-+ ̂ ^(^--H- ^•) + (0-- V-'lY^n .

k - l ^=-=7l

^^ (^-+1 — ^)^/-+ (o- — ^/)^--= '^/^ -- logM^
k-^\

et pour / i ^> q
,/-! //

,̂7 — iogivr^==^(^-+i— ̂ )^+ (îr — ^v)^—^^-^-- ^/>-1 )+ ̂ n~VJCr

/.----:! V-+-1
//

=: ̂ ^ - logM^ -^ ( ̂ - o-) ( ̂  - ̂ -, ) ̂  ^/o- - logM;^.
y + i

Le lemme est ainsi démontré.
Il résulte en particulier de ce lemme que pour ^ assez grand

( 1 0 ) . pÇ^)^: n^(ff.)(/(z^n^(7 — i).
•^rr.,-1

0. La fonction^^cr)étant donnée par (9), posons, lorsque a > D ,

Bi(^)--=2-'[a-:D'(Y^(//))|"1

et, lorsque a^> 1)',
^{^^^[a—D'Ç^pÇi^^'

On a . _
li.n B, ( H } == . ï .,.. > o, lim B. ( // ) ̂  • '_ j . > o.
/ ( -_^ 2 ^ ^ — D ) 'l-y3 - • { )

Nous allons démontrer le lemme suivant :

LEMME 2. _ ^o"/1 chaque valeur de ?(?'=•= i, 2) /^ 6/<?z^ expressions

/ ' ' \
v - f'"'^'-^" i i /M^ v'7"^"1)(u.) ^ t; (^-^) ^=lo,^^ ] . .

r00 - f'T ^ i { l / } d f { j
(12) J 7^-^)^ d(J

convergent simultanément.
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En intégrant par parties (en tenant compte du lemme 1), on obtient

(13 ) f p{^e~i ^^'"B^^da
•yy.

(^ t \ ^ - r ^ ' ^ ' 1 " , . -rB,-( / /)^| r^ -f ' iî, ( /o./ / /
-==.— 1 p(a)de ^ -==—p(rr)e */ + / ^(o-)<" J d^. -

•^a J a ^a

Par conséquent la convergence de

( 1 4 ) f fî^(^) e J ' dy

entraîne celle de (12), carB,(^) tend vers une limite positive lorsque // ^oc .
Si, par contre, l'intégrale (12) converge, il existé une suite { N y } tendant vers
l ' infini, telle que

T / X T X -f^B^")^/hmp(N;) <? J ===0,

et, comme la limite de B,(^) est finie, on voit, diaprés (i3), que

,. r^] , . -r^')du
lini i n^{a')e J ao'<<oc.

/ /== x i/̂

Les deux expressions (i 2) et (i3) convergent, par conséquent s imultanément .
On a aussi

C^ ( \ -f^(//)<//( -['\^)du~Y r^ -l'\i ( / / ) < / / /f n.,{7)e ''• Bi((7)d<7-==:—n^(Œ)e ^ + f e ^ dn^((7)
J^ Ja J y.

et, un raisonnement analogae au précédent prouve que l'expression (i4) et

( i5) fe-fw""dn^)

convergent simultanément. Or l'expression (i5) n'est autre que (i i).

7. Comme D (X) et D'(A) sont des fonctions non croissantes, on a, en vertu
de( io ) ,

^^^a-D-i^-^^''-^

Donc la divergence de

/ a \ ' V — f '< ! C^fi—i)^u
(I6) ^e J (^-^-i),

•»i
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entraîne celle de (i i) (i= i). Mais la divergence de
vs rv-Q, . v --/ 'Ci (») / / / /

07) ^ J (^/-^/-i).

entraîne celle de (16), car
r^ ilim ^ Ci ( a) du == ————=r- •

/ = - J M _ , 2 ( 0 — D )
lim
Y^^-l 2^0

Donc là divergence de (17) entraîne celle de (i i) et (12) (/= i). Mais on a,
pour [^-i<^ u^^, n^Çu)= v^_, ; on a donc, pour ces valeurs de u,

C^)=2-^a-D\p^)]-1

et

f^c^^^^IV (^-^ .
^ ^^^^(p.-i)^ ( ^ ) </^ ^"1^^"-^ ̂ ^-^

Des remarques analogues sont valables pour 1=2., D étant remplacé par
D-(a>D-).

8. Résumons. Soil {À,^ une suite positive croissante dont D*, D , D*(A),
D (X), v(D) sont respectivement la densité supérieure, la densité moyenne
supérieure, la fonction de densité supérieure, la fonction de densité moyenne
supérieure, la'fonction d'excès. Soit {Mn} une suitT positive et { v / , 1 une suite

i
positive croissante vers l ' infini. Si limM^=^), on désignera par M^ les termes
de la suite obtenue à partir des suites {M^, }v,/}, comme il a été indiqué
page io5. Posons
(18) /?((7)=:borDe(^(7—-logM^). »

y^ i

Soit, enfin, a une constante positive. Chacune des condit ions U, qui suivent
(dites hypothèses d'unicité, étant donné le rôle qu'elles vont jouer dans les
théorèmes d'unicité) marque une relation entre différents éléments précités.

Ui. Soit p(o") une fonction croissante. Il existe une fonction continue non
croissante h(u) et une fonction non décroissante C(^) telles que

2y[/l((7)]-p(Œ)<-C((7),

i r7 <///1 F

[ C^)^^ ~{^e ^ ^-/^^dŒ=zac, a > D '

Cette condition sera aussi désignée par Ui(À,, ,p(a), aY S\pÇa) est donné
par (18) on désignera aussi cette condition pour l^(X,,, v,<, M,,, .a) (1).

(1) Dans la définition des conditions U; on peut admettre que plusieurs M;; sont égaux à -+- x, une
infinité d^entre eux étant supposés finis ^voir la Note (1) de la page 106.)

Ann. Éc. Norm., (3), LXV. — FASG. 2. ^
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<

LL. Il existe une constante positive ̂  telle que

r -^f——j p^)e - J ^-1) ^ / ' ( " ! ' ==^ . ^>D\

On désignera aussi cette condition pour (^(^^(cr), </) , et si (18) est
rempli, par (^(A,, v,,, M,, a).

LÎ3. Cette hypothèse diffère de. U;, y^/- ̂  fait que la lettre D'y est remplacée
par D* (donc aussi a ̂ > D*).

Û4. lunM^ =^ et il existe une constante positive y ^//^ y^/<?, ^(07^ ^/^/i^ dofinc
par(iS)

^i^1'^^^ .̂ lo^^)77"7 .>n-,

cette condit ion sera aussi désignée par LL^A//, v,,, M,,, ^).

U,. J7<°/̂  hypothèse que U, sauf que D est remplacé par D'.

^0= Us(/,;, ^/,, M,/, a).
i - .

Lie. limJVr7 == oc, il existe une constante positive y ^/fe y^
\ y ' ,

^^'/(^^—^^^^oc,

7-1

"—^-—^;7r,^'
[j^o/nme dans li,., <7 ^> D .

Ur.^ U,.,(//^ ^/,, M,<, a).

II ;. Comme U,, ,y^^/ que D' (^ remplacé par ÏY .

U7^=U,(/ , , , ^, M,,, a).
i

L^. limM^ <^ oo, a ^> D*.

Cette condition sera aussi désignée par Us(À,, v,, AI,, a). L'hypothèse U, est
moins restrictive que chacune des hypothèses l̂  l^. Lorsque?^) est donné

par (18) et lim M;; = oo, les hypothèses L^, U,, d^une part, et les hypothèses L\,
U^, d'autre part, sont équivalentes. /

L'hypothèse Ug est plus restrictive que l'hypothèse U,, et l'hypothèse U; est
plus restrictive que U,. L'hypothèse Us est la plus restrictive. r

Et voici, le cas particulier du théorème F du mémoire [6] sous une forme
qui sera utilisée dans les chapitres suivants .
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THÉORÈME PRÉLIMINAIRE l. — Soit F(^) une fonction liolomorphe dans un
domaine A du plan s .== G- + it, défini par ,

o->^ !^[<7:^(cr) ,
.,' • •

o// g'(o') est une fonction croissante, continue, telle que

F f \ ^\\mg\^=a, \ (a—^(o-) ) r /o-<^.
f7 r x J '' /

Supposons que dans A
F ( ^ ) ! ^ M .

-So^ {À , , } une suite croissante, positive, dont D , 1)', D (X), D*(À), v(D), { A ^ ^
sont respectù'ement la densité moyenne supérieure, la densité supérieïire, la fonc-
tion de densité moyenne supérieure^ la fonction dé densité supérieure^ ta fonction
à^ excès et la suite associée.

Soit [ M,( j une suite positùe et [ v^ \ une suite positive croissante vers V infinie et

posons ___
y^(o-) =: borne (^o- — logM^).

Supposons que dans A

F^) -^ dk e~ÀÂ•s' f= ̂ y ̂ ''^ (^/^ ^ < y/^i ).

o// { y,,} est une suite positùe croissante vers l^ infini.
Si V une des hypothèses U,- est satisfaite^Si r une des hypothèses U,- est satisfaite^ il existe une constante positùe A et une

constante réelle u {finies^ ne dépendant que de {~)^ ] et A telle que pour tout
entier n ̂  i

[^KA^M^"".

/ 9. Les précisions que nous venons d'apporter au théorème F permettent
aussi de rendre plus explicite le théorème ( Q — A ) de ce même Mémoire [6j.
C'est un théorème sur la quasi-analyticité généralisée. Nous aurons à utiliser
ce théorème sous la forme suivante :

THÉORÈME PRÉLIMINAIRE II. — Soitf^x) une fonction indéfiniment dérù'ahie dans
l ' intervalle [0,00).

Soit [k,,.} une suite d''entiers positifs croissants, et désignons par [7.^] la .mite
dentiers positifs complémentaire à la suite { k , i ] P^ rapport à la suite de tous les
entiers yositifs.

Soit {M,,} une suite pontife croissante, et supposons que

\fn}(.t•) ^Mn (^o, ,re[o,oo)),

/^•")(o)==o (^^±o, /'o=o).
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o' 7 » . . ^ ^ J ^ ^ 7,,,,^^'^ T T / ^ -- VT I

5Ï r^/^ rf^ hypothèses U,(À,,, /i, M,,, ^ ) est satisfaite, la fonction f{x) est
identiquement nulle.

Sans répéter la démonstration du théorème (Q — A), remarquons seulement
que la fonction C/(cî-) introduite dans [6] satisfait à l 'inégalité

p((7) •== borne (n (7 — log-M/,) ̂  Cy(o-),

et la condition ( Q < ) du théorème ( Q — A ) ( p . 869 [6]), avec Ï)'< -1? est satis-

faite si l'hypothèse, la moins restrictive, U^ [ k ^ n, M,,, - ï-) l'est.
\ 2/

Le théorème que nous venons d'énoncer est donc bien un cas particulier du
théorème ( Q — A ) .

10. Il est utile, pour la suite, d'énoncer la très légère généralisation
suivante du théorème préliminaire II.

THÉORÈME PRÉLIMINAIRE IF". — Soit UQ un entier non négatif. Les hypothèses
U < ( ^ ? Tii M,,, - ) du théorème, préliminaire II peuvent être remplacéçs par les

hypothèses U/U^ ,̂ n, M,,, ^ ) - j

C'est-à-dire, en posant À^^A^^^I), e ten désignantparD^(À), D^ (/.),
v^(D) respectivement la fonction de densité supérieure, la fonction de densité
moyenne supérieure et la fonction d'excès de la suite {^ 0 )}, la conclusion du
théorème préliminaire II reste, vraie, si les éléments D*(A), D ( A ) , v(D) qui
interviennent dans les hypothèses U, explicitées, y sont respectivement rem-
placés par D^(X), D^/A), v,^(D).

Voici les quelques modifications qu'il faut apporter a la démonstration du
théorème ( Q — A ) pour avoir le nouvel énoncé. La fonction F^(^) étant définie
par la formule (20) (p. 867 [6]) du Mémoire, on a, d'après les inégalités (22^)
de ce même Mémoire, lorsque s varie dans le domaine A donné par (T^O,
| ^ [ <^ arc ces ̂ ""̂  ^ g ' ( a ) où g ' ( ^ ) croît vers -^

fit
F^)-^^.^'0'-*-1)- ^M,,e-^ (^«'+i^</^+i),

Â-==i

où l'on a posé ,
I/Q

F; ( s ) •==. ¥a( s ) e-11 - ̂  d^ e-^^\ d^ == e'^ ' f^ ( o ) ( 1 ).

( l ) La quantité d^ a ici la valeur de la quantité désignée par la même lettre dans [6] divisée
par ea. .
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(Dans ce qui précède la quantité À/,(yE:^i) est d'une unité inférieure à la
quantité désignée par la même lettre dans [6].)

Comme, dans A, f^')\e~^^M (quantité finie, indépendante de a) ([6j,
p. 369), on voit que dans ce domaine, pour û^o

y
\n^)\^A,e\a «

où A^ est une quantité finie indépendante de a.
Remarquons que, d'une part, la fonction de densité de la suite { A ^ + i }

n'est pas supérieure à celle de la suite { À ^ } , c'est-à-dire que la fonction
d'excès de [ ̂ ^-i- i } n'est pas supérieure à celle de { A^ }, et que, d'autre part,

p a ( ^ ) == borne[^<r — log(M^6^)] ==p(<7 — a),
(/-_!

OU /
p ( a - ) == b o r n e ( < / ( 7 — l o g M ^ ) .

v l ' i ,

Et il est clair que Phypothèse U,^/^ ,?^) ,^) implique l'hypothèse

lî, (A^-4- i ,pa(cr), ^ ) • II est aussi évident que
\ ' 2 /

r^ [ i \
/ .-^(cr) ^<^\ J \2 /

II suffît donc d'appliquer le théorème préliminaire 1 (avec F(^)=== F^(^),
di, = d^,, M = A, ê77^ ) pour avoir

\d^\ =A.4-^.|y(S^-)(o) |^A,L,6-S^^" (^^i),

où L/, dépend seulement de k, A^ et u étant indépendants de a.
En faisant tendre a vers 4- oo (/.: restant fixe), on a immédiatement

Par conséquent
,̂ = ̂ "o^^/^-o+^o) == 0.

/ ^ (o )==o pour /2^?i/^4-i.

PosonV^^)^/^). On a /^(^I^M^^^Z-^o), /(;••)(o)=o(/.^o).
En posant

7/(o-) = borne(^(7 — log-M^ +^,/),
• </^1 0 .

il est encore évident que la condition U, ( X^, n, M,,, ï- \ implique la condition

/.
p*(o") e-^ d<7=zoo.

Il résulte donc du théorème classique de la quasi-analyticité (ou du théorème
préliminaire II, qui est beaucoup plus général) que/o(.r)^o. Donc /(a?) ne
peut être qu'un polynôme, mais comme | f(x}\ <^Mo(^^o), on voit que
/(^)=o.
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11. Je profite de cette occasion pour signaler quelques fautes d'impression
qui se sont glissées dans [6]. Signalons que l'expression 31og()^D(\/2X,,))
de la page 355 doit être remplacée par 3 log (A,<D( \ 2À,,)) , et que, page 302, on
doit lire borneP,/,(G-) au lieu de borneP,//(c7). remarquons aussi que les deux

Ht>_ n ' ~

dernières l ignes de la page 370 seraient plus claires si la pliase « avec
F(.v) = F^(.s-), ,Vo = ? + ^H, M(^o, H) ̂  M e " , { À,,} == | q,, -+• i } », était remplacée
par la phase « avec F(.?) == F^) e^ ' , s^ === E + ^ H, M(^o < B) ̂  M, { À,, j == | y// 4-1},
^=^ )^ /)).•

APPROXIMATION POLYNOMÏNALE SUR L AXE ENTIER. SUITES FERMÉES.

1 . Le théorème suivant de S. Rernstein est bien connu [1]. Soit [^i,\ une
sui te positive croissante avec S^'^oo et

( t9 ) . : ^^I——201 '
-—— ^n

Posons

(^o) F(.r)=n(i+^).\ ^u /

f(^) étant une fonct ion cont inue (—ûo<^<^oo) tel le que

Jim f(.x) __
== o,

F(^)

à tout 2 ^> o correspond un polynôme P(.r) tel que

( 2 l ) . . ' | /(.r)-P(^);<£F(.^) (-co<.^<^).

Remarquons que la cond i t ion (19) équivaut à chacune des condi t ions
suivantes :

(22) & , < <r10^^^j ^;'
f- logF(^)e-C T^o•^x.

Nous démontrons que si la fonction F(.r) [qui n'est pas nécessairement de la
forme (20)] et une suite d'entiers positifs \k,,\ sont liées d 'une certaine
manière, l ' inégal i té (21) peut être réalisée par un polynôme de la forme

P(.^•)=:6^o+^^.^•/'/'.
1

\ f{ . Ï -

Notre théorème cont ien t le théorème de S. Bernstein comme cas par t icul ier .
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2. iNous allons d'abord démontrer un théorème sur la fermeture de certaines
suites de fonctions sur l'axe entier . C'est un théorème d'unicité dont résultera
un théorème sur des suites complètes et fermées.

rappelons d'abord les définitions suivantes : 1 étant un intervalle f i n i ou
inf in i , une suite de fonc t ions |a^(n;)j est dite fermée sur 1 par rapport a
L//o<^^ac), si toute fonct ion j\x\ appartenant à L,, ( ' ) sur 1, pour
l aque l l e on a

/ / ( - / ' ) ?// ( l / < ) fLr == ° ( ̂  ̂  i )i/ i
est n u l l e presque partout.

TUKOHÈMR I. — Sou |/^; une suite (Ventiçrs positifs croissants et soit \}.,,\ la
suite (rentiers positifs complémentaire à la suite [ k,, \ par rapport à la suite de tous
les entiers positifs.

Soit VÇx) une fonction positive continue paire, p(^) = log F(^) étant une
fonction connexe de cr.

Si, pour un entier non négatif /?„ F une des hypothèses IJ^Â/^, p ( ^ ) . - 1 - ) *

^ I^A^4-/^7 )( /7)< l~) est satisfaite, la suite

(•«) ;̂ !. (n^o,^o) •

est fermée sur Vaxe entier par rapport à tout L^( r ̂ p ̂  oo ).

Ce théorème résulte facilement du théorème suivant :

TIIÉOKÈME II. — Les suites [ /•„ } et \ A / / } étant définies comme dans le tfiéorème ï,
sait VÇx) une fonction positù'e, continue, paire, et soient la suite positive [ M// ; et
la constante q ̂  i telle (]ue

r .5 ) ' r(-_y//,,^M^ (^i).
«-/ o \ \ ' / /

Si, pour un entier non négatif n^, F une des hypothèses L\- (\^, n. M,,, I ) est satis-

faite, la suite (24) est fermée sur F axe entier par rapport à}.,,, où I -+- ï = T .

3. Démonstration du théorème II. — Soit/(.r) une fonction appartenant à I.,
sur Taxe entier, et supposons que

F 30 f( r-} ï'7'"
(26) j Z^__^^o (n^o^-^o).

( ' ) Si o <yy < x, la classe Lp est celle des fonctions pour lesquelles / f(-r) "^ dx existe et est
fini. L^ est la classe des fonctions bornées sur 1 et intenables sur chaque intervalle fini faisant
partie de I.

{
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Posons

^^^fë^-
La fonction y(^) est indéfiniment dérivable sur tout l'axe et l'on a

i r '^ l^r 1^ "uw dx (/^o).

D'après (23) et l'inégalité de Hôlder on a

lr)(Ql^[/^/(.^l^^/^J^^(^ n

où C est une constante. Il résulte aussi de (26) que

9 (o) == o, ^(o) = //- f ̂  j—^ d.r = o (,/ ̂  i).

Donc, en vertu du théorème préliminaire II bis, ç(?) est ident iquement
nulle, ce "qui prouve que f{x) est ident iquement nu l l e , et le théorème est
démontré.

y
4. Démontrons maintenant le théorème I. Supposons que l'hypothèse L\, est

satisfaite, la démonstration est la même pour le cas de l'hypothèse U;{ .
Il résulte de cette hypothèse, en posant k == (i — 2D')~1 que

f p ( ^ ) e-^ d(j=z co.

/, (7,

II existe donc une suite de nombres CT,•--> oo tels que ̂ ((T,)^^, et comme
p(o) est une fonction convexe de CP, on a l im(7 - IJo((7)===oo. Posons

(^ 7Z(^)=[^(^)],

[a] désignant la partie entière non négative de a, c'est-à-dire [a] = o, si a <^ i,
et [a] est la partie entière de a, si û^i. La fonction /z(cr) est définie presque
partout; elle est définie partout si on la complète par continuité à gauche.
Comme ̂ -'^(a) —oo, et comme p(a) est une fonction convexe, ^(cr) est une
fonction en escalier, non négative, non décroissante, tendant vers l ' infini
avec CT. Soit (^ la première valeur positive où la fonction n(a) est discon-
t inue, et soit n,==n{\k\ - o). Il est d'ailleurs évident que n, = (//(+ o)j.
Posons m(a')=n(ay—n^ Cette fonction possède les mêmes propriétés
que ^(d), avec, en plus, m(a-) = o pour O ^ C T ^ ^ .

(1) Le premier facteur du membre du milieu de celle relation est à remplacer par borne j f ( x ) l
si p == x. • < •
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Soit { JJL,,J la suite des valeurs de Œ où la fonction m((7) est discont inue, on a
évidemment ^ == p^^o. Posons v,,=m((7) pour p^<^^p.//+i et désignons
par {m,,\ la suite définie de la manière suivante :

pour v,^ k < v,^, ( n ̂  i )
/z

1 Og- //^ :=: V ( ̂  — ̂ -i ) ̂ p + ( /C — Vn) y'n+ i ,

1

et pour i^k<^ ^i (si v , > i)
logm^=:/f^i.

Si l'on désigne, d'autre part, par N/, les quanti tés telles que
n

1 °g N/' =^ ( ̂  — ^^-1 ) ̂  ( n ̂  '2 ) ?

1

log-Nj^y^j.1, •

on voit immédia tement (géométriquement, par exemple) que

borne (^o" — logN,^) == borne (n(7— log//^).
// > l . n > 1

Or, d'après le lemme 1 on a, pour CT assez grand,
^r: ___ ___

{^\ I w( u) du, •==. borne ( ^ c r — l o g N / ^ ) == borne ( /20"—logm,^)
v / / 7Z>1 ^'>lJ^

(ici, en employant la notation de la page io5, N^ '' = N//) .
Mais d'après (27), aux points oùp'(a) existe, on a

(29) • ?n(a-) ^ p ' ( ^ } ̂ /^(o") ~\- ^i4-1 (0" :^0)<

c^est-à-dire
^ ^

(30) ^ ,?n(u)du+0(ï)^p(cr)^ m{ u) du, + {n, + i)cr + 0(i).
î * ^i

Si À- est un entier positif on a, d'après (28) et le côté gauche de ( 3o), pour a
assez grand

^(cr )^ (Â-4-2)cr—1ogw^,+A,

où A est une constante. Cette inégalité peut être écrite, pour .r^^^> o, sous
la forme suivante :

F(^)^L-^-1 ( / r ^ o , L > o ) .
m^2

On a, par conséquent, pour q tel que - + - = T , /• = /z^o.

/l so / ^n \ a p'^ /7/y,

/(i^)^^^^^"1^"-^ \F(,^/ ""'^-" '"'-V^ ^•/

4n/i. Év. Norm., (3), LXV. — FASU. 2.
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Comme il existe, ( l 'autre part, une constante G telle que
/1- '0 / r^n \q
\ [ x — \ dx^0\

J, \^^)) ~
on a ^ car li m m;; ==00}

( s i ) - y^p^y^^(R-0-/^,^
où R est une constante f inie . Posons \

Mn== ^-^//^^(^^o), p(a) •==-- borne(/îo- — lo^M/J.
// _ 1

On a, en vertu du côté droit de (3o), pour a assez grand,

^i (cr) == bornel/zo- — {n + 9.) lo^K — \^mn+î\ ̂ — ̂  + borne[(/z + ^)(o- — d) — \o^m,^}

: — 'ÀO- 4- borne[/:(o- — d ) — lo^m/-] == — 9.0- + borne[Â'(<7 — d ) — 1og'////c.j

:-9^+ f , ?7i(u)du:^p(7—d) -(/^l+3)c^+0(I),^7?^-—^î
^p-i - 2

^—'i
ni( u) du^p(7 — cl

/^

où rf==logB. / I l est géométr iquement évident que, pour a assez grand

bornera—log/ /^)= bornera-—logm^)^.
/ / '_/,o / / ^ 1 /

Soit D ^ ( X ) la fonction de densité moyenne supérieure de la suite iX/^/J-
L'hypothèse U 2 ( Â / / „ + / / 9 / ) ( ( 7 ) ? I ) impl ique l 'existence d 'une constante posit ive y
tel le que

/^
 IT ______d^______

^ p ( a - — ^ ) e ^-^rr^'-'/rdŒ^w,

et l ' inégali té que nous venons de démontrer prouve que
__ r"___du

Ç p,((7)e J ^-^"W^dv^z^,

ce qui est la condit ion U2(X^^ ,p , ( a ) , 1 - ) - Si l 'on t ient compte des inég'a-
• l i tés (3i) (M//=== lî^m,^, ^:=^0)? o11 voit que les hypothèse du théorème II
sont satisfaites, d'où l'on tire la conclusion voulue.

5. On tire de ce théorème le corollaire suivant : Si F(.r) est une fonction
continue^ positive, paire, logF(^) étant une fonction convexe de log.r (^^> o),

1 /y.fl

et si la condition (22) est satisfaite, la suite ^-—- (Ti^o) est une suite fermée
\ r \ x }

sur V axe entier par rapport à tout L^Ç^p ^loo ).

Pour7J=x> ce fa i t a été démontré par Izumi et Kawata [ ^ |. Leur démonstra-
tion est une conclus ion immédia te de leur généralisation aux transformées de
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Foiirier d'un de mes théorèmes concernant les séries de Fourier représentant
les fonctions indéf in iment dérivables [7] . D'ailleurs, leur démonstration pour
les transformées, est une transposition de la mienne pour les séries. Remar-
quons, d^autre part, que si, dans la démonstration que je viens de donner du
théorème I, on se borne au cas /^=^(^^i), celle-ci devient beaucoup plus
facile, car, au lieu d 'ut i l iser le théorème préliminaire II bis (ou II), on est réduit
à utiliser le théorème classique sur la quasi-analytici té; cette démonstrat ion
devient alors^ à quelques détails près, celle menée dans [7] et [5].

Remarquons encore qu'il résulte de notre démonstrat ion du théorème ï que
les hypothèses U 2 ( À/ , , jo(a) , - ) ? IJ3 ( A,/, p(o-), -l j de renoncé de ce théorème

\ ^ / \ '•' ^ /
peuvent être remplacées par la condi t ion plus générale

U,(^,7,(^)-(y/(4-o)+3)^^y

Pour la démonstration il suffît de remarquer que l'inégalité suivante a l ieu (avec
les notations de la démonstrat ion que nous venons d'achever)

/?l((7)^/J(Œ — Cl) — (^,,+3) (CT — d) -4- 0(l),

où ^/=logH, 7ii= |p/(+ o)]. En subst i tuant cette inégalité à l ' inégali té
P i Ç ^ ) ^> 2~' jo(a '—rf) , que nous avons utilisée plus haut (et qui résulte de
l ' inégal i té ci-dessus), nous arrivons au résultat voulu.

(). Nous allons main tenan t démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME III. — Soit { / ^ } une suite d'entiers positifs et soit { A,J la suite
d ' 1 entiers positifs complémentaire à la suite [ k,, \ par rapport à la suite de tous les
entiers positifs. La fonction F(<r) ayant les mêmes propriétés que dans l'énoncé
du théorème I, posons p(a)= log F(^), et supposons qu^une des hypothèses

^2 ( ̂ , P^)» l~) ? U., ( À,/,, p(c7), I ) soit satisfaite.

Soit (D (.r) ( — oc <^ x <^ oo ) une fonction pouvant se mettre sous la forme

^ ,̂ r'k^ p'.
c^) == 9(0) + t ^/, / ^-i ^ dt^... f{t,)df^

»/0 */ () <^(j ^()

la fonction . :
f(x)x1'^
"F^T"

appartenant à La sur (—,0000) .
Quel que soit z ^> o, il existe un polynôme PÇx) de la forme

ii t
P (œ) == Oo +^ anX1'11

ï *
tel que

' ^ (^ )—P(^) <£F(^) (—oo<.r<oo)
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Démonstration — Chacune des fonctions log<I>i(.r)= logF(^)—/ ' i log.r,
log<î>a(^)== IogF(.r)— (Z ' i—i) logées! une fonction convexe de log^(^^> o).
Il existe donc deux fonctions continues et positives pour^^o, Fi(.r), F^(^'),
les fonctions logFi(*r) et logFo(.r) étant convexes de log.r (^^>o), avec
F,(.r)==^i(.^), F._>(.r)=^(.r') pour.r suffisamment grand. Posons

F,(^)=:^)F^).

Désignons par { / ^ ), la suite complémentaire a la suite { k , , — / ' i j (^^i) par
rapport à la suite des entiers non négatifs. Si l 'on désigne par N^^r) la distri-
bution de la suite [/sj, on voit immédiatement que N^.z^^N^) 4-1
(où N(.x*) est la distribution d e { A , , j ) . Aut rement dit , en désignant par N^)
la distribution de la suite {\\ _ , „ } (c'est-à-dire de la suite À^, //, , . . . ). i l est clair
que pour x assez grand N^^^iN^), ce qui prouve que les fonctions de
densité supérieure et de densité moyenne supérieure de la suite ^ A 7 , , ^ ! sont non
supérieures aux fonctions respectives correspondant à la suite { A,/ { .

Comme, d'autre part, a é tant une constante supér ieure à un , on a, pour.r
suff isamment grand

] og F ( x ) < a log F.i ( x ),

on voit, qu'en posant
^)==logF,(^),

les hypothèses V^-(\z,p(^), ̂  )- lUA,,, jo(c7), ̂  ent ra înent respectivement les

hypothèses Us^^, pi(^). ^)^ ^s^^ PiC0 ')- ^) (avec éventuellement, la
constante j remplacée par une constante supérieure, par exemple 2^). En
posant alors pour*r<^o, F,(*r)= Fi(—.^), on voit, qu'en vertu du théorème 1
la suite

i .̂ " '̂i .T7'71""71'1-FI^ ) ' i^T^y^ "" î ^ic^)^
est fermée sur l'axe entier par rapport à I^.

D'après un théorème bien connu [9} cette suite est alors aussi complète sur
l'axe entier par rapport à La, c'est-à-dire, ^(^) étant une fonction appartenant
a 1.2 sur l'axe entier , à tout ïj^>o correspondent des constantes (en nombre f in i )

' i i
(l^ d^ . . ., <L, telles, qu'en posant Q(.r)= d, +^^^//i-/l, on ait

(3 . ) ^^-^^^

Comme la fonction /(^) (F^(^)) -1 appar t ien t à L,, l ' inégal i té (3a) peut être
réalisée avec ^(a?)=/(^) (Fi(.r)) \
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Pour abréger l 'écriture nous écrirons, (] é tan t un entier positif ,
/*•'-' r ' ' i r ' ^ r-''

' f dt,, ^ ^/-i . . . a ( /i ) dt\ -= a ( t) dt.
»7(( «^ o . »-/o *}o

V

En posant pour x <o, ls(^)= Fa(—x\ ffÇ.x)==g'Ç—.r) on a pour x réel
quelconque

f ( /(^--Q(<))^
^•1

f f(/«)"Q(^))^ ^
^0 0

r"/ r'//(^g-(T) Q(T)^(r)^ y- / r'/ii^y^
,^ UJ^ F,(T) F,(T) ^ "• J U,, L-?'(-)/

(/- A

jr-(jr;-^-^-'"y(r'W)'-'-)-^'irf-V."
^. '•" /^ /

Lorsque Z - , = = i , le symbole ^ est à supprimer, et, dans les symboles j ,
i^o . * -o

^ ! < 1

^ ? t doit être remplacé par x.

Pour *r assez grand Fa^) est une fonction croissante; il existe, par
conséquent, une constante A tel que, pour t^>o, maxF.^^^AF^) et
pour ^^o

)̂̂ .,(,̂ __,c.(,.,.,y,(*•<-))•
^(T)==T, pour T assez grand].

Et de (82) et (33)'on tire immédiatement

f (/^)-Q(^))^ ^^rj^i^-1?^^)^^!'-)!^r/îl^i^-.r^^)^^!-)!^^)
^0

où D est une constante indépendante de Y].
Gomme

y ^ , , , - , d^x^ d^ï^ ^m.̂ ""1

/ q(t)dt^p,^)=.——+^————-+...+.,————,-,

JQ A-i : { A 2 — AI 4- ï ) ... A -2 (/lm — A i + 1 } . . • A/u

/.i

on tire la conclusion du théorème en posant
dn

Y]=:_, ^==0(0), ^^TZ:———.Z. ,^————7- ( I f^ ^ =^ /n)--L» ( .^ / i—A^-4- ï; . . . A/ (
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7. Nous pouvons main tenant démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME GÉNÉRAL SUR LA MEILLEURE APPROXIMATION SUR L\\XE RÉEL. — Soit \ /',J Une

suite cimentiers positifs croissants, et désignons par { A,J Ici suite d'entiers positifs
-croissantsy complémentaire à la suite [ !i\,} par rapport à la suite de tous les entiers
positifs.

SoitFÇx) une fonction positive, continue, croissante, paire, /^ fois dérwable,
p(o') = log F(^) étant une fonction connexe de cj, et supposons que

(34) •IF^^I^C^F^))1^ (^->^).

i \ .. / - . . .Supposons qu'une des hypothèses L^ /^, 7^(0"), - ) ? L^^À,,, p(^\ 7 ) .vo^

satisfaite.
Soit f\x) une fonction continue sur U axe entier^ telle que

r /^)iim ——— =o.
|.z.l=^(^)

Çî/^/ y^<? .vo^ £ ^> o, ?/ existe un polynôme de la forme

^ P (..2;) == a:o + a^^i -4--. . . + fln^'1,
tel que

| y ( , ^ ) _ P ( ^ ) | < g F ( ^ ) ( -^<^<^) .
,1

Démonstration. — Posons pour .z'^o

^W=l^^-^F^•

Cette fonction est continue, croissante, /i-i fois dérivable, et, si / ' i ^> i , on a
pour i^p^/t\—i, ^^^(o):^ o. 11 résulte de l'égalité (34) et de la relation

W(^)=: Ç F^) (^)^+P( . r ) i ^^^^ i—i ,
»/()

où P(^) est un polynôme de degré /'i — p — i, que

[F^(.^•)]=0[(r(^)y+^'l-/J (^->a3),

et, il est alors évident que
F i f ' 1

(35) |.(î»W(.r) ^Ol^^)) t ^•^ ' j (/^GO).

où i\, est un ent ier positif. Posons S/,(.r) = (^(o1))"71, S^^^') === R/.(^). On a
pour /f^i
(36) S^)=f R , ( ^ ) ^ + i .

•^a
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On voit, d'autre part, par induction, que pour y ^ r , la fonct ion S^-f)
peut être mise sous la forme d'une somme d 'un nombre fini de termes
^i) Çx) ̂ w Ç^c) . . . ̂ ^(^S^i^), mums de facteurs constants, avec /'^</,
a^ q (les a, n'étant pas nécessairen^ent distincts).

En tenant alors compte de (35), on a pour o <^ q^lh\

S{f)(.r)==0(^/) (^->oo),

et, en appl iquant la formule de Leibnitz, on a, pour /-^ i

; S^(.r) !- R,(.ï)|= | [(S,^))']^ [ =: Of.^) (.r.-.-^x. ).

Posons pour ^<^o, S/,(^)=== S/,(—x\ .R/,(^)== S^1'^), cette d e r n i è r e
fonction est définie pour tout .y, sauf peut-être pour^=o, et (36) est valable
pour tou t r r .

Soit ÏJA^>O, diaprés le théorème III, il existe pour tout /'^i un poly-
nôme QÂ(^) de la forme

-2;^)^-",

tel que
! S^(.z-) - Q^-) | < ru, F(^) (- x)< ^ <oo ).

Comme S/,(.z') est une fonction paire, on a aussi

S^(.r)-Q^-.r)|<ruF(^).

En ajoutant les deux inégalités on obtient

(37) - | S/,(,z-) - P^(.r) [ < m F(.^) (- oo < x < oo),

où P^.(a')== ^ (QA(^)+QA(—-P) ) est un polynôme où seuls les exposants /'„,
pai?'s, interviennent.

Posons maintenant
S^)==Sk(^)-ï <^^o), S^.(.r)=:-S/,(~.^) (.z-<o).

Il existe un polynôme
' " ' k

Q,(.r)==^+^^^",

tel que
S^(.r)-Q/,( .T) |<^F(^) ( _ o o < ^ < ^ ) ;

et comme S/,(o) = o, on a, en particulier, | b'^ \ <^ r^ F(o), et

S/.f.r)-^.^^^" < ^^F(,r) (-x <.r<x).
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comme S,(^) est une fonction impaire, on a, par un raisonnement analogue à
celui qu on a fait plus haut

1 S,(.r) -P,(^) 1 < a-/ï ,F(^) (-00 <^<oc ),

où P,(^) est un polynôme où n'interviennent que les puissances /•„ impaires.
Pour .r^o cette dernière inégalité peut se mettre sous la forme

• (38) St(s-) — i - P^) <2-^.F(,z.) O^o).

Soit maintenante) une fonction continue poura-^o telle que

]hn ̂  ̂  l̂  ̂ 1
r .=.F(^) ,,^,^(.r) --°-

^=(^(^-))-1 (^^o), A(^)=^)(<D(^))-\

Posons

avec

A(o)=liniA(^)^lim-^^o
"=0 ^==x, <P(^)

A(«) est une fonction continue dans l'intervalle [o, i j. Si donc §> o est donné
il existe, d après le théorème de Weierstrass, un polynôme

tel q u e , s u r [ o , i j
(3<») I A ( M ) — P ( M ) | <ô;

et comme A(o) = o, on peut bien supposer c, == o.
Cette inégalité peut être écrite sous la forme

^(^-^Oï^-))-^1 <ô0 (^ )<AÔF( , z . ) (,.^o),

où A est une constante indépendante de o.
Corn m R /'d)^'^-/^'Comme ($^))-/)+l= S^(^), on a d'après (3^) et (38), pour^o

1 » / " \
^)-2.>P,-,(a.) <(A.â+^ c,,\r^ )?(..),

:)) 1 1" „ ' /(4o)

1 ^(-)-2./,P/,-,(..)-^, <^-4-^ .,|,,_.\F(./.),

où l'on a posé P, (̂ )=P., (^=,. s > o étantdonné, choisissons n et c^p^n)
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pour que (89) ait lieu avec o = — , et choisissons, alors, les quantités
r^(o^/ j^^—i) de sorte que

/;.

"2 ^i^-^l-
//

En posant a =Vc^, on voit , d'après les inégalités (4°)? que pour .r^o

(^). 1^-) -A(^) |<^F( .^

(4^) jd ; ( . r ) -a--A(. : r ) <-^F(^),

où A(.r) e tA(^) sont des polynômes, respectivement pair et impair, ne conte-
nant que des puissances /•„. Si (^(o)= o, (42) donne | a \ <^ ̂ V(o)^ ^-F^'), et
cette inégalité (4^), donne (lorsque ^(o)= o)

(43) .|^)-A(^) <£F(.r).

Appliquons (4i) à la fonction ^Çx)=fÇx) -+-/(—x) et (43) à la fonction
^)=/(^)-/(-^ [ici ^(0)^0].

Il existe donc un polynôme pair, ne contenant que des puissances /•„, Pi(^),
tel que, pour ̂ ^o
( 4 4 ) | / (^)+/ ( -^) -P , (^) |<£F(^) ,

et, il existe un polynôme impair , ne contenant que des puissances /*•„, Pa^),
tel que, pour ̂ ^o
( ,5) 1/(^)- /(-^)-P2(^) < £ F ( ^ ) .

Comme ,/(^)+y(—^) ^st, elle-même, une fonction paire, et que
/ ( ^ ) — / ( — x ) est une fonction impaire, l ' inégalité (44)» ainsi que l'inéga-
l i té (45), ont lieu sur tout l'axe réel. En ajoutantces deux inégal i tés on obtient,
en posant P(.r)= ^( Pi (^)+P2 (a-)), l'inégalité de l 'énoncé, pour(—cx5<^<^oo).

8. Lorsque k^=n(n^ï\ l 'ensemble [\n} est vide, etD\À)=D\Â)==o(A^>ô\
Donc chacune des hypothèses U2( À,,,p(o-), ^ ) î IJ3( X,,,p(c7), I - ) de l 'énoncé

\ 2 / \ 2 /
du théorème que nous venons de démontrer devient (23). On a ainsi, comme
cas particulier de ce théorème le cûrollaire suivant :

Si V(x)est une fonction continue^ positive^ croissante, paire, dém'able, logF(^)
étant une fonction connexe de logi'(.r ^> o), si

f '^^^=00,

Ann. Éc. Nornz., (3), LXV. — FASC. 2. ' l6
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et si
(46) \Vf^)\=0(F^)Y, •

alors, quelle que soit la fonction continue f\x) sur l'axe, entier^ telle que

."L-.fê-».

^ tout £ ^> o correspond un polynôme P(^) = Ou+V^^ /̂ y//^
i

• [/(^) -P(.r) < £ F ( ^ ) ( -^<^<œ).

Or, il est facile à voir que lorsque F(^) est donné par le produit (20), la

condition (46) est certainement remplie. En effet, —^x étant une fonctionr (^c)
croissante flogF(^) est ici, bien entendu, une fonction convexe de log^,
d'après des théorèmes bien classiques), on peut écrire pour x "> i

,,,,,̂ ç̂̂ ,.
^(^•--i) f" ^ F^.r-i)P ( ^ — i ) r - ^ F^.r— i )
F(^-i)^_^ ~ F(^-i)-^-^ï-r^ ^I^———T^ (———)•F ( ^ — i ) .

Mais F(a?) est une fonction entière d'ordre f in i , donc logF^)^^^) ̂ ^> i^ et

t^=0(^) (^>i), (.r->^), •

ce qui donne immédiatement la condition (4^)- Le théorème de S. Bernstein
est donc bien un cas particulier du nôtre.

Sur les noyaux réels, symétriques singuliers.

1. Dans son étude sur les équations intégrales de la forme

r 1 '
9(.r)-/ < K(.r,j)9(j)6/r =/(./•),

t-/a

où [a, b] est un intervalle fini, Carleman considère les noyaux réels, symé-
triques K(.r, y) ayant les propriétés suivantes [3] :

i° L'expression
r'K 2 ^ ) ^ / K^j)^

^a

a un sens et est f inie , et
^

lim l r K ( ^ r ) ~ K ( ^ j ) p 6 / r = o ,
.f'=.r,4
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pour toutes les valeurs de x exceptées, celles d'un ensemble dénombrable ^,
^j» • • • ? ̂  . . . au plus, cette suite admettant un nombre fini de points limites.

2° II existe au plus un nombre fini de valeurs de $„ qu'on désignera par
^j i? ^hï • • - 'f\m^ telles que, quel que soit o^>o, en désignant par Io le
complément des intervalles [r^—à, Y],-h oj (?',=== i , 2, . . . , m) par rappport à
[a, b]^k==[a, b]— ^[ï]—o, ^+^V l'expression

rK^.r)^;
^r.

existe et est finie.
Un tel noyau sera appelé noyau C.
Carleman considère aussi des noyaux G possédant la propriété M que voici :
K(o?,y)[ admet des noyaux itérés de tout ordre 71^2,'K^Çx, y ) , définis

pour x ̂  E,, y 7^ ^ et tels que pour x ̂  E,
.b

^K^r^, y )V '<f (K^^^^dj'^.
*y^

II est évident qu 'un noyau C possédant la propriété M, admet des noyaux
itérés de tout ordre ^^2, que nous désignerons par K^^y); ces noyaux
existent lorsque x--/=:^, y^ S<(^^2), et l'on voit immédia tement que les
fonctions K^-^Çx, y ) sont symétriques, avec

K'^^j^o.

Un po in t Çx, y ) du carré ^\a^x^b, a^y^b, est dit régulier s'il
n 'appartient à aucune droite x = ?„ y = ̂ , n i à aucune droite limite de telles
droites.

2. Nous allons démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME 1 SUR LES NOYAUX. — Soit K(x, j) un noyau réel symétrique G, défini
dans le carrée: a ̂ x^b, a ̂ y ^b, possédant la propriété M. SoitÇx^y^ un
point régulier de A.

Soit [ kn \(k^== 2) une suite d^entiers positif\s croissants contenant tous les entiers
positifs pairs. Soit [\n \ l^ suite complémentaire à la suite [ k^} par rapport à tous
les entiers n ̂  2. Supposons que

(47) K^)(^o,j7)=o (7^i).

Si l'une des hypothèses U,(A,,, v/, M^, a) avec

. ^n-= in, M,,-,== [K^'^o, x^^Çy^ ro)]7, a == ï ,

est satisfaite^ on a
^'.(^o? J 'o)==0 (^^±2).
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KEMAKQUE. — Si limM;; = 30 , on a, avec les notations de tapage i o^,pourn asse^
grand ̂ ,,^-^n}

Mr-u.
donc

i , M.^-,lo^

3. Démonstration (da théorème et de la remarque). — Carleman fait corres-
pondre à K(.r, y) des/cmc^bm- spectrales Ô(^, y | X) définies lorsque (^, y } est
un point régulier et possédant les propriétés suivantes [3| : chaque fonct ion 6
est symétrique de (^ y\ cont inue par rapport à {x, y ) (aux points réguliers),
et à variation bornée par rapport à X dans chaque intervalle f in i .

Démontrons maintenant que chaque fonction spectrale possède la propriété
suivante :

K(.z-, j) étant un noyau G possédant la propriété M, (.r,,, y., ) étant un point
régulier de A, la fonction

(48) A(3)^.r^^i2^
J^ ^ / ( À — .s )

îst holomorphe pour Jj > o (et pour 3z < o) et dans ! j — ip \ <^(p > o)
on a

(-19) A (.s) ^2jyMo.

D'ailleurs, l'intégrale (48) converge uniformément dans chaque domaine
fermé, borné D situé dans le demi-plan Sz > o.

Soit a< (3; comme, en posant z=re^, on a

e-'-— - ^silicp > o,

on voit que

(5o)

Posons

!r (i,<)>,a-,=) < i^.0|
a ).2 sinoj,

_i_ /" |rf,0
si"?J,

^"'=^((3-^) (o^7</<),

AyO = A)'"0(,r,,, ro | À ) = 0(.r», y, \ ̂  ) _ Q(^, j, ; ?,,"-).

Il est évident que

r'-^i-i^v ^'oiJ, }.2 -,;̂ 2; i^,' •y'i
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^inûrprJ i tÂ/ r - i \ F ̂  1\ r^1^M/>^^Or, en appl iquant une inégal i té deCarleman ( r i néga l i t é (7 i ) f3]) et l'inéga-
lité de Hôlder, on a '

r^ | ^ .Q(^o , ro iA) | / y A^ 0(^o, ^o) ^'A^jp, jp) V
J, ^ ^. .\^ i^p ^ |^)^ (

f - " ) ! ^ / ! ^ / . ^^o>Jo |^ | ^ .j / y ^- U^o, ^-0; ^1 ^}-^Jo, Jo7 ^ A2" -^ . - l^d i^p ^ |^)|^

_ _ / F3 ̂ ,Q(^o,^| / ) f^Q^jo)'/ F3 ̂ Q(^o,^ | A ) /-^^(^Jo)^

v^a À-2 ^ ^ y î

les fonctions 6(^,^0 A), 0(yo.Jo Â) é tant des fonctions croissantes de
X ( — û o < ^ Â < ^ o o ) . D'après une égalité de Carlernan ( formule ( i^S) [3|) on a
d'ailleurs

(.^ . r^y^^.,^ (/^,).*-'— x
Donc, d'après (^o), (Si) et (5^) (avec n = 2), on a, pour <Jj ^> o

| A ( . . ) | ^ — — M , ,' — s in Q

l ' intégrale (48) fournissant A(^) étant un i fo rmément et abso lument conver-
gente dans D. Comme, dans \z—ip <^p,

( 53 ) /• ̂  ̂ p sin ^,

(49) est établi.
L'inégalité (52) suffit pour démontrer la remarque qui sui t l 'énoncé du

théorème.
Posons, en effet

m,,== K^'' (.r,,, .-/;„), c > i ;

on a '

p / -. \ / mfl+î Y l ï , / mn \7 z

^^^^^-mr) ^-T^^'im^) ̂ >^

donc, diaprés (62)
i

/ t\(<?, A ) ̂  0(^o, .̂ o 1 A ) == c mA m^ \ — m//+.i

/ //^ \i , ,̂
+ 6- A/î//^s ( ———— 1 - •==. 2 C ( m/, //^o ) - — //^i > 0,

S^ . \ m// 4-2 /

ce qui prouve, en fa isant tendre c vers I * que

i
/////. ̂ ^{m^m^Y,
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et, avec les notations de l 'énoncé du théorème,

M,,.,i^:(M,,M^)^

ce qui prouve que la remarque [les poin ts (2/1, logM,/) sont les sommets d'un
polygone convexe].

Nous nous appuyons main tenan t sur le théorème su ivan t , démontré par
Carleman (p. 120 [3J).

On a, pour (TJ ^> o, m^2

(^) r ; ^Q(.yo, jo | À)
. Â ( Â - ^ ) ^ K- -M//,

Posons alors z - ^ . i e " ' ^ ' , où a est une constante positive Va(s)'==^ie'~^" K(ie~^"\
où A(^) est la fonct ion donnée par (48), et supposons que s varie dans lo
domaine A, déf in i par

o->o, [ / < arc ces 0-^==: 7:^(0-),

où ^(cr) tend vers ^ en croissant. Il est clair que

r x / 1 \
< , "^(cr) ^<oo.

^ \ 2 /

La variable ^ varie, d'autre part, dans le cercle

i e' ^a

<-.'

( e0 \Les relations (48), (53) avec p = ^ J et (54) permettent alors d'affirmer
•^ J^.^ Aque dans A

(55)

où

-2 ///. — 1

V a/,e-^ ^^\^-^eae-•îm-f!"(7-<'\

a^i^^Çx^ Jo)^.

En tenant compte de (47). on a, en posant rf^== i^K^ " ^ ( x ^ , y ^ e ^ ' , dans A
n. <•

( 56) ¥a{s} -^ d^ e-^ ^ My e^^e-2^^ M^ e-^ (^ - i ̂  2^ < ̂  - i).

Posons
/?,/ ( o- ) == borne ( 2 y G- — lo^ Mi^^
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On a, pour ^ assez grand,

p , , ( ( 7 ) == borne [ 2^ (7 -— ( 2 ^ 7 + i)a — logIVI^]
"'y;;.. ^ N — i '**

= ^ — < % + borne [ 2 < 7 ( c r — 6^) — logM,/]

== — </ + borne [ 2 ^/ (o- — ^ ) — iogMy ]=: — </. + p ( a- — a),

OÙ

p ( c r ) == borne(2<7cr—logM, , ) .
v^ i

L'hypothèse U, ( A , / , .̂ , M,,, ̂ , ent ra îne , par conséquent l 'hypothèse

IJ^À/^/Z.M;:^),

Mais, d 'autre part, l ' inégali té (49) fou rn i t acompte tenu de7^= etf- )
i

|F^)r^^Mo==M.

Toutes les hypothèses du théorème prél iminaire 1 sont ainsi satisfaites, à
condi t ion d'y remplacer F ( s ) par F,(.y), rf, par d^\ M, par M^, et, en y posant
\^= ay. On a donc, d'après ce théorème,

; d^ \ -=. \ K.(^ ( ̂ o, jo.) ! ̂ "" < A ̂ , A; ̂  ̂ ^//.

Or A,^3, en fixant n et en faisant tendre a vers +00, on voit que
^L^^^^Qy^st-à-direque

K^C^rj^o, ,

ce qu i , jo in t à (47), démontre le théorème.

3. Un noyau C,K(^j), est d i t du type positif, si, quelle que soit la
fonct ion h(x) s 'annulant au tour de chaque point E, (dans un interval le
[ ^ • — o / , ?/+oJ, /^i), on a

^ ^
\ ^ K ( .r, y ) h ( x ) h( r ) r/.r dy ̂  o.

^n ^ a .

Pour un tel noyau, supposé continu en tout point régulier, on a [(^n, y,»)
étant un point régulier de AJ (voir [3])

(^7) , 0 (^Jo |À)=ro ( À < o ) .

Nous pouvons démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME II SUR LES N O Y A U X . — Soit K(x, y) un noyau réel symétrique C, défini
dans le carré ^\a^_x^b, a^y ^&, continu aux points réguliers, possédant
la propriété M, et du type positif. Soit (x,, j..) un point régulier de A.
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Les suites [ k^ j et [ "/.„ j ayant la même signification que dans le théorème \ (sur
les noyaux) supposons que (47) ait lieu.

Si rune des conditions U;()^, v^, M,t, i), avec v,/= in. M,/ défini comme dans le
théorème 1 sur les noyaux, est satisfaite^ on a

K^^jo^o (p^2). ,

II est évident que si^i^> a^, les conditions IJ, avec a==a^ sont moins restric-
tives que les mêmes conditions avec a == a^.

Il est vrai que, de toute façon, on a dans les deux énoncés D ^^^ mais, dans

le premier on a nécessairement D<^? tandis que dans le second, on peut

avoir D=D'= I - D'a i l leurs , du fait que, dans le second théorème a=ï,

t a n d i s que dans le premier, a= I ? on exige bien moins sur la « petitesse » de

la croissance des M,, dans le second théorème, quedar is le premier.
La démonstration du second théorème diffère peu de celle du théorème I. I l

suffît seulement de remarquer que de (57) il résulte que des inégali tés de la
forme (55) ont l ieu, dans le cas du théorème II, dans un domaine A, donné
par ^ ^> o , [ ^ <^^(cr), avec lim^(c7)= T , et

/ ce

(i-^(o-))^<oo,

[^'(cr) étant une fonct ion croissante].

Problèmes des moments.

1. Soit [m^\ une suite de nombres réels (/i^o). On connaî t des condi t ions
nécessaires et suffisantes, por tant sur la suite jm, /} , pour qu' i l existe une fonc-
tion non décroissante V= V (t )(^^o) telle que

(s-1 ) r'i^•-• (i d\^ mn ( n ̂  o ).

On connait , de même, de telles conditions pour qu ' i l existe une fonction
non décroissante V = = Y ( ^ ) ( — o c < ^ ^<^oo ), telle que

(H^) - f t^Vz^mn (/^o).
•y— ^

On possède aussi des condi t ions suffisantes, très générales, portant sur
les m,^ pour que, si une solution V satisfaisant à (S^') existe, cette solution
soit un ique , lorsqu'on suppose V(o) == o. Autrement di t , si ces condi t ions sont
satisfaites, deux fonct ions \\ et V^>, sa t isfa isant à(S^) , ont les mêmes inter-
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valles de continuité, et diffèrent sur ces intervalles par une constante. On
connaît de même des conditions suffisantes, très générales, pojir qu'il existe
une seule fonction V, avec V(—oo)= lim V(^)==o, satisfaisant à (H^), si

f= —— 00

toutefois une telle solution existe.
Le problème d'existence et d'unicité dans le cas (S^) constitue le problème

des moments de Stietjes, celui concernant (H^.) est le problème des moments
de Hamburger. * *

Démontrons d'abord le fait suivant :

Si tes quantités m^ admettent une solution V de (S^), log/7^ est une fonction
convexe de n; si ces quantités admettent une solution de (H^), log/^a/; ^st une
fonction convexe de n,

II s'agit de démontrer que dans le premier cas
1 1

(58) rnn^^rn^m^,

et que dans le second cas
i i

(59) ^2(n+l)^^L ̂ nw

La démonstration de ces faits est tout à fait analogue à celle de la remarque
qui suit l 'énoncé du théorème 1 sur les noyaux. Ainsi, pour le cas du problème
de Stieljes, on a, pour c^> -^ .

i i
^(c/t)=c(m^Vt--t^-}-c(-m^\t^^o (^o),

\ mn ) \mn+î) — v — n

et, par conséquent
i i

fwQ,(^^)^V=^,f77^2y-7n^+cm^f-z^y^o.
c/o \ mn / \rnn+î/

On conclut, commeàlapage 122 que (58) a lieu. La démonstration est analogue
pour(59).

Nous allons nous occuper uniquement des problèmes d'unicité, mais les
problèmes que nous envisageons sont bien plus généraux que les problèmes
classiques de Stieltjes et de Hamburger.

Soit {^}(/i^o) une suite d'entiers non négatifs, avec, k^= o. Soit
{M,,}(/i^o) une suite réelle. Nous traitons les problèmes suivants :

Problème^1). — E n supposant qu'il existe une fonction croissante V= V(r)
telle que

(S^») Ft^dV^Mn (n^o),
VQ
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indiquer des conditions portant sur les k^ et les M,,, pour qu'il existe une seule
fonction V avec V(o) = o satisfaisant à (S^).

Problème (H^). — Supposons que le problème

(H^) f t^d\==:Mn (n^o)

admette une solution. Indiquer des conditions portant siîr les kn et les M,, pour
qu'une telle solution, avec V(—oo )= o, soit unique.

La réponse la plus complète pour les problèmes d^unicité (S^) et (H^^a
été fournie par Carleman (voir [10]).

La voici, sous une forme distincte de celle donnée par Carleman, mais qui
lui est équivalente.

Pour que la solution du problème (S^) soit unique [ avec V(o)== o], il suffit
que

"'»> ^(—y— (•>•mn
^n+i ,

Pour que la solution du problème (tP0) soit unique [avec V(-—oo)==o], il
suffit que

' 2(^y—
Ces théorèmes apparaîtront comme des cas particuliers de nos théorèmes

généraux concernant respectivement les problèmes (S^) et (H^).
Notons que le problème d'unicité (S^) a déjà été traité, d'une part, par

Boas [2] et, d'autre part, par Fuchs [4]. Tous les deux "ont étudié Je cas où les
k^ sont réels positif, sans les supposer entiers. Le théorème de Boas ne contient
pas c.omme cas particulier le théorème de Carleman concernant le problème (S^)
Celui de Fuchs le contient. Comme nous l'avons dit plus haut, notre théorème
concernant (S^) englobe celui de Carleman sur (S^). Remarquons que d'une
condition d'unicité concernant un problème (H) on peut tirer une condition
d'unicité concernant (S), mais non réciproquement. Notre méthode, contrai-
rement à celle des auteurs cités, permet de fournir une réponse aux problèmes
des deux espèces.

(1) SHOHAT et TAMARKIN [10] consacrent plusieurs pages à une « amélioration » du théorème do
i

Carleman. Par exemple, pour le problème (S), ils remplacent la condition de Carleman ^m,, ̂ = oo
1 1

par Sp,, ï= ce, où ?„= min/^jl. Mais, de la convexité de log/^, démontrée plus haut, il résulte que

~ 1 / 1 \
pour n assez grand p// == m\\ \si lim m^ == oo/. Une remarque analogue est valable pour le problème
(H) (en remplaçant mn par //^).
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Notre méthode consiste en l'application du théorème préliminaire 1 (concer-
nant les séries asymptotiques).

2. Nous.allons démontrer les deux théorèmes suivants :

THÉORÈME 1 [uNicm^S^)]. — Soit { k^} une suite d'entiers non négatifs, crois-
sants, avec ko = o, et soit [ À,i} la suite complémentaire à la suite { k^ \ par rapport,
à la suite de tous les entiers non négatifs. Soit [Mn], une suite positive (n^o).

Supposons qu'il existe une fonction non décroissante V= V(<) (t^o),
V(o)==o, telle que

(S<^) f \WV=M, (^o).
^o

Si V une des conditions \îi(\^ ̂  M^, i) est satisfaite, cette solution est unique.

THÉORÈME II [UNICITÉ (H^)]. — Soit [ k ^ } une suite d'entiers non négatifs,
croissants, avec Z-o==o, et soit [\n} la suite complémentaire à la suite \kn} par
rapport à la suite de tous les entiers non négatifs. Soit [ M,,}, une suite réelle.

Supposons qu^il existe une fonction non décroissante V == V(ï) ( — oo<^<^oo),
V(—oo)== lim V(^)=o, telle que

(H^-»)) ^ r^d\^Mn (n^o).
^—x

Posons M^ = M/, si k,, est pair, et M^ = oo si k,, est impair.

Si l'une des conditions U,•(/^, k^ M^, -1-) est satisfaite, cette solution est unique.

On se rend immédiatement compte que si À^===^(n^o), c'est-à-dire si
l'ensemble {\n} est vide (D'(Y/f,)= o), l'hypothèse Ue(X,, k^ M^ i) du
théorème 1 devient la relation-(60) et Ue(\,, k^, M^ ̂  du théorème II

/ -^ ' -L \
devient (61) ^avec respectivement limM^= oo, ]imM^== c e ) . Comme, dans le
problème (S^), la ligne polygonale liant les points {k,,, Id^M^) est convexe,

i i '
on a lnnM^=limM^, et, par conséquent la condition U^À,/, /•„, M,,, i) du

\_
théorème 1 devient (si kn=n) la condition (60), avec limM;;<oo. Une
remarque analogue est valable pour le théorème II. .

Autrement dit , les théorèmes de Carleman, concernant les problèmes (S1^)
et (H1^) sont bien des cas particuliers respectivement des théorèmes 1 et II.

3. DÉMONSTRATION DES THÉORÈMES 1 ET II. — Soient Vi (f) et ¥2^) deux fonctions
croissantes (^o), Vi(o)=V2(o)= o, telles que

(62) f <WV,==r ^,/y^M, (n^o),
t/ o ^ o
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et posons, pour û^o,

(63) F.(W"̂ .
^o ~1

Soit A un domaine du plan s = cr -4- it contenant l'axe a ^> o et dont la fron-
tière est composée du segment cr==o. [ ^ j ^ 7 1 et des courbes o-^o,

2

t=± arcsin e~(J=±^g^^ gÇ(J)^>o tendant en croissant vers i. On a,
évidemment

/^'Xl

f (i~^(o-))^o-<oo.

On a aussi, dans A, ^^o
(64) j^-^d- t\^e-a.

Frt(^) est, par conséquent, holomorphe dans A avec

(65) . \ya(s)\^ea(• F dV,+ r dy^^^e-.
\ty0 ^0 )

On a aussi dans A, pour tout p ̂  i
p

(66) F^(5)=:^^e-^+(-I)/?-le-^-û)F^)(5^
i

où
(67) dk= (- î -1 e^ r.t^(dV,-d\,),

(68) ^(s^r^1-^.
v / Jo ^-^f

Posons
F ^^Vi=<, ^tnd\^m"^

i/o • ^o

On a ainsi
m^ == m^ == M,, et a^+i =: o ( n ̂  o ).

Et/d'après (64) et (68), on à dans A

|F^(^) ^^«+0.

On peut do,nc écrire, pour s variant dans A, pour tout ̂ ^i

(69) ^a(s)-^d^e^^ ^e-^-^e^m'^m1^ (^+ i ̂ q < ̂ + i),
i •

OÙOU
d^ == e^+^ ( ̂ ^ — m'^ ),
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^)^^+l)a(^_^_ ̂ ^

pa(<7) == borne(<7<7 — logm;^).

137

On a l'inégalité suivante :

(70) ^ ( o - ) = = b o r n e [ ^ ( 7 — ( ^ + i ) a — l o g ( m y + m ^ ) ]
y^i

^ b o r n e [ Â ^ o " — ( Â ^ - 4 - i ) a — l o g ( w i . + m'k )]
n^i ___

==—log2 — loga + borne [kn(^ — a) — logM^] ==p(or — a) — log2 — loga,
n^l

où l'on a posé
p ( a ) = borne(^(T—logM/i).

n^i

Remarquons que la densité moyenne supérieure de la suite { ^ + i } est celle
de { X ^ } , et que la fonction de densité de { ^ + i } est inférieure ou égale à celle
de { ^ } ; la fonction d'excès de { X ^ + i } n'est donc pas supérieure à celle
d e { ^ } .

Il devient alors clair que l'hypothèse Ui (X^,j9(a), i) implique l'hypothèse
Ui (^+ i , p ( c r—û) , i), et d'après (70), l'hypothèse Ui(^4-1,?^), i),
c'est-à-dire, l'hypothèse Ui(X^+1, n, m^\ i). Les relations (65) et (69)
permettent alors d'appliquer le théorème préliminaire I, ce qui donne

(71) \dy)\=e^^a m^-m;/J^2A(^4-I)A;Mo^^+l)M,

où { A*n} est la suite associée à la suite { X ^ -h i } et où A et u sont indépendants
de a et de n.

Comme X^^i, on obtient, en fixant n et en faisant tendre a vers +00;
m^=m{^n^ï')(d^=o,n^i\

Ainsi, pour a == o, (69) peut s'écrire maintenant sous la forme suivante :

1 Fp(^) 1 ̂  2 borne e-^Mn^ 2 e-P^ ( . î€A).
n^l

Mais il résulte, en particulier, de la condition Ui que
y00 -a

f p(cr) e 2 d(7==oo.

Il résulte alors du théorème 1 de [8] (qui dans le c*as actuel, n'est qu'une
transcription d^un théorème classique) que Fo(^)^o. On a, en définitive

f dVi _ ^ dV^
j . ^=~t-J. T^t9

ce qui prouve que Vi — ¥3 est une constante, mai& comme Vi (o) = V^o) = o,
notre théorème est démontré.

\ • ' ' . . '
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La démonstration du théorème II ne diffère guère de celle du théorème I. La
différence ne concerne que la largeur du domaine A (^(cr) tend, cette fois-ci,

en croissant vers -\ et la définition de la fonction F^(^) qui devient

. r d ^ _ ^ _^^-j^—j^-r^-^
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