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SUR LES FORMULES FONDAMENTALES
1»E LA

THÉORIE DES GROUPES CONTINUS FINIS
ET DE LA

MÉTHODE DU REPÈRE MORILE

PAR M. MAURICE JANET.

On sait que M. E. Cartan a développé la théorie des groupes continus finis,
fondée par Lie, en montrant ses relations étroites avec la méthode, d'origine
géométrique, du repère mobile; les formes de Pfaffqui i n t e rv i ennen t (co), (CT)
prennent le nom de composantes (relat ives, a b s o l u e s ) de ce repère; les
« formules de structure » prennent la place des « condi t ions d' intégrabili té »,
écrites par Darboux dans des cas particuliers.

Je voudrais donner quelques compléments de détail à cette étude, préciser
analytiquement certains énoncés , et signaler une formule générale fort
simple (^) qui permet de retrouver bien des résultats connus et dont les appli-
cations peuvent être nombreuses.

1. Soient

^/^./K^o x-^ ' • ̂  ^/z; ^u ̂  • ' - , ^p) ̂ /i(^ a) (^'=i, 2, . . ., n),

P(/1.A ••^fn) _ P ( ^ ) _ ^
D(.r,,.r,, ...,.r,) - D(.r) ^

les formules définissant un groupe Gr de transformations S,,[(^) -> (^)], à
p paramètres essentiels a^ a^, . . . , a^. La transformation inverse, que nous
notons

•y/,==.A(^'î, ̂  • • ^ ̂ ,; a\^ a^ " ^ a^,

( J ) J^ai donné cette formule et quelqnes-Lines de ses applications dans une Note présentée à
PAcadémie des Sciences le 17 mars 1941 (C. R. Àcad. Se., t. 212, p. 4^4)- Parmi ces applications,
ne figeaient pas celles qu i prennent place ici au n° 6 [formules (12), ( i3) , ( i4) et ( i5 ) ] et aux
n^ 10 et 11 [formules (16), (17) et suiv.J.
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l66 MAURICE JANET.

est par hypothèse susceptible d'être écrite

^k^fk^, x'^ . . ., x^ ai, a2, . . ., a?),

les a dépendant un iquement desû ; nous écrivons S^= S~1.
La transformation

^Ï^Mf^^ a), f,(.ï, a), , , ., fn(œ, a); ^, 6,, . . ., 6p],

où les 6 sont de nouvelles constantes arbitraires, est par hypothèse susceptible
de s'écrire

•^^./K^r ^2' • • - -^; ^1, C^ . . . . 6-p),

où les c dépendent uniquement des a et des h

C^== 9^(<2i, Os, . . ., <%p; /À,, /^, . . ., ^p) =: 9),(<%; ^);

nous écrivons S^== S/,S^.
Lorsque les 6 prennent les valeurs a, les c prennent certaines valeurs, indé-

pendantes des a, que nous appellerons,/, , j^ . . . Jp : S, est la transformation
identique, ou unité.

L'égalité fondamentale

(E) fi^\ b)=fi^\c),

où les x,, sont considérés comme représentant f^{x, a\ et les c^ comme repré-
sentant 9^(û; &) est une identité en .r, ^, h.

La dérivation des deux membres par rapport à a^ donne la formule ( ( )^(,,t)^(,,.)=^(,,.,^ („,»),
qui pour (a) = (y) se réduit à

^•t'^•.'>=^•'•>^)•
Cette identité en x, b permet de faire, dans l'expression de la différentielle
totale de x\,

dxi === É(xy a) dxk'^ ̂  (^ a) da^

(1) j^(^i? ^2, , , . , ^/î; v\., v-i, . . . , (^p) est une fonction de n -+- p arguments, dont nous désignons
les n-^- p dérivées partielles du premier ordre par -^(^i, ^2, . . . , ^;^i, Pâ, . . . , pp) (A- = 1 , 2 , . . . , n),

^•(^i , 4â, . . . , M ^ ; ^i, p-2, . . . , ( / p ) ( X = I , 2 , . . . , p ) . Convention analogue pour l e s 2 p dérivées

de OIJ- : ̂  relativement aux û premiers arguments, —i par rapport aux p suivants. Vautre part, il
est entendu que si un même indice apparaît deux fois dans un terme monôme, il y a lieu de faire la
sommation par rapport à cet/ indice : cette sommation se fait ici de i à n pour les lettres latines, de
i à p pour les lettres grecques.
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une transformation simple et utile : si l 'on pose, pour définir ( ^ ) les (s)Çl, u\

u^^' (L ̂ (^ ̂
on obtient

( i ) dxl=(^ (^ ^)[^/c+^(^y)^(^ da)\

1 \ /» n
et par suite, comme —(x, ^) 7^0, le système d'équations aux différentielles
totales auquel satisfont les .r, a lorsque les x ' restent constants, est

dx^ j^ (^ j ) ̂ ,(a, da) = o,

ou encore, en introduisant une fonction arbitraire 91 des x et un symbole X\
de « transformation inf in i tés imale » pour désigner l 'opérateur—^(.r,^) —'>

(G) <^+,^(^')ûû),(a, 6/a)=:o.

De même, la dérivation des deux membres de (E) par rapport à b\ donne la
formule

^(^&)=^(^A(^),àa, ' ôa^ ôô} ' '

qui pour b =j se réduit à

^'-^i|<-.»)^ "'•/'•
D'où en posant, pour définir ( l ) les CT,(/, ?/)

^=^(/ , . /)^(^ ̂

la nouvelle expression de dx\

dx\ =: ^A ( .r, ^ ) 6/.r .̂ - ̂ - ( ̂ /, ,/• ) ̂  ( a, ^/a ).

(1) l^identité cin = c(a, /) montre que —^(c/ , /) est (^al ù T ou à o suivant que X — p . est on
<)a\

non différent de zéro; donc WiiC/, ^) = ^p.- ï^une manière analogue ^^(j, u) == Un. Le déterminant

I ' ^ (a, ^) ? égal, diaprés ce qui précède, à i si b ==/, est de tontes façons voisin de i si b est
<^A l| "

voisin d e y ; remarque analogue pour -—i^/, b) • I ndépendamment do ces remarques, nous verrons
B^À |[

plus loin (n0 12) la démonstration générale de Pindépendance des c par rapport aux a, et de même
des c par rapport aux b.
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Nous écrirons cette équation sous la forme

( < À ) dx',- -^ (x',j)^\a, da)^0^ (x, a) dx,.
ff^f Ox^

Le système d'équations aux différent iel les totales auquel satisfont les x lorsque
les x restent constants est

d-^'i — —— (•'̂  ./')^/.(^ da) == o

et s'écrit, en introduisant une fonction arbi t raire f^' des x ' et un symbole 3L\ de
« transformation infinitésimale »

^,=^(..',/)-L,
àa, v " ' àx

sous la forme condensée

(L) d^ —X',\^')^\a, da)==o,

X1 n'est d'ailleurs autre que le symbole déduit de X en accentuant les x.
Remarquons que, pour a =/, oj)(^ f/<?) et ^,{a, da} se réduisent à da^ et

que les formules (i) et (2) deviennent toutes deux (1)

dx[ = ̂ .r, -4- ̂ - ( x, j ) da,.

2. Les formules c,=^(a, &), où l'on considère les c comme transformés
des </, les paramètres étant les b, déf inissent un groupe de t rans format ions
Ça) -> (c) à p paramètres (A).

D'abord (2)
^y.= 9;j.(<^ b)

est susceptible de s'écrire ^==y^(c, 8) , puisque

SpS,.== (SpS^>)S,/= S,/.

Ensuite les formules

ent ra înen t

s,=:s/,s,, s,^s/,s,

S,.' == ( S// S/, ) Sa = S/// S^

( 1 ) Car Pidentilé .r/=/,(.r, y) montre que —(^ y) est égal à i ou o suivant que i— k est égal
ou non à zéro.

( 2 ) Je désigne par o^. les fonctions provenant de la résolution des c\= o^ (a, b) par rapport aux
lettres a; j 'aurai à employer plus loin une autre notation ç* pour les fonctions provenant de la réso-
lution des mêmes équations par rapport aux lettres b.
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les b" se déduisant des 6, V par la formule S^==S^S^, identique à celle qui
donne les c à l'aide des a, b.

Écrivons, pour le groupe obtenu (premier groupe des paramètres) les
formules qui correspondent à (i) et (2) du groupe pr imi t i f ; en raison de la
remarque qui vient d'être faite sur les b\ les co, m à faire in te rven i r sont juste-
ment celles q u i ont été définies plus haut, et l'on aura

(3) dc,^^ (a, ^)[^+^ l(a,y)^(^^)|,oa^ [^ OD(J j

(4) ^ ,-^(^y)^(^^)=^ (a, b)da^.

D'une manière analogue, les formules c > = c p > ( < ï , 6), où l'on considère les c
comme transformés des &, les paramètres étant les a, définissent un groupe de
transformations (6) -->(c) à p paramètres (^). D'abord, les formules résultant
de la résolution des c^=^(a;, b) par rapport aux b, à savoir ^==y^(c, a),
sont susceptibles de s^écrire

^= cp^(a, 6'), puisque S^.Sa^ (SôSa)Sa= S/,.

Ensuite les formules
o^. — u^ '^a? ^c* —— °6- °rt'

entraînent
S,* = S/, (S, S,') ==S^

où les ci" se déduisent des a, a! par la formule S^ ,== S,,S^.
Écrivons pour le groupe obtenu (deuxième groupe des paramètres) les

formules qui correspondent à (i), (2) du groupe G, d'oû nous sommes partis.
Remarquons que les paramètres a\ correspondant à la résultante des transfor-
mations correspondant aux paramètres a, a'\ s 'obt iennent par les formules

<^L== ?P.(^ ̂  = ̂ (^ ^).

où les <p^ sont précisément les fonctions qui interviennent dans le groupe
init ial pour donner les c en fonction des a et des 6. Les formes qui doivent
tenir lieu des co, m, sont ici co, CT définies ( f ) par

à^n ——

^==^(,7, 0^(^ u),

^-^J)^^

(1) En indiquant les dérivations par rapport aux p premiers arguments par les lettres a, aux
p suivants par les lettres 6, cela aussi bien pour les ^ que pour les 9.
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Maison a ident iquement s ""•"-^ <'.-"'•^•'-"-fe "•"•>•
Par suite,

«p.=^(/,y)(^(/, M),

=^(./,/W/,.),

égalités qui, comparées à celles qu i définissent ̂  et co^, montrent que

^)rr(/, ^) •==. T^r, (/, ^), ^rr(^, / / ) =^)(j ( ̂  ff).

Les formules cherchées sont donc

(5) ^=.^(^) ^+^(/^)^(^a)j,

(6) ^--^ (^ ^^^^^^ ̂ )=$ (^ ^)^-
0(ifj t^^u.

3. Les formules (i), (2) sont évidemment équivalentes : ce sont deux formes
que l'on peut donner aux équations qui se déduisent de

.^=f,(,^ a)

par différentiation totale. On a donc l ' identi té

(7 ) ^ (^,.7)^(^ ̂ )=H (^ ^) [̂ | (^y)^-(^ ^)]-

C'est ce qu'on exprime en d i san t (r) que la transformation infinitésimale dont
le symbole est

(T,) ' ^,.j)^da)^

est la transformée de celle dont le symbole est

(T,) JÈ(^^(a,da)^

par la t ransformation S^.
On peut d'ailleurs écrire l'identité ( 7 ) sous une forme condensée en multi-

T , , i i à ^ . , , à ^ ' ôf, / y ^pliant les deux membres par .— et en remplaçant ,— -/- {x, a) par -.—

X{(^)^(a, da)=X^(^)^(a, da).

( 1 ) Voir sur ôe point E. CÀHTAN, La théorie des groupes finis et continus et la géométrie diffêren»
tielle traitées par la méthode du repère mobile^ p. 98.
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On voit que la transformation infinitésimale dont le symbole est ïs est la trans-
formée de celle dont le symbole est T, par la transformation S^.

Remarquons ici qu'il ne peut exister p constantes h non toutes nulles telles
que

\ f

h}'^ (•^./)=° (^1, 2, ..../l)

pour tout x\ En raison de l'identité (vue au n° 1)

^'^•••'^"•A

cela entraînerait l 'existence de p fonct ions ^ des a, non toutes ident iquement
nulles ( à savoir^(a) ==^^-.(a, j\\, telles que

^(a)^(.,a)=o.

mais alors les /, pourraient s'exprimer à l'aide des x et de p — i quantités A,
fonct ions uniquement des û, solutions de l'équation

i / ^ ^A

^^^

ce qu i est impossible, puisque les paramètres du groupe Sa sont supposés réduits
au nombre moindre.

L'égalité qui définit le groupe x\= f-^x, a) pouvant s'écrire aussi
Xi=fi(x', a), l'identité (i) s'écrit aussi

( I /) dxi=^œ'' a) [^^l^^./)^^ ̂ )l

d'où, en substi tuant ces expressions dans (2),

^-^(^ t /)CTA(^ da^^^ ̂ (^ ̂ p^ll^y)^ ^)]-
Mais^^^ âr)^'r/? a)es t éga• à i ou à ô suivant que k est égal ou non à i\
donc

,—(^y) [^\a, da) -4-c^(a, da)] -==. o,

et d'après la remarque faite quelques lignes plus haut sur les constantes h,
( 8 ) ^A ( a, da ) + ̂  ( OL, dy, ) == o.

De même, bien entendu,

75j\ ( a^ dcx. ) 4- ÛL)̂  ( a_, da) == o.

4. Les formules (3), (4), ^5), (6) ne sont elles-mêmes que différentes
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formes que l'on peut donner aux équations qui se déduisent de

^ = 9/, ( ̂ , b )

par différentiation totale. On aperçoit donc les identités

^- (a, h)da^ ̂ (a, ̂ )^ (y, b)^{a, da) = ̂  (y, c)^(a, ̂

^^-^^-Ê^7^^^^)^^^)-^^./^^^

qui peuvent se démontrer directement grâce aux suivantes

^-^•'"-Ê'^(" ^'»•t>^<".."=^<c•/'•
f à^ t 1 \ ̂  / ^ à^ / z^ ̂ a / • ^[^(«^)^;(^,/)=^(^6)^(.,,6).

On trouve ces identités elles-mêmes (aux nota t ions près) :
i° En dérivant les deux membres de l ' identi té y; (c, b ' ' ) = ̂ \{a, è") [011 c. et bj

représentent ç^(a, 6) et y^(6, é')] par rapport à a^ puis en y faisant a =j.
2° En dérivant les deux membres de l ' identité ^Ça'', c)=^(a\ 6) [où c,

et d^ représentent ç^(û, 6) et ̂ (a', a')] par rapport à by, puis en y faisant b =-j.
3° En dérivant les deux membres de l ' identité ç^(c, //)= y,(^, é") [oùc^ et&Ti

représentent ̂ (a, b} et y^(6, A7)] par rapport à 6^, puis en y faisant b ==.j\

II est clair maintenant qu 'une forme des équations en question [équations
déduites de ^==y , (û , 6) par différentiation totale] doit être part iculièrement
mise en évidence; c'est celle où, à la fois, les da sont remplacés par leurs
expressions en (JL)(^, da\ et les db par leurs expressions en î7î(&, db\

On obtient la formule fondamentale

(9) dc,= (-^- (y, c) c^(a, da) + -^- (c, J ) ̂ (^, ̂ ),

qui se réduit d'ailleurs, lorsque soit les 6, soit les a se réduisent identiquement
auxy, à la formule même de définition soit des OD, soit des î^.

5. Les équations (i) et (2) mettaient en évidence les transformations infini-
tésimales du groupe G donné

"^l^-7^ ^i^..,p,

entre lesquelles, comme on l'a v u ( n ° 3), il n'y a pas de relation linéaire à
coefficients constants.
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Les équations (3) et (4) mettent de même en évidence les transformations
infinitésimales du premier groupe des paramètres, les équations (5) et (6) du
second, à savoir respectivement

^?a , . ()
a^^(a,j)^

à^n ()

tô-^•/^•

D'une manière plus précise, nous définirons les fonctions CX, oi des 2/1
variables /, v par les formules :

CX,(/,.)=:^(/,./)^

Ô(Du

cw ̂ ^^^ /)^

de sorte que l'on aura ( ' ) identiquement en //, v

C^(/, {f,)ifï^(f, V) •==. U^ (^==7îTcr(/, U ) â y { / , V).
f

D'ailleurs, ce que nous avons dit sur le déterminant des coefficients des
formes linéaires en u que nous désignons par oj, ces formes ne sont liées par
aucune relation linéaire à coefficients fonctions des /; il en est donc de même
pour les cB. Remarque analogue pour les CT> et les (fl.

En ut i l isant les notations précises indiquées et en introduisant une fonction
arbitraire 31 des c, on pourra écrire la formule fondamentale (9 ) sous la forme
condensée

(c/) r/^==:c^(c, , ) ^r\a, da)-^- cZ^^ , ) ^ ( / ^ db\

ou encore en introduisant les notations suivantes, qui font intervenir des indé-
terminées (;)

c/, dc^ == d'',

c'?^ ( cy ( ' ) ^)o ( a, da ) == oY' ̂  ( a ),

cl^(c, v')TSy{b, db) ==c^L / '^(^)

sous la forme suivante
(c/) ' d'-==. ^'GJ(a) 4- cl''?n(^).

Les équations de définition des co et des CT montrent d'ailleurs que

d =: i^' co ( c ) == Cl'' TS ( c ),

( 1 ) Cf. E. GARTAN, Th. des gr. et géom. diff. p. méth. du rep. mob.^ p. 94 et 95.

Ann. Éc. Norm., (3^, LIX. — FASC. 3. 22
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(9^ peut donc s'écrire encore sous l 'une ou l'autre des formes

C^-'[ûi)(<;) — GJ(a)J r= CV'îi7(^

cVr^c) — ̂ (b) 1 = c^'c»)(a).

Si donc on établit entre les a et c une correspondance telle que les b restent
constants, les expressions co^(c,rfc)—co^(a,rf^) sont l iées 'par les relations
homogènes distinctes

ô^\
~àa^ (./? < " ) |/-•)-7(/- de) — ^rj(a, da) | =: o,

et sont par suite ident iquement nul les : autrement dit les co restent invariantes
par le premier groupe des paramètres'.

De même si l'on établit entre les b et c une correspondance telle que les a
restent constants, les expressions ^(c, de)—^(6, db} sont liées par les
relations homogènes distinctes

C^PIX
„-(<-, y ) [^(c, de) — rsa{b, db)]==:o,

et sont par suite identiquement nulles : les CT restent invariantes parie deuxième
groupe des paramètres.

Mais la formule S,;==S/,S^ peut s'écrire aussi (grâce à l'introduction des
paramètres a, ? des transformations S^=Sa, S,;' ==S3)sous les formes :

et (9") devient
Sfj== Se Sa, Sa== S 3 S,.,

^=^^(0^) + (^^(c),

^^^^(c) +a"?n(p),

autrement dit, d'après une remarque faite plus haut [n°3, formule (8)]

("io) ^==— c6^(a)+ a^Çc),

(n) d1'^ ^ ( ^ ( c ) — ^^(b),

ou encore

(10') tô6 [ûû(^)+CT(a)]=c^6CT(c) ,
(lo") ^^[^(c) —^(b)]-=ôï^(a),

(ii') (^^[(^(c) -- &)(a)]==c^aû^)(^),

(n") cV^^a) +co(ô)]==^^c.)(ç).

Les formules (n') et (lo") mettent de nouveau en évidence l'invariance
des co par le premier groupe des paramètres, des m par le second.

Les formules (lo7) et^i ' ) mettent en évidence le fait suivant : pour que S,.
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soit âne transformation fixe, il faut et il suffit que l'on ait les égalités

c»)a(^ db) + ̂ ^.{a, da) == o (^== ij> 2, . . ., p).

6. Comme on l'a remarqué plus haut, les identités ^== 9p.(^, y), 6^= yiiC/? &)
montrent immédiatement que ^•(^,7) est égal à i ou à o suivant que y. est

ou non égal à X, et qu41 en est de même de —L (y, 6); et, par suite, que
»

^(,/\ { { ) ̂  {/^ ̂  ̂  (/. ^)-

II en résulte immédiatement

^a(y, c)^ ̂  ̂ ^(y; ^).

Voyons maintenant les formes simples que prennent (n), (10^(9) lorsqu'on
y suppose respectivement que les valeurs initiales des a, des A, des c sont les
valeurs / correspondant à la transformation identique.

En supposant les valeurs initiales des a égales aux^', ( 11 ) devient

da^-==^ ̂ (^ de) — w^(by db),
ou encore

clan == Un [ h, d(c — b ) ]

qui, si les b j'este nt constants, devient

( 1 2 ) da^ = Wn( b, de).

C'est cette égalité (12) que M. E. Cartan a exprimée en termes rapides dans
le premier article qu ' i l a consacré à la Théorie du repère mobile (1) en disant
que les paramètres de S^'S^ç sonty^+co^(E, ^). Avec les notat ions actuelles
la transformation S^1 S,.== S^, où les b sont fixes et ou les c varient à partir des
valeurs b, a pour paramètres des nombres a qui varient à partir des valeurs y, et
les différentielles correspondantes da^ ont pour valeurs co^(&, de).

Si l'on suppose dans l'égalité ( 10) que les b prennent pour valeurs initiales
les/, on obtient

db^ == m^ ( c, dn ) — ̂  ( a, da\
et, par suite,

db^-==.-^^\a, d(c— a)],

qui, si les a restent constants^ devient

(13) db^ -==. ïs^(a, de),

(1) La structure des groupes de transformations continus et la théorie du trièdre mobile {Bull.
Se. math.f t. 45, 1910, p. 203). Dans cet article, la convention utilisée pour représenter le produit de
deux transformations est l'inverse de celle que M. Cartan a adoptée ensuite et que nous adoptons ici.
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égalité que M. E. Cartan exprimait br ièvement en disant que les paramètres
de S^^Sg'1 sonty',, •+- CT^(E? û^). Plus explicitement la t r ans fo rma t ion S,,S^1 = S^,
où les a sont fixes et où les c varient à partir des valeurs a, a pour paramètres
des nombres b qui varient à partir des valeurs y, et dont les différentielles db^
ont pour valeurs ^(^y de).

Si maintenant on suppose que les valeurs initiales des c, dans (9), sont
égales aux y, on obtiendra (suivant que Pon préfère introduire pour les valeurs
initiales des paramètres a, 6, les notations a, a ou ?, 6), l 'une ou l'autre des
formules

dc^ == c*)^ ( u, du ) + ̂  ( y, y db ),

dc^-==. ̂ ((3, du) -!- ̂ (^ ̂ ),

que l'on peut regarder comme généralisant la formule (8). Mais si les b sont
constants, dc^ se réduit à co^(^, da)\ si les a le sont, dc^ se réduit à o^(&, db\,
d'où une nouvelle interprétation des formes de Pfaffco, ^ : les b restant fixes,
les co(<7, da) sont les expressions des différentielles des c lorsque les valeurs
init iales des c sont égales auxy; mais d'après leur expression immédiate

dc^= —p- (a, b) da\-\- —— {a, b) db\,

ces différentielles se réduisent alors à

^(.,a)</a,
oa^

On a donc

(14) ^a(^ da) == —— (a, a) da^k (/ ̂ /,

De même

( 1 5 ) ^(/^ ^)^^(P, h)df^

7. Les équations aux différentielles totales le plus utilisées par Lie pour
définir le groupe G sont obtenues [voirn0 1 (L)] en considérant les x comme
constants et par suite en égalant à zéro les seconds membres des (2). Celles
qu'utilise surtout M. E. Cartan dans la méthode du repère mobile sont obtenues
[n° 1 (C)1 en considérant les x' comme constants et par suite en égalant à zéro
les premiers membres des ( i ) .

De même les équations aux différentielles totales définissant le premier
groupe des paramètres s'obtiennent : soit (L i ) en considérant les a comme
constants, soit (C/) en considérant lèse comme constants. Celles qui définissent
le second s'obtiennent : (La) en considérant les b comme constants, ou (€2) en
considérant les c comme constants.
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Elles s'écrivent donc
(L i ) cl' — cV'?n(ô) == o, (L^) d ' ' — ^ ' ^ ( a ) == o;
(d) da-{-aav>(b)=zo, (Go) ^4-tô^(a)==o.

Ces systèmes s'écrivent encore
( L i ) ^(c)—^(b)=o, (L,) c^ (e )—c^(^ ) :=o ;
(Ci) ^(^)+ w^(b)==0, (€-2) û^(^)+OTa(âO ==0.

Ainsi le système de Lie du premier groupe des paramètres [groupe qui
entraîne l 'invariance des OD : co^(c) — ^(^) == o] s'écrit sous forme symétrique
relativement aux différentielles des c et des h

^\k(c) — ^a ( b ) == 0.

Le système de Lie du second groupe des paramètres [groupe qui en t ra îne
l'invariance des CT:^ (c )—m^(^ )=o ] s'écrit sous forme symétrique relati-
vement aux différentielles des c et des a

o)a(^) — w^(a) ==o.

Les systèmes de Cartan des deux groupes de paramètres sont identiques

^(b) +^(^) = û-

(S. Avant d'aller plus loin, il n'est peut-être pas inut i le d'appliquer ce qui
précède à un exemple très simple : celui du groupe linéaire à une variable

i </•>J L ' ' =z c/i x + a-2 ( a i ̂  o ), x == — a-' — -" -

Ainsi, ^

a\ o \

C[ •==. b\ a\, c^ == b\ 0.2 + b^

d'où l'on tire, par différentiation totale,
dc\ •==. b^ dai + ̂ i db\

dc^ •== bi dcu -\- ci^ dbi 4- db^.

La formule fondamentale s'obtient en remplaçant les da\ par les o»^(^, da)
et dans leurs coefficients les a, b par / , c respectivement; les db, par 1^(6, db)
et dans leurs coefficients les a, b par c, 7 respectivement.

D'où
dci == c-i ûûi ( ̂  da ) + Ci <5Ti ( b, db ),

^2 == <?i ûû2 ( a, da ) + <?2 CTI ( ̂  db) -\~T55ï(b, db ),

formules qui se réduisent pour les b égaux constamment auxy, ou pour les a
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égaux constamment aux y à

<^i==aiû)i(a, da), db^=.b^rs^b, db),

da.^-==ia^^{a, da), db^-=- b^^ (b, db)-\-n5.^b, db).

On pourrait, par résolution, tirer de ces formules les expressions explicites
des co(a, da), m(a, da). Mais cette résolution est superflue d'après la dernière
remarque du n° 6 ; il suffit, dans les expressions immédiates des de, d'utiliser
chacune des parties, celle en da,, da^ celle en db,, db, et de remplacer dans
l'une les b par les a, dans l'autre les a par les (3, puis les a, p par leurs
expressions en a, b. On obtient ainsi

(^i(a, da) == cx^da^=—i-^
a^

/ i \ y da^ûjy ( a, da ) == ai da., == ——,
a^

OT,(&, ar6)=(3lrf6,=rf&l,
by

TS, ( b, db ) == (3, db, +- ̂ , = - b2 db, + ̂ ..
^i

Les da étant obtenus comme il a été indiqué plus haut, remplaçons-les, par
leurs expressions dans l'égalité tirée par différentiation totale de celle qui
définissait le groupe.

d x ' = a^dx 4- œ da,, + da.,.

Nous obtenons

dx'^a^dx^- xa.^^a, da) + a^.,(a, da) -== a, [d.x + œ^, (a, da) + ̂ (a, da)],

qui est l 'équation (i).
Les da étant obtenus en ^(a, da) comme il a été indiqué pour les db en

fonction des în(6, db), on obtient

dx'-^a^dx-^-xa^^a, da)-+-a.^(a, da)-[--^.{a, da)
= a^dx + œ'rs^a, da) + vj^(a, da),

ou encore
dx' — x CTI ( a, da ) — OT. ( a, da ) = r/, dx.

L'une ou l'autre de ces équations donne les transformations infinitésimales
du groupe proposé

Y d

^^^

d

^-Tx

On lit aisément les transformations infinitésimales du premier groupe des
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paramètres sur les formules qui donnent lés db en fonction des CT

/, à \ _. à . à
l-^--1^4^

^•^^
et celles du second sur les formules qui donnen t les da en fonct ion des co ( n, (la)

'»'(s•^)=;•^;•-(^-À-
On vérifie que la formule fondamentale se réduit à la suivante {ou 31 désigne

une fonction arbitraire des c)

d^ •==. ô3i ( c, . ) (x)i ( a, du ) -+- ̂  ( c, — ) ûû.^ ( ̂ , ̂  )
\ OC 1 \ OC /

-\-a,(c, ̂ }^(b,db)^aJc, ̂ \^,(b, db).

L'identité (7) s'écrit ici
x'rs^a, da)^r-rSï(a, da) == a^x^\ (^ da) — (^(^ 6/a)j,

d'où
OTI ( a ,̂ 6/rt ) =: ÛL»I ( ̂ , ̂  ),

ST.) ( ̂  da ) === — Oq Cnj-i ( a, da ) -t- a^ ̂ .>\a, da ) ;

ou encore
(^i(a^ û?a)==OTi(a, <^a)^

•^.i(a, da) -^ -2CTl (^, ^A/) + -- OTo(^, 6/6<)-
a\ a\

On vérifiera aussi l'identité (8) en calculant les co(a, rfo) et constatant que
l'on obtient bien les ^(âr, da) changés de signe.

Le premier groupe des paramètres (celui qui correspond au passage des a
aux c et entraîne l'invariance des eo) est défini par des formules, symétriques
par rapport aux c, b

( de, _ db,
\ ~^~~b^'

(L^ . • .b.GÎ— -2 de, 4- dCî = — -,2 db, + .̂2
Ci b,

ou encore par les formules

(Ci)

da, db, _
a, b, ~ { î

02 , , db^— da, — da^_ — —— ^=: o.
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Le second groupe des paramètres (celui qui correspond au passage des b
aux c et entraine l ' invariance des CT) est défini par des formules symétriques
par rapport aux c, a

, dci _ da^
\ c\ Oi/ T \ ' • l

( ^ 2 ) < , ,

( dc'i _ da^
Ci a, î

ou encore par les formules (€2) identiques aux (Ci).

9. Indiquons encore ici un autre exemple à cause de son importance fonda-
mentale : celui du groupe des déplacements dans l'espace. Cet exemple
montrera comment, sans qu'il y ait lieu de spécifier les (six) paramètres indé-
pendants choisis, les (six) formes de Pfaff indépendantes œ et les (six) formes
indépendantes CT peuvent apparaître d^elles-mêmes. Des formules (^)

x' == .TQ + a x -+- a-, y + a:> z-,

où XQ, VQ, ZQ sont des constantes quelconques et a, ?, y; a^ , [3i , ̂ , a 2 » ? 3 ? Y 2 les
cosinus directeurs des arêtes d'un trièdre trirectangle direct, on tire (par
exemple par différentiation, multiplication par a, p, y et addition, puis résolu-
tion) les identités suivantes que l'on peut d'ailleurs vérifier directement
dx' == aL^dx + ûû.i — (jûc^y -h ûi)^) 4- ai (dy 4- €1)2 — 004 ̂  -|- ûi),.,̂ -') -4- (X^(dz + ÛL) ,̂ — ûû^^ + û^y),

OÙ
ût)i == a (̂ .ro + P (^jo + y .̂Su, ...,
(xj4 == a^ ̂ 1 -4- (3.2 ̂ P.i + yo d^i, ....

De même, en différentiant les formules

a^+ (3 y'+ Y^ 7— (a.2o4- Pjo+Y^o)==^

multipliant par a, a^ 03, et ajoutant, on fait apparaître les formes CT et l'on
trouve les identités

dx' — OTI -l- CTej' — CT., ^ == a ̂  + ai â(y + 02 ^^
dy1 — OT2 -1- ^.s7 — CT^:^ (3^+ (3i <^7 -4- (32 ^,»
^/ — ^3 + OTS^ — ^y^^ Y dx -\- YI â(y + Y2 dz,

avec

î7i==^o4- (a |̂3 + ai<^(3i+ a.2â?(32)ro4- (a â?Y-4- ^i^Yi"^ ̂ ï^î)^^
vj,, =: (3 (̂ Y + Pi ̂ Yi •+' P9 ̂ Ï9-' • • • •

(1) Pour abréger, nous évitons d'écrire les formules qui se déduisent aisément, par permutation
circulaire, de celles que nous écrivons : cog, 003 se déduisent de co^ ; de même, 005, ojg de 004, etc.
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10. Pour déterminer entièrement les valeurs numériques des paramètres
d'un groupe, il peut se faire qu^il suffise de se donner le transformé d'un point
connu : c'est ce qui arrive notamment lorsque le groupe considéré est le groupe
des paramètres (soit le premier, soit le second) d'un autre groupe. S'il suffit de
se donner les transformés de p points, ces? transformés sont dits constituer
un repère mobile pour le groupe. Si les paramètres de la transformation corres-
pondante sont < ^ i , â^, . . ., <7p5 autrement dit si la transformation est Sa, nous
désignerons le repère par la lettre R^.

De même que nous appelons^ le transformé de x par S^, nous appellerons X/
le transformé do même point x par S^ :

De sorte que
x' == Sa x \ X7 ==: SA.^.

Y/ _ c ç-i ,^i
A. —— ^A °(7 ^ •

Supposons les a fixes, et les A variables à partir des a, les différentielles des
paramètres de la transformation S^S^ sont, comme nous l'avons vu au n° 6,
CTu.(û, <7A). La dernière formule du n° 1 donne alors immédiatement

(16) d^=dœ^ ^(^,j)^(a, dA).

Il est d'ailleurs aisé de retrouver cette formule comme simple application de
la formule (2). Appliquée à S^, cette formule (2) donne

d\— J^ (X^ j) ̂ .(A, d K ) = î  (^ A) dxk.

Appliquée à S^, où les a sont fixes,

dx^^x^dx^

d'où, en retranchant membre à membre et supposant les valeurs initiales des A
égales aux a, la formule qui vient d'être indiquée. Ainsi les vs\Ça, rfA) inter-
viennent ici comme égales aux différentielles des paramètres pour la transfor-
mation, voisine de la transformation identique, S^S^ ; c'est ce qui conduit à
appeler l'expression à- (.'„/) g. ,,(̂ ),
symbole de la transformation infinitésimale Sa+da^a-1

-'a-^-da ̂ J a *

Les CT^(û, û?A) sont appelées « composantes absolues » du déplacement du
repère R^ pour A == a.

X' désignant toujours le transformé de x par S^, désignons par X le point
dont X^ est le transformé par^,

X /==SA<^; X/==SûX.
Ann. Êc. Norm., (3), L1X. — FASC. 3. 23
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De sorte que
x=s,'s^.

Supposons ici encore les a fixes et les A variables à partir des a, les différen-
tielles des paramètres de la transformation S^S^ sont, comme nous l'avons vu
au n° 6, cop,(â^ rfA). La dernière formule du n° 1 donne alors immédiatement

(17) d^-==.dxk-^ -^(^y)c^(a, ^A).
«.

La formule ( i ) appliquée à S^ donne d'ailleurs

dxi= lê^A) [^+ ̂ (^ ̂ co) (A^ €lA)}ï

Appliquée à Sa supposée fixe, elle s'écrit simplement

dX^^^a^dXk.
ÔXk

Si maintenant on suppose que les valeurs initiales des A sont les a et si l'on
retranche ces formules membre à membre, en remarquant de plus que le
déterminant \— n'est pas nul (1), on retrouve la formule en question.

Les co^(^, rfA). intervenant ici comme égales aux différentielles des para-
mètres de la t ransformation, voisine de la transformation identique, S^S^, il
sera naturel d'appeler l'expression

^(^y)^^(a^^

symbole de la transformation infinitésimale S^S^^,.
x et X se déduisent respectivement de x ' et X^par la même transformation, à

savoir S^; elles sont appelées coordonnées relatives du point dont x ' ^ X' sont
les coordonnées absolues; les ^)\Ça, rfA) prennent le nom de composantes
relatives du déplacement du repère R^ pour a.

L'exemple indiqué au n° 9 fait comprendre ces dénominations.

11. La formule fondamentale

dc^^Çj, c)^(a, da)+ ̂ (^y)^(^ db)
UUi^ UU\^

permet enfin d'obtenir immédiatement les équations de structure de M. E. Cartan.

(1) Pour le système de valeurs x, a.
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En util isant les notions de dérivée extérieure et de produit extérieur ( } )

ûV ( .y, dœ, ^x. ) = ——^ ( dît ^xj, — ô.r; dx^ ) si w ( x, dx ) == X, dx-i,

[ûû OT"] == \^k(dxi ^Xk— ^Xi dxk), si ûû(.r, f/^) ==: X,^-, et ^(.z-, <&) == \idx^

et la formule relative à une forme de Pfaffoo et une fonction m quelconque des
variables x

( m Ci) y == [â?m GJ ] -h m c»/,

et remarquant que la dérivée extérieure de dc\ est nulle, on obtient

^-(y, c)^(a, da)+ ̂ -(c,j)^(b, db)

+ ̂  ̂  (Y, ̂ )[^^(^ ̂ )] + ^ ^ (^y)[^gTa(^ db)]=:o,

et par suite, en remplaçant lesc^ par leurs expressions mêmes tirées de la for-
mule fondamentale,

^(/, c)^(a, ̂ )+^(^y)^(&, db)
uu^ ^u^

+ (fe^-C)(1)T+ ̂ •/)OTT) (â;^'c)roa+ ̂ ^;(^•/')roa)=0'

où l'on a écrit brièvement co, m pour désigner respectivement ou(^, da\ ̂ (b, db).
En donnant aux b ou aux a respectivement des valeurs constantes arbitraires,

on voit apparaître les formules (valables quels que soient les a, c d 'une part,
les 6, c de l 'autre)

( 1 8 ) ^ (j\ c) c4(a, da)-^ ̂  (/, c) ̂ ^ (j\ c) ̂  (^ da) ̂  (a, da) =. o,

(19 ) ^(^y)^(^^)+^(^y)^^(^7)^(^^)^(^^)^o.

En comparant ces deux formules particulières à la formule générale d'où
nous les avons déduites, nous en concluons, en supposant c, = ç/(û, 6),

(,o) 1 ^(y, c)-^-(.,,/) - ̂ (,,y)-^(y, .)1^^=o./ [^ à b ^ à a ^ ' J àb^ J ' àa.àb^ J ' \ l

Les formules (18), (19) s'écrivent d'ailleurs si c=j

w{ (a, da) + ̂  ̂  (./,./) ̂ (a, da) ̂ (a, da) == o,

<(^^)+^!^(.^./)^(^^)^(^, ^)==o,

(i)^oir, par exemple, E. CARTAN, /oc\, cit^ p. 182 et suiv.
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ou en posant
à2 (p/

^^C/../)=C,^

(^= C^f^T COuJ,

^A == — ^m). [ ̂ T ̂ a ] •

Portons dans (18) la valeur trouvée pour oV, et dans (19) la valeur trouvée
pour ^. Les coefficients de co^o^, ^-î^a respectivement dans les expressions
trouvées sont

'"' -È(^>â;'/••"-fe'/.<••'A(•"t•'•
'"' -^&"•^^<c•.'^<•^•

II est aisé de vérifier que les deux relat ions ainsi trouvées se réduisent ainsi
que (20) à des identités : il suffit pour cela de se servir des relations qu'on
déduit par dérivations des identités (I) du n° 4.

Dérivons les deux membres de la première par rapport à b^

^•-'•''^•"•-CT/'--^'^'-
et pour b =/

â2^} , . ^ÎPu. (Ï-ÇQ, à^n

^(a'</)^c/? a)= ô^^ a^^^

le coefficient de ^^ dans (20) est donc ident iquement nu l ; on arrive au
même résultat en dérivant les deux membres de la deuxième ident i té (I) par
rapport à a^ et en y faisant a =/.

Dérivons les deux membres de la première identité (I) par rapport à a.

^ '•'• " fe '/• ">-£'"."' à; './•• "> = Sk '.'•• -' ̂  c. »'•
et pour a = j

à^^ , . ,, ^CP) . , ^^UL . ô'2^ à(ûu^k^ ̂ + ̂  ̂ ^/•^)-.A^ ̂ ^c/, ̂
de sorte que l'expression (21) est identique à ̂  ̂  (j\ c). Dans l'expression (18)

transformée à l'aide des ^, le coefficient de co.co. sera de même /2?/ ( / c)
' ' àa^àa^' / î

c'est-à-dire le même; les monômes symboliques disparaîtront complètement.
Dans l'expression (19) transformée à l'aide des ^/, on verra de même que les

coefficients de CT.CT^ et de m,,^- sont les mêmes et que les monômes symbo-
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liques disparaîtront complètement [il suffira cette fois de dériver la première
identité (I) par rapport à b^ et d'y faire b= /'].

L'application au groupe linéaire x ' = a\x -+- a^ est immédia te

?l(^ b) =biU^

îpa (a, b) == b^a-i-^- ^ r

Les constantes de structure apparaissent ici comme les dérivées secondes
des ç prises par rapport à des a et des b d'indices différents. Est donc seule
différente de zéro la constante C .> i2= i - Ainsi

w\ == o, m\ === o,

(,)'^ == (>>2 C») ) , 7ÎL, == —— ^2 <^1 •

C'est bien ce qu'on vérifie en utilisant les règles du calcul symbolique.

12. Je voudrais, pour terminer, faire quelques remarques générales sur
l'indépendance des c en tant que fonctions des a, ou en tant que fonctions
des b. Le résultat apparaîtra comme cas particulier de résultats plus généraux
relatifs à des familles^ transformations, et non plus seulement des groupes.
Les seules transformations que nous considérions

(S) .<-=/(^1, ̂  ' . -, '^n) ( l= î , '2, . . ., //-)

sont à déterminant fonctionnel non identiquement nul p-7— ̂  o; elles sont
réversibles, et la formule précédente est considérée comme équivalente à
Xi=f,{x\, x^ . . .,^).

Nous utiliserons de même le symbole g pou'r indiquer les fonctions résultant
D ( °')de la résolution d'un système T x\ == g;{x)\ ^—— ^o.

Soient des transformations formant une famille S dépendant de paramètres a,
et d'autre part des transformations fo rman t une famille T dépendant de para-
mètres &. La transformation résultante (S d'abord, 1 ensuite) que nous
désignons par TS peut être considérée comme dépendant des paramètres a, 6.
Nous allons d'abord supposer soit qu'on peut la considérer comme dépendant
des a et d'autres paramètres en nombre À au plus^ soit qu 'on peut la considérer
comme dépendant des h, et d'autres paramètres en nombre A au plus. Nous en
déduirons, suivant le cas, que le nombre des paramètres essentiels de T, ou
de S, est X au plus.

La première hypothèse se t radui t par l ' identité en .r, a, b

6i[j\.x, a), b\ ==<Ï>,-(^ a, h^ h.^ .... A-J,

où les h désignent des fonctions des a, b. D'où l'identité en x ' ' , a^ b
gi(x', b) •== ̂ {/(^ a), a, 7ii, h^ . . . , h\ ].
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Mais^ si l'on donne aux a un système de valeurs numériques arbitrairement
choisies, cette égalité montre que la fonction g dépend de X paramètres
essentiels au plus.

La seconde hypothèse se traduit par l ' identité en x, a, b
g, {j\x, a), b\ == W,{x, b, ̂  ̂  . . ., /:,),

où les k désignent des fonctions des a^ b. D'où l ' ident i té en x, a, b
j\{œ, a)==^[W(^ b, /-„ ..., Â-J, //].

Si l'on donne aux b des valeurs numériques arbitrairement choisies, celte
identité montre que y, dépend de X paramètres au plus. C^est ce qu'il f a l l a i t
démontrer.

Soient main tenant deux famil les , S et T, l 'une comme l 'autre à r paramètres
essentiels; TS dépend essentiel lement au plus de 2r paramètres. Supposons
qu'elle ne dépende que de r paramètres c (fonctions des a et des 6). Si le déter-
minant des c par rapport aux a é tai t i den t iquemen t nu l , il y aurai t entre les c
une relation indépendante des a, et l 'un des c au moins s'exprimerait en fonc-
tion des autres c et des 6. Le second résultat démontré prouve que S ne
contiendrait que /' -— i paramètres essentiels au plus, ce qui n'est pas. De même
si le déterminant des c par rapport aux b était ident iquement nu l , l 'un des c au
moins s 'exprimerait en fonction des autres c et des a, T ne cont iendrai t
que /'— i paramètres essentiels au plus. Ainsi, dans l'hypothèse faite (à savoir :
TS ne dépend que de /' paramètres ), ces paramètres, considérés comme fonctions
des a, sont indépendants; considérés comme fonctions des 6, i ls sont
indépendants.

C'est ainsi que. /, g , h étant des fonctions données, la transformation
S : f(x') + ̂ ((r) == a^ composée avec la transformation T : h ^ x " ' ) -h f{x') == 6,
conduit à la transformation TS : hÇx")—g-Çx)==b—a, qui ne dépend que
d'un paramètre c=b—a, dont les dérivées par rapport à a et à b sont diffé-
rentes de zéro.

On peut supposer en part icul ier que S et ï fassent pcr t ie d'une même
famille; nous les appellerons S,,, S/,; par exemple

(S.) /(^)+/(^) ==a,
(S,) /(^)+/(^)==^
(S, S.) /(^)_/(^)^-a.

Comme cas plus particulier encore, on pourra supposer que la famille unique
d'où sont extraites S^, S/, constitue un groupe. Nous venons de voir que si les r
paramètres sont essentiels, les déterminants fonctionnels des c par rapport
aux a (et ceux des c par rapport aux b) sont différents de zéro.


