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LA DUALITE
DANS

LES ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES

PAR M. J. DIEUDONNÉ.

INTRODUCTION.

1 . Nous nous proposons, dans ce travail, de donner un exposé d'ensemble
de la théorie de la dualité dans les espaces vectoriels topologiques, qui a fait
l'objet, dans ces dernières années, d'assez nombreux travaux. Cette théorie
s'est développée autour du problème de la résolution des équations linéaires^
c'est-à-dire de la forme /(-f) =Yo» ou l ' inconnue x est un élément d'un espace
vectoriel E, le second membre jo un élément d un espace vectoriel F (dist inct
ou non de E), e t /une application linéaire donnée de E dans F {voir ci-dessous,
au paragraphe 2, le rappel des déf ini t ions de ces termes). Lorsque E et F ont
un nombre fini de dimensions, ce problème se ramène à la résolution d'un
système d^équations l inéaires /•(- r)=y/,o( I^^^ / î\ où les y, sont des formes
linéaires et les seconds membres, des scalaires donnés : problème purement
algébrique, dont la solution classique fait intervenir les matrices', mais il est
possible de mettre cette solution sous une forme qui s'étende aussitôt au cas
où on ne fait aucune hypothèse sur le nombre de dimensions de E et F. Il faut
pour cela introduire la notion de dual algébj^ique d'un espace vectoriel E : on
entend par là un nouvel espace vectoriel dont les é léments sont les formes
linéaires définies dans E. A toute application linéaire / de E dans F est alors
associée une application linéaire /* du dual de F dans le dual de E, dite trans-
posée de/ (lorsqu'on rapporte E, F et leurs duals à des bases convenables,
la matrice associée à f* n'est autre que la matrice transposée, c'est-à-dire
obtenue par échange des lignes et des colonnes, de la matrice associée à /); et
la condi t ion de résolubilité de l'équation f(^x)=y^ est que uÇy^)=o pour
toute forme linéaire u définie sur F et tel le que f * ( u } = 0.

Cette forme de la condi t ion de résolubili té est toutefois trop générale pour
être u t i l e dans les équations linéaires que l'on rencontre en pratique, où
l ' inconnue et le second membre parcourent des espaces vectoriels à une
i n f i n i t é de dimensions (le plus souvent des espaces fonctionnels)'^ c'est que,
dans ces équations, les applications l inéaires/qui interviennent ne sont pîis
du type le plus général, mais sont assujetties à des conditions liées à la pré-
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sence de topologies sur les espaces vectoriels E et F; nous n'envisagerons, clans
ce qui suit, que la plus simple de ces condit ions, celle qui impose à /d 'ê t re
continue pour les topologies considérées. 11 y a lieu alors de ne faire intervenir,
dans la condition de résolubili té de /(^)-=ru, que des formes linéaires qui
soient, elles aussi, continues pour les topologies envisagées; ce qui condu i t à
introduire, au l ieu du dual algébrique de E, le sous-espace de ce dual formé
des formes linéaires continues sur E (pour la topologie ^ donnée sur E); c'est
ce sous-espace qui sera désigné sous le nom de dual de E (relatif à la topo-
logie %).

Le dual E' ainsi défini peut être le même pour des topologies ^dist inctes sur
un même espace vectoriel E; parmi toutes les topologies '5 qui donnen t le
même dual E^ il y en a une moins fine que toutes les autres, qu 'on appelle la
topologie faible a(E, E') déterminée par E7 sur E; c'est à l ' a ide de cette topo-
logie (et d'une topologie analogue sur le d u a l Ë7) que se formulent naturel-
lement les critères de résolubilité des équations l inéaires , qui apparaissent en
effet comme ne dépendant pas d i rec tement des topologies données sur les
espaces E et F, mais seulement des topologies faibles qui leur correspondent.
Aussi consacrons-nous le Chapitre 1 de ce Mémoire à l 'étude générale des topo-
logies faibles sur les espaces vectoriels . Le critère de résolubilité de/(.r)= yo
que nous obtenons dans ce Chapitre, généralise celui obtenu par G. Kôthe ( ' )
dans un cas par t icul ier ; i l redonne aussi le critère algébrique de résolubilité
énoncé plus haut, en spécialisant convenablement la topologie faible consi-
dérée.

Pour appl iquer les résultats généraux du Chapitre 1, il est nécessaire d'étudier
les relations entre une topologie % sur un espace vectoriel E, et la topologie
fa ib le sur E qui lui est associée; cette étude, dans le cas (le plus important en
pratique) où % est une topologie d'espace normé^ forme l'objet du Chapitre II;
à l'exception du théorème 20, aucun des résultats de ce Chapitre n'est essen-
t ie l lement nouveau; mais il nous a semblé utile de les rassembler en un tout
cohérent et de mettre en évidence ce qui, dans la théorie des équations l inéaires
dans les espaces normes, est u n e conséquence de la théorie générale de la
dualité faible, et ce qui découle des propriétés particulières des topologies
d'espace norme.

Un résumé des principaux résultats de ce travail a été donné dans deux Notes
aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences (2) .

( [ ) Foi?' par exemple G. KÔTHE, Matli. Aim., 116, 1989, p. 730; on trouvera à cet endroit des
indications bibliographiques sur d'autres théorèmes analogues du même auteur.

. ( 2 ) G. R. Acad. Sc.^ ^11, 1940; p. 9,4 et 129. Je dois signaler ici qu'au moment où j'ai obtenu ces
résultats (décembre 1939) j'ai échangé à ce sujet une correspondance suivie avec M. II. Cartan, à qui '
je suis redevable de nombreuses améliorations et simplifications dans Pexposé de la théorie;-à la suite
de cette correspondance, M. H. Cartan a obtenu de son côté de nouveaux et très intéressants résultats
sur la dualité, qu'il n'a pas encore publiés.
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2. Préliminaires algébriques. — Par espace vectoriel, nous entendons, sauf
men t ion expresse du contraire, un espace vectoriel par rapport ail corps des
nombres complexes C : un tel espace E est donc un groupe abélien additif,
admet tant les nombres complexes comme opérateurs (qu'on qualifie de sca-
laires} avec les axiomes

( À 4- ^ ) x == /. x + ̂ ..r, A ( -r 4- y ) = A .r + />,}'; ( À p- ) -c == A ( ĴL ̂  ), i . ̂  r= ,r.

Si l'on restreint les opérateurs à ne prendre que des valeurs réelles, on obtient
une seconde structure d'espace vectoriel sur E, par rapport au corps R des
nombres réels; on dit que c'est la structure vectorielle réelle associée à la
structure vectorielle complexe donnée. On distingue les sous-espaces vectoriels
de ces deux structures, en les appelant respectivement sous-espaces vectoriels
complexes et sous-espaces vectoriels réels de E. Un hyperplan complexe (resp.
réel) est un sous-espace vectoriel complexe (resp. réel) H de E tel que l'espace
vectoriel quot ien t R/H soit un espaces une d imens ion .

Une application linéaire d'un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F
est une fonction /, définie dans E, à valeurs dans F, et satisfaisant aux iden-
tités /(^-4-j) ==/(^)+/(y), /(X^)==À/(^); si V est un sous-espace
vectoriel de F, son image réciproque /(V) est un sous-espace vectoriel de E;
i l en est ainsi en particulier de /(O), et l'on peut écrire f=go^, où y est

—i
l 'application canonique de E sur E//(0), et g une application linéaire biuni-
^oque de E//(0) sur/(E).

Les applications l inéaires a insi définies sont encore dites applications linéaires
complexes', on définit de même les appl icat ions linéaires réelles en considérant
les structures vectorielles réelles sur E et F. ,

Une forme linéaire est une application l inéaire prenant ses valeurs dans le
corps C ; une forme l inéaire réelle est une application l inéaire réelle prenant ses
valeurs dans le corps R. Si/est une forme linéaire complexe (resp. réelle) non
ident iquement nul le , /(o) est un hyperplan complexe (resp. réel), et réci-
proquement tout hyperplan complexe (resp. réel) H est de cette forme, toutes

—i
les formes linéaires f telles que H=y(o) étant proportionnelles à l 'une
d'elles.

Ce dernier résultat se généralise de la façon suivante :

THÉORÈME 1 . — Soient u^ u^^ . . ., u,, n formes linéaires indépendantes^ et
soit V le sous-espace vectoriel formé des points x tels que UiÇx) = o pour i^i^n9,
toute forme linéaire u qui s 1 annule dans V est une combinaison linéaire de
u^ u^ . . ., u,,.

Le théorème est vrai pour n = i ; on le démontre par récurrence sur n. Par
hypothèse, le théorème étant supposé vrai pour n — i formes, il existe un
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élément a, de E tel que uj(a,)=o pour j^i, et ^(^)=i, pour chacun des
indices i\ puisque les H[ sont l inéairement indépendantes. On peut donc écrire
de proche en proche, pour tout éléments de E,

x •==. /i a j — .z-i avec u^ (^i ) == o,
puis

x^ r= }^ û^ + ̂ "2 avec «2 ( - '̂2 ) ̂  o.
7;

et ainsi de suite, d'où finalement ^=VX^-hj, où yeV; il en résulte que la
/':=:-!

forme linéaire // est déterminée par ses valeurs aux points a,\ les formes
linéaires s 'annulant sur V forment donc un espace vectoriel à n dimensions au
plus, et, comme cet espace contient les n formes indépendantes u,, il est
engendré par ces formes, ce qui établit le théorème.

3. Préliminaires topologiques ( 3 ) . — Les seuls espaces vectoriels topolo-
giques que nous considérerons (et qui sont d'ailleurs les plus importants en
pratique) sont les espaces localement convexes ( 4 ) . rappelons que, dans un
espace vectoriel E, un ensemble K est dit cowexe si le segment jo ignant deux
quelconques de ses points x, y [c'est-à-dire l 'ensemble des points p.r+ (,i — p)j,
où p parcourt l'ensemble des nombres réels tels que o ^ p ^ i ] est tout ent ier
contenu dans K ; il est dit en outre cerclé si pour tout ^eK, ^^eKquel que
soit l'angle 6; ent în il est dit équilibré si, pour tout^^O, il existe X ̂  o tel
que X^eK. Ceci posé, un espace vectoriel topologique est localement convexe
si sa topologie est séparée el s'il existe un système fondamental de voisinages
de 0 formé d'ensembles convexes, cerclés et équil ibrés.

Une fonction p à valeurs f in ies et ^o, définie dans un espace vectoriel E, est
appelée une semi-norme sur E, si^lle satisfait aux conditions

p{\œ)^ \ \\p(x), 7J'(•2;-^-J)^(^') +/^(j).

Soit (jJa) une famille de semi-normes sur E; désignons par U^a . . . ,a»,£ l 'ensemble
des xçE satisfaisant à la condition

sup 7^(^)^£;
1 ^ ; < n

Ie5 U^a,,...,a^£ forment un système fondamental de voisinages de 0 dans une
topologie d'espace localement convexe sur E, lorsqu'on donne a n, aux
indices a/ et au nombre £ ^> o toutes les valeurs possibles, à condition que, pour

(3) Pour les notions topolo^iqoes et la terminologie que nous utilisons ici; se reporter aux
Eléments de Mathém.n tique (le N. B O U R B A K I , Livre lit, Topologie générale (Actuaî. Scient, et Fnd.,
n^<So8 et 916).

{ ' t ) La première déimition des espaces localement convexes est due à J. von Neumann ( Traiïs.
Amer. Math. Soc., 37, 1930, p. i ) ; elle cont ient une condition de dénomhrabil i té superflue. Voir
aussi J. V. WEHAUSEN, Duke Mnth. J o u r / i . , i, 1988, p. 157-169.
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tout x 7^0, i l existe im indice a tel que pa(^) 7^ °- Réciproquement, la topo-
logie de tout espace localement convexe peut être définie de cette manière .

Soit E un espace localement convexe, V un sous-espace vectoriel de E; si la
topologie de E est définie par les semi-normes p^ la topologie indui te sur V est
unetopologie d'espace localement convexe, définie par les restrictions des p^ à V.

La topologie quotient de celle de E, s u r l'espace quot ien t E/V, est une topo-
logie d'espace localement convexe; si, pour toute classe x ç E/V, on pose
j0a(.r)= ïnîp^(œ\ lespa sont des semi-normes sur E/V, qui définissent la topo-

.»• ç ~r. '

logie quot ient précédente, lorsque la borne supérieure d'un nombre f i n i
quelconque de semi-normespa est encore une semi-norme de cette famille.

Si / est une forme linéaire continue dans un espace localement convexe E;,
l 'équation /(^) == o dé f in i t un hyperplan fermé; réciproquement, tout hyper-
plan fermé est de la forme /(o), où f est une forme l inéa i re continue.

Dans un espace localement convexe E, soit K un ensemble convexe ouvert,
V un sous-espace vectoriel ne rencontrant pas K; il existe un hyperplan
fermé contenant V et ne rencontrant pas K [théorème de Hahn-Banach (5)].
Parmi les mu l t i p l e s conséquences de cet important théorème, s ignalons les
suivantes :

Si V est un sous-espace vectoriel fermé dans E, et x^ un po in t ^appartenant
pas h V, il existe un hyperplan fermé contenant V , et ne contenant pas^; on
en conclut que V est l 'intersection des hyperplans fermés le contenant.

Si G est un sous-espace vectoriel quelconque de E, / une forme linéaire
continue déf inie dans le sous-espace G, il existe une forme linéaire continue/',
définie dans E, et prolongeant f. En particulier, soit x^ -=f=^ 0 un point de E,
p une semi-norme de E telle que p(^o)^o; il existe une forme linéaire
cont inue/ te l le que /(^o) =p(^o^ et |/(^) |^jo(^) quel que soit xç:E.

Dans un espace localement convexe E, un ensemble A est dit 60/71^ (relati-
vement à la topologie de E) si, pour tout voisinage U de 0, il existe un
nombre A tel que A soit contenu dans X L ; cette condition équivaut au fait que,
pour toute semi-norme y? de E, supp(.r) est un nombre fini. •

, Z - Ç A

Une semi-norme p sur un espace vectoriel E est appelée une norme si la
relation x ^= 0 entraîne p(^) ~=^ o. Uri espace localement convexe est dit
normable si sa topologie peut être définie par une seule norme\ pour qu'il en soit
ainsi, il faut et il suffit qu^il existe un voisinage borné de 0 (°); toutes les
normes qui définissent la topologie de E sont alors dites équivalentes9, pour que
deux normes p et q soient équivalentes, il faut et il suffit qu'il existe deux

(°) S. BANACH, Opéffiliolis linéaires (Wars /awa, 1932), p. 27; pour une autre démonstration de
ce théorème, voir J. DIEUDONNÉ, Revue Scientifique (Revue rosn), 1941, p. ^49--

( c ) A. KOLMOGOROFF, Studio Matheinaticn, ?), 1934; P» Ï9•
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nombres a^ b finis et ^> o, tels que

a .p ( x ) ^ ^/ (. r ) ^ ^ . // ( . /• )

quel que soit x. Lorsqu^on fixe une norme sur E, l'espace E, muni de cette
norme et de la topologie qu'elle définit, est appelé espace norme : la norme d'un
point x se note alors en général \x\.

Soit / une application linéaire d 'un espace localement convexe E dans un
espace localement convexe F. Pour que/soit continue, i l faut et i l suffît que, pour
toute semi-norme q de F, il existe une semi-norme p de E et un nombre a^o
tels que qvfixyf^a.pÇx) pour tout^ 'çE. Si y '=^ocp, où o est l'application

canonique de E surE//*(0), g* Inapplication linéaire biunivoque de E/y^O) sury(E),
associée à /, g est alors une application linéaire continue de l'espace
quotient E//(0) dans F; si g est bicontinue (autrement d i t , s'\ g' est un isomor-

—1/ \phismede E(/(0) sur/(E)J, on dit que/es t un homomorphisme de E sur/(E);
pour qu'il en soit ainsi , il faut et il suffit que l 'image par / de tout voisinage
de 0 dans E, soit un voisinage de 0 dans le sous-espace /\E) de F.

Signalons enfin que, sur un espace à n dimensions, il n^y a q^une seule
topologie d'espace localement convexe (7) , identique à celle déf inie , par

exemple, par la norme euclidienne A /^|^|2 (où les ^-sont les coordonnées

de x relatives à une base quelconque de l 'espace); en particulier, toutes les
normes sur un espace à n dimensions sont équivalentes.

CHAPITRE I.
L A D (J A L 1 T É F A ÏB L E .

4. Considérons deux espaces vectoriels Ë, E^ (qu i peuvent être éventuel-
lement munis de topologies; lorsqu'il en est ainsi, il est fait abstraction de ces
topologies dans ce paragraphe). Supposons donnée dans le produit E x E/ une
forme bilinéaire(x, .r^-^B^, x ' ) (c'est-à-dire une application de E x E/ dans
le corps G, l inéaire par rapport à chacune des variables .reE, ^eE^;
supposons en outre que cette forme satisfasse aux deux conditions suivantes :

(D;). La relation « quel que soit xç. E, B(^, x ' ) == o » entraîne x ' == o.
(Un). La relation « quel que soit x ' çE7, B(.r, x ' ^ ) = o » entraîne x == o.

Nous désignerons par B^ la forme linéaire x - > } ï ( x ^ x ' ' ) définie dans E,
par B .̂ la forme linéaire x ' ^ B(.r, x ' ) définie dans W.

( 7 ) A. TYCHONOFF, Mat li, Ann.^ 1 1 1 . i^Sô, p. 769.
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II est immédiat que les fonctions B^| sont des semi-normes sur E;
d'après (Dji), elles définissent sur E une topologie A9 espace localement connexe,
que nous appellerons {^topologie faible définie par E' sur E, et désignerons par
la notation o(E, EQ ; d'après la condition de continuité d'une forme linéaire (§3),
cette topologie est la topologie d^espace localement convexe la moins J i ne pour
laquelle toutes les formes B, soient con t inues . Si l'on prend arbitrai-
rement un nombre fini de points ^ eE^i^^^) , l 'ensemble des xçE tels
que sup B(.r, x , ' } ^i est un voisinage de 0 dans la topologie cr(E, E'); en

l < i <n

vertu de la relation B(.r, \x)==.\B(x, x'\ ces ensembles forment un système
fondamental de voisinages de 0 dans cette topologie, lorsque n et les x,
prennent toutes les valeurs possibles.

On définit de façon analogue la topologie faible ^(E', E) définie par E sur E';
en raison de la symétrie évidente que présentent ces deux topologies, nous nous
contenterons, en général, d'énoncer les propriétés de o(E. E^), celles
de (7(E', E) s'en déduisant en permutant les rôles de E et E\

5. Considérons main tenan t un espace localement convexe quelconque E, et
soit % sa topologie; soit E' l'ensemble des formes linéaires continues dans E
(pour la topologie Î^E7 est un espace vectoriel, que nous avons appelé le dual
de E (relatif à la topologie %). Si. pour touta-eE et toute forme linéaire .r'eE',
on pose B(.r, x^=x\x\ B est une forme bilinéaire qui vérifie les condi-
tions (D,) et (Du ) : pour (Di), cela résulte de la définition de la relation x'-== 0;
quant à (Du) , c'est une conséquence du théorème de Hahn-Banach (§ 3) : pour
tout .r^O, il existe une semi-norme p de E telle que p ( x ) ^ o et une forme
linéaire continue x ' telle que x\x} =p^x}, d'où la proposition. On peut donc
appliquer ce qui précède et définir sur E (resp.E') la topologie faible a(E, E')
(resp.c^E', E)); nous dirons que ces topologies faibles sont associées à la topo-
logie î^. La topologie a(E, E') est moins fine que %; on aura souvent, par la
suile, à dist inguer les propriétés de parties de E (ou d'applications de E dans
un autre espace) relatives à ces deux topologies; on fera cette distinction en
accolant le qualif icatif « faible » ou l'adverbe « faiblement » aux notions rela-
tives à a(E, E'); par exemple « ensemble faiblement fermé » signifiera
« fermé pour la topologie a-(E, E') », « forme linéaire faiblement continue »
signifiera « cont inue pour la topologie o(E, E7)»; l'absence de ces qualificatifs
signifiera qu'il s'agit de notions relatives à la topologie %.

Le dual E7 de E, muni de la topologie a{W, E), est appelé dual faible de E.
Si A est un sous-espace vectoriel partout dense dans E, toute forme linéaire
continue dans A se prolonge d'une manière unique en une forme linéaire
continue dans E, et réciproquement, toute forme l inéaire continue dans E
donne, par restriction, une forme linéaire continue dans A. 11 y a donc
isomorphie des structures A'espace vectoriel des duals de A et de E; aussi
identif ie-t-on d'ordinaire ces duals, en tant qu'espaces vectoriels (non
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topologiques); nous allons voir par contre ci-dessous (§ 6) que, s iA^E, les
topologies faibles ^(E^ E) et ^(E7, A) sont distinctes.

Appliquée à un sous-espace vectoriel quelconque A de E, cette remarque
montre que les duals de A et de son adhérence A peuvent être identifiés (en tant
qu'espaces vectoriels non topologiques\

G. Reprenons les espaces vectoriels E, E/ considérés au paragraphe 4; une
fois E muni de la topologie <j(E, E7), c'est un espace localement convexe, dont
on peut donc considérer le dual^ c'est-à-dire l 'ensemble des formes linéaires
cont inues pour la topologie cr(E, E7); nous allons voir qu^or retrouve a ins i
(à une isomorphie près) l'espace E7 lui-même; en d 'autres termes :

THÉORÈME 2. — Les seules formes linéaires continues dans E pour la topologie
a(E, E7), sont les formes B^.

En effet, soit u une forme linéaire continue dans E; d'après la condition de
continuité (§ 3), il existe des points x, en nombre fini (i ̂ i^n} tels que, pour
tout x e E

1 u(^) | ̂  sup [ B(.r, .:r;-) I .
i^i^n

II en résulte en particulier que, pour tout x annulant simultanément les n
formes linéaires B;r;, on a ^(.r)==o; d'après le théorème 1 (§ 2), il exister
scalaires A, tels que

n

H=^À;P>,,.;,

donc

ou
i,==}\,,,

y'=^x\,
;==!

ce qui établit le théorème.

COROLLAIRE. — Soit ¥ ' un sous-espace vectoriel de E\ telle que la restriction
à F7 de la forme bilinéaire B satisfasse encore à la condition (Du); si V est
distinct de E', la topologie a(E, F^ est strictement moins fine que <7(E, EQ.

Il est évident que CT(E, V) est moins fine que a(E, E^), tout voisinage de 0
pour la première de ces topologies étant un voisinage de 0 pour la seconde. Si
ces deux topologies étaient identiques, toute forme linéaire sur E, continue
pour l 'une, serait continue pour l 'autre; d'après le théorème 2, appliqué
à a(E, F7), pour tout ^eE^ il existerait donc y'€ F7 tel que B,.=B^ donc on
aurait B(.r,^—y7) =- o pour tout .r€E; mais d'après (Dj), cela entraîne y ' ==x\
donc F7 = E', contrairement à l'hypothèse,
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7. Lorsque E est un espace localement convexe (dont on désignera par % la
topologie), et E/ son dual , on obtient directement le théorème 2 sans faire le
raisonnement général ci-dessus : en effet, toute forme linéaire faiblement
continue est continue pour la topologie %, pu i sque cette dernière est plus fine
que a(E, E^); elle est donc de la forme B^,, d'après la déf ini t ion de la forme
bilinéaire B dans ce cas. Il y a donc identité entre les formes linéaires continues
(pour %) et les formes l inéa i res fa ib lement continues.

Déduisons de ce fait quelques conséquences qui nous seront uti les par
la suite :

THÉORÈME 3. — Dans un espace localement convexe^ tout sous-espace vectoriel
fermé est faiblement fermé.

D'après le théorème de Hahn-Banach (§ 3), il suffit de le démontrer pour un
—i

hyperplan fermé; un tel hyperplan est de la forme ^(o), où ;/ est une forme
—i

linéaire continue; comme u est aussi fa iblement continue, ^(o) est faiblement
fermé.

Il y a donc identité entre les sous-espaces vectoriels fermés (pour %) et les
sous-espaces vectoriels faiblement fermés.

THÉORÈME 4. — Soit A un sous-espace vectoriel d'un espace localement connexe E
(de topologie ®) ; soit E' le dual de E.

a. Le dual de A est le même^ quon munisse A de la topologie induite par %, ou
de la topologie induite par o(E, E').

b. Si A est fermée le dual de l'espace quotientE/A est le même^ qu^on munisse E/A
du quotient par A de. la topologie %, ou du quotient par A de la topologie a(E, E^.

La première partie résulte de ce q u e toute forme continue sur A (pour l 'une
des topologies qu'on considère) est, d'après le théorème de Habn-Banach (§3),
la restriction d 'une forme linéaire dét inie dans E, et c o n t i n u e pour la topologie
correspondante. De même, si ç désigne l ' app l ica t ion canonique de E sur E/A,
pour qu'une forme linéaire u sur E/A soit con t inue (pour l 'une des topologies
quotients considérées), il faut et il suffit que uo"f soit con t inue dans E pour la
topologie correspondante; d'où la seconde partie du théorème.

8. Revenons au cas général considéré au paragraphe 4. Nous dirons qu 'un
élément x ç. E et un élément x ' G, E^ sont orthogonaux si B(rr, x ' } = o.

Soit M une partie quelconque de E; nous désignerons par M* l 'ensemble des
x ' € E/ qui sont orthogonaux à tous les x € M; si l'on remarque que l'ensemble
des x ' € E^ orthogonaux à un élément x G E est Yhyperplan fermé défini par
l'équation B^(o?')==o, on voit que M* est un sous-espace vectoriel fermé, inter-
section de ces hyperplans, lorsque x parcourt M. On dira que M* est le sous-

Ann. Éc, Norm.^ (3), LIX. — FASC. 2. l5
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espace vectoriel orthogonal à M. Il est clair que, si M et N sont deux parties de E
telles que M C N , on aN* C M\

Pour toute part ie W de E^, on définit de même le sous-espace vectoriel M'*
orthogonal à M', comme l'ensemble des x ç E orthogonaux à tous les x ' e IVF;
c'est un sous-espace vectoriel fermé dans E.

THÉORÈME 5. — Pour toute partie M de E, ^ensemble (M*y==AP* est le sous-
espace vectoriel fermé engendré par M; on a M* ===. M***.

En effet, soit V i e sous-espace vectoriel fermé engendré par M; comme M** est
un sous-espace vectoriel fermé contenant M, on a V c M^. D'autre part, soit^o
un point n'appartenant pas à V; d'après le théorème de Hahn-Banach (§3), il
existe un hvperplan fermé contenant V et ne contenant pas x^ ; d'après le
théorème '2, il existe donc x'^ € E^ orthogonal à tous les éléments de V(e t en
particulier à tous les éléments de M) mais non à x^, ce qui prouve que x^
n'appartient pas à M*\ et achève la démons t ra t ion .

9. Soit A un sous-espace vectoriel de E; nous allons étudier la topologie
induite sur A par CT(E, E7), et le dual A/ de l'espace localement convexe obtenu
en munissan t A de cette topologie indui te .

THÉORÈME 6. — La topologie o(A, A^) est identique à la topologie induite sur A
pwo(E,E').

En effet, d'après le théorème de Hahn-Banach (§ 3), toute forme linéaire
continue sur A ("muni de la topologie induite par cr(E, E^)) est la restriction à A
d'une forme linéaire continue dans E; le théorème résulte alors du théorème "2
et de la déf ini t ion des voisinages de 0 pour la topologie a(A, A7).

Examinons main tenant la structure de A\ Tout d'abord, en tant qu'espace
vectoriel nontopologique, A^ estisomorphe à l'espace quotient}^',/A\ En effet, si u'
est une forme l inéa i re cont inue dans A, il existe x ' ç W tel que /// soit la res-
triction à A de la forme linéaire B^; en outre, si x ' ety^ sont deux points de E'
ayant cette propriété, on a B(.r, .r'):^^^, y ' ) pour tout x e A, aut rement
dit, ^^— x est orthogonal à A. Réciproquement , si a/ est une classe (module A.*)
dans E7, et x ' ' , yf deux points quelconques appartenant a x\ les restrictions à A
des formes linéaires B^ et îîy, sont identiques.

On a vu (§ 5) que A^ peut être identifié au dual de V adhérence A de A.

THÉORÈME 7. — L'espace vectoriel A' muni de la topologie ^(A7, A), est isomorphe
à l'espace quotient E^A*, muni de la topologie quotient par A* de ^(E', E).

D'après la définition de la topologie quotient d 'une topologie d'espace locale-
ment convexe (§ 3), on obtiendra, de la façon suivante, un système fondamental
de voisinages de 0 dans E7A*: on choisit arbitrairement un nombre quelconque n
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de points x, Çï^i^n) de E, et on considère l 'ensemble W(vCo . . ., x,,) des
classes a?' (mod A*) telles que, pour un x ' appartenant à la classer, on ait

sup [B(.r, ,^)|^i. Nous allons d'abord prouver qu'on obtient un système
\ < i ^ ' t /

fondamental de voisinages en ne considérant que les W(^, . . . ,^) pour
lesquels tous les x, appartiennent à A; tout revient à montrer qu'un ensemble
W(.z"i, . . ., x^ quelconque contient un W(y<, . . ., y?), où les y^ appart iennent
à À. Soit G le sous-espace vectoriel (à n dimensions au plus) engendré par
les X[\ G est somme directe de G n A et d'un sous-espace H. Soityi, . . . ̂ y ? une
base de G n A , ^ , , . . ., Zc, une base de H, et soit

' i 1 <f
,r/=^/.,/r/+^^^

on peut tou jours supposer que les y, ont été choisis de sorte que
ry ^ • / • i ^ ï (T^ '^) -

Supposons alors que l'on ait j B(jy, .r') 1^1 pour i^/^jp; pour chaque valeur
de l ' indice k{i^k^q\ il existe, d'après le théorème de Hahn-Banach, un
élément ^ de F/ orthogonal à À et aux zi, d ' indice h -^ k, et tel que
B(^/,, ^) = B(^, x'Y, si l'on pose -•^:,.-
z ' est orthogonal à A, et Pon a

H ( .̂ ., z' ) = B ( Zk, ^ ), pou r i ^ A ̂  ;

on en conclut, d'après le choix des jy, que | Q(xi, x ' — z ' ) |^i pour i^^^, et
comme x ' — z ' appartient à la même classe (mod A*) que x ' , la proposition est
démontrée.

Cela étant, si les x, appar t iennent à A, la valeur de B(.r,, x ' ) est la même pour
tous les points x ' d'une même classe (mod A* ), et elle est égale à u'{x^, où u'
est la forme l inéaire continue dans A qui correspond à cette classe d'équivalence ;
d'où risomorphisme annoncé, en vertu de la d é f i n i t i o n des voisinages de 0 pour
la topologie ^(A', A).

Il résulte du corollaire du théorème 2 que, si A n est pas fermée le dual A/

de A, muni de la topologie ^(A^ A), n est pas isomorphe à l'espace quotient E^A*.

THÉORÈME 8. — Si A est un sous-espace vectoriel fermé de E, le dual faible Y '
de l'espace quotient F= ïîlAest isomorphe au sous-espace A* de E^ et la topologie
a(F, P) est identique au quotient par A de la topologie a(E, E^).

Posons B== A*; le dual B' du sous-espace B de E ' , muni de la topologie
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a(W, B), est isomorphe à l'espace quotient lî/B\ d'après le théorème 7 appliqué
à E7 et B, et en remarquant que B est fermé; comme B*=A**= A, puisque A
est fermé (th. 5), W est isomorphe à F= E/A ; donc (th. 2 e t6 ) ledua l faible P
de F est isomorphe à B, et la topologie quotient de o-(E, E^ par A est ident ique
à a(F, F^).

10. Considérons m a i n t e n a n t deux couples d'espaces vectoriels, E, E' et F, F^;
supposons données u n e forme b i l i néa i r e B déf inie d ans ExE ' , et une forme
b i l i néa i r e G dé f in ie dans Fx F7, ces deux formes satisfaisant aux axiomes (Dj)
et (Dn). Munissons E et E' des (opologies cr(E, E^ et ^(E^ E), F et F' des topo-
logies CT(F, F7) et ^(F7, F), et considérons une appl ica t ion linéaires de E dans F;
conformément aux convent ions du paragraphe 5, uous dirons que u est faible-
ment continue si elle est con t inue pour les topologies G-(E, E^ et a(F, F').

THÉORÈMR 9. — Pour que u soit faiblement continue^ il faut et il suffit que^
pour tout y ! € F', l application x-> C ( uÇx\ y 1 ) soit une forme linéaire continue

dans E.

La condi t ion est évidemment nécessaire. Réciproquement, supposons-la
vérifiée, et considérons un vois inage quelconque de 0 dans F, défini par la
condition sup J C ( y , y ^ ) [ ^ i ; son image réciproque par u est l 'ensemble défini

i< i <n '

p a r l a relat ion sup c(?/(*r),y^) ^i ; l'hypothèse, et le théorème 2, entraînent
i ^ i ^ n ' '

que cet ensemble est un voisinage de 0 dans E, d'où le théorème.

COROLLAIRE. — Pour que u soit faiblement continue^ il faut et il suffit que^
—i

pour tout hyperplan fermé H de F, // (H) soit fermé dans E.

En effet, supposons cette condi t ion remplie, et soit y un point quelconque
— i

de F', H l 'hyperplan fermé de F défini par l 'équation C( r ,y )==o; ? / ( H ) est
défini par Féqualion c(^(.r), j ^==o; s'il est fermé, la forme linéaire

x--> C(uÇx\ y^) est cont inue , et le théorème 9 s 'applique.
Si u est fa ib lement cont inue, il résulte des théorèmes 2 et 9 qu'à tout y ' ç. F7

correspond un x ' e E/ et un seul tel que C(^(.r), y ' ) = B(.r, a/); la donnée
de l ' appl ica t ion l inéaire // de E dans F déf in i t donc une application d e ' ¥ r dansE'',
que nous désignerons par u ' , et appel le rons la transposée de u; il est immédiat
que u' est une application linéaire9, elle satisfait à l 'identité fondamentale

(i) B(^^(y))=c(^),y).

Inversement, cette identité caractérise u! de la manière suivante : si v est une
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application de Pdans Estelle que l'on a i t identiqllementB(.K l,^(/))=c(^(^),y),
on tire de cette relation et de (i) que \\{x, ^\/)— u ' ( y ' ) \ ==o quels que
soient x et y, d'où, d'après (D[), c(y) — u ' Ç y ' ) = o quel que soity, c'est-
à-dire y = u ' .

THÉORÈME 10. — La transposée u' d'une application linéaire continue u de E
dans F, est une application continue de V dans E7.

En effet, d'après ( i ), l 'application y ' ->1à{x, u\y ) ) est une forme l inéa i re
continue dans P, et le théorème résulte du théorème 9.

On peut donc définir la transposée de l 'appl icat ion linéaire con t inue //; cette
transposée n'est autre que u ( e n d'autres termes, la relation entre u et u' est
symétrique). En effet, si v est la transposée de u'', on a, d'après ( i ) , l 'iden-
tité ̂ u{x\ y)==C(^(^), y), d'où, en vertu de (D^), u{x)=v{x} quel que
soit xçE, c'est-à-dire u = v.

11. L' ident i té fondamentale ( i ) entraine une série de conséquences, par où
se re l ient é t r o i t e m e n t les propriétés d 'une application l inéaire u et de sa t rans-
posée u ' .

THÉORÈME 11. — On a

(^(E)y==^(0), (^(0))^^~E^.

En effet, siyeP est orthogonal à u{K)C F, on a, d'après ( i),

B(^, u' ( y ' )")==: o quel que soit .^çE, /

donc, d'après (Di), u\y)=0, et réc iproquement ; on a donc ( ^(E))*== ^(0),

(—!/ \ * ______

et la re la t ion u\0)) == u{E) en résulte, on tenant compte du théorème 5.

COROLLAIRE. — Pour que u soit une application biuni^oque de E dans F, il faut
et il suffit que u\F'') soit partout dense dans W.

En effet, la condition pour que u soit b i u n i v o q u e est que //(O) se réduise à 0;
cette condition équivaut à ^u{0)} = K ' ; mais le théorème 11, appl iqué en

intervertissant les rôles de u et u'\ prouve que ( ^(0))*== u'\V'\ d'où le
corollaire.

1'2. Cherchons maintenant les propriétés de la transposée u' qm équivalent à
l'existence d'une solution (au moins) de Y équation linéaire u(x)=y^ oùjo est
un élément donné de F. Cela signifie que l'on a y^uÇE); si l'on pose G^ u'(0),
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il résulte du théorème 11 queyo doit être orthogonal à G\ Inversement, suppo-
sons cette cond i t i on rempl ie ; alors la forme linéaire C(jo,y) a la même valeur
pour deux points appar tenant à la même classe (mod. G^); mais ces classes ne

—i
sont autres que les ensembles u'{x'\ où x ' parcourt u ' ( V ' ' ) \ si l'on désigne
par H^(^) la valeur commune de C(yo, y ' } pour tous les points y ' d 'une même

—i.
classe u'(x'\ l 'application x ' -> H, (^/) est une forme linéaire définie dans?/(F7).

THÉORÈME 12 ^ ' ) . — Pour que l'équation u{a;)=yQ admette une solution

au moins, il faut et il suffit que y^ soit orthogonal à u'{0\ et que la forme
linéaire H ,̂ définie dans u^ÇF'}, soit continue dans ce sous-espace.

La condition est nécessaire : en eiïet, sijo:==^(^), on a, pour tout y ' ç : u ' ( x ' ' } ,
d'après ( i) ,

n,o(^) = ̂ Lro. y " ) == cÇu(^), y) = B(^o, ^(Y)) == B(^o, ̂

donc H^est la restriction à^F7) de la forme linéaire continue B^. La condition
est suffisante; en effet, si elle est vérifiée, il existe, d'apres le théorème 2 et le
théorème de Hahn-Banach, un x^çE tel que H,, soit la restriction à ?/(P) de la
forme linéaire B7^; donc, pour tout y € F7, on a, d'après ( i ) ,

(:(jo, y ' ) = H^(y)) == B(^ ^(V)) =CÇu(^ y),

d'où, en vertu de (Du),yy== ^(.t'o).

THÉORÈME 13. — Si ^(E) (?^ fermé dans V^pour que V équation uÇat')=y^

admette au moins une solution, il faut et il su/fit que yo soit orthogonal à u'(0\

C'est une conséquence immédiate du théorème 11, puisqu'alors ̂ (E)=^(E).
On peut ajouter que la condition «jo orthogonal à ?/(0) » n'est une condi t ion
suffisante pour l'existence des solutions de y^=uÇx) que si uÇE) est ferme-,

—i
comme ?/(0) est fermé, cette condit ion est en efïet, d'après le théorème 5,
équivalente à yo € ̂ (E).

13. Nous allons maintenant obtenir la propriété de u' qui équivaut à la
propriété, pour ^(E), d'être fermé dans F (propriété qui vient d'intervenir
dans le théorème 13).

THÉORÈME 14. — Pour que u(E) soit fermé dans F, il faut et il suffît que u' soit
un homomorphisme de F7 sur u' (ï1).

—i
Posons G^^O); l'application u' s ' é c r i t u = = g ' o ^ , où 9 est l 'application

canonique de F' sur l'espace quotientF'/G^et g une application continue et biuni-
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voq'ie^V / G ' s u r ^ ( F ' ) (§ 3). Cherchons à quelle condition g est bicontinue : il
faut et il suffit pour cela que tout voisinage de 0 dans F'/G7 soit l'image réciproque
par ^d 'un voisinage de 0 dans ^(F7).

Or, soit V un voisinage de 0 dans u\V'\ défini en prenant un nombre
fini de points ^€E, et en cons idéran t l 'ensemble des œ ' ç u ^ V ' ) tels
que sup j B(^,^\l^i; comme x'=g{~y'\ avec y7^ F^/G^ l ' image réciproque

i ̂  ̂  /<•
par ^- de V7 est fensemble des classes y telles que sup B(a^, ^(y)) |^i ;

1 < <• <\n v / 1 ~ '

d'après l ' identité ( i ), et la définit ion de g, on a

R(.r/, ̂ •(r7)):^^,. ̂ (y))=c(^,),y),

pour tout y ' appar tenant à la classe y ' . Or, si l'on pose K' == F^G7, on a vu
(théorème 8) que le dual K de K/ est isomorphe (en tant qu'espace vectoriel
non topologique) à G'*= / / (E) ; ce qui précède prouve que l ' image réciproque,
par^-, de la topologie de /^(F') est la topologie ^(K', K , ) , où Ki est la par t ie
de K qui correspond à la part ie u(E} de u{E} dans Pisomorphie précédente .
D'autre part, la topologie de l'espace quot ient V ' I ' G ' est identique à ^(K7, K); pour
qu'elle soit identique à a(K\ K,\ il faut et il suffit que K . = K , (corollaire
du théorème 2), donc que / / (E )==^(E \ ce qui achève la démonstration.

COROLLAIRE. — Pour que u soit une application de E sur F, il faut et il suffit
que u' soit un isomorphisme de F/ sur u''(F^.

En effet, si ^ (E)=F, il résulte du corollaire du théorème 11 (appliqué en
intervertissant les rôles de u et ^ /), que u' est une application biunivoque de V
sur // '(F7); comme uÇE) est en outre fermé, // est un homomorphisme de Tf

sur /^(F^), donc un isomorphisme de F7 sur u ' ( V ' \ Réciproquement, si u' est un
isomorphisme de F7 sur u''(F7), ^(E) est fe rmé d'après le théorème 14, et
partout dense dans F d'après le corollaire du théorème 11; donc ^(E)== F.

14. Le critère de résolubilité a lgébrique d'une é q u a t i o n l inéa i re fÇaï}=y^,
rappelé dans l ' Introduction (§ 1), se déduit facilement du théorème 13; il suffit
en effet de prendre pour E7 et F' les duals algébriques de E et F respectivement;
alors toute forme l inéaire su r E (resp. F) est cont inue, donc (§ 3) tout sous-
espace vectoriel de E (resp. F) est fermé, et le théorème 13 est par suite
applicable.

1^. Considérons m a i n t e n a n t deux espaces localement com'exes E et F, dont
nous désignerons les topologies respectives par % et 11; soient E7 et V les duals
respectifs de E et F, re la t i f s à ces topologies (§ 5). Pour appl iquer les résultats
qui précèdent à une appl icat ion l inéaire u de E dans F, il s'agira de savoir
passer des propriétés de u relatives aux topologies % et IL, aux propriétés de u
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relatives aux topologies faibles (T(E, E') et <J(F, F^, puisque ce sont ces
dernières qui interviennent dans ce qui précède. Nous obtiendrons au Chapitre II
des résultats très précis dans cette direction, lorsque ^ et IL sont des topologies
d'espace norm,é. Dans le cas général, nous démontrerons seulement le théorème
suivant :

THÉORÈME 15. — Si u est continue pour les topologies ï> et IL, u est faiblement
continue : si u est un homomorphisme de E dans T pour les towlogies % et IL, u est
un homomonohisme faible de E dans F.

La première partie résulte du théorème 9 : pourtouty^F^ y(y)=C(r,y)
est continue dans F, muni de la topologie ^IL; donc C { u { x ^ , y ' } est continue
dans E, muni de la topologie ^, et par suite (§ 7) est une forme l inéaire faible-
ment cont inue ; d'après le théorème 9, u est fa iblement continue.

Pour démontrer la seconde partie, considérons d'abord le cas où u est un
isomorphisme de E sur le sons-espace G==^(E) de F; les duals faibles E^ de E
(muni de^etG^e G (muni de la topologie induite par ^L) sont donc isomorphes.
et u est u n isomorphisme de la topologie cr(E. E7) sur o(G, G^; mais, d'après le
théorème 4 et le théorème 6, G7(G, (7) est la topologie indu i t e sur G par a(F, F7),
d'où la proposition dans ce cas.

En second lieu, considérons le cas où u est ['application canonique de E sur
un espace quot ient F = F/A de E par un sous-espace vectoriel fermé A; IL est
donc la topologie quotient de ^ par A. Il suffit de prouver que, si îlf est le dual
de F, la topologie quot ien t par A de cr(E, E^) est ident ique à a(F, F^; or (th. 4)
F^ est encore le dual de F, quand on munit F de la topologie quotient par
A de CT(E, E^); la proposition résulte alors du théorème <S.

Pour é tabl i r ent in la seconde partie du théorème dans le cas général, il suffit
d'observer que ce cas se ramène par définit ion aux deux cas particuliers qui
viennent d'être envisagés (§ 3).

CHAPITRE II.

LA DUALITÉ DANS LES ESPACES M ) K M E S ( s ) .

16. Soit E un espace norme (§ 3); son dual E est, par définition (§ ô),
l'ensemble des fopmes linéaires continues dans E; comme le corps des nombres

(8) Comme nous l'avons déjà signalé (Introduction, § 1), à l'exception du théorème 20, aucun des
résultats de ce Chapitre ne doit être considéré comme nouveau; les principaux sont dus à M. Banacli
(loc. cit.) et à M. Hausdorff [Zur Théorie der linearen P^n'une ( J . de C relie. 107; 1932, p. 294-
3i i )J . Ce sont d/ailleurs ces résultats qu i nous ont servi de guides dans la théorie générale exposée
au Chapitre I; en particulier, la form.e des principaux théorèmes que nous avons obtenus sur les
topologies faibles est calquée sur les théorèmes analogues de M. HausdorIT pour les topologies
d^espace norme (bien que le principe de leur démonstrotion soit tout à fait différent).
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complexes est un espace norme particulier, le dual de E apparaît comme un
cas particulier de V espace vectoriel des applications linéaires continues de l'espace
norme E dans un espace norme F; nous désignerons cet espace par £(E, F) et
commencerons par en rappeler certaines propriétés qui nous serviront dans
toute la suite de ce Chapitre.

On sait (§ 3) que, pour qu'une application linéaire u de E dans F soit
continue, il faut et il suffit qu'i l existe un nombre a^o tel que \\u(x)\\<a. [|.r|]
pour tout xçE; le plus petit nombre a pour lequel cette identité a lieu se
note 11^1; c'est une norme dans l'espace vectoriel -X?(E, F); quand on
considère ^(E, F) comme un espace norme, c'est toujours de cette norme qu'il
s'agit. Muni de cette structure d'espace norme, ^(E, F) est complet si F est un
espace norme complet (9). Si A est un sous-espace vectoriel partout dense
dans E, toute application linéaire continue u de A dans F se prolonge d'une
manière unique en u n e application linéaire continue u de E dans F; en outre,
la norme de u est égale à celle de u\ au t rement dit, les espaces normes £{K, F)
etX?(E, F) sont isomorphes, ce qui permet de les identifiera en particulier, on
peut identifier les espaces normes £{E, F) et £(E, F) où Ê est le complétée E.

Lorsque E est complet, on peut caractériser les ensembles bornés (§ 3) dans
l'espace norme J?(E, F) grâce au théorème fondamental suivant, de MM. Banach
et Steinhaus(1 0) :

THÉORÈME 16. — SiE est complet, pour qu'une partie A de l'espace norme J ^ ( E , F)
soit bornée, il faut et il suffit que, pour tout xç. E,

sup I u (œ) 1 <^ -4- oo.
uç \

17. L'application des définitions précédentes au cas où F est le corps des
nombres complexes conduit à définir, pour toute forme linéaire continue x ' sur
l'espace norme E, sa norme \x'^, égale par définition à sup \x'(x)\, d'où
l'inégalité

(2) B(^^)|==|^) îMl.Mj

valable quels que soient xçE, x'çE1'. Muni de la structure d'espace norme
définie par cette norme, E' est appelé le dual fort de E; c'est un espace norme
complet. Si A est un sous-espace vectoriel partout dense dans l'espace norme E,

( 9 ) F. HAUSDORFF, loc. cit., p. 299.
(1 0) S. BANACH et H. STEINHAUS, Fund. Math., 9, 1927, p. 57; cf. aussi F. HAUSDORFF, loc. cit.,

p. 3o5, où Pon trouvera des indications bibliographiques sur des cas particuliers de ce théorème,
démontrés antérieurement par 0. Toeplitz e€ E. Helly.

Ann. Éc. Norm.^ (3), LIX. — FASC. 2. l6
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les duals forts de A et deE sont isomorphes [on notera dès à présent la différence
avec ce qui se passe pour les duals faibles de A et de E (§§ 5 et 6)].

D'après le théorème de Hahn-Banach (§ 3) et la définition de la norme d 'une
forme linéaire, on a la proposition suivante (^) : si G est un sous-espace
vectoriel d'un espace norme E, et/une forme linéaire continue définie dans G,
il existe une forme linéaire /, définie et continue dans E, prolongeant /, et
telle que la norme de f soit égale à celle de f.

On déduit de ce résultat la structure des duals forts d'un sous-espace
vectoriel et d'un espace quotient d'un espace norme :

THÉORÈME 17. — Soit G un sous-espace vectoriel d'un espace norme V., G* le
sous-espace du dual E/ orthogonale 8) à G.

a. Le dual fort du sous-espace norme G est isomorphe à V espace quotient E'/G^
du dual fort E' de E.

b. Si G est fermée le dual fort de V espace quotient E/G est isomorphe au sous-
espace norme G* du dual fort E' de E.

a. On sait (§ 9) que le dual G/ de G est isomorphe à E'/G* en tant qu'espace
vectoriel non topologique; dans cette isomorphie, à une forme linéaire
continue /€G' correspond dans E'/G* la classe (mod G*) des formes linéaires
continues dans E et prolongeant/; pour toute forme x ' de cette classe, on a
évidemment l ^ l^B/ l» et, d'autre part, on a vu ci-dessus qu'i l existe une
forme / de cette classe telle que ||/[|=|j/[|; on peut donc écrire |[/| == in f j l^ l j ,
la borne inférieure étant prise dans la classe (mod G*) qui correspond à /;
cette borne inférieure étant précisément (§ 3) la norme de cette classe dans
E7G*, l'isomorphie entre G' et E^G* conserve les normes^ d'où la première partie
du théorème.

6. Posons F=E/G; on sait (th. 8) que le dual F/ est isomorphe à G*, en
tant qu'espace vectoriel non topologique. A une forme linéaire uç.V corres-
pond dans cette isomorphie une forme linéaire x ' e G ^ telle que, pour toute
classe ~xç. F, et tout élément x de cette classe, on ait uCx}^x'(x). D'après (2),
on a

! ^(-^') | ̂ j ^ I •|| x II ^^l q^ solt •r^

d'où, en prenant la borne inférieure du second membre lorsque x parcourt ~x,
\ u^x) l^ l l^ lMI^II î d'après la définition de la norme dans F(§ 3); d'après la défi-
nition de la norme de u, on a donc l ^ J ^ J I ^ ' H . D'autre part, ||^|| est la borne
supérieure de \^(x)\ lorsque x parcourt l'ensemble des points tels que

(11) S. BANACH, Opérations linéaires (Wars/awa, i93i), p. 55-56.
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inf||.r-(-y|^i ; comme cet ensemble contient la sphère ix\\ == i, on a J ^ l ^ l ^ j ,
y ç G
ce qui prouve l'égalité \\u\\ ===. ||.p'|, et achève la démonstration.

18. Si E est un espace norme, le dual fort W du dual fort Ë/ de E est un
espace norme complet, que nous appellerons le bidual de E. On peut définir un
isomorphisme (que nous appellerons isomorphisme canonique) de l'espace
norme E sur un sous-espace norme Ê de W ; en effet, pour tout .r€:E, l'appli-
cation x ' - > x ' Ç x ' ) est une forme linéaire définie dans E', et continue en vertu
de (2), donc appart ient à E"; désignons-la par x\ on voit a isément , d'après la
défini t ion de la norme d 'une forme linéaire, et le théorème de Hahn-Banach,
que \x\ = |[ x\ ( 1 1 J ) . L'application x -> x est donc bien un isomorphisme de la
structure d'espace norme de E sur celle du sous-espace Ê de E" formé
des x. Lorsque E == E", on dit que E est un espace réflexif; si E a un nombre
fini de dimensions, il est réflexif, car É et W ont alors le même nombre de
dimensions que E. Nous obtiendrons plus loin la condit ion pour qu^un espace
norme soit réflexif (§ 24); notons dès main tenant qu\in espace réflexif est
nécessairement complet .

19. Considérons un espace norme E. Nous allons maintenant étudier les
rapports entre les topologies faibles a(E, W) et ^(E7, E), et les topologies
d'espace norme de E et E^ ces dernières seront appelées dans ce qui suit topo-
logies fortes (elles sont plus fines que les topologies faibles); on accolera le
qualificatif « fort >> ou l'adverbe « fortement » aux notions relatives à ces
topologies.

Il faut remarquer tout de suite que, sauf lorsque E est réflexif, les rapports
entre a(E, E') et la topologie forte sur E ne sont nu l l emen t les mêmes que
ceux de aÇW, E) et de la topologie forte sur E' ; cela t ient au fait que, lorsque E
n'est pas réflexif, ^(E7, E) n'est pas la topologie faible associée à la topologie
forte de E/ (au sens du paragraphe 5), en vertu du corollaire du théorème 2;
sauf ment ion expresse du contraire, quand nous parlerons de la topologie
faible de E\ il s'agira toujours de ^(E7, E), et non de la topologie ^(E', E")
associée à la topologie forte de E'.

THÉORÈME 18. — Tout ensemble faiblement borné dans E est fortement borné,
et réciproquement ( ' 3 ).

Par définition (§ 3), pour qu'une partie A de E soit faiblement bornée, il

(12) S. BANACH, loc. cit., p. 189-190.
(13) Sous cette forme générale, le théorème est démontré par N. Danford [Trans. Amer. Mat/i.

.Soc., 44, 1988, p. 3o8 (théorème 2)] ainsi que le théorème 21 {ibid., th. 3); mais le cas particulier
du théorème 18 où Pensemble considéré est dénombrable, se trouve déjà dans S. Banach (loc. cit..
p. 80, th. 6).

i6.
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faut et il suffit que, pour tout ^@E^ sup x ' ^ x ) \ soit finie. Soit À l'image
.r ç A

(le A par l 'application canonique x -> x de E dans le bidual E"; on a donc
sup '~x(x') <;-+- oc.
ï ç A

Or, le théorème 16 appliqué à l'espace complet E7 et au cas où V est le corps des
nombres complexes, prouve que À est borné dans W\ donc A ^{fortement
borné da.ns E, ce qu i prouve la première partie du théorème. La réciproque
découle immédia t emen t de (2 ) .

20. Du théorème 18 nous allons déduire une nouvelle caractéri?ation des
espaces norrnables (cf. § 3).

TIIKOHÈMI^ 19. — Soient p et q deux nonnes sur un espace vectorielle; pour que
la topologie V>p définie par p soit plus fine que la topologie ^ définie par y, il
faut et il suffit que toute forme linéaire continue pour la topologie î^/ soit
continue pour la topologie ̂ ,.

La condi t ion est évidemment nécessaire, Kéciproquement , supposons-la
vérifiée, et considérons le voisinage V de 0 pour la topologie ^p, formé des
xçE tels quep(.T)^i ; toute forme linéaire x ' continue pour %^ étant continue
pour ^,on a

sup x ' {x) \ <+ oo ;
•'• ç V

donc V est faiblement borné pour la topologie 'S^, et par suite aussi fortement
borné d'après le théorème 18; mais cela signifie que tout voisinage de 0 pour la
topologie ^q contient un voisinage de 0 pour la topologie ©/,, donc que ^ est
plus fine que ̂ .

COROLLAIRE. —- Si le dual de E est le même pour les topologies V>p et %^ ces deux
topologies sont identiques.

THÉORÈME 20. — Pour quun espace localement convexe E soit normable^ il faut
et il suffit quil existe un voisinage de 0 faiblement borné dans E ( 1 4 ).

La condi t ion est évidemment nécessaire. Réciproquement, supposons-la
vérifiée, et soit V un voisinage de 0 faiblement borné; on peut supposer que V
est l 'ensemble des xçE tels quep(.c)^i , oùp est une des semi-normes définis-
sant la topologie de E (§ 3). Montrons d'abord que? est une norme : en effet, si

(u) Cf. J. V. WEUAUSEN, loc. cit., théorème 10, p. i63 : M. Wehansen démontre, sous Phypothèsc
superflue qu'il y a un système fondnmental de voisinages faiblement bornés; que toute semi-norme
correspondant à un de ces voisinages est une norme; il en conclut seulement que le dual de E est
identique au dual de chacun des espaces normes qu^on obtient en munissant E de ces normes, mais
n'aperçoit pas que la topologie de E est une topologie d^espace norme.
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l'on avait p ( ^ ^ ) == o pour ^^O, il existerait une semi-norme q telle que
^(^0)7^0; d'après le théorème de Hahn-Banach (§ 3), il existerait une forme
linéaire / continue dans K et telle que /(^) = q(x^) ̂  o. Comme, pour tout
X^>o , X^eV, on aurait supj/(.r ') | =+ oo, contrai rement à l'hypothèse.

. f Ç V

On peut alors supposer que la topologie ^ de E est définie par un système de
semi-normes qui sont toutes ^p (si cette cond i t ion n ' é t a i t pas remplie, on
aurait un système équiva len t en prenant les enveloppes supérieures de p et des
semi-normes données) ; un tel système est donc composé de normes. Soit q
l 'une d'elles, ,̂ et ^ les topologies d'espace norme définies respectivement
par q et p . Par hypothèse, ^ est plus fine que ^; d^autre part, ^ est moins
fine que la topologie ^; donc toute forme l inéaire con t inue pour ̂  est continue
pour»^; d'après l'hypothèse, V est donc faiblement borne pour î^ et par su i te
fortement borne pour cel le topologie (th. LS); mais le ra isonnement du
théorème 19 prouve que cette propriété en t ra ine que ^ est moins fine que
®^, et par suite l u i est identique. Cela s'applique à toutes les semi-normes défi-
nissant la topologie S; toutes ces semi-normes étant des normes équivalentes
à p , î? est identique à î^,, d'où le théorème.

21. Passons aux relations en t re la topologie forte sur le dual VJ et la topo-
logie faible ^(E^ E). On notera tout d'abord que, dans E\ il existera des sous-
espaces vectoriels fortement fermés, mais non faiblement fermés, sauf si E est
réf lexi f : en effet, si E n'est pas réflexif, il existe des formes linéaires sur E7

qui sont fortement con t inues , mais non fa ib lemen t cont inues ; et réciproque-
ment, l 'existence de telles formes linéaires entraine que E n'est pas réflexif.
Il n'y a donc pas ici d'analogue du théorème 3.

Le théorème correspondant au théorème 18 est le suivant :

THÉORÈME 21 ^ 1 3 ) . — Tout ensemble fortement borné dans E7 est faiblement
borné; si E est complet tout ensemble faiblement borné dans W est fortement
borné.

La première partie résulte i m m é d i a t e m e n t de l ' inégalité (2); la seconde est
un cas particulier du théorème 16, a p p l i q u é au cas où l'espace F est le corps
des nombres complexes.

La seconde partie du théorème 21 est en dé fau t lorsque E n'est pas complet.
Par exemple, soit E le sous-espace de l'espace (c) des suites (!;„) tendant vers
une l imi te , formé des su i tes n 'ayant q u ^ u n nombre fini de termes non nuls ; on
voit sans pe ine que le dua l W de E est l'espace (1} des suites (a,,) telles que

^j |a,,J<+oc, et que, si^=(^\ ^^(a^), B(^, ̂ ) ==^ a ,̂ et |̂ [| ==^ a^ .
^=1 ' «==l n^l

L'espace E n'est pas complet; considérons dans E/ la suite des points (^^), où
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.r^=(a,^),avec a^,,== ^ — —-^, on voitque||;yj| est la somme des m premiers
termes de la série harmonique, donc la suite (^) n'est pas fortement bornée ;
mais comme oc^ tend vers une l imi te f in ie lorsque, n restant fixe, m augmente
indéf in iment , la suite (^) est faiblement bornée.

'2-2. Les théorèmes 2*2 à 24 qui su iven t sont fondamentaux dans la théorie
des espaces normes et ses applications à l'Analyse fonc t ionne l l e ; sous la forme
que nous leur donnons ici , ils sont d u s à M. N. Bourbaki ( 1 ) ) ; mais un
théorème équivalent au théorème 23 avait déjà été établi par M. Banach (n )), et
ce dernier avait aussi démontré les théorèmes 22 et 24 dans le cas particulier
où l'espace norme E est « séparable » (c'est-à-dire qu' i l existe un ensemble
dénombrable partout dense dans E) ( 1 7 ) .

THÉORÈME 22. — Dans le dual E/ d'un espace norme E, la boule fermée S,
formée des x ' tels que ( x ' |[ ̂  i, est faiblement compacte.

Remarquons que, d'après la définit ion de la topologie faible ^(Ë^ E), E ,
muni de cette topologie, peut être considéré comme un sous-espace de l'espace
G12 de toutes les fonctions complexes définies dans E, muni de la topologie
produit \1 8) de celles de ses espaces facteurs (identiques au corps C des
nombres complexes ) ; dire qu'une partie A de E' est faiblement bornée signifie
que ses projections sur les espaces facteurs de C^ sont des ensembles bornés
dans G; d'après le théorème de Tychonoff(19), A est donc relativement compacte
dans l'espace G12. D'après le théorème 21, ce raisonnement s'applique en parti-
culier à la boule S; le théorème sera établi si l'on prouve que S est fermée
dans C^ Or, soi t /un point de G12 adhérent à S; quels que soient^, y dans E,
pour tout £ > o, il existe par hypothèse un x ' e S tel que

\f{œ}-.x'(œ) ̂  /(J)-^(j)|^£. |/(^4-j)-^(^+r) ̂  '

d'Où
!/(^+J)-/(^)-/(J) ^3£ , •

et comme £ est arbitraire, /(^+,r)==.A^)+/(y); on montre de même
que/()^) ===X/(^) pour tout scalaire À, donc que /est une forme linéaire
sur E. En outre, pour tout x e E tel que |.r||==i, et tout £>o, il existe x ' e S
telle que \f(x}—x'{x}\ ̂ £ , d'où \f(x) j S i 4-£, et comme £ est arbitraire,
|/(o?)j$i, ce qui prouve que/est continue, et appartient à S, d'où le théorème.

(10) N. I3ouKBAKi, C. R. Acad. ^c\, ^06, p. 1701. Nous reproduisons ici Jes démonstrations de ces
théorèmes (qui n^ont pas été publiées) avec l'autorisation de Fauteur.

(16) Loc. cit., p. 119, lemme 2.
(17) Loc. cit.^ p. 128, théorème 3 et p. 189, théorème 13.
(1 8) N. BOURBAKI, Topologie générale, Chap. T, § 8 ^Actual. scient, et ind., 11° 858, p. 42).
( 1 9 ) Ibid., p. 63.
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On déduit aussitôt du théorème 2*2, par translation, que toute houle
fermée \x' — x'^ \^r dans E^ est fa ib lement compacte.

THÉORÈME 23. — Soit E un espace norme comviet, E^ son dual; pour qu'un sous-
espace vectoriel V de E/ soit faiblement fermée il faut et il suffit que V intersection
de \ et de toute boule fermée dans E/ soit faiblement compacte.

La nécessité de l à condit ion résulte aussitôt du théorème 22 (que E soit ou
non complet). Pour mont re r qu'elle est suffisante, nous allons établir que, si
elle est remplie, et si x^ est un point de E^ n'appartenant pas à V, i l existe un
hyperplan faiblement fermé contenant V, mais ne contenant pas .r^, ou encore
qu'il existe x^ e E orthogonal à V, mais non à x^.

Pour cela, d'après un ra isonnement de M. Banach(1 6) , il suffit d'établir le
lemme suivant : il existe une suite (^) de points de E, tendant fortement vers 0,
et telle (jue tout point x ' € E/ satisfaisant à la relation sup j B(.r,,, x ' — x'^ \ ̂ i
n ̂ apparl ie n ne pas à V.

Soit d la distance de x\, à V; remarquons d'abord que ^>o (c'est-à-dire
que V ^fortement fermée): en effet, l'intersection de V et d ' une boule fermée
S de centre x\, est faiblement compacte, donc faiblement fermée, et à fortiori
fortement fe rmée; la distance de x, à cette intersection est par suite ^>o.
Suivant toujours le raisonnement de M. Banach, nous al lons voir qu'il existe
un ensemble fini P, de points de E tel que tout point œ' ç E/ sat isfaisant aux
relat ions

1 .r' - .r, 1 ̂  ci - i, | B ( x, x' - x, ) ̂  ̂  |[ œ J,

pour tout x € P|, n appartienne pas à V . Supposons en effet le contraire; à tout
ensemble fini F de points de E correspondrait alors un ensemble non vide\{(V)
de points x ' appartenant à V et satisfaisant aux relations

II »•' — ^o II ^ d +1.- i B ( ̂  xl — ^'o ) ! ̂  d I I x II' P01^ tollt •r e F ;

si F, et Fa sont deux parties finies de E, on a évidemment
H ( F , u F ^ = H ( F i ) n H ( F , ) ,

donc les H(F) formeraient une hase de filtre ^ dans l'intersection de V et de la
boule I] x ' — x'A^d -+- i ; cette intersect ion étant faiblement compacte, la base
de filtre ̂  aurait un point f a i b l e m e n t adhérent x\ € V. Il en résulte en parti-
culier que, pour tout x e E, tout £ > o et toute part ie f in ie F de E, il existerait
x ' e H ( F ) tel que [ B(.r, x'—x'^\^\ si l'on suppose que x € F, on en déduit

\B(x, x\ —^)|^-|.r|+£,et, comme £ est arbitraire, |B(^,.r,—^)|^-|.r||;or,

cette relation ayant lieu pour tout x ç E, on en conclurait que | * r ,—^oi^ -^
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cont ra i rement à la définit ion de rf; Fhypothèse d'où nous étions partis est donc
absurde.

Par récurrence, on en déduit aisément que, pour tout entier n, il existe u n e
partie finie P,, de E telle que tout point x ' ç= E' sat isfaisant aux relations

!( .r'— .f'^ \^d-\- fi, \ B( r, .T'— œ'^) \^(d-^- ^)||^'||. pour loul .r. ç P^, et i ^ A - ^ ^ — i ,

1 B (/.://•, x'— .X'Q ) 1 ^ — H..z' 1, pour tout ./• ç. P^

n'appart ienne pas à V. En divisant par rf+ k les po in t s dé P/,+, (^k = î , 2, . . . )
et en rangeant en une suite (^) les pointa de Fensemble dénotïibrable obtenu,
i l est immédiat que la suite (^) satisfait aux condit ions du lemme (car on peut
évidemment supposer que les points de chaque ?„ ont tous une norme < t). Ce
dernier é tant démontré, le théorème 23 en résulte.

23. Dans le ra isonnement de M. Bànach auquel t ioUs nous sommes référés
pour établir le théorème 23, le fait que E est complet j o u e un rôle essentiel
(alors qu ' i l n ' i n t e rv i en t pas dans le lemme, qui est valable pour un espace
riot'mé que lconque E). Effectivement, nous allons voir que le théorème 23 est
ine^mi si E n'est pas complet.

En effet, soit alors Ê le complété de E, XQ uîî po in t de E n 'appartenant pas
à E, et soit V l 'hyperplan B(^o? ^) == o dans le dual E' de E, i den t ique au duâl
dé Ê; d'après le théorème 22, l'intersection de V et d'tine boule fermée quel-
conque dans E1 est fa ib lement compacte pour la topologie a (E^ É), donc aussi
pour la topologie cr(E^ E) qu i est moins fine; mais V n'est pas fermé pour cette
dernière topologie (corollaire du théorème 2).

24. THÉORÈME 24. — Pour qu'un esfîWê honné Ë sou réfhxif^ il faut et il suffit
que la houle fermée S forint des points ^ ̂  E tels que |;a?|^î soit faiblement
compacte.

Kn effet, soit Ê l'image canonique de Edansson bidualE^(§18); l 'application
canonique de E sur Ë est non seulement un isomôrphismë de la structure
d'espace norme de E sur celle de E, mais aussi, d'après sa définition, unisomor-
phisme de la topologie faible (J(E, E ) sur a(Ê, E^). Si Ê==E^, l'image cano-
nique S de S est fa iblement compacte ( pour la structure ^(E^, E^] diaprés le
théorème 22; donc S est faiblement compacte. Réciproquement, supposons que
S soit faiblement compacte; il en est de même de S, donc le théorème 23,
appliqué au sous-espace vectoriel Ê du dual W de l'espace complet E\ montre
que E est faiblement fermé dans E77. On en conclut que E ^ E ^ ; sinon, il
existerait un x ' ç. E/ orthogonal à Ê et 7^0; donc a ' ' serait orthogonal à E
et ̂  Ô, ce qui est absurde,
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COROLLAIRE. — Si V est un sous-espace vectoriel ferme d'un espace re/leâcif E,
le sous-espace V et /^espace quotient E V sont des espaces réflexif s.

En effet, V est f a ib lemen t fermé (th. 3), et la topologie faible sur V est
indui te par la topologle faible de E (th. G); l ' intersection de V et de la houle S
est donc faiblement compacte dans V, ce qui prouve que V est réflexif. D'autre
part, la boule (|^||^i dans E/V est l ' image de la houle l . r j^ i par l 'application
canonique x-> x de E sur E/V (qui, à tout é l émen t x ç E, fa i t correspondre sa
classe mod. V). Or, cette application est faiblement cont inue (th. 15); elle
transforme donc tout ensemble faiblement compact en un ensemble faiblement
compact, ce qui prouve que E/V est réflexif.

'25* Nom allons maintenant utiliser les résultats précédents pour étudier
les applications linéaires d\in espace norme E dans un espace f io fmé F. Nous
dirons, conformément aux conventions du paragraphe 19^ qu'une telle applica-
tion u est fortement continue (resp. un hoînomorphww fort) si elle est continué
(resp. est un homornorphisme) lorsqu'on muni t E et F de leur§ topologies
fortes (fcopologies d'espace norme). D'après le théorème 15, si u est fotterïierU
continue dans Ë (resp. un homomofphisme fort de E dans F), u est aussi
faiblement con t inue (resp. un homomorphi^me faible de R dans F). Mais
ici, ces propositions admet t en t {{^réciproques:

THÉORÈME 26 ( i jo). — Si u est une application faiblement continue d'un espace
norme E dans un espace norme F, u est fortement continue dans E.

En effet, soit S la boule I^|[^ï dans E; il suffit de prouver que /^(S) est b^rné
dans F. Or, si y ' est un élément du dual F", y ' o« est une forme linéaire
continue dansE^ donc sup y ' d i Ç ^ ) ) << 4- oo, c 'est-àdire sup ^\j) <^-t-ofê:

.^ç S v / 1 ' yÇ^SI "

comme y' est quelconque, u(^ est faiblement borne dans F, donc fortement
borné (th. 18).

THÉORÈME 26 (-)1). — Si U est uti hoiïlomoruhisme faible d'un espace norme fc
dans un espace norme F\ u est un homomorphisme fort de E dans F.

Hefflàrquôrîs d'abord que u est faiblement continue, donc fortement continue
d'après le théorème 25. Supposons d^abord que u soit un isomorphisme faible
de Ë dans F. Si h' est la transposée dô //, on sait alors (corollaire du théorème l4,
appliqué en échangeatit les rôles de u et u ' ) que ^(F^^E^. Soit S la boule

-i
l^l^i dans F; pour voir que uest un isomorphismefort, i l faut prouver que//(S)

(20) Le théorème est démontré par N. DUNFORD, loc. cit., p. 817 (th. 20).
( 2 1 ) Si Von tient compte des théorèmes 11 et li, le théorème 26 est équivalent à un théorème de

F. Hausdorff (loc. cit., p. 3o8, dritter Ilauptsatz).
Ann. Éc. Norrn., ( 3 ) , LIX. — FASC. 2. \ r ]
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est borné dans E. Or, quel que soit x^ ç. E\ il existe y e F7 tel que x ' =11^^^
donc

B(.^ .T') r= a(,r, u ' ( y ' ) ) == c(^r.r), y) ==y(^(^)) ;

quel que soit x e ?/ (S \ on a par suite

i^(^)l=|y(«(.r))[s||y||;
—i

donc ^(S) ^faiblement bornée et par suite fortement borné (th. 18).
-i

Passons au cas général, et soit K=//(0); on peut écrire ^ = = ^ o ( p , où 9 est
l 'application canonique de E su r E/K, et ^ une application l inéaire biunivoque
de E/K sur ^(E). D'après le théorème 4, le dual de E/K est le même, qu'on mu"
nisse E/K de la topologie d'espace norme, quotient par K de la topologie forte
deE, ou de la topologie quot ient par K de CT(E, E7); en outre , cette dernière topo-
logie quot ient est la topologie faible de l'espace norme E/K (th. 8). Donc ^ est un
isomorphisme faible de Fespace norme E/K dans l'espace norme F; il en résulte
que c'est aussi un isomorphisme fort, donc que u est un homomorphisme fort
de E dans F.

On peut donc désormais parler d'application linéaire continue Çresp. d'homo-
morphisme) de E dans F sans préciser s'il s'agit des topologies fortes ou des
topologies faibles surE et F.

26. Rappelons deux théorèmes de M. Banach, dont nous aurons besoin dans
ce qui suit :

THÉORÈME 27 (22). — Soit u un homnmorplùsme d'un espace norme E dans un
espace norme F. Si E est complet^ u(W) est fermé dans F. Réciproquement^ si E
et F sont complets^ et si u est une application linéaire fortement continue de E
dans F, telle que u(E} soit fermé dans F, u est un homomorphisme de E dans F.

THÉORÈME 28 (23). — La transposée u' d'une application linéaire continue u
d'un espace norme E dans un espace norme F, est fortement continue dans Y.

Il résulte en particulier du théorème 28 que toute appl ica t ion linéaire faible-
ment continue c de F7 dans W est fortement continue (analogue du théorème 25);
en effet, une telle app l ica t ion est la transposée d 'une application l inéaire faible-
ment cont inue u de E dans F (§ 11 ); comme ;/ est fortement cont inue d'après
le théorème 25, v est fortement cont inue d'après le théorème 28.

Par contre, la première part ie du théorème 15 n'a pas d'analogue, en général,
dans le dual d'un espace norme : si F n'est pas réflexif, une applicat ion l inéaire

(22) S. BANA.CH, loc. cit., p. 38,
(23) Tbid., p. ioo,
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v de F' dans E/ peu t être fortement cont inue sans être fa iblement con t inue ; il
suffit pour le voir de considérer le cas O Ù E ^ E ' est le corps des nombres
complexes.

Des théorèmes 27 et 28, on déduit les suivants :

THÉORÈME 29. — Pour que la transposée u' d'une application linéaire con-
tinuue de E dans F soit un homomorphisme fort de F' dans E', il faut et il suffit
que u\¥') soit fortement fermé dans E^

En effet, u' est fortement cont inue d'après le théorème 28; comme les duals
F7 et W sont complets, on peut appl iquera i le théorème 27, d'où laproposition.

THÉORÈME 30. — La transposée u! d'un homomorphisme u de E dans F est un
homomorphisme fort de F' dans E^

En effet, comme u est un homomorphisme faible de E dans F, u ' ( ï ' ) est
faiblement fermé dans E' (théorème 14, appl iqué en échangeant les rôles de u
et ?//), donc fortement fermé; le théorème résulte donc du théorème 29.

La réciproque du théorème 30 est inexacte en général; nous y reviendrons
au paragraphe 29.

27. Si F n'est pas réflexif, un homomorphisme fort de F7 dans E7 peut fort
bien ne pas être un homomorph isme fa ib le , ni même être fa ib lement continu,
comme le montre l 'exemple des formes l inéaires Fortement con t inues dans F';
il n'y a donc pas ici d 'analogue à la seconde partie du théorème 15. Mais nous
allons démontrer le résultat suivant :

THÉORÈME 31 ( 2 1 ) . — Soit u une application linéaire continue d'un espace
norme E dans un espace norme F. *SÏ u1 est un homomorpinsme fort de F dans E',
et si E est complet, u est un homomorphisme faible de F' dans E^

Soit G=u\0)', si o est l'application canonique de F' sur l'espace quotient
F^/G, onpeut écrire u' =vo y, où^e.st une application linéaire biunivoque de F7&
sur ^(F7). Désignons par A l'adhérence u{E) dans F [ les adhérences forte et
faible sont identiques d'après le théorème 3, puisque //(E) est un s^us-espace
vectoriel]; on a G=A*(th. 5 et 1 1 ) ; par suite (th. 1 7 ) le dual fort A' de
l'espace norme A est isomorphe à l'espace norme F'/G. D'autre part, comme A
est fermé, la topologie faible cr(A\ A ) est isomorphe à la topolo^ie quotient
par G de (7(F', F) (th. 7); on peut donc (et c'est ce que nous ferons dans la
suite de cette démonstration), identi^er A' sivec l'espace quotient F7G, en ce qui
concerne les topologies fortes et faibles de ces deux espaces, et considérer v

(2 4) Le théorèmo est essentioll^mpnt dû à S. Bin.'ich, sons une forme un peu moins générale, mais
à laquelle le théorème 31 se ramène aisément (loc. cit., p. i46, th. 1).
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comme une application linéaire b iunivoque de A^ sur u\V'). Comme u' est
faiblement cont inue clans F', v est fa ib lement continue dans A'; soit (P son
application réciproque [de ^/(P) sur A^; la proposition sera établie si l'on
prouve que w est faiblement continue. Il suffît pour cela ( co ro l l a i r e du
théorème 9) de mont re r que, si H est un hyperplan fermé dans A\ ^\H)=^(H)
est faiblement fermé dans / /(F); nous a l l ons montrer davantage, à savoir que
^(H) est faiblement fermé dans E^ En effet , soit S une boule fermée dans E\
telle que S, = S n t ' (H) ne soit pas vide; pan hypothèse, ^ est un isomorphisme
fort de A' sur u ' ( V ' } , donc ^S) est fortement borné dans A'; d 'aut re part, S est
faiblement compacte, donc fa ib lement fermée dans E' (th. 22), et comme v est
faiblement c o n t i n u e , c(S) est faiblement fermé dans A'. Donc (th. 22), ^(S) est
faiblement compact dans A', et il en est de même de ^(Si ) = ^(S)n H, puisque
H est faiblement fe rmé; comme r est faiblement con t inue , el le t ransforme tout
ensemble faiblement compact en ensemble faiblement compact , donc

S, == ^V'CSO) est faiblement compact dans E. Comme E est complet le
théorème 23 prouve que < ' (H) est f a ib l emen t fermé dans E^ ce qui achevé la
démonstration.

Le théorème est inexact si l'on ne suppose pas E comple t . Prenons en effet
pour F le complété Ê de E, et pour u l 'applicat ion identique de E dans F; u' est
alors l'application identique de F sur Ë^, qui est un isomorphisme fort (§ 16),
mais non un isorttorphisme faible (corol laire du théorème 2).

28. Le théorème 26 ne se transpose pas non plus tel quel aux homomor-
phismes faibles de F/ dans E7: mais on a le théorème suivant :

THÉORÈME 32. — Si F est complet^ et si u' est un homomorphisme faible de F/

dans E', u' est un homomorphisme fort de V dans E".

Conservons les no ta t ions de la démons t r a t i on du théorème 31; l'hypothèse
èntrâine bette fois que v est Un isomorphisme faible de A.1 sur il'(V'\ et que v est
fortement continua dans A' (d'après le théorème 28); v est là transposée d'une
application l i h ê a i f e C o n t i n u e / de E dans A, et comme v est u n isomorphi^rne
faible,/(E)= A (corollaire du théorème 14). âoitS 1& boule (^|^i dans È^ il
suffît de prouver que ^(S) ^{fortement borné dans A\ Or pour t o u t ^ ê A , i l
existe œçÊ tel que y ==/(^); donc, pour tout y ' e A\

B(j, y ' ) = B(/(^), y) = B(^, ^y)) ;

siy7 g ^(S), on a donc

jB(j,y)|^|B(^^(y))[^||^||.[|^y)[|^|^||;

donc ^(S) est faiblement borné dans A\ Comme A est fermé dans l'espace
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complet F, c'est an espace complet, et il résulte du théorème 21 que (^(S) eat
fortement borné, d'ôù le théorème. ,

loi encore, le théorème cesse d'être exact si l'on ne suppose pas F complet,
comme nous le verrons au paragraphe su ivan t .

29. Les résultats que nous venons d 'obtenir nous permettent , lorsque E et F
sont tous deux complets, d'énoncer le théorème suivant, qui les relie et les
résume :

THÉORÈME 33 (2f l). —Soient E et F deux espaces normes complets^ u une applica-
tion linéaire continue de E dans F. Les propositions suivantes sont toutes équiva-
lentes :

a. u est un hornomorï)hisme (fort ou faible) de E dans F;
b. ï/(É) est(fortement ou faiblement) fermé dans F;
c. u! est un homomorphisme fort de F7 dans Ë^ ;
à. u'(V ) est fortement fermé dans E/ ;
e. u' ( f ) est faiblement fermé dans E' ;
/'. u' est un homomorphisme faible de V dans Ë^.

En effet, a et b sont équivalentes , d'après le théorème 27, et le même
théorème prouvé Féqtlivàlence de c et d\ a et c sont équivalentes d'après le
théorème 14, et le même théorème prouve que b et f sont équivalentes; enfin,
c et f sont équivalentes d'après leà théorèmes 3) et 32 (on peut aussi dire
que c entra îne / d'après le théorème 31, et remarquer q u e é entraîne d sans
aucune hypothèse sur E et F, ce qui évite d ' u t i l i s e r le théorème 32).

Si l'on suppose seulement que E soit complet , on a le théorème suivant :

1 HÉottÈME 34. — Si u est une application linéaire continue d'un espace norme
Complet E dans uh esvace norme F, les propositions a^ c^ r/, et e du théorème 33
Sont équivalentes^ et entraînent h et /'.

Tout revient à démontrer que c entra îne a^ c'est-à-dire la réciproque du
théorème 30.

De façon générale, considérons les complétés Ê et É de E et F respectivement :
toute application linéaire continue u de Ë dans F se prolonge (de manière
unique) en une application l inéaire cont inue u de Ê dans F : en outre, comme
les duàls forts de E et F sont respectivement identiques aux duals forts E' et F7

de E et F (§ 17) la traHsoosée de ïï est identique à la transposée u' de u. II en
résulte aussitôt que si u' est un homomorphisme fort de F' dans ES u est un

(2S) Si l'on tient compté dés théotèmes 11 et i4, le théorème 33 se trouve déjà dans le Mëttïoît'e
plusieurs fois cité de F. HausdortT.
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homomorphisme de E dans F, en vertu du théorème 33, qui est alors applicable.
Or, si E est complet, u est identique à u, donc u est un homomorphisme
de E dans F, ou, ce qu i revient au même, un homomorphisme de E dans F.

COROLLAIRE. — Soient E^, Ë^ deux espaces normes obtenus en munissant un
même espace vectoriel de deux lopologies %i, ©2 d'espace norme; si Ç, est stricte-
ment plus fine que ^2? ^ ̂  E^ est complet^ la topologie induite par la topologie
forte du dual E\ de E^ sur le dual E ,̂ de Ea (considéré comme sous-espace
vectoriel de E^) est strictement moins fine que la topologie forte de E^.

En effet, l 'application ident ique // de E, dans E^ n'est pas un isomorphisme
fort; sa transposée u'', qui est l ' appl ica t ion canonique de E'., dans E';, ne peut
donc être un isomorphisme fort, en vertu du théorème 34.

Nous a l lons m a i n t e n a n t montrer que le théorème 34 cesse d'être exact lors-
qu'on ne suppose plus E complet, même si F est alors supposé complet. A cet
effet, nous donnerons d'abord une méthode générale qui permet, étant donné
un espace norme E à une i n f i n i t é d^ d imens ions , de former sur le même espace
vectoriel deux topologies d'espace norme ̂  et ^2, d o n t la première est stricte-
ment moins fine et la seconde strictement plus fine que la' topologie de E. Pour
cela, considérons une base vectorielle ( a ^ ) de E (par rapport au corps des
nombres complexes); on peut év idemment supposer que (r /a[ |=i quel que
soit a. L'ensemble des indices a étant i n f i n i , on peut le mettre sous la forme du
produi t B x N d 'un ensemble i n f i n i B pt de l 'ensemble des ent iers naturels,
autrement dit écrire la base sous la forme (^3,^). Cela étant, posons

- i -
0^n=^'^,n ^t ('Q.îi^ — ' ^ 8 , / / ) pOUI* tOUt p;

soit Vi l ' ensemble cerclé et convexe engendré par les è^, ¥3 l 'ensemble cerclé
et convexe engendré par les c^. Il est immédia t que Vi et ¥3 sont des
ensembles équ i l ib rés , et que, pour t o u t é lément x =^ o de E, il existe \ ^> o tel
que ?^.T^=V| et /.x^f. Y.) ; donc V, et V^ sont des ensembles de la for m épi (^)^i
etp.j(.r)^i r e s p e c t i v e m e n t , où p, et p^ sont des normes9, i l e>t c la i r d 'a i l leurs
que pi nijo.j H P peuvent être équiva lan tes à la norme de E. d'où la proposition.

Prenons alors pour F un espace comple t que l conque (à une inf in i té de dimen-
sions), et soit E u n espace norme obtenu en m u n i s s a n t l'espace vectoriel F
d 'une topologie s t r i c t e m e n t p l u s f ine que celle de F (d'après la méthode précé-
d e n t e ) ; E no pou f être complet, en vertu du théorème 27. Soit u l 'application
i d e n t i q u e d < * E sur F, qui est c o n t i n u e ; comme ?/(E)=F, u' est un isomor-
phismp fa ib l e de Fr dans E/ (corol la i re du théorème 14) ; comme F est complet,
u' est auss i un i somorphisme fort de F d a n s E' diaprés le théorème 32, mais u
n'est pas u n isomorphisme fort de E dans F. Ce même exemple fournit un
contre-exemple pour le corollaire du théorème 34.
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En utilisant toujours la même méthode, nous allons m a i n t e n a n t montrer que
le théorème 32 cesse d'être exact lorsqu'on ne suppose plus F complet, même
si E est complet. En effet, prenons pour E un espace comp.'et, pour F u n espace
norme obtenu en munis san t P-; d 'une topologie s t r ic tement moins fine que celle
de E. Soit u l 'application iden t ique de E dans F, q u i est con t inue ; comme
^(E)=F, /// est un isomorphisme faible de F dans E'; mais u' ne peut être un
isomorphisme fort de F' dans E', car alors, d'après le théorème 34, u serait un
isomorphisme fort de E sur F, contrairement à Fhypothpse.

Le même exemp'e prouve que, lorsque E est complet, mais non F, les propo-
sitions b et / du théorème 33 (qui sont toujours équivalentes entre elles)
n^entra inent pas les propositions a, c, d, e.

APPENDICE.
Espaces réflexifs et espaces uniformément convexes.

30. La condi t ion de réflexivité d 'un espace norme (th. 24) a été obtenue
sous une forme différente par M. Goldst ine ( > J G ) ; l 'énoncé auquel i l a b o u t i t est
assez compliqué d'aspect ( i l u t i l i se la no t ion de l i m i t e général isée de Moore-
Smith), et résulte de l'-usage d ' in tégra les généralisées d 'un type in t rodu i t par
M. Hildebrandt . Il serait facile de prouver d i rec tement l ' équiva lence de cette
condition et de celle du théorème î\\ nous ne l ' en t r ep rend rons pas ici, mais i l
ne nous semble pas dépourvu d' intérêt de montrer c o m m e n t on peut adapter la
méthode de M. Goldstine pour donner du théorème î\ une démons t ra t ion qui
n 'u t i l i se pas le théorème 23 de M. Banach. L 'out i l essentiel de cette méthode
est en effet une proposition sur les intégrales de Hi ldebrandt , qui est équiva-
lente au théorème suivant de la théorie de la dual i té , que nous allons main-
tenant démontrer par un raisonnement tout à fait différent, bien en tendu, de
celui de M. Goldstine :

THÉORÈME 35. — Dans le bidual E11 d'un espace norme E, soit S" la boule fermée

ll^l ̂ i , E l'image canonique de E ; l'intersection S" H E est faiblement dense par
rapport à S".

Soit x" € S" ; il nous faut prouver que, pour toute suite f inie(^. ) ( i ^ î ^ ^ ) d e
points 7^0 de E', il existe ̂ eE telque| |^o|l^i et que B(.r;:, x")—^(x^x\)\^\ ;
pour ï^i^n. Soit V le sous-espace vectoriel fermé de E, intersection des

(2 6) H. H. Go DSTINE, P^eakiy complète Banach spaces (Duke Math. Journ., 4, 1988, p. i25-i3i).
Signaions on passant une erreur dans la démonstration du dernier théorème de ce travail (voir
p. i3o) : il y a confusion entre un espace de deuxième catégorie dans lui-même et un espace de
deuxième catégorie dans un autre espace le contenant; la va.idité du théorème lui-même (à savoir,
que le seul cas où le bidual E7 soit isomorphe à E est le cas où E est rénexif) reste indécise.



l38 J. DIEUDONNÉ.

n hyperplans B(r, x^ )=o; l 'espace-quotient E/V a un nombre fini de dimen-
sions, et son dual fort peu t être ident i f ié au sous-espace V* de E' orthogonal à V
(th. 17), qui est engendré par les x, ; comme tout espace a un nombre fini de
dimensions est réflexif, le dual fort de V"'est isomorphe à E/V. Or, si /est la
restriction de la forme l inéaire x" au sous-espace V^, /est u n e forme linéaire
continue sur V*, donc appartient au dual de V*; d'autre part, sa norme est
^1^11 ̂ i . Il existe donc un point xç E/'V, de norme ^i , tel que

B(^ œ")-=z}ï(œ, œ'i), pour i ^ / ^ / z ;

pour tout x^x, on aura aussi

B(^ x " ) == B(^ ^), pour tout /.

Or, d'après la déf ini t ion de la norme dans E/V (§ 3), pour tout c ^> o il existe

x ^ x tel que |^|^i+ £-, donc il existe ̂ eË tel que |^oJ^ i et|[.r—^o|| ^£.
On a par suite

| B (x^ x" ) - B ( x ^ œ ' i ) == [ B ( x - - x^ x, ) \ ̂  s || x\ || ;

si l'on a pris ç assez petit pour que £J|^||^i pour ï^i^n, on voit que x^
remplit les conditions voulues, d'où le théorème.

Une fois démontré le théorème 35, la démonstrat ion de la seconde partie du
théorème 24 procède comme suit : si la boule S est faiblement compacte
dans E, son image canonique S^HÊ est fa ib lement compacte dans le bidual E",
donc S' ï ïE est faiblement fermée dans E7, et par sui te ident ique à son adhé-
rence faible, qui n'est autre que S' en vertu du théorème 35; mais la relation
S / /nÊ= S^ entraîne évidemment E"'= Ê.

On déduit du théorème 35 un autre critère (^évidemment équivalent à celui
du théorème 24), en ra isonnant de la façon suivante : $oit x" un point de S" tel
que l^ l^r i ; d'après le théorème 35, tout voisinage faible de x" dans W
[il s'agit toujours de la topologie faible (J(K\ E^] rencontre S^nÊ; les traces
sur S^nE des voisinages faibles de a-" forment donc une base (F un fUtrc ^
sur E, qui est d'ailleurs filtre de Cauchy pour la topologie faible a f Ê , E^. Pour
que E soit réflexif, il faut et il suffît que (pour tout^) @7 soit faiblement
convergent dans È, car si x çË est l imite de ^, on aura x ' ' =-- x. Cette condi-
tion peut encore se transformer : si E est réflexif, on a ̂ eÊ, donc les traces
sur S^nE (égal ici à S^) desvoisinages/b/^-de^ forment une base d 'un filtre ̂
plus fin que ^, et fortement convergent (vers x"}. Inversement, supposons qu'il
existe sur Ê un filtre ^ plus fin que 97 et fortement convergent vers un point
S GË; x est alors fortement adhérent à ^, donc faiblement adhérent à ô, et par
suite faiblement adhérent à ^ qui est moins fin que ^ ; mais comme ^ est un
filtre de Caucby pour la topologie faible, ^ est faiblement convergent
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vers x, donc E est réflexif. Si l 'on remarque que, pour que E soit réflexif, il est
nécessaire qu'il soit complet, on vo i t que, si cette condition est remplie, une
condition nécessaire et suffisante pour que E soit réflexif'est que, pour tout x " ,
il existe un filtre de Cauchy pour la topologie forte qui soit plus fin que le
filtre ̂ .

Cette condition sera en part icul ier remplie si, dans le filtre ^, il existe des
ensembles de diamètre arbitrairement petit, car ^ lu i -même sera un filtre de
Cauchy pour la topologie forte. Nous allons voir qu'il en est ainsi si E satisfait
à la condit ion suivante : (C) pour tout £ ^> o et pour tout x"çE" tel que \\x^ = i ,
il existe o >> o (dépendant de x" et de s) tel que, pour tout x ' eE' satisfaisant
aux conditions \\x' | = i , | B(^', a?) — i | ^o, le diamètre de l'ensemble des xç. E
tels que \\x\\^\, [ B(.r, x ' ) — i l ^ o soit ^£ . En effet, prenons un x'^çW tel que

^ ^
IB(.TQ, x " ) — i i^ et \\x^\\ = i, et considérons l 'ensemble À des points x de

S^nE tels que [B(^\,, x " ) — B(.r, x'j j ^ -; À appartient à ^, et est l 'image

canonique d'une partie A de E dont les points .r satisfont aux relations I ^ K I ,
|B(.r, x'^ — ï ^o; donc A a un diamètre ^£, et i l en est de même de À.

La condi t ion (C) est satisfaite, en particulier, lorsque la topologie forte de E
est définie par une norme uniformément connexe ( 2 T ) ; nous retrouverons ainsi
le fait qu 'un tel espace, s'il est complet, est réflexif (2 8) . En effet, l 'uniforme
convexité de la norme signifie que, pour tout & ^> o, il existe o ^> o tel que les

I !lcondi t ions \x\-==-1, ly||^i, - ( x + y ) ^i - o e n t r a i n e n t \\x—r||^£; suppo-

sons donné un x ' çW tel que j^l^ î , " e t soit A l 'ensemble des x tels que
|B(.r, x ' ) — ï 1$ - et||a?||^i ; A cont ient au moins un point XQ tel que (|a^ 1== ï ;
pour tout autre point x e A, on aura

\B(œ—x^x'}\^, donc B^-1. {œ + ^o), ^) | ^i — ô,
\ 2 / |

I I » IIce qui, vu la relation J.r' |==:i, en t ra îne -( .r-h^o) ^ i — S , et par suite

||.r—Xo^e. Pour un espace à norme un i fo rmément convexe, on a donc une
propriété plus précise que la condition (C), puisqu'on peut alors, dans l 'énoncé
de cette dernière, supprimer toute restriction sur.2/, sans modifier la conclusion.

(27) Foir J. CLARKSON, Trans. Amer. Mntli. Soc^ 40, 1936, p. 3<)6.
(28) Voir B. J. PETTIS, Duke Math. four/i.^ 3, 1939, p. 249.


