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LA DUALITE

DANS

LES ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES

Par M. J. DIEUDONNE.

INTRODUCTION.

I. Nous nous proposons, dans ce travail, de donner un exposé d’ensemble
de la théorie de la dualizé dans les espaces vectoriels topologiques, qui a fait
I’objet, dans ces derniéres années, d’assez nombreux travaux. Cette théorie
s’est développée autour du probléme de la résolution des équations linéaires,
c¢’est-a-dire de la forme f(2)=y,, ot I'inconnue x est un élément d’un espace
vectoriel E, le second membre y, un élément d un espace vectoriel F (distinct
ou non de E), et / une application linéaire donnée de E dans F (voirci-dessous,
au paragraphe 2, le rappel des définitions de ces termes). Lorsque E et F ont
un nombre fini de dimensions, ce probleme se rameéne a la résolution d’un
systeme d’équations linéaires f;(x)=y,,(1<i<n), oules f; sont des formes
linéaires et les seconds membres, des scalaires donnés : probléme purement
algébrique, dont la solution classique fait intervenir les matrices; mais il est
possible de mettre cette solution sous une forme qui s’étende aussitot au cas
ou on ne fait aucune hypothése sur le nombre de dimensions de E et F. Il faut
pour cela introduire la notion de dual algébrique d’un espace vectoriel E : on
entend par la un nouvel espace vectoriel dont les éléments sont les formes
linéaires définies dans E. A toute application linéaire / de E dans F est alors
associée une application linéaire f* du dual de F dans le dual de E, dite trans-
posée de f (lorsqu’on rapporte E, F el leurs duals 4 des bases convenables,
la matrice associée a f* n’est autre que la matrice transposée, c’est-a-dire
obtenue par échange des lignes et des colonnes, de la matrice associée & f); et
la condition de résolubilité de I'équation f(x)=y, est que u(y,)=o pour
toute forme linéaire u définie sur F et telle que /*(u)= 0.

Cette forme de la condition de résolubilité est toutefois trop générale pour
étre utile dans les équations linéaires que l'on rencontre en pratique, ou
'inconnue et le seccond membre parcourent des espaces vectoriels a une
infinité de dimensions (le plus souvent des espaces fonctionnels); c’est que,
dans ces équations, les applications linéaires / qui interviennent ne sont pas

du type le plus général, mais sont assujetties a des conditions liées & la pré-
Ann. Ec. Norm., (3), LIX. — Fasc. 2
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sence de topologies sur les espaces vectoriels E et F; nous n’envisagerons, dans
ce qui suit, que la plus simple de ces conditions, celle qui impose & / d’¢tre
continue pour les topologies considérées. 11y a lieu alors de ne faire intervenir,
dans la condition de résolubilité de f(x)=y,. que des formes linéaires qui
soient, elles aussi, continues pour les topologies envisagées; ce qui conduit &
introduire, au lieu du dual algébrique de E, le sous-espace de ce dual form¢
des formes linéaires continues sur E (pour la topologie ® donnée sur E); c¢’est
ce sous-espace qui sera désigné sous le nom de dual de E (relatif 4 la topo-
logie ). ,

Le dual E’ ainsi défini peut étre le méme pour des topologies & distinctes sur
un méme espace vectoriel E; parmi toutes les topologies & qui donnent le
méme dual E', il y en a une moins fine que toutes les autres, qu’on appelle la
topologie faible o(E, E') déterminée par K sur E; ¢’est a I'aide de cette topo-
logie (et d’une topologie analogue sur le dual E") que se formulent naturel-
lement les critéres de résolubilité des ¢quations linéaires, qui apparaissent en
effet comme ne dépendant pas directement des topologies données sur les
espaces & et I, mais seulement des topologies faibles qui leur correspondent.
Aussi consacrons-nous le Chapitre | de ce Mémoire a I’étude générale des topo-
logies faibles sur les espaces vectoriels. Le critére de résolubilité de f(z)=y,
que nous obtenons dans ce Chapitre, généralise celui obtenu par G. Kéthe (')
dans un cas particulier; il redonne aussi le critére algébrique de résolubilite
énoncé plus haut, en spécialisant convenablement la topologie faible consi-
dérée. . ‘

Pour appliquer les résultats généraux du Chapitre l, il est nécessaire d’¢tudier
les relations entre une topologie ® sur un espace vectoriel L, et la topologie
faible sur E qui lui est associée; cette étude, dans le cas (le plus important en
pratique) ou G est une topologie d’espace normé, forme 'objet du Chapitre II;
a 'exception du théoréme 20, aucun des résultats de ce Chapitre n’est essen-
tiellement nouveau; mais il nous a semblé utile de les rassembler en un tout
cohérent et de mettre en évidence ce qui, dans la théorie des équations linéaires
dans les espaces normés, est une conséquence de la théorie générale de la
dualité faible, et ce qui découle des propriétés particuliéres des topologies
d’espace normé.

Un résumé des principaux résultats de ce travail a été donné dans deux Notes
aux Comptes rendus de I’ Académie des Sciences (*).

(V) Vour par exemple G. KotHE, Math. -Inn., 116, 1939, p. 730; on trouvera & cel endroil des
indications bibliographiques sur d’autres théorémes analogues du méme auteur.

(2) C. R. Acad. Sc., 211, 1940, p. 94 et 129. Je dois signaler ici qu’au moment ol j’ai oblenu ces
résultats (décembre 1939) j'ai échangé & ce sujet une correspondance suivie avec M. H. Cartan, & qui
Je suis redevable de nombreuses amdliorations et simplifications dans Pexposé de la théorie; & la suite
de cette correspondance, M. H. Cartan a obtenu de son ¢oté de nouveaux et trés intéressants résultats
sur la dualité, qu'il n’a pas encore publiés. v
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2. Préliminaires algébriques. — Par espace wvectoriel, nous entendons, sauf
mention expresse du contraire, un espace vectoriel par rapport au corps des
nombres complexes G : un tel espace E est donc un groupe abélien additif,
admettant les nombres complexes comme opérateurs (qu’on qualifie de sca-
laires) avec les axiomes

(3 4+ p)wr = hx + pa, Mo+ y)y=1a -+ Ly, (hp)w = r(pa), 1. =a.

Si I’on restreint les opérateurs a ne prendre que des valeurs réelles, on obtient
une seconde structure d’espace vectoriel sur E, par rapport au corps R des
nombres réels; on dit que c’est la structure vectorielle réelle associée a la
structure vectorielle complexe donnée. On distingue les sous-espaces vectoriels
de ces deux structures, en les appelant respectivement sous-espaces vectoriels
complexes et sous-espaces vectoriels réels de E. Un hyperplan complexe (resp.
réel) est un sous-espace vectoriel complexe (resp. réel) Il de K tel que I'espace
vectoriel quotient R/H soit un espace 2 une dimension.

Une application linéaire d’un espace vectoriel E dans un espace vectoriel F
est une fonction f, définie dans E, & valeurs dans F, et satisfaisant aux iden-
tites f(x+y)=/f(x)+[f(y). f(ax)=rf(x); st V est un sous-espace

. -~ . . -1 :
vectoriel de F, son image réciproque f(V) est un sous-espace vectoriel de E;
. . . . . -1 3 ’ . \

il en est ainsi en particulier de /(0) et 'on peut écrire f=gog, ol ¢ est
Papplication canomque de E sur Ef(()), et g une application linéaire biuni-
voque de E/(O) sur f(E).

Les applications linéaires ainsi définies sont encore dites applications lmeaxres
complexes; on définit de méme les applications linéaires réelles en considérant
les structures vectorielles réelles sur E et F.

Une forme linéaire est une application linéaire prenant ses valeurs dans le
corps C; une forme linéaire réelle est une application linéaire réelle prenant ses
valeurs dans le corps R. Si f est une forme linéaire complexe (resp. réelle) non

—1 . . ..
identiquement nulle, /(o) est un hyperplan complexe (resp. réel), et réci-
proquement tout hyperplan complexe (resp. réel) H est de cette forme, toutes

—1 . , . .
les formes linéaires f (elles que H= f(o) étant proportionnelles & ['une
d’elles. . '

Ce dernier résultat se généralise de la facon suivante :

Tueoreme 1. — Soient w,, u,, ..., u, n formes linéaires indépendantes, et
soit V le sous-espace vectoriel formé des points x tels que u;(x) = o pour 1<i<n;
toute forme linéaire u qui s’annule dans N est une combinaison linéaire de
Uy, Uy, ooy Uy,

Le théoréme est vrai pour n =1; on le démontre par récurrence sur n. Par
hypothese, le théoréme étant supposé vrai pour n — 1 formes, il existe un
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élément «; de E tel que u;(a;)=o0 pour j 1, et u;,(a;) =1, pour chacun des
indices 7, puisque les «; sont linéairement indépendantes. On peut donc écrire
de proche en proche, pour tout élément x de E,

x=hya, 4 2y avec w, (x,)=o,
puis
Ty = hytty 4 s avec wq(as) =o.
n
c. . N | \ .. .
et ainsi de suite, d’ou finalement x :Z)\,ai—g—y, ou ye€V; il en résulte que la
i=1
forme linéaire u est détermince par ses valeurs aux points «;; les formes
linéaires s’annulant sur V forment donc un espace vectoriel & n dimensions au
plus, et, comme cet espace contient les n formes indépendantes u;, il est
engendré par ces formes, ce qui établit le théoreme.

3. Préliminaires topologiques (*). — Les seuls espaces vectoriels topolo-
giques que nous considérerons (et qui sont d’ailleurs les plus importants en
pratique) sont les espaces localement convexes (*). Rappelons que, dans un
espace vectoriel E, un ensemble K est dit convexe si le segment joignant deux
quelconques de ses points &, y [c’est-a-dire 'ensemble des points px+ (1 —2)y,
ou p parcourt 'ensemble des nombres réels tels que o <o <1 est tout entier
contenu dans K; il est dit en outre cerclé si pour tout x €K, e’xr €K quel que
soit I'angle 6; enfin il est dit équilibré si, pour tout x £ 0, il existe A 5£ o tel
que Az €K. Ceci posé, un espace vectoriel -topologique est localement convexe
si sa topologie est séparée et s’il existe un systeme fondamental de voisinages
de O formé d’ensembles convexes, cerclés et équilibres.

Une fonction p a valeurs finies et 2o, définie dans un espace vectoriel E, est
appelée une semi-norme sur K, si-elle satisfait aux conditions

plha)= kip(x), ple+y)<p(x)+pQ).

Soit (p,) une famille de semi-normes sur E; désignons par U,, , ., . l’ensemble
des x € E satisfaisant a la condition

sup po,(z)se;

1%i<n i
les U, o, .. .. forment un systeme fondamental de voisinages de O dans une

topologie d’espace localement convexe sur E, lorsqu’on donne & n, aux
indices o, et au nombre = > o toutes les valeurs possibles, a condition que, pour

(3) Pour les notions topologiques et la lerminologie que nous ulilisons ici, se 1'01)(')1'1;er aux
Eléments de Mathémntique de N. Boursak1, Livre I, Topologie générale ( Actual. Scient. et Ind.,
nos 838 et 916).

(*) La premiére définition des espaces localement convexes est due & J. von Neumann ( Lrans.
Amer. Math. Soc., 37, 1935, p. 1); elle coulient une condition de dénombrabilité superflue. Pocr
aussi J. V. \WEHAUSEN, Duke Muath. Journ., 4, 1938, p. 1567-169.
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tout & =< O, il existe un indice « tel que p,(&) £ o. Réciproquement, la topo-
logie de tout espace localement convexe peut étre définie de cette maniére.
Soit E un espace localement convexe, V un sous-espace vectoriel de E; si la
topologie de E est définie par les semi-normes p,, la topologie induite sur V est
une topologie d’espace localement convexe, définie parles restrictions des p, a V.
La topologie quotient de celle de E, sur I'espace quotient E/V, est une topo-
logie d’espace localement convexe; si, pour toute classe z € E/V, on pose

Po(x) = infp,(2), les p, sont des semi-normes sur E/V, qui définissent la topo-
Y ' '
logie quotient précédente, lorsque la borne supérieure d’'un nombre fini
quelconque de semi-normes p, est encore une semi-norme de cette famille.
Si f est une forme linéaire continue dans un espace localement convexe E,

équation /(z)= o définit un hyperplan fermé; réciproquement, tout hyper-
plan fermé est de la forme ]"(0), ou / est une forme linéaire continue.

Dans un espace localement convexe K, soit K un ensemble convexe ouvert,
V un sous-espace vectoricl ne rencontrant pas K; il existe un hyperplan
fermé contenant V et ne rencontrant pas K [théoreme de Hahn-Banach (%)].
Parmi les multiples conséquences de cet important théoréme, signalons les
suivantes :

St Vest un sous-espace vectoriel fermé dans E, et ) un point n’appartenant
pas a V, il existe un hyperplan fermé contenant V, et ne contenant pas x,; on
en conclut que V est I'intersection des hyperplans fermés le contenant.

Si G est un sous-espace vectoriel quelconque de E, / une forme linéaire

continue définie dans le sous-espace G, il existe une forme linéaire continue 7,
définie dans E, et prolongeant f. En particulier, soit 2,7 O un point de E,
p une semi-norme de E telle que p(x,)=~ o; il existe une forme linéaire
continue ftelle que /(x,)=p(x,) et|f(x)|<p(x)quel que soit z€E.

Dans un espace localement convexe K, un ensemble A est dit borné (relati-
vement i la topologie de E) si, pour tout voisinage U de O, il existe un
nombre % tel que A soit contenu dans 7.U; cette condition équivaut au fait que,
pour toute semi-norme p de i, sup p(x) est un nombre finz. o

EA .

Une semi-norme p sur un espace vectoriel I est appelée une norme si la
relation =~ O entraine p(x)=£o0. Un espace localement convexe est dit
normable si sa topologie peut étre définie par une seule norme; pour qu’il en soit
ainsi, il faut et il suffit qu’il existe un voisinage borné de O (*); toutes les
normes qui définissent la topologie de E sont alors dites équivalentes; pour que
deux normes p et ¢ soient équivalentes, il faut et il suffit qu’il existe deux

(3) S. BaNacH, Opérations linéuires (\Varszawa, 1932), p. 27; pour une autre démonstration de
ce théoréme, voir J. DIEUDONNE, Revue Scientifique (Revue rose), 1941, p. 642.
(%) A. KoLMoGOROFF, Studia Mathematica, 5, 1934, p. 29.
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nombres a, b finis et > o, tels que
a.p(x)Sq(e)Sh.plr)

quel que soit . Lorsqu’on fixe une norme sur E, I’espace E, muni de cette
norme et de la topologie qu’elle définit, est appelé espace normé : la norme d’un
point x se note alors en général |x|.

Soit / une application linéaire d’un espace localement convexe E dans un
espace localement convexe F. Pour que /'soit continue, il faut et il suffit que, pour
toute semi-norme ¢ de F, il existe une semi-norme pde E et un nombre a>o

tels que q<_/’(ix)>§a.p(w} pour tout x€E. Si f=goo, ot o est 'application
-1 -1

canonique de E sur E/f(0), g 'application linéaire biunivoque de E//{ O) sur f(E),

associée a f, ¢ est alors une application linéaire continue de I’espace

quotient h/?( 0) dans I'; si g est bicontinue (autrement dit, si g est un isomor-

phismede Ef(O) sur /' (E)), on dit que / est un homomorphisme de E sur f(E);
pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que I'image par / de tout voisinage
de O dans E, soit un voisinage de O dans le sous-espace /(E) de F.

Signalons enfin que, sur un espace a n dimensions, il n'y a qu'unc seule
topologie d’espace localement convexe ("), identique a celle définie, par

0

exemple, par la norme euclidienne M IE[* (oules £isont les coordonnées
i=1

de « relatives a une base quelconque de I’espace); en particulier, toutes les

normes sur un espace a n dimensions sont équivalentes.

CHAPITRE 1.

LA DUALITE FAIBLE.

4. Considérons deux espaces vectoriels E, E' (qui peuvent étre éventuel-
lem®nt munis de topologies; lorsqu’il en est ainsi, il est fait abstraction de ces
topologies dans ce paragraphe). Supposons donnée dans le produit E > E" une
Sorme bilinéaire (x, x') - B(x, ") (¢c’est-a-dire une application de E > E’ dans
le corps C, linéaire par rapport a chacune des variables x€E, 2’€L');
supposons en outre que cette forme satisfasse aux deux conditions suivantes :

(D). La relation « quel que soit x €E, B(z, ') =0 » entraine ' = o.

(Dy). La relation « quel que soit ' €E', B(x, ') = 0 » entraine x = o.

Nous désignerons par B, la forme linéaire @ — B(x, 2') définie dans E,
par B, la forme linéaire ' ~ B(x, 2') définie dans E'.

(") A. Tycnonorr, Math. Ann., 111, 1935, p. 769.
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Il est immédiat que les fonctions B, | sont des semi-normes sur E;
d’aprés (D,,), elles définissent sur E une topologie d’espace localement concexe,
que nous appellerons la topologie faible définie par E' sur E, et désignerons par
lanotation 5(K, E'); d’aprésla condition de continuité d’une forme linéaire (§ 3),
cette topologie est la topologie d'espace localement convexe la morns fine pour
laquelle toutes les formes B, soient continues. Si l'on prend arbitrai-
rement un nombre fini de points 2} € E'(1<7<n), 'ensemble des x€E tels
que sup |B(a, .r;)| <1 est un voisinage de O dans la topologie a(E, E'); en

1<i<n

vertu de la relation B(, 2a')="7B(x, 2'), ces ensembles forment un systéme
fondamental de voisinages de O dans cette topologie, lorsque n et les
prennent toutes les valeurs possibles.

On définit de facon analogue la topologie faible a(E', E) définie par E sur E';
en raison de la symétrie évidente que présentent ces deux topologies, nous nous
contenterons, en général, d’énoncer les propriétés de o(E.E), celles
de o(E', E) s’en déduisant en permutant les roles de E et E'.

5. Considérons maintenant un espace localement convexe quelconque E. et
soit & sa topologie; soit E' 'ensemble des formes linéaires continues dans 15
(pour la topologie B); E' est un espace vectoriel, que nous avonsappelé le dual
de E (relatif a la topologie ®). Si. pour tout z €E et toute forme linéaire 2’ €I,
on pose B(x, ')=2a'(x), B est une forme bilinéaire qui véritie les condi-
tions (D,) et (D,) : pour (D,), cela résulte de la définition de la relation '= 0;
quant a (D)), ¢’est une conséquence du théoreme de Hahn-Banach (§ 3) : pour
tout 2 =< 0, il existe une semi-norme p de E telle que p(a)<0 et une forme
linéaire continue ' telle que 2'(2) = p(«), d’otr la proposition. On peut donc
appliquer ce qui précéde et définir sur K (resp.E) la topologie faible 5(E, E")
(resp. a( K, E)), nous dirons que ces topologies faibles sont associées a la topo-
logie ®. La topologie s(E, E') est moins fine que &; on aura souvent, par la
suite, & distinguer les propriétés de parties de E (ou d’applications de E dans
un autre espace) relatives a ces deux topologies; on fera cette distinction en
accolant le qualificatif « faible » ou I'adverbe « faiblement » aux notions rela-
tives & o(E, E'): par exemple « ensemble faiblement fermé » signifiera
« fermé pour la topologie o(E, E') », « formelinéaire faiblement continue »
signifiera « continue pour la topologie o(E, E")»; I’absence de ces qualificatifs
signifiera qu’il s’agit de notions relatives ala topologie .

Le dual E' de E, muni de la topologie o(E', E), est appelé dual faible de E.
Si A est un sous-espace vectoriel partout dense dans E, toute forme linéaire
continue dans A se prolonge d'une maniére unigue en une forme linéaire
continue dans E, et réciproquement, toute forme linéaire continue dans E
donne, par restriction, une forme linéaire continue dans A. 1y a donc
isomorphie des structures d’espace vectoriel des duals de A et de E; aussi
identifie-t-on d’ordinaire ces duals, en tant qu’espaces vectoriels (non
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topologiques); nous allons voir par contre ci-dessous (§ 6) que, si A< E, les
topologies faibles 5(E', E) et o(E’, A) sont distinctes.

Appliquée a un sous-espace vectoriel quelconque A de E, cette remarque
montre que les duals de A et de son adhérence A peuvent étre identifiés (en tant
qu’espaces vectoriels non topologiques). ;

G. Reprenons les espaces vectoriels E, E’ considérés au paragraphe 4; une
fois E muni de la topologie a(E, E), ¢’est un espace localement convexe, dont
on peut donc considérer le dual, c’est-a-dire I'ensemble des formes linéaires
continues pour la topologie a(E, E’); nous allons voir qu’on retrouve ainsi
(4 une isomorphie prés) I'’espace E’ lui-méme; en d’autres termes :

TreorEME 2. — Les seules formes linéaires continues dans K pour la topologie
s(E, E"), sont les formes B,..

En effet, soit u une forme linéaire continue dans E: d’apres la condition de
continuité (§ 3), il existe des points x; en nombre fini (1 <:<n) tels que, pour
tout x € E

lu(z)|< sup |B(z, zi)!.
|§i§u
Il en résulte en particulier que, pour tout  annulant simultanément les n
formes linéaires B.;, on a u(@)=o0; d’aprés le théoréme 1 (§ 2), il existe n
scalaires 2; tels que

n
) -
= Z hi B,

i=1
done
=5,
ou

n
5
.)J: Z Ay,

i=1

ce qui établit le théoreme.

CoroLLAIRE. — Soit F' un sous-espace vectoriel de K/, telle que la restriction
a ¥ de la forme bilinéaire B satisfasse encore a la condition (Dy); st I est
distinct de B/, la topologie o(E, F) est strictement moins fine que o(E, E).

Il est évident que o(E, F') est moins fine que o(E, E’), tout voisinage de O
pour la premiére de ces topologies étant un voisinage de O pour la seconde. Si
ces deux topologies étaient identiques, toute forme linéaire sur E, continue
pour l'une, serait continue pour l'autre; d’aprés le théoréme 2, appliqué
a o(E, F"), pour tout 2’ €/, il existerait donc y' €’ tel que B,,.=B,., donc on
aurait B(z, ' — y') = o pour tout z € E; mais d’aprés (D)), cela entraine y' =/,
donc F'=E/, contrairement & I'hypothése,
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7. Lorsque E est un espace localement convexe (dont on désignera par & la
topologie), et E' son dual, on obtient directement le théoréme 2 sans faire le
raisonnement général ci-dessus : en effet, toute forme linéaire faiblement
continue est continue pour la topologie &, puisque cette derniére est plus fine
que a(E, E'); elle est donc de la forme B,, d’aprés la définition de la forme
bilinéaire B dans ce cas. Il y a donc identité entre les formes linéaires continues
(pour ) et les formes linéaires faiblement continues.

Déduisons de ce fait quelques conséquences qui nous seront utiles par
la suite :

TutorkME 3. — Dans un espace localement convexe, tout sous-espace vectoriel
fermé est faiblement fermé.

D’aprés le théoréme de Hahn-Banach (§ 3), il suffit de le démontrer pour un
hyperplan fermé; un tel hyperplan est de la forme 711(0), ol u est une forme

linéaire continue; comme « est aussi faiblement continue, z;(o) est faiblement
fermé.

Il y a donc identité entre les sous-espaces vectoriels fermés (pour @) et les
sous-espaces vectoriels faiblement fermés.

TaéoriME 4. — Soit A un sous-espace vectoriel d’un espace localement convexe E
(de topologie ®); soit B le dual de E.

a. Le dual de A est le méme, qu’on munisse A de la topologie induite par G, ou
de la topologie induite par o(E, E').

b. St Aest fermé, le dual de ’espace quotient E[A est le méme, qu’on munisse E/A
du quotient par A de la topologie B, ou du quotient par A de la topologie o(E, E').

La premiére partie résulte de ce que toute forme continue sur A ( pour I'une
des topologies qu’on considére) est, d’apres le théoréme de Hahn-Banach (§3),
la restriction d'une forme linéaire définie dans E, et continue pour la topologie
correspondante. De méme, si o désigne I'application canonique de E sur E/A,
pour qu'une forme linéaire u sur E/A soit continue (pour I'une des topologies
quotients considérées), il faut et il suffit que uo ¢ soit continue dans E pour la
topologie correspondante; d’ou la seconde partie du théoréme.

8. Revenons au cas général considéré au paragraphe 4. Nous dirons qu'un
¢lément x € E et un élément 2’ € E' sont orthogonaux si B(x, x')=o.

Soit M une partie quelconque de E; nous désignerons par M* I’ensemble des
x' € E/ qui sont orthogonaux a tous les x € M; si 'on remarque que I'ensemble
des 2’ € E’ orthogonaux a un élément x € K est 'hyperplan fermé défini par
I’équation B.(2')=o0, on voit que M* est un sous-espace vectoriel fermé, inter-
section de ces hyperplans, lorsque x parcourt M. On dira que M* est le sous-

Ann. Ec. Norm., (3), LIX. — Fasc. 2. 15
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espace vectoriel orthogonal a M. 11 est clair que, si M et N sont deux parties de K
telles que M € N, ona N* C M*.

Pour toute partie M’ de E’, on définit de méme le sous-espace vectoriel M'*
orthogonal a M', comme I’ensemble des x € E orthogonaux a tous les &’ e M';
c¢’est un sous-espace vectoriel fermé dans E.

TukorkME 5. — Pour toute partie M de E, l'ensemble (M*)* =M** est le sous-
espace vectoriel fermé engendré par M; on a \l* M.

En effet, soit V le sous-espace vectoriel fermé engendré par M; comme M** est
un sous-espace vectoriel fermé contenant M, ona V. € M**. D’autre part, soitz,
un point n’appartenant pas & V; d’aprés le théoréme de Hahn-Banach (§ 3), il
existe un hyperplan fermé contenant V et ne contenant pas x,; d’aprés le
théoréme 2, il existe donc x, € E’ orthogonal & tous les éléments de V (et en
particulier & tous les éléments de M) mais non & x,, ce qui prouve que x,
n’appartient pas & M**, et achéve la démonstration.

9. Soit A un sous-espace vectoriel de E; nous allons étudier la topologie
induite sur A par o(E, E'), et le dual A’ de I'espace localement convexe obtenu
en munissant A de cette topologie induite.

TrEorREME 6. — La topologie a(A, A') est identique a la topologre induite sur A
para(E, E").

En effet, d’apres le théoréme de Hahn-Banach (§ 3), toute forme linéaire
continue sur A <muni de la topologie induite par a(E, P’)) est la restriction & A
d’une forme linéajre continue dans K; le théoréme résulte alors du théoréme 2
et de la définition des voisinages de O pour la topologie (A, A').

Examinons maintenant [a structure de A’. Tout d’abord, en tant qu’'espace
vectoriel nontopologique, A" estisomorphe a lespace quotient E'/A*. En effet, si «'
est une forme linéaire continue dans A, il existe 2’ € E' tel que «’ soit la res-
triction & A de la forme linéaire B,.; en outre, si 2’ et y” sont deux points de K’
ayant cette propriété, on a B(x, ') =B(x, y') pour tout x € A, autrement
dit, y'— 2’ est orthogonal a A. Réciproquement, si 2’ est une classe (modulo A*)
dans E/, et 2, y' deux points quelconques appartenant i &', les restrictions i A
des formeq lmealres B, et B, sont identiques.

Onavu(§5)que A peut étre identifié au dual de 'adhérence A de A.

TukorimE 7. — L'espace vectoriel A’ muni de la topologue G(A’, A), est isomorphe
a Uespace quotient E'|A*, muni de la topologie quotient par A* de s(E', E).

D’apres la définition de la topologie quotient d’une topologie d’espace locale-
ment convexe (§ 3), on obtiendra, de la facon suivante, un systéme fondamental
de voisinages de O dans E'/A*: on choisitarbitrairement un nombre quelconque n
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de points @; (12iSn) de K, et on considére I'ensemble W(x,, ..., x,) des

classes ' (mod A*) telles que, pour un &' appartenant a la classe =/, on ait

sup |B(w;, 2')|<1. Nous allons d’abord prouver qu’on obtient un systéme
1 <_ i in

fondamental de voisinages en ne considérant que les W(x,, ..., 2,) pour
lesquels tous les x; appartiennent a A; tout revient 4 montrer qu'un ensemble
W(x,, ...,x,) quelconque contient un W (y,, ..., y,), ou les y;appartiennent
a A. Soit G le sous-espace vectoriel (2 n dimensions au plus) engendré par
les @;; G est somme directe de GAAet d'un sous-espace H. Soit y,, ..., y,une
base de GNA, z,, ..., s, une base de H, et soit

4 q
JY E /.,*/‘")f'/‘ﬁl— E ik Sk s

j==1 ke

on peut toujours supposer que les y; ont été choisis de sorte que

/l

N i<,

dmnd

j=1
Supposons alors que l'on ait |B(y;, '), <1 pour 1</ <p; pour chaque valeur
de l'indice k(1<k<q), il existe, d’apres le théoreme de Hahn-Banach, un
élément z, de K’ orthogonal 2 A et aux 3, d’indice h=k, et tel que
B(z,, 5,) = B(54, 2'); si 'on pose

s
N

3" est orthogonal a A, et I'on a
B(zr 5/ = B(z ), pour 1<A<y;

on en conclut, d’apres le choix des y;, que [B(x;, 2" — 5")|<1 pour 15i1<n, et
comme &' —z' appartient 4 la méme classe (mod A*) que 2/, la proposition est
démontrée.

Cela étant, si les 2; appartiennent a A, lavaleur de B(x;, x') est la méme pour
tous les points ' d’'une méme classe (mod A*), et elle est égale a u'(x;), on v/
est la forme linéaire continue dans A qui correspond a cette classe d’équivalence;
d’ol 'isomorphisme annoncé, en vertu de la définition des voisinages de O pour
la topologie (A’, A).

Il résulte du corollaire du théoréme 2 que, si A n'est pas fermé, le dual A’
de A, munidela topologie a(A’, A), n'est pas isomorphe aI’espace quotient E'//A*.

TukorkME 8. — St A est un sous-espace vectoriel fermé de K, le dual faible ¥’
de Uespace quotient F = E/A est isomorphe au sous-espace A* de B et la topologte
a(F, F) est identique au quotient par A de la topologie o(E, E').

- Posons B==A*; le dual B’ du sous-espace B de E', muni de la topologie
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a(B’, B), estisomorphe a I'espace quotient E/B*, d’apres le théoreme 7 appliqué
a E' et B, et en remarquant que B est fermé; comme B*=A**= A, puisque A
est fermé (th. 5), B’ est isomorphe & F =E/A ; donc (th. 2 et 6) le dual faible F’
de F est isomorphe a B, et la topologie quotient de o(E, E") par A est identique
a o(F, ).

10. Considérons maintenant deux eonples d’espacesvectoriels, K, E' et F, I';
supposons données une forme bilinéaire B définie dans E >< E’, et une forme
bilinéaire C definie dans F < I, ces deux formes satisfaisant aux axiomes (D,)
et (D,). Munissons E et E' des topologies a(E, E") et o(E, E), I et I des topo-
logies a(F, ') et a(F', I), et considérons une applicationlinéaire x de E dans F;
conformément aux conventions du paragraphe 5, nous dirons que u est faible-
ment continue si elle est continue pour les topologies o(E, E') et o(F, ).

Taeorime Y. — Pour que u soit faiblement continue, il faut et il suffit que,
pour tout y' € ¥', l'application x— C < u(x),y' ) soit une forme linéaire continue
dansE.

La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, supposons-la
vérifiée, et considérons un voisinage quelconque de O dans F, défini par la

condition sup |[C(y, y/)|S1; son image réciproque par u estl’ensemble défini
1£i<n

par la relation sup
1<isn

que cet ensemble est un voisinage de O dans E, d’ou le théoréme.

C<u(w),y{), <13 I’hypotheése, et le théoréme 2, entrainent

CorOLLAIRE. — Pour que u soit fatblement continue, il faut et il suffit que,

pour tout hyperplan fermé H de ¥, 711(H> soit fermé dans E.

En effet, supposons cette condition remplie, et soit y’ un point quelconque
—1
de F';, H I'hyperplan fermeé de F défini par 'équation C(y,y") =o0: u (H) est
défini par 1'équalion C(u(x), y ) o; s'il est fermé, la forme linéaire
z - C <u(:1r), _y’> est continue, et le théoréeme 9s’applique.
Si u est faiblement continue, il résulte des théorémes 2 et 9 qu’a tout y’ € F’

correspond un &’ € E’' et un seul tel que C(u(x), y’) = B(«, 2'); la donnée

de I'application linéaire u de E dans F définit donc une application de ¥’ dans K/,
que nous designerons par u/, et appellerons la transposée de u; il est immédiat
que ' est une application linéaire; elle satisfait a 'identité fondamentale

(1) B(x, u’(y’)):C(u(x), .y’).

Inversement, cette identité caractérise u' de la maniére suivante : si ¢ est une



LA DUALITE DANS LES ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES. 119
applicationde I"dans E/, telle quel’on aitidentiquementB(x,v(y’)):C(u(x),y’),
on tire de cette relation et de (1) que B(a, v(y’)—u’(y’)):o quels que
soient @ et y', d’ou, d'aprés (D)), «(y") — u'(y')=o0 quel que soity’. c’est-
a-dire y = u'.

Tneorime 10. — La transposée u' d’une application linéaire continue u de E
dans ¥, est une application continue de ¥' dans E'.

En effet. d’aprés (1), l'application y' — B(a:, u\y’)) est une forme linéaire
continue dans F, et le théoréme résulte du théoréme 9.
On peut donc définir la transposée de I'application linéaire continue u'; cette

transposée n’est autre que u (en d’autres termes, la relation entre u et «' est
symétrique). En effet, si ¢ est la transposée de u’, on a, d’apres (1), l'iden-
tité C(u(as), y/\)—_—Cr(v(x), y’), d'ou, en vertu de (D,), u(x)=v¢(x) quel que
soit x €K, c’est-a-dire u =y.

1. L'identité fondamentale (1) entraine une série de conséquences, par ou
se relient étroitement les propriétés d’une application linéaire « et de sa trans-
posée u'.

Tutorime 11. — On a

<LI/(E)>*:;LJ/(O), (u" (()))kz u(E).
Lin effet, si y' €' est orthogonal 4 u(1)CF, on a, d’apreés (1),

B(w. u’(y’)) —=o0 quel que soit 2 €k, I

done, d’apres (D), w'(y')= 0, et réciproquement; on a donc (u(E))‘: l_t;<0:),

—1 * R
et la relation (u/(O)) = u(E) en résulte, cn tenant compte du théoreme 5.

CoROLLARE. — Pour que u soit une application biunivoque de K dans ¥, il faut
et il suffit que u'(F') soit partout dense dans 1.
s . . . . . —1 ' . )
lin effet, la condition pour que « soit hiunivoque est que «(0) se réduise a O;
- N\ ¥ " . . \ . ,
cette condition équivaut & <u(0)) = I; mais le théoreme 11, appliqué en
. ! =1 * [
intervertissant les roles de u et u/, prouve que ( u(0)> =u'(F), d’ou le
corollaire.

12. Cherchons maintenant les propriétés de la transposée u' qui équivalent &
I'existence d’une solution (au moins) de I'équation linéaire u(x)=y,, ou y, est

un élémentdonnéde F. Celasignifie que 'ona y,€u(E); sil’'on pose G'= LZ’(()),
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il résulte du théoréme 11 que y, doit étre orthogonal @ G'. Inversement, suppo-
sons cette condition remplie; alors la forme linéaire C(y,, ¥') a la méme valeur
pour deux points appartenant a4 la méme classe (mod. G'); mais ces classes ne

—1
sont autres que les ensembles «'(x"), ot @' parcourt «'(F); si 'on désigne
par H _(2')la valeur commune de C(y,, y") pour tous les points y’' d’une méme

—1
classe u'(2"), 'application @' H, (x) estune forme linéaire définie dans u'(F').

TugoreMe 12 ('). — Pour que l'équation u(x)=y, admette une solution
—1

au moins, il faut et il suffit que y, soit orthogonal a u'(0), et que la forme
linéaire U, , définie dans u'(F"), soit continue dans ce sous-espace.

La condition est nécessaire : en ellet, si y, = u(x,), on a, pour tout y' € u'(x),
d’apres (1), .

IL (2') =Gy, )= C(u(wo), )”) =B ((L‘o, w'(y' )) = B(xy, 2'),

donc H, est la restriction a «'(F") de la forme linéaire continue B,,. La condition
est suffisante; en effet, si elle est vérifice, il existe, d’apres le théoreme 2 et le

théoreme de Hahn-Banach, un x, € E tel que H, soit la restriction & «'(F") de la
forme linéaire B, ; donc, pour tout y’ €I, on a, d’apreés (1),

Gy v = Hy“(u’(’y’)> = B(wo, u’(y’)) = C(u(afo), y’),

d’ou, en vertu de (D)), y,= u(x,).

Tueorime 13. — St u(E) est fermé dans ¥, pour que équation u(x)=y,

. . . . - . . -1
admette au moins une solution, il faut et il sufjit que y, soit orthogonal a u'(0).

(’est une conséquence immédiate du théoreme 11, puisqu’alors u(E)=u(E).

—1
On peut ajouter que la condition « y, orthogonal a #'(0) » n’est une condition
suffisante pour I'existence des solutions de y,=u(x) que st u(E) est fermé;

—1
comme u'(0) est fermé, cette condition est en effet, d’aprés le théoréme 5,
équivalente a y,€u(E).

13. Nous allons maintenant obtenir la propriété de u' qui équivaut a la
propriété, pour u(E), d’étre fermé dans F (propriété qui vient d’intervenir
dans le théoréme 13). ‘

TugoriME 14. — Pour que u(E) soit fermé dans ¥, 1l faut et il suffit que u' soit
un homomorphisme de ¥' sur u'(F').

-1
Posons G'=u/(0); l'application u' s’écrit u'=_go¢, ou v est I'application
canonique de F' sur 'espace quotientF’/G',et g une application continue et biuni-
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vogue de F'/G sur u'(F') (§ 3). Cherchons a quelle condition g est bicontinue : il
faut et1l suffit pour cela que tout voisinage de O dans F'/G' soit I'image réciproque
par g d’un voisinage de O dans u'(F").

Or, soit V' un voisinage de O dans u'(F'), défini en prenant un nombre
fini de points x;€E, et en considérant I'ensemble des ' eu'(F") tels

que sup |B(x;, )|<13 comme 2'= g(y'), avec y'€ F//G'. Pimage réciproque
158

par g de V' est I'ensemble des classes y’ telles que sup |B<~73u g1
1<i<n S

d’apres I'identité (1), et la définition de g, on a

R(:-l',‘. g‘(j’i)\) = B(atf,;. u,’(y’)) = C(u(.r,—), )/’),

pour tout »' appartenant a la classe y'. Or, si 'on pose K'=F G/, on a vu
(théoreme 8) que le dual K de K’ est isomorphe (en tant qu’espace vectoriel
non topologique) 4 G'*=u(E); ce qui précéde prouve que I'image réciproque,
par g, de la topologie de «'(F") est la topologie s(K', K,), ot K, est la partie
de K qui correspond a la partie «(E) de u(E) dans lisomorphie précédente.
D’autre part, la topologie de 'espace quotient F'/G" est identique & 5(K', K); pour
qu’elle soit identique & o(K', K,), 1l faut et il suffit que K =K, (corollaire
du théoreme 2), donc que u(E)=u(R), ce qui achéve la démonstration.

COROLLAIRE. — Pour que u soit une application de K sur ¥, il faut et il suffit
que u' soit un isomorphisme de ¥’ sur u'(F').

En effet, si u(E)=F, il résulte du corollaire du théoreme 11 (appliqué en
intervertissant les roles de u et «"), que «' est une application biunivoque de F’

sur «'(F"); comme «(E) est en outre fermé, u' est un homomorphisme de F'

sur «'(F"), donc un tsomorphisme de F' sur o' (F'). Réciproquement, si «’ est un
isomorphisme de F’ sur «'(F'), «(E) est fermé d’apres le théoréme 14, et
partout dense dans F d’apres le corollaire du théoréme 115 done u(E)=F.

14. Le critére de résolubilité algébrique d’une équation linéaire f(x)=y,,
rappelé dans 'Introduction (§1), se déduit facilement du théoreme 135 il suffit
en cffet de prendre pour E" et F' les duals algébriques de E et F respectivement;
alors toute forme linéaire sur I (resp. F) est continue, donc (§ 3) tout sous-
espace vectoriel de K (resp. I') est fermé, et le théoréme 13 est par suite
applicable.

15. Considérons maintenant deux espaces localement consexes E et F, dont
nous désignerons les topologies respectives par & et U; soient E' et F' les duals
respectifs de E et F, relatifs & ces topologies (§ 5). Pour appliquer les résultats

qui précedent a une application linéaire u de B dans F, il s’agira de savoir

passer des propriétés de u relatives aux topologies G et U, aux propriétés de u



122 J. DIEUDONNE.

relatives aux topologies faibles s(E, E') et o(F, F'), puisque ce sont ces
derniéres quiinterviennent dans ce qui précéde. Nous obtiendrons au Chapitre 11
des résultats trés précis dans cette direction, lorsque % et U sont des topologies

d’espace normé. Dans le cas général, nous démontrerons seulement le théoréme
suivant :

TaioriME 15. — S0 u est continue pour les topologies B et U, u est faiblement
continue : st u est un homomorphisme de E dans F pour les tovologies ® et U, u est
un homomorvhisme faible de E dans F.

La premiére partie résulte du théoreme 9 : pourtout y' €, y'(y)=C(y,y")
est continue dans F, muni de la topologie U; donc C(u(m),y’) est continue
dans E, muni de la topolugie G, et par suite (§ 7) est une forme linéaire faible-
ment continue; d’apres le théoreme 9, u est faiblement continue.

Pour démontrer la seconde partie, considérons d’abord le cas ou u est un
somorphisme de E sur le sous-espace G=u(E) de F; les duals faibles E' de E
(munide ®)et G’ de G(munide latopologieinduite par 1) sontdonc isomorphes.
et u est un isomorphisme de la topologie a(E. E") sur 5(G, G'); mais, d’apres le
théoreme 4 et le théoreme 6, (G, G') est la topologie induite sur G par a(F, "),
d’ou la proposition dans ce cas.

En second lieu, considérons le cas ot u est I'application canonique de E sur
un espace quotient F="F/A de E par unsous-espace vectoriel fermé A; L est
donc la topologie quotient de ® par A. Il suffit de prouver que, si F’ est le dual
de F, la topologie quotient par A de 5(E, E') est identique a a(F, F'); or (th. 4)
F" est encore le dual de F, quand on munit F de la topologie quotient par
A de o(E, E'); la proposition résulte alors du théoréme 8.

Pour établir enfin la seconde partie du théoréme dans le cas général, il suffit
d’observer que ce cas se rameéne par définition aux deux cas particuliers qui
viennent d’étre envisagés (§ 3).

CHAPITRE 1I1.
LA DUALITE DANS LES ESPACES NORMES ().

16. Soit I un espace normé (8 3); son dual E' est, par définition (8§ o),
1 3
I’ensemble des formes linéaires continues dans E; comme le corps des nombres

(#) Comme nous I'avons déja signalé (Introduction, § 1), & 'exception du théoreme 20, aucun des
résultats de ce Chapitre ne doit étre considéré comme nouveau; les principaux sont dus & M. Banach
(loc. cit.) et a M. Hausdorff [Zur Theorie der linearen Raiime (J. de Crelle. 167, 1932, p. 294-
311)]. Ce sont d’ailleurs ces résultats qui nous ont servi de guides dans la Lhéorie générale exposée
au Chapitre I; en particulier, la forme des principaux théorémes que nous avons obtenus sur les
topologies faibles est calquée sur les Lhéorémes analogues de M. Hausdor[f pour les topologies
d’espace norm¢é (bien que le principe de leur démonstration soit tout a fait différent).
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*

complexes est un espace normé particulier, le dual de E apparait comme un
cas particulier de 'espace vectoriel des applications linéaires continues de I'espace
normé E dans un espace normé F; nous désignerons cet espace par £(E, F) et
commencerons par en rappeler certaines propriétés qui nous serviront dans
toute la suite de ce Chapitre. _

On sait (§ 3) que, pour qu’'une application linéaire u de E dans F soit
continue, il faut et il suffit qu'il existe un nombre a2o tel que |u(x)|<a. Ed|
pour tout z€E; le plus petit nombre a pour lequel cette identité a lieu se
note |u|; c’est une norme dans lespace vectoriel £(E, F); quand on
considere £(E, F) comme un espace normé, c’est toujours de cette norme qu’il
s’agit. Muni de cette structure d’espace normé, £2(E, F) est complet si F est un
espace normé complet (*). Si A est un sous-espace vectoriel pariout dense
dans E, toute application linéaire continue u de A dans F se prolonge d’une

maniére unique en une application linéaire continue u de E dans F; en outre,’

la norme de u est égale a celle de u; autrement dit, les espaces normés £2(A, F)
et £(E, F) sont isomorphes, ce qui permet de les identifier; en particulier, on
peut identifier les espaces normés £2(E, F) et 2(E, F)ou E est le complété de E.

Lorsque E est complet, on peut caractériser les ensembles bornés (§ 3) dans
’espace normé £2(E, I) grace au théoréeme fondamental suivant, de MM. Banach
et Steinhaus ('°) :

Tntorime 16. — St E est complet, pour qu'une partie A de l'espace normé £2(E, F)
soit bornée, il faut et il suffit que, pour tout x €E,

sup | w(x) | <+ co.
ue

17. L’application des définitions précédentes au cas ou F est le corps des
nombres complexes conduit a définir, pour toute forme linéaire continue &’ sur

’espace normé E, sa norme |x'|, égale par définition a sup [2/(x)|, d’ou
lel=1

Pinégalité

(2) |B(z, )| =2 (@) | <]r].] ]

valable quels que soient x€E, ' €E’. Muni de la structure d’espace normé

définie par cette norme, E' est appelé le dual fort de E; c’est un espace normé

complet. Si A est un sous-espace vectoriel partout dense dans ’espace normé E,

(®) F. Hausporrr, loc. cit., p. 299.

(1°) S. Banach et H. StriNnavs, Fund. Math., 9, 1927, p. 57; cf. aussi F. Hausporrw, loc. cit.,
p- 305, ot l'on trouvera des indications bibliographiques sur des cas particuliers de ce théoréme,
démontrés antéricurement par O. Toeplitz et E. Helly.

Ann. Ec. Norm., (3), LIX. — Fasc. 2. 16
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L3

les duals forts de A et de E sont isomorphes [ on notera dés a présent la différence
avec ce qui se passe pour les duals faibles de A et de E (§§ 5 et 6)].

D’apres le théoréeme de Hahn-Banach (§ 3) et la définition de la norme d’une
forme linéaire, on a la proposition suivante (') : si G est un sous-espace
vectoriel d’un espace normé E, et £ une forme linéaire continue définie dans G,
il existe une forme linéaire f, définie et continue dans E, prolongeant f, et
telle que la norme de [ soit égale a celle de f.

On déduit de ce résultat la structure des duals forts d’un sous-espace
vectoriel et d’un espace quotient d’un espace normé :

TaeoreME 17. — Soit G un sous-espace vectoriel d'un espace normé E, G* le
sous-espace du dual E' orthogonal (§ 8) a G.

a. Le dual fort du sous-espace normé G est isomorphe a l'espace quotient E'|G*
du dual fort E' de E.

b. Si G est fermé, le dual fort de lespace quotient E|G est isomorphe au sous-
espace normé G* du dual fort E' de E.

a. Onsait (§ 9) que le dual G’ de G est isomorphe & E'/G* en tant qu’espace
vectoriel non topologique; dans cette isomorphie, 4 une forme linéaire
continue f€G’ correspond dans E'/G* la classe (mod G*) des formes linéaires
continues dans E et prolongeant f; pour toute forme 2’ de cette classe, on a
évidemment |z'|2] f], et, d’autre part, on a vu ci-dessus qu’il existe une
forme f de cette classe telle que | /|=]/]; on peut donc écrire | /| = inf| 2’|,
la borne inférieure étant prise dans la classe (modG*) qui correspond a f;
cette borne inférieure étant précisément (§ 3) la norme de cette classe dans
E//G*, I'isomorphie entre G’ et E'/G* conserve les normes, d’ou la premiere partie
du théoréme. ‘

b. Posons F=E/G; on sait (th. 8) que le dual F" est isomorphe a G*, en
tant qu’espace vectoriel non topologique. A une forme linéaire u€F’ corres-
pond dans cette isomorphie une forme linéaire x'€ G* telle que, pour toute
classe z€F, et tout élément x de cette classe, on ait u(x)=2'(x). D’apres (2),

on a
lu(z) | |2 || =] quel que soit x €,

d’ou, en prenant la borne inférieure du second membre lorsque x parcourt z,
|u(Z)|<|2'|.] x|, d’aprés la définition de la norme dans F(§ 3); d’aprés la défi-
nition de la norme de u, on a donc Ju|<|2’|. D’autre part, |u| est la borne
supérieure de |2'(x)| lorsque x parcourt I’ensemble des points tels que

(11) S. BaNacH, Opérations linéaires (Warszawa, 1931), p. 55-56.
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inf|2 + y|<1; comme cet ensemble contient la sphére x| =1, on a |[@'|<[u|,
y€G '

ce qui prouve I'égalité | u| = |2'|, et achéve la démonstration.

18. Si E est un espace normé, le dual fort E" du dual fort E' de E est un
espace normé complet, que nous appellerons le bidual de E. On peut définir un
isomorphisme (que nous appellerons isomorphisme canonique) de Vespace
normé E sur un sous-espace normé E de E”; en effet, pour tout x€E, I'appli-
cation &' — x'(x) est une forme linéaire définie dans E', et continue en vertu
de (2), donc appartient & E”; désignons-la par &; on voit aisément, d’apreés la
définition de la norme d’une forme linéaire, et le théoréeme de Hahn-Banach,
que |z|=]x| ('*). L'application & -~ & est donc bien un isomorphisme de la
stracture d’espace normé de E sur celle du sous-espace E de E' formé
des #. Lorsque £ = E", on dit que E est un espace réflexif; si E a un nombre
Jfini de dimensions, il est réflexif, car & et E’ ont alors le méme nombre de
dimensions que E. Nous obtiendrons plus loin la condition pour qu'un espace

normé soit réflexif (§ 24); notons dés maintenant qu'un espace retlexif est
nécessairement complet.

19. Considérons un espace normé E. Nous allons maintenant étudier les
rapports entre les topologies faibles o(E, E') et o(E, E), et les topologies
d’espace normé de E et E'; ces derniéres seront appelées dans ce qui suit topo-
logies fortes (elles sont plus fines que les topologies faibles); on accolera le
qualificatif « fort » ou I'adverbe « fortement » aux notions relatives i ces
topologies.

Il faut remarquer tout de suite que, sauf lorsque E est réflexif, les rapports
entre o(E, E") et la topologie forte sur E ne sont nullement les mémes que
ceux de o(E’, E) et de la topologie forte sur E'; cela tient au fait que, lorsque E
n’est pas réflexif, o(E', E) n’est pas la topologie faible associée a la topologie
forte de E' (au sens du paragraphe 5), en vertu du corollaire du théoréme 2;
sauf mention expresse du contraire, quand nous parlerons de la topologie
faible de E', il s’agira toujours de o(E', E), et non de la topologie o(E’, K")
associée a la topologie forte de E'.

Tukorime 18. — Tout ensemble faiblement borné dans E est fortement borné,
et réciproquement ('*).

Par définition (§ 3), pour qu’une partie A de E soit faiblement bornée, il

(12) S. BaNAcH, loc. cit., p. 189-190.

(13) Sous cetle forme générale, le théoréme est démontré par N. Dunford [ Trans. Amer. Math.
Soc., 44, 1938, p. 308 (théoréme 2)] ainsi que le théoreme 21 (ibid., th. 3); mais le cas particulier
du théoréme 18 ou I'ensemble considéré est dénombrable, se trouve déja dans S. Banach (loc. cit.,
p- 8o, th. 6).

16.
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faut et il suffit que, pour tout ' &E/, sup|2'(#)| soit finie. Soit A I'image
xr €A

de A par 'application canonique x —~ & de E dans le bidual E’; on a done

sup [ (&) | <+ .
x€X

Or, le théoreme 16 appliqué a espace complet K et au cas ou F est le corps des
nombres complexes, prouve que A est borné dans E”; donc A est fortement
borné dans E, ce qui prouve la premiére partie du théoréme. La réciproque

découle immédiatement de (2).

20. Du théoréme 18 nous allons déduire une nouvelle caractérisation des
cspaces normables (cf. § 3).
L J
Tueorime 19. — Sotent p et g deux normes sur un espace vectoriel KB, pour que
la topologie G, définie par p soit plus fine que la topologie B, définie par g, il
Saut et il suffit que toute forme linéaire continue pour la topologie ©, soit
continue pour la topologie G,,.

La condition est évidemment nécessaire, Réciproquement, supposons-la
vérifiée, et considérons le voisinage V de O pour la topologie ©,, formé des
x € tels que p(x)<1; toute forme linéaire &' continue pour %, étant continue

pour &,, on a
sup |2/ (x) | <+ o0

eV

done V est faiblement borné pour la topologie ®,. et par suite aussi_fortement
borné d’apres le théoréme 18; mais cela signifie que tout voisinage de O pour la
topologie ®, contient un voisinage de O pour la topologie %,, donc que G, est
plus fine que %,.

COROLLAIRE. — St le dual de E est le méme pour les topologies G, et ©,, ces deux
topologies sont identiques.

TaeorevE 20. — Pour qu’un espace localement convexe K soit normable, il faut
et il suffit qu’il existe un voisinage de O faiblement borné dans E ('*).

La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, supposons-la
verifiée, et soit V un voisinage de O faiblement borné; on peut supposer que V
est 'ensemble des x € E tels que p(x) <1, ol p est une des semi-normes définis-
sant la topologie de E (§ 3). Montrons d’abord que p est une norme : en effet, si

(1%) Cf. J. V. WEHAUSEN, loc. cit.,théoréme 10, p. 163 : M. Wehausen démontre, sous ’hypothése
superflue qu’il y a un systéme fondumental de voisinages faiblement bornés, que toute semi-norme
correspondant & un de ces voisinages est une norme; il en conclut seulement que le dual de E est -
identique au dual de chacun des espaces normés qu'on obtient en munissant E de ¢es normes, mais
n’apercoit pas que la topologie de E est une topologie d’espace normé.



-

LA DUALIT_E DANS LES ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES. 129

I'on avait p(z,) =0 pour x,5£ 0, il existerait une semi-norme ¢ telle que
q(xy)7#0; d’apreés le théoreme de Hahn-Banach (§ 3), il existerait une forme
linéaire / continue dans E et telle que f(x,)=¢(x,) £ 0. Comme, pour tout
h>o0, rxz,€V, onaurait sup | /(x) =+ «, contrairement a I'hypotheése.

eV

On peut alors supposer que la topologie  de Eest définie par un systeme de
semi-normes qui sont toutes 2p (si cette condition n’était pas remplie, on
aurait un systeme équivalent en prenant les enveloppes supérieures de p et des
semi-normes données); un tel systtme est donc composé de normes. Soit ¢
I'une d’elles, &, et &, les topologies d’espace normé définies respectivement
par g et p. Par h\ pothese, B, est plus fine que ,; d’autre part, B, est moins
Jine que la topologle B; donc toute forme linéaire continue pour o, estcontmue
poun®; d’apreés I'hypothese, V est donc faitblement borné pour ,, et par suite
Sfortement borné pour cette topologie (th. 18); mais le raisonnement du
théoreme 19 prouve que cette proprié¢té entraine que B, est moins fine que
,, et par suite lui est identique. Cela s’applique 4 toutes les semi-normes défi-
nissant la topologie %; toutes ces semi-normes étant des normes céquivalentes
a p, G est identique a G, d’ou le théoréme.

21. Passons aux relations entre la topologie forte sur le dual I’ et la topo-
logie faible o(E’, E). On notera tout d’abord que, dans E’, il existera des sous-
espaces vectoriels fortement fermés, mais non faiblement fermés, sauf si E est
réflexif : en effet, si E n’est pas réflexif, il existe des formes linéaires sur E’
qui sont fortement continues, mais non faiblement continues; et réciproque-
ment, I'existence de telles formes linéaires entraine que E n’est pas réflexif.
Il n’y a donc pas ici d’analogue du théoréeme 3.

Le théoréme correspondant au théoréme 18 est le suivant :

TukoriMe 21 ('*). — Tout ensemble fortement borné dans E' est faiblement
borné; si E est complet, tout ensemble faiblement borné dans E' est fortement
borné.

La premiére partie résulte immédiatement de I'inégalité (2); la seconde est
un cas particulier du théoreme 16, appliqué au cas ou I'espace F est le corps
des nombres complexes.

La seconde partie du théoréme 21 est en défaut lorsque I n’est pas complet.
Par exemple, soit E le sous-espace de I'espace (c) des suites (&,) tendant vers
une limite, formé des suites n’ayant qu’'un nombre fini de termes non nuls; on
v01t sans peine que le dual I de E est I espace (/) des suites (,) telleb que

S‘ IO(,, <+oc’ et que, DI'L_( C”) z —(a"> B(l -1«") —‘zan-n et"i? “ _Ejan
n=1 n=l ne=l

I.’espace E n’est pas complet; considérons dans K’ la suite des points (), o

m
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’

/ [ ) .
&, == (O AVEC Lppyy= ~ — | estla somme des m premiers

n n-+—m
termes de la série harmonique, donc la suite (2,) n’est pas fortement bornée ;
mais comme o,, tend vers une limite finie lorsque, n restant fixe, m augmente
indéfiniment, la suite (x),) est faiblement bornée.

; on voit que |z

m

22. Les théorémes 22 4 24 (ui suivent sont fondamentaux dans la théorie
des espaces normés et ses applications a I’Analyse fonctionnelle; sous la forme
que nous leur donnons ici, ils sont dus & M. N. Bourbaki ('*); mais un
théoréme équivalentan théoréeme 23 avait déja été établi par M. Banach ('), et
ce dernier avait aussi démontré les théoremes 22 et 24 dans le cas particulier
ou Vespace normé E est « séparable » (c’est-a-dire qu’il existe un ensemble
dénombrable partout dense dans E) ('7).

TaeorkME 22. — Dans le dual B d’un espace normé E, la boule fermée S,
Sformée des ' tels que |x'|<1, est faiblement compacte.

Remarquons que, d’aprés la définition de la topologie faible s(K/, E), K,
muni de cette topologie, peut étre considéré comme un sous-espace de I'espace
C*® de toutes les fonctions complexes définies dans E, muni de la topologie
produit ('*) de celles de ses espaces facteurs (identiques au corps C des
nombres complexes); dire qu'une partie A de E’ est fatblement bornée signifie
(ue ses projections sur les espaces facteurs de C" sont des ensembles bornés
dans C; d’aprés le théoréme de Tychonoff (**), A est donc relativement compacte
dans I’espace C*. D’aprés le théoréme 21, ce raisonnement s’applique en parti-
culier a la boule S; le théoreme sera établi si I'on prouve que S est fermée
dans C®. Or, soit f un point de C* adhérent a4 S; quels que soient x, y dans E,
pour tout ¢ > o, il existe par hypothése un &' €S tel que

o) =2 (@) [se,  [f(y)—2(y)ige,  [fle+y)—2(@+y)|ss,
d’ou '
W +y) —fle) = fy) 235
et comme ¢ esl arbitraire, f(x—+y)=/(x)=+ f(y); on montre de meéme
que f(Ax) = f(x) pour tout scalaire 2, donc que f est une forme linéaire
sur E. En outre, pour tout € E tel que |x|=1, et tout e > o, il existe 2’ € S
telle que | f(x)—'(x)|<e, d'ou | f(x)|S1+¢, et comme ¢ est arbitraire,
| f(@)|<1,ce quiprouve que f estcontinue, etappartient a S, d’ou le théoréme.

(13) N. Boursaki, C. R. Acuad. Sc., 206, p. 1701. Nous reproduisons ici les démonstrations de ces
théorémes (qui n’ont pas ¢té publiées) avec 'autorisation de 1'auteur.

(18) Loc. cit., p. 119, lemme 2.

(17) Loc. cit., p. 123, théoréme 3 et p. 189, Lthéoréme 13.

('*) N. Boumrsuk1, Topologie générale, Chap. 1, § 8 (Actunl. scient. et ind., n° 888, p. 42).

(19) Ibid., p. 63.

7
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On déduit aussitot du théoréme 22, par translation, que toute houle
fermée |2’ — x, |<r dans B’ est faihlement compacte.

TukoriME 23. — Soit E un espace normé comnlet, ¥’ son dual; pour qu'un sous-
espace vectoriel N de B soit faiblement fermé, il faut et il suffit que I'intersection
de V et de toute boule fermée dans E' soit faiblement compacte.

La nécessité de la condition résulte aussitot du théoréeme 22 (que E soit ou
non complet). Pour montrer qu’elle est suffisante, nous allons établir que, si
elle est remplie, et si ., est un point de E’' n’appartenant pas a V, il existe un
hyperplan faiblement fermé contenant V, mais ne contenant pas x, ou encore
qu’il existe x, € E orthogonal 4 V, mais non a .

Pour cela, d’aprés un raisonnement de M. Banach ('), il suffit d’établir le
lemme suivant : i/ existe une suite (x,) de points de E, tendant fortement vers O,
et telle que tout point x' € ¥ satisfaisant a la relation sup |B(x,, ' — &) <1

n’appartienne pas a V.

Soit  la distance de x, & V; remarquons d’abord que d > o (c’est-a-dire
que V est fortement fermée); en effet, I'intersection de V et d’une houle fermée
S de centre &, est faiblement compacte, donc faiblement fermée, et a fortiori
fortement fermée; la distance de x, A cette intersection est par suite > o.
Suivant toujours le raisonnement de M. Banach, nous allons voir qu'’il existe
un ensemble fini P, de points de E tel que tout point 2’ € K’ satisfaisant aux
relations

|/ — o |Sd =+ 1, | Blx, &/ — a) | < (—f [ ],

pour tout x € P,, n’appartienne pas a V. Supposons en effet le contraire; & tout
ensemble fini F de points de E correspondrait alors un ensemble non vide H(F)
de points &’ appartenant a V et satisfaisant aux relations

|/ — x| €d 41, I B, ' — )| < (—)[" |, pour tout » € I';

si F, et F, sont deux parties finies de E, on a évidemment

H(F,uF,)=H(F,)n H(F,),

.

donc les H(F) formeraient une base de filire 3 dans l'intersection de V et de la
boule |a’' — &, |Sd + 15 cetle intersection étant faiblement compacte, la base
de filtre 3 aurait un point faiblement adhérent 2, € V. Il en résulte en parti-
culier que, pour tout z € E, tout ¢ > o et toute partie finie I' de E, il existerait
2’ € H(F) tel que |B(x,  —x;)|<e; sil'on suppose que x € F, on en déduit

|B(z, &, — ) |< ;—luxﬂ ~+ ¢, et, comme eestarbitraire, | B(x, 2, —z,)|< ;—il]x“, or,

d

cette relation ayant lieu pour tout « € E, on en conclurait que o, — &, |< >
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contrairement a la définition de d; 'hypothése d’ou nous étions partis est done
absurde.

Par récurrence, on en déduit aisément que, pour Lout entier n, il existe une
partie finie P, de E telle que tout point 2’ € K’ satisfaisant aux relations

Vo' — e Sd+n,  IB(r, 2’ —xg) | S(d+k)|r],  pourtout r € Pryet1<khk<n—ru.

| B, 2/ — x4) 1< %“r Il pour tout .- € Py,

n’appartienne pas 4 V. En divisant par d + & les points de P, (k=1, 2, ...)
et en rangeant en une suite (2,) les points de I'ensemble dénombrable obtenu,
il est immédiat que la suite («,) satisfait aux conditions du lemme (car on peat
évidemment supposer que les points de chaque P, ont tous une norme <1). Ce
dernier étant démontré, le théoréme 23 en résulte.

23. Dans le raisonnement de M. Banach auquel nous nous sommes référés
pour établir le théoreme 23, le fait que E est complet joue un role essentiel
(alors qu'il n’intervient pas dans le lemme, qui est valable pour un espace
normé quelconque E). Effectivement, nous allons voir que le théoreme 23 est
inexact si E n’est pas complet. |

En effet, soit alors £ le complété de E, x, un point de B n’appartenant pis
4 E, et soit V ’hyperplan B(x,, ") = o dans le dual E’ de E, identique au dual
de 12; @’aprés le théoréme 22, I'intersection de V et d'une boule fermée quel-
conque dans E' est faiblement compacte pour la topologie o (E/, E), donc aussi
pour la topologie 5(E', E) qui est moins fine; mais V n’est pas fermé pour cette
derniére topologie (corollaire du théoréme 2).

24. TukoniMe 24. — Pour qu’un espace hormé B soit réflexif, il faut et il suffit
que la boule fermée S formée des points @ &€ E tels que |x|<1 soit faiblement
compacte.

En effet, soit E I'image canonique de E dansson bidual E” (§18); 'application
‘canonique de E sur F est nen seulement un isomorphisme de la structire
d’espace normé de E sur celle de E, mais aussi, d’apres sa définition, un isomor-
phisme de la topologie faible o(E, E') sur o(E, E’). Si E=E", I'image cano-
nique S de S est faiblement compacte (pour la structure o(E", E’)) d’aprés le
théoréme 22; donc S est faiblement compacte. Réciproquement, supposons que
S soit faiblement compacte; il en est de méme de S, donc le théoréme 23,
appliqué au sous-espace vectoriel i du dual E” de I'espace complet E/, montre
que E est faiblement fermé dans E'. On en conclut que ¥ = E’; sinon, il

existerait un 2’ € B orthogonal a K et =£0; donc 2/ serait orthogonal a E
et > 0, ce qui est absurde,
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CoRroLLAIRE. — 87V est un sous-espace vectoriel fermé d'un espace réfleacif I,
le sous-espace V et Uespace quotient E V sont des espaces réflexifs.

En effet, V est faiblement fermé (th. 3), et la topologie faible sur V est
induite par la topologie faible de E (th. 6); I'intersection de V et de la boule S
est donc faiblement compacte dans V, ce qui prouve que V est réflexif. D’autre

part. la boule [z|<1 dans E/V est I'image de la boule |«

|<1 par I'application
canonique x — x de E sur E/V (qui, & tout élément 2 € E, fait correspondre sa
classe mod. V). Or, cette application est faiblement continue (th. 15); elle
transforme donc tout ensemble faiblement compact en un ensemble faiblement
compact, ¢e qui prouve que EfV est réflexif.

25. Nous allons maintenant atiliser les résultats précédents pour étudier
les applications linéaires d'un espace normé E dans un espace notmé F. Nous
dirons, conformément aux conventions du paragraphe 19, qu’une telle applica-
tion u est fortement continue (resp. un homomorphisme fort) si elle est continue
(resp. est un homomorphisme) lorsqu’on munit E et I de leurs topologies
fortes (topologies d’espace normé). D’aprés le théoréeme 15, si u est fortement
continue dans E (resp. un homomorphisme fort de E dans F). u est aussi
faiblement continue (resp. un homomorphisme faible de E dans F). Mais
ici, ces propositions admettent des réciproques :

Tut:orime 26 (*°). — St u est une application faiblement continue d’un espace
normé E dans un espace normé ¥, u est fortement continue dans E.

En effet, soit S la boule |z |<1 dans E: il suffit de prouver que u(S) est borné
dans F. Or, si )" est un élément du dual ¥’y y vu est une forme linéaire
continue dans E; done sup ’y’(u(w)>l< + o, c'est-a-dire sup | V(y)| < S+

@w €8S y€u(S
comme y' est quelconque, «(S) est faiblement borné dans ¥, donc fortement
borné (th. 18).

TaEOREME 26 (*'). — 87 u est un honiomorvhisme faible d un espace nornié K
dans un espace normé ¥, u est un homomorphisme fort de E dans F.

Reifiarquons d’abord que u est faiblement continue, donc fortement continue
d’aprés le théoréme 25. Supposons d’abord que u soit un isomorphisme faible
de E dans F. Si i’ est la transposée dé «, on saitalors (corollaire du théoréme 14,
appliqué en échangeant les roles de u et «') que «'(F) =FE'. Soit Sla boule

. —1
|y |£1 dans F; pour voir que westunisomorphismefort, il faut prouver que u(S)

(20) Le théoréme est démontré par N. Dunrorp, loc. cit., p. 317 (th. 20).
(2') Si l'on tient comple des théorémes 11 et 14, le théoréme 26 est équivalent & un théoréme de
F. Hausdorff (loc. cit., p. 308, dritter [lauptsatz).

Ann. Ec. Norm., (3), LIX. — Fasc. 2. 17
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est borné dans E. Or, quel que soit 2’ € E/, il existe y' € F' tel que @' =1u/(y"),
donc ‘

B(z, /)= B(.’l’, u’(y’)) = C(u(a'), y’) :)/’(u((r)) ;

—1
quel que soitx €u (S), on a par suite
Pl (2) = |Uy’<u(.fr)> Iguy’ I;

—1 ’
donc u(8) est faiblement horné, et par suite fortement borné (th. 18).

Passons au cas général, et soit K:ui(()); on peut écrire u =v¢oq, ou ¢ est
I'application canonique de E sur E/K, et ¢ une application linéaire biunivoque
de E/K sur u(E). D'aprés le théoréme 4, le dual de E/K est le méme, qu’on mu-
nisse E/K de la topologie d’espace normé, quotient par K de la topologie forte
de E, ou de la topologie quotient par K de o(E, E'); en outre, cette derniére topo-
logie quotient est la topologie faible de I’espace normé E/K (th. 8). Donc ¢ estun
isomorphisme faible de I'espace normé E/K dans I'espace normé F;il enrésulte
que c’est aussi un isomorphisme fort, donc que u est un homomorphisme fort
de E dans F.

On peut donc désormais parler d’application linéaire continue (resp. d’homo-
morphisme) de E dans F sans préciser s’il s’agit des topologies fortes ou des
topologies faibles surEetF.

26. Rappelons deux théoréemes de M. Banach, dont nous aurons besoin dans
ce qui suit :

TutoriMe 27 (22). — Soit u un homomorphisme d’un espace normé E dans un
espace normé F. St K est complet, u(R) est fermé dans F. Réciproquement, si K
et F sont complets, et si w est une application linéaire fortement continue de B
dans F, telle que u(E) soit fermé dans ¥, u est un homomorphisme de E dans F.

TukorimMe 28 (**). — La transvoséé u' d’une application linéaire continue u
d’un espace normé E dans un esvace normé F, est fortement continue dans F'.

Il résulte en particulier du théoréme 28 que toute application linéaire farble-
ment continue v de ¥ dans E est fortement continue (analogue duthéoreme 25);
en effet, une telle application est la transposée d’une application linéaire faible-
ment continue v de E dans F (§ 11); comme u est fortement continue d’apreés
le théoréme 25, ¢ est fortement continue d’aprés le théoréme 28.

Par contre, la premiére partie du théoréeme 15 n’a pas d’analogue, en général,
dans le dual d’un espace normé : si F n’est pas réflexif, une application linéaire

(22) S. Banacs, loc. cit., p. 38,
(23) Tbid., p. 100,
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¢ de F' dans E’ peat étre fortement continue sans étre faiblement continue; il
suffit pour le voir de considérer le cas olt E==E' est le corps des nombres
complexes.

Des théoremes 27 et 28, on déduit les suivants :

TatoriMe 29. — Pour que la transvosée u' d’une application linéaire con-
tinuue de E dans F soit un homomorphisme fort de ¥' dans ¥, il faut et 1l suffit
que u'(F") soit fortement fermé dans E'.

En effet, u' est fortement continue d’aprés le théoréme 28; comme les duals
F’ et B/ sont complets, on peut appliquer a «’ le théoréme 27, d’ou la proposition.

TueoriMe 30. — La transposée u' d’un homomorphisme u de E dans ¥ est un
homomorvhisme fort de ¥’ dans E'

En effet, comme « est un homomorphisme faible de E dans F, v/(F") est
faiblement fermé dans E' (théoréme 14, appliqué en échangeant les roles de u
et u), donc fortement fermé; le théoréme résulte done du théoréme 29.

La réciproque du théoréme 30 est inexacte en général; nous y reviendrons
au paragraphe 29. '

27. Si F n’est pas réflexif, un homomorphisme fort de ' dans E' peut fort
bien ne pas étre un homomorphisme faible, ni méme étre faiblement continu,
comme le montre 'exemple des formes linéaires fortement continues dans F';
il n'y a donc pas ici d’analogue a la seconde partie du théoréme 15. Mais nous
allons démontrer le résultat suivant :

Tukorime 31 (*'). — Soit u une application linéaire continue d’un espace
normé B dans un espace normé ¥. St u' est un homomorphisme fort de ¥ dans E',
et st B est complet, u' est un homomorphisme fuible de ¥' dans E'.

Soit G = l_l;(()); si o est I'application canonique de F’ sur I'espace quotient
F'/G, onpeut écrire u' = v¢o @, ot v est une application linéaire biunivoque de F'/G
sur &' (F"). Désignons par A adhérence u(E) dans F [les adhérences forte et
faible sont identiques d’aprés le théoréme 3, puisque «(E) est un sous-espace
vectoriel]; on a G = A* (th. 5 et 11); par suite (th. 17) le dual fort A" de
I'espace normé A est isomorphea I'espace normé I¥'/G. D’aulre part, comme A
est fermé, la topologie faible o(A’, A) est isomorphe a la topologie quotient
par G de o(F’, F) (th. 7); on peut donc (et ¢’est ce que nous ferons dans la
suite de cette démonstration), identi“er A’ avec 'espace quotient F'/G, en ce qui
concerne les topologies fortes et faibles de ces deux espaces, ¢t considérer ¢

(2*) Le théoréme est essenticllement dd & S. Binach, sous une forme un peu moins générale, mais
a laquelle le théoreme 31 se rameéne aisément (loc. cit., p. 146, th. 1).
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comme une application linéaire biunivoque de A’ sur «/(F'). Comme u' est
faiblement continue dans F', ¢ est faiblement continue dans A’; soit & son
application réciproque [de «'(F') sur A']; la proposition sera établie si I'on
prouve que «w est faiblement continue. Il suffit pour cela (cmollmre du
théoréme 9) de montrer que, si H est un hyperplan fermé dans A’, w(H)—- v(H)
est faiblement fermé dans «'(F'); nous allons montrer davantage, a savoir que
v(H) est farblement fermé dans E'. En effet, soit S une boule fermée dans E',
telle que S, =S N ¢(H) ne soit pas vide; par hypothése, ¢ est un dsomorphisme
Sort de A’ sur «'(F'), done :"(S) est fortement borné dans A'; d’autre part, S est
faiblement compacte, donc faiblement fermée dans E’ (th. 22), et comme ¢ est
faiblement continue, c(S) est faiblementfermé dans A’ Done (th 22), ;‘(S) est
Sfaiblement compact dans A’, et il en est de méme de v(% )= v( S)nH, puisque
H est faiblement fermé; comme ¢ est faiblement continue, elle transforine tout
ensemble faiblement compact en ensemble faiblement compact, donc

Sy = *’<V‘(Sa)> est faiblement compact dans E. Comme E est complet, le
théoréme 23 prouve que ¢(H) est faiblement fermé dans E'; ce qui acheve la
démonstration.

Le théoréme est inexact si ’on ne suppose pas E complet. Prenons en effet
pour F le compléte £ de E, et pour u I’application identique de E dans F; o' est
alors I'application identique de F' sur E', qui est un isomorphisme fort (§ 16)
mais non un isomorphisme faible (corollaire du théoréme 2).

28. Le théoréme 26 ne se transpose pas non plus tel quel aux homomor-
phismes faibles de F" dans E': mais on a le théoréme suivant :

Tukorene 32. — St F est complet, et si u' est un homomorphisme jaible de ¥’
dans B’ u' est un homomorphisme fort de ¥' dans E'.

Conservons les notations de la démonstration du théoréme 31; I’hypothése
entraine cette fois que ¢ est un isomorphisme faible de A’ sur u'(F'), et que ¢ est
Jfortement continue dans A’ (d’apres le théorénie 28); ¢ est la transposée d’une
application linéaire continue f de E dans A, et comme ¢ st b isomorphisme
faible, f(E)=A (c(irollalre du théoreme 14). Soit S luboule |&'|<1 dans B; il

suffit de prouver que v(‘s) est fortement borné dans A'. Or pour tout ¥ €A, il
existe 2 €E tel que y = f(z); done, pour tout y' € A’,

B(y, »')=B(f(2), ) =B(a, v()")):
siy! e:)I(S), on a done
| B(y, y) =] B(a, () |l e )] 2];

—1a e . v v ] g ’ 1 .
donc ¢(S) est faiblement borné dans A'. Comme A est fermé dans [espace
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complet F, ¢’est un espace complet, et il résulte du théoréme 21 que c_)l(S) est
Sfortement borné, d’ol le théoréme. |

_lei encore, le théoréme cesse d’étre exact si 'on ne suppose pas F complet,
comme nous le verrons au paragraphe suivant.

29). Les résultats que nous venons d’obtenir nous permettent, lorsque E et F
sont tous deux complets, d’énoncer le théoreme suivant, qui les relie et les
résutne :

TuatoreMe 33 (**). — Soient K et ¥ deux espaces normés complets, u une applica-
tion linéaire continue de E dans ¥. Les propositions suivantes sont toutes équiva-
lentes :

a. u est un homomorohisme (fort ou faible) de E dans F;
b. u(E) est (fortement ou faiblement) fermé dans F;

c. ' est un homomorphisme fort de ' dans E';

d. u'(F") est fortement fermé dans E';

e. u'(F) est faiblement fermé dans E';

f. u' est un homomorphisme faible de ¥' dans E'.

En effet, « et b sont équivalentes, d’aprés le théoréme 27, ct le méme
théoreme prouve I'équivalence de ¢ et d; a et ¢ sont équivalentes d’aprés le
théoréme 14, et le méme théoréme prouve que b et f sont équivalentes; enfin,
c et f sont équivalentes d'aprés les théorémes 31 et 32 (on peut aussi dire
que c entraine f d’aprés le théorcme 31, et remarquer yue e entraine d sans
aucune hypothése sur E et I, ce qui évite d’utiliser le théoréme 32).

Si 'on suppose seulement que E soit complet, on a le théoréme suivant :

TukoriME 3%. — St u est une application linéaire continue d’un espace hormé
complet E dans un esvace normé ¥, les propositions a, c, d, et e du théoréme 33
sont équivalentes, et entrainent b et f.

Tout revient a démontrer que ¢ entraine «, c’est-a-dire la réciproque du
théoréeme 30. . o

De facon générale, considérons les complétés B et T' de E et F respeciivement :
toute application linéaire continue « de E dans F se prolonge (de maniere
unique) en une application linéaire continue @ de £ dans F : en outre, comme
les duals forts de R et F sont respectivement identiques aux duals forts E' et F’
de Eet F (§ 17) la transnosée de u est identique a la transposée u’ de u. Il en
résulte aussitot que si «’ est un homomorphisme fort de ¥’ dans E/; @ est un

(25) Si Pon tient compté des théoremes 11 el 14, le héoréme 33 se trouve déja dans le Mémoiie
plusieurs fois cité de F. Hausdorff.
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homomorphisme de E dans F, en vertu du théoréme 33, qui est alors applicable.
Or, si E est complet, u est identique & u, donc « est un homomorphisme
de E dans F, ou, ce qui revient au méme, un homomorphisme de E dans F.

CoroLLalRE. — Sotzent E,, E, deux espaces normés obtenus en munissant un
méme espace vectoriel de deux topologies ©,, ©, d’espace normé; si , est stricte-
ment plus fine que G,, et si E, est complet, la topologie induite par la topologie
Jorte du dual E, de E, sur le dual E, de E, (considéré comme sous-espace
vectoriel de E)) est strictement moins fine que la topologie forte de E,.

En effet, 'application identique « de E, dans E, n’est pas un isomorphisme
fort; sa transposée u’, qui est I'application canonique de E, dans E,, ne peut
donc étre un isomorphisme fort, en vertu du théoréme 34.

Nous allons maintenant montrer que le théoréeme 34 cesse d’étre exact lors-
qu’on ne suppose plus E complet, méme si F est alors supposé complet. A cet
effet, nous donnerons d’abord une méthode générale qui permet, étant donné
un espace normé E & une infinité de dimensions, de former surle méme espace
vectoriel deux topologies d’espace normé &, et ., dont la premiére est stricte-
ment moins fine et la seconde strictement plus fine que la topologie de E. Pour
cela, considérons une base vectorielle (a,) de E (par rapport au corps des
nombres complexes); on peut évidemment supposer que [a,[=1 quel que
soit a. L’ensemble des indices o étant infini, on peut le mettre sous la forme du
produit B> N d’un ensemble infini B ¢t de I’ensemble des entiers naturels,
autrement dit écrire la base sous la forme (a3 ,). Cela étant, posons

1 - (= .
bgn=n.ag et o=~ UB.ny pour tout 5:

soit V, 'ensemble cerclé et convexe engendré par les bs ,, V, I'ensemble cerclé
et convexe engendré par les cg,. Il est immédiat que V, et V, sont des
ensembles équilibrés, et que, pour tout élement z £ o de E, il existe 2 > o tel
que Ax gV, et 2.x€V,; donc V, et V, sontdes ensembles de la forme p,(x) <1
et p.(x)<t respectivement, ol p, et p, sont des normes; il e~t clair dailleurs
que p, ni p, ne peuvent étre équivalentes & la norme de E. d’ou la proposition.

Prenons alors pour Fun espace complet quelconque (aune infinité de dimen-
sions), et soit E un espace normé obtenu en munissant I'espace vectoriel F
d’une topologie strictement plus fine que celle de F (d’aprés la méthode précé-
dente); E ne peut étre complet, en vertu du théoreme 27. Soit u 'application
identique de E sur F, qui est continue; comme u(E)=F, «’ est un isomor-
phisme faible de F” dans E’ (corollaire du théoréme 14); comme F est complet,
u' est aussi un isomorphisme fort de F' dans E’ d’aprés le théoréme 32, mais u
n’est pas un isomorphisme fort de E dans F. Ce méme exemple fournit un
contre-exemple pour le corollaire du théoréme 34.
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En utilisant toujours la méme méthode, nous allons maintenant montrer que
le théortme 32 cesse d'étre exact lorsqu’on ne suppose plus F complet, méme
si K est complet. En effet, prenons pour E un espace complet, pour F un espace
normé obtenn en munissant E d’une topologie strictement moins fine que celle
de E. Soit « l'application identique de E dans F, qui est continue; comme
u(E)=F, «' est un isomorphisme faible de ¥’ dans E'; mais «' ne peut étre un
isomorphisme fort de F' dans E’, car alors, d’aprés le théoréme 34, u serait un
isomorphisme fort de E sur F, contrairement a I’hypothese.

Le méme exemp'e prouve que, lorsque E est complet, mais non F, les propo-
sitions b et f du théoreme 33 (qui sont loujours eéquivalentes entre elles)
n’entrainent pas les propositions a, ¢, d, e.

APPENDICE.

Espaces réflexifs et espaces uniformément convexes.

30. La condition de réflexivité d’un espace normé (th. 2%) a été obtenue
sous une forme différente par M. Goldstine (2°); I’énoncé auquel il aboutit est
assez compliqué d’aspect (il utilise la notion de limite généralisée de Moore-
Smith), et résulte de I'usage d’intégrales généralisées d’un type introduit par
M. Hildebrandt. II serait facile de prouver directement I'équivalence de cette
condition et de celle du théoréme 2%; nous ne I'entreprendrons pas ici, mais il
ne nous semble pas dépourvu d’intérét de montrer comment on peut adapter la
méthode de M. Goldstine pour donner du théoréeme 2% une démonstration qui
n’utilise pas le théoreme 23 de M. Banach. L’outil essentiel de cette méthode
est en effet une proposition sur les intégrales de Hildebrandt, qui est équiva-
lente au théoréeme suivant de la théorie de la dualité, que nous allons main-
tenant démontrer par un raisonnement tout a fait different, bien entendu, de
celui de M. Goldstine :

Treorime 35. — Dans le bidual B d’un espace normé E, soit 8" la boule fermée

|#"| <1, B Pimage canonique de B; Uintersection S" A K est faiblement dense par
rapport a S".

Soit "€ 8”; il nous taut prouver que, pour toute suite finie (a; )(1<i<n)de
points < O de i, il existe x,€E tel que |z, | <1 et que B(z;, ") — B(x,, 2} )|<1,
pour 1<i<n. Soit V le sous-espace vectoriel fermé de E, intersection des

(2¢) H. H. Go pstINE, Weakly complete Bunach spaces (Duke Math. Journ., %, 1938, p. 125-131).
Signalons cn passant une erreur dans la démonslration du dernier théoréme de ce travail (wvour
p. 130): il y a confusion entre un espace de deuxiéme catégorie dans lui-méme el un espace de
deuxiéme catégorie dans un autre espace le contenant; la vaidité du théoreme lui-méme (& savoir,
que le seul cas ol le bidual E” soit isomorphe a E est le cas oi E est réflexif) reste indécise.
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n hyperplans B(z, ;) =o0; I'espace-quotient E/V a un nombre fini de dimen-
sions, et son dual fort peut étre identifi¢ au sous-espace V* de B orthogonal 4 V
(th. 17), qui est engendré par les x; ; comme tout espace & un nombre fini de
dimensions est réflexif, le dual fort de V*est isomorphe 8 E'V. Or, si festla
restriction de la forme linéaire 2" au sous-espace V*, fest une forme linéaire
continue sur V*, donc appartient au dual de V*; d’autre part, sa norme est
<Jz’| <1. 1l existe done un point z € E'V, de norme <1, tel que

B(x}, ") = B(Z, z}), pour 1 <i<n;
pour tout x €z, on aura aussi

- B(a}, ") = B(a, 2y), pour tout i.

Or, d’apres la définition de la norme dans E/V (§ 3). pour tout ¢ > o il existe |
x€ = tel que |z|s1+ %; doncil existe x, € tel que |, |<1 et | — 2, | <e.

On a par suite
| B(2i, ") — B(ao, 1) | = B(2 - @, i) |Se| s

st 'on a pris g assez petit pour que z|; |<1 pour 1<:/<n, on voit que xz,
remplit les conditions voulues, d’ott le théoreme.

Une fois démontré le théoréme 35, la démonstration de la seconde partie du
théoréeme 24 procede comme suit : si la boule S est faiblement compacte
dans E, son image canonique S”n E est faiblement compacte dans le bidual E’,
done S"N K est faiblement fermée dans B, et par suite identique a son adhe-
rence faible, qui n’est autre que S” en vertu du théoreme 35; mais la relation
S"NE = 8" entraine évidemment B'= E. A

On déduit du théoréme 35 un autre critere (évidemment équivalent a celui
du théoréme 24), en raisonnant de la facon suivante : soit ” un point de S tel
que |z"|=1; d’apres IQ théoreme 35, tout voisinage faible de 2” dans K’
[il s’agit toujours de la tbpologie faible o(E’, K')] rencontre S"N1; les traces
sur "N E des voisinages faibles de 2" forment donc une base d'un filtre F
sur I, qui est d’ailleurs filtre de Cauchy pour la topologie faible (K, K'). Pour
que E soit réflexif, il faut et il suffit que (pour toutz”) F soit fuiblement
convergent dans E, car si & €[ est limite de &, on aura x” = &. Cette condi-
tion peut encore se transformer : si E est réflexif, on a m”eh, done les traces
sur "N E (égal icia S”) des voisinages foris de 2" forment une base d’un filtre ¢
plus finque &, et fortement convergent (vers x”). Inversement, supposons qu’il

existe sur B un filtre G plus fin que F et fortement convergent vers un point
2 el; % est alors Sortement adhérent a G, donc jazblnment adhérent i G’, et par
suite faiblement adhérent a F qui est moins fin que ¢; mais comme F est un
filre de Cauchy pour la topologie faible, & est faiblement convergent
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vers Z, donc E est réflexif. Sil’on remarque que, pour que E soit réflexif, il est
nécessaire qu'il soit complet, on voit que, si cette condition est remplie, une
condition nécessaire et suffisante pour que E soit réflexif est que, pour tout 2,
il existe un filtre de Cauchy pour la topologie forte qui soit plus fin que le
filtre & .

Cette condition sera en particulier remplie si, dans le filtre 7, il existe des
ensembles de diamétre arbitrairement petit, car F lui-méme sera un filtre de
Cauchy pour la topologie forte. Nous allons voir qu'il en est ainsi si E satisfait
a la condition suivante : (C) pour tout ¢ > o et pour tout x" € E" tel que | 2" | =1,
il existe 6> o (dépendant de x” et de @) tel que, pour tout x' € B satisfaisant

aux conditions |x'|=1, |B(«x', ") —1|<¢, le diamétre de ['ensemble des x € B
tels que |z |<1, |B(x, @) —1/<0 soit <e. En effet, prenons un x, €E' tel que
)
-

IB(&,, ") — 1<

< et|a,|=1, et considérons 'ensemble A des points z de

o T ' s . o % . - .
S"NE tels que [B(a), ") —B(x, x,)[< 5 A appartient & F, el est I'image
canonique d’une partie A de E dont les points @ satisfont aux relations |z|<1,
|B(x. 2,) — 1|<8; donc A a un diamétre <¢, et il en est de méme de A.

La condition (C) est satisfaite, en particulier, lorsque la topologie forte de E
est définie par une norme uniformément convexe (*'); nous retrouverons ainsi
le fait qu'un tel espace, s'il est complet, est réflexif (2*). En effet, I'uniforme
convexité de la norme signifie que, pour tout ¢ > o, il existe ¢ > o tel que les

conditions |x|=r1, jy|<1,

I N A

\g(xﬁ—y)»z_[ — o entrainent [z — y|<e; suppo-
sons donné un ' €E tel que |x’'|=1, et soit A I'ensemble des @ tels que
|B(x, ') —1 !gg et|x|<1; A contient au moins un point x, tel que |z,|=1;
pour tout autre point x €A, on aura

| B(@ — 2, 2') | £9, donc 21— 0,

B(é(x—i- Z4), x’>

. . N I ) :
ce qui, vu la relation |.x'|=1, entrame“;(w—i—xo)nzl—g, et par suite
|z — x,|Ze. Pour un espace a norme uniformément convexe, on a donc une
propriété plus précise que la condition (C), puisqu’on peut alors, dans I’énoncé
de cette derniére, supprimer toute restriction sur ', sans modifier la conclusion.

(27) Poir J. CLARksoN, Trans. Amer. Math. Soc., 40, 1936, p. 396.
(28) Poir B. J. PerTis, Duke Math. Journ., 5, 1939, p. 249.




