
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

JACQUELINE FERRAND
Étude de la représentation conforme au voisinage de
la frontière (suite et fin)

Annales scientifiques de l’É.N.S. 3e série, tome 59 (1942), p. 75-106
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1942_3_59__75_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1942, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1942_3_59__75_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


ÉTUDE
DE

LA REPRÉSENTATION CONFORME
AL VOISINAGE DE LA FRONTIÈRE •

PAR M"° JACQUELINE FERRAND

{suite et fifi.

CHAPITRE 111 .

ÉTUDE LOCALE DIRECTE DE LA. REPRÉSENTATION.

28. Nous allons passer à Pétude locale directe et géométrique de la repré-
sentation conforme au voisinage d'un point accessible a de la frontière F du
domaine A. Par deux transformations homographiques sur les variables z et C
respectivement, nous pouvons nous ramener au cas où le point a et son corres-
pondant a sur la f ront iè re y ' y de D sont à l ' inf ini . Soit Ç=/(^ la fonction
représentant D sur A et ^=y (Ç) la fonction inverse. Le bout premier E(oc)
contient, en général, outre le point accessible a à l'infini, un cont inu de points
accessoires inaccessibles. Remarquons que le point ^=00 peut être multiple
et appartenir à d'autres bouts premiers : le point a est déterminé par ses
voisinages topologiques, images des voisinages de a.

La méthode que nous employons suppose connus les principaux résultats
relatifs à la mesure conforme.

DÉFINITION. — Soit Ço un point intérieur au domaine A, y un ensemble dépeints^
ou^ plus exactement^ de bouts premiers de la frontière F de A. Si, dans la
représentation conforme de A sur le cercle C( | w \ ̂ i) effectuée de manière quà ̂
corresponde le point w = o, l'ensemble y a pour correspondant un ensemble k de
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7^ JACQUELINE FERRAND.

la circonférence K( w = i) mesurable et de mesure [^, ^oi/.y dirojzs que a <?.̂  /<7
mesure conforme ( ' ) de y ?;// rfé? ̂  dans A, joA p. = m(^o? y, A).

La mesure conforme est un invar iant dans toute représentation conforme.
Il est évident, par u n e transformation homographique sur la variable ^, que,
si y est mesurable par rapport à un point Ço de A, il est mesurable par rapport
à tout point intérieur à A.

Si y est le complémentaire par rapport à F de l'ensemble y,

• m(Ço, f , .A)==27:— m(^, y, A).

Si l'on représente A sur le demi-plan droit D(x^> o) et si l'on prend pour ^
l 'ensemble de bouts de F qui correspond à un segment a' a de l'axe y ' y , y est
mesurable dans A et l'on a

/ /^ (Ç^ y^ A) == 2 Ar^' —^—j ,

^ et ^ étant deux points correspondants dans D et A.

PREMIÈRE INÉGALITÉ. — Principe de l'agrandissement du domaine (2) . Si A / est
un domaine contenant A dont la frontière P a en commun avec F un ensemble v
mesurable dans A^, alors l'ensemble y est mesurable dans A et Von a

(26) //z(Ç, y, A ) ^ m ( Ç , y. A') (Ç intérieur à A) .

DEUXIÈME INÉGALITÉ (3). — Si A est un domaine simplement connexe ne contenant
pas à son intérieur le point ^==00, y un ensemble mesurable dans A de points
frontières de A contenus dans le cercle Q( | Ç | ̂ S), et Ço un point quelconque de A
^/ y//<? \^\= f^> o^ on a
(27) m(Ço, y, A )^8a rc tan^ i / 0 < 8 i/° <47Ci/0,

V P V P V P

l'égalité rayant lieu que si A est constitué par la portion de plan extérieure au
cercle û, coupée suivant la demi-droite Arg^==ArgÇo+ TL? Y étant identique, à
un ensemble de mesure nulle près ̂  à la circonférence limitant û.

29. Donnons tout d'abord une application du premier principe.

LEMME I. — Si le domaine A contient au point a -= oo un secteur d'accessibilité So
d'ouverture 2 co ^> o, défini par | ̂  | ̂ > R^, Arg^ \<^w et s i ' C , s'éloigne à l'infini à

( J ) La mesure harmonique (R. NEVANLINNA *[1J, p. 87) est le quotient par 2^ de la mesure
conforme, appelée aussi angle conforme.

(2) Le premier énoncé de ce principe (dans le cas où y est un arc de frontière) se trouve dans le
Mémoire de M. P. Montel *[!], en note, p. 3i. Pour des références pins détaillées, zwrR. NEVANLINNA
'[1], P. 63.

( 3 ) M. OSTROWSKI *[!], p. 43o, déduit cette inégalité d^un théorème de Milloux-Schmidt-Nevanlinna.
donnant la solution du problème de Carleman-Millonx. (ï^oir R. NEVANLINNA *[!], p. 96.)
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V intérieur d'un angle \ Arg^ | < OL) — £ , on a

(28) lim 1 Arg y ( Ç ) | •< -'——•

77

Démonstration. — On peut supposer, ce que nous ferons souvent, que ^==0
est un point accessible de la frontière F de A qui a pour correspondant z •= o,
sinon on s'y ramènerait par des translations.

Soit 'C un point intérieur au secteur So, et z == ç(0 son correspondant dans D
( f ig. 4)- Désignons par ? le premier point de rencontre de la demi-droite Ou
(Arg^==(jo) avec F lorsqu'on va do point (3o=Ryé'^ intérieur à A vers le point
frontière ^== o; ? est un point frontière accessible de A, soit b son correspon-
dant sur y^, et inversement soient ^+ et y~ les branches complémentaires de
frontières de A, déterminées par leur voisinage, correspondant respectivement
aux demi-droites 6y, b y ' , ..il.m(Ï, Y+, A) =2 \^ -(-Arg(;

Considérons la fonction harmonique m^ (^) définie dans le domaine Ap constitué
par le plan de Ç coupé suivant la demi-droite indéfinie ^u (d'argument co),
par ses valeurs :

m,=2T. , si ^ est sur le côté o~ de la coupure tourné vers l ' intérieur de Su
(d'argument O D — o ) ;

/T^==O, si ^ est sur le côté o^ de la coupure tourné vers l'extérieur de S^
(d'argument co-+-o);

/^i(^) est la mesure conforme de o~ vu du point Ç dans A(). Sur G on am^w,
car m^2Ti ; sur y on a m,^m, car m==o. Donc en tout point ^ du domaine Ai

y'

Fig. 4.

simplement connexe in tér ieur à la fois à A et Ao, limité par -y et ?^, et par
conséquent en tout point du secteur S^,

/ ^ (Ç)^m(Ç,Y 4 - , A),
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m^} s'évalue facilement, si l'on représente \ sur un demi-plan au moyen de
la fonction Z = \/Ç — S,

mi(Ç) = 27T — ûù -+- Arg(Ç — p).

Si ^ tend vers a == oo, ^ = ç(^) tend vers l ' infini, b et j3 restant fixes,

Ar^ --b}— Arç.s ->-o, Arg(Ç — p) — ArgÇ -> o.
De l'inégalité

Arg(Ç — P ) + 2 7 T — ^ ^ 2 Arg(^ — ^) 4- T.,

on déduit à la limite
Ti^^Arg^- ^ A r g ^ <^^î^1-'-

et si ArgÇ<^OL) — c ,
T—— i T: •il ni Ar^; << —

On démontrerait de même que si ^ —>- oo dans le domaine

Argî>— ûû +£,
on a

lim Arg^ > ^———5

d^où, au total, l'inégalité annoncée.
Remarquons, puisqu'il s'agit d'une limitation asymptotique, qu'il suffirait de

supposer que A contient le secteur S.̂

| Ç | > K ^ , A r g Ç | < G ) - Y ) ,

^ étant aussi petit que l'on veut pourvu que R^ soit assez grand; on dit alors
que a === oo est accessible par un angle d'ouverture 200.

Ce lemme nous a servi ( ' ) à montrer que si a est angulairement accessible
dans A, la fonction 1^==.fÇz) a pour limite angulaire unique a==oo ; en effet,
à un chemin A aboutissant en a dans un angle | A r g Ç ] < ^ ( j D — s , correspond

dans D un chemin L allant à l'infini dans l'angle Arg^ [ <^ 7r—— sur lequel f(s)
a pour limite a =00. La proposition résulte alors d'un théorème de M. Montel
*[!, p. 19]. Mais nous avons vu (Chap. II, § 20) qu'il n'était pas nécessaire que
L soit contenu dans un angle d'approximation et qu'il suffisait que a soit
accessible pour être la limite angulaire unique de/(^).

La conservation des angles.

30. Définitions. — Nous dirons que la représentation ^==/(^) de D sur A
est semi-conforme au point a à l'infini si le long de tout arc de Jordan s'éloignant

(1) C. R. Âcad. Se., t. âl2, 1941, p. 977.
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à l'infini dans une direction d'argument déterminé d^, Arg/(^) a une limite 6
satisfaisant à

0 =: Àip -(- (JL (Â^, |JL const.).

Si X = i , l a transformation conserve l'angle de deux courbes à l ' infini . S iX^i ,
elle le multiplie par le facteur A.

Nous réserverons le mot de conforme pour le cas où il existe une limite c
finie et non nulle du rapport •/^-) lorsque z tend vers l'infini dans un

angle 1 Arg^ <^ Oo <^ 7: Cette limite est la dérivée angulaire de/(^). Le domaine A
est alors dit valable au point a = oo. Plus généralement nous dirons que A est
valable sur un angle d'ouverture XTZ si le rapport J-^1 a une limite c (o <^ c <; oo)

lorsque z tend vers l'infini angulairement : il en résulte que Arg/(^)—XArg^
a une limite, donc que la représentation est semi-conforme. La réciproque n'est
pas vraie.

THÉORÈME. — II revient à M. Ostrowski *[1, p. 447 ]? d'avoir trouvé la condition
nécessaire et suffisante que doit remplir le domaine A pour que sa représen-
tation soit semi-conforme à l'infini, à savoir que :

i° H existe un intervalle 6^ , 63 tel que A contienne les secteurs 83

6i+£<A.rgÇ<0, -£ , Ç |>P^

£ étant aussi petit que Von veut pourvu que Kg, soit assez grand.

2° // existe sur la frontière de A deux suites de points telles que

Ç^oo, Arg^e-,, ^-^T;
(29) ^:C -> oo, Arg ̂  -> 9^ —±2 -> i.

[ ^ '^ ^^ ^ ^ ^

Alors on a semi-conformité avec

n Qi+0-2 , 62-Qi,y == ——— + ——— 4>.
• • • 9. 7; T

La démonstration de M. Ostrowski ( ' ) est une très belle application de la
mesure conforme. Le principe, au moins, en est simple et nous a servi de point
de départ pour Fétude de cas plus complexes. Nous allons cependant essayer
d'en donner ici une démonstration plus intuitive fondée sur une méthode de
M.Monter[l ,p.6].

(1) Une aulre dômonsfcraLion de ce théorème, basée sur Pintégrale de Dirichi et et, à notre avis,
inoins directe, a été donnée par M. Caleb Gattegno dans le Bulletin des Sciences Mathématiques,
1988, P® Partie, p. 12.
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31. Démonstration. — S'il y a semi-conformité de la représentation au point a
avec 9 = X ^ + a , nous pouvons toujours nous ramener par la transforma-

î:
tion ^==(^e~^Y au cas X = i, [JL=O. Alors le domaine (que nous désignerons
encore par A) doit contenir les secteurs S,

l A i ^ Ç ! < ^ — £, \t >IL.

Nous supposerons aussi que ^ == o est un point frontière accessible de A et
correspond à ^== o (ou s'y ramène par des translations). Soit^=/(^),^== {p(Ç)
la représentation de D sur A et de A sur D.

Posons
o(Rn

?R(O== | c p ( R V (H=const. positive).

C'est une fonction univalente qui représente sur D le domaine A^ homothétique
de A par rapport à l'origine dans le rapport - si t — o , ^(O-^o; si ^-^oo,
ÎRCO-^; enfin ^(i) |=i.

Montrons d'abord que la condition nécessaire et suffisante pour que la représen-
tation soit semi-conforme à V infini est que^ quelque soit ̂ fixé tel que [ Arg^ [ <^ 7r »

9 R ( Ç ) — ^ Ç j > lorsque R—^oo.

La condition est suffisante, car en prenant ^ --= <5(0, on voit que

Arg9(R^°)-^0, si O K ^ ;

l'angle de deux rayons est conservé, donc aussi l'angle de deux courbes.
La condition est nécessaire, car si Arg ç(R^°) -> 0 quel que soit 9 ( 6 << TL \ ̂

Arg'9R(Ç)-^ArgÇ, donc ( P R ( Ç ) - ^ Ç

(ArgÇ est une fonction harmonique uniforme dans A).

32. La famille des fonctions ÇR^C) est définie, pour R assez grand, dans
tout domaine strictement intérieur à \ ensemble limite intérieur restreint des
domaines Ap, et elle est normale dans ce domaine, puisque les valeurs de yn(^ )
tombent dans le demi-plan D. Montrons que les fonctions inverses/R^) définies
dans D forment aussi une famille normale. Nous savons que ^n== yn(i ) a pour
module i, et d'après notre lemme fou l'on fait oo == -\'> on a1 \ 2/

lim| Ar^RJ^ -•
4

Représentons D sur le cercle C ( ^ l ^ i ) par w == •1::—^-Au point ^correspond Wn
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tel que
li m ! {\^{ | ^ tann — <^ •

Donc, pour R assez grand,
^R ! < •

Posons /R[^(^)] ==^R(^)- La fonction ^R(^) est univa lente dans G, prend au
point (^ la valeur C = i et recouvre pour R assez grand le cercle de centre C = i
de rayon cos£(£^> o quelconque donné), puisque A^ contient les secteurs homo-
thétiques des secteurs S,. Elle ne recouvre aucun cercle concentrique de rayon
supérieur à i , puisque ^==0 appart ient à la frontière de tous les domaines A^.
Donc (voir P. MONTEE, ^[2], p. ^o) ^(^n) reste compris entre deux nombres
positifs i ndépendan t s de R, et, d'après le théorème de Kœbe, on aura dans tout
cercle C, ( i w \ <^ r^ <^ i) une double limitation

o<Â-(r , )< ^(^}\<k/(I\).

De plus, comme ^(^)=i, ^(^)[ est borné uniformément et les familles
^(^) 01/^(2) sont normales.

Soit z^ un point fixe quelconque intérieur à D, on peut enfermer son corres-
pondant ^o> ainsi que^, dans un cercle C, fixe. On joint w^ à<^ par un chemin L
complètement intérieur à Ci sur lequel ! ^ R ( w ) j reste supérieur à k(r^ = k ^ .
Quel que soit le point w sur L, ff^^) est univalente dans le cercle de centre î?,
de rayon i — y , ; donc g^^) recouvre le cercle de centre Ç=g^(w), de

L. / , __ — \

rayon d = —IJ-' Au chemin L correspond un chemin A^ intérieur à A^,
joignant les points ^ == i et ^==/^(^), et restant à une distance de la frontière
de AR supérieure à^/, d étant indépendant de R. Donc les points /^(^o) ne peuvent
s'accumuler que dans un domaine connexe contenu dans F ensemble limite inté-
rieur complet des Aj^ et contenant ^ === i.

Si nous considérons une suite partielle convergente f^(z\ sa l imi te est,
comme fa montré M. Montel, une fonction univalente /o(^) qui représente
conformément D sur le plus grand domaine connexe G() contenant le point Ç = i
et contenu dans f ensemble limite intérieur restreint §, des domaines Ap^ de la
suite : car la suite f^(^o) tend, d'après le raisonnement précédent, vers un
point ^n de S^ quel que soit ^o- Et réciproquement, si ton considère la suite des
fonctions inverses ÇR,(O, elles sont définies, pour n assez grand, dans un
domaine donné quelconque strictement in tér ieur à G/ (connexe ou non). Dans âo
la limite de ÇR^(O est la fonction yo(0 inverse de /oC3)*» dans un autre domaine
connexe o, distinct de §o 6t in tér ieur à S/, (s'il en existe), 9p/0 tend vers une
constante imaginaire pure.

Le cas qui nous occupe ici est particulièrement simple : nous voulons, quelle
que soit la suite R,/, que

?R.(0-K. /R.^)-^-
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L'ensemble âo doit se réduire au demi-plan ^ ^> o. Or, si les suites de points
de M. Ostrowski n'existaient pas, on pourrait trouver une suite inf in ie de
secteurs S,/ intérieurs à A définis par

y\ < i î l < r^e^ 'v-i > '\ ̂  ( s fixé )
et l'une des inégalités

^<Ar,Ç<^Oo, -^>Ar,ç>-^-0,

les domaines A,., contiendraient un secteur fixe s homothétique des S^, et pour
la suite A^ le domaine Oo défini précédemment contiendrait, outre le demi-
plan (^^>o), le secteur .y. Réciproquement, si les deux suites Ç,,, ^ de
M. Ostrowski existent, A^ admet dans sa frontière les suites homothétiques
dans le rapport — > lesquelles ont pour ensemble limite, lorsque R-^oo, l'axe

( y Y 1 \

imaginaire tout entier à cause des conditions ̂ — -> i, ^-±1 •-> i ) : donc §o ^st
. ^ L>v . /

le même pour toutes les suites R^ et coïncide avec le demi-plan S; ^> o.
yn(0 doit alors représenter §o sur D. Or y(o) == o, cpo^) = °^? ?o(i) | = i.

Donc <po(O^C et Ço(0 ne dépend pas non plus de la suite considérée.
c. Q. F. D.

33. A cette étude se rattachent les théorèmes sur les plis de M. Ostrowski
^[1, p. 449'47i1- Le domaine A satisfaisant aux conditions du théorème pré-
cédent, M. Ostrowski définit le noyau ^ et le^ plis F^ du domaine.

Pour ^o^>o assez grand, la demi-droite ^^^o portée par l'axe réel est
contenue dans A. Pour tout p ^>^/o» on désigne par j3p le plus grand arc de la
circonférence [ 11 == o contenu dans A et contenant le point ^ = p. Le noyau A*
de A est l 'ensemble de tous les points de tous les arcs ?p. C'est un domaine
simplement connexe dont la frontière est formée de points de F et d'un
ensemble fini ou dénombrable d'arcs ^ de certaines circonférences | C | = p, .
Chacun de ces arcs y,, est une coupure de A qui isole un domaine simplement
connexe F^ contigu à A^ appelé?^' du domaine.

Si ^ est un point in t é r i eu r ou frontière de A*, on pose p^C)^^.
Si ^ est un point intérieur ou frontière d'un pli F^, on pose p(^) == pv.
Par la méthode de la mesure conforme, M. Ostrowski démontre le théorème

fondamental suivant.

PREMIER THÉORÈME SUR LES PLIS. — . S Ï p ( ^ ) - > o C , ©(^C) | ̂  <?[ ? (^) |.

La définition des plis fait jouer un rôle particulier à l'origine. Mais
M. Ostrowski montre que si l'on change d'origine, la nouvelle fonction p^)
est équivalente à p(Ç) lorsque p(T) -> oo.

34. En rapprochant ce théorème d'une extension du lemme de Schwarz
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donnée par M. Julia (1), nous obtenons un lemme dont nous ferons usage dans
la suite.

LEMME II.— Si le domaine A contient un domaine A, admettant aussi a==oo

comme point frontière accessible et valable en ce point sur un angle d'ouver-
ture m il, et si Von représente A sur D par la fonction z == y(Ç) avec correspon-

\ CD ( T > \m

dance des points à l'infinie le rapport ' ' • reste borné lorsque p(T) -> oo.

Démonstration. — Nous pouvons supposer les axes choisis de telle sorte

que Ai contienne les secteurs Sg : |A rg^ [<^^ -—£, Ç l ^ t L . D'après le

théorème sur les plis, il suffit de démontrer la propriété pour les points ^= p
de l'axe réel. Soit ^==f^(z} une fonction qui représente conformément D
sur A, avec correspondance des points à l ' infini, et ^=(p^(^) la fonction
inverse; Ai étant valable sur un angle d'ouverture mn, :/l-;:--^^(o<^A<^oo)

lorsque z -> oo ( | Arg.? | <^ 60 <^Tr ) •
La fonction ©(*€) représente A, sur un domaine D, intérieur à D. La fonc-

tion ç[/i(^)1 ==^(^) représente donc D sur le domaine in tér ieur D,. D'après
le théorème de M. Jul ia

r î^^)J , .ln-n—L-——-l == c- (o^<oo),

SI

et, comme

m ( p)
:p-^oo, ^==çpi(p)->oo, Ar^-^o, • . , -^g ,

^ ivp)

?r(p) _ . ^^(p)/, -L-irzi.-^A^.
0 0

C. Q. F. D.

Application à l'étude des limites de /(^).

35. Nous allons appliquer les considérations précédentes à un problème
qui nous a déjà occupés (Chap. II, § 22), mais cette fois d 'un point de vue
local : préciser, selon la configuration géométr ique de la frontière F de A,
l'ordre de contact avec y ' y des courbes F s 'éloignant à l ' infini dans D sur
lesquelles la fonction ^== / (^ )a pour limite un ique a = oc (l 'ordre maximum

de contact d'une telle courbe avec Faxe y'y à l ' inf ini est k =— l im —— + i ) •J J __ lo^r /
En supposant que la représentation de A sur D est semi-conforme à l ' in f in i et
que A contient à son intérieur un domaine A' valable au point a==oc, nous
avons obtenu le résultat suivant.

(1) G. JULIA, Acta Math^ t. 42, 1920, p. 349-355; pour l'application à la représentation conforme,
voir les Mémoires de MM. G. Valiron et C. Carathéodory cités dans l'Introduction, p. 2.

Ann. Éc. Norm., (3), LIX. — FASC. 2. i l
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THÉORÈME. — Si F on peut former un domaine A* contenu dans A admettant
dans sa frontière le point a == oo, m<3^ aucun point accessoire du bout E(oo), en
enlevant de A une suite de domaines périphériques (poches) A/,, séparées de A*
par des coupures p,, d'extrémités a/,?,, .̂ r F, /^ coupure Çn étant contenue dans le
cercle de centre a,,, de rayon o,,, et satisfaisant à

(3o) p,->oo, ^->o, o\i/^^fe~-->0, àni/^<^ (^>-I)
P/î V ^/î

[p. étant une constante > o, R^== | a,J^ p ^ = = p ( a n ) ] .

Afo/^ Ç ==y(^) -^ oo lorsque z=x-}-iy -><x> dans le domaine x^ay-'' quel que
soit a ^> o.

Plus généralement, si A contient un domaine A' valable au point a == 30 j-i/r f//i
â/î^fe d'ouverture mu (par exemple un secteur angulaire d'accessibilité) la
dernière condition ( 3o) doit être remplacée par

(3i) ô\<^/pAp, w (^>-i).

36. Démonstration. — Soient Çfig. 5) A,, la poche séparée de A par la

coupure p,,, et A ^ = A — A / , le domaine simplement connexe restant; F/, la
portion d e l à frontière F, définie par son voisinage, qui, avec la coupure o,,,
limite A,,, et correspond à un segment Sn de y ' y l imité aux points a^ 6^,
correspondant respectivement à a,,, ?„; ^ l'image dans D du point t C=p„ de
l'axe réel 0^, point qui est contenu dans A et A^ dès que Çn est assez grand.

D'après les propriétés de la mesure conforme

m(pn, IV, A) = m(z'^ Sn, D) = 2 Arg ̂ - <8
?n— V-n \\/i
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a,, étant sur la frontière de A, on a

lim Arg:a,,> | p/i—— V-n \

Puisque
- ô, et Arff->0,

P/i ' ^ ^Z'n—bn

D'après le premier théorème sur les plis, si l'on pose 7\= \Zn , i\= a^ , on
r 'voit que -n- -^i. D'autre part, la représentation étant semi-conforme, Arg^-^o.
^ n

Donc
!Arg (^—^) l -> y-,

4
| Arg(^— bn)

Dans le triangle a^b^z^ la longueur /„ du segment s^ est équivalente
à 2/^ Arg^?—-^ ? donc

(32) <8(l4-£n)
^V/?V p/A

( £ ^ — > o lorsque n—^oo).

Soit une suite 'Cp de points de A tendant vers un point accessoire oo du bout
premier E(oo) à distance finie, p(^)-^oo. Dès que p est assez grand, ̂  ne peut
plus tomber dans A*, puisque ce domaine n'admet plus co dans sa frontière.
Donc '^p tombe dans une poche A^ . Il est impossible que l ' indice rip reste borné
lorsque p -^ oo, car l'image d'une poche A^ est un domaine D^, contenu dans D,
tout entier à distance finie. Or si ^p-> co, ^— oo, le point z? ne peut rester dans
un domaine D,, d'indice borné.p

Évaluons la mesure conforme de I\ vu d'un point ^ == f(z) intérieur a A,i,
dans A ; si 1 Ç — a^ ^> o^, on a __

m(Ç, I\, A ) > m ( Ç , I\, A ^ ) = 2 T r - m ( Ç , ̂  A ^ ) ^ 2 7 r ~ 8 i / -

D'autre part,
iÇ-a.

m(Ç, rn, A) = m(^, Sn, D)=2 Arg

64 ^Donc rC—a,, ^> -^ o,, entraîne Ar^ ^—^- > ̂  l'angle ^^A/, est alors le plus
' " 7T~ . 3 — f^ 9.

/\
grand du triangle a^b^\ supposons, pour fixer les idées, que a^ soit le plus
petit angle de ce triangle

^<^±^<7:

9. ~~ 2
Are <2

^n

Puisque l'angle en z du tr iangle est obtus, l 'ordonnée r de z est comprise entre
les ordonnées de a^. et &„ et son abscisse x vérifie

.T^/n tan^a/,< /„ 4^

Appliquons cette inégalité à tp et à la poche A^ ; lorsque p ? ^p -> oc
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et Ji——^L. -y iR^
•VP< ̂  ̂  i/^L (ï + £;,) ( s;,— o) ;

T /?/'
en comparant à (82) on obtient

/^ / -\

^^-^(^^^^T^ (4-^)-
V P ,̂ rl ,̂

D'après le lemme 11 il existe une constante K telle que /^ < Kp^, puisque A
contient un domaine valable. D'autre part,

y?.
dr,,

î y c'est-à-dire yp
S,

puisque y p est compris entre ^ | et &„
Ces inégalités, jointes à l'hypothèse (3o), montrent que x^\y^ /t reste borné

par un nombre H fini indépendant du point oj lorsque p->oo. Donc si z tend
vers l ' infini dans le domaine .c>H|jj 7l, le point ̂ =.f{z) ne peut avoir pour
l imi te aucun point accessoire co du bout E(a)) à distance finie et/(^)-^oo.
Mais il résulte alors d'un théorème de iM. Montel *[1, p. 36], que f{z) a même
limite a =00 lorsque z->^ dans un domaine ^^>a\y\-k quel que soit ^>o.

Si, plus généralement, A contient un domaine A' valable sur un angle
d'ouverture m^, le ra isonnement n'est pas modifié, mais on a r^<Kp,, et,
pour arriver à la même conclusion, il faut modifier légèrement l'hypothèse^

Le cas limite k=—i correspond à la convergence angulaire déjà étudiée.
La condit ion (3i) n'impose alors r ien de plus que la semi-conformité de la
représentat ion; mais, comme nous l'avons vu, cette condi t ion n'est nul lement
nécessaire. Il semble difficile d 'obtenir pour A > — i des condi t ions à la fois
nécessaires et suffisantes.

37. Exemples. — Pour k=o nous obtenons une condit ion suffisante pour
que f(z) ait pour l im i t e u n i q u e a =00 lorsque z-^cc dans un demi-plan
quelconque (.r>a>o), ou, si l'on représente D sur le cercle C( |^ |^ i ) et
posant /[ z(^)] = g(w\ une condition suffisante pour que g-^-) ait une limite
unique lorsque w tend vers un point de la circonférence .K( I (P ! = i) en restant
dans un cercle tangent in t é r i eu remen t à K en ce point .

La condition est toujours sat isfai te si la f ront ière de A est toute entière
comprise entre deux droites, par exemple entre ^ = o et S = — i , ce qui
n'exclut pas l'existence d'un bout premier admet tan t pour seul point acces-
sible a = oo et possédant un c o n t i n u de points accessoires, comme le montrent
les deux exemples suivants (/?^. 6 et 7).

Dans ces exemples, le domaine A est formé par le demi-plan E> — i dont on
a ôté soit ̂ fig. 6), les segments

TÎ= w(Ç-H), —K^o (w entier quelconque);
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soit (fig- 7)» le continu

^7

^ + 1
i.<i

Dans les deux cas, le bout E est constitué par la droite ^ = — i en entier.
Il suffît de prendre pour coupures p^ des segments parallèles à l'axe réel; leur
longueur est toujours inférieure à i. On pourrai t aussi prendre pour
coupures ?„ les arcs de cercle centrés à l 'or igine qui l imitent les plis : alors ^
serait le noyau de A. Ûans tous les cas, on peut choisir les points a,, de manière
que p^==R,, el la condition (3o) est satisfaite.

La propriété peut d'ailleurs se démontrer directement comme application
d'un théorème de M. Julia étendu par MM. Valiron et Carathéodory : on sait en

^

A

Fig. 6. Fig. 7.

effet que, dans ce cas, il existe une constante c (o <c<oo) telle que

C^^-Y)ÏXÏC\ |Ç==;4- ir]=./\x-^ iy)\.

Donc, si z ==.-r+ ry-^oo dans le demi-plan x^>c, nécessairement, ^->oo.
Le résultat se déduit alors du théorème de M. Montel.

Plus généralement, si la frontière de A est comprise entre les deux courbes

(C)
(C7)

^ = A I Y) l-^
S=B|Yi|-'

(À>B, /.>-i),

les conditions du théorème sont satisfaites. Remarquons que c'était la condition
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suffisante trouvée par MM. Bessonoff et Lavrent ieff( 1 ) pour que le domaine A
soit valable.

Il suffit d'ailleurs que A contienne le domaine A( valable défini par ^A j T] />

et possède une double infinité de points frontières a^, a^ (fig. 8), compris
entre les courbes CC7 , tels que

7T
— 5
2

Arga^- oc, R / / . , -R ,<^R^ (R,,: , ^n

((J.>0).

Arg-a^- H;.-M - ï^< ̂ ^ (R;,= i a ^ l )

En effet, on peut supposer, sans restreindre la généralité, que le point a,,
est une extrémité de l'arc du cercle \^\ = \ a^ qui appartient au noyau de A,
s inon on le remplacerait par une extrémité convenable de cet arc.
Alors p,,==|a,, = R,<. On prendra ^==a/,_n et p/, sera la coupure constituée
par deux segments parallèles à l'axe réel limités à leurs points de
rencontre a^a^ avec C, et par l'arc de C qui joint a;^ à a^. La longneur de
cette coupure est de l'ordre de R«. ,—R, , , donc e l l e sa t is fa i t à (3o). On opère de
même sur les points o4.

Remarquons que les suites a,,, a^ satisfont aux conditions de M. Ostrowski,
et que leur existence entraîne la semi-conformité de la représentation; on
verra au Chapitre IV qu'elle entraîne même l'existence d^une dérivée
angulaire.

Pour t e rminer donnons un exemple distinct des précédents Çfig' 9). Étant

Fig. 8. Fig. y.

données deux suites de points a^, a^ sur l'axe imaginaire (a^== ^R^, o4 ==— i^'n)

(i) BulL Soc. Math. France, t. 58, 1980, p. 175-198.
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s'éloignant à l ' infini et satisfaisant à

H^,-R^<IJ.IV. ï^+i-K;,<^R^ (^>o) ,

le domaine A est constitué par le plan de ^ dont on a ôté les coupures formées
par les demi-cercles

R" a<o), . a,,
is T "f ^<°)-

le bout E est formé par Pensemble des points de l'axe réel négatif 0^. Les
conditions (3o) sont satisfaites.

CHAPITRE IV.
CONDITIONS D'EXISTENCE D'UNE DÉRIVÉE ANGULAIRE.

38. .Nous rappellerons tout d'abord les résultats de M. Ahifors.
Nous supposerons toujours, dans ce qui suit, que A admet le po in t a == oo

comme point frontière accessible correspondant à a == oo et le po in t (3 = o
correspondant à 6 == o.

On pose
o- == logÇ = X + iY, s == log\s == LI 4- iv,

CT(/C) et ^(^) sont deux fonctions uniformes respectivement dans A et D
qui représentent A et D sur deux domaines û et B. Soit Rp le plus grand
arc du cercle Ç [ = = p , contenu dans A et coupant un arc de Jordan
donné joignant p = o à a==oo. Dans le cas où A contient les secteurs

S^IArg^ <^ l-—£, j ^ ^Rs)? donc pour po assez grand la demi-droite

ï j = o , ^ > p , p l'axe pp sera choisi de manière à couper cette demi-droite
pour p > F,) ; lorsque p varie cet arc engendre le noyau A* de A. Soit 6p la

coupure du domaine D image de pp dans la transformation z == ç(C). ©p et Fp
serontles coupures correspondantes des domaines f2 et B. On désigne par ©(p)
la longueur de la coupure ©p; par ^(p) e t ^ ( p ) respectivement le maximum
et le m i n i m u m de u == logr sur la coupure ©p.

Alors si
r^ d^

?2>pl et J, p-eTFy>^
on a la première inégalité

(33) ^ i ( p 2 ) — ^ 2 ( p i ) ^ ^ y - —^n.

Cette formule se démontre à l'aide de l'inégalité de Schvvarz. Jointe à une
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deuxième inégalité qui donne une limitation en sens inverse, mais, dans des
cas plus restreints, et dont nous ne nous servirons pas ici, elle a permis à
M. Ahifors d'établir le théorème suivant.

THÉORÈME. — Pour quil existe une dérivée angulaire

c == lim '- ( o < c < oc )..
r>^ / >

A. Il est nécessaire que [intégrale

(3A-) ^-e(p^p(34) J, ©(p) p

soit bornée supérieurement et que pour tout domaine A contenu dans A, symétrique

par rapport à Taxe réel^ pour lequel la fonction associée ©(p) est à variation
totale bornée, ^intégrale
„,„ /^-0(p) ̂
( 35 ) I —==——— -—-A © (p ) P
^o^ bornée inférieurement.

B. 77 .w^^ y^ ^ l'on désigne par [JL^ fe maximum de- — |ArgÇ| ^^/' la

frontière de A po^r K^) ̂ [ ^ K^1, K ^^n^ ^^<? constante positive quelconque
supérieure à i, et si F on pose

A^ == .̂̂  si ^v ^ (y,

^^^=o si pL^<<o^
00

la série ̂  \ converge (^) ainsi que t intégrale
v==l

(36) /^[©(P)-"]^
t/i l

39. Citons, comme application de la première inégalité, l 'interprétation
géométrique des résultats du Chapitre II. Nous avons vu que, pour une plénitude
de points a de y ' y , lorsque z->a dans un angle d'approximation f(z) a une
limite a(^) et

/(^VF——a-.o, l̂L.̂ 0.
\/-s — a

Par les transformations homographiques ^ = ——? ̂  = ——on se ramène
.5 — Ct (y — ^î

(1) M. Groolenbœr a montré qu^on pouvait remplacer cette condition par la suh'ante, un peu plus

générale : Xy étant défini dans Pinlervalle pv^ | Ç ^ pv+i il suffit que les séries ̂  Xy et ^Xy log^—^

convergent.
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au cas où t=f{z) -->• oo, lorsque j ^ oo [| Arg;? j <^ 7T — £ )• Alors

/(-') i i ,—— --^oc, lo^p — - log/* ~> oo,
V 3 t 2

d'après l ' inégal i té d'Alilfors

r^^^y-^d^
1 —ÏTT——— —-> 4-oc, lorsque R -^oo.

J, ^(P) P 4

Donc, quel que soit Ro? on ne peut avoir constamment pour R ^> Ro : © <" T:-
Autrement dit, i l existe une infinité de valeurs de p pour lesquelles A cont ient
un arc pp du cercle | ̂  1 = p de mesure supérieure à ^- Et plus précisément, la
valeur moyenne de ©(p) calculée en prenant logp pour variable, dans
l ' intervalle i ^ p ^ B , a une l imite inférieure au moins égale à ^ lorsque H ^ oc .

40. Propriétés de F intégrale de Poisson. — Soit

F(,^)=G(^,j)4-/I-ï(^ j)

une fonction holomorphe dans le demi-plan droit D et sur sa frontière y'yÇ^^o)
dont la partie réelle G(x^ y} prend sur l'axe y ' y une suite cont inue de valeurs^
soit ^\y). I/intégrale de Poisson (^) transformée donne

F(.-o)-F(i)~- 1- f (——'-—— - —^)^( • } ' )< / ) • .
7Tj_^ \ ^ o — n - i— 'y j ^ '•

Supposons maintenant que F(^) soit holomorphe seulement dans l ' intérieur
de D et pas nécessairement sur j'y. On considère alors la fonction con t inue
^(y) = G<£, y ) et l'intégrale

(37) . F(.,)-F(.)=^ '^--^]^(v)^

indépendante de £ dès que £ <^x^.
Supposons que G(.r, y) soit bornée et tende vers une l i m i t e g(y) lorsque,

y restant fixe, x tend vers zéro, pour toute valeur do y, excepté au plus pour
un ensemble E de points a = iy de l'axe y ' y tel que

r rdv
I ——— == o^ ^1 4 - . r 2

Si l'on fait tendre £ vers zéro, l 'intégrale (37) existe à la l imi te comme
intégrale de Lebesgue, car la l im i t e de ^(y) est une fonction g ' ( y ) bornée, de

( 1 ) Voir FATOU, Acta Mntlîematica^ t. 30, 1906, p. 36o.

Attn. Éc. Norm., (3), LIX. — FASC. 2 1 2
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première catégorie, donc mesurable, et définie en tout point de y ' y étranger
à E. Bornons-nous à considérer

(38) M(.r . , ,o)-mr,o)=- Ç r^-^-___^ [-^)_^._y)]^.
' • • - ^ o L' /-o - t~'J 1 ~r~ j ~

Pour que H(^o, o) ait une limite finie lorsque x,, tend vers l'infini, il faut et
il suffit que l'intégrale de Lebesgue

(' ^ i / \ \ i r ̂ ) '
I I .Â\.7)—<^(—.^') .1——~ soit convergente.

On Doit que dans cette intégrale on peut négliger V ensemble E.

41. Appliquons ces considérations à la fonction

F(.3)=/log^^ =i\o^. —(ArgÇ—Arg^) ,

/(:?) étant toujours la fonction qui représente conformément D surA; on a

l A r g - Ç — A r g ^ ! <37:.

D'après les résultats du Chapitre II(§21)(1), si z tend vers un point n=it
de l'axe y' y sur une parallèle à Ox, le point ^=/(^) tend vers un point
accessible de la frontière de A à distance finie ou infinie, excepté au plus pour
un ensemble E de points de y' y tel que

/ — ==o, donc à fortiori / ——î—JE y J,: i+.r2

Si/(^) a une dérivée angulaire c = lim [ J ( tro ^ ' , log ^M^'^ ^ tend vers la
XQ >• x '̂u ^'0

limite finie loge lorsque a-o tend vers l ' inf in i . Pour cela il faut et i l suffit que si
l'on pose

,. . /( x + // )l imArg^————^=-^( / ) ,
.T>0 II

V intégrale (3g) f [g{y} —^(—j)]^ converge.

[g\t) existe si le point a = it n 'appartient pas à EJ.
Si le domaine A est symétrique par rapport à l'axe réel,

^•(r) = - g(- y ) = ̂  [-7: - ©(y) ] ^

(notations de M. Ahifors).

(1) On applique le résultat ici au voisinage de a = ̂ , ce qui est possible, parce que f ( z ) est
définie dans le demi-plan D entier et qu'on étudie les limites d e f ( z ) sur la sphère de Riemann.
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D'après une remarque de M. Ahifors il est suffisant, pour l 'existence d 'une
dérivée angulaire, que le rapport ^ ( z ) - reste borné inférieurement et
supérieurement lorsque z tend vers l ' inf ini sur un chemin L contenu dans
un angle |Arg^ | < ^ — £, par exemple sur l'axe réel; donc il suffit que
l ' intégrale (Sp) soit bornée en module .

Conditions suffisantes.

42. Pour qu 'un domaine A soit valable, il suffit qu ' i l contienne un domaine
valable A, et soit conteno dans un domaine valable A^, : car si A contient un
domaine valable A , , nous avons vu ( lemme II, Chap. III) que le rapport 1?0:)1

est borné angulairement, et l'on montrerai t de même que si A est contenu dans^. 1 9 - \
un domaine valable A^, le rapport -^J—est borné. La condition cherchée se
décompose ainsi en deux parties.

Comme domaine A, nous prendrons un domaine simplement connexe,
symétrique par rappor ta l'axe réel, contenu dans le demi-plan droit ^ > o et
l imité par un arc de Jordan. Pour qu'un tel domaine soit valable, il faut et il
suffit que l ' intégrale, toujours positive,

n ,K>'- ru y -J,• '̂/«y) , dy§'(y)—
soit bornée.

Pour former A, {/îg\ 10), nous nous donnons une suite posi t ive croissante

/y

v+l

& ,

Fig. 10.

quelconque p , , ps , . . ., pv, . . . (p., -^oo) et nous désignons comme précédemment
par^, le maximum de^ —\Ar^\ sur la frontière de A pour p ^ < [ Ç [ ^ p ^ , , par).,,
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le plus grand des nombres o et ^. A, sera l ' intérieur de la région formée

par la réunion des secteurs p,^ t ̂ ,, |Arg^[^—X,. La frontière de A<

est une l i g n e brisée formée d'arcs des cercles t =^ et de segments des

demi-droites A r g ^ | = ^ — A , , . Dans la représentation conforme de A, sur D
[^ =/,(;?); ^==9 , ( ^ ) ] réalisée de manière que les points à l ' in f in i et les axes
réels se correspondent, il y a correspondance cont inue entre les frontières.
Tt „ ̂  „ — ...Posons

^p.^-^ ^9^e^\ ..=7,4- p^-^

Considérons le segment a. ^ de la frontière de A , . Il est dans le cercle
I\ : F C — ï H v ^pv"v , d'autre part l 'arc ^a^ de la frontière de A, est intérieur
au moins

à l\ si À^Â^i,
à l\+i si 7,^/,.^.

Donc, tout point frontière de Ai tombe au moins dans un cercle 1\ ou dans son
symétrique par rapport à Faxe réel. Soit A. le domaine formé des points du
demi-plan droi t (^ ^> o) extérieurs à F,,.

D'après les propriétés de la mesure conforme, si ^ est un arc de frontière
de A, contenu dans I\, K, la demi-circonférence ( |^-—^ = p,^, ? > o ) q u i
l i m i t e A,,, et ^ u n point intér ieur à la fois à A., et A , , on a

m(f, <7,, A , ) ^ /n (Ç , K,, A,).

Appliquons cette i l l éga l i t é au po in t 'C^pv de l'axe réel, in tér ieur à A, et A,
si v est assez grand,

m ( a^ K,, A, ) = 4 Arg I~ / ( I~^ ) = , Arc tan^ 2^ . .
0 I - l ( } 4- / / y ) b •3 - .,;

Dès que //,, est infér ieur à i on a

m(pv, o-^, Ai) < 8.v.

Le domaine A, est un domaine « sans pl is » dont la représentation sur D est
semi-conforme à l ' inf in i s i À ^ - > o . Alors, d'après le théorème sur les pl is de
M. Ostrowski (§ 33), si l'on pose

f\== 9, (pv), ^= 9i(a,/), b^= 9, (^},
on voit que

^^ ^
t\ / -V

en outre, si 11.,-> o,
PV+I _^ ^^l

Soit .s, le segment de l'axe y y correspondant à l'arc cr,. Il est vu du
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point ^=-?\ de l'axe réel sous un angle ̂

o., :_z - m ( /\, ̂  D ) == - w ( p^ o-^ .\i ) < 4 ^v.

Donc Çv-^ o et la longueur /,, de ^ est équivalente à y 27^ y,,, d'où

/ ^<4V/^ r ^Mv( i+£v ) (£v-^o).

Sa longueur logarithmique, soit o^= ^ -^5 est l imitée par
^s. •y

<^< 4^2 Mv( l+£v ) (Sv-^û)^

donc û^<^ 6/^ pour v assez grand (soit v ^> V y ) . D'autre part, sur a., le maximum
de ^ —Arg 'C est /^

f^(J)^ :<^VÂ..

^ff,. ^

Tout point de la frontière de A, appartient au moins à un arc a^ ou a son
symétrique c^ par rapport à l'axe réel, donc les segments ̂  recouvrent le demi-
axe positif Oy

r^y^<^^^^^^^.
«-̂ p,, ^ ^ _^ ^ _^ , _ _ ^

 l v

Posons log^^^^,,. La convergence de Pintégrale (39^) est assurée si les deux
pv

séries ^1)^ et VÀ^ sont convergentes.

•r. y.

THÉORÈME I. — S i les deux séries V A,; et ^Àyà, sont convergentes^ le domaine A^

est valable.

EXEMPLE. — Soit A le domaine obtenu en enlevant du demi-plan E ^> o les arcs
de cercle

Ç = R,, ArgÇ | ̂  7T - 0, (R,-^ oc, 0,-^ o, v{—— > K > i\
2 \^ î\^ j

M. Wolff 'C) a démontré, dans ce cas particulier, que la condit ion nécessaire

trouvée par M. Ahifors, à savoir la convergence de la série V 9^, était aussi

suffisante. Ce résultat nous apparaît comme une application ^u théorème 1 :

donnons-nous en effet une suite c^ décroissant assez vite pour que la série V 6^

(1) C. R. Âcad. Se., t. 200, igSô, p. 63o. M. Ahifors avait trouvé comme condition suffisante la

convergence de la série ^^ 6y.
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1 , R.soit convergente, et satisfaisant en outre a £,,<^ 1 log—^ • On prendra
2 jL\\/

p.^^rR^e——, pav+i == R^é^5'^ d^Oll (^v==:2£^ ?.._,^==0,^ A^.i :=:(».

43. Nous prendrons pour domaine A^ la réunion de A et du demi-plan
droit ^ ^> o. Supposons que le domaine A satisfasse aux conditions (29) de semi-
conformité de M. Ostrowski (avec 62==— 9^ ==+ 7 T ) - On peut donc trouver sur

\ . i » 2/

sa frontière deux suites inf inies de points ̂  ̂  telles que

t., i = R/,-^ oo, Arg t,, -> + ^, | Ç;, ; == R;, -> oo, Arg Ç;, -
*2

1 ^//+J ^
^g' -D—— = ô^ -^ (^

r^»
log^———o^o.

Les deux suites peuvent être ordonnées de manière que
R/,+j > R,/, R/^i > R^, • donc ô// > o, ô/, > o.

Cherchons à quelles conditions supplémentaires doivent satisfaire ces suites
pour que le domaine As soit valable. Posons

ArgÇ,,— - si ArgÇ/, > -?'î „•" y

o si A r g Ç , < < ~ ;

- Arg- ̂  - T- si Arg ̂  < - ̂  -,
^î ^î

si ArgÇ^>-

Considérons le plus grand arc (supérieur à ri) du cercle t\ ==- H,, contenu dans A.>.
Soit a/, l'extrémité de cet arc qui a un argument positif; c'est un point acces-
sible de la frontière du noyau de Aa. On définirait de même le point a^ d'argu-
ment négatif

1 ̂  - B/o ^Arga^ ̂  + 0,; ! a, I ̂  R^, - ̂ Arga;^- ^ - 0;,

Nous désignerons par q^ {fîg^ n) la coupure du domaine Aa formée par les
deux arcs de cercle

| Ç =R^ ^^ArgÇ^Arga/, Ç | ==R^+i, -^ArgÇ^Arga/,+1,
2 -

et du segment de l'axe imaginaire joignant les points /R,,, iï\n+^ Cette coupure
isole une poche Un du domaine As située dans le demi-plan E<^o . Le
cercle ^—^'RJ^R^ contiendra la coupure p,, si l'on prend

R/i+i — R/^
K '^/l —— ^/l -T- V/<+1
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S'il existe un point ^ in tér ieur à û,ri et extérieur au cercle 1\ : [ Ç — ^ K , ( ^i6R,^,,,
on aura, en désignant par y,, la portion de frontière de A qui , avec y,,, l imite û,,
[par application des inégalités (26) et (27)],

//l(Ç, y^, A.,)> m(Ç,y^^)==l— ^(Ç, qn, ^n)> ^--^V-T———— == ^.y 10 i^n » /i

Donc si ^, ^,,, a^+i sont les points correspondant respectivement à Ç, a,,, a,^
dans la représentation conforme de A.> sur D [réalisée par tC=f^(z), z = 92(0?

Fi g. i i .

avec correspondance des points à l'infini], on verra du point z le segment .?„
de l'axe y ' y joignant les points a,,, ^,,+, sous un angle y,,

9^= - ï-m(^ Sn, D)=: -m{t, v,,, A^)> -.- /^\^, ^ny ^ ) — ~"t/\^? \ni ^1; ^ ^

Donc s est in tér ieur au demi-cercle c,, tracé sur ̂  comme diamètre et contenu
dans D.

On opère de même avec les points a^, a^ et pour toutes les valeurs de neip,
on ôte du domaine Aa tous les points, s'il en existe, intérieurs à une
poche Qn(^' ) et extérieurs au cercle correspondant F,,(r^); soit A^ le domaine
restant, limité par des arcs ̂ , ̂  des circonférences F,,, 1̂  et des portions de
frontière de A a ; soit D le domaine intérieur à D qui correspond à Aa dans la
transformation 2='f^). Les arcs de la frontière de D correspondant aux
arcs y,, sont intérieurs au demi-cercle c,/.
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Reprenons pour le d o m a i n e -L la démonstration de la première inégalité de
M. Ahifors *[1, p. 8 |. La coupure Rp sera le plus grand arc (supérieur à 71) du
cercle \^\=? contenu dans Aa et 0(p) sa mesure en radians. L'image de ^
dans la transformation z = ^(C) ^t uîi^ coupure 6p du domaine D portée par
la coupure 6p image de pp et n'en différant que par deux petits arcs contenus
respectivement dans deux demi-cercles c,,, c'^ les indices nçip étant déterminés
pa rR ,^p<R^ ,R ;^p<R^ , .

La coupure 63 sépare l 'origine du point à l ' i n f in i dans D. Donc a^^ est sur Uy,
<.. sl^ O/-

Posons
a,, -==. i i - n ( rn > o ), ^ == — //^ ( /^ > o ),On •==• i l ' n ( rn > 0 ), ^ == — ^^ ( /^ ;

/ l ^ '^^ 1 -J/ i ^ ii \ \d,, •= io^- —— • d^ == log -^— •
l'n ï'p

Lorsque p - -> oo,
f,t—^ 00 , /•„ —^ 00 , -'- —>

Faisons les transformations a= log^==X+ i\, s == log^ === // 4- i v ( J î g - 12);
la coupure 6p a pour image une coupure ïp du domaine B transformé de Ï), de
longueur /(p), et portée par la coupure Tp de la bande B( v < 7 T )» transformée
de 6p, de longueur ^(p)[^(p)^(?)] .

B

,v

^v
Tl'P^

C^Y
P̂

An A^

^̂
(P)^

A^.

Soit A,,=loga,,, A^==loga^. Nous allons montrer que les extrémités de la
coupure Tp sont contenues respectivement dans les demi-cercles C,,, C", tracés
sur les segments S,, (joignant A^, A,^i) et S^ (joignant A^, A.'^) comme dia-
mètres, de rayons respectifs -"» c-11 et contenus dans B. Soit en effet P le demi-

plan v <^ ^ ? z un point intérieur au demi-cercle c,,, et s = log^,

m ( s, Sn, P)^(.s', S/;, B)==//î(^ ̂  D),
or

m (s, Sn, P ) == 2 Arg -ç———, m (z, .<?,„ D ) =r 2 Arg " ~ an > 77.
S — A/^4_j ^ — Ct'n-+-\

Donc ^ est intérieur au demi-cercle C,<.
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De même si z ' est intérieur au demi-cercle c^s'= log^ est intérieur à (7. On
applique ceci aux extrémités de 6^. c. Q. F. D.

Désignons par
€»-)•( p ) roscillation de // ̂  log | 92 ( Ç ) j sur T^,

^ T ( p ) l'oscillation de ^ = log ] . ? 2 ( Ç ) | sur T^

^(p^T^+c^p) , ^ - (p )^ 7^ — c n ~^ c p -{-^(p)^— 7r(^+^)+^(p),

d'autre part, en appliquant l'inégalité de Schwarz,

ds
da

^(p)^ dY\ ^(p) x f1"^(p) x f d\,
C/A'

6 •̂

d^où l'inégalité
^-h-^^p) ^ 71(^4-^,) r

©(p) ^ © (P ) Jï.©(P) -- 6(p)
^ I' ,v, cA,a o-

p.̂ _^ ^ ^-^-^r ç' p2 7:'2 4- Wî

.̂ P © ( P ) "^ P © ( P ) /X. ^^ p © ( p ) p © ( p ) Jx, ^
^ |%/X^Y,
d<7

en posant
X,=logpi, X2=logp2.

Soient /•i (p) et ^(p) respectivement le min imum et le maximum de /'== ^^(O
sur 6p, de même / ' i (p ) et / '2 (p) le m in imum et le maximum de /• sur h,,

^(p)^ r l (p )^ ^ 2(p)^ r 2(p) .

co(p)=log-7^(p)-- logrï(p); &)(p)= logr2(p)—log^(p) ; c,)(p) ^cJ(p) ;

logrï(p)—logri(p) <^--h ̂  (
__ }-^o, lorsque p->oc.

logT2(p)— log/'2(p) <cl,^d^ \

En reprenant le calcul d'AhIfors *[1, p. 9], on a, si p_>> p , 6^,

iogn(p,)-io^(p,)- f ' î—^->-4î:--^"(^+^)—L-^
>f i2 7T6/p

^ P~0 "̂)

7^ ^P

? © ( ? ) '^ P © ( P ) ^0< P © ( P )

or, d'après la construction de As, on voit facilement que

O ^ O ( p ) —7T^ l6 (^4 - ^),

P-Q(p)^, ,6 ^2 . / ^ P . ^ V , ^.I6''2^F^_. z 6 ^
=^ p © ( p ) . ^J^

T - , 16 / " > 2 ^ d o . i 6 ^ . 16 ̂  / .,
-d^^ j (^+^)v^-^2d^^ + - 7^2J^^

pl "i /^i

les indices n^ et /î.j, /)i e t jDs dépendant de p , et pa . Or

A . ^ , I^/;4-1 —— rl^ .
^— v/i-t- ^n+1 - R. '

dès que â„==logl^±l est assez petit, on a ^0,,+6,,+i +2o,cR.

A/m. Éc. Norm^ (3), LIX. — FASC. 2 î 3
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Si les séries

^e/A, S0-41^ 2^

3C -Xi X

^9;ô;, S 9;,,̂  ;̂

convergent, il en est de même de l 'intégrale
/ "©(p) — 7 T , , r^ r.do
/ —-4=——do et l o u p — / _. 'j , P © ( P ) l ..A pe(p)

est borné lorsque p - oc. Alors

logr,(p)-logp>- f ————^p-^ (K^const.).
Ji P ^ ^ P }

/•^P) ̂
oPour montrer que log—1-- reste borné infér ieurement lorsque p -^ oo, il suffit

de montrer la convergence de
do i F "' . , - do/ l3c, , „, 6/p I f " , „ ^0^ ^^^â^ ^"+^)7•» —^— < - / (dn-\- d ) - " - •

p © ( p ) ^ / p

Alors le domaine Aa sera valable, car on sait déjà, puisqu'il contient le demi-
1?. (0

p(0
plan £>o (lemme 11, § 34), que log T " , reste borné supérieurement. Il

suffit donc qire les séries Vû^o/, et Vrf^o-convergent .^ r ï ' ^
^n^n ^^ ^ap ̂ p '

p=l

Nous ne savons pas limiter d,, comme pour le domaine A| . Mais log ' y " )

est borné,
i PN V1 ^ i ^(M^N) V^ j. P ^ _ _ v ^ i.Jîiîlog- [— = ̂ .0^ lo^- •!——- == >^^.

pi AJ - 9 2 ( 0 1 ) ^-J

Posons
N

^(^—ô/,)--S^;

S^ est borné, S^ <^ A
N N N

^^à\=^ô;i+^(^-ô\)ô,,

la série Yô^ est supposée converger. Soit B sa somme
%=i

N N N—l

Y^/i^< B - ^ - V ( S ^ — S/,_j.)o,,=:B4- SN^+VS/^Ô^— ^+1),

N F /^i
^ ̂  Ô^< B + A Ô^--1--^ [ On — §n.Zn On <. D -t- A 0^- --i-- 7 , 1 ° ^ — - Q/^l

L ^==1
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os ^

Pour que la série Vû^o/, converge, i l suffit donc que les séries Va;
n == 1 n = i

et ^j i °/<— °^+i convergent.

Mais la convergence de ^,6/^1 o/z est conséquence de la convergence de V6,,o,,
il = l n == l

, V^ ^ ^et ^, On—o^ •

THÉORÈJ^Œ II. — Pour (jue le domaine A.j soit valable^ il suffit que les six séries
suivantes soient convergentes

Remarquons que les suites ^, Ç dont nous sommes partis sont arbitraires;
l'existence d^un tel couple de suites suffît pour que Aa soit valable.

44. Interprétation. — La convergence des séries V6/,o,,et ^9^ o^ exprime

que les points î^, ^ sont situés sur une courbe F7 l imitant un domaine A/ pour
lequel l'intégrale (36) converge (on peut prendre pour? la ligne brisée joignant
ces points dans l'ordre; A^ satisfait aux conditions suffisantes de M. Ahifors).

30 -X,

La convergence des séries Vo,2^ et V o^2 exprime que ces points sont assez
n=i /?==1

00

rapprochés les uns des autres. Enfin la convergence des séries V jo,,—o,,+, 1
• /^=i

et V o^—o^ est une condition de régularité dans la répartition de ces
n-==-1

points, qui est assurée en particulier si les suites à/, et o'p sont monotones non
croissantes.

EXEMPLES. — Soient A et B les domaines symétriques formés en ôtant du
plan Ç=^+rr], pour A

les demi-droites ^ << o, -f\ =:±: R,^;
pour B

les demi-circonférences ^ <i o, Ç == R^ et le demi-axe ^ << 0^, Y Î = = O ;

R , , R^, . . ., R,,, . . . étant une suite positive croissante tendant vers l'infini.
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fî/t+lSi, en posant o^=log——1) les séries V o^ et ̂  0^1—5,, 'convergent, les•*'/( ^— ^"̂j
//=!

deux domaines A et B sont valables.
Pour le domaine A, avec les notations de M. Ahifors, on a,

R
si R,^p<R^+i, 0 (p ) — T: == 2 arc cos -^;

si p=:R^i, ©(R^^^R.)^-

Fig. i3. Fig. i4.

Il existe deux constantes positives k et k' telles que

f " " [©(p)-^]4 > Â arceos^-T^Â^t-
c7!;^ ? „ - " / < - 4 l J

La condi t ion suffisante de M. Ahifors [convergence de Fintégrale (36)|

exigerait donc la convergence de la série V^ ce qui est plus restrictif que la

convergence deVo,;. Quant à la convergence de l'intégrale (35), ici équivalente
n=\

à la convergence de l'intégrale (36), elle n'est nécessaire, d'après l'étude
de M. Ahifors, que si la fonction ©(p) est à variation totale bornée, ce qui

exige déjà que la sériel Arc coSp— converge, c'est-à-dire que la série V\/o,,
c •̂ BBB ^n ) - 1 . A—

ft-=ï /<=!

converge.
Pour le domaine B, on a

0(p) == r^ s^il existe une valeur de n telle que p == R,(;

0 ( p ) = = 2 7 T , dans le cas contraire.



ÉTUDE DE LA REPRÉSENTATION CONFORME AU VOISINAGE DE LA FRONTIÈRE. 103

Donc, l'intégrale
r 9
/ Wf171 P)

d^
• -T. —— = 7T l0° P1 ? .̂

est toujours divergente lorsque p—>-x , et les cr i tères clé M. Ahifors sont ici
inefticaces.

THÉORÈME (résumé), — Si le domaine A satisfait aux conditions du théorème I,
le rapport ———— reste borné lorsque Ç -> oo .

p ( ̂  )
AÏ fe domaine A satisfait aux conditions du théorème II, fc rapport ' . /y^^rr 1 ? ( 0 1

borné lorsque Ç -^ oo .
Sî fe domaine A satisfait à la fois aux conditions 1 ̂  II, il est valable ( '}.

I/inégalité cTAhl fors ainsi affînée permet dans certaines applications d'obtenir
des résultats plus précis^ par exemple dans la démonstration du théorème
de M. Denjoy sur le nombre des valeurs asymptotiques des fonctions entières.
Supposons que la fonction entière F^C) ait u n e limite lorsque ^ décrit un
cont inu F tel que celui représenté sur la figure i5, possédant une double
i n f i n i t é de points ^ C/, satisfaisant aux condit ions du théorème II. Le

Fig. i5.

domaine A formé des points du plan extérieurs à F est contenu dans un domaine
valable A_>. Si le domaine A est sans plis, on peut le représenter conformément

surle demi-plan Dde manière que
?(?)

-'—reste borné. La fonction G(^)=F|/(^)]
est définie dans D et satisfait aux conditions du théorème de Lindelôf. On a

( ' ) Dans une première étude, fondée uniquement sur la mesure conforme (C. J î . Acad. Se., t. ^1^,
^Jl^ P- 97")? nous avions établi des conditions du même type, mais plus restrictives.
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donc, si M(p) désigne le maximum de ^(C)[ sur le cercle ^ =c,
lim-02——L^o. La fonction F(^) est dWdre i au moins , alors que l 'ordre

m i n i m u m fourni par les condi t ions de M. Ahifors est s e u l e m e n t ^ -

Discussion des résultats. Conditions nécessaires.

45. Une condit ion nécessaire et suffisante pour Inexistence d 'une dérivée
angulaire est la convergence de l 'intégrale (3;^). Or, à notre connaissance, les
condi t ions géométriques suffisantes établies jusqu'ici reviennent à la con-
vegence absolue de cette in tégrale : c^est bien ce qui se passe d^ns le cas, le
plus f réquemment é tudié , où le domaine A est contenu dans le demi-plan ! > o
ot où l'on a

^(j) >°. ^(—J) < ° ,

ou si le domaine A contient ce demi-plan [g'(j)<^o, g\—j)^>o]. Ces
conditions sont donc trop restrictives. Nous allons montrer qu'el les permet ten t
une conclusion plus précise que l'existence d'une dérivée angulaire.

THÉORÈME. — La convergence absolue de F intégrale (39) est la condition
nécessaire et suffisante pour que y si z==.x tend vers l'infini sur l'axe réel, la
fonction log ' • / v / ' ait non seulement une limite finie^ mais une variation totale

finie.

Démonstration. — Examinons d'abord les deux cas pa r t i cu l i e r s :

a. A est contenu dans le demi-plan ? ^> o. D'après (38) on a

^^-UT^-^]^'-^-^lo,^^ -.io,i/^)!^ r f____
.T, ' .r, 7:J |_^ j4- r 2 ^ o - '

donc, si .r, ^> *ro,
|/^,)| ,_|/(^)jo^ 1^—21 - lo^ Ĵ -̂ LLL < o

1 /Ï^) lla/onction log-"-—— est non croissante.

b. A contient le demi-plan ^ ^> o. On aura cette fois, si x^ ^> ̂ ,

io,LA^__io,VÏ^l>,,,
x\ ' .î"o

la fonction log l y v / - est non décroissante.

Dans le cas général, puisque l'intégrale (3g) est absolument convergente, on
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peut la différentiel' sous le signe f •

^•) = log 1̂  = ̂ jT [^ - ̂  j [,.(,) _ ̂ (-,) ]./,,
.T T: J^ [_ X1 + J-'2 i + y'1

\^(^) <llx- (
• ' ~ 7T^

r^ i /
/ lO»^) ^.r< -- /

./> ^ 7T^

<î> /(^) .^rJi^..r)-^(-j)l<r
= ̂  (^+.72)'2

J^<r)--^(—.r)
•^2 + .y2

^ f j ^(j)—^(—.ri.r -^-^——^——^l./r<oc.<

La variation totale de <l>(.r) est bornée. c. Q. F. D.

4(). L'exemple de M. Ahifors nous a montré, dans un cas particulier, la
portée du théorème I. Pour discuter les résultats du théorème II, nous nous
placerons dans le cas d'un domaine A sans plis , contenant le demi-plan ^ ^> o,
symétrique par rapport à l'axe réel et l imi t é par un arc de Jordan cont inu,
auquel cas g(y) =—^(—j)<^o, et sur la frontière p = j/(<r)| = LA—y)
est fonction cont inue non décroissante de y ^> o.

Enf in nous utiliserons le lemme suivant :

LEMME. — G(X) étant une fonction continue non négative pour X^o, si
l'intégrale ^ G(X)^X est convergente, on peut trouver une suite croissante

^o

de valeurs de X : X,, X,,, . . . X// ... (X,, •-> + oo ) telle que les séries V (X/^ , — X,,)2

^^(X,^i—X,,) G(X/,+i) soient simultanément convergentes.
n=\

Démonstration. — Remarquons d^abord que si Pon connaît une suite Xn relative à une fonction H(X)
constamment supérieure à G(X), la même suite convient pour G (X). Nous allons déterminer une
suite Xn relative à la fonction H(X) égale, pour chaque valeur de X, au plus grand des deux

nombres G (X) e t — • L'intégrale (4o) f H ( X ) < ^ X e s t évidemment convergente. La suite X,, sera
A" J! ,

déterminée par récurrence (fig. 16) : Xn étant supposé connu, nous prendrons pour X^+i l'abscisse
du premier point de rencontre B^ de la demi-droite Y = X — X ^ ( X > Xn), issue du point A,/
d'abscisse Xn de Paxe OX, avec la courbe Y == H(X). Soit An+i la projection de B^ sur OX. Le
triangle T,,(A^A,z+i B^) est tout entier dans la région définie par o ^ Y ^ H ( X ) , X > o. Son aire

est ^(Xn^-i—Xn) H(X^+i). Or G(X,^i)^H(X,^i ) == X,^-i—X/,. On prendra Xi^ i quelconque.

La somme des aires des triangles T\ est bornée par Pintégrale (4o). La convergence des deux séries en
résulte immédiatement. 11 suffît de montrer que Xn tend vers Pinfini. Or Xn-^i —Xn = H(X,t+i)^X^ .
Donc Xn ne peut avoir aucune limite finie, c 0 F D

De la convergence de l'intégrale f ^(j)^7, nécessaire à l'existence d'uneJ i j
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dérivée angulaire, on déduit alors l'existence d'une suite croissante ji,
y^ , . . ., y,,, . . . (/„ -> oo ) telle que si l'on pose

Qn=^yn), ^=log^,
./ ^

les séries ̂  ^0,,+i et V rf^ convergent.

Fig. iG.

Soit
Ç,= ©(/.y,) == R,^0"^ Ç;/= 9(- /j.) = R,, ̂ V"^).

Posons
^ i i^/^+i0^1= io^ -^—

"\

La méthode de la mesure harmonique permet de montrer que le rapport —

reste borné lorsque n -> oo. Donc les séries V o^ et Y0,,+i o,, convergent. Or,

d'après le théorème II, il suffît, pour que le domaine A soit valable, qu'il existe
sur sa frontière une suite de points ^(auxquels on associe leurs symétriques^)

pour lesquels les trois séries V o^, ^A+i â/< et ̂  [0,^1—o,J soient conver-
n •=-1 n === l w == l

gentes. &^fc la convergence de la troisième série pourrait donc ne pas être
nécessaire : mais c^est u n e condi t ion de régularité qu'il semble difficile
d 'é l iminer .


