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COUPLES
DE

TÉTRAÈDRES DE MÔBIUS
INSCRITS DANS UNE Q U A D R I Q U E

(OU UNE BIQUADR1QUE)

ET CIRCONSCRITS A UNE AUTRE Q U A D R I Q U E
(OU UNE DÉVELOPPABLE DE CLASSE QUATRE)

PAR M. CHARLES H. ROWE
(Dubl in ) .

1. Introduction. — Nous avons, M. Gambier et moi, rédigé en
collaboration deux Mémoires parus aux Annales de l'École Normale :

1° Tétraèdres inscrits dans une quadrique Q et circonscrits à une
autre quadrique Qi [1934, (3), t. 51, p. 153-198].

2° Lieu des points dont les rapports des distances à 3 droites fixes
restent constants. Biquadratiques, cubiques gauches et dégénéres-
cences [1936, (3), t. 53, p. 329-386)].

Cette fois-ci, nous avons traité séparément le sujet annoncé dans le
titre de ce travail; nous avons, après une rédaction provisoire, pris
connaissance chacun des méthodes de l'autre chercheur et il nous a
paru préférable de publier séparément nos résultats, les procédés
étant assez différents; la rédaction définit ive a été, bien entendu,
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2Ô2 CHARLES H. ROWE.

améliorée chez chacun de nous en tenant compte des suggestions
provoquées par la lecture des résultats de son collaborateur (1).

Le premier Mémoire commun contenait implici tement les couples
de Môbius, sans que nous l 'eussions remarqué; le t ravail actuel
montrera comment le second Mémoire commun se rattache d'une
façon imprévue aux couples de Môbius.

2. Quadriques ayant en commun un quadrilatère gauche. —
Imaginons une quadr ique Q et un complexe l inéa i r e L; chacune des
semi-quadriques portées par Q a en commun avec L deux génératrices :
la polarité L remplace Q par une quadrique Q, ayant en commun avec Q
les 4 droites citées. Réciproquement^ si deux quadriques Q, Qi ont en
commun un quadrilatère gauche G^, r\ , Ga, IV il existe deux complexes
linéaires conjugués L, L/ tels que Q s^échange avec Qi par la polarité L
ou L'\ L et L' appart iennent au faisceau déterminé par les complexes
spéciaux ayant pour axe les diagonales rf, d ' du quadrilatère commun.

Il existe oo2 tétraèdres conjugués communs à Q, Q, ; les arêtes de
ces tétraèdres, autres que les droites d, d' \ engendrent la congruence
linéaire de directrices d, d' ' . Ces résultats se vérifient aussitôt sur les
équations réduites

(Q) ^^y^^^t^=0, (Q,) ^+Ç+^4-^=:0.

Le couple (rf, d ' ) est d(x=z=o\ d\y ==r==o) ; la subst i tu t ion
linéaire (£=:+= i, Y) == ± i)

x = X cos a — Z sin a, y •== Y cos p — T sin [3 ;
£^==:Xsina+Zcosa; , rit == Y sin (3 4-T cos (3 ;

remplace le tétraèdre conjugué (*r, y, z^ t) par le tétraèdre conjugué
(X, Y, Z, T). Le complexe L(ou L') a pour équation

(L OU L') ( ^^—^i^2 )P+ (ji^—J^O^O (p'rrr - ) •
\ a /

Chacun de ces complexes reste invariant par la substitution ( i)
si £YJ == i ou s'échange avec Fautre si £Y] == — i.

(i) Le Mémoire de M. Gambier a para aux Âimales ae l ' ' É c o l e Normale, t. ^G, 1939,
p. 71-1i8.
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Soit main tenant an point arbitraire A sur Q et un plan tangent
arbitraire a de Q|; il s'agit de montrer que le cône S de sommet A,
ayant pour base la conique (Q, a) est capable de oo ' trièdres
circonscrits au cône Si, de sommet A, circonscrit à Q^; pour cela, il
suffît de montrer qu'il existe un trièdre de cette espèce; en l i m i t a n t
les trièdres en jeu au plan a, nous obtenons bien un tétraèdre, à
5 paramètres au total, inscrit dans Q, circonscrit à Q^ (cette propo-
sition a été démontrée de deux façons différentes dans notre premier
Mémoire c o m m u n ; j'y ai montré qu'elle est fondamentale) . Prenons,
en effet, le pôle D de a par rapport à L; D est dans a, sur la
conique (Q, a); le plan polaire deA r e l a t i v e m e n t à L , corrélat ivement,
passe en A, est tangent à Qi et coupe (Q, a) en deux points B, C. Le
tétraèdre ABCD est inscrit dans Q; les faces ABC, BCD sont tangentes
à Qi ; AB, DB sont des droites de L, donc le plan BAD est polaire de B
(point de Q) par rapport à L, il est tangent à Q|; pour la même
raison CAD est tangent à Q^ : notre proposition est démontrée.

M. Gambier me fait remarquer que, si nous prenons le transformé
par rapport à L ou L/ d^un des oc5 tétraèdres T inscrits dans Q, circon-
scrits à Q i , le nouveau tétraèdre I\ est lui aussi circonscrit à Q|,
inscrit dans Q et est en position de Môbius avec T; nous avons ainsi
obtenu oo5 couples de Môbius, inscrits dans Q, circonscrits à Q ^ , les
tétraèdres d'un même couple étant réciproques par rapport à uncomplexe
fixe : il y a deux séries distinctes de tels tétraèdres, une pour L, une
pour L/.

Si donc nous nous reportons au paragraphe 8 du travail de
M. Gambier, sur les couples de Môbius nous voyons que Q, Q^
admettent oo6 couples de Môbius et que, parmi eux, il y a deux
familles co8 qui se séparent; chacune de ces deux familles oo5 com-
prend elle-même oo2 séries, chaque série étant formée de oo3 couples
inscrits dans Q, circonscrits à Q|, les tétraèdres de cette série
étant chacun conjugués par rapport à une quadr ique q\ or, il est
facile de voir que les deux familles oc3 du Mémoire précédent sont
celles que nous avons trouvées ici, ce qui donne une nouvelle propriété
de ces deux familles oo5 : chacune déciles a donné oo2 quadriques q,
mais correspond à un même complexe L ou L/; il suffît de remarquer
que les oo2 quadriques q sont celles qui se déduisent de la quadrique
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P^±}'t=0 (P2^^

par la substitution (i); les génératrices d'un système de (y)
appart iennent à L, celles de l'autre système à l/ ; les deux droites A,
A7 du Mémoire de M. Gambier sont deux droites de la congruence
linéaire (rf, d ' ) et sont communes àL et L/; i l y a oc2 couples tels
que A, A^ et chacune donne une quadr ique q.

Nous pouvons, à titre de curiosité, remarquer que notre démonstra-
tion fournit an tétraèdre T part iculier dépendant de quatre paramètres
seulement (2 pour A, 2 pour a) et que les oo71 couples de Môbius
correspondants sont dégénérés, car

Ai=D, Bi==C, Ci=B, D,==A.

3. Séries quadratiques de quadriques se coupant suivant quatre
droites. — Imaginons un couple de Môbius, les oo2 quadriques Q
circonscrites, les oo2 quadriques Qi inscrites ( inu t i l e de répéter des
explications données au Mémoire de M. Gambier). Si X, Y, Z, T sont
les premiers membres des équations des faces du premier tétraèdre,
X ^ , Y.] , Z ^ , TLi ceux des faces homologues, il existe une identi té que
Fon peut réduire à la forme
(i) XXi-+-YY,+ZZ,+TT,=o.

Les quadriques dégénérées XX^, YY^, ZZi, TT\ appar t iennent au
système Q; les quadriques dégénérées-(tangentiellement) A A , , B B , ,
CC/i , DD^ au système Q i . La quadrique XXi 4- YYi == o, ou ce qui
revient au même ZZ^ 4- ÏI\ = o appartient au système Q, et aussi au
système Q i , puisque chaque plan X, . . ., T^ la coupe suivant deux
droites ; nous avons ainsi trouvé les trois quadriques fondamentales 2^,
Sa? ^3; en appelant d'une façon précise X, . . ., T^ les plans

( X ^ A i B G D , Y =ABiCD, Z^-ABCiD, T =ABCDi;
( / ) Xi:=ABiCiDi, Yi=:AiBCiDi, Zi=A,BiCD^ T,==AiBiC,D;

on peut prendre pour équation tangentielle de 2^ [XX^ +YYi = o
ou ZZ^ + TT, = o], l 'équation AA^ + BB, == o ou CCi + DD^ = o, en
appelant A, ..., D^ les premiers membres des équations tangentielles
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de A, . . . , D i , équations normalisées de façon à avoir l ' identité

( 2' ) A Ai + BBi + CCi + DDi ==: o.

S.j a pour équation ponctuelle X X , + Z Z , = = o ou YY^-h TTi = o et
pour équation tangentielle A A i d - C C i = o ou BBi-h DD^ == o; de
même ̂  donne XX, 4-TT,, YY.+ZZ,, A A , + D D , , B B ^ + C C ^ . Nous
avons ainsi trouvé les quadriques obtenues par une autre voie par
M. Gambier.

Nous allons prouver que les quadriques du système (Q) qui coupent
une quadrique donnée du système (Q,) suivant quatre droites forment
une série ponctuelle quadratique^ c^est-à-dire peuvent être représentées
par une équation ponctuelle qui contient une arbitraire au second
degré.

La quadr ique Q| étant donnée, menons une conique quelconque F
parles quatre points donnés A|, B, C, D du plan X=o; puisque Qi est
tangente à ce plan, nous savons, d'après le premierMémoire commun,
que le lieu du point d' intersection des plans tangents, autres
que X==o, menés à Q, par les côtés d'un triangle variable inscrit
dans F est une quadrique qui passe par Y et coupe Q,, suivant quatre
droites^ ce lieu contient évidemment les A, Bi , C ^ , D^ (A est obtenu
par BCD^A, B^ CDA, BDC,A); cest donc une quadrique du système Q.
Les oc' coniques F issues de AiBCD donnent ainsi au total oo' qua-
driques du système Q coupant la quadrique donnée s u i v a n t quatre
droites; pour qu 'une quadrique Q de cette espèce passe par un point
donné P choisi au hasard, il faut qu^il existe des triangles inscrits
dans F et circonscrits à la section y par le plan X = o du cône
circonscrit à Qi de sommet P ; or on sait que le nombre des coniques F
d'un faisceau ponctuel qui sont t r iangulairement circonscrites à une
conique donnée y est deux', ces deux coniques donnent , dans la
fami l l e Q obtenue, deux quadriques contenant P; nous avons donc
bien obtenu une série quadratique. (Pour abréger nous dirons série
quadratique tout court , pour désigner les séries quadratiques, incluses
dans le système Q, déterminées par le procédé qui vient d'être
indiqué.)

Nous pouvons remarquer que les quadriques XXi=o , YYi=o,
ZZ, == o, TT^ = o appartiennent évidemment à toutes nos séries quadra-
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tiques; or nous pouvons représenter la quadrique générale

(3) /iZi4-/^+/3i3==0

du système (Q) par le poin t ( / , , /,, /,) d 'un plan aux i l i a i re T.; un
faisceau de quadriques ,Q est représenté par une droite^ et une série
quadratique par une conique passant par les points images des quatre
quadriques XX, , YYi , ZZ, , ïï\; les coniques o- du plan T., images des
séries quadratiques^ forment un faisceau. En vertu des définitions

ii = XX, + YYi EEE - ZZ, -;n\,
(4) • 2^XXi+ZZiE=-TT,-YY^

Î  EEE XX, -+- TTi EEE — ZZ'i — YY,,
on a

( 2XXi=ii+i2+i:i, 2ZZi=E——ii+i .2——i,;
(5)

) 2YY,EEEZ,-^-1^ sTT^-^-^+i,;

de sorte que ^, Y], y, 0 étant les images de XX, , YV^, Z Z i , ïï^ on voit
que les images, de 2^ 1̂  H;} ^f?/i^ /^ sommets du triangle conjugué
commun aux coniques a - ( les droites ^T[, çô concourent au point image
de 2,, etc.). // existe une série quadratique et une seule qui contient une
quadrique donnée Q.

Par dualité, on obtient des séries quadratiques tangentielles^ en
cherchant les quadriques du système Qi qui coupent suivant quatre
droites une quadrique donnée Q, et chaque quadrique Qi appartient à
une seule série quadratique tangentielle^ représentée elle aussi par une
conique a ^ d'un plan auxiliaire : les coniques a^ forment elles aussi
un faisceau ponctuel.

On voit donc, qu'une quadrique Qi donnée ayant déterminé
une série quadratique ponctuelle (Q), si nous prenons dans cette
série diverses quadriques Q^ Q", . . . , les séries quadratiques tan-
gentielles (Q,) correspondant à Q\ Q^ . . ., con t i ennen t toutes Q, et
par suite coïncident. Au t rement dit : chacune des oo1 séries quadra-
tiques ponctuelles de quadriques Q est associée à une série quadratique
tangentielle bien déterminée de quadriques Qi, de telle sorte que chaque
quadrique de l'une des séries coupe suivant quatre droites chaque
quadrique de 1 ) autre série quadratique.

Avec les nota t ions que nous avons adoptées ici, les coniques (j
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images des séries ponctuel les quadratiques sont données par l'équa-
tion suivante où / i , /.>, ^ sont les coordonnées ponctuelles et a ^ , a^,
003 des constantes
(6) ai/ 'ï+ a2/ i+ ^l\-==- o (ai+ a.2+ a3= o).

De même si l'on a in t rodu i t Pidentité AA^ + BB, -+- CC,+ DD^ =odéjà
indiquée, on peut prendre comme équations tangentielles de S,, S^,
£3 les expressions

Z; EEE AAi + BBi = — CCi — DDi = o,
(4') • Ï^—AAi+CCi^—DDi—BBi^o ,

I;=AAi+DDiEEE-BBi-CCi=:o.

La quadrique générale Qi est représentée par une équation

( 3 ' ) 77îil.i-4- 7722^2 + 771313== 0,

autrement dit le point (m^, m^, ^3) sert d'image à Q, et les
coniques a, images des séries quadratiques tangentielles sont
(6') P,7^+(3,^+P3^=0 (Pl+(3-24-(33=o).

Puisque dans tout faisceau de coniques, il y en a trois réduites
à deux droites, il y a trois coniques a décomposées en deux
droites; quelques remarques géométriques montrent sans effort
q^à chacune de ces trois coniques a décomposées correspond, dans le
faisceau C T , , une conique également dégénérée. Par exemple les qua-
driques ÀXX, +/ rYY, = o forment , quand h\k varie, un faisceau
l inéa i re ponctuel (ou tangentiel), car le quadrilatère gauche
( X Y ) ( Y X , ) ( X , Y , ) ( Y , X ) o u ( C D ) ( A B , ) ( C , , D , ) ( A , B ) est commun à
toutes ces quadriques : (XY), ici, signifie la droite commune aux
plans X et Y; cette droi te CD rencontre ABi et a ins i de suite; l'équa-
tion tangentielle /^AA, + Z^BBi = o représente de même des qua-
dr iques ayant en c o m m u n le quadrilatère (AB)(BA/) (A, B , ) (B i A) et
ce quadrilatère a deux côtés opposés (AB,), (A ,B) communs avec le
précédent, de sorte que chaque quadrique / /XXi 4- /fYY^ = o coupe
chaque quadrique /^AA, + /^BB, = o suivant quatre droites (deux
étant indépendantes de h : k et k ' :^); pour la même raison les qua-
driques h\CC^ - h / ^DD,=o sont coupées suivant quatre droites par
les quadriques ÂXX, + A:YY^ = o (deux, CD et Ci D ^ , sont fixes) ; et,
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comme la quadrique A,ZZ, 4- k,TÏ\ = o peut être substituée à la
quadrique /<XX^ 4- /cYYi == o, nous voyons que nous avons deux séries
quadratiques associées^ tune ponctuelle^ Vautre tangentielle^ toutes deux
décomposées en deux faisceaux : AXXi+FT^ et /? ,ZZi+^TT^
d'un côté, ^AA.+^BB, et h\CC,-{- k\î)D, de loutre; le faisceau
À X X i + / r Y Y i contient comme quadriques particulières XX, , YYi et
XX, + YY, ou 2,, de sorte qu'il a pour image une droite issue du
point image de 2, ; la conclusion est que la série ponctuelle quadra-
tique / f — / J = o a pour associée la série tangentielle quadrat ique
rrî!—mJ=o(î72zy» I » 2? 3,y= 1,2, 3); on conclut sans peine de l a q u e
la série ponctuelle quadi^atique o^ Ï\ -+- a; /+ 03 /; = o (ai + a^ + a^ = o) a
pour associée la série tangentielle quadratique a^ m\ + ag m2 -f- 03 m1 = o.
Autrement dit on peut supposer que les coniques a et CT, sont tracées dans
le même plan et coïncident dans leur ensemble; la conique ^ associée à
une conique a se trouve coïncider avec a.

Il est intéressant de confronter ces résultats avec ceux de
M. Gambicr, dont les notations n'ont pas le même sens qu'ici; la
quadrique

(7) ^(^+J2+^2+/2)+^[^<2-y2+m(^-^)]+2},3(^ /4-^.^)=o

coupe la quadrique

( 8 ) /j.i ( u14- v 1 + w2 + h'2 ) + ̂  [ m ( u2 — p2 ) -4- w2 — A'2 ] + 2 ̂ 5 [ ̂ ,p -4- wA ] = o,

suivant quatre droites, si l'on a

(9) ^--^--^ ^ ^—^—^
À' 2 — m12 À 2 — /i2}.2 p'-2— m2^2— /i2^2 '

On obtient les séries quadratiques associées en égalant à une même
constante chacune de ces fractions.

L'équation X^ — A ; — Â ; = = O définit en part iculier une série ponc-
tuelle quadratique formée de cônes et ^— ^— j^== o la série tan-
gentielle associée, formée de coniques; deux génératrices de chaque
cône sont tangentes à chaque conique, circonstance possible pour la
raison suivante : les coniques C de la série quadratique ^ f — ^ — i ^ = o
sont réparties dans les plans pivotant autour de l 'une des deux droites
A, A7 de M. Gambier, A par exemple et les sommets S des cônes de la
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série quadrat ique X ^ — À ; — A ; = O sont répartis sur cette même
droite; S étant un point de A, le l ieu des tangentes issues de S aux
coniques de la série en jeu est précisément le cône S. L'existence des
deux droites A, A' explique pourquoi il y a deux familles ponctuelles
quadratiques de cônes. Si l'on veut raccorder les notat ions des deux
travaux actuels, il n'y a qu'à écrire

^l[(•^2+y2-^- z'2-^- t'^^n1— m^]

+ l-i [ { x'- — j2 + m(z2 — t1 ) }\/nî — i] + 2/s[(^j -+- n z t ) ^ï~~m~1] == o,
(10)

Wl[(^24- ̂ + w'4- A2 )^2— m1}

+ m^[{ m{llî—vï) -+- w1— A2 {^^—ij -+- 2 Ws [( nuv + wh ) \/1 — m2 ] = o,

en posant

(n)
}.i =z /i \f n1 — m1, }^ ==: /2 ̂  n1 — i, 7^ == l^\/1 — m1 ;

p.^= m^ \/n1 — m1, ^ == m.^ \/n1 — i, pL:; == w.'j ̂ /1 — m1.

Ce calcul est d'ailleurs celui auquel on est conduit na ture l lement en
exprimant que la quadrique (7) est décomposée en deux plans : le
trinôme en (^,y), et le trinôme en (^, t) qui f iguren t dans (7 ) doivent
être séparément carrés parfaits : on a ainsi

et les autres formules analogues déduites de (5). Ce qui précède montre
que Y étude du couple général de Môbius revient à la détermination des
deux constantes m, n qui en sont les invariants homo graphiques; cela
revient à donner deux coniques qui sont les images des deux séries quadra-
tiques particulières composées de cônes ou coniques; cette figure plane, au
point de vue homographique, a deux invar ian ts et l'on prend comme
formes réduites d'équations de ces deux coniques

i
} 9 -\ ;;> -s -> ___ -\ 9 ,;) •> •> ., «i 9^ — À.] — A;] == o, h\ — m- À.] — n1 À;; == o.

Remplacer m, n par ± m, en ± n n^a aucune importance, car l'échange
de z avec t dans (7) change m en —m et ensuite le changement de
signe de z ou t change n en — n\ ce sont donc m2 et n2 qui doivent
intervenir.

Ann. Éc. Nonn., (3), LVI1I. — FASC. 4. 36
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4. Quadriques Q Môbius-ment circonscrites à une quadrique Q ^ . —
II est maintenant très simple de démontrer qu'une biquadratique quel-
conque (33 circonscrite au couple de Môbius T, ï\ donné admet oc2 couples
de cette espèce circonscrits à une quadrique donnée Qi quelconque parmi
les quadrique s inscrites à T, ï,.

La série quadrat ique (Q), correspondant à Q ^ , a deux quadriques
Q^ Q", en général distinctes, communes avec le faisceau issu de d3 (on
doit prendre les deux points communs à la conique image de la série
et à la droite image du faisceau). Nous coupons <33 par un plan tangent
quelconque n de Qi ; soient a ^ , b, c, d les points d'intersection ; d'après
le lemme déjà employé ( ' ) , nous construisons les quatre tétraèdres
abcd, a ^ b ^ c d , a ^ b c ^ c l , a ^ b c d ^ circonscrits à Q, (en partant des
triangles bcd, a^cd^ a^bd, a^bc), ce qui donne quatre nouveaux points
a, b^ c^ rf, situés sur Q7 et Q\ donc sur tô. Les huit points (a, &, c,
d, a^ b^ c^ r f , ) sont associés (j 'entends par là : base d'un réseau de
quadriques) ; ils sont en effet sur trois couples de plans (abcd^, a^ b^ c^ d),
Çab^cd, a ^ b c ^ d ^ ) , Çabc^c/, a ^ b ^ c d ^ ) car chacune des six droites
joignant deux des points a^ b, c, d a été utilisée deux fois pour
obtenir un tétraèdre circonscrit à Q, ( a ^ b a été uti l isée dans le
triangle a^bc et dans le triangle a^bd de façon à donner le point rf,
et le tétraèdre a^bcd^ ou le point Ci et le tétraèdre a ^ b c ^ d , de sorte
que a, bc^ 6/, sont dans le plan, autre que ri, tangent à Q^ issu de a^ 6);
d'autre part a^, b, c, d sont dans un plan, donc a, b^ c,, d^ sont aussi
dans un plan; nous avons donc bien un couple de Môbius (abcd,
a^ (^ r f , ) ; les h u i t faces de ce couple sont huit plans associés', or sept
sont tangents à Q i , donc le h u i t i è m e a b ^ c ^ d ^ est aussi tangent à Q , :
notre proposition est établie.

Le même raisonnement prouve que, si l'on considère en même temps
que Û3 une développable CO de classe 4 et genre i tangente aux huit
faces du couple (T, T,), il existe oc1 couples de même définition^
inscrits dans Gb circonscrits à (Q : cela t ient à ce que nous utilisons,
cette fois, seulement les oo1 plans n tangents à Q, ET à Q\.

Le raisonnement qui a été employé prouve que nous avons trouvé

(1) Nous réutilisons pas ic i la propriété que les droites A, A' fournies par T, Ti sont
conjuguées par rapport aux quadriquos Q et aux quadriques Qi.
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tous les couples de Môbilis inscrits dans (S et circonscrits soit à Qi seule 5
soit à la développable (Q.

Il reste à trai ter la quest ion suivante : nous partons d'un couple de
Môbius (T, T , ) donné, nous lu i circonscrivons une quadrique Q, nous
lui inscrivons une quadrique Q, : combien existe-t-il de couples de
Môbius inscrits dans Q, circonscrits à Qi ? Les résultats acquis prouvent
que, si nous traçons les oc1 b iquadra t iques issues sur Q des huit som-
mets (ABCD, A i B , G i D i ) , chacune fournit oc'2 couples de Môbius
relatifs à Q et Q, ; nous avons ainsi obtenu au total oc" couples relatifs
à Q et Q,, dédui ts de T et T, ; il faut se garder de croire que Ton a obtenu
ainsi tous les couples de Môbius possibles^ relatifs à Q et Q^ ; considé-
rons en effet un couple (T, T/) obtenu par la méthode suivie et une
biquadratique û3)' issue de Tï^ sur Q, autre que celle qui a servi à
obtenir (T\ T^) à partir de (Ï, Ti) ; cette biquadî^atique ne passe plus
aux sommets de (T, T^ ) ; elle donne oc2 couples (T77, T^) relatifs encore
a Q et Qi ; il est très facile de voir que, parmi ces oc2 couples (T", T"[),
il y en a qui ne rentrent pas dans la série oc^T7, T'J. En effet un couple
qui appartient simultanément à la série oc ^T7, ï^) et à la série oc^F, T',)
doit, d'après la première condition, être sur l'une des oc' biquadra-
t iques (tô) issues, sur Q, de (T, 1\), et, d'après la seconde, sur la
courbe (R)' : les oc1 courbes (tô) déterminent sur (tô') oc1 groupes de
8 points ('), de sorte que ces groupes ne donnent pas la série
oc ̂ (r7, T',). Donc deux quadriques Q, Q, qui admettent un couple de
Môbius inscrit dans Q, circonscrit à Qi , en admettent au moins oc4; nous
allons prouver celles en admettent exactement oc4 .

Nous avons supposé donné un couple de Môbius, une quadrique Q
circonscrite, une quadrique Qi inscrite; nous supposons aussi que Q
et Qi ne se coupent pas suivant quatre droites, ce qui est possible
puisqu ' i l existe oc2 quadr iques Q ^ , et que oc1 seulement coupent Q
suivant quatre droites : je vais ut i l iser un résultat important, que
M. Gambier donne dans son Mémoire sur les couples de Môbius
(p. 86-87), (je ne reproduirai pas la démonstration i c i ) ; les segments

(1) Chacun de ces groupes de 8 points fournit, comme on le démontre un peu plus bas,
un couple de tétraèdres do Môbius (et même quatre couples), mais ce résultat n^a pas à
intervenir pour la démonstration.
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A A , , BB^, CC,, DD^ sont, comme on sait, divisés ha rmoniquement par
les sécantes communes A, A^ de leurs supports; A, A' sont deux arêtes
opposées convenablement choisies du tétraèdre © conjugué commun à Q
etQ,.

Si donc on donne, a priori^ deux quadriques Q, Q, (n'ayant pas
quatre droites en commun), pour obtenir un couple de Môbius inscrit
dans Q, circonscrit à Qi , nous pourrions essayer de choisir A sur Q
(deux paramètres); d'après notre premier Mémoire commun, la face
opposée BCD doit passer par l 'homologue A' de A dans l'homographie
indiquée au Mémoire en jeu ; mais BCD doit contenir aussi A i , homo-
logue de A dans l 'involution biaxiale de directrices A, A' (arêtes
opposées convenablement choisies du tétraèdre 0); si K' ne coïncide
pas avec Ai , la face BCD est dé terminée , puisqu 'el le est l'un des deux
plans tangents menés de A^Ai à Q, et le triangle BCD a oo1 détermina-
tions possibles dans ce plan ai le choix de ABCD fait, le tétraèdre
A , B i C i D ^ ne peut avoir qu'une déterminat ion, puisqu' i l se déduit de
ABCD par Finvolution biaxiale A, M : mais alors nous n'avons pu dis-
poser que de trois paramètres et il y a encore de nombreuses relations
à vérifier, de sorte que le nombre de paramètres dont pourrait dépendre
un couple de Môbius solution serait au plus trois : il y a donc impossi-
bili té; si donc deux quadriques Q, Qi sont données au hasarda elles
^admettent aucun couple de Môbius. Si r homographie (A, A7) se con-
fond avec r insolation biaxiale (A, \'\ tout tétraèdre T inscrit dans Q et
circonscrit à Q, est transformé par cette 'insolation en un nouveau
tétraèdre T, de même nature et ï, 1\, sont en position de Môbius : ce
résultat figurait dans notre premier Mémoire en collaboration, mais
nous n'avions pas songé à la configuration réciproque de Môbius entre
T et l\i. Si donc deux quadriques admettent un couple de MôhiuSy elles
en admettent exactement oo\ Nous considérons le tétraèdre conjugué
commun © à Q et Qi et l 'équation en A exprimant que Q — X Q i = o
est un cône (Q et Qi étant les premiers membres des équations ponc-
tuelles); la somme de deux racines A ) , \^ devra être égale à la somme
des deux autres racines Xa , À, , ; l'arête A est la droite réunissant les
sommets des deux cônes A| , Aa ; rareté A^ est celle qui réunit les som-
mets des cônes A ; { , A ^ ; nous disons alors que Q est Môbius-ment cir-
conscrite à Qi pour le couple A, A\ Quand on a pris pour tétraèdre de
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référence 0, les équations, ponctuelle de Q et tangentielle de Q,, sont
Q^A^+Bj '+C^'+Dr-^o, Q.iEEEa^-1- ̂ + cw2-^- dh'-= o,

la relation Aa + R & == Ce + Dû? exprime que Q est Môbius-ment cir-
conscrite à Q^ pour le couple .r -==y=o,z=t==o. Si l'on se contente
d'équations moins réduites , A étant (.r==y==o), et A^ = t -= o),

Q == A^+ By2-^ C^-t-- D^+ 2E^j -+- 2?^ == o,
Qi ;E= a u2 4- b v ' 1 -+- c^2 4- ^A2 + 2 euv 4- 2/(VA =: o ;

la relation est
Aa 4- B b 4- 2 Ee == Ce + D^/ + 2 F/.

J'ai ainsi retrouvé tous les résultats par des méthodes différentes de
celles de M. Gambier ; nous a l lons indiquer quelques résultats com-
plémentaires ( ^ ) .

Si trois quadriques Q, Q\ Q" sont chacune Môbius-ment circonscrites
à une même quadrique Q^ (pour le même couple A, A7), les huit points
communs à Q, Q^ Q^ forment les sommets d^un couple de Mobius
circonscrit à Qi (en réalité les huit points peuvent, de quatre façons
différentes, être répartis aux sommet d'un tel couple, comme nous
l'avons dit souvent).

Par dualité, on a l'énoncé : les plans tangents à trois quadiiques Q/,,
Q^, Q'^, Môbius-ment inscrites à une quadrique Q (pour le même
couple A, A^ sont les faces d^un couple de Mobius inscrit dans Q.

En réalité dans l 'une ou l 'autre de ces propositions ce sont les trois
quadriques Q, Q^, Q" (pour la première proposition) ou Q, , Q',, Q',
(pour la seconde) qui in terviennent seules et l'on peut substituer à
l'une ou l'autre proposition la suivante, qui se correspond à elle-même
par dualité.

Si trois quadriques Q, Q', Q" ont en commun un couple de deux
droites conjuguées A, A^ leurs huit points communs se répartissent
Çde quatre façons) aux sommets de deux tétraèdres associés de Mobius et
leurs huit plans tangents (de quatre façons aussi) suivant les faces de
deux tétraèdres associés de Mobius.

(1) Le Mémoire de M. Gambier et !e mien devaient être imprimés à la suite l'un de
Pautre; les hostilités ont retardé l'impression du mien, de sorte que M. Gambier a bien
voulu, en mai 1941, me communiquer les résultats qui font l'objet des lignes qui ter-
minent ce paragraphe.
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Rappelons le théorème connu; huit points associés (c'est-à-dire
communs à trois quadriques) se répartissent (de trente-cinq façons)
aux sommets de deux tétraèdres T, T, tous deux auto polaires par
rapport à une même quadr ique q\ réciproquement , deux tétraèdres
conjugués chacun par rapport à une quadrique donnée donnen t , par
leurs sommets, hui t points associés, par leurs faces hu i t plans
associés. L'énoncé que nous avons donné se rapporte au cas où il
existe un même couple de droites A, A^ conjuguées par rapport à
chacune des quadriques.

Notre énoncé se démontrera aisément après le suivant : si deux
quadriques Q, Q7 sont chacune Môbius-ment circonscrites à une

( quadrique Q, pour le même couple A, A^ il existe oc2 couples de Môbius^
ijîscrits dans la biquadratique (Q, Q^), circonscrits à Q,. Il faut bien
remarquer que cet énoncé n'est pas celui qui a été donné au début de
ce paragraphe : nous considérions alors une bi quadrique tôcîrc^^^c/7^
à un couple de Môbius circonscrit à Q^ tandis qu'ici nous savons qu'il
existe oo4 couples inscrits dans Q, circonscrits à Q^ et oo71 couples
analogues relatifs à Q^ et Qi : mais rien n 'autorise, a priori, à
admettre que ces deux séries oo4 ont en commun une série oc2 .
Pour le démontrer remarquons que les condit ions nécessaires et
suffisantes pour que les deux quadriques

q EEEA^-i- B^^ C^^-D^-t- 2E.rj+ aF^ ==o,
q^ =- a u^ + b Ve1 + cw2 + dh2 + 2 e u v -\- ifwh == o

aient quatre droites communes formant un quadrilatère gauche, dont
les diagonales sont le couple (a?=y=o), ( ^ = = ^ = = 0 ) conjugué
commun à q et q^ sont

l A ^ + B ^ + 2Ee=:Cc4-D^+2F/ ,
(2 ) ) (AB-E^^-^^CD-F2)^-/2).

La première de ces deux relations est celle qui exprime que q est
Môbius-ment circonscrite à q^ pour le couple conjugué en jeu
(^x=y=o\ (z = t=o). Revenons donc au dernier énoncé; on a

i Q FEEÂ^-h Bj2-}- Cz2-^- D^-+- 2E^j+ 2F^:=o,
(3) ^ Q'=A^24-By2+C^2+D^24-2E^J+2F^^=o,

Qi^ au2 + b^- 4- cw^ + dh2 -+- leuv + ̂ fwh == o,
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et les relations
/ , . ( A a + B 6 + 2 E ^ = : C c + D 6 / + 2 F / ,

f A^ -h B^ 4- 2 We = C'c 4- D^ 4- 2 F7/.

Il existe deux quadriques Q — p Q ' = o coupant Qi suivant quatre
droites, p é tant fou rn i par l 'équation du second degré
(5) [(A — p A ^ ) (B — pB') — (E — pE^9-] (ab — e 2 )

==[(C-pC / ) (D-pD / ) - (F - -pF^] (^ -^ ) .

II a suffi d'écrire les équations (2) pour Q — p Q'= o et Qi =o;
la première équation (2) s'est trouvée iden t iquement vérifiée en p
en vertu de (4) et il reste l ' un ique équat ion (5) don t nous
appelons les racines p , , p^ ( '). Si donc on coupe tô par un plan
tangent a quelconque de Qi , et si A,, B, C, D sont les points d ' inter-
section de ce plan avec o3, la proposition du paragraphe 2, appliquée
à Q — piQ ' et Q^ (ou à Q — p a Q ^ e t Q , ) prouve que les nouveaux plans
tangents à Q, issus de BC, CD, DB se recoupent en un point A situé
sur Q - pi Q' (et aussi sur Q — p^ Q'), donc sur o3; par suite A, BCD est
inscrit dans Ûï, circonscrit à Q, et l ' involution b iaxa le (A, A^) fournit
ensui te le tétraèdre AB^D^ en position de Môbius avec A, BCD. On
trouve ainsi les oo2 couples annoncés.

Ce résultat permet d'aborder la proposition relative à trois
quadriques qui ont en commun un couple conjugué de deux droites A,
A'. Prenons leurs équations tangenlielles
(6) Q,==au2-^...-}-'2fzt=o, Qi^a^-i-..., Q^a^2^-...

conformément aux notat ions employées dans (i) . Mais alors les
quadriques Q Môbius-ment circonscrites à Q ^ Q ^ Q ^ pour le couple A,
A' forment un réseau ponctuel, car on pose, toujours comme dans ( i) ,
(7) Q^A^2+.. .+ '2¥zt=o

et l'on a
A a + B 6 4 - 2 E ^ = = C c + D 6 / 4 - 2 F / ,

(8) , Aa'+B^-^E^^C^+D^^Fy7,
A ̂ 4- B^-}- 2E^== 0^4- D^+ 2F///,

(1) Ce résultat a été utilisé, sous une forme presque identique, au début de ce para-
graphe.



de sorte qu' i l existe trois quadriques l inéairement indépendantes , que
nous appellerons Q, Q\ Q^, et la quadrique p Q + p^'d- p^Q^o
engendre le réseau ponctuel en jeu. Considérons donc la biquadra-
tique (Q, Q') et la quadrique Q^ : un plan tangent quelconque a de Q^
coupe (Q, Q') en quatre points que nous appelons, au hasard, A ) , B,
C, D; l 'homologue A de A, dans Pinvolution biaxale (A, A') est de
nouveau sur (Q, Q') et les plans ABC, ACD, ADB sont tangents à Qi ;
supposons donc que a soit tangent à Q|, Qp Q', simultanément9, ce qui
précède prouve que les plans ABC, ACD, ADB sont tangents aussi
à Q i ? Q i » Qi et q"e (ABCD), ( A i B ^ C i D i ) forment un couple de Môbius
inscri t dans (Q, Q') circonscrit à Q,, Qp Q', ; or se résultat reste le
même, quel que soit le mode adopté pour choisir Q, Q^, Q" dans le
réseau ponctuel associé à Qi , Q',, Q'| ; donc les huit plans tangents
communs à Q, , Q7,, Q'| non seulement déterminent bien quatre couples
de Môbius, mais encore donnent pour les sommets de ces tétraèdres
les hu i t points de base du réseau Q.

Nous voyons que nous avons retrouvé, en tin de ce paragraphe, les
systèmes (Q), (Q,) qui avaient servi de point de départ (paragraphe 3
précédant celui-ci); seulement au début du paragraphe actuel, nous
supposions que deux quadriques Q, Qi étaient déjà l 'une circonscrite,
l'autre inscrite à un couple donné de Môbius : nous déduisions de
là une condition analyt ique nécessaire ; en fin de ce paragraphe,
nous n'introduisons que la condition analytique et finalement nous
conclurons qu'elle est 'suffisante. F ina lement ce sont les séries
quadratiques associées, l 'une ponctuelle, l 'autre tangentielle, qui
ont reparu ici. En efïet si l'on a posé

Q E=A ^4-. . .-+- 2F zt=o,
(9) Q /E=A/.r2-4-.. .+ 2F^^==o, '

Q'EEE A^2 + . . . + 2 V"Z t = 0,

on a la relation
[(pA + p^+p'A') (p B + p^^- pW) - (p E + p^^- p'E'7)2]

X[(p,a+ p^+pïa^) (pi6 + p^+ p^) - (p^ + ̂  e'^ ̂  e'T-}
= [(p C + p^-}- p'C') (p D + p'D^-h p'TT) - (p F + p' ̂ 4- ^ ¥ " y ]

X[(p^+ p/,^+ p;^) (p^+ ̂ d'^- ^",d") - (p,/+ o\f'^- ^f"Y}

pour que la quadrique ponctuelle (p , p\ p") et la quadrique tangen-
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tielles (p i , ç\, ç\ ) se coupent suivant quatre droites, et l'on retrouverait
sans peine tous les autres résultats du paragraphe 3.

D'ailleurs si les trois quadriques Q, Q', Q" admettent un couple de
droites (A, A') conjuguées communes, la séparation des huit points
communs à Q, Q', Q" en un couple (TT,) de Môbius fournit une
quadrique q par rapport à laquelle T est autopolaire, ï\ aussi; mais
alors la polarité q change le réseau ponctuel (Q) en un réseau tangentiel
(Qi ) tangent aux huit faces de ces tétraèdres et ce réseau tangentiel est
celui que nous pouvons appeler Môbius-ment inscrit pour (A, A') dans le
réseau ponctuel donné. Si nous avons adopté l 'un des trois autres
modes dissociation des huit points en deux tétraèdres de Môbius,
q est remplacée par une autre quadrique </, mais les huit sommets
dans leur ensemble, ni les huit faces n'ont changé, de sorte que cest le
même réseau tangentiel que Von retrouve par la polarité q ' . On retrouve
ainsi les résultats géométriques donnés par M. Gambier dans son
Mémoire (paragraphe 5).

Ce théorème qui précède, à savoir que les huit points communs à
trois quadriques admettant un couple conjugué commun (A, A^) sont
répartis aux sommets de deux tétraèdres de Môbius, peut encore être
démontré synthétiquement par l'application d'un principe que
M. Gambier a signalé. Les huit points communs à trois quadriques de
cette espèce forment une figure dépendant algébriquement de dix-sept
paramètres complexes : en effet, le couple (A, A') dépend de huit
paramètres; chacune des quadriques Q, Q', Q" dépend de cinq para-
mètres; le total 8 4- i5 ou 28 représentent donc le total du nombre x
de paramètres nécessaires pour fixer les huit points et du nombre de
paramètres nécessaires ensuite pour préciser chacune des trois
quadriques dans le réseau issu de ces huit points; ce dernier nombre
est 2 x 3 ^ de sorte qu'il reste dix-sept paramètres. La variété V^
formée par l 'ensemble de ces oo ̂ 7 systèmes de huit points est manifes-
tement indécomposable, car on peut passer, par continuité d'un
quelconque de ces systèmes à un autre quelconque. D^autre part
chaque couple de Môbius dépend de dix-sept paramètres et les sommets
d'un tel couple sont huit points communs à trois quadriques ayant un
couple de droites conjuguées commun, de sorte que la variété W^
formée par ces couples de Môbius est incluse dans la variété indécom-

Ann. Éc. Norm., (3), LVIII. — FASC. 4. ^
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posable ¥ , 7 : donc, comme l'a montré M. Gambier, W-iy épuise ¥ 4 7 :
autrement dit tout élément de V^ appartient à W ^ y et c'est notre
théorème.

5. Cas où la quadrique Q se réduit à un cône et où, simultanément
ou séparément, Q^ se réduit à une conique. — Désormais le raccord
entre mes résultats et ceux de M. Gambier est achevé; M. Gambier a
traité diverses conséquences des propriétés qui viennent d'être
obtenues; je désire, de mon côté, signaler quelques cas spéciaux.

Nous avons vu que, dans les systèmes (Q), (Qi) associés étudiés au
paragraphe 3 et à la fin du paragraphe précédent, il y a, dans le
système (Q) des cônes, dans le système (Qi) des coniques (formant
d'ailleurs des séries quadratiques associées). Etudions à part le cas de
deux quadriques l 'une Q Môbius-ment circonscrite à l'autre Q^ , dans le
cas où Q se réduit à un cône ou Qi à une conique.

Si l'on écrit les équations réduites
(Q) A^+Bj^+C^ '^+D^^o,
(Qi) 0^4- bv1^- cwl-^-dh2=o,

avec la condition
(i) A^+ Bb=:Cc-}-Dd,

on voit que A peut tendre vers zéro sans que rien d'essentiel soit
changé; de même si a tend vers zéro; on peut supposer l'une des
circonstances se produisant sans que l'autre se produise. Supposons
A == o, a=o; l'équation B6=Cc+Drf , limite de la précédente,
exprime que la conique q trace du cône Q sur le plan de Qi est capable
de oc ^ quadrilatères inscrits dans y, circonscrits à q^, en précisant que
les diagonales de ces quadrilatères passent toutes au sommet (i, o, o)
du triangle de référence Çyz t) situé dans le plan de q et Qi ; cette
circonstance était à prévoir, car si l'on imagine un de nos tétraèdres
inscrits dans le cône et circonscrit à q^ on peut concevoir que les
quatre sommets se rapprochant tous du sommet S de Q et s'ils se
confondent avec S, on a, à la limite, quatre faces passant toutes en S
et tangentes à Qi ; leurs traces sur le plan de q et Q^ forment le quadri-
latère annoncé; comme le sommet S (i, o, o, o) est sur la droite A7, il
coïncide avec son homologue dans l'involution (A, A7).
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Mais il y a une configuration bien plus intéressante à signaler :
cherchons la limite de la figure constituée par deux quadriques qui ont
quatre droites en commun^ quand Vune des quadriques tend vers un cône
et Vautre vers une conique. Dans le cas où ni Q ni Q^ ne dégénère,
on a

j Aa^Bb=Cc-}-Dd,
(2 ) ) Aa Bb^Cc . Dd

et si A tend vers zéro, sans que BCD devienne nul , il faut que cd tende
vers zéro; nous supposons donc, à la limite, A==c=o , BCD -=f=- o,
abd^o et nous avons le cas d\in cône Q, dhme conique Q ^ , tels que
deux génératrices du cône soient tangentes à la conique : on a cette
fois, en ramenant B, C, D à l 'uni té , les équations

^ (Q) ^y^^^t^O,

( Qi ) au"- + p2 + -k + À2 == o.

Les résultats du cas général (de deux quadriques à 4 droites com-
munes) montrent qu^7 existe cc° tétraèdres dont les sommets sont sur Q,
dont les faces touchent Q, : on peut prendre un plan tangent a quel-
conque de Qi, puis un triangle quelconque BCD inscrit dans la
conique (Q, a); les plans, autres que a, tangents à Qi menés par CD,
DB, BC se recoupent en A sur Q. Les deux démonstrat ions du Mémoire
commun s'appliquent presque sans modification; en particulier, la
seconde devient plus intuitive, et je la reprends : les deux généra-
trices SG, SG' du cône Q, tangentes à Qi, sont coupées en g, g ' par le
plan a et la génératrice SA de Q est coupée par a en a; le triangle a g g '
est inscrit dans la conique (Q, a) et circonscrit à la perspective de Q^
faite à partir de A sur le plan a : il en résulte que le cône de sommet A
et directrice (Q, a) est circonscrit à oo ' trièdres, de sommet A, dont
les faces touchent Qi : en coupant ces trièdres par le plan a on a les
tétraèdres demandés (2 paramètres pour a, 2 pour A et i pour le choix
du trièdre de sommet A, soit 5 paramètres au total).

La démonstration fondée sur Vemploi d^un complexe changeant Q
en Qi supplique encore : il existe deux complexes L ou L' d'équation
(3) ( L o u l / ) ^^ .2—^^2±( j i^—j2^i )p==o (^==a).

Il existe donc, en transformant les oo5 tétraèdres T par la polarité L
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ou L ' y deux familles oo 5 de couples de Môbius inscrits dans Q, de faces
tangentes à Qi , tes deux tétraèdi^es d'un même couple étant réciproques
par rapport à un complexe fixe.

Il existe encore oo2 tétraèdres conjugués communs à Q et Qi : dans
le plan de Q ^ , une face d'un tel tétraèdre est l'un des oo1 triangles
conjugués communs à Qi et à l'ensemble des deux droites SG, SG^; le
sommet S de ce triangle est fixe et le support du côté opposé est fixe,
c'est la droite joignant les points y et ^ où G et G/ touchent Qi ; le
plan de la face opposée à S peut tourner autour de yy'; c'est le second
paramètre; la troisième arête issue de S est fixe, c'est le diamètre
conjugué du plan SGG' par rapport à Q. Ces tétraèdres se déduisent
du tétraèdre (x, y , z , t) par la substitution (s =± i, yi=±i)

x •==- X + A Z, y == Y ces a — T sin a,
^ = £ Z , nt •==. Y sin a 4-Tcosa,

U == u, Y == v cosa + hr[ sin a,
W = = ? / À + W £ , H ==:—v sin a 4- h T] cosa,

(4)

Le tétraèdre {x, y , z, t) fourni t oc'' tétraèdres T pour lesquels les
faces BCD, CDA, DAB, ABC passent respectivement par les points A, ,
B^, Ci, Di conjugués de A, B, C, D dans l'involution biaxale ̂ (x =--y= o\
A'(^ = t = o) ; les tétraèdres T, ï\ forment un couple de Môbius inscrit
dans Q, circonscrit à Q^ et la substitution (4) fournit oo6 couples de
Môbius relatifs à Q et Q,. Il y a oo3 quadriques contenant A, A ^ ; la
substitution (4) fourni t ensuite oc5 quadriques q et chacune donne oo1

couples de Môbius incrits dans la biquadratique (Q, Q'), circonscrits
à la développable (Qi , Q^), où (^ est le cône déduit de Qi par la
polarité y, Q', la conique déduite de Q. Comme plus haut, parmi les
oo5 quadriques q, il y a deux familles de chacune oo2 quadriques q
qui se séparent; chacune, q, transforme Q en Qi et donne ce3 couples
de Môbius inscrits dans Q, circonscrits à Qi, chaque tétraèdre du
couple étant conjugué par rapport à cette quadrique y; les oo5 couples
de Môbius qui se séparent ainsi du total oo6 sont ceux qui correspondent
aux complexes L ou L' \ les génératrices des quadriques q engendrent,
dans un système L, dans l'autre L'; ces quadriques q s 'obtiennent, par
la substitution (4), à partir de l'une

(q) zx±^yt=o (^==:a).
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6. Couples de Môbius relatifs à une biquadratique et une conique*
— Reprenons les notations du Mémoire de M. Gambier :

( (Q) .r î+J94-.3^+/^=o, a-[-h=c-+-d,

(i) (Q') ^—^4- w(^—r-)=o, a—b=m(c—d),

{ ( Q.i ) au" 4- b^- 4- cw" 4- 6/A2 4- 2 6'̂  4- 2/(v7i == o.

Les quadriques Q—pQ^, Q + p Q ' sont coupées par Qi suivant
4 droites si l'on a
(a) (i - ̂ -){ab - e^ == (i - /7r-p2) (^ -/2).

Ici Qi dégénère en conique si ab—e2 ou cd—f2 est n u l ; nous
pouvons, sans restreindre, supposer cd— / l2=o, d'où p ===±i . Les
quadriques

Q — Q'EEE 2j'4- (i— m^-h (ï 4- m)tï=o,
(3) Q 4- Q^ 2J?24- ( ï 4- m)^'2+ (ï — m)^== o

sont les deux cônes, dont les sommets sont sur zV(^ = t= o), conte-
nant d3; cette droite A/ est dans le plan de la conique Qi ; chacun des
deux cônes a deux génératrices tangentes à Qi ; réciproquement, on
peut se donner arbitrairement une conique Qi et deux cônes dont deux
génératrices sont des tangentes à Qi et nous retrouvons la configuration
qui précède; dans cette étude, nous avons supposé que les deux cônes
possédant chacun pour génératrices deux tangentes de la conique Qi
soient distincts; on peut imaginer que ces deux cônes appartiennent
à une même famille contenant un paramètre : la biquadratique,
[S(X), S(X7)], admet oo3 couples de Môbius inscrits dans elle, de
faces tangentes à la conique Q| ; si V tend vers À, on obtient la carac-
téristique du c(A^ne S(X) : elle passe par le sommet du cône S(X) et ce
point est double sur cette biquadratique, car toutes les quadriques du
faisceau sont tangentes en ce point, de façon qu'il y ait deux cônes
confondus parmi ceux, en nombre 4? qui contiennent la courbe.

Les résultats qui précèdent deviennent particulièrement intéressants
si la conique Q^ est le cercle de Vinfini; la hiquadratique d3 est alors
V intersection de deux cylindres de révolution; considérons alors l'un
des oo2 couples de Môbius à faces isotropes inscrits dans (33 : nous
conservons les notations (X, Y, Z, T), (X, Yi Z^ T ^ ) du paragraphe 3
pour représenter les premiers membres des équations des faces iso-
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tropes de ces deux tétraèdres; on a supposé

XX, + YYi 4- ZZi + TT, EEE o,

or XX, représente, à un facteur numérique près, la distance d'un poin t
de l'espace (.r, y, j, i) à la droite D^ intersection des 2 plans isotropes
conjugués X etX, ; cette distance Di est définie par D^==/T^ XX, , où m,
est une constante déterminée; de même D^=m;YYi , D ^ = m ^ Z Z ^ ,
D^==m^TTi ; si l'on choisit quatre constantes a , , 03, 003, a^ liées par
la relation a, + a^d- oc3+ 0^4= o, les équations

(4)
XX, ___ YY, _ ZZ, _ TT,
a, a.^ a:; a,^

se réduisent à deux et représentent une biquadratique passant par les
8 points (chacune de ces oo2 biquadratiques est l'intersection de deux
cylindres de révolution); pour un choix convenable de a, , a^, a^, a,,,
on a donc la biquadratique ûï de départ et les équations (4) équivalent
aux équations

(5)
D2 D^ D2 D2

m\ a, /?? .7 a 2 ^"; oî:; /TÎ^ a 7,

7/ existe donc une infinité double de quatre directrices associées
(D|, DS, D^, D^) ^/fe^ que sur la biquadratique spéciale (© en jeu
(dépendant de IQ paramètres) les rapports des distances de chaque point
aux quatre directrices restent constants.

Conformément aux résultats indiqués un peu plus haut, nous
pouvons envisager oo1 cylindres de révolution variant d'une façon
continue avec le paramètre dont ils dépendent ; la caractéristique de
chacun d'eux est une courbe (à 9 paramètres) qui admet encore
oo2 générations par 4 directrices. Ce résultat devient particulièrement
intéressant si l'on considère une surface développable quelconque R
et si l'on construit un cylindre de révolut ion se raccordant à R le long
d'une génératrice; en répétant la construction pour chaque génératrice
de R, et faisant varier le rayon p du cylindre d 'une façon continue, on
voit que la caractéristique du cylindre se décompose en la génératrice
de contact avec R et en une cubique qui est la cubique gauche horopter
étudiée dans notre second Mémoire commun. Ce résultat est curieux
à un certain pointde vue : deux cylindres de révolution, non in f in imen t
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voisins, qui ont une génératrice commune se coupent suivant une
autre génératrice à distance finie et suivant deux droites à l 'infini
(droites à l'infini des deux plans isotropes parallèles aux génératrices) ;
on a ainsi quatre droites; ici on a deux cylindres de révolution ayant
en commun une génératrice et une cubique gauche non décomposée,
mais les deux cylindres sont infiniment voisins.

Les résultats relatifs aux intersections de cylindres de révolution
ont ainsi établi un lien inattendu entre le second Mémoire rédigé en
collaboration avec M. Gambier et le travail présenté actuellement.


