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SUR LES RELATIONS

ENTRE LES GROUPES

DE POINTS, DE CERCLES ET DE SPHERES

DANS LE PLAN ET DANS L’ESPACE;

Par M. G. DARBOUX,

ANCIEN ELEVE DE L'ECOLE NOBMALE, PROFESSEUR AU LYCEE LOUIS-LE-GRAND.

La théorie des (étratdres et des distances mutuclles des points dans
fe plan et dans espace doit & un grand nombre de Géometres des for-
mules élégantes élablissant des relations entre les aires, les volumes,
les distances se rapportant aux groupes géométriques considérés. Plu-
sieurs équations importantes, dues & Euler, Legendre, Lagrange, Car-
not, Gauss, Joachimsthal, Cayley, Sylvester, V. Staudt, Siebeck, etc.,
ont été développées et démontrées par M. Baltzer dans son Traizé des
déterminants. Ayant eu & m’occuper d’une question relative a deux té-
traedres, je me suis apercu (u’il pouvaity avoir, dans bien des cas, avan-
tage & considérer ces formules, en les rattachant a certaines formes ho-
mogeénes qui se présentent naturellement dans cette théorie.

Par exemple, pour le tétracdre, cetle forme homogene est celle qui,
tgalée @ zéro, représenterait la spheére circonserite. Pour les questions
velatives &4 deux groupes de points, les formes homogenes contiennent
deux séries de variables indépendantes; clles sont de la classe de celles
qui, égalées a zéro, définissent la corrélation de deux figures. Alors
les équations connues, et d’autres peut-étre nouvelles, se déduisent de
la considération des invariants et des covariants de ces formes.

Dans la premiere Partie, j'étudie spécialement les questions relatives

41,
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a unseul tétraedre. Quelques développements se rapportent d un triangle
.remarquable, qui a pour cotés les trois produits des arétes opposées du
tétraedre. Ce triangle adjoint, qui intervient dans la discussion de tout
tétraédre, a été considéré aussi par Joachimsthal et MM. Baltzer et
V. Staudt. 11 demeure invariable quand on effectue une transformation
par rayons vecteurs réciproques; il est toujours possible, quand le té-
traedre existe, et ne se réduit & une ligne que si la sphere circonscrite
au tétraddre se réduit & un point, comme 'a montré M. Cayley dans un
élégant article inséré aux Annali di Matematica, t. 1 (*).

A la fin de la premitre Partie, je fais usage d’'une importante notion
relative aux cercles, et qui me parait due & M. Chasles. Cet illustre géo-
metre a proposée dans la Géométrie supérieure et dans la Théorie des
conigues spheriques homofocales (Journal de M. Liouville, t. V, 2¢ série).
Employée par M. Cayley, dans I'article déja cité, reprise dans ces der-
niers temps par M. Laguerre ( Bulletin de la Société Philomathique, 1870,
et Nougelles Annales de Mathématiques, 1872), elle me parait mériter
quon lui donne la premiere place dans la théorie géométrique du
cercle.

Etant donné un cercle dans I'espace, par ce cercle, on peut toujours
faire passer deux spheres de rayon nul A, A’, dont nous appellerons
les centres foyers du cercle. Il est clair qu’un cercle est déterminé par
ses deux foyers. 1l suffit, au contraire, d'un seul de ces points pour dé-
terminer un cercle situé dans un plan. Je montre, dans la premicre Par-
tie, comment la considération des foyers du cercle permet de retrouver
la belle solution de Gergonne, et plusieurs autres solutions du probleme
des contacts des cercles.

Dans la deuxieme Partie se trouvent établies les formules relatives a
deux groupes de quatre spheres, deux tétraédres, deux groupes de
n spheres ou de » points, n étant quelconque. Peut-étre n’avait-on pas
eu l'idée de traiter pour les spheres quelques-unes des questions que
jexamine : équation de la sphere orthogonale & quatre autres, rayon
de cette sphere, relations entre les angles des spheres et des cercles,
condition pour que cing spheres soient orthogonales & une méme
sphere, etc. Les formules établies pourraient se démontrer directement;

(") Sur le théoréme de M. Casey, par M. Cayley.
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il m’a paru intéressant d’en conserver le lien avec la théorie des formes
homogenes du second degré.

Dans la troisieme Partie se trouvent quelques applications des for-
mules qui ont été données dans les Parties précédentes. Je reprends les
constructions géométriques, pour donner des solutions simples des
problemes suivants : construire un cercle coupant trois cercles donnés
sous des angles donnés; construire un cercle coupant sous des angles
égaux quatre cercles donnés ou ayant, avec quatre cercles donnés, une
tangente commune de méme longueur, ete., et des problemes ana-
loguesrelatifs aux spheres. La solution des mémes problemes est ensuite
donnée analytiquement comme conséquence des formules établies.

Enfin, dans les dernitres pages, se trouve établie une formule que
javais rencontrée incidemment, et qui lie les puissances d’un point par
rapport a cing spheres. Cette équation est homogene et du second degré;
j’en airéservé 'examen et les conséquences pour une étude développée
dont j’ai déja publié, en partie, les résultats, et qui se rapporte a tout
systeme de coordonnées homogenes dans lequel on emploie, pour dé-
terminer un point, cing coordonnées homogenes liées par une équation
du second degré.

PREMIERE PARTIE.

1.

Soient a;, i, 25 (=1, 2, 3, 4) les coordonnées des sommets d’un
tétragdre, et supposons que les axes choisis soient rectangulaires, Iori-
gine des coordonnées étant au centre de la sphere circonscrite. Si 'on

. , . X Y Z -
désigne par R le rayon de cette sphere, et par 7 5o 7 les coordonnées

rectangulaires d’un point quelconque de 'espace, I'équation de la
sphere sera

(1) X2+ Y:+ 21— R*T?=o0;
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puisque les sommets du tétraédre sont sur la sphere, on 2
(2) x4+ i+ s} —R*=o.

Cela posé, effectuons une transformation de coordonnées, et exprimons
I’équation de Ia sphere en coordonnées tétraédriques, en prenant pour
téiraedre de référence précisément celui qui est formé par les quatre
points donnés, et auquel se trouve circonscrite la sphere considérée.
Mais il faut préciser encore, car le tétracdre de référence ne suffit pas
a la détermination d’un systéme de coordonnées.

Tous les systemes de coordonnées homogenes qui correspondent a
un méme tétraédre de référence ont entre eux, comme on sait, les rap-
ports les plus étroits. On passe de P'un quelconque de ces systemes 2
tous les autres, en multipliant les coordonnées par des nombres quel-
conques, mais fixes. Parmi tous ces systemes, en nombre illimité, deux
peuvent étre considérés comme les plus importants et les plus simples.

L’un, qui estle plus souvent adopté, est celui dans lequel on prend
comme coordonnées les perpendiculaires abaissées d’un point sur les
quatre faces du tétraédre (ou plutdt, comme les équations sont homo-
genes, des quantités quelconques, qui sont dans les mémes rapports
que ces perpendiculaires ).

Le second mode de détermination, moins employé que le premier,
nous parait cependant plus propre & faire ressortir la véritable nature
des coordonnées homogenes. Utilis¢ d’abord par Lagrange, dans son
Mémoire sur les pyramides, il a surtout été développé par Mobius. Etant
donné un point, on peut toujours le considérer comme centre de gravité
de quatre masses 11, placées au sommet du tétracdre, et dont les rap-
ports seuls sont déterminés. Les coordonnées du point sont alors les
quantités p; qui sont entre elles comme les volumes des quatre tétra-
edres qu'on peut former avee le point variable, et chacune des faces du
tétraddre de référence. Ainsi, dans ce nouveau systéme, un point est
déterminé par les rapports respectifs des volumes affectés de signes de
quatre tétratdres, il est considéré comme centre de gravité de guatre
masses ,, et la relation qu’a ce mode de détermination avec les théo-
remes de la Statique le rend extrémement précieux, et le place, comme
importance, sur le méme rang que le systeme ordinaire, ot 'on déter-
mine le point par ses distances aux faces.
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Nous supposerons donc ici gu’on ait choisi le systeme de Lagrange
et de Mobius, et nous allons chercher I'équation de la sphere circon-
scrite en fonction des quantités p.,.

D’apres les formules relatives au centre de gravité, nous obtenons
immédiatement les équations

X—:Ep-ixi:

Y = Z{J-iyi’
(3)

Z = EHizi’

T= 2[1.,';

en portant ces valeurs de X,..., T dans ’équation de la sphere, on ob-
tiendra, en tenant compte des équations de condition (2), )

— E{x;w[(xi —_ .Z‘j)’ -+ (}"i ”‘}‘1)’ -+ (Zi - Zi)2] =0
ou, en désignant par dj; le carré de la distance des deux points ¢, J,
(4) — 2dypupi=o.

Cette équation de la sphere en coordonnées homogenes est privée des
carrés des variables, et ses coefficients ont une forme extrémement
simple, qu’on ne retrouverait pas avec un autre choix de coordonnées.

Cela posé, comme le premier membre de I’équation devient, sans mo-
dification, le premier membre de I'équation (4), le hessien de la pre-
miere équation sera reproduit, multiplié par le carré du déterminant
de la substitution (3). En écrivant ce résultat, nous aurons

dlz dls d'l
0 e — e —

2 2 2

N Iz
dy, . _.‘_i.’_’_ __a_’z_, ’x, X, Xy Xy
2 2 2 — _Re J’f AT ST 4
ds ds, ° d.u Z 2 By B
2 2 2 I 1 L
d“ dl? d43
—_— e 0

2 2 2

Le déterminant de la substitution est égal, d’apres une formule con-
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nue, 4 six fois le volume V du tétraédre considéré; I'équation précé-
dente prendra donc la forme

o dy d. dig
5 doy 0o dyy d 4RV )
( ) dy, dn'z o dy - (2 ) ’

(l“ d“ (143 o

formule due & Carnot, et dont le premier membre a été mis sous la
forme d’un déterminant par Joachimsthal.

La considération des contrevariants donne une nouvelle équation. On
sait qu’étant donné un polyndme homogene

(6) Zajxix;
du second degré, et deux polynomes
(7 Zmiziy, 20z

du premier degré, ’expression
g

, m, m, m, o

est un contrevariant qui se reproduit multiplié par le carré du déter-
minant de la substitution. Calculons ce contrevariant :
1° Pour les deux plans coincidents dont les équations sont

T=o0, T=o,

et le polynome
Xt 4 Y24 22 — RAT?;

2° Pour les polynomes transformés

o b ps et 2 — dypapy.
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En appliquant la proposition que nous venons de rappeler, nous ob-
tiendrons I’équation

o 1 1 I I
1 o d, ds dg
(9) I d2| o) dza du = 288 V:.

I dy dy. o dy
I dy do di o

C’est la formule connue qui donne le volume d’un tétraédre en fonction
des arétes, et que Euler a publiée dans les Commentaires de Saint-Pé-
tersbourg.

Nous ferons remarquer que la maniére dont nous I’obtenons indique
une définition des volumes analogue & celle que M. Cayley a donnée pour
les distances. Le volume serait, & un facteur numérique pres, la racine
carrée du contrevariant formé avec ’équation (3) de la sphere circon-
scrite au tétraedre, et avec celle du plan de I'infini.

1I.

Dans son Mémoire sur les pyramides, Lagrange s’était proposé de
déterminer le tétratdre de volume maximum parmi ceux dont les faces
ont des aires données. M. Borchardt, qui a repris cette question ('), et
qui en donne une solution des plus élégantes (*), a indiqué quelques
théoremes d’analyse que nos formules interpretent et rendent géométri-
quement évidents. Par exemple le théoreme suivant :

Pour qu’un tétraddre soit possible avec siz arétes \/dy, il faut et il suffit

que la _forme quaternaire
Z— dupips

se change en une forme définie positive quand on y éimine une des va-
riables par U équation
H1+M2+[U-9+[14:0’

(') Mémoires de I’ Adcadémie de Berlin, 1865 et 1866.
(*) Poir aussi, dans les Nouvelles Annales de Muathématiques, d’importants travaux an-
térieurs dus & MM. Painvin, Paul Serret, Lebesgue.
Annales de I’ Ecole Normale. 2% Série. Tome 1. 42
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qui a été indiqué par M. Borchardt, résulte naturellement de notre
méthode, car la forme quaternaire égalée a zéro représente la sphere
circonscrite au tétratdre. L’équation du premier degré

Zpi=o
représente le plan de I'infini, et comme ce plan ne coupe pas la sphére,
la forme quaternaire devient une forme définie positive transformée de
X+ Y+ 2
par la substitution (3), avec ’hypothese
Zupi=o.

I.’équation de lasphére circonscrite se préte bien aussia ’étude d’une
autre question : recherche des conditions sur lesquelles les arétes opposées
‘d’un tétraddre sont perpendiculaires. Etant données deux droites joi-
gnant 'une deux points A;, A, Pautre les deux autres points Ay, Ay,
on démontrera sans peine la formule

— —— T
(ro0) AiAr< AyAw cos (AiAlr, A.-rAm) =dir + dr — diw — diny

et, par conséquent, pour que les droites considérées soient perpendi-
culaires, il faut et il suffit que I’on ait

(li,-l -+ dm,r = d,'/,l -+ d;z};.

Appliquant ces conditions aux arétes opposées du tétraédre, on trou-
vera

(11) dy+dy=d; + dy=du + d.

On voit qu’il suffit que deux couples d’arétes opposées soient perpen-
diculaires pour qu’il en soit de méme de celles du dernier couple.

On arrive aux mémes résultats en exprimant qu’il y a une sphére con-
juguée au tétraédre. En effet, 'équation de toute sphere sera évi-
demment

(12) Sdppipr— (2 pi) (Zvips) = 03

il y a une sphere conjuguée au tétraédre, on pourra disposer des
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quantités ¢; de telle maniére que les rectangles disparaissent, et ’on
devra avoir par conséquent

(13) dip=v; + vp

pour toutes les valeurs distinctes de 7 et de £. Ces formules entrainent

les relations (11), et ’équation de la sphere conjuguée au tétraddre de-
viendra

(14) Svpl=o.

Les formules (13) d’une forme si simple nous conduisent 4 examiner
la question suivante :

Quels sont tous les systémes de points dans I'espace pour lesquels la dis-
tance de deux poinis i, k s’ exprime par les formules (13).

Ces formules expriment, évidemment, d’apres la remarque faite plus
haut, qu’étant donnés deux points i, %, et deux autres points 7, £/, dis-
tincts des premiers, la droite z& sera perpendiculaire & 74’. Donc, si
dans le systeme des points considérés on en isole deux, 7, £, toutes les
droites joignant les autres points devront étre perpendiculaires & la
droite tk; il faudra donc que tous les points, moins deux, soient dans
un méme plan. Done : 1° le nombre total des points ne pourra dépasser
cing; 2° ces points formeront un systeme dans lequel chacun d’eux sera
le point de rencontre des hauteurs du tétratdre formé par les quatre
autres. On voit que la symétrie est complete entre ces cing points.

Si de chacun d’eux comme centre avec un rayon égal & o, pour le
point ¢ on décrit une sphere, on obtient cing spheres, et les équa-
tions (13) expriment que deux quelconques de ces spheres sont ortho-
gonales. Ainsi les cing points forment les centres de cing spheres or-
thogonales, et d’ailleurs, en exprimant qu’il y a entre leurs dislances
la relation qui lie cinq points de I’espace, on aura 'équation

. I 1 1 14
(15 —_ -t — 4+ — 4+ — + — =0,

qui a lieu entre les carrés des inverses des rayons des cing spheres.
Cette équation montre que, si les centres des cing sphéres peuvent étre
réels, quelques-uns des rayons, un au moins, ont leur carré négatif.

42.
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III.

Enfin nous ferons des formules précédentes une autre application,
et nous chercherons la condition pour qu'un quadrilatére gauche ait
ses quatre cotés sur une surface de révolution du second degré. Une
surface de révolution étant inscrite a une sphere, I’équation d’une telle
surface pourra toujours s’écrire

(16) Edm{x,-p;;——Zp;(Zv,-[J.;)—l—-(Zw,-/y.,-)’:o.

Exprimons que cette surface contient toutes les arétes du tétraedre pro-
posé autres que 12 et 34. Dans I’équation (16), les différents termes
autres que py, (Lo, Ky, s devront s’annuler, ce qui donne les équations

vi=w!, (=1, 2,3, 4 et du=(w:i— wz);

on doit excepter dans cette derniere équation les deux systemes de

valeurs
i=1, k=2,

i1=3, k=4
on a donc
=+ \/(lm =w, —w,;, == \/dzz =Wy Wy,

=Vl =w, — w, £y =w,— w,,

et, par conséquent, I'équation de condition entre les longueurs des
quatre cOtés sera

(17) = Vd £y == V&= Vd,s.

Done :

Pour qu’un quadrilaidre gauche ait ses quatre cotés sur une surface de
révolution, i faut et il suffit que la somme de deux quelconques de ses cités
soit égale a celle des deux autres.

Cest la méme condition que Steiner a donnée pour qu’un quadrila-
tere plan soit circonscrit & un cercle, et 'on peut d’ailleurs démontrer,
par la Géométrie, que cette condition est remplie pour tout quadrila-
tere gauche situé sur une surface de révolution. Car, si I'on projette les
géndratrices sur le plan du cercle de gorge, le quadrilatere gauche se
projette suivant un quadrilatére circonscrit au cercle de gorge, et comme
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les cotés de ce quadrilatere sont égaux a ceux du quadrilatere gauche,
tous diminués dans la méme proportion, la relation démontrée par
Steiner pour le quadrilatere plan s’étend au quadrilatere gauche, situé
sur la surface de révolution.

La remarque précédente nous amene & compléter une analogie entre
les coniques planes et les surfaces de révolution du second degré ayant
deux foyers réels.

On sait que les quatre rayons vecteurs qui joignent les deux foyers

- d’une conique a deux points A, B de cette conique sont tangents & un
cercle ayant pour centre le pole de la droite AB. De méme

Les quatre rayons vecteurs qui joignent les deux foyers d’une surface
de révolution a deux points A, B de cette surface sont tangents & une in-
Jinuté de sphéres ayant leurs centres sur la drotte polaire de AB, et ces sphéres
enveloppent une surface de révolution ayant pour axe la polaire de AB,
pour foyers (imaginaires) les points d’intersection de la surface et de cette
polaire, et enfin contenant les quatre rayons vecteurs qui jorgnent les deux
Joyers aux poinis A, B.

Les quadrilateres gauches que nous avons étudiés ici se distinguent
des autres par la propriété suivante. En général, étant donné un qua-
drilatere quelconque, il y a seulement huit spheres tangentes 2 ses-
quatre cotés. Les points de contact de ces spheres s’obtiennent sans dif-
ficulté, et leurs centres sont & I'intersection des quatre couples de plans
bissecteurs des angles du quadrilatere. Les quadrilateres que nous
avons rencontrés ici sont, au contraire, tangents & toute une suite de
spheres, et ces spheres sont celles qui sont inscrites dans la surface de
révolution contenant leurs quatre cotés. ‘

Iv.

On connait les propositions remarquables auxquelles donne lieu,
dans un triangle, le cercle des neuf points. Prouhet, dans un article élé-
gant inséré aux Nouvelles Annales, 2° série, t. I, p. 132, a donné des
théoremes relatifs & une spheére des douze points, dans le tétraedre
dont les hauteurs se rencontrent. Nous allons indiquer, dans ce té-
traddre, plusieurs spheres analogues au cercle des neuf points. Cher-
chons la condition pour que les milieux des six arétes d’un tétrabdre
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donné soient sur une méme sphere. Reprenons I’équation donnée d’une
sphere, rapportée i ce tétraedre,
— 2 Sdppipk + (2 p) (Zvips) = 03

il faut voir si I'on peut déterminer les quatre quantités ¢;, de maniere
que la sphere contienne les six points milieux. Pour un de ces points
on a, par exemple,
Pi = = =0,
et, par suite, on aura les équations de condition
dip = vi =+ 0K,

qui expriment qu’il doit y avoir une sphére conjuguée au tétraedre;
alors I’équation de la sphere contenant les milieux des six arétes sera

(18) Zoipt— Z(vi 4+ vi) i pa = 0.

Cherchons I’intersection de cette sphere avec I'une des arétes, par
exemple avec celle définie par les équations

o == Py =2 0,
on trouve
(pr— ) (V1 — Vapu) =0

le premier facteur donne le milieu de P'aréte; le second représente un
plan passant par I'aréte opposée et par le centre de la sphere conju-
guée, c’est-db-dire le plan mené par Paréte 34 normalement a 12; il
coupe donc 'aréte 12 au pied de sa plus courte distance avee I'aréte op-
posée. Donc

Les six milieux des arétes d’un tétraédre ne sont sur une méme sphere
que st les hauteurs du tétraédre se rencontrent, et alors la sphére qui les
contient passe aussi au pied des plus courtes distances des arétes opposées.

Ladémonstration géométrique de ces résultats est aussi simple que la
démonstration fournie par I’analyse. Nous ne nous y arréterons pas.

Cherchons de méme la sphere contenant les centres de gravité des
faces, on trouve sans difficulté

(xg) 220} — Z(Vi 0p) pi k= 0;
cette équation est vérifiée par les valeurs

Pi T= 0, Valha == Us e == Vi
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qui conviennent au pied des hauteurs sur chaque face; on trouve
aussi que la sphere coupe chaque hauteur en un second point qui est
aux deux tiers de la distance de chaque sommet au point de ren-
contre des hauteurs. C’est la sphere des douze points considérée par
Prouhet. Remarquons que

La sphere circonscrite, les deux spheres des douze points, la sphére con-
juguée ont un cercle commun, defini par les équations

2(},'(1.,-::0, 20;#5:0.

En considérant les quatre tétraedres formés avec le point de rencontre
des hauteurs, et trois des premiers points, on aura huit nouvelles spheres
des douze points, qui, considérées dans le premier tétraédre, donneraient
lieu & de nouveaux énoncés. Par exemple, il y a une sphere contenantle
cercle des neuf points d’une face, les pieds des hauteurs sur les trois
autres faces, ainsi que les milieux de ces portions de hauteurs comprises
entre leur point de rencontre et le sommet correspondant, etc. Nous
n’insisterons pas, d’autant plus que 1'é¢tude de ces questions est plus
facile avec un systeme de coordonnées faisant intervenir, d’'une maniere
symétrique, le point de rencontre des hauteurs et les sommets du té-
traédre.

V.

En se reportant aux formules (5) et (9), on reconnait que le dé-
terminant (5) est le mineur du déterminant (g ), obtenu en supprimant
la premitre ligne et la premigre colonne. On peut trouver les valeurs
de tous les mineurs des deux déterminants de la maniére suivante :

Considérons le contrevariant .

o d,; ds du a
2 2 2 '
dy o diy  du "
> 2 2 ?
(20) ) d;, dsz ° d:u a == H’)
- - -_— 3
2 2 2
e _de e,
2 2 2
o o, o, o, o
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obtenu en adjoignant au polynome
(21) 2 — dapip
les deux polynomes du premier degré

2ajp=mX +nY+pL-+qT,
(22) Sdpi=m'X +n'Y+pZL+qT.
Le méme contrevariant peut aussi étre calculé sur la forme

X+ Y2+ 22 —RTY

dont la forme (21) est, comme nous avons vu, la transformée par la
substitution

X =2,
Y=2 )iy
(23) iy
Z _—:zf"-izh
T=2p:;

alors le contrevariant a pour expression
R mm' -+ nn' + pp') — qq’,
et ’on a, par conséquent, en se rappelant que le contrevariant actuel
se reproduit multiplié par le carré du déterminant de la substitution,
la formule
(24) H = (6V )[R (mm + nn’ + pp’') — qq'].
Dans cette équation, le premier membre H', défini plus haut, con-

tient les quantités o;, «;, le second m, m,.... Mais, puisque ces varia-
bles sont transformées les unes des autres, et qu’on a

2api=mX +nY +pl—+qT,
2o;pi=m' X +n'Y +p'Z+qT,

on déduira de ces identités, en faisant usage des équations (23), les
formules

(25) | i = mx;+ny:i+pz +q,
2
d;: m’xi-+-n’yl-+p’z,-+q’,

qui définissent la substitution inverse.
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Enfin, en résolvant ces dernieres équations par rapport aux variables
m, n, p, q; m', ', p’, ¢', on obtiendra, d’apres les formules les plus
simples relatives aux déterminants,

m(z; yi 2 1)= (o ¥i % 1),
n(z: yi 2 1) =(%: o 5: 1),
p(®iyi 2z 1) =(x: yi a:i 1),
qg(z: ye 20 1) = (2%: i 2: cti)-

Pour abréger, nous représentons par
(x,- ‘?"i Z; l)

le déterminant dont on aurait les quatre lignes en donnant a ¢ les va-
leurs de 1, 2, 3, 4. On aurait des expressions toutes pareilles pour m’,
Y YR

Cela posé, désignons par S; I’aire de la face opposée au sommet ¢, par
a;, b;, c; les angles qu’elle fait avec les plans coordonnés, et appelons V;
le volume du tétraedre ayant pour base la face S; et pour sommet le
centre de la sphere circonscrite. Les formules précédentes prendront la
forme

3mV = Za;S; cosa;,

3nV =3 «S;cosb;,
(26)
3pV fed ZOC,'S,' cosc;,

q V ey EmV,-,

et de méme, pour obtenir »/, n/, p', ¢', il suffira d’accentuer les quan-
tités o;; alors, en substituant les expressions de m, m’,..., I'iden-
tité (24) prend la forme

o d. ds da a
dyy o dyy di an
(37) |dy dn o du a |=—323xs [R28:8 cos(8,5) — oViV,].
dy dio dy o a
o, o, dy o, o _
Annales de U’ Ecole Normale. 2¢ Série. Tome I. 43
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On aurait de méme, en employant un contrevariant double,
o dn ds du 1 a
dyw o dn di 1 o

dy dy; o d:n I oy

(28) = 4*2 a;aS;S; cos(8:, §j).
dy de dy o Loy o
1 1 I I o ]
/ ’ - 7 N
@, o, «, « O O

Ces équations nous donnent un grand nombre de formules.
Les plus simples sont celles qu’on déduit de la formule (28).
Par exemple, en égalant dans les deux membres de I'équation (28)
les coefficients de a,o;, on a
o dn dy 1
s dy o dy 1
(29) (48) = — dy dyp o 1 ’

I I I ()‘

S désignant la surface du triangle 123. C’est I'expression connue de la
surface d’un triangle en fonction des trois cotés. De méme, le premier
terme de 1’égalité (27) nous donne

o] diw dy
(30) 4+ ldy o dy|=odudydy=2(4rSy
’ dy dy o

r étant le rayon du cercle circonscrit au triangle 123; car, en appelant p;
la distance du centre de la sphere circonscrite & 1a face 7, et R; le rayon
du cerele circonserit, on a

V= -;-siI);, R* — p? =R},

et par conséquent
Si—9Vi=(S:R:)p,

ce qui donne la formule (30). Plus généralement on a
N
R*8;S; cosgggj —_ 9V;Vj =8;S;(R*cosS; S; — pipj)-

On reconnait sans difficulté que I’expression entre parenthéses est
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égale & R;R;cosUy, Uy désignant I'angle des deux cercles circonscrits
aux faces z et j. On a donec

2 (43. S‘) (41{/8,) cos U,-j = A;j,

A; désignant le déterminant obtenu en supprimant la ligne 7 et la co-
lonne ;j dans le déterminant qui donne le volume. Par exemple

o diy du
(31) 2(4R181)(4R282)C05Uu: s (o) dy
dy dy o

en développant et remplacant R, S,, R,S, par leurs valeurs tirées des
équations (30), on a

didy + dod; — dio dy i

(3?) cosU, = M
§ 2 \/du dza drg/, dl:“ ?

cette formule nous montre que
cosU,; =cos Uy.

Ainsi, étant donnés deux des quatre cercles circonscrits aux faces,
I’angle sous lequel ils se coupent est égal & I'angle sous lequel se cou-
pent les deux autres. -

Les autres formules que nous obtiendrions, au moyen des iden-
tités (27) et (28), sont comprises comme cas particuliers dans d’autres,
plus symétriques et plus générales, que nous donnons plus loin. Nous
ferons seulement deux remarques : d’abord 1’équation

2N
(33) ZS; e Sja} COSS,'Sj: (o

exprime que les deux plans «;, o, sont perpendiculaires, et par consé-
quent I’équation tangentielle
N
(‘34) U=2 S,‘d,’Sjaj COSS;S/ =0
représente le cercle imaginaire 4 I'infini. On déduit de Ia que I'équa-

tion tangentielle de toute sphere est

U:(A.a‘ -+ Azdz’*"Asdg’f‘ A4cz4)’.

43.
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Par exemple, les différentes équations
(35) U:(s‘axiSza:is;agiSLGﬁ)’

représentent les spheres inscrites au tétraédre.
En second lieu, I'équation zangentielle

(36) Seuay (SR:) (S;B;) cos Uj = o

représente la sphere circonscrite au tétraedre.

VI.

La comparaison de la formule (29), qui donne la surface d’un triangle
a 'équation (5), conduit & des résultats qui méritent d’étre développés.
La formule (5) peut, en effet, s’écrire

o I 1 I l
1 o] Vdfzd:u V(llsdu
v Vdad o Vda di l

I \/dxadu Vdmdu (8]

cela résulte des propriétés les plus élémentaires des déterminants. En
comparant & la formule (29g), et en se rappelant qu’un triangle est tou-
jours possible avec trois cotés réels quand sa surface est positive, on
est conduit a I’élégante proposition qui suit :

Etant donné un tétraédre, on peut toujours former un triangle avec les
trois produits des couples d’arétes opposées, et la surface de ce triangle est
égale a six fois le produit du volume du tétraédre par le rayon de la sphére
ctreonscrete.

Cette proposition a d’abord été donnée par M. Baltzer (Jourral de Crelle,
t. LIV, p. 162); j'y avais été conduit par I’étude d’une question impor-
tante relative aux tétraedres ('), et, comme le triangle auxiliaire joue un
grand role dans la discussion de tout tétraédre, j'indiquerai quelques
propriétés de ce triangle, qu’on pourrait appeler adjoinz ou invariable.

— 36(4VR) =

3

(') Poir Yétude Sur les théorémes d’Ivory, relatifs aux surfaces homofocales. Paris,
Gauthier-Villars.
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C’est un fait bien connu, depuis les belles recherches de M. Liou-
ville, qu'on peut remplacer une série de transformations par rayons
vecteurs réciproques par une seule de ces transformations. D’aprés cela,
étant donné un polyedre P quelconque, et ses transformés P/, P, P”
par différentes transformations, si I’on transforme tous ces polyedres,
en prenant pour pole dans chacun d’eux le sommet homologue & un
sommet fixe A de P, tous ces polyedres se transforment en de nouveaux
polyedres Q, Q’, Q” ayant un sommet de moins que P, zous semblables
et méme égaux si I'on choisit convenablement le module de chaque
transformation.

On sait aussi que, pour transformer toute relation de longueur, il
K2AB
0OA.OB
module de la transformation, et, par suite, les rapports tels que

faut remplacer une ligne telle que AB par » O étant le pole, K* le

dy ds _ ds . do
du dM— le : E;,

qu’on pourrait appeler des rapports anharmoniques de distance, de-
meurent invariables dans toute suite de transformations.
Ainsi, dans un tétraedre, les trois produits

\/(In daA y \/dH diM ) \/dil dzs

des arétes opposées conservent des rapports invariables, et, par consé-
quent, le triangle formé avec ces trois produits conserve une forme in-
variable. '

Une formule, que nous avons donnée plus haut, explique ce résultat.
1l suit, en effet, de la formule (32), que les angles du triangle adjoint
sont ceux que nous avons appelés

Ulz = U;(, Uxa f— Uu, UN = U:a-

Nous avons vu que deux cercles circonscrits 2 deux faces se coupent
toujours sous le méme angle que les deux autres. Pris deux 2 deux, ils
ne donnent donc lieu qu’a trojs angles différents, et ce sont ces angles
qui sont ceux du triangle invariable, comme cela résulte de la for-
mule (32). Ces résultats s’établissent d’ailleurs géométriquement avec
la plus grande facilité; il suffit de transformer le tétraédre en prenant
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pour pdle un des sommets A. Trois des cercles circonscrits aux faces
deviennent des droites, et ces droites forment le triangle invariable.

Les angles de ce triangle peuvent encore étre définis autrement. Avec
un des diedres AB du tétraedre, et les angles plans opposés 4 AB, on
peut former un triedre : la troisieme face de ce triedre est 'un des
angles du triangle adjoint. Elle reste la méme quand on effectue la

“construction avec deux diedres opposés.

Les remarques qui précedent s’appliquent aussi au quadrilatere. On
peut méme dire que, dans ce cas, la considération du triangle adjoint
est trés-ancienne : ce triangle est celui que Ptolémée a construit quand
il 2 démontré son théoréme, comme on s’en assurera aisément, la dé-
monstration de Ptolémée ayant été conservée dans la plupart des traités
de Géométrie élémentaire.

Nous sommes ainsi conduits & rechercher dans quel-cas le triangle
invariable se réduit 2 une ligne droite, sa surface devenant nulle. Puis-
que cette surface est 6VR, il faudra que V ou R devienne nul. Si V
est nul, le tétraddre se réduit 2 un quadrilatere ABCD, mais le rayon R
devient infini, et le produit VR demeure en général fini. L’un des angles
du triangle invariable étant égal & I'angle des cercles ABC, ABD, il faut,
pour que le triangle se réduise a une ligne droite, que cet angle de-
vienne nul ou égal & . Donc les quatre points ABCD sont sur un cercle.

Donc si I'on a

( 37) \/dlzdu =+ ¢d\3d24 =+ \/ClM(lq;, == 0,

le quadrilatere est inscriptible. C’est la réciproque du théoreme de
Ptolémée.

Mais si les quatre points forment un tétraedre, il suffira que le rayon
de la sphere circonscrite soit nul pour que la relation précédente soit
satisfaite. Et comme cette hypothese comprend la précédente (puisque,
lorsque quatre points sont sur un cercle, ils sont sur deux spheres de
rayon nul), on peut énoncer la proposition suivante :

Quand la somme (algébrique) des produits des arétes opposées d’un té-
traédre est nulle, les sommets du tétraédre sont sur une sphére de rayon nul.

En se bornant aux figures réelles, on a le droit de conclure la réci-
proque du théoreme de Ptolémée, énoncée dans les traités de Géométrie;
mais la proposition précédente est la seule exacte si ’on admet P'inter-
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vention des imaginaires en Géométrie. J'ai déja indiqué qu’elle avait été
rencontrée par I'illustre M. Cayley, et démontrée d'une maniere diffé-
rente dans un article inséré aux Annall di Matematica, t. I, 2¢ série.

On doit compter, au nombre des tétraedres que nous considérons,
tous les quadrilatéres tracés dans un plan tangent au cercle de I'infini.
Un tel plan compléte, en effet, avec le plan de I'infini, une sphere de
rayon nul. Ainsi le théoreme de Ptolémée se vérifie pour tout quadrila-
tere situé dans un plan tangent au cercle de 'infini. On congoit bien, du
reste, comment cela a lieu. Dans un de ces plans, une conique sera un
cercle des qu’elle contiendra le point de contact avec le cercle de I'in-
fini; elle pourra done satisfaire & quatre autres conditions, comme celle
de passer par les quatre sommets d’un quadrilatere. Ainsi, dans ces
plans exceptionnels, tous les quadrilateres sont inscriptibles.

Il sera peut-étre bon de montrer, des & présent, en développant une
application, due 2 M. Cayley, des propositions précédentes, qu’elles sont
loin d’avoir un intérét purement théorique, et qu’elles permettent de
résoudre des questions se rapportant & des éléments géométriques en-
tierement réels.

Supposons, par exemple, qu’on ait a étudier, dans un plan, une ques-
tion relative & plusieurs cercles. Si, par chaque cercle C tracé dans le
plan on fait passer une série de spheres, les tangentes menées d’'un
point quelconque du plan & toutes ces spheres auront évidemment la
méme longueur, celle de la tangente menée du point considéré au
cercle C. Or, au nombre de ces spheres, il y en a deux qui se réduisent
a des points, et ces points A, A’ s'obtiennent en élevant au centre du
cercle et de chaque coté du plan une perpendiculaire égale & Ry —1
(R désignant le rayon du cercle). Ces deux points A, A’ sont réels si le
carré du rayon est négatif; ils sont, au contraire, imaginaires si le
cercle C existe; mais, dans tous les cas, la tangente menée d’un point
quelconque du plan au cercle C est égale 2 la distance de ce méme point
3 'un quelconque des deux points A, A'.

Si, dans le plan des @y, un cercle est défini par I'équation

(#—a)y+(y—pBr—R=o,
les deux points A, A’ auront pour coordonnées
%, B, Ry—1; a, B, —RY—1.
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Le cercle sera en quelque sorte représenté par ces deux points. On voit
que cette représentation effectue le dédoublement d’un cercle : 'un des
points pourrait correspondre sans ambiguité a une valeur positive,
Pautre a une valeur négative du rayon.

Etant donnés deux points B, B’ représentant un autre cercle

B(e, B, R'Y=1), B’(a,@' —R'Y=1),

on aura évidemment

AB =AB =(a—a' )+ (B—pF)—(R—RY,
AB =A'B =(a—a') + (B —B')— (R +R');

AB est donc égal 4 la tangente commune extérieure, AB’ 4 la tangente
intérieure. On voit que, lorsqu’on prend deux points représentant les
cercles dont les rayons sont pris avec le méme signe, la distance de ces
deux points est la tangente commune extérieure. C’est I'inverse quand
les rayons des deux cercles sont pris avec des signes différents. Donc la
distance AB sera nulle toutes les fois que les deux cercles seront tan-
gents intérieurement; si les cercles sont tangents extérieurement, ce
sera, au contraire, AB’ qui sera nul. En général, s1 'on appelle ¢ 'angle
des deux cercles, ¢’est-a-dire celui des deux rayons allant au point com-
mun, on a |
5 AB = o JRR’ singa

(38)

( AB'=2 = RN cos .

La seconde formule se réduirait de la premiere, en changeant la direc-
tion d’un rayon et en donnant 4 ce rayon un signe opposé.

D’apres cela, si 'on veut mener un cercle tangent & trois autres, re-
présentés par les couples de points (A, A’), (B, B), (C, C'), il faudra
trouver un point M 2 une distance nulle : soit de A, B, C; soit de A/,
B, C; soit de A, B/, C; soit de A, B, C'. Ces quatre combinaisons se
traitent évidemment de la méme maniere. Considérons la premiere
ABC. g

Soient A, B, C trois points représentant trois cercles, et soit D un
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quatrieéme point représentant un quatrieme cercle tangent au méme
cercle que les trois premiers. Numérotons ces points 1, 2, 3, 4; leurs
distances seront les tangentes communes aux quatre cercles qu’ils re-
présentent. Ces cercles étant tangents & un cinquieme, il faudra que les
quatre points A, B, C, D soient & une distance nulle d’un cinquitme
point M, c’est-d-dire que la sphere circonscrite au tétraedre ABCD ait
son rayon nul. On devra donc avoir, en se rappelant la condition in-
diquée plus haut,

(39) » fiatye == big ta = £ bay = O.

Ainsi, pour que quatre cercles soient tangents a un cinquieme, il faut
et W suffit qu'il y ait entre les longueurs de leurs tangentes communes la
relation indiquée par le théoréme de Ptolémeée.

On déduit facilement, de ce théortme général, les équations de
M. Casey pour les couples de cercles tangents & trois autres. Il suffit de
supposer, dans ’équation précédente, que le cercle (4) se réduise & un
point; il devra se trouver alors sur le cercle tangent aux trois autres,
et, parsuite, en appelant S, S,, S, les carrés des tangentes menées d’un
point aux trois points donnés, I’équation

(4o) LS ==t By = tia/By = o
représentera deux cercles d’un méme couple tangents aux trois cercles
donnés.
Les autres couples s’obtiendront en prenant successivement chaque
-ayon négatif, ce qui donne
ln\/-S—t =+ t’mvlg;i tll'z\/s_n =0,
(41) t;a\/sntitns\/.szilcﬂ/—s—:;:o’

z;.’l\/g.l-——ttlls\/’s—;i t('z\/g; = 0.

Dans ces équations, les tangentes intérieures sont distinguées par un
accent. .
Les cercles de chaque couple sont d’ailleurs inverses ou réciproques
par rapport au centre radical; en général, toute équation homogene
.f(su 82 By)=o0

Annales de U’Ecole Normale. 2¢ Série. Tome [. 44



346 SUR LES RELATIONS ENTRE LES GROUPES

représente une figure anallagmatique par rapport au centre radical des
trois cercles S,, S,, S,.

Nous n’étudierons pas les relations des huit cercles entre eux, mais
nous ferons remarquer que 'équation fondamentale (36) peut étre
transformée de maniére a ne contenir que les angles.

Sil’on appelle ¢ 'angle de deux cercles, ¢, ¢ les deux tangentes coin-
munes, R, R’ les rayons, on a les formules

=7 O
—_ 2 e X
{ =2 RI sin o

=2y RF cosZ.
2
Cette seconde formule se déduit de la premiere, en changeant le sens
et le signe d’un rayon. En nous bornant donc & la premiere, et en ap-
pelant a; les angles définis avec précision de deux cercles, la-for-
mule (39) deviendra
& .y PR IF P~ 4 L& . Gl
(42) sin = sin = == gin = sin == —=sin - sin = = o.
2 % 2 2 2 2
Il y a donc une relation qui doit avoir lieu, entre Ies angles, pour que
quatre cercles soient tangents h un cinquieme, et cette relation est
exprimée par la formule précédente.

VII.

Les mémes méthodes s’appliquent évidemment & des cercles tracés
sur une sphere S. Par tout cercle Con peut faire passer deux spheres de
rayon nul dont les centres A, A’ représenteront le cercle. Un deuxieme
cercle €' étant représenté par B, B/, on obtiendra, sans qu’il soit néces-
saire de les développer, les formules suivantes.

Désignons par ¢, ¢ les deux tangentes communes aux deux sphéres
S, §” orthogonales a la sphere S, sur laquelle sont tracés les cercles
C, C'. Soienf a, b les rayons des spheres §', S”, o Pangle des deux cer-
cles. Les tangentes communes ¢, ¢ sont les cordes des ares tangents



DE POINTS, DE CERCLES ET DE SPHERES. 347
communs aux deux cercles T, T', en sorte qu’'on ait
.
f==o2gin —s ¢ ==2sin—;
2 2
on aura les formules suivantes :

. -4
4 ab sin? =
2

AB = S8’
. fhabsim® g ,
nr o 2
AB = 0A.OB
s 4ab coszg
AW == o
_______ 4ab cosﬁg
A'B — - — .,

OA.OB

LA - o
t=2yabsin=, = 2\/ab cos=»

et, par suite, on trouvera, comme pour le plan, les deux équations de
condition

T Ty T T, T, T
‘ sin =2 sin =2 == sin =2 sin —* == sin = sin — = o,
2 2 2 2
(43

aw a Lo
? sin 22 sin %% == gin 22 gin 2 4=
»‘ 2 2 2

sin 24 sin 22 =o,
2%
qui expriment que quatre cercles sont tangents 4 un méme cercle.

Nous allons maintenant déduire des principes développés ici la belle
construetion que Gergonne a donnée, et qui permet d’obtenir le cercle
tangent a trois autres situés dans un plan.

Soient A, B, C les trois points représentant les trois cercles donnés
situés dans le plan P. Les cercles tangents que nous cherchons sont re-
présentés par un point M, & une distance nulle des trois points A, B, C;
il faudra donc faire passer par le cercle ABC deux spheres de rayon
nul S, §', qui seront sur ’axe du cercle, et qui représenteront les deux
cercles tangents cherchés. Il reste & déduire de la une construction

44-
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n’employant que des éléments réels, et ne devenant impossible quavec
le probleme proposé.

Fig. 1.

Il est & peu pres évident que les droites AC, AB, BC vont couper le
plan P en trois points &', &', ¢/, qui sont les centres de similitude des
trois cercles, pris deux & deux. Comme d’ailleurs ces trois droites sont
dans un méme plan ABC, que nous appellerons P’, on voit que les trois
centres de similitude sont en ligne droite sur DD’, qui est un axe de
stmalitude.

Cela posé, soient S, 8 les centres des spheres de rayon nul passant
par le cercle ABC, ces sphéres couperont le plan P suivant deux cercles
tangents aux cercles donnés, car S et ' sont a une distance nulle tous
les deux de A, de B et de C.

D’ailleurs la ligne SS' vient couper le plan P en un point O, qui est
+ une distance égale des trois points A, B, C, et p‘ar conséquent les tan-
gentes menées de ce point O aux trois cercles sont égales; en d’autres
termes, le point O est le centre radical des trois cercles donnés.

En second lieu, les distances d’un point quelconque de I'axe de simi-
litude DD" aux deux points S, 8’ sont égales, et, par conséquent, les tan-
gentes menées des points de DD’ aux deux cercles tangents que repré-
sentent S et S’ sont égales; en d’autres termes, {’axe de similitude DD’
est I’ axe radical des deua cercles tangents.

Enfin il suffit de remarquer que, les cercles (S) et (A) étant tangents,
les deux spheres de rayon nul S et A seront tangentes en tous les points
de la droite SA. Les points de contact du cercle A avec les cercles S, S’ se
trouveront dans le plan passant par A, S§' et O.



DE POINTS, DE CERCLES ET DE SPHERES 349

Il ne reste plus qu'un mot & ajouter pour obtenir la belle solution
de Gergonne. Le plan SAS’ contient le centre radical O; il contient en
outre la perpendiculaire au plan P’ élevée en A. Or cette perpendicu-
laire est la polaire de ’axe DD’ par rapport & la sphere de rayon nul A.
Cette droite, et par conséquent le plan SAS’ qui la contient, iront done
passer dans le plan P par le pole a, de 'axe de similitude par rapport
au cercle (A); d’ou résulte la construction suivante :

On construira I’axe de similitude des trois autres cercles donnés (A ),
(B), (C), on prendra les péles a,, b,, ¢, de cet axe par rapport aux trois

“cercles, et I'on joindra ces péles au centre radical O les droites Oa,, 0b,,
Oc, couperoni respectivement les trous cercles (A), (B), (C) aux points de
contact des deux cercles tangents d’une méme serie.

La marche suivie nons indique d’ailleurs un grand nombre de pro-
priétés et de constructions trés-simples du méme probleme.

La sphere, ayant son centre en O et contenant les centres A, B, €,
coupe évidemment le plan P des trois cercles suivant leur cercle radical
ou orthogonal. On voit donc que le cercle orthogonal coupera I'axe de
similitude DD’ en deux points appartenant aux deux cercles tangents.
Le probleme sera donc ramené au suivant :

Faire passer par Uintersection de ['axe de similitude DD’ et du cercle
radical les deusx cercles tangents a I'un quelconque des trots cercles donnes.

Nous donnons plus loin les solutions et les constructions géomé-
triques d’autres problemes relatifs aux cercles.

DEUXIEME PARTIE.

VHI.

La méthode que nous avons suivie s’étend & la solution de la question
suivante, qui donne une formule nouvelle. Proposons-nous le probleme

suivant :
Etant données qualre spheres de centre et de rayon, trouver l’dquation

de ln sphére qui les coupe orthogonalement.
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Pour résoudre cette question, nous aurons & considérer pour deux
spheres un élément équivalent & la distance de deux points, et qu’on
peut définir de la maniere suivante :

Soient deux spheres de rayons R, R’, ayant d pour distance des cen-
tres. L’expression

dr— R*— R
se réduit au carré de la distance quand les spheres se réduisent i des
points. Elie est nulle quand les deux sphéres sont orthogonales. Comme,
lorsqu’une des deux spheres se réduit & un point, 'élément précédent
devient la puissance de ce point par rapport & Pautre sphtre, nous
"appellerons puissance commune des deux spheres.

Une formule remarquable, relative aux distances de quatre points.
est la suivante :

e e N
' (44) . dyy oy — dyy— dy == 2\/(113 \/du COS(‘/(II:H\/(IM):

en d’autres termes,

Cette formule (44) s’étend aussi aux puissances communes de deux
spheres, et en appelant £; la puissance commune, on aura
ol e o= 3T (T 00 )
Cela posé, considérons 'équation
(45) %2—/'”'./{}'5}/::0:

olt le signe X est étendu a toutes les valeurs de ¢ et de j,

)

~=1, 2, 3, 4,
et ol £y désigne la puissance commune de deux spheres 7 et j. L’équa-
tion (45) est analogue & ’équation (4), et se réduirait i celle-ci si les
quatre spheres (¢) se réduisaient 4 des points. Voyons ce que repré-
sente ici I'équation (45).
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Supposons qu’on ait pris des axes rectangulaires ayant pour origine
le centre de la sphere orthogonale aux quatre spheres données. Soient
i, Yis, % B; les coordonnées du centre et le rayon de la sphere (¢);
soit R le rayon de la sphere orthogonale, on aura
R} =2+ y! + 22— Ry
(46) f by =(2i—2; P+ (yi—y; )+ (2:— 5 — R} — R}
pcd ‘Z(RZ — XX YiYi— ZiZj ),

et, par suite, en substituant ces expressions dans la formule (45, on
aura identité

P23y pipy = (S i) (2 yipa) + (2 e )P — R Z ),

ou, en posant
s X:in[z.i,

Y:Z i i .
(47) ,'7[‘, 1==1, 2, 3, 4,
? Z:Zz,-p.,-,
T =2,
(48) 22— =X+ Y2+ 22— R2T

Ces formules mettent en évidence ce fait, que I’équation (45 ) est celle
de la sphére orthogonale aux quatre spheres, rapportée aw tétraédre
des quaire centres, et, par suite, en écrivant les deux équations relatives
au diseriminant et au contrevariant, on aura, d’aprés les principes
exposés au § I,

lfu /1'12 ]i':s IYM

[ R A

(4()) = —(24RVY),

sy i Fons s

Frao Fn Foas K

(o) 1 I I I
I ]f“ ]fzz /i'la /{li
(50 ) 1 ka Fw e ke | = 288 V2.

v ks ks sy s

v ko e Frs b
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Dans ces formules, V désigne le sixieme du déterminant de la substi-
tution (47), qui est le volume du tétraédre formé par les centres des
quatre spheres données. La formule (50) se déduira de la formule (9)
par emploi des propriétés les plus élémentaires des déterminants.
Quant & I'équation (49), peut-étre est-elle nouvelle; elle donnera le
rayon de la sphere orthogonale aux quatre spheres données.

1l est digne de remarque que les formules précédentes ne contiennent
qu’un seul élément, la puissance commune.

En employant une notation commode des déterminants, due i
M. Kronecker, on pourrait écrire la premieére

|l | =— (24RV), i, j=1,2,3,4
et par conséquent I’équation
(5’) '| /f,'j [:0

est la condition pour que quatre spheres passent par un méme point.
Remarquons enfin que la puissance commune

d' — R — R
de deux spheres s’exprime aussi par la formule
-2 RR’ cos g,

ol ¢ est I'angle de deux sphéres, et par conséquent I'équation (5y)
peut s’écrire

(52) | cosay; |=o,

a;; étant Pangle des spheres ¢ et j. Cette relation (52) entre les angles
de quatre spheres passant en un méme point convient aussi évidem-
ment aux angles que forment deux i deux quatre plans.

IX.

Elevons-nous dés & présent 2 la généralisation la plus complete dont
la méthode paraisse susceptible, et considérons deux groupes de spheres
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en nombre quelconque (le méme, pour simplifier, dans chaque groupe) :

S‘, Sz,..., Sn,
S, S,..., S.

n

Désignons par k; la puissance commune d’une sphere ¢ du premier
groupe et j du second, et étudions la forme bilinéaire

(53) L2 — hypapt;,

qui contient deux séries de variables. Nous obtiendrons une premiere
série de conséquences importantes en supposant 7»=4. On a donc

deux groupes distincts de quatre spheres, pouvant se réduire & deux
tétraédres distincts.

Soient R le rayon, a, b, ¢ les coordonnées du centre de la sphere
radicale (R) du premier groupe de quatre spheres (*). SoientR’, @', %', ¢’
les mémes éléments se rapportant & la sphere radicale (R’) du second
groupe. Si nous désignons par

(54) H=—2RR cosg

a puissance commune de ces deux spheres radicales, on a évidemmen
lap d 1 ph dical d t
les équations suivantes, ol z;,..., «; désignent les coordonnées des
centres des spheres de chaque groupe

(2i—a )=+ (yi— by +(z— ¢)) —R} —R*=o,

2

(”,""‘ a’)’—k—(yj’.— b’)’-l—(z}——c’)’——-RJ’. — R'*=o,

(i— o)+ (e — i) -+ (30— 3} ) — R — R = ky,

(@ — a' Y+ (b — V)t (c — ') — R — R*=H;
et par conséquent, en retranchant les deux derniéres des deux pre-
mieres,

(56) —-/f;,-——-II:z(x,-—-a’)(x}—-a)—i—z(y;—b’)(yjf—b)—i—-z(z,-—c’)(z;.——c).

(') Nous appelons sphére radicale d'un groupe de quatre sphéres la sphére qui les coupe
a angle droit.
Annales de I’ Eicole Normale. 2¢ Série. Tome 1. 45
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En tenant compte de cette formule, nous avons I'identité
43— g = D (Sp)(Se)

(57) +[2 pilwi— )] [2 ¢ (2, — a)]
+ [Zpa(e— )] [2 ¢ (i — 0)]
+[Zpi(si— )] (2 (5 — )],

et par conséquent, si ’on pose ‘

X=Z2pi(zi—d'),
Y =2 uw(yi—0),

58
%) zZ zzp'i(zi—"c,)’
( T :Z[J-h
et
X' =32y (z;, — a),
¥ =3 (] — ),
(%9) s
Z -—Eyi(zi—c),
T =2
on aura identiquement
(60) gz—-kijyiyg:xx'+yv'+zz'+%TT'.

Ainsi les deux formes bilinéaires figurant dans les deux membres sont
les transformées 'une de 1’autre par les substitutions (58) et (59). On
n’aura donc plus, pour obtenir les équations cherchées, qu’a appliquer
les notationsrelatives aux invariants et covariants des formes bilinéaires.

Mais auparavant nous allons indiquer ce que représente I’équation

(61) Z——-I{,-,-p.,—p.}:o.

D’apres les formules (58), les quantités p; peuvent étre considérées les
coordonnées homogenes d’un point de la premiere figure rapporté au
tétraédre formé par les quatre centres des spheres du premier groupe;
X, Y, Z seront les coordonnées rectangulaires de ce point rapportées
a des axes paralleles aux axes primitifs se coupant en (', ¥, ¢’). De
méme les quantités p; sont les coordonnées tétraédriques d’un point
rapporté au tétraédre des quatre centres du second groupe. L’équa-
tion (61) établit donc une relation entre deux points p;, p; apparte-
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nant a4 deux figures différentes, et cette relation consiste en ce que, si
de chacun des points comme centre on décrit une sphere orthogonale,
pour le point (XYZ) a la sphere radicale (R), pour le point (X'Y'Z’) &
la sphere radicale (R'), ces deux sphéres sont orthogonales entre elles.
Ainsi menons deux sphéres orthogonales chacune & une sphere fixe et
orthogonales entre elles, il y aura entre les coordonnées variables de
leurs centres une relation de la forme (61).

Il est & peine nécessaire d’ajouter qu’une relation de ce genre établit
la corrélation de deux figures, suivant la définition de M. Chasles.

Les formes homogenes & deux séries de variables indépendantes que
nous rencontrons ici ont été considérées par M. Cayley au début méme
de la théorie des invariants. On connait d’'une manitre suffisante pour
le but que nous nous proposons leurs invariants et leur systeme de
formes adjointes. '

Etant donnée la forme bilinéaire

Za,-,~x;x;,
cette forme a d’abord un invariant
2= ay . . . U,y
et cet invariant, lorsqu’on effectue sur x;, «; des substitutions indé-
pendantes, se reproduit multiplié par les deux déterminants de ces

substitutions.
La forme a de méme un contrevariant simple

Ay Gz Qg Qg My
Ayr Qo Qa3 Qyy My

(6?) Ay Oy Uy Qs Mg

et un contrevariant double qu’on obtiendrait en ajoutant une ligne et
une colonne de plus, et qui se reproduisent également, multipliés par
les déterminants des deux substitutions.

Appliquons ces principes aux deux formes

2= hkypap;, XX+ YY + Z7' + %—TT’,

45.
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transformées I'une de I'autre par les substitutions (58), (59). Les déter-
minants de ces deux substitutions sont

6V, 6V,

si Vet V' désignent les volumes des tétraedres formés par les centres
des sphéres de chaque groupe. En écrivant I’équation des discrimi-
nants, et en se rappelant que

— —I; = RR’ coso,
on aura donc d’abord
ko ko ke K
Fea I Fas K
Feso Fewn Teas Fu
fesi e T i

5

(63) — 24 BRI’ coso VV/ =

mais ici on n’a pas, comme dans les formules primitives,
If,'j: lz"ji.

Si I'on forme de méme le contrevariant (61) avec les deux fonctions
linéaires

T:E{}.[, T’:ZH:,
on obtient
(o] 1 I I I
v ke ke ke fru
(64) 288 VV/ = 1 ,i':n ]fgz ,fz:; lfu

I lf;n lfgg ,f33 I{:M

I If“ If“ ,f,(;, /f'u

Si les deux groupes de quatre spheres se réduisent & des groupes de
quatre points, k; devient le carré d;; de la distance, et I'on retrouve les
deux formules

o] X I I I
I du dm dls dM
(65) 9-88 VV’ = I dn dn d';g dza 9
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due 2 V. Staudt, et
dy ds: ds dy.
(G6) —ﬂzlﬂ{’coscp VV = du da dn dy 3
dy dy dy dy

dy do dis di

due a Siebeck (Journal de M. Borchardt, t. LXII). La premiere donne,
on le voit, le produit des volumes de deux tétraedres, en fonction des
carrés des distances mutuelles de leurs sommets; la seconde donne la
puissance commune des deux spheres circonscrites aux deux tétraddres.
Il est clair que ces équations comprennent, comme cas particuliers,
celles qui sont relatives & un seul tétraedre : il suffit de supposer que
les points correspondants des deux groupes viennent se confondre;

alors
di;=o, dij = d,‘i,

et I'on retrouve les propositions établies plus haut.

On peut se demander ce que représentent les formules précédentes
quand les points de I'un des groupes sont dans un méme plan. Dans ce
cas, V devient nul et R infini, en supposant, par exemple, que les points
du premier groupe soient dans un plan. La formule (65) ne présente
rien d’obscur; il faut y remplacer VV’ par zéro; mais il n’en est pas
de méme de la formule (66).

Les notions données plus haut, relatives au ¢riangle invariable, nous
permettent de faire disparaitre cette difficulté. Quand le tétraedre de-
vient un quadrilatere, 6 VR reste fini : ¢’est la surface du triangle inva-
riable. En appelant donc «, ' les surfaces des deux triangies invariables
pour les deux groupes, on a

— fPo.a’ cosp = — 24*VR V'R’ cos ¢;

cette transformation fait disparaitre toute difficulté.

Cette difficulté toutefois se présente aussi pour les formules géné-
rales données plus haut (63), et relatives 2 deux groupes de quatre
spheres. Pour achever la solution de cette question, nous ferons usage
d’une formule démontrée plus loin, et d’apres laquelle on a, pour quatre
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cercles (;, y;, R;) dans un plan, I'équation

o Jn ks Frig
ka o Fa Fea
- A2
If:u ]fag o] ku ( 4 )

lfu ]fu Ifsa o
ou
A= (1, zi;, 5, x}+yi—R}).

La formule (63) nous donnerait, en y supposant identiques les deux
groupes de spheres, ‘ '
(VR 2= A2

On voit donc que ’on devra substituer A 4 6 RV. Or A peut se définir
d’une maniere simple, car le déterminant écrit plus haut est évidem--
ment la surface du triangle formée par les centres de trois quelconques
des quatre cercles, multipliée par le double de la puissance commune
du quatrieme cercle et du cercle radical des trois premiers. Ainsi nous
avons la proposition suivante.

Quand les quatre sphéres de U'urn des groupes auront leur centre dans
un méme plan, la surface du triangle formé par les centres de trous
quelconques d’entre elles, multiplice par le double de la puissance com-
inune de la quatrieme et d'une sphére orthogonale aux trois autres,
donne un produit A toujours le méme, de quelque maniére qu’on ait chosi
les trois premiéres spheres parmi les quatre sphéres données. C’est ce pro-
duit A qu’on pourra substituer & 6 VR quand les formules deviendront
lusoires (*). "

X.

Les déterminants (63), (64), (65) donnent lieu & un grand nombre
de mineurs du premier ordre, dont il peut étre utile de connaitre la va-
leur. Aussi allons-nous employer la méthode déjh suivie au para-
graphe V pour obtenir les mineurs cherchés.

(*) Ce produit parait avoir ét6 considéré aussi par V. Staudt (Jourral de M. Borchardt,
t. LVIL, p. 88).
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Soient
mX+nY+pZ4gqT,
- XY p U+ g T
les deux fonctions linéaires, transformées par les substitutions (58),

(59) en
Oy~ Oy R+ ota g+ oy Ly

afl [J.’x + alz 6,(.’2 + afa !}.’3 + aI‘ {L" .
Le contrevariant (6r1), déja considéré, donnera lieu & ’équation

v ks ke kuo oo
Fey Fan kas K an
(67) 144VV'[2gq"— (mm' + nn'+ pp' )RR cos@| = | ks Fs2 kss ks o
o ko ki Fuo oo

! !
a’l a 2 &« 3 a’4 o

d’ailleurs, pour passer des variables m, m’ aux variables «;, «;, il faut
employer les substitutions inverses

a=m(zi—d)+n(y;—b)+ p(z:—c)+q,
d=m(zi—a)+n(y;—b)+plz—c)+¢;

ces formules peuvent étre résolues par rapport aux variables m, 77/,...;
elles donnent le résultat suivant :

Soient S; I'aire de la face (7) du premier tétraedre des centres; a;,
b; ¢; les angles que fait cette face avec les plans coordonnés; V; le vo-
lume du tétrakdre ayant pour base la face S; et pour sommet le centre
de la sphére radicale du second groupe. Soient S;, d;, b}, ¢;, V; les no-
tations analogues pour les points du second groupe. On aura

3Vm= Z «;S; cosa,,
3Vn=2aS; cosb;,

(68) 3Vp =Za;S;cosci,
'. Vq = Zo; Vi3
3V'm'=Zd;8; cosd;,
. 3V'n' =X« 8; cosb,
(69)

3V'p' = 2«8, cosc;,
Vg =Z2ZV;
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en effectuant ces substitutions dans la formule (67), son premier membre
devient

PN
— 5(288V,V, — 3aRR/cos¢ §:8, c0sE.S) ) wsef -

Ce développement donne tous les mineurs du déterminant (67). Par
exemple, :
ko Fa ks
(70) 288V, V,—32RR’cos o 88, cos@: Fa ke ke |,

ko ke Koy

et, si les spheres deviennent des points,

dy dnz dln

N
(70 blS) 288V4V’4— 32RR/ COS(P S,;S’A COSS‘, S',,: dn dzz dzs
d:u dsn dsa

Le second membre de cette formule ne contenant aucun des points 4,
cette formule s’applique en réalité 4 deux triangles dans I'espace. On
a I’énoncé suivant :

Etant donnés deux triangles dans 'espace (123), (123), et deux
spheres quelconques circonscrites respectivement i ces deux triangles,
ona

/ dn dl? (113
288VV'— 32RI cos988'¢0s8, 8= | doy di da |,
d;“ d:n d:m

ou S, 8’ désignent les aires des triangles, V, V' les volumes des tétraedres
ayant pour base chaque triangle, et pour sommet le centre de la sphere
circonscrite a I'autre.

Il y a, on le voit, une indétermination dans le choix des spheres dont
on peut profiter dans chaque cas particulier. Si les deux triangles, par
exemple, ont leurs sommets sur une méme sphere, le premier membre
de la formule devient

2(4RS) (4 'S ) cosU,

U désignant I'angle des deux cercles circonscrits, R, R’ leurs rayons.
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La considération du contrevariant double nous donne de méme la
formule

’ ¥ ’ r

o o0 o, a, o, o,
o o I I I 1
o, vk ke ko kg . ) ‘

=23 ISS,'S]- COSS,‘S}- oL,
[2 2% I ]fg[ If'n ]fz;; Ifu

oy 1 ke ks lfsa If'si

k.
oy I If“ lfﬂ 11'43 ]fu

d’ol1 ’'on déduit I’équation connue

o I 1 1

N Feoo ko B
(71) — 168§ cosST = R
' I ]fn lfn ]fm

v Fy e ke

-

qui donne le produit des aires de deux triangles par le cosinus de I’angle
de leurs plans.

1.’équation tangentielle
, N
(72) 38,8, cos 88wl =.0

exprimerait d’ailleurs que les plans «;, «; sont rectangulaires.
Il est bon de faire remarquer que la méthode suivie ne donne pas di-
rectement les mineurs du déterminant (65), tel que le suivant

I I I I
di da di du |
dy oy duy di |
dy dyn di d

mais il suffira d’adjoindre an systeme contenant trois points le centre
de la sphere R’ circonscrite au tétraédre formé par les points du second
groupe, et ’on aura alors, d’aprés la formule (66),

R’z R R’ R”

du do du b | (24 vy, 22,

dﬂ d22 dzs dz‘ 2

dBI dHZ d33 d:“

Annules de U’ Ecole Normale. 2¢ Série. Tome I. - 46
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V, désignant le volume du tétrabdre ayant pour base la face 123 du pre-
mier groupe, et pour sommet le centre de la sphere circonscrite aux
quatre points du second groupe. Supprimant R, on aura l'expression
cherchée.

XI.

Avant de continuer la démonstration des formules relatives aux
groupes de spheres, nous allons donner quelques applications, et d’a-
bord traiter une question relative 2 deux tétraédres et analogue & une
uestion déjd examinée.

Etant donnés, dans Iespace, deux groupes distincts de points, dans
quel cas peut-on exprimer le carré de la distance d’un point i du premier

groupe a un point j du second par les formules
(73) dij=vi+V;, iZj?

Le probleme peut s’énoncer en d’autrestermes. L’équation précédente
exprime que, si l’on déerit des spheres du point £ comme centre avec yy;
pour rayon, ct du point j avee /¢, ces deux spheres sont orthogonales.
Nous avons donc a examiner la question suivante :

Peut-on trouver deux groupes de spheres S;, S; se correspondant une
@ une, et telles que chaque sphére S; de Uun des groupes sout orthogonale
a toutes celles S; de U autre groupe, pourvu que t ne soit pas égal a j, et
quel est le nombre maximum de sphéres contenues dans chaque groupe ?

La remarque suivante nous donne la solution du probleme. D’apres
une proposition déja employée, 1'équation (73) exprime que toute
droite (¢') de la premiere figure est perpendiculaire aux droites (k%)
de la seconde, £ et £ étant différents i la fois de ¢ et de #'. Il faudra
done, par exemple, que la droite 12 de la premitre figure soit perpen-
diculaire & toutes les droites qui joignent, dans la seconde, tous les
points autres que 1, 2. Ainsitous les points de chaque figure, moins
deux quelconques, doivent é¢tre dans un méme plan. Leur nombre total,
dans chaque figure, ne peut donc dépasser cing, mais il peut égaler
ce nombre, et voici comment on construira ces deux groupes de cing
points :

Etant donné un tétracdre quelconque ABCD, d’un point ¥ on abaissera
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des perpendiculaires sur les faces, et I’on prendra des points A'B'C'D’ sur
ces perpendiculaires (A’ sur la perpendiculaire & la face BCD, etc.) : on aura
ainsi formé un nouveau tétraédre A'B'C'D’. Cela posé, les perpendicu-
laires abaissées des sommets du premier tétraédre sur les faces du second se
coupent en urn méme point B, et les deux groupes de points cherchés sont

ABCDE, A'B'C'D'E’.

On voit qu’on ne peut pas trouver deux groupes de plus de cing
spheres, telles que chaque spheére d’un groupe soit orthogonale 2 toutes
celles de I'autre quine lui correspondent pas. On aura d’ailleurs, entre
les quantités v;, ¢;, I'identité

I
———— T
- (l,',' — Y — V,i ?

analogue 4 la formule (15), déja trouvée.

XII.

Enfin nous allons terminer ce qui se rapporte 4 notre sujet en exami-
nant, au point de vue précédent, les relations entre deux groupes de
n sphéres, n étant supérieur a 4. '

Reprenons la forme

l{i' '
(74) 2— -5 Pt

ou
by =(2:— 2, + (y: — 3} + (5 — 5, ) — RZ— R}*;

cette forme est évidemment la transformée de la suivante

%) xx+ vy 2z~ LT,
par les substitutions
[ X =2 pxi,
Y =2 wyi,
(76) : Z =2z,
T =2Zuw,

U =2 p(x} +yi+2;—R);
46.
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X'=Zp;a,

Y'=Zpy,

(77) 2 =Zp; %,
| =2y,

VU= 2@ +y + 57— RP);
et, par suite, en adjoignant & la forme (75) les fonctions linéaires
T, T,

qui annulent le premier contrevariant, on trouve I’équation

o 1 I I 4 1
1 ky ke ks Feis e
I kn ]{n If'g:; If‘n Ifz!»
vk ke s Tae b

v ki ko ke ka ke
1 ,f;,‘ k;,g ]f{,; ,fM ]f:,;,

entre les puissances communes de cing spheres quelconques. Cest I’¢é-
quation de M. Cayley, et I'introduction des spheres a la place des points
ne constitue pas une généralisation bien essentielle de la formule (*).

En écrivant la relation entre les deux discriminants, on a, au con-
traire, la relation nouvelle

Iew ko dg kg ey
Fea kn Ky ka Fen
( 79) sy sz s IrM ky | =8 AN,
ko ko ko ki K
Froo Fw dn Ky ke

ol A, A" sont les déterminants des deux substitutions (76), (77)

(8 ) A:(I, iy Yis 3Ziy xl?+yi’ -+ Z‘-! —-H:),
0
A= (1, &, y', 3, ZP 4yt 4 22— R,

(') Pour étre exact, il faut ajouter que M. Cayley n’a développé que la relation entre les
distances mutuelles de cinq points. Voir Baltzer, § XVI, 3¢ édit,
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Ces déterminants ne sont nuls que si les cinq spheres du groupe cor-
respondant sont orthogonales & une méme sphére. On a donc la pro-
position suivante :

La condition nécessaire et suffisante pour que les cing sphéres de l'un
des groupes soient orthogonales & une méme sphere, c’est que le détermi-
nant (79) soit nul.

Quand les sphéres se réduisent a des points, on a la condition néces-
saire et suffisante pour que les cinq points de I'un des groupes soient
sur une méme sphere.

Chacun des déterminants A, A’ peut d’ailleurs étre interprété géomé-
triquement. A, par exemple, est le volume du tétraedre formé par les
centres de quatre des spheres, multiplié par six fois la puissance com-
mune de la cinquieme sphere et de la sphere orthogonale aux quatre
autres. Si les cinq spheres du groupe se réduisent & des points, A est
le sextuple du volume du tétratdre formé par quatre quelconques de
ces points, multiplié par la puissance du cinquitme par rapport a la
sphere circonscrite au tétraédre formé par les quatre premiers. Nous
avons fait usage de cette remarque (IX).

XIII.

Si, au lieu de cing variables, nous en avions introduit un nombre plus
grand » dans nos formules, nous aurions obtenu les résultats suivants :
Le discriminant de la forme

2+ dypa

devient un déterminant d’ordre » qui est nul en méme temps que tous
ses mineurs de 'ordre n — 6.
Le contrevariant, analogue a I’expression (78), sera nul, en méme
temps que tous ses mineurs de I'ordre n — 5. ‘
Il n’y a donc & signaler qu’une formule distincte des précédentes;

mais elle est utile : ¢’est I'équation homogene

| dy [=o,

ou ivj=‘)2’37415:6
( l Ii','j [:o,

(8o bis)
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entre les distances mutuelles de deux groupes de six points dans I'es—
pace, ou les puissances communes de deux groupes de six spheres.

Etant données deux spheres dans I'espace, nous avons surtout con-
sidéré dans ce qui précede leur invariant le plus simple, désigné sous
le nom de puissance commune.

Quant aux questions relatives aux fangentes communes, on les trai-
tera de la maniére suivante :

Soient deux spheres de centres (x, y, z), (', ¥', z'), et de rayons R,
R’. Une de leurs tangenies communes a pour carré

(=& +(r =) +(s— 5P — (R—R}.

Si nous remplagons R, R’ par £y —1, #/— 1, cette expression prend
la forme
(x—2' P4+ (yr—y' P+(z—3)4+(t—1).

Cest la formule qui exprimerait la distance de deux points dans un
espace plan 2 quatre dimensions. Cette remarque bien connue et I’ana-
logie nous guideront toutes les fois que nous aurons & étendre aux
spheres les solutions ou constructions relatives aux cercles.

Par exemple, on a, entre les trente-six tangentes communes 2 six
sphéres d’un premier groupe et & six spheres d’un second groupe, une
relation analogue & celle qui a été indiquée plus haut :

o 1 1 1 1 [ 1
| S TP FPRR PP TP PO AT
v Ly bty Ly by Uy
1 by By Ly Lyl by | == 0.
U o0 lia lag Uiy by Lig
Ul Ly by Ly e
| R PR PO PP PP SR

Si les deux groupes se confondent, il suffit d’y faire
ti== o0, lj=1ly.

Rappelons d’ailleurs que les tangentes communes qu’on doit choisir
sont parfaitement définies quand on a fixé le signe qu’on donne au
rayon de chaque sphére
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De méme P'équation
(81) | 25 | =o, i=1,2,3,4,5,6,1,

analogue a I'équation (8o bis) indiquée plus haut, est une relation
homogene entre les tangentes communes de deux groupes de sept
spheres quelconques.

Nous indiquerons du reste, dans la troisitme Partie, les équations
relatives aux spheres dont nous aurons  faire usage.

Enfin, de méme que les théorémes précédents s’étendent 3 des ques-
tions comportant un nombre supérieur de dimensions, ils s’appliquent
aussi aux problemes ol I’on considére simplement des points situés
dans le plan.

TROISIEME PARTIE.

XIV.

La relation entre les distances mutuelles de cing points sur la sphere
recoit une application trés-simple et er quelque maniére une représen-
tation géométrique dans la solution du probleme suivant :

Trouver I’équation de chacune des sphéres inscrites ou exinscrites & un
tétraédre.

Ces spheres sont, on le sait, au nombre de huit. Dans un autre tra-
vail, nous pourrons développer les relations qu’elles présentent; pour
le moment, nous nous bornerons a donner leurs équations.

Soient 1, 2, 3, 4 les quatre points de contact de la sphere inscrite
avec chacune des faces du tétraedre. Appelons, comme précédemment,
d;; le carré de la distance de deux points 7 et j, et soit «; le diedre du
tétragdre formé par les faces d’indices z et j. Si I'on désigne par r le
rayon de la sphere inscrite, on aura évidemment

s
diy= 4 r*cos? ?t'
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Prenons sur la spheére inscrite un nouveau point auquel nous don-
nerons I'indice 5, et désignons par p, la distance de ce point a la face
d’indice #; on a, d’aprés une propriété bien connue de la sphere,

dsi = 2rp..

Eerivons, en nous servant des formules précédentes, la relation
homogene entre cinq points d'une sphere, nous aurons

o P P Ps Ps
24 3 24
2 o cos? = €Os' — . €O8? —
2 2 2
(22 [24 a
p: cost — o cos* = cos? —
(82) 2 2 2 |=o
4 , & [24
ps COs* = cos? — o cos? —
2 2
[24 [24 (24
pPs  CcOS? —25 cos? —  COSs? f 0

Vest ’équation de la sphere inscrite. Pour avoir les équations des autres
spheres exinscrites, on changera de toutes les manieres possibles les
signes d’un nombre quelconque des quantités p,, ps, ps, psr et lon

aij N .
remplacera cos—* par sin— toutes les fois que p; et p; ne conserveront

pas le méme signe dans la nouvelle équation.

On a ainsi les équations des huit sphéres tangentes aux quatre faces
d’un tétraédre.

On peut d’ailleurs généraliser cette méthode et trouver par couples
les équations des spheres tangentes & quatre autres. En effet, ’analogie
indique suffisamment, et ’on peut démontrer de plusieurs manieres, la
proposition suivante :

Pour que cing sphéres soient tangentes ¢ une méme sphere, il dout
y avotr entre les longueurs des tangentes communes la relation

O b Ly ly Uy

Ly O fyy Lz I
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‘ Dans cette relation on peut remplacer les tangentes communes par les
stnus des moties des angles faits par les sphéres correspondantes.
Supposons d’ailleurs que la sphere (5) se réduise 2 un point,
I'équation

(84) S: .y 0ty ly =0,

S: tu &y Ls o

ou S; désigne le carré de la tangente, menée d’un point & la sphere (¢),
représente deux sphtres tangentes aux quatre spheéres 1, 2, 3, 4.
D’ailleurs ces spheres sont réciproques I'une de 1’autre par rapport &
la sphere radicale des quatre spheres données.

Plus généralement, toute équation

'f(S" Sﬂ’ S:s; SA):()’

homogtne par rapport aux quantités S;, représente une surface anal-
lagmatique par rapport & la sphere radicale des quatre spheres S;.

En changeant, dans la formule (84), les signes des rayons, on aura
huit combinaisons donnant les huit groupes de spheres tangentes aux
quatre spheres données. Nous rappelons que, lorsque les rayons de deux
spheres sont pris avec le méme signe, on doit prendre la tangente com-
mune extéricure; ¢’est au contraire la tangente intérieure que I'on doit
introduire dans les formules quand les rayons ont des signes différents.
Lesrelationsentre les spheres sont multiples; nous en réservonsl’examen
pour un autre travail.

XV.

Les formules données dans la seconde Partiec donnent une solution
simple, analytique du probleme suivant :

Construire un cercle coupant sous des angles donnés trous cercles
donnés. _ ‘

Ce probleme a été proposé par Steiner, dans le tome II du Journal
de Crelle, et cet éminent géometre a annoncé qu’il en possédait la so-
lution; mais il n’a publié, & ma connaissance du moins, que les solu-

Annales de U Ecole Normale. 2¢ Série. Tome 1. 47
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tions de quelques cas particuliers. Nous allons voir que la méthode
employée pour la construction du cercle tangent & trois autres s’ap-
plique au probleme actuel. A cet effet, nous allons indiquer quelques
propositions se rapportant au mode de représentation des cercles déja
indiqué.

Etant donné un cercle C situé dans un plan P, nous avons vu que ce
vercle peut étre représenté par un groupe de deux points situés sur la
perpendiculaire élevée au plan P au centre du cercle, et 2 une distance
de ce plan égale au rayon multiplié par y— 1.

L’un de ces points, par exemple, correspondra & une valeur posmve
du rayon, l'autre & la valeur du rayon prise avec un signe opposé.
Nous appellerons ces deux points les foyers du cercle (*). Ainsi le
point M sera le foyer du cercle situé¢ dans le plan P, & l'intersection de.
ce plan et de la sphere de rayon nul, ayant son centre en M. Un cercle
assujetti & se trouver dans un plan est déterminé évidemment par un
seul de ses foyers. Si I'on avait & étudier un cercle dans I'espace, il
faudrait donner les deux spheres de rayon nul sur lesquelles il se
trouve, et qui le déterminent. Nous ne considérerons que les cercles
situés dans un plan P, et par conséquent un seul foyer suffira & leur
détermination.

Cela posé, puisque les cercles sont représentés par un point de es-
pace, la théorie des cercles dans le plan reviendra a celle des points
dans 'espace. La distance de deux points sera, nous 'avons vu, la tan-
gente commune des deux cercles qu’ils représentent prise d’une ma-
nitre déterminée, ete.

De méme que, dans 'espace, on considere des lignes droites, des
plans, des cercles, des spheres, etc., on aura & examiner dans le plan
ce qu'on peut appeler des suites rectilignes, circulaires, planes, sphe-

(") Dans l'article déjd cité des Arnali, M. Cayley propose l'expression de contre-foyer.
Celle de foyer se justifierait peut-¢tre par la remarque suivante :

Etant donnés dans Uespace un cercle et ses deux foyers (sphéres de rayon nul qui le
contiennent), le cercle se projette sur un plan quelconque swivant une conique dont les foyers
sont la projection des foyers du cercele.

Plus généralement, tout cdne contenant le cercle a pour focales les droites qui joignent son

somunet aux deux foyers du cercle ; toute surfuce quadrique contenant le cercle a ses focales
passant par les foyers du cercle.
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rigues de cercles. La suite rectiligne, par exemple, se composera de
cercles ayant leurs foyers en ligne droite; la suite plane, des cercles
ayant leurs foyers dans un plan, ete. Nous allons voir que ces suites se
rencontrent dans toutes les questions les plus simples relatives aux
cercles, et leur considération nous conduira & des solutions, fondées
sur des principes uniformes, des problemes les plus importants relatifs
aux systemes de cercles.

La swite rectiligne de cercles est formée, nous I’avons vu, des cercles
ayant leurs foyers en ligne droite. Ces cercles ont leurs centres K, K’
en ligne droite ( fig. 2) et leurs rayons proportionnels & la distance du

Fig. 2.

centre & un point fixe O pris sur la ligne des centres. Deux quel-
conques des cercles de la suite auront donc le point O pour centre de
similitude. Il y a deux cercles d’une suite rectiligne passant par un
point du plan ou tangents & une droite. Il y a deux especes de suites
reclilignes : celles pour lesquelles le centre de similitude est intérieur
a tous les cercles, et celles pour lesquelles le centre de similitude est
extéricur. Dans cette seconde espece de suiles rectilignes, tous les
cercles sont tangents & deux droites réelles dans le méme angle ou
dans des angles opposés.

Deux cercles tracés dans le plan donnent lieu & deux suites recti-
lignes.

Les suites planes sont formées de tous les cercles dont un des foyers
se trouve dans un plan Q (fg. 3). Deux quelconques des cercles de la
suite ont un centre de similitude O sur une droite A fixe, intersection
du plan Q et du plan P qui contient tous les cercles. Cette droite fixe A,
qu’on peut appeler axe de similitude de la suite plane, est axe de simi-
litude de trois cercles quelconques de la suite. Les rayons des cercles
sont proportionnels aux distances de leurs centres & cet axe A. Ils
coupent cet axe sous un angle constant réel ou imaginaire.

47.
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Trois cercles donnent lieu & quatre suites planes dont les axes sont
les quatre axes de similitude des quatre cercles donnés.

Fig. 3.

Les suites sphériques de cercles sont formées de tous les cercles ayant
un de leurs foyers sur une sphere. Ces suites sphériques peuvent étre
définies par plusieurs propriétés dont 'examen rapide est nécessaire et
donnera des résultats intéressants.

Soit C le centre d’une sphere; ce centre représente un cercle (C), et
il est clair que tous les points M de la sphere seront les foyers de cer-
cles (M) variables dans le plan, et tels que la tangente commune & ces
cercles (M) et au cercle fixe (C) conserve une longueur invariable.

Un cas particulier tres-important est le suivant : Imaginons une
sphtre ayant son centre G (fig. 4) dans le plan P, et coupant ce plan

suivant un cercle R réel ou imaginaire. Tout point M de cette sphere
sera le foyer d’un cercle tel, que la tangente menée de C i ce cercle soit
égale au rayon du cercle R. Donc
Tous les cercles coupant a angle drott un cercle R tracé dans leur plan P
ont leurs foyers sur une sphére admettant le cercle R pour grand cercle.
Voila donc un premier et remarquable exemple de suite sphérigue.
On peut le généraliser, et démontrer que :
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Tous les cercles coupant sous un angle donné un cercle R tracé dans leur
plan P ont leur foyer sur une sphére contenant le cercle R.

En effet, soit tracé dans le plan P le cercle R fixe, de centre A, et
considérons un cercle quelconque de centre O coupant le cercle fixe
sous I'angle donné

<N,
HMT = «.

Ladroite MH, qui est la tangente en M au cercle O (fig. 5), coupe évi-
demment le cercle R sous I’angle «, et par conséquent elle enveloppera

Fig. 5.

dans toutes ses positions un cercle R’ concentrique au cercle R, et
déterminé par cette propriété que ses tangentes coupent le cercle R
sous I'angle donné a. On peut donc remplacer pour le cercle O variable la
condition de couper le cercle R sous l’angle o par celle d’avoir avec le
cercle R’ une tangente commune MH de longueur connue.

D’apres cela, soit C le foyer du cercle R’, un foyer du cercle O devra
se trouver a une distance constante du point C, et, par conséquent, les
cercles O, coupant un cercle R sous un angle donné, auront leurs foyers
sur une sphere qui contiendra évidemment le cercle C, et dont le centre
sera le foyer du cercle R'. Cette sphere est donc complétement déter-
minée.

Nous pourrions évidemment ajouler beaucoup de propriétés et
transporter aux suites sphériques toutes les propriétés de la sphere.
Par exemple, tous les cercles ayant avec deux cercles fixes des tan-
gentes communes dont le rapport est donné forment une suite, plane si
e rapport est I'unité, sphérique si le rapport est quelconque, etc.
Nous nous contentons d’énoncer les propriétés dont nous ferons usage.

Remarquons seulement, et pour préciser les résultats précédents,
que toute suite sphérique est formée de cercles coupant sous un angle
constant un cercle fixe R (intersection de la sphere des foyers et du
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plan P) et ayant avec un autre cercle fixe R’ concentrique 4 R une tan-
gente de longueur donnée.

Les suites circulaires sont formées des cercles ayant un de leurs foyers
sur un cercle U de I'espace. Ces suites, extrémement importantes, don-
nent lieu & des propriétés nombreuses.

Par le cercle U on peut faire passer une suite de spheres S, 8, 8,....
Ces spheres coupent le plan P suivant une suite de cercles C, €/, (7,...
ayant deux points communs. Tous ces cercles sont évidemment coupés
par les cercles de la suite U sous un angle fixe pour chacun d’eux.
Ainsi tous les cercles de la suite U couperont C sous 'angle «, C’ sous
I'angle o/, ....

Comme, parmi les spheres S, §', 8” contenant le cercle U il y en a
deux qui se réduisent & des points, ces points F, I seront & des dis~
tances nulles de tous les points du cercle U, et par conséquent ils re-
présenteront deux cercles tangents a tous ceux de la suite U. Enfin une
des spheres S, 8, §”,... a son centre dans le plan P, et clle coupe ce
plan suivant un cercle R que rencontrent & angle droit tous ceux de la
suite U. On a done la proposition suivante :

Tous les cercles appartenant & une suite circulaire U coupent sous des
angles constants des cercles C, (7, C’,... ayant méme axe radical. Parmi
tous les cercles C, G, C',..., il y en a deux, réels ou imaginaires, qui sont
tangents a tous les cercles de la série U, un qui leur est orthogonal.

Avant de donner de nouvelles propriétés de la suite circulaire, fai-
sons l'application des résultats précédents & la recherche des cercles
coupant deux cercles donnés C, (7 sous des angles donnés.

Adjoignons aux cercles C et (! les cercles concentriques D, D" enve-
loppes des droites coupant C et C' respectivement sous les angles don-
nés pour chaque cercle.

Les cercles coupant le cercle C sous I'angle donné auront leurs foyers
sur deux spheres passant par C et ayant pour centre un des deux
foyers d, d, du cercle D. De méme, les cercles coupant C' sous I'angle
indiqué auront leurs foyers sur deux sphéres contenant ¢’ et ayant pour
centres un des foyers d’, d; du cercle D'. Les deux spheres passant
par C couperont les deux spheres contenant (' suivant quatre cercles,
deux & deux symétriques par rapport au plan P, et qui détermineront
par conséquent deux séries circulaires de cercles.
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Soit U 'une de ces séries; les cercles de cette série couperont sous
un angle constant tout cercle passant par l'intersection de G et de C';
mais il importe de donner une construction géométrique simple four-
nissant cet angle. Les remarques suivantes conduisent au résultat.

Le centre de toute sphere passant par le cercle U est le foyer d’'un
cercle avec lequel tous les cercles de la suite ont une tangente com-
mune de longueur donnée. 1l y a donc toute une série de cercles (série
rectiligne), telle que tous les cercles de la suite U ont avee chacun d’eux
une tangente commune de longueur donnée. Ces cercles, étant repré-
sentés par des points en ligne droite, centres de toutes les spheres con-
tenant le cercle U, forment ce que nousavons appelé une suite rectiligne.
Nous obtenons done le résultat élégant qui suit :

Etant donnés deux cercles C, C' (fig. 6) qui doivent étre coupés par
des cercles variables sous les angles «, o', on construira les cercles D en-
veloppe des drottes coupant C sous I’angle « et IV, enveloppe des droites
coupant C' sous angle o'. Cela posé, '

Fig. 6.
cl

e
\__/ / N

Tous les cercles variables couperont sous un angle constant «" tout
cercle C" passant par U'intersection des cercles C et C, et les droites coupant
le cercle C" sous U'angle correspondant o enyelopperont un cercle D" con-
(-mmque a C’, et ayant avec D, D' un méme centre de similitude.

On a donc deux séries de cercles suivant qu'on prend Uun ou [I'autre
des deux centres de ssmilitude de D et de D’. ‘

Celui des cercles C”, C” qui a pour centre le point O est coupé &
angle droit. Les deux cercles tangents s’obtiendront en menant par
I'intersection de C et de C’ les cercles admettant avec D et D’ le méme
centre de similitude. Ce probleme, quand les cercles tangents cherchés
sont réels, ne présente aucune difficulté. Il se rameéne, en effet, 3 la.
construction d’un cercle passant par deux points et tangent & deux
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droites, construction qu’on sait effectuer, alors méme que les deux
points ou les deux droites sont imaginaires conjugués.

Ainsi 'on saura déterminer par les constructions précédentes 'angle
sous lequel est coupé chaque cercle C”,... parles cercles variables, ceux
de ces cercles C” qui sont coupés a angle droit, ou tangents a tous ces
cercles variables.

Revenons aux suites circulaires. Ces suites circulaires pourront étre
définies avec avantage de la maniere suivante : Le plan du cercle U
détermine une suite plane comprenant tous les cercles de la série U;
en second lieu, on peut faire passer par le cercle U une sphere ayant
son centre dansle plan P. Cette sphere contient les foyers de tous les
cercles coupant & angle droit un cercle donné, intersection de la
sphere par le plan P. Donc :

Toute suite circulaire peut éire définie comme formée de deux cercles
d’une suite plane qui coupent a angle droit un cercle donné R. Nous
emploierons utilement ce mode de détermination.

Il y aurait aussi & étudier avee avantage les suites de cercles dont les
foyers déerivent des sections coniques, des courbes gauches du qua-
trieme ordre, etc. Cela nous ¢loignerait de Pobjet du présent travail.

XVI.

Les principes précédents nous permettent de donner une solution et
la construction géométrique du probleme de Steiner.

Construire un cercle coupant sous trois angles donnés «, o/, o trois
cercles donnés C, ¢/, (.

Nous savons d’abord que, si 'on construit les trois cercles D, D', D",
D enveloppe des droites coupant le cercle C sous I'angle a; D', D” dé-
finis de la méme manitre au moyen de C/, C”, le probleme de Steiner
sera équivalent au suivant :

Construire un cercle ayant avec les trois cercles D, D', D" des tangentes
communes de longueur donnée (et égales pour chaque cercle D & la moitié
de la corde que la tangente a ce cercle intercepte dans le cercle C qui lui est
concentrigue).

D’apres cela, on peut imaginer la construction suivante du probleme :

Soient d, d', d” trois foyers des cercles D, D', D”; de ces trois points
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comme centres on décrira trois sphires contenant respectivement les
cercles C, €, C’. Ces trois spheres se couperont en deux points qui
seront les foyers de deux des cercles cherchés. En choisissant de toutes
les manitres possibles les foyers des cercles D, D', D, on aura huit
solutions déterminées par couples.

Mais la construction précédente ne peut étre qu’imaginée; on ne
pourrait méme pas Ueffectuer par la Géométrie descriptive, puisqu’elle
repose sur emploi des imaginaires. Elle n’offre done qu'un avantage,
celui de guider et d’apprendre que le probleme est possible avec la regle
et le compas. Il reste maintenant & indiquer des constructions s’effec-
tuant dans le plan, et ne devenant impossibles que si les cercles cherchés
deviennent imaginaires. Voici comment on peut obtenir ce résultat :

Nous admettrons, pour ne pas interrompre le raisonnement, qu’on
sache construire, quand ils existent, les deux cercles qui coupent &
angle droit un cercle donné (dont le centre est réel, mais dont le
rayon peut étre soit réel, soit la racine carrée d'un nombre négatif), et
qui ont avec un autre cercle un centre de similitude donné.

Cela posé, on procédera de la maniere suivante :

Le plan dd’'d” coupe le plan P des trois cercles suivant une droite A
qu’on construira. C’est I'axe de similitude des trois cercles D, D’, D”.

Soit R le cercle radical de centre O des trois cercles donnés C, ¢/, C”.
La droite A coupe le cercle radical R en deux points appartenant aux
deux cercles inconnus.

Par suite, le probleme pourrait, des & présent, étre ramené au suivant :

Construire un cercle passant par deux points donnés, réels ou imagi-
naires conjugués, et coupant sous un angle donné un cercle donné, soit C
sous I'angle «, soit C' sous ’angle o, soit C" sous I'angle «".

Mais on peut achever la solution de la maniére suivante :

Tous les cercles tangents aux deux cercles inconnus font partie
d’une suite circulaire. Reportons-nous a la construction imaginaire don-
née au début. Les foyers des deux cercles cherchés, étant a I'intersec-
tion de trois spheres de centres d, d’, d”, seront placés symétrique-
ment par rapport au plan des centres. Soient F, F' ces deux foyers. La
droite FF’, étant I'axe radical des trois spheres, viendra couper le plan P
des cercles C, D au point O, centre radical des cercles G, et toutes les
spheres de rayon nul passant par F, F’ seront & l'intersection du plan

Annales de U'licole Normale. 2¢ Série. Tome I. 48
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dd'd" et de la sphere décrite du point O comme centre, et contenant le
cercle radical R déja défini. Ainsi les foyers de tous les cercles tangents
aux deux cercles inconnus sont & la fois sur la sphére contenant le
cercle R comme grand cercle, et dans le plan des foyers 4, d’, d” des
trois cercles D, D’, D”. D’apres cela, nous pouvons énoncer la curieuse
proposition suivante :

St d’un point quelconque M ( fig. 7) du plan comme centre, on décriz
un cercle H orthogonal a R et un cercle K ayant avec D, par exemple, son

Fig. 7.

\ K .
. p

e

centre de similitude 1. sur U'axe A, les deux cercles inconnus et cherchés
couperont le cercle H sous le méme angle que les iangentes du cercle K (*).

C’est la généralisation de la proposition donnée pour les cercles
coupant deux cercles donnés sous des angles donnés. On voit qu’une
construction des plus simples donnera 'angle sous lequel est coupé
par les deux cercles inconnus tout cercle orthogonal au cercle R.

Il est clair qu’il est possible de déduire de cette construction géné-
rale une infinité de manieres de résoudre la question proposée. Par
exemple, si I’on examine la suite des cercles orthogonaux & R, ayant
leurs centres sur une droite donnée, ces cercles passeront par deux
points fixes, et il y en aura deux qui seront tangents aux deux cerecles

(*) On voit pourquoi les deux points d’intersection du cercle R et de la droite A appar-
tiennent aux cercles cherchés. Ce sont des cercles de rayon nul tangents & ces deux cercles.
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inconnus. On les déterminera par la méthode de 'article précédent;
mais, pour étre assuré que ces cercles tangents aux cercles inconnus
sont réels quand les cercles inconnus le sont, il faudra choisir des lignes
particuliéres, telle que la droite OO’ perpendiculaire abaissée de O sur A.

Voici, par exemple, comment on pourra procéder :

Il peut arriver deux cas : ou bien les cercles D, D’, D” couperont
leur axe A (et tous les trois sous le méme angle), ou bien aucun d’eux
ne le coupera.

Dans le premier cas, supposons, par exemple, que le cercle D coupe
I'axe Aen E, E' (fig. 8). On menera par le centre radical O deux droites
paralleles aux tangentes en E, E'; les deuwx cercles cherchés seront tangents
a ces deux droites ('), et comme ils doivent passer par Iintersection du
cercle R et de 'axe A, le probleme sera ramené & une construction con-
nue et toujours possible quand le probleme aura des solutions réelles.

Fig. 8. Fig. 9.

-~
N,
o' )

Dans le deuxieme cas, ol les cercles D ne coupent pas leur axe de
similitude A (ffg. 9), on fera glisser un de ces cercles D parallelement
2 A, jusqu’d ce que son centre vienne sur la droite O0’; on lui menera
deux tangentes réelles du point O’, et l’on construira les deux cercles
tangents a& ces deuzx droites et coupant le cercle R a angle droit. Ces deux
cercles coupent la droite OO sur laquelle ils ont leurs centres en quatre
points qui sont les extrémités des diametres des deux cercles cherchés.

(") En effet, les cercles tangents aux deux cercles inconnus sont orthogonaux au cercle R
et coupent Paxe A sous le méme angle que les cercles D, D, D”. Les deux droites considérées
satisfont & ceite double condition.

48.
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Ces deux cercles sont donc plus que déterminés, puisqu’on en connait
déja les deux points a I'intersection de A et de R.

Il est bon de faire remarquer qu’aucune de ces constructions ne
suppose le cercle radical réel.

Enfin, comme les méthodes précédentes peuvent conduire  un grand
nombre de constructions, on pourra en préférer une qui conduira a un
cercle K tangent aux deux cercles inconnus. Alors, pour avoir les
points de contact, il suffit de prendre le péle de ’axe A par rapport au
cercle K, et de joindre ce pole au centre radical O : la droite de jonction
coupera le cercle K & ses deux points de contact avec les deux cercles
inconnus.

On pourrait appliquer cette construction si I'un des trois cercles
donnés D devait étre tangent aux cercles cherchés, ou si I'on trouvait
préférable de chercher, dans une des séries de cercles orthogonauxa R
et ayant leurs centres en ligne droite, les deux qui doivent étre tan-
gents aux deux cercles inconnus. Ce mode de construction pourrait étre
avantageux si le cercle radical R coupait I’axe A en deux points réels.
Alors, dans la suite des cercles ayant leur centre sur une ligne droite
contenant 'un de ces points @ et orthogonaux a R, un seul serait tan-
gent aux cercles inconnus (P'autre étant représenté par le point a) et
serait par conséquent réel. Il y aurait lieu alors d’appliquer pour les
points de contact la construction que nous avons indiquée; mais les
solutions indiquées tout d’abord nous paraissent satisfaisantes au point
de vue de la théorie, en ce sens qu’elles sont simples et demeurent ap-
plicables tant que le probleme est possible.

La méthode précédente s’étend aux spheres. On a en effet les propo-
sitions suivantes, dont nous laissons la démonstration & chercher au
lecteur.

Toutes les spheres coupant deux sphéres S, §' sous des angles con-
stants «, o coupent également sous un angle constant «’ chacune des
sphéres S” passant par Uintersection de S et de S'.

Qu’on associe a S, S, S” des sphéres concenirigues T,T’, T” déterminées
par la condition que leurs plans tangents coupentS, S', S” respectivement
sous les angles a, o, o, les sphéresT, T, 1" auront méme centre de simi-
litude.

Toutes les sphéres coupant trois sphéres S, S', S sous des angles con-
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stants a, o', " coupent aussi sous un angle constant " toute sphere S” pas-
sant par les deux points d’intersection des trois premiéres. Qu’on associe,
par la méme régle que précédemment, aux spheres S des sphéres T con-
centriques, ces spheres T auront un méme axe de similitude ; leurs centres
de similitude seront sur cet axe.

Les deux sphéres d' un méme couple coupant quatre sphéres S, S', S, 8"
sous des angles donnés «, &', &", " coupent sous I'angle «; toute spheére S,
ayant méme centre radical que les quatre premiéres ; et si 'on assocte,

. comme précédemment, des spheéres concentriques T aux spheres S, les
spheres T prises deux a deux ont leur centre de similitude dans un plan
Jixe A.

Les deux sphéres du couple passent parle cercle commun au plan A et a
la sphére radicale des quatre sphéres données. Leurs centres sont donc sur
la perpendiculaire abaissée du centre radical sur A. On est donc ramené,
en coupant par un plan contenant cette perpendiculaire, a des problémes
de Géomeétrie plane déja résolus.

XVII.

Proposons-nous d’appliquer les méthodes précédentes au probleme
suivant, qui a été aussi proposé par Steiner, et qui est beaucoup plus
facile que le précédent :

Construire un cercle coupant sous des angles égauax quatre cercles donnés.

Cherchons d’abord la suite des cercles coupant sous des angles égaux
trois cercles donnés D, D', D”. Soient d, d’, d” trois foyers de ces cer-
cles. Si par les trois points d, d’, d” on fait passer une spheére quel-
conque, cette sphere coupera le plan des trois cercles suivant un
cercle C. Les trois cercles D, D', D”, ayant leurs foyers sur une sphere
contenant le cercle C, couperont celui-ci sous un méme angle. Il suit
de 1a que 'on aura une des séries de cercles coupant sous des angles
égaux les trois cercles donnés en faisant passer par les foyers d, d', d”
une suite de spheres coupant le plan P suivant des cercles ayant méme
axe radical. On conclut de la facilement la proposition suivante :

Tous les cercles coupant sous des angles égaux trois cercles donnés se
divisent en quatre séries, et les cercles de chagque série ont pour axe radical
un des quatre awes de similitude. Au nombre des cercles de chaque série
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gurent le cercle radical et deux des cercles tangents aux trois cercles
donnes.

Ce théoreme résont évidemment la question proposée plus haut.

Les propositions s’étendent aux spheres.

Ainst toutes les sphéres d’une série coupant sous des angles égaux trois
sphéres données ont un méme axe radical, 'axe de similitude des trois
spheres ; il y a autant de séries que d’axes de similitude ; chaque série
comprend des sphéres tangentes, les sphéres orthogonales, etc.

Toutes les spheres coupant sous des angles égaux quatre sphéres données .
se divisent en huit séries. Les sphéres de chaque série ont pour plan radical
un des huit plans de similitude. Elles comprennent la sphére orthogonale,
deux spheres tangentes, etc. (')

On peut ajouter & ces propositions :

Toutes les sphéres coupant deux sphéres données sous un méme angle
sont orthogonales & une méme sphére qui a pour centre le centre de simi-
litude des deux premicres et qui passe par leur intersection.

XVII.

Un probleme analogue au préeédent est le suivant :

Construire un cercle admettant avec quatre cercles donnés des tangentes
communes égales.

D’apres notre méthode de représentation, cela revient & trouver dans
I'espace un point & égale distance de quatre points donnés. La solution
est fournie par les principes suivants :

Tous les cercles admettant avec deux cercles donnés des tangentes
communes égales forment deux suites planes contenant chacune une
série de cercles tangents, et ayant pour axe de similitude U axe radical
des deux cercles donnés.

Tous les cercles admettant avec trois cercles donnés des tangentes
communes égales forment quatre suites rectilignes ayant chacune pour
centre de similitude le centre radical, et comprenant deusx cercles tan-
gents ; la ligne des centres de la suite est normale & un axe de similitude.

(') Poir dans les Matenatische Annalen, t. 111, un article de M. Affolier, professcur a
Solothurn.
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Les cercles admettant avec quatre cercles des tangentes communes
égales sont au nombre de hwt. Leurs centres sont a Uintersection des per-
pendiculaires abaissées des centres radicaux des quaire cercles pris trots
a trois sur les axes de sumilitude correspondants des quatre cercles pris trots
a trois.

Ces théoremes s’étendent sans modification aux spheres.

XIX.

Les constructions précédentes ont été données comme application de
la représentation des cercles par des points de 'espace, employée pour
la premiere fois par M. Chasles. Nous nous proposerons maintenant de
traiter les mémes problemes, en employant les formules démontrées
dans la deuxieme Partie.

Soient deux groupes de cinq spheres dans I'espace, et désignons
par a; le cosinus de I'angle de la sphere ¢ du premier groupe avec la
sphere j du second. Alors, désignant par £;, comme nous I'avons fait
jusqu’ici, la puissance commune des deux mémes spheres, on aura

(85) lri,-::—zllili}aij,

et la relation (78), appliquée aux deux groupes de cinq sphéres, pourra
s’écrire

I I X I I
o —_— — —_— — —
R ® ® R I
I
o 24T 24 sy Cia (24T
R,
I
—_— 221 [227) Olag 2473 o
(86) R,
( —=o0;
I
= sy (243 O3 247 Css
R,
I
= 21} %42 Clys Ol s
R,
T
= 243} (243 Uss Clss Clss
Rs

si les deux groupes de cing spheres se confondent, cette équation se
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simplifie un peu, et elle devient une relation entre les rayons et les
angles de cing spheres quelconques. Elle peut s’écrire

o 1 T I X I
R, R, R R4 Rs

1 \
E I (24T [2 4% =473 .a‘s
1
el Cly I 243 Clag Clag
1{2 ( 5

(87) =o,
1
E 227} Uy I 241} Olas
1
— o 273} O3 I 22
R, ’
I
. [247] s [21% ol 1
R, 5 3 1

T
etici on a
Agj == i

Par exemple, si les cinq spheres sont orthogonales, toutes les quan-
tités a; deviennent nulles,.et I'équation (87) prend la forme simple

(88) 2 <.[1_> o.

Nous avons fait usage (équation 15) de cette relation.

De méme si, dans la formule (78), relative & deux groupes de cing
spheres, on suppose que chaque sphére d’'un groupe soit orthogonale
a toutes celles de 'autre groupe qui ne lui correspondent pas (voir XI),
on aura

(89) 2—/;: == 0.

Ce résultat confirme une formule déja indiquée (p. 363).

Puisque la formule (87) donne une relation entre les angles et les
rayons de cing spheres, elle déterminera le rayon de la sphere coupant
quatre spheres 1, 2, 3, 4 sous des angles connus. On a donc ainsi une
solution analytique du probleme de Steiner relatif aux spheres. En
changeant les lignes des cosinus, on aura huit équations du second de-
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gré donnant les seize rayons. On a donc une premiere solution analy-
tique, puisque, le rayon de la sphere une fois connu, on saura déter-
miner la position de la sphere par rapport aux quatre spheres données.
Mais nous allons donner aussi I’équation des deux spheres faisant partie
d’un méme couple, et coupant sous des angles donnés les quatre sphéres
données.

A cet effet, rappelons I'équation
lkif[:‘—'o’ i’j"‘—“l’ 2, 3: 4, 5: 6’
entre les puissances communes de six spheres. Supposons que les quatre
premieres soient les spheres données, que la cinquieme soit I'une des

spheres cherchées, et que la sixieme se réduise & un point situé sur la
sphere cherchée 5. Alors

/f_r,a -=o0, Froi == S;, Iy = — 2R R; iy

formules ou S; désigne la puissance d’un point par rapport a la spherei;
R;, Rj, «; ont les mémes significations que précédemment. Cela posé,
I’équation rappelée plus haut prend la forme

S,
1 Gz Ky 247 290 l_{“
1
.S
Clay I oy (2 A IT
2
S,
22 Ky 1 Cyy Olys T
3
( 0) = 0.
9 S,
%st 279 gy I s R
4
s 2 Aoy 23 1 o
S, S, S, S o o
R, R, R, R,

Cette équation homogene représente deux des spheres répondant a la
question. On aura les sept autres couples en changeant successivement
les signes des cosinus.

Nous avons déjh indiqué que toute équation homogene

f(Sx, Sg, Sa, S4):0

représente une surface anallagmatique par rapport a la sphere radicale
Annales de UEcole Normale. 2© Série. Tome 1. 49
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des quatre spheres S;. L’équation précédente représente donc deux
spheres réciproques par rapport  cette sphere radicale; et, en effet, les
quatre spheres proposées forment une figure anallagmatique par rapport
a leur sphere radicale. A toute sphere les coupant sous les angles indi-
qués correspondra la sphere réciproque par rapport au centre radical,
sphere qui satisfera aux mémes conditions.

Nous avons vu que le probleme de Steiner (') équivaut au suivant :

Construire une sphére admettant avec quatre spheres données des tan-
gentes communes de longueurs données.

Ce dernier probleme pourrait éire traité directement de la maniere
suivante : ‘

La relation entre les tangentes communes de six spheres est la méme
que celle qui existe entre les distances mutuelles de six points dang un
espace 4 quatre dimensions. Cette relation est done

o 1 I Y 1 I 1 '
I o 2V T AVERN TR AP
(91) T Iy, O Ly Ly Ly Ly | = O

.........................

1 dg b L Ly L (o}

B

En supposant que la sphere 6 se réduise & un point sur la sphere 5,

on aura
0 I 1 I 1 L I

10 Ly by Lyt S
1 Ly 0 by by Ly S
(92) 1 Ly L O Ly Ly Sy |i=o.
v by b Ly o Ly S
1 by e Ly Iy OO

1 5 S S 8 o o

Cette nouvelle équation n’est pas homogtne et ne peut pas I'étre, car
il est clair que la condition d’avoir avec une sphere fixe une tangente
commune de longueur donnée ne se conserve pas quand on transforme
par rayons vecteurs réciproques. La figure formée des deux spheres

(') M. Griffiths a aussi trait¢ le probléme de Steiner par une voie analytique dans un article
inséré aux Proceedings de la Société Mathématique de Londres.
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représentées par I'équation précédente ne peut donc étre anallagma-

tique par rapport 2 la sphere radicale des quatre spheres données S,,
Sa, Sy, S,

XX.

Examinons de la méme maniere le probleme suivant :

Déterminer un cercle coupant sous des angles égaux quatre cercle
donnés. '

Pour résoudre cette question, nous chercherons la condition pour
que cinq cercles puissent couper sous un méme angle un cercle in-
connu. Cette condition n’est évidemment pas satisfaite, en général, par
tout groupe de cinq cercles; il y a bien un cercle qui coupe quatre
cercles sous des angles égaux, mais ce cercle n’est pas nécessairement
coupé par un cinquieme cercle sous le méme angle que par les quatre
premiers.

En effet, si cinq cercles coupent sous un méme angle un cercle C,
leurs foyers devront étre sur une méme sphere (XV). Nous avons donc
a exprimer analytiquement que les cinq foyers sont sur une méme
sphere. Pour cela, associons aux cing cercles un groupe quelconque
de cinq autres cercles représentés par cinq points quelconques, et ap-
pelons z;le carré de la tangente commune au cercle Z du premier groupe
et & celui j du second. Alors les distances des deux groupes de cing
foyers dans Iespace auront pour carrés z;. Donc la condition

|ty |=o0 I j=1,2,3,4,5

exprimera que les cing points de I'un des groupes sont sur une sphere,
et si les cercles du second groupe ont été choisis de maniere que leurs
cing foyers ne soient pas sur une sphére, on voit que I’équation pré-
cédente exprimera la condition nécessaire et suffisante pour que les
cing cercles donnés aient leurs foyers sur une méme sphere, c’est-
a-dire coupent sous un méme angle un cercle inconnu. Cette condition
s'exprime en fonction des vingt-cing tangentes communes aux cing
cercles du premier groupe et aux cing cercles arbitrairement choisis
du second.

Cela posé, si 'on suppose que le cercle 5 du premier groupe se
réduise 2 un point, ce point devra se trouver sur le cercle coupant les

49-
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quatre autres sous des angles égaux, et par conséquent, cn désignant
par S;la puissance de ce point par rapport au cercle ¢ du premier
groupe, I’équation

by te bty tu ls

by to ly b In
(93) ty Lo lyy by Iy | —o.

[ A P

S 8 8 S 8 |

représente le cercle coupant sous des angles égaux les cercles donnés.

Cette méthode s’étend aux spheres.

Si, au lieu de faire usage de la relation entre les distances mutuelles
de deux groupes de cinq points quand les points de I'un des groupes
sont sur une sphere, on eiit employé la relation entre les distances
mutuelles d'un seul groupe de points, on eit obtenu I'équation

o Iy by Iy S,

(94) i.’ll ™ O a4 Sz == 0,
by Uy by O Sy
S, S, S, S; o

qui a 'inconvénient de donner I’équation cherchée élevée au carré.

Enfin, si I'on demande ’angle sous lequel quatre cercles sont coupés
par le cercle qui les rencontre sous des angles égaux, il faudra faire
usage de la relation entre les cosinus a; des angles de cinq cercles
déja donnée ‘

| ey | ==o.

En supposant que le cercle 5 coupe les quatre premiers sous un méme
angle de cosinus «, on a ainsi

(95) ., ! == 0,




DE POINTS, DE CERCLES ET DE SPHERES. 389

formule élégante d’olt I'on déduirait celles qui ont été données pour
les deux cas particuliers dans lesquels les quatre cercles sont tangents
ou orthogonaux 4 un méme cercle.

XXI.

Nous traiterons par des principes semblables le probleme :

Déterminer une sphere, sachant qu’elle a avec cing sphéres données une
tangente commune de méme longueur.

En effet, parmi les relations entre les tangentes communes de sept
spheres, il y en a une qui est homogene

(96) | tj]=o0 L J==1,2,...,7.

Supposons que les cinq premieres spheres soient les spheres don-
nées, que la sixieme soit la sphere cherchée, et que la septieme se
réduise & un point sur la sixieme, on aura

ty; == 0, l7i::si’ tni-—:k,

et I’équation précédente deviendra, en divisant par £ la sixieme ligne
et la sixieme colonne,

o Iy ly bt by 1S !

ty O by By ty 1 S, i

Iy by O ly Ly 1 S
(93) ba o Ly o Ly 1 8 \ =o.

by b by Gy o 1 S |

) 4 1 1 1 1 0 (o]

S S, S S 8 o o

Cette forme d’équation semble donner un lieu du quatrieme ordre;
mais, au moyen de la sixieme ligne et de la sixieme colonne, on pourra
faire disparaitre les termes du second degré dans la septieme ligne et
dans la septieme colonne.

D’ailleurs la forme méme de tous ces déterminants indique que les
problemes résolus se rattachent d’une maniére étroite a la considéra-
tion des formes homogeénes du second degré introduites au début de ce
travail.
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Si, au lieu de composer dans ’équation (g97) la sixieme ligne et la
sixieme colonne avec 'unité, on introduisait des nombres

My Mayeo., MG,

cette équation représenterait les deux spheres dont les tangentes com-
munes avec les cing spheres données ont les rapports indiqués par ces
nombres. Ce dernier probleme peut d’ailleurs se résoudre avec la regle
et le compas, comme le montrent les remarques développées (XV).

XXIL

En terminant, nous démontrerons une équation trés-importante
entre les puissances d'un point par rapport i cing spheres quelconques.
Cette équation se distingue de toutes celles qu’on pourrait établir par
cette propriété qu’elle est homogene et du second degré.

On avu (XIl) qu’on a entre les puissances communes de six spheres
la relation | k; | = o; si I'une d’elles se réduit 2 un point, on trouvera
| [P P P )
Ieo T Jeuw Fw Fw 8y
(98) Fesi kaw Fesy e T S, Y
) Feor Fean Feis T e S
Feoo i T T o Sy
S 8 8 8 8 o

Cest la relation cherchée. Siles cinq spheres sont deux a deux ortho-
gonales,
/[',-/- =T 0, /i',-[ T e 2]{5,

et nous obtenons, en développant, la formule remarquable

Cette identité contient toute la théorie des spheres orthogonales.
La relation générale donne, en y remplagant les puissances com-
munes par les cosinus «; des angles, I’équation

(100) | aij|==o0, i, j=1,2,3,4,5,6,
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analogue 2 une équation déjh employée. Cette équation convient aussi
d’ailleurs aux angles de deux groupes distincts de cing spheres.
Considérons de méme deux groupes de cinq spheres

’
Si"", Si’

et adjoignons & chaque groupe un méme point. On a ainsi deux groupes
de six spheres ayant en commun un point-sphére, et par suite on ob-
tient ’équation

ko ke ke ke ks S,
Feor Far Koy Fae K S

Frse  Fraa Jrag Irse Ty S,
(lOl) Fras Fir Fras Feus Feis Sy =

o Jow Fe ke K S
S 8, 8 S8 8 o

entre les puissances d’'un méme point par rapport a deux groupes de
cinq spheres.

Si ces deux groupes sont ceux considérés au § XI, tels que toute
sphere de I'un des groupes soit orthogonale aux quatre spheéres qui ne
lui correspondent pas dans I'autre groupe, on aura

ki ==o, l'lej,

et 'équation précédente deviendra

S: §;
102 = == 0.
(102) o
Cette formule est la généralisation de I'équation (g9).
- Enfin, si 'on suppose qu’aux deux groupes de einq spheres

Si’ S:
on adjoigne deux points différents, un dans chaque groupe, on obtient
I’équation
Feoo T Jeis If'u Il‘m S;
oo Fem Fous T Jew S
Frao Jeas Fess Fse i Sy
103 . |70
( ) koo Fe Fan I Fus S ’
Feoi  Fenn o ey hw Sy
g 8, 8 § 8 &
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qui donnera le carré d* de la distance des deux points en fonction 2
leurs puissances relatives pour chacun des points aux cing spheres de
Pautre groupe.

Par exemple, si I'on considere le systeme pour lequel

lf;/' =20,
on aura
88,
10 2 ——
(104) i

L’étude des systemes de coordonnées dans lesquels un point est dé-
terminé par les rapports de ses puissances relatives a cing spheres
quelconques se présente comme conséquence des formules précédentes.
Je réserve pour un autre travail cette étude, dont j’ai publié déja plu-
sieurs résultats.

15 mars 1872.
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