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SUR LES

EXPONENTIELLES DE POLYNOMES

ET SUR

L’ARITHMETIQUE DES PRODUITS DE LOIS DE POISSON

Psr M. PauL LEVY.

Introduction. — Le premier Chapitre du présent travail a pour objet
I'étude des séries entiéres représentant les fonctions de la forme
F(ox) =¢€"", P(x) étant un polynome. Nous montrerons que, méme
en dehors du cas trivial ol tous les coefficients de P(x), sauf peut-étre
le terme constant, sont non négatifs, il est possible que la série entiére
qui représente F(x) ait tous ses coefficients non négatifs.

Nous n’avons pas cherché a arriver aussi vite que possible i ce
résultat. Notre méthode repose sur une relation de récurrence vérifiée
par les coefficients de la série entiére F(z). L'étude de cette relation
nous a paru assez intéressante par elle-méme pour que nous nous
proposions d’étudier sa solution générale, en faisant d’abord abstrac-
tion aussi bien des propriétés particulieres de la solution liée & F(z)
que de la possibilité d’utiliser une condition dont nous montrons dés
le début qu’elle est nécessaire pour que tous les coefficients de F(x)
solent non négatifs.

Le résultat fondamental est le théoréme II, qui établit I'existence
des polynomes P(x) ayant la propriété indiquée et donne le moyen de
les former : deux conditions nécessaires relatives aux signes des
coefficients étant supposées vérifices, il suffit que les coefficients
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négatifs soient assez petits. Nous terminerons le Chapitre I par
quelques remarques sur les polynomes minima, c’est-a-dire ceux dont
on ne peut diminuer aucun coefficient sans que la propriété consi-
dérée cesse d’étre vérifiée.

Le Chapitre II est consacré a I'application des résultats obtenus &
I'arithmétique des lois de probabilité, et spécialement des produits de
lois de Poisson. Quoiqu’il s’agisse d’une application immédiate, nous
I’avons séparée nettement, atin de ne pas détourner de la lecture du
premier Chapitre les analystes que le calcul des probabilités pourrait
ne pas intéresser. Mais & notre avis c¢’est cette application qui donne
au probléme traité dans le Chapitre I un intérét que n’aurait pas un
probléme d’analyse artificiellement posé. D’ailleurs il s’agit, méme
dans le Chapitre II, de questions dans lesquelles, si I'on ne craint pas
d’exagérer ce caractére artificiel et de masquer I'intérét véritable du
probleme, on peut parler le langage de I’analyse pure et oublier
I'application au calcul des probabilités.

Les principaux résultats établis dans le présent travail ont été
énoncés dans deux Notes présentées a I’Académie des Sciences le
22 mars et le 19 avril 1937.

CHAPITRE 1.
LES SERIES ENTIERES REPRESENTANT LES EXPONENTIELLES DE POLYNOMES.

1. Enoncés des problémes étudiés et remarques préliminaires. —
Le probléme dont I’étude est 'objet de ce chapitre, et que nous appel-
lerons probléme fondamental, est le suivant : définir les conditions que
doit vérifier un polynome réel P(x) pour que la série entiére
(xy Flz)=ePW=A+ A2z +...4+ A, 2" +. ..
ait tous ses coefficients non négatifs.

L’addition d’une constante 2 P(«) étant sans effet sur les signes
des A,, nous pouvons supposer ce polynome sans’terme constant

(done Ay=1). S'il ‘contient au moins un terme non constant, il est
donec de la forme

(2) P(z)=az+ ay2®+ ...+ ayar (p entier > 0; a, 7 c;).
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Une condition évidemment nécessaire (mais non suffisante) pour
notre probléme est que @, soit positif; il faut en effet que F(x)
augmente indéfiniment avec . Une condition suffisante (mais qui,
comme nous le verrons, n’est pas nécessaire, si p > 3) est que tous
les a,, soient non négatifs. Notre théoréme Il donnera la solution de ce
probléme fondamental ; sa démonstration repose sur larésolution d’un
probléme préliminaire : définir les conditions que doit vérifier P(x) pour
que la série (1) ait au plus un nombre fini de coefficients négatifs. La
solution de'ce nouveau probléme repose elle-méme sur I'étude des
propriétés asymptotiques de la suite des A, ; une fois qu’il serarésolu,
et que nous aurons montré comment on peut déterminer, lorsque les
conditions trouvées sont réalisées, un nombre N tel que pour n> N
on ait A,2o, la résolution du probléme fondamental ne présentera
plus de difficulteé.

Nous désignerons par P, () la somme des termes de P(x) dont les
degrés ne dépassent pas m; par P(z) et P,,(«)les sommes des termes
a coefficients positifs de P(x) et de P, (x); par ¢, S, et 3,, (pour m < p)
les plus grands communs diviseurs des degrés des termes non nuls
de P(x), P(z) — P, () et P(z) —P, ().

Nous appellerons condition & la condition suivante : pour tout entier
m tel que a,, soit négatif, 0, existe et divise m; la condition @' sera
définie de la méme maniere, s, étant seulement remplacé par 3, (*).

Les conditions & et &', bien que la seconde soit en apparence plus
restrictive, sont équivalentes. En effet, o, divisant ¢/, si m est multiple
de ¢, il l'est a fortiori de ¢,; donc @' entraine @. La réciproque
résulte de ce que, si & est vérifié, onac,,= ¢, pour m=1, 2, ...,
p—1. En effet, en partant de ¢,_,=p, ¢p—s, ..., 8, sont définis
successivement par la régle suivante : si a,,= o0, ¢,,—; =20,,; sl a,,5£ 0,

(1) Nous précisons que 8, (ou 37,) existe pour écarter toute ambiguité relativement
au cas ol m = p, cas ou les définitions de 3,, et &), sont dépourvues de sens. Les condi-
tions @ et @ ainsi énoncées impliquent done que «p soit positif, condition évidemment
nécessaire, non seulement, comme nous l’avons déja indiqué, pour le probléme fonda-
mental, mais pour le probléme préliminaire.

Pour conserver & notre exposé un caractére aussi élémentaire que possible, nous avons
6évité d’employer le langage de la théorie des idéaux. Les lecteurs qui connaissent cette
théorie verront aisément les avantages qu’aurait présentés ’emploi de ce langage.
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Sy estlep. g.c. d. de mets,. Or, sia,_, <o, d’aprés la condition
@, ce p. g. ¢. d. n'est autre que 3, et la définition donnée équivaut
20 si @,<0, 0, =7%,; 81l a,>0,2,_, estlep. g. c. d.demetac,;
c’est précisément la régle qui définit successivement les ¢,,, en partant
de g, =2, ,=p (cara,>0); on a donc toujours 2, = s,
C. Q. F. D.

Cette condition @, dont on remarque qu’elle ne dépend que de la
répartition des a,, en trois groupes, contenant respectivement ceux
qui sont positifs, nuls et négatifs, est la condition nécessaire et suffi-
sante pour notre probléme préliminaire. D'une maniére plus précise,
nous établirons le résultat suivant :

TreoriMe 1. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe
un nombre N tel que Uon ait A,20 pour n™>>N (et méme A, > o side
plus n est multiple de 2) est que, pour tout m tel que a,, soit négatif,
o, extiste et divise m (c’est notre condition (V). St cette condition est
vérifiée, et st Uon fait varier les coefficients non nuls de P(x), poursu
que tous leurs modules sovent bornés supérieurement, et que I'on connaisse
des bornes in férieures positives pour un ensemble de coefficients compre-
nant a, et suffisant pour la condition & ('), on peut déterminer N de
maniére que la propriété indiquée (A,2o pour n > N) soit vérifide
d’une maniére uniforme pour l'ensemble des polynomes P(x) ainsi
obtenus.

La démonstration du fait que la condition & soit nécessaire est bien
simple. Nous avons déja observé qu’il faut que a, soit positif. Cette
premiére condition étant supposée vérifiée, si la condition @ ne I’est
pas, cela signifie qu’il existe au moins un entier 7 compris entre
o et p, tel que a, < o, et que om ne divise pas m. Soit alors ¢ une
racine primitive de p’»=1; on a ¢"£1. Les polynomes P(x)etP(cx)
ayant les mémes termes de degrés supérieurs & m (puisque ces.
degrés sont multiples de ¢,,), on a, pour x infini positif,

F(z)
o8 F(pzx)

foe P(‘p)—w P(pw)mam(l_ phl)zm’

(') Nous entendons par la qu'on peut annuler les autres coefficients positifs sans que
celle condition cesse d’8tre vérifiée.
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et, a, étant négatif, et la partie réelle de 1— o™ étant positive

Flaey=o]| Floa],

ce qui implique que la suite des coefficients A, ait une infinité de
changements de signes. La condition @ est donec bien une condition
nécessaire pour notre probleme.

Nous allons maintenant entreprendre I’étude asymptotique des A,,
qui nous permettra de montrer que cette condition est aussi suffisante.

2. Les formules de récurrence. — Observons d’abord que, a, étant
positif (si la condition nécessaire L est vérifiée, le changement de x
en cx permet de supposer a,=1; de méme le remplacement de «”
par > permet de supposer 2=1. Nous ferons ces hypothéses. Nous
ne reviendrons qu’incidemment sur celle relative & d; il est évident
que, si ¢ >1, F(«) est une série entiére en 2°; les coefficients des
puissances dont les exposants ne sont pas multiples de ¢ sont nuls et
les propriétés établies dans le cas ot 6 = 1 s’appliquent sans difficulté
aux autres. Quant & 'hypothése a,=1, elle ne sert qu'a simplifier
quelques formules; dans tout théoréme établissant une propriété
invariante par le changement de x en cx(c>o0), elle peut étre
remplacée par @, > o, condition comprise dans notre condition A.

On a évidemment

(3) F'(a) = F () P/(x);

d’olt, en égalant les termes en x7~"~' dans les deux membres

(4) (n=+p)Appy=pa,\o+ (p— D@ Ay - .+ N py
(n=o051, ...).

Comme nous n’avons pas tenu compte des termes de degrés infé-
rieurs 3 p—1, cette relation de récurrence ne suffit pas a définir les
coefficients de la série entiére représentant F(z). Si p>1 (ce qu'on
peut supposer, le cas p=1 étant trivial), elle exprime seulement
que les A, sont les coefficients de la série entiére représentant une
solution d’une quelconque des équations différentielles

dy

(5) i P'(z)=Q(«),
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ott Q() est un polynome de degré p — 2. Cette équation s’intégre par
la formule '

(6) J':e"(-’”)[c—l—-\/‘:re""v“)Q(t)dt],

qui définit des fonctions entiéres dépendant linéairement de p para-
métres, c et les coefficients de Q(«). On remarque que celles qui
correspondent & une valeur nulle de ¢, qui dépendent donc encore
de p — 1 paramétres, s’annulent pour x infini positif.

Nous allons maintenant étudier les propriétés asymptotiques de la
suite des A, déduites de la formule de récurrence (3). Ces propriétés,
complétées ensuite par la remarque que F(x) augmente indéfiniment
avec x, ce qui distingue cette fonction des solutions de ’équation (5)
pour lesquelles ¢ =0, nous permettront de démontrer le théoreme I.

Transformons d’abord la formule (4). En posant

B,=A,TI <£ —-I—I),
(7) . 7
n
p—h I‘(F+I>
i [‘<n+h+l>
[)

(h=1,2,...,p—1),

M

(8) )\h_—:)\(}:‘):al»—hq’h(n): a/)—/z

multipliant les deux membres de la formule (4) par;il‘(% + 1>, et
faisant 'hypothése @,=1, on obtient la relation de récurrence trans-
formée '

(9) Brip—By=21Bpi; +2Buru+. ..+ 2y Brppoy .

Les propriétés des fonctions ¢,(n), déduites du-développement
asymptotique bien connu de la fonction eulérienne, dont nous aurons
besoin, sont les suivantes : ¢,(2) est, pour n infini, développable
en série suivant les puissances croissantes de linfiniment petit

n"“(a_ = lé), la divergence de cette série est sansimportance; il suffit

. v s . . : R
pour la suite d’écrire les premiers termes, jusqu’au terme en —, et

(1) Pour AV, et plus loin pour ¢%”, nous supprimerons lindice supérieur quand il
n’y aura aucune ambiguité & craindre,
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] . N . , .

d’observer que I’erreur commise peut étre majorée par une expression
K o o :

telle que . terme général d’une série convergente. Les valeurs prin-

cipales de 0,(n) et de gb,l(n+ 1)— 2,(n) sont d’ailleurs

7t

Np—-h (2 »
(10) oan) =2 ﬁ) :
h
(11) Aop(n) =on(n+1) —ou(n) ~— IL(L)_T_.M (.B)p
pin n

Cette derniére expression est donc le terme général d’une série abso-
lument convergente. Sans utiliser les développements asymptotiques
dont nous venons de parler, la formule (10) et cette conséquence de
la formule (11) se déduisent aisément de la relation bien connue
['(x+1)=aT'(x) et du fait que, pour x positif, logI'(x) est une
fonction convexe, de sorte que ¢,(n) est une fonction décroissante de n.

On remarque que les fonctions ¢,(n), et par suite ceux des %, dans
lesquels le premier facteur a,., n’est pas nul, sont des infiniment
petits dont l'ordre croit avec A.

3. L'équation caractéristique. — Considérons I'équation (9), pour
une valeur déterminée de n; il n’importe alors pas que les coefficients 2,
varient ou non avec r, et I'on peut lui appliquer les méthodes connues
de la théorie des équations de récurrence linéaires et a coefficients
constants. On est ainsi conduit & chercher les solutions de la forme

(x2) Biv=— ¢ (v=o0,1, ..., p).

En portant eette expression des B,., dans I’équation (g), on obtient
U’équation caractéristique
(13) g —1=2q +lq ...+ oy qr

Les %, tendant vers zéro, cette équation admet p racines, distinctes
pour n assez grand, et tendant respectivement, pour r infini, vers les
limites

ri=rk=e?r (r=r,; k défini mod p).

Supposons alors n supérieur 2 un nombre assez grand n,, et dési-
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e
(o7
P

gnons par ¢, = ¢¢ la racine de I'équation (13) la plus voisine de 7, il
v a dans ces conditions une racine réelle positive, ¢,, et une seule; si
p est pair, il y a une racine réelle négative, et une seule; les autres
racines sont distinctes, et imaginaires conjuguées deux i deux, ¢, et ¢,
étant conjugués si £ + /= o (mod p).

Il nous faut, avant de pousser plus loin I’étude de I’équation (g),
étudier certaines propriétés asymptotiques (pour n infini) des racines
de 'équation caractéristique, et des produits

(14) Qr= Q= giprligipa. . gln (72> n,),
qui joueront un grand role dans la suite; Q, est réel et positif, et Q,
et Q_. sont toujours, soit réels et égaux [si 24 =o0(mod p)], soit ima-
ginaires conjugués.

1° Chacun des ¢, est une fonction algébrique de A, 7,. .., Ay,
holomorphe lorsque ces paramétres sont assez petits; il est donc déve-
loppable en série suivant les puissances croissantes de n‘“(oc désignant

toujours Z). Les expressions | g |—1 et log|q:|= R (logg,)ont donc
des développements de la méme forme, sans termes constants, et,
pour chacun des produits (14) on trouve un développement de la
forme

(13) log| Qil=Bn"=*+ Byn'=2* 4. . 4 By n®*+ B, logn + B 4+ o0(1);

Snet(3 dépendent naturellement de £; on peut remarquer que "ZB,L_—_ 03

k
c’est une conséquence évidente de la relation [¢g, ¢, ... ¢,|=1.
En posant alors
(14" ~ Qi [=R(n, & 0H1Q"],

on voit que les différents rapports R(n, k, [) peuvent étre infiniment
grands, ou infiniment petits, ou avoir des limites positives;ils ne sont
jamais indéterminés. '

Les p racines de U'équation caractéristique se répartissent donc en
groupes, caractérisés chacun par un systéeme de valeurs des coefficients
Bis B2y ..., B, (mais non B"); nous parlerons indifféeremment d’un
groupe de racines g, ou du groupe des indices £ qui leur correspondent.
Si k et / appartiennent au méme groupe, le rapport R(n, £, ) tend vers
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ane limite positive; dans le cas contraire il est infiniment petit ou
infiniment grand.

Deux racines imaginaires conjuguées, ¢, et ¢_, = Gis appartiennent
évidemment & un méme groupe; les produits Q" et Q;, étant imagi-
naires conjugués, ont méme module. Il est évident aussi que, si ¢ >1,
["équation (13) est une équation en ¢°, de sorte que, si 6(k—I)=o0
(mod p), g, et ¢, correspondentd une méme valeur de ¢°, et ont méme
module. On pourrait se demander s'il est possible que deux indices
entre lesquels n’existe aucune des relations 3(k+1)=o et s(k —l)=o0
(mod p)appartiennent & un méme groupe. Nous verrons que la réponse
est affirmative, et d’autre part que, si c=1, le groupe contenant
une racine réelle n’en contient aucune autre (le changement de z en
— xrameéne évidemment le cas dela racine négative, quand elle existe, a
celui de la racine positive; il noussuffira de considérer ce dernier cas).

2° Désignons par ¢ le plus petit entier positif tel que a,_, ne soit pas
nul; A,¢° est alors le terme principal au second membre de I'équa-

tion (13), et, pour chacune des racines ¢, de cette équation, définit la
valeur principale de g7 — 1. Posons

(16) gr=r(1 =+ ).
Comme ¢, tend vers zéro, pour n infini, en remplacant ¢ par cette

expression dans ’équation (13), égalant les valeurs principales des
deux membres, et tenant compte de I'expression (8) de %, on trouve

(17) Pk pg 9p()75,
et par suite

1
log (1 +2&;) = 7 @)y Qo (N) 1T 0 (NT*F);

d’olt, en égalant les parties réelles des deux membres,

2k

AL o(n—*f).

1
(18) log,kuN!qkl~1=};a/~p?p(71)005 2

. Gkp .o . .
Si alors —‘—1—;3 n’est pas un entier impair, le premier terme non nuldu
développement (15), compte tenu de la formule (10), s’écrit

(n)‘*?“ cos a2 kpr
Ap—n\ — N
(19) =\ p P

Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 4. 31




240 PAUL LEVY.

Sig=1[cas général, sil'on considére P(x)comme un polynome de degré
donné i coefficients arbitraires, puisque cette hypothese équivaut &
a, £ 0] ou sip est premier avec p, cette formule suffit & définir la
répartition des indices £ entre les différents groupes dont nous parlions
tout & I'heure. Les développements (15) relatifs & deux indices diffé-
rents 4 et / se différencient en effet par les premiers termes non nuls,
sauf si /=—k(mod p), cas ol Qi et Q" sont imaginaires conjugués.

Si ¢ et p ont un diviseur commun, le premier terme du développe-
ment (15) ne suffit pas pour définir les ordres de grandeur relatifs des
[Q}]. Il faut considérer les termes suivants.

3° Ce qui est essentiel pour la suite est le classement relatif du
produit Q*', correspondant & la racine réelle positive de I’équation
caractéristique, et de Q;” (o < £ <p). Si, pour comparer d’abord ¢,
et g;, dans chacun des termes 2,¢" de I’équation caractéristique, nous
substituons successivement les valeurs ¢, et ¢, de ¢, nous pouvons
trouver d’abord des termes nuls, ou dont les valeurs principales 2, et
© A7 soient égales. Le terme qui va jouer le role essentiel estle premier
terme pour lequel ces deux valeurs principales soient différentes. Ce
sera donc le terme A,¢°, o = g, étant le plus petit entier positif tel

qu’on ait a la fois

(20) Ap—gF 0, riZu <donc cos ]::“ < 1).

Il existe un tel terme, si ¢ =1 (hypothése que nous pouvons faire,
comme nous I’avons fait remarquer plus haut), en effet, =1, pour
tous les A tels que a, ,>% o, entrainerait rA =7r,=1, ce qui est con-
traire 4 'hypothése o < i < p.

Retranchons maintenant 'une de I'autre les deux égalités obtenues
en substituant g,=1 -+ ¢, et ¢, = r,(1 + ¢;)dans I’ équation caractéris-
tique. Compte tenu de ce que 7f =1 entraine

(21) gt —gh=(+e)l—(1+a)yivh(e,—e) (o),

nous voyons d’abord que la valeur principale du premier membre est
p(e,— =), tandis qu’au second membre la valeur principale des termes
auxquels s’applique la formule (21) est o(go—¢); on ne change pas
la valeur principale da premier membre en retranchant ces termes
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des deux membres. La valeur principale du second membre est alors

- 2s(g3 — q7) ~ 51— r7),
et 1l vient

L
(22) S — &~ —pg 9a(n) (1 — 17,

p
et par suite, en tenant compte de ce que la partie réelle du second
membre n’est pas nulle,

(23) logg,— log | g | = R[log(xr+ &) — log (1 + )]
= R(e,— &) + ofg,— &)
z/.‘a'7:>

I
Nl—)a,_g os(n) (1 — cos

/

Cette différence, et par suite I'infiniment petit équivalent | go— g, |,
sont donc du signe de a,_,, et leur ordre par rapport & I'infiniment

. .. 1 - - . n n
petit principal ~ est g <1. En introduisant les produits Q;" et Q" et

tenant compte de la formule (10), on trouve

(24)  10gQ —log | QP [ ~vap (2) 7 (1= cos ZEE).

Cette expression est toujours infinie avec n, et du signe de a, .
Donc Q" et Qi ne sont jamais du méme ordre de grandeur, c’est-a-
dire que dans le groupement des racines ¢, de ’équation caractéris-
tique définie plus haut, si ¢=1, la racine réelle positive ¢, n’est
groupée avec aucune autre; la plus grande des expressions considérées
est Q™) si a, , >o, et Qi si a,, < o. Naturellement, si ¢ > 1, les
modules des racines g, correspondant 2 une méme valeur de g% sont
égaux, et, pour la comparaison des différentes valeurs de 7%, lerésultat
précédent subsiste.

On en déduit aisément le résultat suivant :

Lemme 1. — Sz la condition @ est vérifiée, et st 5 =1, q, est, pour
n assez grand, la racine de plus grand module de I’équation caractéris-
tique, et tous les Q" (k=1, 2,. .., p — 1) sont o[Q{"]; 57 la condition &
n’est pas vériﬁéé, i/l y a au moins un indice k tel que [q:| soit pour n
asses grand supérieur a q,, et QV'=0[Q}"]; comme dans le cas
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précédent, si =1, le groupe de racines comprenant la racine réelle
positive g, n’en comprend aucune autre.

D’aprés ce qui précéde, pour démontrer ce lemme, il suffit de
démontrer que, «, étant supposé positif, la condition & équivaut & la
condition " définie comme suit : tous les coefficients a,_, obtenus en
donnant successivement i £ les valeurs 1, 2, ..., p—1(o =g, dépen-
dant de &), sont positifs.

Pour le montrer, supposons d’abord la condition & en défaut pour
un cerlain indice 4; a,_, est alors négatif. D’aprés la définition de o,
siun entier p'=p — h vérifie les conditions

osh <o, Uy 70,

c’est-a-dire s'il est le degré d’un terme non nul de P(z)—P,(x)

= “=1;dour]=1.P ite, 0, ¢ 1 d
(m=p—os),onari=1;dour)=1. Par suite, 3, étant le p.g.c.d.
de tous les nombres p’ vérifiant ces conditions, on a

(25) rim=1,

et la seconde formule (20) montre que o, et par suite m, ne sont pas
multiples de ¢,,; la condition @& n’est donc pas vérifice. Réciproque-
ment, si 6, ne divise pas m, et si r, est une racine primitive de
'équation (25), tous les nombres 7 sont égaux a lunité, mais
non 7} et r7; si alors a, n’est pas nul, ¢ est, pour l'indice % consi-
déré, le plus petit entier positif vérifiant les conditions (20).
Il y a donc identité entre I’ensemble &” des nombres nmy,=p— o,
(=1, 2,...,p—r1)etl’ensemble & des nombres m inférieurs a p et
tels que a,, ne soit pas nul et que 8,, ne divise pas m. Compte tenu de
'hypothése a, > o, la condition @’, qui exprime que a,, est positif si
m appartient a &, est donc identique 4 la condition &, qui exprime la
méme propriété pour I’ensemble & complété par le nombre p.

La condition &, qui joue ainsi un role essentiel, ne dépend que des
signes des coefficients de P(r). Mais la valeur de » a partir de laquelle
q, est la racine de plus grand module de I’équation caractéristique,
dépend de leurs valeurs absolues. Nous allons établir & ce sujet le
résultat suivant :

Lemve II. — S c =1, et si la condition @ est vérifiée, pour déter-
mener un nombre N tel que, pour n >N, laracine de plus grand module
de ’équation caractéristique soit la racine réelle positive q,, il suffit de
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connaitre des bornes supérieures des modules de tous les coefficients, et
des bornes in férieures posttives pour un ensemble de coefficients positifs
comprenant a, et suffisant pour la condition €L (¢’est-a-dire que cette
condition reste vérifiée si on annule les autres coefficients positifs).

Nous pouvons toujours supposer ¢,=1; la valeur initiale de ce
coefficient étant par hypothése comprise entre deux nombres positifs
connus, si on le raméne & la valeur un (par un changement de x
en cx), tous les autres coefficients sont multipliés par des factears
- positifs bornés inférieurement et supérieurement.

Reportons-nous alors & la formule (23); il peut arriver que le coef-
ficient a,_, quiy figure ne soit pas un de ceux dont on connaisse une
borne inférieure; dans ce cas, la condition & subsistant par hypothése
si on annule ce coefficient, ainsi que tous les autres coefficients posi-
tifs non bornés inférieurement, I’aspect de cette formule ne change
pas si l'on fait abstraction de ces termes : il reste un terme positif,
horné inférieurement, et jouant le méme role que le terme en a,
dans la formule (23); les termes négatifs qui le suivent, leurs valeurs
absolues ayant des bornes supérieures connues et tendant vers zéro
plus rapidement que ce terme positif, on peut déterminer une valeur
de n a partir de laquelle le second membre est positif. Quant aux
termes que nous avons retranchés du second membre avant d’écrire
les formules (22) et (23), ils ont ici des bornes supérieures connues
et de la forme o(e,—z,), de sorte qu’on peut aussi déterminer a partir
de quelle valeur de nils deviennent négligeables par rapport au terme
principal du second membre. On peut donc déterminer une valeur
de n i partir de laquelle ¢, >|¢;|, et la plus grande des valeurs ainsi
obtenues, pour k=1, 2,..., p —1, est le nombre N dont il s’agissait
d’établir I'existence.

4° En supposant toujours a,= 1, on pourrait étre tenté de croire
que la connaissance de bornes supérieures pour les autres coefficients
positifs n’est pas essentielle. Elle est intervenue en nous permettant
de déterminer & partir de quel moment ¢, — 7, est petit; elle nous
donne une facilité de calcul; mais on pourrait croire que d’autres
méthodes permettent de déterminer N’ indépendamment des bornes
supérieures considérées. Nous allons d’abord montrer par un exemple
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qu’il n’en est rien; nous indiquerons ensuite I’ordre de grandeur de N’
dans le cas d’un polynome ayant certains coefficients positifs trés
grands. :

Considérons le polynome

(26) Pl#)=ax—bx*+ cx’+ ¢’ z' + zb ),

a, b, ¢ étant des nombres positifs connus, et ¢’ un nombre positif
inconnu. L'équation caractéristique prend la forme

P— Mgt —1=aoe,(n)g —be,(n)g*+ co,(n)qg",

A'=c'p,(n) pouvant étre trés grand; si c’est le cas, les coefficients
du second membre étant petits, ’équation caractéristique a quatre
racines trés petites, et quatre racines trés grandes, voisines respecti-
vement de A, tA, — A, — ¢A. Si nous désignons les deux premieres
par ¢,=A(1 4+ ¢,), g=1tA(1+¢), il vient

M (gy—e)~vag (n)(1—1)— 20 @ (n) 24+ coy(n) R (1+1);

d’ou, en posant a:pi = é, et désignant la valeur principale de ¢,(n),

donnée par la formule (10), par C,n"=,

8RR (e,— &)~ aC, ;2)\3 — sz._,—’-l;% -+ CC“;%’_'?"

de sorte que, si
02C2 > acC, Gy,

quelque grand que soit n, on peut déterminer k£ de maniére que,
pour W =c¢' @, (n) = kC,yn, donc pour n ~ ke', ¢, — ¢ ait sa partie
réelle négative, et par suite (les parties imaginaires de ¢, et e n’étant
pas d’un ordre de grandeur plus élevé),|g| > g,. La plus petite valeur
possible pour le nombre N’ du lemme II croit ici avec ¢/, et est au
moins de I'ordre de grandeur de ¢’; on vérifie aisément qu’elle a une
valeur principale de la forme £'c'.

Plus généralement, considérons un polynome P(x), somme des

(1) On remarque qu’il s’agit d’un polynome vérifiant non seulement la condition &
mais aussi la condition @ qui intervient dans la suite; si lon ne tient pas 2 cette seconde
condition, on peut supposer « = o, ce qui simplifie I’étude de cet exemple.
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N
=
Or

deux polynomes

bi (.L) — ([fl &€ -+ af_, 2. (l;,_, 2P xP,

— " oy gt e v .
Pyz)=alz+ajx*+.. .+ a)_ xr1,

le premier vérifiant la condition @, le second ayant tous ses coeffi-
cients non négatifs; supposons P, (x) connu, mais non P, ().
Soit ¢, une racine réelle positive de 'équation caractéristique

N =07 —1—0pm0,(n) § — @)29:(n) ¢ — .. .— ap g,y (n) gr=1 =0

relative & P(z); comme f(0) <o, il y a au moins une telle racine.
Soit ¢ = g,e" une valeur de module ¢,. On a

(27) e f(g)=e"V2(9)—g(q)  [8(q)=[(q)—q"];
d’ou, en égalant les parties réelles des deux membres

Re=® f(g)]=1— cos pbi + 2, , o1(n) g*[1 — cos(p — I)b]
+ Za,_pon(n) g1 — cos(p — h)4].

Il ne peut y avoir de termes négatifs au second membre que si
certains @, sont négatifs; la condition & étant vérifiée par P, (=), ils
sont précédés par -des termes positifs. Comme chacun des produits
n'*o,(n) (oc-_—_ %; h=1,2,...,p— x) a pourn inﬁpi une limite C,,

. 7

et reste par suite compris entre deux nombres positifs fixes, nous
voyons qu’on peut déterminer un nombre K,, fonction seulement
des a’,, et tel que, pour

(28) n>K, g}
'expression (27) ait sa partie réelle non négative.

Dans ces conditions, § variant de o & 2, le point g7 f(g) décrit un
contour passant par ’origine, mais ne I’entourant pas. Comme g~* f(g)

est un polynome en -;, cela prouve f(¢) n’a pas de racine de module

supérieur & ¢,. Si 6 =1, on voit méme aisément que ¢, est la seule
racine de module ¢, : c’est la racine de plus grand module (').

(1) Le raisonnement s’appliquant méme si I'on suppose que ¢o est la plus petite
racine posilive, on voit que, dans les conditions indiquées, il n’y a qu'une racine
posilive.
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Supposons maintenant que, les coefficients de P, (), qui hornent
inférieurement ceux de P(x), restant constants, ceux de P,(x), donc
ceux de la somme P(z) varient, I'un au moins des «, augmentant
indéfiniment. L’ordre de grandeur de la plus grande racine de 'équa-
tion caractéristique est en tout cas, pour a,=1, celui de la plus
grande des quantités

(29) (‘! ap| @p—n(n) [h=1.2, ..., p;0,(n)=1],

de sorte qu’on peut déterminer une constante K,, fonction de p seule-

ment, dont le produit par la plus grande des expressions (29) borne

supérieurement toutes les racines de I’équation caractéristique, et en

particulier ¢,. Pour que la condition (28) soit vérifiée, il suffit

donc que ,
nh>KEKA | aff | oh_s(n) (h=1,2,...,p—1),

ou encore, compte tenu de la formule (10), que

(30) n>KMax|a, | (m=1,2,....p—1).

K étant un coefficient qui ne dépend que desa),, c’est-a-dire de bornes
inférieures, supposées connues des a,, ().

Cette condition (30) est donc suffisante pour que la ractne de plus
grand module de I’équation caractéristique soit la racine réelle positive.
L’exemple du polynome (26) montre que, sans cette condition, au movns
pour certains types de polynomes et pour certains systémes de valeurs
des a,,, on ne peut pas remplacer le second membre par une fonction

m)

motins rapidement croissante de Max a,,.

5° La comparaison de g, et | g,| est seule utile pour la suite. I peut
toutefois étre intéressantd’indiquer succinctement comment les calculs
qui conduisent & la formule (23) doivent étre modifiés si I'on veut
comparer les modules de deux racines quelconques ¢, et g;; le lecteur
que cela n’intéresserait pas peut ne pas lire la fin du présent para-
graphe.

Les racines conjuguées ¢, etg, jouent le méme role dans cette étude.
I est donc naturel d’introduire & la fois les nombres entiers ¢ et o'

(*) Compte tenu de ce que les af, sont connus, on peut, en augmentant au. besoin K,
remplacer, dans la condition (30), Max | a,, | par Max«,,.
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(M
EaN
~1

vérifiant les conditions

| (I/.,__G =0, 7

=q

(31)

e T
=17,
-

( “’/"—’T' = 0, ]',;,;: ’.. s

et qui de plus soient aussi petits que possible: ils existent siirement,
Y . -,
sl o =1; on arrive aisément aux formules

i
1 .
\ gr— EIN]_ltl/'—rr Gslr) (1f —17 ),

(32) <

- I Cmr e
( Sp— & FG/:—U—'CPQ-'(” )("f - 1'?),

qui généralisent la formule (22), et les formules (23) et (24) se
généralisent aussi sans difficulté si, dans I'une au moins de ces
expressions, le second membre n’est pas une imaginaire pure. Si c’est
le cas pour la premicre, par exemple (ce qui implique 62 ¢’, car autre-
ment ¢ serait un nombre inférieur a o’ et tel que 2 £4717), on trouve
ainsi que

. . 1 2hor aloTm
(33) :C//;l'—{([/‘[N*('//;_.q@r,-(ll)(cos — €03 )
r ' g
Mais si 6 £ ¢, il peut arriver que 'on ait & la fois
skom alom s ko' w aled'm
cos — cos ) cos = cos :
r g - r

d’oti; compte tenu des formules (31),
(34) ri=r7,  rT=r7.

Dans ce cas il peut arriver que, pour tous les nombres 4 qui sont des
degrés de termes non nuls au second membre de ’équation caracté-
ristique, on ait

. 2hhw — 0521111:

(35) co
p Iz

b

ou qu’au contraire il existe des termes, de degrés supérieurs & la fois
i o et o', ne vérifiant pas cette égalité; soit dans ce cas 24" le premier
de ces termes; dans le précédent, nous n’avons qu’a donner arbitrai-
rement & = une valeur supérieure 4 2p et convenir que a,_. représente

Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 4. 32
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zéro (donc 2.=o0), pour que le calcul qui suit soit applicable dans
les deux cas.

Substituons alors & ¢, dans I'équation caractéristique, les valeurs
qr=ri(1+¢g) et ¢;=r(1+¢), et retranchons les deux équations
obtenues. Les termes linéaires en ¢, et ¢, en n’écrivant pas ceux qui
sont strement négligeables par rapport 4 un de ceux écrits, sont res-
pectivement, dans les deux membres,

2koTm
r

(36) pleg—g), 2ikssin ~+ ke (PG — 17).

La partie principale étant imaginaire, puisque 5 <=, on retrouve la
premiére formule (32); la partie réelle de e,— ¢, est d’un ordre plus
élevé. Pour la calculer, il faut tenir compte des termes non linéaires,
et parmi ces termes, le terme principal est le terme du second degré

au premier membre :
pip—1

2

2

(E./-T_ E‘ZW:

dont la partie réelle, en posant
gp== &)+ (€}, G =g)+ g
et en négligeant les termes qui sont o (&), — <), est

plp—1)y
— Ly

2

plp—1).
R e
2

*€;>(Ek+5l)m 'E[)(S/.~—-—~_S/>,

c’est-a-dire, d’apres les formules (32), .

p—1i. . .. 2kew . 2kd'm
- hghor SID sSIn
r r r

—2

Il vient ainsi, en tenant compte de ce terme et de la partie réelle des
termes (36),

(37) g

pP—1. . ,2kom . 2ko'm
hghg sin, sin
P

[ akom 2ko'w
~+ — Az| COS ——— — COS - )
p r r

sauf peut-étre si 6 4+ ¢’==, cas ou les deux termes écrits sont du
méme ordre, et ou il peut arriver qu’ils se détruisent; il faudrait alors
considérer des termes de degrés plus élevés.

.—-8’1/‘\)2




SUR LES EXPONENTIELLES DE POLYNOMES. 240

Tenant compte d’autre part de

[ { I 9 ' 12 - ' "y ’ ’
i‘/kf_!q/l’\'g(ng-;—1711'):‘3'/.-—51)+E(E'r.»‘—f )+o0 (e, — &),

il vient, sauf peut-étre si ¢ + o' = =

‘ ‘ ) 2. . . 2hkom . o' T
(38) qu‘;—-'(/,[m~/q/.,,.sm—/‘25m2lc
- r P P
. N Y 2k’ T\
-+ — 2| cOs — cOoSs )
r P r

de sorte que l'ordre infinitésimal de cette expression par rapport
c+q

1,)

, I . - . ys .
a — est le plus petit des nombres et =- Si alors I’équation carac-
n r

téristique a au moins un terme non nul et dont le degré / ne veérifie
pas la relation (35), v<p, et cet ordre est inférieur 3 'unité. Mais
g'il nexiste aucun terme de cette nature, 'ordre de la différence

R .-, c+ao . .o - . . B y e,
étudiée est — il est inférieur & 2, mais peut dépasser 'unité.
Ainsi, pour le polynome |
(39) Pay=— %+ 2t 4+ &,
k=1,l=7, on a5 =21, 5= 20, de sorte que 'ordre infinitésimal
de|¢:— ¢, parrapport a - est o >1. Alors

log | Q| —log | Q|
a une limite finie, pour = infini; les indices 1, 7, 24 — 7=17,
2/ — 1 = 23 appartiennent donc au méme groupe, c’est-a-dire que

QL QUL QUU=Tus, O =0y

sont du méme ordre de grandeur; un méme groupe peut donc contenir
plus de deux indices, comme nous I'avons annoncé plus haut (*).

Il resterait & étudier le cas ou ¢+ o'==; on peut se demander si
dans ce cas I'ordre de grandeur de [¢,] —|g¢;/ peut atteindre ou

(1) Pour le polynome (39), on a deux groupes de quatre indices (1, 7, 17, 23 et 5, 11,
13, 19), sept groupes de deux indices et deux groupes contenant chacun un indice (ceux
qui correspondent aux racines réelles).
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dépasser 2, et, si oui, chercher quelle est la borne supérieure de ses
valeurs possibles. Nous n’insisterons pas sur cette question.

4. La variation des constantes. — D’aprés la signification méme de
I'équation caractéristique, la solution générale de I'équation (9), pour
une valeur déterminée de n, est de la forme

P
(40) Bio=3 e [¢]  (v=o0,1, .., p).
k=1

Sil’on connait B,, B,.,, ..., B..,, cela revient au méme d’utiliser
directement ’équation (g9) pour le calcul de B,.,, ou d’utiliser les
équations (40), pour tirer d’abord des p premiéres les coefficients ¢},
puis B,,, de la derniére. Observons que le déterminant D, des équa-
tions qui définissent ainsi les ¢/ tend, pour » infini, vers la limite

i L 1
N r 7y 7,
D= !/ = 0,
XA A i

de sorte que les deux quantités

(h0) g M, = Max | | (h=1, 2, ..., p),
{ M, = Max|B,.| (v=o0,1,...,p—1)
sont du méme ordre de grandeur. Leur rapport, a partir du moment
ou n est assez grand pour que |D,| puisse étre borné inférieurement,
est compris entre deux nombres positifs fixes.

Une fois B,,, connu, on peutde méme calculer les coefficients ¢|"’
al’aide des formules

B,H_-H,,:EC'(/!H"”[Q(/:H”—}V (v=o, 1, "-7])"—1) (1)7

qui comparées aux expressions de B,.,, B,.,, ..., B,, que T'on

(') k étant défini mod p, le signe £ indique une sommation étendue aux p valeurs pos-
sibles. .
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déduit des formules (40), ( en remplacant v par v -+ 1), donnent
. :C(/‘{z)[g(/.(z)]\wl::C(A(Hir[‘](/‘n,_x.]., (v=—o0,. N ]

[l est commode de transformer ces équations en posant

(42) =y, Ao(ny=og(n-+1)—2(n).
On obtient ainsi les formules
(43) ZQWAYP g0+ 2el Al =0  (v=o.1, ces =1,

qui définissent les variations des coefficients Ay;".

Dans ces équations, considérons comme inconnues les quantités
Q%’AY}". Leur déterminant D,., ('), qui tend vers D, est borné infé-
rieurement, pour » assez grand. Chacune des inconnues, 4 un facteur
constant prés, est alors bornée supérieurement en module par le plus
grand des termes connus, ¢’est-a-dire, compte tenu de ce que ¢ tend
vers ry, par

KM, Max| A ¢g{"],

(n}y

K étant un coefficient constant. Or les ¢}’ sont des fonctions des %,

dont les dérivées sont faciles 2 borner supérieurement, pour r assez

. - 1 .
grand (pour n infini, leurs modules tendent vers o = i;) » et, d’aprés
les formules (8) et (11), on a

- Lo\
.\}_(f{l!:a,,_;,.&%(n):() <7{TH) (10— ),
de sorte que les Ag}” sont aussi des infiniment petits d’ordre au moins
égala 14 o. Il vient done
K, M,

nt-+x

(44) }Q(’”/_\y:,‘f”{< (n>N:hk=1,2, ..., p),

K, et N, ne dépendant que des coefficients de P(x) (*); on peut déter-

(t) Comme ¢qqa ...qp=(—1)*1, on ne change pas la valeur absolue de cc déter-
minant en remplagant v -+ tpar v; il se déduit done du déterminant D, considéré plus
haul sans autve changement que le remplacement de n par n + 1, et, si p est pair, un
changement de signe. .

(2) Nous avons utilisé le fait que | gz | =1+ x| est voisin de 1; = étant arbitraire-
ment petit, on peut déterminer I 4 (e ) de maniére que n > I, entraine | x| < =, quel que
soit k. On peut fixer «, et, pour le calcul de K, et N,, utiliser par exemple une détermi-

nation de 9T, < I~1—> ; ils ne dépendent done que des coefficients de P(z).
0
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miner ces constantes en connaissant seulement des bornes supérieures
des | a, | (pour o < m < p; nous supposons g,=1).
Posons maintenant

(45) fed =y Qi = i M.
D’aprées la définition méme de M,, pour chaque valeur de n, le
plus grand des 7} est égal & ['unité. Donnons-nous un nombre v

compris entre zéro et un, et un nombre positif assez petite (on peut le
fixer sans inconvénient, rien n’empéche dans la suite de supposer

I ~ * y Py .
g= i?»>' Sil'on a7n'" >, ¢'est-a-dire
(46) . Y QY| > n M,

IR

(et, pour n’importe quelle valeur de =, il en sera toujours ainsi pour
au moins un indice k), on a aussi, d’aprés I'inégalité (44),

(47)

b

Ay K,
de sorte que Alogy}” est majoré par le terme général d'une série
convergente. Si donc I'inégalité (46) reste mdeﬁmment vérifiée pour
un méme indice £, v’ tend pour n infini vers une limite non nulle v,
et en tout cas, tant qu’elle est vérifiée et a partir du moment ou le
reste de cette série est inférieure a ¢ [soit pour n > 3¢, = 9, (g, 1) ()],
la variation de log}" est en valeur absolue inférieure  ; & une erreur
relative prés inférieure & ¢'=e*—1, ¢}’ varie proportionnellement
2 Q.

D’apres le 1° du paragraphe 3, il existe un nombre N, tel que, si &
et / n’appartiennent pas au méme groupe d’indices, | ¢\, | —| ¢} ait un
signe constant pour n > N,, de sorte que le rapport

, (n)
(43) ()(,”!—R(u i,

(*) Nous employons les lettres Ny et N. pour désigner des nombres qui peuvenl
tre fixés en fonction seulement des coefficients de P(x); au contxalro 9L, dépend de s
et 1, et = est provisoirement mdétermmé,
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varie d’'une maniére monotone, et qu'a une erreur relative prés infé-
rieure a 2¢', il en est de méme, si la condition (46) est vérifiée pour
les deux indices £ et I du rapport

(49)

L"l]l ‘
o |°
r

Lerapport (48) étant d’ailleurs infiniment petit ou infiniment grand,
tandis que le rapport (49) est compris, si I'inégalité (46) est vérifie,
entre deux nombres positifs fixes <egau\ respectivement a v, et ~>

/

1l est nécessaire que I'inégalité (46), quand = croit indéfiniment, cesse
4 un certain moment d’étre vérifiée pour I'un au moins des indices
ketl.

[l peut exister certains indices £ pour lesquels ¢',’=o0(M,); nous
les désignerons par la lettre /, et les autres (il en existe ql’xrement,
d’apreés la définition de M,) par les lettres /,Z,, ... ou/,, {,, ..., les
lettres non accentuces indiquant les indices du groupe pour lequel
QY est aussi rapidement croissant que possible; si donc il existe des

indices /', on aura
Qi =o[Q¥].

Nous pouvons choisir v assez petit pour que chacun des 7" ou des
73" soit une infinité de fois supérieur & 2v), puis 91, = I, (7)) assez
grand pour que, pour n > I, chacun des )" soit inférieur & 1 (').
ChOlblbeﬂS n, supérieur a la fois a N, N,, 9T, et 91, et tel que, pour
n=n, et pour 'indice désigné par [, ;" soit supérieur i 2, et faisons
varier n & partir de cette valeur n,. En substituant & 4, dans le rap-
port (49), successivement les valeurs /,, L, ... etZ, [,, ..., nous
avons deux sortes de rapports, les premiers tendant vers des limites
positives, les seconds trés peu différents de nombres qui décroissent
et devraient tendre vers zéro si I'inégalité (46) ne cessait pas aupara-
vant d’étre vérifiée. Les ¢\ doivent donc nécessairement devenir trés

(1) On remarque que dans ces conditions =1, 9T (z, 1) et ILy(n) ne dépendent pas
seulement des coefficients de la relation de récurrence (¢), mais varient avee la solution
(ue Pon consideére,
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petits par rapport aux ¢/”. Comme il faut que la condition (40) cesse
d’étre vérifiée pour I'un au moins des indices / et I’, ce ne peut étre
que pour 'indice 7', et |[r,”| devient inférieur a v, et ne peut pas croitre
ultérieurement de 7 & 27 (). Donc la définition des indices // implique
contradiction : les indices que I'on aurait pu prendre pour des indices
I’ parce que v;”> 27, ne conservent pas ce caractére et sonten réalité
des indices j. Tous les indices pour lesquels ¢’ n’est pas o(M,) appar-
tiennent donc au méme groupe (ce qui ne veut pas dire qu’ils consti-
tuent tous les indices de ce groupe). Alors, les rapports des différents
‘¢y| étant presque constants, aucun de ces coefficients ne saurait
devenir trés petit par rapport au plus grand; la condition (46) reste
indéfiniment vérifiée, et les ¥ tendent vers des limites non nulles v,;
si d’ailleurs un indice j pour lequel ¢/’ = o(M,) appartient au méme
groupe, Y, tend vers zéro.
En définitive, nous avons obtenu le résultat suivant :

Lemume I1I. — N’importe quelle solution de U équation de récurrence (9)
est de la_forme

(50) : B,= X'y, Q¥+ o[ Q']
Y désignant une sommation étendue aux indices [, l,, ..., [, d'un

méme groupe (*).

() Une variation brusque de [ny' |, depuis une valeur inférieure & 7 jusqu’a une

valeur supérieure par exemple & =M, est évidemment impossible; une telle variation ne

It

pourrait résuller en effet que d’un accroissement brusque de | YY) ], non Lrés petil rap-
M,

port a W, qui est impossible, d’aprés (45), si n est grand, ou d’un accroissement
-~ f[r v

{n: .
brusque de i%’—l, clest-i-dire [compte tenu de ce que y{® varie aussi trés peu] d'un
Mn

des rapporls (49), pour &= /'; un tel accroissement est impossible, comme on vient de
le voir. Si done |7} | dépasse 4, ¢’est d’abord d’une quantité trés petite, et Pon peut
en.suite appliquer les formules (46) et (47) ’aprés lesquelles Y)Y varie trés peu; |1} |
apparait donc comme le produit d’un facteur décroissant par un facteur presque constant,
et ne peut atteindre 2/.

(®) On remarque que, si k appartient & un groupe tel que QYY) = o [Q{*'], il est néces-
saire que y;* tende vers zéro assez rapidement pour que Y Q{'=o[Q{"’]. Si au
contraire QY=o [Q}"], on ne peut & premiére vue rien dire au sujet de (/.
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Considérons alors un groupe d’indices contenant en tout 4 indices,
et désignons par &' le nombre des solutions linéairement indépen-
dantes correspondant & ce groupe au sens du lemme III. Si 2’ > A, des
combinaisons linéaires de ces A’ solutions permettent d’en former au
moins /’'— /A, linéairement indépendantes, et qui soient o[Q{"]. Si
donc onrange les groupes d’indices d’aprés larapidité de la croissance
de Q}”, en commencant par les croissances les moins rapides, un
groupe de A racines conduit 2 former au plus % solutions de I'équa-
tion (9) linéairement indépendantes de celles antérieurement obte-
nues. Comme il faut bien trouver en tout p solutions linéairement
indépendantes, 4 chaque groupe de A racines correspondent exacte-
ment £ solutions indépendantes aussi bien les unes des autres que de
celles précédemment obtenues. C’est donc que les constantes v, sont
quelconques; en désignant par B, , une solution pour laquelle on ait
Yin=1, Y,= o sil=£k (il en existe au moins une), on obtient enfin le
résultat suivant :

Lemme LV. — A chaque indice £ (défini modp) correpond unc solution
B, de Uéquation de récurrence(q) pour laquelle on a

Bk~ QY (rnn—).
La solution générule est une combinaison
(51) B,= Sv:iBo.x
des p solutions particuliéres ainst défintes.

Remarquons que B, ;, sauf si 4 appartient au groupe pour lequel Q)"
tend vers zéro aussi rapidement que possible, n’est pas complétement
déterminé par les conditions que nous lui avons imposées. Nous sup-
poserons de plus B, , réel, et par suite positif pour n assez grand;
cette condition est compatible avec les précédentes, car, si I'on avait
pris une valeur imaginaire, on pourrait prendre aussi bien son imagi-
naire conjuguée, et par suite sa partie réelle.

5. Démonstration du théoréme I. — 1°]ls’agit maintenant d’étudier
les conséquences des lemmes IIT et IV relativement aux signes des B,
Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 4. 33
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qui sont aussi ceux des A, d’abord dans le cas d’une solution quel-
conque de I’équation de récurrence (), ensuite dans le cas particulier
de la fonction (1). Etablissons d’abord le lemme suivant :

Lemve V. — Si¢ =1, la condition nécessatre et suffisante pour que,
pour une solution quelconque de ['équation (9), la suite des B, n’admette
qu'un nombre fint de changements de signes, est que sa valeur princi-
pale sott de la forme v,Q\", v, étant une constante différente de séro.

C’est une conséquence immédiate du lemme 1I, et de ce que la
racine g, de I’équation caractéristique constitue a elle seule un groupe,
d’apres le lemme I. La condition indiquée est évidemment suffisante.
Si d’autre part elle n’est pas vérifiée, c’est que la formule (50)
s’applique, le groupe des indices / qui y interviennent ne comprenant
pas l'indice zéro. On a alors, pour tous ces indices,

P—1
2 ry=o,
v

et par suite
Pl p—1

’
Z B"_«':ZJ 2 Tt Qy'ri 4o L(n)(/ll)] =o(M,)=0(M,),

V=0

ce qui prouve bien que la suite des B, a une infinité de changements
de signes.

Le lemme V estainsi démontré. Il est facile aussi de montrer que, si
¢ >1, la condition indiquée cesse d’étre nécessaire; on peut en effet
définir une solution pour laquelle

B Y Qi

0o

les v, étant des coefficients qui se reproduisent périodiquement avec
la période ¢ (donc ¥, _;=17,), mais a cela pres quelconques. Naturel-
lement, comme nous I’avons déji remarqué, s’il s’agit des nombres B,
définis par les formules (1) et (7), ceux pour lesquels n est multiple
de ¢ sont seuls a considérer, et en ce qui les concerne les résultats
obtenus si c=1 s’appliquent sans difficulté. .
Revenons au cas ou 2 =1. Le lemme V sapplique dans des condi-

tions bien différentes suivant que la condition @ est vérifiée ou non,
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La condition que v, ne soit pas nul est de toute fagon nécessaire. Mais
si la condition & est vérifiée, Q;" croit plus rapidement que tous les
autres | Q;"|, et il suffit que v, ne soit pas nul pour que la condition
du lemme V soit vérifiée. Dans le cas contraire, il faut en outre véritier
que ceux des vy, qui correspondent aux produits | QY| croissant plus
vite que Q" sont nuls. Ainsi, dans le premier cas on n’a qu'une condi-
tion d’inégalité & vérifier; dans le second on a aussi des conditions
d’égalité. Si I'on considére la solution de I'équation () définie par la
donnée de p coeffictents B, consécutifs, la connatssance de valeurs
approchées suffit dans le premier cas, mais non dans le second.

2* Occupons-nous maintenant de la suite particuliére de coeffi-
cients B, définie par les formules (1) et (7). Nous savons déjaque la
condition € est nécessaire; montrons qu’elle est suffisante pour le
probléme préliminaire.

Si, dans les formules (1) et (7), nous remplacons B, par son expres-
sion (51), nous trouvons pour F(x) 'expression
(52) V=X

en posant

3

N B,
R — z — L — 2.
' . n A
o F( — =41 )
r /

D’apres le paragraphe 2, si les coefficients v, étaient quelconques,
on obtiendrait ainsi, non la fonction (1), mais une quelconque des
fonctions y définies par la formule (6); les p constantes vy, sont donc
libes linéairement aux p paramétres qui interviennent dans cette
formule, ¢ et les coefficients de Q(x). Or ¢ = o définit des fonctions
qui tendent vers zéro pour « infini positif, ce qui implique une infinité
de changements de signes dans la suite des coeflicients A, (ou B,); il
n’en saurait étre ainsi si y, n’était pas nul. Donc c=o entraine y,=o,
ce qui prouve que ces coefficients sont proportionnels. Or, pour la
fonction F(z), ¢ =1, donc y, n’est pas nul, c’est-a-dire que, pour n
assez grand, tous les A, ont le méme signe; comme F(x) augmente
indéfiniment avec 2, par valeurs positives, ils sont positifs. La condi-
tion @ est donc bien nécessaire et suffisante pour le probléme prélimi-
naire.,
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3° Pour terminer la démonstration du théoréme I, il faut s’occuper
de questions d’uniformité, importantes pour la solution du probléme
fondamental. Il s’agit du cas ou la condition ¢t est vérifiée, et nous
pouvons toujours supposer ¢ =13 le groupe des indices / de la for-
mule (50) ne comprend ici que la valeur zéro, et 7}*’ tend vers un. Le
nombre v qui intervenait dans la démonstration de ce lemme,
assujetti 4 la condition que chacun des v, dépasse une infinité de

. A , I A
fois 27}, peut donc é&tre fixé; par exemple = 3+ De méme le nombre e

dont dépend 9,, qui n’est intervenu que par le fait qu'une erreur
relative inférieure & 2(ef*—1) dans le calcul des rapports (48) ne
change pas leur ordre de grandeur, peut étre fixé. Le nombre 9,(s, 7)
du paragraphe 4, de méme que K, et N,, et le nombre 97, tel
que | & < e pour n > 9, (p. 251, note 2), ne dépendent donc que des
coefficients de P(x); on peut méme, comme nous l'avons fait
remarquer pour K, et N,, les déterminer, si @,= 1, en ne connaissant
que des bornes supérieures de |a,|, |a,/, ..., la, |; si 'on fait

p - .
varier «,, les rapports g’,%: étant invariants par le changement de x
4

en cx, il suffit évidemment de connaitre une borne supérieure pour
tous les |«,, | et une borne inférieure positive pour «,. '

Nous avons ensuite introduit un nombre N, tel que, si les indices £
et [ n’appartiennent pas au méme groupe, |¢.| — |¢;| ait un signe
constant pour » > N,. Comme ici le groupe des / ne comprend que la
valeur zéro, N, se réduit au nombre N’ du paragraphe 3, 3°; pour le
déterminer, il suffit de connaitre des bornes supérieures des |a,,|,
et des bornes inférieures positives pour ceux d’un ensemble compre-
nant a, et qui soit suffisant pour la condition L.

1l reste enfin, pour apphquer les résultats du paragraphe 4, déter-
miner un nombre n,, supérieur a N,, N,, 91, 9C,, et tel que les |¢"|
autres que c,” soient assez petits, inférieurs, pour fixer les xdees,

. I,

. 3 (n)
A 500

. - . , . P -
alors, n croissant, ils restent inférieurs & 2G> Ce qui

Il,

implique que le signe de B, soit celui de ¢!’; B, est positif pour n>n,.
Or les coefficients B,, définis par les formuleb () et (7)sontdes fonc-
tions continues des @,,; il en est de méme des racines de I’équation .
caractéristique et des produits Q)"; par suite aussi des ¢}”. Si donc,
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pour un polynome P,(.z), et pour 0 < k< p, on a ¢/ < 2—‘1) cela
reste vrai, pour la valeur », de n, pour tout polynome P(x) déduit
de P,(2) par une variation suffisamment petite de ceux des coeffi-
cients qui ne sont pas nuls. Si donc l'on fait varier n i partir de n,,
on est dans les mémes conditions pour tous ces polynomes P(x) que
pour le polynome initial P,(x); pour tout » > n,, B, est positif.

Faisons maintenant varier tous les coefficients «,, de P(x) quine sont
pas nuls pour le polynome initial P, (), non de quantités trés petites,
mais dans le domaine défini par '

o , o
(03) L n | S Wy, Up.Zflgl>0'

m désignant le degré de n’importe quel terme non nul de P, (), et u
celui de n’importe quel terme & coefficient positif, et les ), et les a;
étant donnés. C’est une région fermée, dansun espace a p’ dimensions
[p' étant le nombre des termes non nuls de P()], et chaque point de
cette région est intérieur 2 un domaine ou 'on peut déterminer un
nombre n, tel que, pour » > n,, A, soit positif. D’aprés le théoréme
de Borel-Lebesgue, toute la région définie par les inégalités (53) peut
dtre couverte par un nombre fini de tels domaines. On n’a donc qu'a
prendre le plus grand des différents nombres n, relatifs a ces
domaines; si N est ce nombre, on aura A,>o0 pour n >N, et cela
pour tous les polynomes considérés, ce qui termine la démonstration
du théoreme I.

4° 1l serait pratiquement difficile, méme dans le cas d’un polynome
bien déterminé, de déterminer N par la méthode qui précede. Il est
utile, pour les applications, d’indiquer briévement le principe d’une
autre méthode. Pour simplifier, nous nous placerons dans le cas
ol «,_, est positif, de sorte que toutes les différences ¢, — ¢, sont de
I'ordre de grandeur de = (oc = %)

Le principe de cette méthode est de grouper les valeurs de » en
groupes de valeurs consécutives dans chacun desquels chacune des
fonctions 9,(n) aura une variation relative négligeable; il suffit pour
cela que v=o(n), v désignant le nombre des termes du groupe
qui contient la valeur n. Si d’autre part n~*v est grand, tous
les ¢y (k=1,2,...,p — 1) seront petits par rapport a ¢;.
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En premiére approximation, considérons l’équation (9), pour
chaque groupe, comme une équation a coefficients constants, c’est-a-
dire que chacun des %, sera remplacé par une valeur approchée indé-
pendante de ~. Si initialement ¢, n’est pas négligeable, le terme
correspondant & la racine véelle de I'équation caractéristique sera
devenu prépondeérant vers la fin du groupe, desorte que les p derniers
des B, seront assimilables (¢, — 1 étant positif et petit) & p termes
consécutifs d’une progression géométrique lentement croissante.

Quelle est d’autre part la valeur de cette approximation? On répéte

. . , v ; .
vfois une erreur relative de I'ordre de grandeur de - au plus, du moins

si l’erreur commise dans le calcul de B,., est comparée, non a4 B,_,,
mais au nombre M, défini par la formule (41); 'erreur relative finale

est au plus de l'ordre de grandeur de JT—I [T suffit donc que v soit grand

par rapport i n* mais petit par rapport. yn(ce qui est possible; si la
condition @ est vérifiée et qu’il v ait au moins un terme négatif, c’est
que p > 2), pour que, approximation considérée d’abord étant satis-
faisante, la prépondérance du terme en QY soit augmentée du
commencement & la fin du groupe considéré. 1l n’est pas dans ces
" conditions nécessaire d’étudier la variation des constantes : les

' Bn - . Buip _ (n+p)Ansy
rapports BT’ ou les rapports plus simples 1;:’ =X, = (que

’on peut calculer sans utiliser les tables des fonctions eulériennes),
sont a la fin du groupe peu différents respectivement de ¢, et ¢2, donc
de I'unité, et cette régularisation de la suite des A,, due a la prépon-
dérance de la racine positive de 1’équation caractéristique, ne peut
que s’accentuer lorsqu’on passe d'un groupe au suivant. A partir du
moment ot I'on a constaté ce phénoméne, si d’autre part on est assuré
que ¢, reste la plus grande racine de I’équation caractéristique, on est
assuré que cette régularisation ne peut que s’accentuer, et que les A,
seront définitivement positifs.

6. Solution du probléme fondamental. — Pour résoudre ce pro-
bléme, il faut introduire une nouvelle condition, ne dépendant,
comme la condition &, que des signes des coefficients a,,. Désignons
a cet effet par E,, I’ensemble des nombres A, p, + 2,p, +. ..+ h,p,,
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PisP2se .., p, étant les degrés des termes non nuls de P,(z),
et /1, ho,. .., &, étant des entiers non négatifs, 4 cela prés arbitraires.
Si, au lieu de considérer les degrés de tous les termes de P.(x), on
ne considére que les degrés p/, p,, ... des termes de P,,(2) [c’est-a
dire des termes de P,.(x) dont les coefficients sont positifs], on
obtient, au lieu de E,,, un ensemble E|, contenu dans E,,. Nous dirons
qu’un polynome P(z) vérifie la condition 3 (ou @) si, pour tout 7 tel
que a,, soit négatif, m appartient & 'ensemble E,,_, (ou E,_)).

On remarque une certaine symétrie entre ces conditions @ et @', et
les conditions @A et @’ qui, lorsque «, < o, établissent des relations
nécessaires entre 7 et les degrés des termes non nuls de P(x)—P,.(x);
ici, il s’agit au contraire des termes de P(x) de degrés inférieur a m.

S

En outre, au lieu de l'ensemble des nombres Elz,-p; obtenus en

prenant pour les 2; des entiers quelconques (‘doné la considération
équivaut 4 celle du p. g. ¢. d. des nombres p;), on considére celui
obtenu en ne prenant pour les /;que des entiers non négatifs. L'analogie
reste grande, et, de méme que les conditions @ et @’ sont équivalentes
nous pouvons montrer que @ et 3’ le sont. Le fait que @' entraine @&
est évident : si mappartient 2 E,,_, sous-ensemble de E,_,, il appar-
tient a fortiori 4 E,_,. La réciproque résulte de ce que, si @3 est
vérifié ('), E,, et E, sont identiques; on ne change en effet pas la défi-
nition de E,, en supprimant dans la somme X/pp; ceux des p; qui
appartiennent d E._,; c’est le cas, si la condition @3 est vérifiée, de tous
ceux qui ne sont pas des p;, et la définition de E,, ne se distingue pas,
dans ce cas, de celle de E/.
Etablissons maintenant le lemme suivant :

Lemme VI. — La condition 03 est nécessaire pour que la serie (1) ait
lous ses coeffictents non négatifs.

Si en effet elle n’est pas vérifiée, on peut choisir 7 de maniére
que a,, soit négatif et que m n’appartienne pas 4 E,,_,. Or le dévelop-

(*) Et dans ce cas seulement; il n'est donc pas indifférent dans la suite de dire qu'un
entier m met en défaut la condition @3, ou la condition @'; seul le plus pelit entier qui
les mette en défaut est le méme pour les deux.
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pement de ™" en série entiére ne contient que des termes dont les
degrés appartiennent 2 E,,_, ; il ne contient donc pas de terme en x";
par suite, dans le développement de e", le coefficient de ™
est A, = a,,< o; ce développement contient donc au moins un coef-
ficient négatif, C. Q. F. D.

La solution de notre probléme fondamental est maintenant immé-
diate; elle s’exprime par le théoréme suivant :

TutoreMe 1I. — Pour que tous les A, sotent non négatifs, les cond:-
tions CL et (3 sont nécessaires. St elles sont vérifiées, et si ceux des a,, qui
sont positifs ou nuls sont connus, la condition nécessaire et suffisante
s’exprime par un nombre fini d’inégalités, sirement vérifiées lorsque les
modules de ceux des a,, qui sont négatifs sont suffisamment petuts.

Nous savons déja que les conditions @ et 3 sont nécessaires.
D’autre part, si ceux des @, qui sont positifs ou nuls sont connus, la
condition nécessaire

A~m =any+ C?((Zl, Cloy - T (lm— ); o

limite supérieurement les modules de ceux des «, qui sont négatifs.
On peut alors, d’aprés le théoréme I, déterminer un nombre N tel
que, pour » >N, on ait A,20 (et méme A, >o si n est multiple de 2).
Les conditions

(54) Am2o (n=1, ..., N)

sont alors nécessaires et suffitantes.

Il reste & montrer qu’elles sont vérifiées si tous les coefficients
négatifs sont assez petits. Pour faciliter le langage, nous supposerons
que leurs modules soient des fonctions croissantes d’un paramélre 7.,
et s’annulent avec ce paramétre. D’abord, E désignant la réunion de
tous les E, (ou de tous les E; la condition @ étant vérifiée, cela
revient au méme), si » n’appartient pas & E, A, est nul, et reste nul
quand A varie. Si au contraire n appartient 4 E, A, tend, quand %

varie, vers le coefficient A, de la série

®
el“:::) f— 2 A"wn_
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Comme A, est positif, A, I'est a partir du moment ou  est inférieur
un nombre assez petit A,. 1l n’y a & considérer que les valeurs de » au
plus égales & N; soit alors 2’ le plus petit des 2’; pour X</, tous

les A, sont non négatifs, C. Q. F. D.
7. Remarques diverses. Etude des polynomes minima. — 1° Indi-

quons d’abord quelques conséquences simples des conditions néces-
saires €L et @3 : s1 un polynome vérifiant ces conditions a au moins un
terme négatif, de degré 2, il a au moins un terme positif de degré au

. 1 - .. , , .
plus égal & —; et au moins deux termes positifs de degrés supérieurs

am. Il'y a done au moins quatre termes, et le polynome de plus bas
degré vérifiant ces conditions est le polynome du quatriéme degré

(35) P(z) =aw — Ba® + ca® + 2t (e, B, ¢, ¢/ > 0).

Si, les termes étant rangés dans Pordre des degrés croissants, le
premier terme non nul est de degré /4, le polvnome du plus faible
degré possible est

(56) P ( 1’): a.l‘l‘ _— @xih -+ L.x‘zh:—x -+ o lrﬂ;«-»ﬂ_

Le rapport des degrés extrémes est toujours supérieur 2 2, mais
peut approcher autant qu’on veut de cette valeur, pourvu que % soit
assez grand. :

Si, p désignant le degré de P(x), «,, a,_, et a, sont positifs, les
conditions €L et 33 sont vérifiées, quels que soient les signes des autres
coefficients. Trois termes positifs suffisent donc pour qu’il puisse y
avoir un nombre arbitrairement grand de termes négatifs.

2° Nous considérerons a,, a., ..., a, comme les coordonnées d’un
point M dans un espace E, 4 p dimensions. Nous nous proposons de
préciser la nature de la région, évidemment fermée, de I'espace,
définie par les inégalités
(57) Az20 (n=1,2,...).

Nous I'appellerons région positive de I'espace E,; son complément sera

la région négative; nous désignerons sa frontiere par &, par §, la

surface algébrique A, =o, et par €, le plan a,,=o. 1l est bien évident
Ann. Ec. Norm., (3), LIV, — Fasc. 4. 3
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que, le changement de x en %2 étant sans influence sur le signe A,
si X est positif, on ne change par la région positive ni la variété S si
I'on remplace simultanément a,, a., ..., @, par Aa,, A*a., ..., Ma,.

Nous dirons que le polynome P(x) est d'un zype connu lorsqu’on
sait quels sont les coefficients nuls et quels sont les signes des autres.
S’il y a des coefficients nuls, le point M est situé dans un espace E,
dont le nombre de dimensions est ¢ <p. Comme un grand nombre de
raisonnements s’appliquent aussi bien dans I'étude de I'espace
entier E,, ou dans un espace E,, ou dans la portion de E, correspon-
dant & un polynome de type donné, pour ne pas avoir 4 distinguer ces
différents cas, nous désignerons toujours par S la frontiére de la
région positive 4 U'intérieur de 'espace étudié. Il faut remarquer que
la variété S de E, ne comprend pas nécessairement toute la section
par E, de la variété S de E,. Ainsi, pour p >4, a,= o définit un
espace E, , dans lequel existe une région positive appartenant tout
entiére a la variété S de E, (puisque dés que a, devient négatif on
entre dans la région négative), mais dont la frontiére seule constitue
la variété Sde E,,.

Il peut arriver que les conditions L et (3 cessent d’étre vérifiées,
soit lorsque certains coefficients «, positifs deviennent nuls, soit
lorsque certains coefficients nuls deviennent négatifs. Il importe de
remarquer que la premiére de ces circonstances n’est pas en contra-
diction avec le fait que la région positive soit fermée. Ainsi, pour le
polynome (55), les trois coefficients a, ¢, ¢’ sont nécessairement
positifs, ¢’est-a-dire que si I'un d’eux s’annule, J restant positif, 'une
des conditions nécessaires @ et @B cesse d’étre vérifite. Cela ne
’empéche pas d’étre arbitrairement petit; mais 3 sera nécessairement
d’autant plus petit qu’il est plus petit, et s’il tend vers zéro, 8 tendra
aussi vers zéro. La portion de plan a = o, >0, ¢>o0, ¢/ >0 est donc
frontiére, non de la région positive de 1’espace, mais seulement de
la région ot les conditions nécessaires A et @ sont vérifiées.

3° 1l est évident que tout point M de la variété frontiére S, que ce
soit dans E, ou dans un des E,, ou bien appartient & une des sur-
faces 8, ou bien peut étre considéré comme point d’accumulation des
points M, appartenant chacun 2 une variété S,. Nous allons montrer
que, si aucun des a,, n’est nul en M, sauf, s’il s’agit d’un espace E, ,
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ceux qui sont identiquement nuls dans cet espace, le premier cas est
nécessairement réalisé : M appartient & une variété S,.

(est une conséquence immédiate du théoreme 1. Si dans I’espace E,
ou E, considéré, nous considérons une sphere de centre M et de rayon
inférieur au plus petit de ceux des {a,| qui ne sont pas nuls (en ne
tenant compte, s’il s’agit d’'un E,, que de ceux qui y sont variables) le
nombre N de ce théoréme peut étre défini d'une maniére uniforme a
Uintérieur de cette sphere. Il suffit alors que les N premiéres inéga-
lités (57) soient vérifiées en un point M’ de cette sphére pour qu'il
appartienne a la région positive; il n’y a donc qu’un nombre fini de
surfaces S, a considérer pour définir la frontiere de cette région, et
le point M appartient nécessairement 4 au moins une de ces surfaces,

C. Q. F. D.

Comme la condition & intervenait seule dans le théoréeme 1, la
conclusion subsiste si 'on fait varier un des a, non identiquement
nuls dans E, ou E, a partir d’'un point ou il soit nul, pourvu qu’il
puisse devenir négatif sans que la condition & cesse d’étre vérifiée.
Il n’y a donc pas a s’occuper de la condition ¢3; on peut le voir aussi
en observant que, si elle cesse d’étre vérifiée quand a,, devient négatif,
c’est que A, se réduit & a,, (sinon dans tout E;, du moins sur la droite
passant par M et obtenue en ne faisant varier que a,,); A, sans étre
identiquement nul, est nul en M; ce point est sur une des surfaces S,,.

Donc : la variété frontiére 'S comprend, a l'exclusion de toute autre
surface, d'une part des portions des surfaces algébriques's,, d’autre part
des portions de plans %, sur lesquels la condition CU est vérifiée, mats
cesse de U'étre quand a,, devient négatif.

Quand A,, sans étre identiquement nul dans E,, s’annule en un
point, nous dirons qu'’il s’annule accidentellement; de méme pour a,..
Donc : pour tout point de la frontiére'S, au moins un des coeffictents,
soit de P(z), soit de F(x), s’annule accidentellement.

4° BEtudions maintenant I’influence, sur la variation des A,, d’un
coefficient a,, distingué des autres. Il est d’abord évident que, si la
série F(x) a tous ses coefficients non négatifs, cette propriété subsiste,
¢ étant un nombre positif quelconque, lorsqu’on ajoute ca™ a P(x), ce
qui revient & multiplier F(a) par exp. cz™. Si I'on change de région
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quand a,, croit, cela ne peut donc étre que pour passer de la région
négative a la région positive, et le point frontiére appartient a la
région positive puisqu’elle est fermée (').

D’une maniére plus précise, la relation facile a vérifier [ d’aprés les
formules relatives & la multiplication des séries entiéres représentant
exp. P(x) et exp. cx]

(58) A,

dan,

=A n—m

(A, représentant zéro si v est négatif) montre que, si a, varie en
croissant depuis une valeur initiale a,, jusqu’a I'infini, et si initiale-
ment A,_,., A, s, ... sont non négatifs et non tous nuls, A, croit
constamment et indéfiniment. L’inégalité A,2>o0, si elle n’est pas
vérifiée dés le début de 'intervalle considéré, se résout done par

(59) am 2ol

i étant la plus grande racine de A,, nécessairement simple s1 elle
est supérieure a a,,. Si ’on résout successivement les équations (57)
par rapport & a,, il n’y a évidemment & retenir que celles des inégalités
(59) qui sont plus restrictives que les précédentes, et elles corres-
pondent toujours & des cas ou «; est racine simple de A, ; une racine
d’ordre 2 >>1 aurait été obtenue antérieurement comme racine simple
de An—(h-i)m- .

Ilestd’ailleurs impossible, quelles que soient lesvaleurs données des
autres coefficients, que les inégalités (57) soient. toutes vérifiées quel
que soita,;ainsiA,, varieavec a,,de —w & +o0; de méme A;,,, A5, -

Il n’y a dés lors que deux cas possibles : ou bien il est impossible de
déterminer a,, sans changer les autres coefficients de P(x), de

(1) Bien entendu, il s’agit d’'une propriété de 'ensemble des inégalités (57) qui n’est
pas vraie séparément pour chacune d’elles. On peut observer d’autre part que, si la
série F(2) n’a qu’un nombre fini de coefficients négatifs, cette propriété subsiste quand @,
augmente. Il ne s’agit pas la d’un théoréme général sur les séries entiéres, comme Ie
montre la multiplication de 1— x par exp. cxz™(m >1). Mais dansle cas qui nous
occupe, ol F(x) = exp. P(x), le fait qu’il y ait au plus un nombre fini de coefficients
négatifs est 1ié & la condition &, qui ne peut pas cesser d’étre vérifiée, si elle P'est initia-
lement, quand a,, croit. -
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maniére 4 vérifier toutes les inégalités (57), ou bien ces inégalités se
résolvent par ~

(60) A 2 Zas

o, désignant la borne supérieure des o

Occupons-nous d’abord des conditions de possibilité. Pour que,
sans changer les valeurs données des autres coefficients, on puisse déter-
miner a, de maniére G vérifier toutes les inégalités (57), il est évidem-
ment nécessaire et suffisant, d’abord qu’tl n’y ait aucun coefficient
indépendant de a,, (), et négatz'f; ensuite que les o, soient bornés dans
leur ensemble. Nous dirons que le systeme des valeurs des coefficients
de P(x) autres que a,, est apparamment acceptable si la premiére de
ces conditions est vérifiée, et réellement acceptable si la seconde 'est
aussi.

On peut observer aussi qu’il est nécessaire que, pour a,, positif, les
conditions € et @3 soient vérifiées. Ces conditions jouent d’ailleurs des
roles trés différents. Sila condition @ n’est pas vérifiée pour a,, positif,
a, étant un coefficient négatif qui la mette en défaut, A,=a, est
indépendant de a,, et négatif; c’est donc la premiére partie de la con-
dition nécessaire et suffisante ci-dessus qui est en défaut. Au con-
traire, si 'on a vérifié qu'il n’y a aucun A, indépendant de a,, et
négatif, il est possible que la condition & ne soit pas vérifiée pour a,
positif; alors I'impossibilité de déterminer a,, se manifestera néces-
sairement par le fait que les a ne seront pas bornés.

[l semble probable que, si tous les A, indépendants de a,, sont non
négatifs, la condition nécessaire @ (pour a,, positif) soit aussi suffi-
sante pour que les o) soient bornés dans leur ensemble et qu’en con-
séquence on puisse déterminer a,,. Nous allons seulement établir un
résultat moins complet, relatif au cas ottI’on fait varier en méme temps,
non un seul coefficient a,, de P(2), mais un ensemble de coefficients

(1) Dire que A, est indépendant de am, c’est dire que sa dérivée A,—p, est nulle. 1l
importe peu que ce soit identiquement, ou biea accidentellement, c’est-a-dire ici pour
an quelconque, mais pour les valeurs données des autres coefficients. Dans ce dernier
cas, nous dirons que A, est accidentellement indépendant de a,,. Il peut arriver que A,
soit ainsi accidentellement indépendant de @, de ay, mais non de an et @y, considérés
comme susceptibles de varier simultanément.
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positifs ¢, ¢/, ..., comprenant celui du terme de plus haut degré, et
suffisant pour la condition €. Nous allons montrer que : s les coeffi-
cienis de P(x) autres que c, ¢, ... sont donnés, et tels qu’il n’y ait
aucun A, z'zzdzy)enfianz dec,c, ... etnégatif, toutes les inégalités (57)
sont vérifiées simultanément, pourc, ¢/, ... assez grands; en d’autres
termes, st l'ensemble des coefficients de P(x) autres que ¢, ¢/, ... est
apparemment acceptable, il est aussi réellement acceptable.

Nous savons en effet qu’on ne change rien aux inégalités (57) en
multipliant & la fois a,, a., ..., a, par A, &%, ..., A7. Cela revient
donc au méme de faire cette opération sur les coefficients choisis ¢,
¢/, ..., ou de faire I'opération inverse pour les autres. Dans ces con-
ditions, rendre X trés grand revient & rendre ces derniers coefficients
trés petits; 2 variant de un a 'infini, le nombre N du théoréme I peut
étre déterminé indépendamment de 4 ; les A, d’indices supérieurs a N
sont stirement positifs, et les N premiers, ou bien sont indépendants
de X et par hypothése non négatifs, ou bien fonctions de A et non
négatifs pour A assez grand. C'est d’ailleurs le raisonnement méme
par lequel, dans le cas ol les coefficients choisis ¢, ¢/, ... sont tous
les coefficients positifs, nous avons établi le théoréme II.

Si alors on laisse fixe les coefficients autres que ¢, ¢/, . . ., et que ce
soient ces coefficients choisis qui varient avec X (chacun des a,
choisis variant proportionnellement & 2™), pourvu qu’il n’y ait aucun
coefficient indépendant de ¢, ¢/, ... et négatif, pour X assez grand,
toutes les inégalités (57) seront vérifiées simultanément. Comme
ensuite elles restent vérifiées si ¢, ¢/, ... augmentent d’une maniére
quelconque, la relation précise établie d’abord entre eux importe peu;
pourvu que tous soient assez grands, le résultat subsiste,

€. Q. F. D.

Revenons maintenant au cas ou, a, variant seul, les conditions de
possibilité indépendantes de a,, sont vérifiées, de sorte que les inéga-
lités (57) se résolvent par la formule (60). Si «, n’est pas nul, le
nombre N du théoréme I reste fini quand @, varie au voisinage de
cette valeur, et I'on n’a & considérer qu'un nombre fini d’inéga-
lités (57), donc un nombre fini de o, de sorte que la borne supé-
rieure «, est atteinte par au moins 'un d’eux. Donc un au moins
des A,, s’annule accidentellement pour a,==o,, et, s’il y en
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plusieurs, le premier d’entre eux a une racine simple, ¢’est-a-dire que

}\n =0, An—~nz >o.

St 2,,= o, le raisonnement et la conclusion subsistent si la condi-
tion & reste vérifiée quand a,, devient négatif; mais si elle cesse d’étre
vérifiée dans ces conditions, il peut arriver que les « soient tous
négatifs\, mais n’aient pas de borne supérieure négative.

Nous retrouvons ainsi & peu prés les résultats du 3° du présent
paragraphe. Mais nous pouvons maintenant les compléter par la réci-
proque suivante : st un des A, s’annule accidentellement en un pornt M
de la région positive, ce point appartient a la frontiére S de cette région.

Si en effet il s’annule accidentellement, il dépend effectivement
d’au moins un des coefficients «,, non identiquement nuls pour le type
de polynome étudié, et @, est nécessairement égal i la plus grande
racine de ce polynome, désignée ci-dessus par oi,. Alors A,, s’il s’agit
d’une racine d’ordre impair, et sa dérivée A,_,,, s'il s’agit d’une racine
d’ordre pair, changent de signe au voisinage de cette valeur, ce qui
prouve que M appartient & la frontiére S.

Nous dirons que le polynome P(x) est minimum par rapport au
coefficient a,, si, les inégalités (57) étant toutes vérifiées, on ne peut
pas diminuer a,, sans qu’elles cessent d’étre vérifiées. En introduisant
cette définition, les résultats obtenus peuvent s’exprimer comme
suit :

Pour qu'un polynome pour lequel les inégalités (57) sont toutes
vérifiées soit minimum par rapport & a,,, il faut et il suffit que, ou bien
a,, soit nul et que la condition & cesse d'étre vérifiée si ce coefficient
devient négatif, ou bien qu'un coefficient A, fonction de a,, s’annule
accidentellement pour la valeur considérée de a,, (s'il y en a plusieurs,
il y en au moins un qui ait une racine simple; donc A,=o0, A,_,, > 0).

D’autre part : pour gu'un polynome, pour lesquel les inégalités (57)
sont toutes vérifiées, et dans lequel on considére certains coefficients
comme variables, soit minimum par rapport @ l'un au moins de ces
coefficients, pourvu qu'il n’y en ait aucun qui soit nul et ne puisse pas
devenir négatif sans que la condition A cesse d’étre vérifice, il faut et il
suffit gu'un au moins des A, (fonction d’un au moins des coefficients
variables) s’annule accidentellement,
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5° Nous dirons qu’un polynome est absolument minimum, ou, plus
simplement, qu’il est minimum, s’il est minimum par rapport a tous
ses coefficients, y compris ceux qui, étant nuls, peuvent devenir
négatifs sans que les conditions A et @ cessent d’étre vérifiées. Il est
inutile de considérer les autres, par rapport auxquels il est stirement
minimum.

Pour savoir si un polynome donné est minimum, il faut ainsi se
placer dans un espace E, bien déterminé, ou les coordonnées sont
tous les a, par rapport auxquels il doit étre minimum. A chaque
point M correspond un g-édre, lieu des points obtenus en ajoutant
aux coordonnées de M des constantes non négatives, a cela prés quel-
conques; nous I'appellerons le g-édre positif de sommet M. Les points
M correspondant aux polynomes minima forment sur & une variété s’
dont la connaissance suffit a définir la région positive; cette région
est, en effet, le lieu des g-edres positifs ayant pour sommets les points
de 8’; S est d’ailleurs la partie commune 2 tous les ensembles & partir
de laquelle la région positive peut étre définie de cette maniére.

&' peut se réduire a4 un point, qui est alors I'origine. C’est le cas si
P(x) est un polynome i coefficients tous positifs auquel on ne peut
ajouter aucun terme négatif sans que I'une au moins des conditions
Q@ et 3 cesse d’étre vérifiée. Comme exemples citons le polynome du
troisitme degré, et tout polynome dans lequel le degré de chaque
terme est multiple du degré du terme précédent.

Le seul cas non trivial est celui d’un type de polynome vérifiant les
conditions L et 33 et ayant au moins un terme négatif. Nous verrons
que, dans I’espace E, que I’étude d’un tel polynome conduit & consi-
dérer, S’ est une variété & ¢ — 1dimensions.

Les résultats du 4° ci-dessus entrainent immédiatement la consé-
quence suivante : les inégalités (57) étant vérifiées pour un polynome
P(z), pour qu'il soit absolument minimum, il faut et il suffit qu'a
chacun des q coefficients variables a,, on puisse faire correspondre un
entier n de maniére que A,=o, A,_,, > o (de sorte que A, s’annule
accidentellement pour la valeur considérée de ce coefficient).

Cette condition peut étre réalisée de deux maniéres différentes : ou
bien un A,, dépendant effectivement de tous les a,,, s’annule acciden-
tellement; il est alors possible qu'il soit seul & s’annuler; ou bien
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plusieurs A, s’annulent accidentellement. Nous montrerons que les
deux cas sont réalisés effectivement, et cela pour n’importe quel type
~ de polynome. '

Observons d’abord qu’on peut supposer ¢ =1. Si en effet P(z) est
un polynome en 2%, avec ¢ >>1, il est bien évident que si I'on rend
négatif le cofficient initialement nul d’un terme dont le degré ne soit
pas multiple de ¢, les conditions €U et (3 cessent toutes les deux d’étre
vérifiées; P(x) est donc toujours minimum par rapport a un tel
coefficient a@,, et il n’y a & s’occuper que de ceux pour lesquels m est
multiple de 8. On peut pour cela prendre 2% comme nouvelle variable,
¢’est-a-dire se ramener au cas ou ¢ =1.

Tous les A,, a 'exception seulement d’un nombre fini, dépendent
alors effectivement de tous les a,. L’arithmétique élémentaire le
montre aisément ('); mais le théoréme I va plus loin : on peut, en
effet, d’aprés ce théoréme, choisir N de maniére que, pour n >N, A,
soit positif; donc, pour n> N p, tous les A,_,, sont positifs, ¢’est-
a-dire que A, ne saurait (que ce soit accidentellement ou non) étre
indépendant d’aucun a,, ().

Répartissons maintenant les coefficients positifs de P(z) en trois
catégories; nous désignons par a,a’, ... ceux qui précédent le
premier coefficient négatif, par ¢, ¢/, ... ceux qui suivent le dernier
coefficient négatif, et par b, b', ... les coefficients intermédiaires,
s'il y en a. Les modules des coefficients négatifs seront désignés par
B, B, .... Les coefficients a, a’, ... n’interviennent pas dans la
condition &, tandis qu'au contraire les coefficients ¢, ¢/, ... jouent
un role essentiel pour cette condition, qui cesserait d’étre vérifiée si
on les annulait. Pour la condition @, c’est le contraire. Toute autre
répartition des coefficients présentant ces caractéres peut pour la
suite étre substituée a celle définie d’abord.

Nous pouvons d’abord choisir @, @, ... et 3, #’, ... de maniére a

(1) Cela revient, en effet, & dire que, my, ms, ... étant des entiers positifs donnés,
premiers entre eux dans leur ensemble, la forme X /4;my, les %; étant des entiers non
négatifs, est susceptible de représenter tous les nombres entiers supérieurs & un nombre

N convenablement déterminé.
(2) Ce résultat, en un sens plus précis que celui que donne l'arithmétique, est d’autre
part woins précis en ce sens que N dépend ici des modules des coefficients de P(x).

Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 4. 35
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rendre non négatifs ceux.des A, (en nombre nécessairement fini) qui
ne dépendent pas des autres coefficients de P(), I'un d’eux au moins,
soit A,, s'annulant. Comme b, &', ... et ¢, ¢/, ... constituent un
ensemble de coefficients positifs suffisant pour que la condition @
reste vérifiée si 'on annule les autres, il suffit ensuite de les prendre
assez grands pour que tous les A, soient non négatifs. Ainsi on peut
rendre accidentellement nul au moins un A, ne dépendant que des
coefficients a, a’, ... et 3, 3, ..., tous les autres A, étant non
négatifs. Il ne suffit donc pas qu'un A, s’annule accidentellement
“pour que le polynome soit minimum; pour obtenir un tel polynome -
en partant de celui formé d’abord, il faut rendre minima successive-
ment tous les coefficients de P(x) qui n’interviennent pas dans le
calcul de A,, ce qui conduira & annuler d’autres A,. Plusieurs A,
s’annulent ainsi simultanément. C’est une des circonstanees dont nous
voulions montrer la possibilité, d’ailleurs presque évidente a priori.
Pour réaliser I'autre, choisissons d’abord N arbitrairement grand,
et tel en tout cas qu’aucun A, d’indice supérieur 2 N — p ne soit identi-
quement nul, p étant le degré de P(x). Supposant d’abord ¢, ¢/, ...
nuls, choisissons arbitrairement a, a’, ... et b, ', ..., puis choisis-
sons 3, ', ... assez petits pour que les coefficients A, qui dépendent
de ces parametres et dont I'indice est au plus égal a N soient positifs.
Soit Py () le polynome initial ainsi obtenu; comme il ne vérifie pas la
condition &, pour la série (1) liée 2 ce polynome, il y a, apres Ay,
une infinité de coefficients négatifs. Donnons-nous d’autre part un
polynome P,(x) formé avec des valeurs positives des coefficients

b, b, ...etc,c, ..., tous les autres étant négatifs. Posons
(61) “P(x)=Py(z)+ 1P (2).
Pour A positif, tous ceux des coefficients A,, A,, ..., Ay qui varient

avec ce paramétre croissent en partant de valeurs non négatives; ceux
qui ne dépendent pas de % ne sont nuls que s’ils le sont identique-
ment dans E,; aucun ne s’annule accidentellement. D’ailleurs, pour &
assez grand, tous les A, sont non négatifs; il existe donc une valeur
limite 2/, évidemment positive, telle qu’il en soit ainsi pour A27%/,
mais non pour A <_A'. Dans E,, on peut dire que cette valeur A’ définit
le point d’intersection M de la droite (61) avec la frontiére $ de la
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région positive. Kn ce point, un au moins des A, s'annule accidentel-
lement; soit A, celui de plus faible indice. Comme v >N, A,_,,
A, ..., A,_, n’étant ni identiquement ni accidentellement nuls,
sont positifs, c’est-a-dire que A, dépend effectivement de tous les
coefficients de P(a). Donc ce polynome est absolument minimum, et
M appartient 2 §'.

Donc : en se donnant arbitrairement des bornes inféricures positives
poura, a', ...etbh, b, ..., puis prenant 3,3, ... assez petits, nous
obtenons unc région de B, ou la frontiére S de la région positive est
constituée uniquement de points de §' correspondant & des polynomes
absolument minima.

Il en résulte que ' est dans cette région une variété 3 ¢ — 1 dimen-
sions, composée de portions des surfaces algébriques §,. D’ailleurs,
N, donc v, sont arbitrairement grands. Si donc il est possible que
certaines des surfaces S, n’interviennent pas dans cette définition
de &', il y en a une infinité qui interviennent effectivement. Elles ont
nécessairement des intersections deux i deux, trois i trois, ..., de
sorte qu’il peut arriver que plusieurs A, s’annulent simultanément.
Mais, tandis que, dans la région de E, obtenue en rendant d'abord
8, B/, ... maxima, c’était le cas général, c’est ici l'exception. Dans la
premuiére de ces régions, au moins un A, ne dépendant que de certains
coefficients de P(x) s’annule accidentellement sur'S et'§', ict, ceux qui
s’annulent accidentellement dépendent de tous les coefficients de P(x).

On peut dire encore que la frontiére $ de la région positive est
constituée, dans certaines de ces parties, par des variétés planes ou
cylindriques sur lesquelles certaines coordomnées peuvent varier
indépendamment les unes des autres; dans d’autres parties, elle
coincide avec S’ et il n’y a aucun coefficient qu’on puisse faire varier
indépendamment des autres.

Quant au nombre maximum des A, qui peuvent en méme temps
s’annuler accidentellement, il est en principe égal & ¢ —1 (et non g,
car les paramétres a,, yas, ..., \a, n’interviennent que par leurs
rapports). Il n’y a du moins pas lieu, & premiere vue, de s’attendre a
ce qu'il puisse y en avoir plus, mais nous ne l'avons pas démontré (*).

(1) Une autre question que nous avons passée sous silence est la suivante : est-il
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8. Cas particuliers. — 1° Le cas du polynome du quatriéme degré. —
11 peut étre utile de préciser les résultats précédents dans le cas du
polynome (55). Comme les relations a étudier ne dépendent que

de [—(j-, ‘%, 2—,,, on peut supposer a=1. Il vient alors
' 1
A= 5 — B,
A3: -é ——(.’) - O,
A\ L _B_ B o
(62) :\,,-—- :)‘—[[_ -—'—2" -+ > -“+c—+ ',
— ! ﬁ Qj ! _1____ o
A5—;O"—6+2—|—L<2 @)—F‘(,,
I B p* B I c? 1
1\5——-—'7—;'—;[;—‘"Z_'§+C<6—ﬁ>+;+cl<;—ﬁ>,

et ainsi de suite.

D’aprés une remarque du 4° du précédent paragraphe, ¢ et ¢’ consti-
tuant un ensemble suffisant pour la condition @, si une valeur de {3
est apparemment acceptable, elle est aussi réellement acceptable. 1l
est facile de déterminer les valeurs pour lesquelles il en est ainsi.
Le seul des A, qui ne dépende que de 3 étant A,, nous voyons d’abord

. 1 .
que $ a pour maximum 5 cette valeur maxima est acceptable, et la

partie positive du plan = 5 (B,c,c’ étant les coordonnées dans un
espace E;, section de E, par a = 1) appartient 4 la surface frontiere S.
Danschaque plan § = const. (B variant de o & ;—), la région positive

est limitée par une ligne £, constituée par un certain nombres d’arcs
des courbes algébriques A,= o, sur I’ensemble desquelsc croit d’une

possible que deux des surfaces S, coincident, ou aient une nappe commune? Sous celte
forme, la réponse est affirmative, puisque, pour un type de polynome sans terme du

second degré, Ay= a;, Ax= “?T Mais il semble bien que, dés que A, dépend effective-

ment d’au moins deux coefficients non nuls de P(z), une circonstance ‘de ce genre ne
soit pas possible.
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valeur ¢, & une valeur ¢, pendant que ¢’ décroit de ¢, & ¢,; on ne sait
pas a priort si c, et ¢, sont finis ou infinis; si ¢, est fini, la ligne £ se
prolonge jusqu’a 'infini sur la droite ¢’=c,; de méme en intervertis-
sant c et ¢’.

Pour §=o0 (comme pour 8 < o), la ligne £ se réduit a la partie
positive des axes; la région positive comprend tout I'angle positif
des axes; quand § croit, cette région diminue; quand B atteint la valeur

limite é, les formules (62) deviennent

I
As=— 5 +¢
3
L
Ai=— —+c+ ¢,
12
(63)
I
Aj=— + ¢,
20
I c c?
f\-:—;— = _
\ ¢ 40 3 + ‘2’

A;, dont la dérivée par rapportac’, qui est A,, est nulle, étant devenu
indépendant de ¢’. On remarque que, aprés A,, il n’y a qu'un A, indé-
pendant de ¢, stirement positif; toutes les valeurs positives de ¢’ sont
donc apparemment acceptables. Au contraire une valeur de ¢ n’est
apparemment acceptable que si elle est au moins égale & un nombre y
égal & la plus grande racine de A, et dont la valeur numérique appro-
chée est 0,59153; pour cette valeur, A, et A, (A,, devenant indépen-
dant de ¢’ quand sa dérivée A, est nulle) sont positives. Mais, en ce qui
concerne les systémes de valeurs de 3 et ¢, ou de {3 et ¢/, nous ne
sommes pas sars que les valeurs apparemment acceptables soient réel-
lement acceptables; du moins, & premiére vue, nous pouvons seulement

I
affirmer que, pour 3= -, ona

et que, si ¢,= o, ¢, est infini; car, si ¢’=o, la condition nécessaire L
cesse d’étre vérifiée, de sorte qu’une valeur finie de c, associée a cette
valeur de ¢/, ne peut pas donner un point de la région positive.

Mais il est possible d’aller plus loin, et de montrer par exemple que
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c,=v, et que la valeur ¢, associée a cette valeur de c¢ est comprise

I 1 . , . . . . . .
entre 5 et - - La borne inférieure indiquée résulte du calcul de A, qui

est négatif pour c =+, ¢'= é( '); pour établir & la fois que c=1vy est
acceptable et que ¢, << é, il n’y a qu’a montrer que, pour

(64) a=—1, 5‘_;" c=v, o' =

tous les A, sont positifs, sauf A, et A, qui sont indépendants de c'.
La relation de récurrence entre les A, s’écrit ici

(65) (n+A4)An =24+ 3”;’An+~1""An+z+ Anis (3Y:I;7746)-
En calculant successivement les A, & 1'aide de cette formule, nous

avons obtenu le tableau suivant, ou le chiffre inscrit dans la ligne de
rang ~ et dansla colonne de rang Areprésente 10 A, pour

n=4h+Fk—2:

258, 2 1008, 2 550 o
250,8 405,4 139,4 17,91
99,96 128,4 25,92 7,91
(D 27,32 20,13 3,453 2,645
4,713 2,423 0,443 0,531
0,644 0,239 0,057 0,078
0,00642 0,0202 0,0072 0,0086

Voiel, présenté sous la méme forme, le tableau donnant les valeurs
des expressions '
' Boyw _n+4 Any,
Bll - 2 A-Il

[la relation (7) devant étre modifiée, parce qu’ici a, = @, n’a pas la
valeur un; les B, sont toujours les coefficients dont I'introduction

(1) Je pense que la valeur exacte de ¢; est la plus grande racine de A;2, qui est voisine
de 0,18. Je n’ai pas poussé les caleuls assez loin pour en étre sir. Le polynome minimum
obtenu en rendant successivement minima — B, puis ¢, puis ¢, annulerait done A,,
A; et Aﬁ‘_)_.
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(&4
N
|

permet de mettre la relation de récurrence sousla forme {9)]:

3,40 1,61 1,14 o«

\2,19 1,42 1,24 3,09

(1) ) 2,05 1,29 1,13 3,01
1,64 1,20 1,35 2,21

( 1,57 1,18 1,60 1,90

V1,35 1,18 8 6

Ces tableaux mettent en évidence le phénoméne de régularisation
de la suite des A, dont nous avons parlé au paragraphe 5, 4°. Sans
doute voit-on certaines irrégularités se reproduire i peu prés périodi-
quement, mais en s’atténuant. La relation (65) fait prévoir cette
circonstance : si A, est grand, A,,, a chance d’étre petit (ou éventuel-
lement négatif), et A,., d’étre de nouveau grand. La régularisation
sera done, et on le voit nettement sur les tableaux qui préceédent, plus
1°ap1dement sensible si 'on regarde les nombres d’une méme colonne
que si on les lit tous dans I’ ordre des n croissants.

Le détail des calculs montre d’ailleurs nettement que le terme sous-
tractif de la formule (65) constitue une fraction assez rapldement
décroissante de la somme des deux termes précédents.

Pour les raisons sommairement indiquées au 4° du paragraphe 5,
cette régularisation de la suite des A, ne peut que s’aecentuer; on ne
peut plus dans la suite trouver de coefficients négatifs ou nuls.

Nous n’insistons pas davantage sur cette méthode, que nous nous
sommes contenté de présenter sous une forme empirique. Il n’y aurait
pas de difficulté essentielle & montrer rigoureusement, 4 propos de
I’exemple particulier indiqué, I'exactitude du résultat annoncé; mais
il ne nous semble pas que cela soit utile. Ce qui serait important serait
de montrer, d’'une maniére générale, que, si la condition @ est vérifiée
pour un certain type de polynomes, tout systéme de valeurs appa-
remment acceptable pour certains coeffficients est réellement accep-
table. Tous les calculs que nous avons faits a propos de cas particuliers
nous ont donné I'impression que cet énoncé est exact; il serait intéres-
sant de le démontrer ().

(1) Le 4° du paragraphe 3 peut servir & une telle démonstration. Si certains coefficients
sont connus, el que les autres ne soient pas bornés supérieurement, le nombre de termes
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Revenons au cas du polynome du quatriéme degré. Lorsque 3 tend

vers la valeur maxima — se produit une discontinuité qu'il y a lieu de
. - - . e 1

signaler : si petite que soit la différence 5 — B, A, n’est pas nul et A,
n’est pas indépendant de ¢’. Une valeur de ¢, associée 2 une valeur de {3

L - T I
trés peu inférieure a 3’ est alors apparemment acceptable (et sans

doute réellement acceptable) si elle est au moins égale a4 § — é, valeur

qui annule A; et rend positifle coefficient A, devenu accidentellement
indépendant de ¢’. Le minimum des valeurs de c apparemment accep-

tables lorsque ( est donné tend done vers -;— quand B tend vers —, pour
2

devenir brusquement égal, pour B = é, ay> %

2° Autre exemple. — Remarquons, pour terminer ce chapitre, qu’on
peut se donner arbitrairement un polynome Q(z), de degré ¢, a coef-
ficients non négatifs, et tel que Q(o) =1, et déterminer P(x) de
maniére que le polynome constitué par les ¢+ 1 premiers termes de
la série (1) soit précisément Q(z). Il n’y a qu’a prendre

(66) P(z)=R(x) + c, &7 + ¢y 29 +. . .+ cp2777,

R(z) étant le polynome constitué par les g premiers termes du déve-
loppement de logQ(«) en série entiére, et r,c,, ¢, ..., ¢, étant ensuite
pris assez grands. Ainsi, prenons ¢ =5, et Q(@) =1+, c’est-a-dire
que nous considérons 1+« comme un polynome de degré 5 ayant
quatre coefficients nuls. En posant

wﬁ x’t ;Ilis . _ .
E —+ 5 +c a2t co "+ eyt + ¢ 2,

(67) P(.r):x-——a—;—{—-
il vient
(68) F(.L‘)::(I—!—.L) e(ci+3)m"+(c,—_—;>m7+...

I ’ 1 1
:1+x+<c1+6>w“+<01+c._,+E)x7+<a_,+c,,-—— -5—6>$3+. .o

qu’il est nécessaire de calculer avant que la racine positive de I’équation caractéristique
devienne la racine du plus grand module n’est pas borné non plus; la formule (30) nous
montire qu’il est de I'ordre de grandeur du plus grand des coefficients.
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et 'on voit aisément qu’on peut déterminer ¢,, c., ¢,, ¢, de maniére a
- rendre tous les coefficients de cette série non négatifs. On peut ainsi
annuler a la fois A,, A,, A, et A,, et, pour des déterminations conve-
nablesdec,, c,,c,etc,, on pourra annuler encore d’autres coefficients.
On pourra de méme, si P(z) est de degré assez élevé, annuler un
nombre quelconque de coefficients consécutifs a partir de A,, tandis
que, si P(x) est de degré 4, nous avons vu qu’on ne peut pas annuler
simultanément A, et A,.

CHAPITRE II.

L’ARITHMETIQUE DES PRODUITS DE LOIS DE POISSON.

9. Notions générales. — La fonction génératrice d’une variable
aléatoire réelle U, introduite et utilisée systématiquement par Laplace,
est la fonction G(«) égale & la valeur probable de 2'. Pour I'étude des
variables aléatoires dépendant de lois quelconques, on sait qu’il y a
intéret a considérer plutot la fonction caractéristique o(z)= G (%),
toujours bien définie pour = réel, et dont la donnée définit toujours la
loi de probabilité; elle a aussi été considérée par Laplace, puis par
Cauchy, et a depuis été étudiée d’une maniere systématique. Mais la
fonction G(«) est utile & considérer dans le cas o U n’a qu’une
infinité dénombrable de valeurs possibles, et surtout dans celui ol ces
valeurs sont toutes des nombres entiers non négatifs. Dans ce dernier

ES

Wl , * ’ .y N N, . » .
cas, G(x)= Za,la:“ est une série entiére, i coefficients non négatifs

et de somme unité; donc elle converge pour |z|S1, et G(1)=1;3 4
cela pres elle est quelconque. :

On peut évidemment considérer la fonction G(z) comme connue si
I’on connait une série

(1) F(J;):Zz\nx"

) 0
qui lui soit proportionnelle; c’est donc une série entiére,  coefficients
non négatifs, convergente pour x =1 (donc pour |z|<1), A cela prés

quelconque.
Ann. Ec. Norm , (3), LIV. — Fasc. 4. . 36
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Nous supposerons dans ce qui suit A, =1, ce qui implique que la
probabilité «, de U= o0 ne soit pas nulle; le cas ot la plus petite
valeur possible pour U est un entier positif @ se raméne au précédent
par un changement d’inconnue; il n’y a qu'a prendre U— a comme
nouvelle inconnue. Nous supposerons donc cette réduction effectuée,
et, modifiant un peu la définition de Laplace, appellerons fonction
genératrice la fonction F(x) lide a celle de Laplace par les formules

F(x):%%, G(z):%?—)z ).

Si U est la somme de deux variables aléatoires indépendantes U,
et U,, on a entre F(x) et les fonctions génératrices

=T A Faa)= YA
0 ’ 0
de U, et U, la relation connue
(2) F(z)=F,(z)F(2),
tandis que les relations entre les coefficients s’écrivent

(3) A, =AA, +ALA]

ey A ALAL
compte tenu de A, = A; =1, on en déduit

(4) AnSAn,  ALSA,
Symboliquement, on représente la relation (2) par la relation

(5) L=2, L2,

entre les lois de probabilité dont dépendent respectivement U, U,
et U,. Le probléme de la décomposition en facteurs de la loi 2 définie
par la fonction génératrice F(x) est donc lié & celui de la décompo-
sition de F(z) en facteurs qui soient des fonctions génératrices. Il
faut d’ailleurs remarquer que 1'on ne peut obtenir ainsi que des
décompositions telles que U, et U, soient, comme U, des variables

(1) Lrutilisation de la fonetion de Laplace nous obligerait dans Ja suite & écrire toujours
P(x) —P(1) au lieu de P(x). - ‘
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entiéres, dont la plus petite valeur possible soit zéro. Mais il est facile
de montrer que, i cela prés qu’on peut remplacer U, et U, par U,—a
et U, + a, a étant une constante quelconque, il ne saurait en exister
d’autres.

Supposons, en effet, connues deux lois £, et £, dont le produit soit
la loi £ de fonction génératrice F(x); désignons par U, et U, deux
variables aléatoires indépendantes, qui dépendent respectivement des
lois £2, et £2,, par u, une valeur possible pour U, et par u, une valeur
possible pour U, ('); la somme u, + u, est une valeur possible pour
- la somme U= U, + U,. En fixant u, et faisant varier u,, on voit que
les valeurs possibles pour U, appartiennent 4 une progression arith-
métique, de raison unité, limitée 4 gauche; de méme pour U,. De
plus, a, et a, désignant respectivement les plus petites valeurs
possibles pour U, et U,, a, + a, est la plus petite valeur possible
pour U, c’est-a-dire zéro. Donc, U, — a, et U, — a, sont des variables
entiéres et non négatives de somme U, C. Q. F. D.

Supposons done U, — a, et U, — a, remplacés par U, et U,. Les
lois £2, et 2, dont dépendent ces variables peuvent étre représentées
par leurs fonctions génératrices F,(x) et F,(x), les formules (2)
a (4) s’appliquent, et la derniére de ces formules montre que les
séries F, () et F,(x) sont majorées par F(x).

Si alors F(z) est une fonction entiére, les séries entiéres F,(x)
et F,(z) représentent aussi des fonctions entiéres, dont 'ordre ne
peut dépasser celui de F(«). La formule (2) étant alors valable dans
tout le plan, si la fonction F(a) est une fonction entiére sans racine,
il en est de méme de F,(z) et F,(x). Par suite, si F(z) est de la
forme

(6) F ()= e?®
étudiée au Chapitre I, F,(x) et F,(x) sont de la méme forme, et

I'étude de la décomposition en facteurs de la loi £ se raméne a celle
de la représentation de P(«) par une somme de deux polynomes

(1) Une valeur possible de U est une valeur « telle que la probabilité de |U —u| < ¢
soit positive pour tout ¢ positif. L'ensemble des valeurs possibles est un ensemble fermé;
toute valeur possible isolée est une valeur & probabilité positive.

36.
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P,(2) et P,(x), sans termes constants, dont les degrés ne dépassent
pas celui de P(x) et qui véritient les conditions du théoréme II
(condition qui d’ailleurs comprend la précédente).

Dans le cas simple ot P(x) = ax (avec a > 0), il résulte immédia-
tement de ces remarques que P,(z) et P,(z) sont de la méme forme.
Or, cette forme caractérise la loi de Poisson. Done, tout diviseur d’une
lot de Poisson est une loi de Poisson (4 cela preés, bien entendu, qu’a la
la variable U,, on peut ajouter une constante). C’est un théoréme de
M. Raikoff, et la démonstration trés simple que nous venons de
rappeler est due a M. Khintchine.

Si U dépend de la loi définie par P(x)=ax ('), cU (o étant une
constante réelle) dépend de la loi générale de Poisson, définie par
P(x)=ax"; si o n’est pas un nombre entier positif, cU n’est pasune
variable entiére non négative, et P(x) cesse d’étre un polynome. On
sait que la loi de Gauss et la loi générale de Poisson sont les éléments
constitutits d’un groupe, le groupe des lots indéfiniment divisibles, qui
a été depuis quelques années l'objet de nombreux travaux. Jai
démontré en 1934 que la représentation d'une loi indéfiniment
divisible en partant des éléments constitutifs du groupe est toujours
unique. La question suivante se posait alors tout naturellement : ce
théoreme d’unicité subsiste-t-il si 'on admet la possibilité d’intro-
duire des diviseurs n’appartenant pas 4 ce groupe? En d’autres termes,
une loi de ce groupe peut-elle étre représentée par un produit de facteurs
dont un au moins ne lui appartienne pas ? En d’autres termes encore :
une loi indéfiniment divisible peut-elle admettre des diviseurs indécom-
posables (car une loi qui n’est pas indéfiniment divisible admet aun
moins un tel diviseur, et, par définition méme de ces expressions, une
loiindécomposable n’est pas indéfiniment divisible ; les deux questions
sont donc équivalentes) ? Le premier résultat, dans cet ordre d’idées,
fut obtenu par M. H. Cramer, qui montra en 1936 que tout diviseur de
la loi de Gauss était une loi de Gauss généralisée (c’est-a-dire, si U est
une variable dépendant de la loi de Gauss réduite, la loi dont dépend

(1) Pour abréger le langage, nous disons « loi définie par P(x) » pour désigner la loi
dont la fonction génératrice est eP®), Nous ne répéterons pas que P(x) est sans terme
constant; dans la suite, il ne sera question que de polynomes sans termes constants.
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al + b). Puis vint, dans le méme sens, le résultat de M. Raikoft
relatif alaloi de Poisson. M. Raikoff démontra ensuite, par un exemple
trés simple, qu'un produit infini de lois de Poisson peut, au contraire,
avoir des diviseurs indécomposables : i/ peut arriver qu’une méme lot
sottreprésentable a la fors par un produit infini de lois de Poisson et par
un produit infini de facteurs indécomposables.

La solution de la question analogue relative aux produits finis de
lois de Poisson se déduit immédiatement des résultats du Chapitre I.
Si P,(z) est un des polynomes dont le théoréme II établit I'existence,
ayant au moins un coefficient négatif, et tel que la série entiére qui
représente ¢« ait tous ses coefficients non mnégatifs, il n'y a qu’a
écrire

Pi(«) =P (&) — Pu(2),
en séparant les termes positifs et les termes négatifs, et I'on voit que :
P(x) représente un produit fini de lois de Potsson, que l'on peut aussi
obtenir en multipliant la loi non indéfiniment divisible définie parP,(x)
etle produit de lovs de Poisson défini par P,(x).

La suite de ce chapitre a pour objet de préciser ce premier résultat
fondamental par quelques remarques sur la recherche systématique
des diviseurs indécomposables du produit de lois de Poisson défini
par un polynome P () & coefficients non négatifs, et sur quelques cas
particuliers réalisant des circonstances dont la possibilité n’était pas
évidente a priort.

On remarque que nous ne traitons ici que le cas ou P(x) est un
polynome. Le présent Mémoire ne devrait donc étre que 'introduction
a I’étude plus générale des produits de lois de Poisson obtenus en
remplagant P(x) par une expression de la forme

Xa,x%,

les o, pouvant n’étre pas des multiples d’un méme nombre o (entier
ou non), et les a, étant positifs. Cette question n’est pas actuellement
résolue d’'une maniére compléte ; disons seulement que l'existence
de diviseurs indécomposables dépend essentiellement des relations
linéaires et homogénes a coefficients entiers qui peuvent exister entre
les o, ; seuls importent les coefficients de ces relations; M. Raikoff a
démontré le premier qu’il doit y en avoir au moins une. C’est en



cherchant a retrouver la démonstration de ce résultat, qui m’avait été
communiqué par M. Khintchine, que jai été conduit & penser qu'il y
avait intérét 2 étudier d’abord le cas ol les 5, sont entiers; cette étude,
d’aprés ce que M. Khintchine m’a écrit depuis, est d’ailleurs sans
rapport direct avec les recherches de M. Raikolf.

10. Condition de l'existerice des diviseurs indécomposables. —

Donnons-nous le polynome
. Pla)=w w+a,a®+... +ayxr,
dont tous les coefficients soient non négatifs et proposons-nous de le
représenter par une somme de deux polynomes
P,(x) =2a,,«", P, (&) = 2uj, 2™ (m=1,2,...,p)
vérifiant les conditions du théoréme II, et notamment les conditions &
et @. 1l s’agit de savoir s’il existe d’autres solutions que celles pour

lesquelles tous les coefficients de ces deux polynomes sont positifs

ou nuls.
Soit donc un entier m tel que a,,, pour fixer les idées, soit négatif.

Désignons par m,, m,, ... les nombres supérieurs & m qui soient des
degrés de termes non nuls dans au moins un des polynomes P, (z)
et P,(x), et par p,, p,, ... les nombres définis de la méme maniére

pour le polynome P(x). Le polynome P, () vérifiant la condition @,
m est de la forme Zh.m;, les ; étant des entiers (de signes quel-
conques). Montrons qu’on peut aussi écrire

(7) n=— E/Li_pi

(les A; étant aussi des coefficients entiers de signes quelconques).
Cela résulte évidemment de ce que si un des m;, que nous désignerons
par i1, n’est pas dans la suite des p;, on a a, + a, = a, = o, et, comme
un au moins des nombres @, et a, n’est pas nul, ils sont, I'un positif,
'autre négatif. Le polynome auquel appartient le coefficient négatif
vérifiant la condition @, le résultat indiqué pour m s’applique & w.:
west une combinaison linéaire et & coefficients entiers de ceux des m;
qui dépassent i, ce qui permet d’éliminer w de 'expression Zh;m;
obtenue pour m. On peut ainsi éliminer, en commencant par les plus
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petits, tous ceux des m; qui ne sont pas des p;, ce qui montre que
est nécessairement de la forme (7).

En utilisant la condition @, on démontre exactement de la méme
maniére que

(8) m=2XN;p;,

P> Pus - - - €tant les nombres inférieurs 3 m qui sont les degrés de
termes non nuls dans P(x), et les A; étant des entiers non négatifs.
' Il importe peu que a,, soit positif ou nul. Les conditions (7) et (8)
1mposées & m peuvent s’exprimer en disant que, si ¢ est un coefficient
positif, le polynome

P(x) — (ap + c)a™,

dont le seul coefficient négatif est celui de x, vérifie les conditions €t
et @. Si c est assez petit, il vérifie donc les conditions du théoréme II,
de sorte qu’on a une décomposition de la forme cherchée en prenant
ce polynome pour P, (). Il définit une loi qui n’est pas indéfiniment
divisible (puisqu’il a un coefficient négatif), et qui, multipliée parla
loi de Poisson définie par P,(«)=(a,, -+ ¢)x", redonne le produit de
lois de Poisson défini par P(x).
On peut donc énoncer le théoréme suivant :

TrkoriME III. — 1° La condition nécessaire et suffisante pour I’exis-
tence d’un diviseur indécomposable (au moins) de la lot définie par le
polynome P(x) est qu’il existe au moins un nombre m tel que le poly-
nome P(x) — (a, + ¢)x™ vérifie les conditions & et 3 du Chapitre 1
[en d’autres termes, m doit étre représentable a la fois par laforme (7)
et par la forme (8)].

2° Un diviseur quelconque de la lot considérée est représentée par un
polynome qui ne peut avoir d’autres coefficients négatifs que ceux des
termes dont les degrés vérifient a la fors les conditions (77) et (8).

Naturellement, dire que a,, (ou a,) peut étre négatif revient &
dire que a), (ou a,,) peut étre supérieur a a,,. Pour les valeurs de m
ne vérifiant pas les conditions(7) et(8), ,, et a, sont nécessairement

compris entre zéro et a,,.
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Des remarques analogues s’appliquent au cas ou le polynome
initial P(2)a déjh des termes négatifs. 8’il vérifie les conditions du
théorémeII, il est indécomposable ou admet des diviseursindécompo-
sables, et pour que I'on puisse, sans que ces conditions cessent d’étre
vérifiées, rendre négatifs certains termes qui ne le seraient pas initia-
lement, il faut que leurs degrés m, m’, ... vérifient a la fois les
conditions (7) et (8).

L’existence d’un tel nombre m implique que P(«) ait au moins
deux termes positifs de degrés supérieurs 2 m et un dont le degré soit
inférieur a m, donc au moins trois termes. Un produit de trois lois de
Poisson peut admettre effectivement des diviseurs indécomposables ;
tel est le cas pour celui qui correspond au polynome

a‘.lJl -+ C$2I'+l —+ c! w‘lh—&-i’

pour lequel I'entier m =2/ est représentable & la fois par les for-
mules (7) et (8). Mais il peut aussi arriver qu’un polynome & trois
termes représente une loi sans diviseurs indécomposables; tel est le
cas pour les polynomes x + x* + ' et x* + x* + ", par exemple ;
pour ce dernier polynome, m devrait évidemment étre compris entre 2
et 6, multiple de 2 et multiple du p. g. ¢. d. de 6 et g, et ces condi-
tions sont incompatibles. Quel que soit le nombre de termes de P(x),
si le degré de chaque terme est multiple du précédent, il définit une
loi sans diviseur indécomposable; en effet, les degrés des termes
de P () quisontsupérieurs 4 un entier quelconque m ont pourp. g. c. d.
le plus petit d’entre eux; comme il est supérieur & m, il ne peut
diviser m, et la condition nécessaire (7) n’est pas vérifiée.

11. Lois apparemment indécomposables et lois indécomposables.
— Nous dirons qu’une loi £ définie par un polynome P(x) est appa-
remment indécomposable si P(x) est un polynome minimum. D’aprés
la définition méme des polynomes minima, cela revient a dire qu’elle
ne peut pas étre divisible par une loi de Poisson définie parca™(¢ > o,
m entier >0); comme elle ne peut pas non plus étre divisible par-une
loi de Poisson formée avec un exposant non entier, cela revient a dire
qu’elle n’est divisible par aucune loi de Poisson.

La seule décomposition en facteurs possible pour une telle loi
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correspond alors & une décomposition de P(x) en une somme
(9) P(2y=P, () + Py(.)

en deux polvnomes qui seraient nécessairement aussi des polynomes
minima, puisqu’ils doivent définir deux lois £, et &7, qui ne sont divi-
sible par aucune loi de Poisson (leur produit ne I’étant pas). La ques-
tion de savoir s’il v a identité, pour les lois £ que nous étudions ici,
entre la notion de loi apparemment indécomposable et celle de loi
réellement indécomposable se raméne donc & celle de la possibilité
d’une décomposition de la forme (g), les trois polynomes P(x), P, (x)
et P,(2) étant minima.

Nous allons montrer que : pour un polynome du quatriéme degré,
une telle décomposition est impossible, de sorte qu’une loi apparemment
indécomposable définie par un tel polynome est réellement indécom-
posable.

C’est une conséquence immeédiate de la formule (3), et de la
formule de récurrence (4) du Chapitre I, qui s’écrit ici

(n+=)A . =4e' A+ 3cA, — 20N+ aA,,,

a, B, c, et ¢’ étant les coefficients de P(«)[notations de la formule (55)
du Chapitre I]. A, étant non négatif et ¢ positif, cette formule
montre que les formules

Ay >0, Aro=A,y=o,

entrainent A,,, > o. Donc, dans la suite des A,, il ne peut pas.y avoir
plus de deux termes nuls consécutifs; le méme résultat s’applique
aux A/, et aux A’ [notations de la formule (3)].
Appliquons alors la formule (3). Comme Aj =1 et A} > o, si A] est
positif, elle montre que
An2 AL+ ATAL_ +ALAL >0,

ce qui esten contradiction avec ’hypothése que P(z) soit un polynome
minimum ; un au moins des A, doit étre nul.
Si au contraire A, = o, nous avons vu que A’, doit étre positif (les
systémes de valeurs de a, B, ¢ qui annulent A et A rendent A’
négatif), et, d’aprés les formules (63), A, et A} sont posmfs Quel que
soit n>2, en convenant que Al represente 7Zéro si v est negatlf
Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasa. 4 37
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A’ A, ., A, . ne peuvent pass’annuler en méme temps, de sorte que

+ LA

t—

n=3 =4

A2 ALA;

n-3

st AGAL >0,

et comme A,2 A A7 > o0, ici encore A, ne peut pas s’annuler. L’impos-
sibilité d’obtenir un polynome minimum du quatriéme degré par
I'addition de deux polynomes vérifiant les conditions du theoreme Il
est donc établie dans le cas des polynomes du quatriéme degré.

Ce résultat est certainement susceptible de généralisation. La for-
mule (3), dans Iaquelle A, est une somme de termes non négatifs,
montre que ce coefficient ne peut s’annuler que dans des cas
exceptionnels. Toutefois le théoréme que 'on pourrait étre tenté
d’énoncer en généralisant sans restriction le résultat précédent
est faux.

Désignons en effet par P,(«) et P,(x) deux polynomes minima, du
quatriéme degré, identiques ou non, et tels que dans la suite des A, il
y ait un seul coefficient nul A, d’indice supérieur & 4 et que de
méme A, soit le seul coefficient nul dans la suite des A). Prenons
pour P(x), non la somme de ces denx polynomes, mais la somme

(10) P(2) =P, (2") + Py (1),

petgétant deux nombres premiers supérieurs 22v; donc pg >v(p + q).
La série F(z) correspondant 24 ce polynome & un grand nombre de
coefficients identiquement nuls, et en outre au moins trois coefficients
accidentellement nuls, ceux d’indices vp, vg, v(p+ ¢); cela résulte
évidemment de ce que chacun de ces nombres, étant inférieur a pg,
n’a pas d'autre représentation de la forme hp + A'q (h, &' étant des
entiers non négatifs) que celle mise en évidence [la méme remarque
s’applique aux indices v(2p +¢q), v(3p—+¢), ..., s’ils sont inférieurs
a pg]. Pour I'indice v(p + ¢), notamment, on a

Avipag= Ay, Ay, =o.

Montrons maintenant que I'on ne peut diminuer aucun coeffi-
cient a,, de P(z). D’aprés la condition (8) on n’a & considérer que les
valeurs de m de la forme Ap—+A'q (h, i/ étant des entiers non
négatifs). ‘

D’ailleurs, pour que la condition @ reste vérifiée si ’on diminue a,,,
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il faut évidemment que /<4, #/<4. Les formules

J0A,,

Ay .,
— = A y—hip> 0 sih/—o
dam =T p ( ),
JA,

Dvr .
—— = Ay >0 (st h=o0),
()a'm Py = ) .

()L’\y‘ )7} .
—'——()al T = Ay hpiiv—itg>> 0 (st h>o0, A">0)

m

montrent alors qu’en tout cas on ne peut pas diminuer a,, sans rendre
négatif un au moins des coefficients A, qui sont accidentellement
nuls. Le polynome (10) définit donc une lot apparemment indécom-
posable, mats non réellement indécomposable.

Cette circonstance n’est évidemment possible que parce que les
séries entiéres correspondant aux polynomes P, (x”) et P,(x) ont une
infinité de coefficients identiquement nuls. Elle n’apparait que comme
une exception 4 une régle qui, si elle n’est pas toujours vérifiée, I'est
sous certaines conditions assez peu restrictives qu’il serait intéressant
de préciser.

12. Remarques et exemples divers. — 1° Considérons le produit
de lois de Poisson défini par le polynome

P(2)=ar + cx*+ ' a2,

et proposons-nous de chercher ses diviseurs indécomposables. Chacun
d’eux est évidemment défini par un polynome de la forme

P(z)=a,z— B2+ e, + ¢ a* (o<, fa, o< e e, 0< (L)

Nous savons d’ailleurs que si une fois a, choisi, ¢,, puis ¢, sont assez
petits, on obtient effectivement un polynome minimum en donnant
a B, la valeur maxima compatible avec les valeurs choisies de a,, ¢,, ¢
elle annulera en effet un coefficient A, précédé par quatre coefficients
positifs, de sorte qu’il dépend effectivement de tous les coefficients
de P, (). Ce polynome définit donc une loi indécomposable. Le produit
de lois de Poisson défini par P(x) admet donc une triple infinité de
diviseurs indécomposables.

On démontre de la méme maniére que : si un produit de lois de
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Poisson admet urn diviseur non indéfiniment divistble, il admet au moins
une triple injfinité de diviseurs apparemment indécomposables. La ques-
tion de savoir si dans cet énoncé on peut supprimer le mot apparem-
ment souléve quelques difficultés sur lesquelles nous n’insisterons
pas ici.

2° Un polynome minimum du type

) ab ,
]’(.'Z‘) = ax —+ a v — [).‘lf?’—%— cat -+ o s <a/> o, }\::: —6— —+ e’ — b= O>

(a, c, ¢’ sont nécessairement positifs) correspond nécessairement a une
loi 2 indécomposable. Soit en effet

P, (z2)=a,z + a\ x> — b2+ ¢, 2"+ | &°

un polynome correspondant & une loi 2, qui divise . Il doit avoir au
moins un coefficient négatif; autrement 2, serait un produit de lois
de Poisson; or, P(x) étant minimum, un tel produit ne peut pas
diviser £2. Ce coefficient ne peut étre que celui de z* ou celui de z°,
et, la condition @3 devant étre vérifiée par P,(x), @, est positif. Donc,
dans I'application de la formule (3), A|, = a, est positif; de méme A’ ;
- A,;=o implique done

Ay=A,=Al=Al=o,

et les coefficients de x* seraient négatifs dans P, (x) et P,(z), ce qui
est impossible, leur somme étant a'.

Nous pouvons d’ailleurs, & étant donné, supposer a’ arbitrairement
petit (ce coefficient pouvant méme devenir nul). Rien n’empéche donc
de former avec les mémes coefficients a’ et b, changés de signes, et
deux nouveaux coefficients convenablement déterminés, un polynome
minimum du quatriéme degré

Q(a)=d"x — a' x>+ ba* + ¢" ",
qui correspond 2 une loi indécomposable. La formule
P2)+Q(2)=(a+a")z+ (c+ ") x" 4+ ' 27

montre alors que : un produit de trots lois de Poisson peut étre le produit
de deuz lots indécomposables. :
On peut modifier cet exemple de bien des maniéres; par exemple
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faire disparaitre les termes en 22 et en 2, non dans P(z)+ Q(2),
mais dans ('— 1)P(x) + Q(a). On voitainsi que : quels que sotent les
entiers n > 2 et n' > 1, on peut définir des lots représentables i la fors
par le produit de n lois de Poisson et par le produit de n' lois indécom-
posables; les conditions n>2 et n’>1 sont d’ailleurs nécessaires :
pour =1 ou 2, le produit de n lois de Poisson ne peut pas avoir de
diviseur indécomposable (nous I'avons démontré s’il s’agit de poly-
nomes; nous ne nous occupons pas dans ce travail des expressions
de la forme @z + a'x®, ¢ étant irrationnel).

Le résultat qui précéde nous parait mériter de retenir I'attention.
On connaissait déja des exemples de décompositions multiples; le plus
simple est celui qui résulte de I'identité

(1) (14 )y = (1 + &*) (1 4 o 4 a?)

dans laquelle chaque facteur représente une fonction génératrice.
Mais, dans ces exemples, les différentes décompositions que I'on
connaissait pour une méme loi contenaientle méme nombre de facteurs
indécomposables. On pouvait étre tenté de penser qu’un produit de n
lois indécomposables ne peuat jamais étre le produit de plus de n lois
(en excluant les lois unités, pour lesquelles il n’y a qu’une valeur
possible). Nous voyons qu’au contraire le produit de deux lovs indécom-
posables peut étre indéfiniment divisible.

3¢ J'ai montré dans un travail antérieur que n’importe quelle loi de
probabilité peut étre représentée par le produit d’une loisans diviseur
indécomposable par un produit (fini ouinfini) de loisindécomposables
(c’est d’ailleurs un complément & un résultat antérieur de M. Khint-
chine, complément que lui et moi avons établi indépendamment I'un
de I'autre). Il y avait lieu de se demander si cette décomposition est
toujours unique. Nous allons montrer qu’il n’en est rien.

Considérons un polynome minimum

P(x)=ax — x>+ ca’+ ' a*,

pour lequel un seul coefficient A,, dépendant effectivement de a, 3,
¢, ¢/, est nul. On peut alors faire varier a et 3, par exemple, en lais-
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sant ¢ et ¢’ constants. Désignons par

P (2) = a,& — B2+ e+ ¢ 2,

Po(z) = a0 — Byt 4 ca® - ¢t

deux polynomes ainsi obtenus; a et {3 variant dans le méme sens,
supposons pour fixer les idées @, > a,, d’ou 3, > B,. On a alors

ax— Byt et + et =P () + (B — B =Py () + (ay— ay) 2?

ce qui montre que : une méme lot peut étre de deux maniéres différentes
le produit d’une lov indécomposable par une lot de Poisson.

De méme, en prenant @ compris entre a, et a., donc 3 entre 3, et s,
la formule '

a i — By + cx¥ + ' =P () + (@, — a)r + (p— By)a?,

montre que : une méme lot peut étre d’une infinité de manicres différentes
le produit d’une loi indécomposable et de deux lois de Potsson.

La loi de Poisson, ou le produit de deux lois de Poisson qui figure
dans cette derniére formule, étant sans diviseurs indécomposables, le
résultat annoncé est bien établi par ces exemples.



