HENRIMILLOUX
Sur la théorie des fonctions méromorphes dans le cercle unité

Annales scientifiques de I’E.N.S. 3¢ série, tome 54 (1937), p. 151-229
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1937_3 54 151_0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1937, tous droits réservés.

L'acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique I’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1937_3_54__151_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR LA

THEORIE DES FONCTIONS MEROMORPHES
DANS LE CERCLE UNITE

. Par M. Hexet MILLOUX

(Bordeaux).

INTRODUCTION.

Ce Mémoire comporte deux parties; la premiére traite de fonctions
holomorphes ou méromorphes jouissant de propriétés spéciales; dans
la deuxieme, jeffectue certaines recherches sur les fonctions méro-
morphes les plus générales.

Premiére partie. — On sait que si une fonction f(s)estholomorphe
‘dans le cercle unité, et ne prend nila valeur o ni la valeur 1, elle satis-
fait a 'inégalité
(E) (1 —r)log| f(re)| < klog|f(o) [+ 4,
ou k désigne une constante numérique positive. C’est 'inégalité
de Schottky-Landau, qui ne peut étre améliorée. Remarquons ici que
la fonction f(z)est inférieure en module a | f(0)| sur unarc de courbe
issu de o et aboutissant a la frontiére du cercle unité.

Supposons que la fonction f(s), holomorphe dans le cercle unite,
prenne = fois la valeuro et p fois lavaleur 1, et conservons pour| /()|
une hypothése de majoration analogue a la précédente; par exemple
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supposons que ['inégalité
<M
soitvérifiée sur un arc de courbe issu de o et traversant le cercle [3| = é

En m’appuyant d’abord sur la deuxiéme inégalité' fondamentale
de R. Nevanlinna, ensuite sur le théoréme de Boutroux-H. Cartan
étendu 4 la métrique non euclidienne, enfin sur une conséquence de
I'inégalité de Carleman, j'obtiens, pour la fonction f(s) étudiée, une
inégalité qui se raméne exactement & 'inégalité de Schottky-Landau
lorsque » et p sont nuls (vorr énoncé du théoréeme 1I').

Ce théoréme de Boutroux-H. Cartan étendu a la métrique non eucli-
dienne (woir Chapitre I, théoréme B) joue ici un role fondamental,
aussi heureux dans ses conséquences que le théoréme de Boutroux-
H. Cartan proprement dit]’a été pour certaines théories concernant les
fonctions méromorphes dans le plan. Il permet en outre ici d’élargir
I’hypothése de majoration faite sur f(z), de traiter aussi facilement le
cas des fonctions méromorphes prenant n fois la valeur o, p fois la
valeur 1 et ¢ fois la valeur infinie (voir théoréme Il’, n° 81), d’obtenir
un énoncé (théoreme I1I, n° 30) permettant d’attaquer quantitativement
et d’un pornt dewue finitiste certains problémes résolus qualitativement
et d’un point de vue infinitiste par M. Paul Montel :

Rappelons que lorsque dans un domaine D une famille de fonctions
holomorphes est quasi-normale d’ordre 72, si chaque fonction est bor-
née en m -1 points, la famille est normale dans le domaine, donc
chaque fonction est uniformément bornée dans tout domaine comple-
tement intérieur; rappelons encore qu’'une famille de fonctions holo-
morphes dans un domaine D, ou chaque fonction de la famille prend n
fois la valeur o et p fois la valeur 1, est une famille quasi-normale dont
ordre m est le plus petit des nombres n et p.

Ici, I'intérét se porte sur l'individu, et non sur la collectivité. La
fonction f(5) étant holomorphe dans le cercle unité, et prenant n fois
la valeur o, p fois la valeur 1, on désigne par m le plus petit des
nombres n et p, et I'on suppose | f(z)]| limité supérieurement par M
en m - 1 points fixes; je démontre qu’aussitot les hypothéses font appa-
raitre en conséquence un petit arc de courbe sur lequel la fonction se
trouve bornée, de sorte que, immédiatement, nous voici ramenés
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4 'extension du théoréme de Schottky-Landau. Dans la borne géné-
rale de | f(re™)| les influences de » et de la position des points ou
la fonction est supposée bornée semblent tout 3 fait satisfaisantes
(voir théoréme IV).

M. Paul Montel a généralisé la propriété rappelée plus haut; suppo-
sons que chaque fonction de la famille quasi-normale d’ordre m est
uniformément bornée non plus en m -1 points, mais en moins
de m + 1, mais introduisons en ces points les dérivées successives de
la fonction, et en les bornant de la méme facon de maniére que le
nombre total des bornes soit encore 7 -+ 1; M. Paul Montel démontre
que la famille est encore normale. Ici, méme succes, dans I'étude
de chaque individu; méme méthode de travail, qui consiste a faire
apparaitre un arc de courbe sur lequel la fonction est bornée (voir
théoréme V).

Au lieu de supposer simplement lafonction /(s)bornée en les points
d’un certain ensemble, on peut préciser cette hypothese en admettant
que la fonction f(z) serapproche beaucoup d’une valeur donnée «; on
obtient alors une limitation de f(z) — « dans le cercle unité (vour
théoreme VI). ‘

Le but de ces diverses recherches est la fimitation du module de f(=).
Au Chapitre III pour les fonctions holomorphes, ou au Chapitre I'V pour
les fonctions méromorphes, je recherche, en conservant les hypothéses,
" une majoration de l'tndice caractéristique T(r, /). Les résultats obtenus
sont tout a fait satisfaisants (woir I’énoncé du théoréme VIII, n° 69).

Est-il vraiment si nécessaire de conserver toutes les hypotheses de
majoration de f(z), dans le cas d’une fonction méromorphe prenant n
fois au plus chacune des valeurs o, 1, o, pour obtenir une majoration

. . L e . . 1
de I'indice caractéristique? Non, car si dans le cercle [5]|= - par

exemple, la fonction f estinférieure a 1 sur un ensemble de points trés
I
| /
presque tout le cercle. On obtient ainsi une majoration de l'indice
caractéristique valable dans des conditions plus générales (voir énoncé
du théoréme X, ou les quantités o, 1, o sont remplacées par a, b, c).
On s’achemine ainsi vers la deuxieme Partie.

réduit, on passe a la fonction 5, laquelle est alors inférieure 4 1 dans
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Deuxiéme Partie. — Un premier Chapitre traite d'une majora-
tion n(r, «) du nombre des zéros de o —a dans le cercle |z|=r,
lorsque dans le cercle unité la fonction méromorphe ¢ prend m fois au
plus chacune des trois valeurs a, b, ¢, dont les distances sphériques
prises deux & deux sont au moins égales a ¢ (vorrthéorémes XI1 et XIT',
n° 99 et 102). ’

Au Chapitre II cette majoration est utilisée i I’étude des cercles de
remplissage des fonctions méromorphes dans le cercle unité. Les
résultats les plus saillants sont les suivants :

On sait qu'une fonction o satisfait au théoréme de Picard si elle

satisfait & la condition
T T(i‘, U’) —

lim ———— =

“Je démontre ici qu’elle admet une suite de cercles de remplissage
vus du cercle unité sous des angles tendant vers zéro, et dans cette
suite de cercles le théoréme de Picard est vérifié, lorsque est réalisée
la condition ’

log?

°Si—r

Ce résultat est tout a fait analogue au résultat déja connu des fonc-
tions méromorphes dans le plan, ou dans ce qui précede, I'expres-

. 1 ) F . a
sion log —— est remplacée par log r. Mais dans le plan, on connait des

exemples (fonctions d’Ostrowski) montrant qu’il est impossible d’ob-
tenir mieux; pour les fonctions méromorphes dans le cercle unité, ces
exemples, s’ils existent, sont encore a trouver; il semble méme, pour
diverses raisons, que I'analogie avec les résultats dans le plan n’est
qu’'apparente et due au genre de méthodes employées; la condition
entrainant la véracité du théoréme de Picard entraine peut-étre aussi
Iexistence des cercles de remplissage.

Pour les fonctions méromorphes d’ordre fini, certaines propriétés
dues & M. G. Valiron sont retrouvées (voir notamment théoreme XVI,
n° 107); elles concernent le nombre des zéros de ¢ — « dans chaque
cercle de remplissage, et les rayons de ces cercles.
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Enfin, Pétude des fonctions méromorphes o d’ordre fini g(voir défi-
nition au n° 107) a conduit M. G. Valiron i démontrer 'existence sur
le cercle unité de ce qu’il appelle un point de Borel d’ordre ¢+ 1,
sir(a) désigne le module d’un zéro de o — =« situé au voisinage de ce

point, la série
21— r(a))pri-s

est divergente, sauf pour deux valeurs au plus de .

M. Valiron appelle point de Borel dircct un point A ot la série précé-
dente diverge (sauf au plus pour deux o) dans le voisinage de A, mais
restreint 4 un angle de sommet A dont aucun ¢6té n’est tangent au
‘cercle unité. Il démontre que, dans ce cas, il existe une suite de cercles
de remplissage tendant vers A, vus du cercle unité sous des angles
tendant vers zéro, et dans I'ensemble desquels la série étudiée diverge
toujours (sauf pour deux o au plus).

Les méthodes employées ici permettent non seulement de retrouver
cette propriété, mais de I'étendre 4 une catégorie de points de Borel
plus généraux que les points directs. En outre, pour les points non
directs les plus généraux, je démontre I'existence d’une suite de cercles
de remplissage ol diverge la série

S{i—r(a)lr,

sauf pour deux valeurs au plus de «.
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PREMIERE PARTIE.

AUTOUR DU THEOREME DE SCHOTTKY-LANDAU.

CHAPITRE 1.

MATERIAUX DE BASE.

1. Premiére base fondamentale. — Constituée par la deuxiéme
inégalité de Rolf Nevanlinna. Nous la prendrons sous la forme précise
suivante, donnée par M. G. Valiron (') :

TuioriMe A. — Soit F(z) une fonction méromorphe pour|z|<R; on
suppose F(0) et ¥'(o) différents de o et de w; et de plus F(o) différent
de 1. Alors 'indice caractéristique T(r, ¥F) satisfait, pour r inférieur
a R, a l'inégalité

(1) T(r,F)<‘5[N(R,o)+N(R, 1)+ N(R, oo)J+[m5—+—
log | F 5log ! 4orhlow 2
—+1olog | F(o) |+ S RTFo) TR

2. Deuxiéme base fondamentale. — La théorie des fonctions méro-
morphes dansle plan est redevable de nombreuses et belles propriétés
4 une large utilisation du théoréme de P. Boutroux-H. Cartan. Il s’agit
du théoréme suivant :

Sotent dans le plan, n points P,. L’ensemble des points M du plan pour
. lesquels on a U'tnégalité
2 logMP;<nlogh,

peut étre enfermé dans des cercles, qu’on peut supposer tous extérieurs les

(*) G. VAuRON, Directions de Borel des fonctions méromorphes [ Mémorial des Sciences
mathématiques, formule (12)]. Consulter ce livre pour la définition des indices employés ici.
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uns aux autres, et dont la somme des rayons est inférieure @ 2 eh.
Ces cercles sont appelés cercles d’exclusion. Ils sont en nombre au plus
égal a n.

Cette utilisation a été effectuée non seulement dans le plan, mais
aussi sur la sphére de Riemann, lorsque ’on v a représenté les valeurs
de la fonction méromorphe étudiée. Nous reprendrons ici aceessoire-
ment cette derniére utilisation. Il est superflu de démontrer le théoréme
de Boutroux-Cartan sur la sphére. Il résulte, soit par inversion, du
théoréme initial, soit par démonstration directe identique.

Ce que nous entendons ici par deuxiéme base fondamentale, c’est
une propriété analogue au théoréme de Boutroux-Cartan, mais établie
dans le domaine non euclidien que constitue U'intérieur du cercle unité.
Elle s’énonce ainsi :

TukoriMe B. — Sozent deux points A et B d’affixes x et y, intérieurs
au cercle unité. On appelle pseudo-distance (AB) de ces deux points la
quantité

&z —y
—_—— |

L— 2y

et pseudo-rayon d’un cercle la pseudo-distance (constante) qui sépare le
centre non euclidien de ce cercle d’un point quelconque du cercle.

Sotent n points P; intérieurs au cercle unité. L’ensemble des points M
(intérieurs au cercle unité) pour lesquels on a U’inégalité

32 log(MP;)<nlogh,

peut étre enfermé dans des cercles, tous intérieurs au cercle unité, qu’on
peut supposer extérieurs les uns aux autres, et dont la somme des pseudo-
rayons est inférieure & 2 eh. Ces cercles seront appelés aussi cercles
d’exclusion. Ils sont en nombre au plus égal a n.

Cette propriété jouera dans toutes les théories qui vont suivre, un
role absolument capital. On trouvera la démonstration dans un récent
mémoire ('). ‘

() M. Mirvoux, Sur une extension d’un théoréme de P. Boutroux-H. Cartan (Bull.
de li Soc. Muth. de France, 1937).
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3. Nous utiliserons aussi la propriété suivante : Toute couronne

circulaire
! V4

r r’,

HA
A

|5

satisfaisant ¢ la condition

1— 7 1+2eh)?
=1k

1 —r"=|1—2eh

contient au motns un cercle de centre o, dont tous les points sont hors des
cercles d’exclusion.

La démonstration se trouve dans le Mémoire qui vient d’étre cité.
Elle résulte de 'étude de la pseudo-distance des cercles de Ja couronne.

. . , . 1 ..
Application numérique. — Pour h= ——, on trouve que la condition
. toliada i 1T 1 .05

précédente est réalisée si — dépasse ou atteint T

4. Indiquons que le produit des quantités (MP;) s’appelle aussi
produit de Blaschke relatif aux points P;, pour le point M.

5. Il n’est pas indifférent de signaler une autre démonstration, trés
simple, de cette deuxiéme base fondamentale, a partir du théoréme de
Boutroux-Cartan. Il est vrai que dans cette démonstration la somme
des pseudo-rayons est majorée par kk, k étant une constante numé-
. rique supérieure i 2e.

Voici cette démonstration :

Les pseudo-distances, pseudo-rayons ne sont pas modifiés par une
transformation homographique du cercle unité sur lui-méme.

Amenons le point Ma I'intérieur du cercle |z| = —;-, et classons les P;

. L 3
en deux groupes : ceux, en nombre m, intérieurs au cercle [z| = 7 et
les autres.

Lorsque I'un des points A ou B est intérieur au cercle |5]| = %, le

rapport de la pseudo-distance (AB) & la distance euclidienne est com-
pris entre deux constantes numériques.
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Pour le deuxiéme groupe de points P;, on a donec :

(MP)y > £,

constante numeérique inférieure 3 1 et positive.
D’ou, pour tous les points M intérieurs au cercle || =~ et ce

deuxiéme groupe de points P;,

[SR

Zlog(MP;) > plogk2>nloghk.

Il nous reste a étudier le premier groupe. Il suffit de remarquer que
si 'on applique le théoréme de Boutroux-H. Cartan & ces points P,
et pourvu qu’on choisisse Zsuffisamment petit, les cercles d’exclusion
relatifs & ces points sont certainement intérieurs 2 un cercle intérieur

au cercle unité, par exemple au cercle |z | =

I

Alors on a I'inégalité
2 log(MP;) > mlogh2nlogh,

sauf pour des points M intérieurs & ces cercles d’exclusion, dont la
somme des rayons euclidiens n’atteint pas 2 eA.

[l ne reste plus qu’a noter que le rapport d’un rayon & un pseudo-
rayon d’un tel cercle est compris entre deux constantes numerlques
positives, et la démonstration est achevée.

Pour limiter le nombre des cercles d’exclusion, méme séparation en
deux groupes et méme conclusion.

6. Troisiéme base fondamentale. — Rappelons un théoréme qui -
a rendu également d’importants services dans la théorie des fonctions
méromorphes dans le plan, et principalement dans la théorie des
fonctions entiéres :

Tutorime C. — Soit f(z) une fonction holomorphe dans le cercle
unité, et de module inférieur a 1. On suppose le module de [ (5)inférieur
& m sur un arc de courbe issu de l'origine et gagnant la frontiére du
cercle. Alors dans le cercle | 5| =r, on a I’tnégalité

(2) log|f(s)| <k(1—r)logm;
Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 3. 21
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k est une constante numérique positive, dont la valeur exacte est

F==(").

7. COROLLAIRE. — Soit f(3) une fonction holomorphe, privée de zéro
et de module inférieur a 1 dans le cercle unité. Entre les valeurs de la
Jfonction en deux points A et B, on a la double inégalité

T >log‘§f(A)[ 1 — (AB) )
1 — (AB) 7 log | f(B)] T

En effet, les membres extrémes de ces inégalités sont invariants
dans toute transformation homographique du cercle sur lui-méme. Si
'on améne par exemple B a l'origine, la pseudo-distance (AB) devient
la distance euclidienne.

La fonction étant privée de zéro est inférieure en module a | /(B)]|
surun arc de courbe issu de B et gagnant la circonférence unité. Etant
aussi inférieure en module 2 1 dans le cercle unité, on retombe donc
sur le théoréme C.

CHAPITRE II.

FONCTIONS HOLOMORPHES DANS LE CERCLE UNITE,
ET PRENANT 7 FOIS LA VALEUR O ET p FOIS LA VALEUR I.
LIMITATIONS DU MODULE. '

8. Nous désignons par P;(z<n) et Q;(j<p) les points ot la fonction
considérée, f(s), est égale respectivement a zéro et & 1. Les cercles
d’exclusion relatifs aux P; sont désignés par y(o, h); ceux des Q,,
par y(1, A).

Nous serons amenés ultérieurement a donner une valeur variable
4 h; mais pour le moment, fixons cette valeur 4 une constante

v . 1
numérique assez petite : prenons = —-

(1) Poir B. Scaminr, Uber den Milloux schen Satz (Sitz. der Preuss. Ak. der FViss.
 Phys. Math. klasse, XXV, 1932). '
Consulter le livre de R. NEVANLINNA, Findeutige analytische Funktionen, pour d’autres
démonstrations.
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- . i . ot
Ainsi la somme des pseudo-rayons des y(o, R) est inférieure
. € : x 1
2 z-> de méme que celle des {(1. EB>

Nous aurons aussi & envisager les cercles d’exclusion relatifs a la
fois aux points P et Q. Nous les désignerons par y(o, 1, 4).

9. Nous considérons une fonction f(5) holomorphe dans le cercle
unité, et de module inférieur & M sur un arc de courbe issu de O et

aboutissant au cercle | 5| = - Nous nous proposons de rechercher une

1
2
limite supérieure de | f(=)| dans le cercle de centre O et de rayonsr, et
tout d’abord nous donnons & r une valeur numérique; pour fixer les

s 8
1dees, re= -
10

Cette limitation a .été résolue pour une valeur numeérique plus
faible ('). Nous pourrions aussi nous servir de I’étude effectuée
par M. G. Valiron, et qui donne une limitation pour r littéral (*).
(Cette limitation va ici étre largement dépassée.)

Comme nous allons souvent employer des raisonnements du genre
qui va suivre, nous indiquerons rapidement les points essentiels de
cette étude, qui va étre reprise sur des bases élargies.

10. Un premier cas est celui ou la fonction f(s) a sa dérivée assez
petite dans tout le cercle [s[:i- En particulier, si I'on sup-
: 10
pose |f(s)]| inférieur 2 1, dans tout le cercle de centre O et de

rayon -[83, | /(=) ] est inférieur & M+ 1.

11. Dans le deuxiéme cas, le maximum du module de la dérivée
est donc supérieur ou égal & 1 en un point  au moins, de module

inférieur & —- Comme f'(z) est holomorphe, cette propriété est

réalisée sur un arc de courbe L issu de a et aboutissant au cercle

(1) H. Mrweoux, Les cercles de remplissuge des fonctions méromorphes ou entiéres et
le théoréme de Picard-Borel ( Acta Math., t. 52).
(%) Foir le fascicule du Mémorial déja cité.
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unité. Or, L traverse des régions hors des cercles d’exclusion

y<o,1, L); et méme pour étre précis, et en utilisant I"application
100

numérique du numéro 3, on constate qu’en un point au moins hors

1 . . y e .
des «.f<o,1, m) et & une distance de ’origine moindre que 0,84, se
O

4
trouve un point &' en lequel | //(5)| est supérieur a 1. Le cercle de
centre O et de rayon 2’ ne se trouve rencontré par aucun cercle
d’exclusion. '

12. Sur I'arcde courbeissude O, o] /(z)|est inférieur 2 M, existent
également des points situés & moins de o,5 de I'origine, hors des

. 1 .
cercles d’exclusion w;<o,1, ;—0—6> Notons en passant qu’il en est plus

généralement ainsi si I'ensemble E des points A ou | /] est inférieur
ou égal & M comprend des points, situés & moins de 0,5 de l'origine,
ne pouvant étre enfermés dans des cercles dont la somme des pseudo-
rayons ne dépasse pas —.

100

Nous désignons par " I’affixe de I'un de ces points et par 2/ le point,
de méme module que 2’, ayant méme argument que x”.

L’un des arcs 2’2, (de centre O) est inférieur & w2 0,84 < 3.

Joignons "« . Ni lorigine, ni I'extrémité ne sont dans les cercles
d’exclusion. Mais le segment x"2’ peut étre rencontré par de tels
cercles, qui, rappelons-le, sont extérieurs les uns aux autres. En cas
de rencontre, on substitue 4 la corde intérieure I’arc du cercle
d’exclusion le plus petit.

De la sorte, on batit un chemin qui va de 2” en 2’ en passant par «,,
entierement hors des cercles d’exclusion, et de longueur totale
inférieure 2 6. : ,

Sur ce chemin, nous allons choisir, 4 partir de 27, le premier point,
soit y, en lequel | /(s)| est supérieur ou égal & 1. Ce point peut
étre 2. 1l peut étre aussi 2’ ou tout point intermédiaire. En tous cas,
en ce point y on a les deux inégalités '

FOI<M+6, [f(y)z2r

Quitte & opérer une rotation, nous supposerons y réel et positif.
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13. La transformation homographique

ameéne y au centre du nouveau cercle unité; / est devenue F. L'ori-
gine du plan des Z est hors des cercles d’exclusion, correspondant
aprés transformation aux anciens (leur role est évidemment invariant
dans toute transformation du cercle unité sur lui-méme, puisque les
pseudo-distances sont elles-mémes invariantes).

Or,on a

- 1 - I

P’ désignant le transformé de P, point ou / est nulle.
De méme

(1, —— )= Zlog — .
N("l*‘——l)_ log 0y’

I L oa 1 Y ao 1
N<l', F)Ti\(l,-———F~—1>__‘-lOb~—C)H,,

les R’ désignent les points P’ et Q' réunis.
O étant hors des cercles d’exclusion, on a donc

Dot

N<1, %>+N<I, -F_l_—’><(n+1))log%:(n—;—p)log100<5(n+p).

14. Nous appliquons maintenant la formule (1) du théoréme A en
y faisant R =1. Le calcul de F'(0) donne f'(y)(x—y*), quantité
dont le module est supérieur & o0,29. D’ou, toutes réductions faites,
'inégalité

(3) T(r, F) < 25(n+ p)~+10logM + 14 log

1 .
-+ 430.
I—r

15. F(Z) étant holomorphe, on sait que I'on a 'inégalité

N~
:+:, logM (', F).

T(r, F)>

Choisissons 7 de facon que r—r' soit égal & 1 — r(cecx suppose r
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" supérieur & i) Il vient alors I'inégalité

(4) (1—r)log| F(r'e®)| <1o0(n —+ )+4018gM—I—5610g ~+ 1960.
) ) log | p 7

1— 7

15. Traduisons cette inégalité dans le plan s, de facon qu’elle
s’applique i tout le cercle de centre O et de rayon 0,8, ce qui est notre
but. On constate pour cela qu’il faut prendre

0,8+ y
[+ 0,8

r

i

y étant inférieur a 0,84, on trouve que cette condition est réalisée si

I . .
I’on prend 1 — 7' = —, ce qul conduit au :
p
32

Tutorime I. — Soit f(5) une fonction holomorphe dans le cercle uniié,
et prenant n fois la valeur o et p fois la valeur 1. On suppose que dans
le cercle | 5| = ;), les points ot l'on a 'tnégalité

(=) 2 M,

ne peuvent étre enfermés dans des cercles dont la somme des pseudo-

, . 2e . .,
rayons n’atteint pas— (exemple : points situés sur un arc de courbe
100

1

ussu de O et attergnant la circonférence |z | = --

Alors on a, dans le cercle | z| = 0,8, U'inégalité

T

(5) log | /(=) | < k(R =+ p)+ &y Tog M —+ k.

On peut prendre £, = 5200, £, = 2080, &, = 140000.

En désignant par. £ une constante numérique qui n’a pas nécessai-
rement, partout ou elle figure, la méme valeur, on peut écrire simple-
ment

log| f(5)] < k(n—+ p) -+ klogM + k.

16. Remarquons que dans I’hypothése, on peut supposer a for-
tiort | f(3)|SM sur un arc de courbe issu de O et aboutissant & la
frontiére du cercle unité.

Si I'arc est issu de A (et toujours aboutit au cercle unité), alors
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linégalité (5) est encore valable dans le cercle de centre non euclidien A
et de pseudo-rayon 0,8.

Démonstration en faisant la transformation homographique ame-
nant A a l'origine.

17. Reprenons notre fonction f(z) inférieure en module & M, sur
. . . . , 1
un arc de courbe issu de O et aboutissant a la circonférence |z |= --

Nous allons rechercher maintenant une limitation de |f(z)|
valable dans le cercle de centre O et de rayon r supérieur 4 o,8.

Sur ce cercle la fonction log|f(s)| prend des valeurs dont le
maximum est désigné par 1.; ce maximum est atteint en un point S.
Bien entendu, nous ne nous intéressons qu’au cas ol U est déja
supérieur au deuxiéme membre de I'inégalité (5).

Log | f(5)]| est supérieur 4 u sur un arc de courbe L issu de S et
aboutissant a la frontiére du cercle unité.

18. a; désignant un zéro de f(z), en méme temps que cette fonction,
nous considérerons les fonctions g(3) et 4(=) définies par

55— da;

f=gl

— gh=1.
I— 5d; =

Le module de / est inférieur ou égal a celui de g. Une autre compa-
raison en sens inverse est possible hors des cercles d’exclusion

Y<°’ ;—(')46>~ En effet, & l’extérieur de ces cercles, le produit de

é}'
a fortioria bn.
Dans cet extérieur, on a donc I'inégalité

Blaschke <f> relatif aux q; est supérieur en module a rlog %5, donc

log| f|>log|g|—5n.

Considérons les cercles de centre non euclidien S. Désignons
par (B) le plus grand cercle a I'intérieur duquel on a I'inégalité

loglh(z)|<—a.

« est une quantité positive qui sera bientot choisie. En dehors des
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cercles d’exclusion y <0; ;g—(-;) et dans le cercle (B), on a donc
I'inégalité
log| f(3)[>a—5n.
Rappelons que | /()] est inférieur 2 M sur un arc de courbe issude o
et traversant le cercle |z [= %, de plus, que des points de cet arc sont

. 3 - I .
nécessairement hors des cercles d’exclusion y(o; 753) Donc il y «a

imposstbilité avec I'snégalité précédente si

I

1° le cercle (B) contient le cercle |z | =

[CR NS

+
2° o est égal & 5n—+ log M.

Conservons cette valeur de « et désignons par ¢ le pseudo-rayon du
cercle (B). Il est donc nécessaire que le cercle (B) ne contienne pas le

I . e tee .,
cercle | s | = ; par suite, que I'on ait I'inégalité
27+ 1
P<S

—

1 L—r
2~=r

Et par suite 1 — ¢ doit étre supérieur a 3

et a fortiori a

20. Ce cercle (B) satisfait encore a la propriété suivante : en un
point A de sa frontiere, log|A(z)| est égal & — «; £ (=) étant holo-
morphe, on a I'inégalité

log|h(5)]|2— @

sur un arc de courbe L' issu de A et rejoignantle cercle unité. Laméme
inégalité a lieu si I’on substitue & 4 la fonction }, qui lui est supérieure
en module. D’ou, sur L/, I'inégalité

log | f(5) | < 57 + log M.

Cette inégalité nous permet d’appliquer le théoréme I, par I'inter-
médiaire de la remarque du numéro 16 : ainsi, dans le cercle de centre
non euclidien A et de pseudo-rayon 0,8, on a I'inégalité

(6) log| £(5)| < [ki(n + p) +5kyn] - k, Tog M + &,

Nous sommes amenés a faire une nouvelle hypothése sur i, valeur
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de log| /()| en S: nous supposons que w est au moins égal au deuzxiéme
membre de U'inégalité (6). Alors, en conséquence, le cercle de centre
non euclidien A et de pseudo-rayon 0,8 ne peut atteindre S.

Autrement dit la pseudo-distance (AS) surpasse o,3.

21. Opérons la transformation homographique du cercle unité du
plan = sur le cercle unité du plan Z, de facon que S vienne i |’origine
du nouveau plan. Le cercle (B) devient un cercle (B') de centre
origine; son rayon est précisément c; c’est une quantité supérieure

. 5 . . . L=
a0,8; mais 1 — ¢ est supérieur & —

Soit H(Z) latransformée de h (). Dans le cercle (B"), d’aprés Uhypo-
thése effectuée au début du numéro 19, on a

log | H(3) | <— 2.

D’autre part, sur I'arc L issu de S et joignant le cercle unité,
log| f(=)], et par suite —log|k (=)|, est supérieur & w. Donc sur un
arc de courbe issu de la nouvelle origine et gagnant le nouveau cercle
unité, on a l'inégalité

log | H(Z) | <— p.
L’ensemble de ces deux propriétés de la fonction H(Z) permet I'appli-
cation du théoréme C (troisiéme base fondamentale du Chapitre I) a
la fonction He*.

Translatons I'inégalité (2) en y faisantr =7, ala fonction H, et nous
obtenons le résultat suivant :

Dans le cercle| Z| =g, la fonction H(Z) satisfait & 'inégalité

(7) togi M| <—| 1= 2 (=) | & = Zt=)pe
w. est nettement supérieur a a.

22. En particulier, cette inégalité (7) est vérifiée au point D' le plus
proche de A’, lequel est I'homologue de A.
Quelle est la pseudo-distance (A’ D) ? C’est

Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 3.

|4
(&
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Et maintenant, choisissons [ indéterminée ). de fagon que cette pseudo-

. « I . .
distance soit 5 On trouve ainsi

1—r

...___.__-.>1_p>._.—3—_..

L'inégalité (7) entraine alors comme conséquence :

(8) lOgEHE<—[l—l;rr:ly"—[__rlu.<—~1—r[-’--

Dans le passage du plan = au plan Z, f est devenue F. Les cercles
d’exclusion se correspondent; log|F| est supérieure a log ﬁ — 5n,
hors de ces cercles d’exclusion. Par suite, dans le cercle (B,), mais
hors des cercles d’exclusion, on a I'inégalité

I—r
3T

(9) log | F| > B —5n.
23. Je dis qu’ily a des points Z en lesquels cette inégalité est vérifiée,
et qui sont & une pseudo-distance de A’ inférieure a o, 8.

Y

La vérification est aisée; quitte a faire tourner le plan, on peut
supposer l'affixe de A’ réelle et positive. Elle est alors égale.a ¢: celle
de D', point d’affixe réelle et positive du cercle (B, ), est Ap. La pseudo-
distance (A’D’) est, par définition de A, égale & é Désignons par E' le
point de I’axe réel situé a gauche de D’, ayant comme définition d’étre
a une pseudo-distance de A’ égale 4 0,8. Sans effectuer de vérification
élémentaire, on peut s’appuyer sur le fait (démontré dans le Mémoire
déja cité au début) que si 3 points sont alignés sur un rayon dans
’ordre ED’A’, on a

(B/A") < (EB/'D') 4 (D/A").
Par suite (E'A’) est supérieur 2 o0,3. Fait qu’il est facile d’ailleurs
de vérifier directement.

Or, la somme des pseudo-rayons des cercles d’exclusion n’excéde

pas ;’;:6, quantité nettement inférieure 2 0,3. Il y a donc des points

de E'A’ hors des cercles d’exclusion, ce qui démontre la propriété
annoncée.
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24. Dans ces conditions, on a pour ces points :

1° I'inégalité (g);
2° une inégalité résultant de ce que la pseudo-distance & A’ est
inférieure & 0,8, c’est-a-dire 'inégalité (6) translatée au plan Z.

On s’apercoit de suite que ces inégalités ne sont compatibles que si
I’on a

I — 7 -
—— U — 3.
(s

Fey(n == p) =B leyn 4 Jey log M+ foy >

Ou, plus simplement,
(1—ryp <<k (n=+pr+ A, lg'? M == A

k., k, et k, sont des constantes numériques positives.

25. Résumons dans ’énoncé fondamental suivant :

TueoriMe 1I. — Soit f(5) une fonction holomorphe dans le cercle
unité, et prenant n fois la valeur o et p fois la valeur 1. On suppose
que | f(3)| est inférieur @ M sur un arc de courbe issu de o et gagnant

la frontiére du cercle]"'———I ou plus général, t que | nt
a frontiére sl=5> plus généralement que les points
o | f(5)] est inférieur @ M dans ce cercle s|= - ne peuvent étre

enfermés dans des cercles dont la somme des pseudo-rayons n’atteint

pas T)c_:}) - Alors dans le cercle = =r, on a ['inégalité
(10) (1—r)log|f(s) << N, (n—+p)-+ A, l(;g M- Al

k,, k,, k, sont des constantes numériques positives.

26. On peut aussi indiquer quesi la courbe ou | /(=)| est inférieure
3 M part d’un point A et aboutit au cercle unité, en désignant par x
I'affixe de A, par y I’affixe d’un autre point et par d la pseudo-distance
(2, y), la quantité (1—d)log|/(y)| est majorée par le deuzxiéme
membre de l'inégalité (10).

27. Faisant n = p = o, on reconnait ict, dans l'inégalité (10) aux
coefficients numériques prés, le théoréme de Schottky-Landau.
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(Vest la premieére fois, semble-t-il, que ce théoreme est retrouve
avec, comme point de départ, la deuxiéme inégalité fondamentale de
Rolf Nevanlinna.

Signalons que M. G. Valiron avait déja obtenu une limitation por-
tant sur une puissance de 1 —r plus ¢levée (voir le fascicule du
Mémorial déja cité).

28. En somme, on peut prendre pour M le minimum du module de

> . . ' 1 .
la fonction /(=) dans le cercle | = |= - hors des cercles d’exclusion

1
TLO L — )
" 100

et I'inégalité (10) est encore valable. Sous cette forme, on peut
énoncer le théoreme II un peu différemment :

Tutoreme LI (forme plus générale). — Soit /(=) une fonction holo-

morphe dans le cercle unité, et prenant n fois la valeur o et p fois la
.. / o\ ’ . e
valeur 1. On désigne par v (o, I; TBB) les cercles d’exclusion relatifs a

N

ces points ot f(z) est égale & o ou d 1. Sovent x ety deux points quel-
conques, et M(x) la borne inféricure de | f(3)| dans le cercle de centre

.y L s -
non euclidien x et de pseudo-rayon > et hors des cercles d’exclusion

4

v (o, 1; T[»o> On désigne enfin par d la pseudo-distance (xy). Alors

on a l'inégalité
e
(10”) (r—d)log | f(y) | <K (n—+p)+ K, logM(2) + K.

Siz et y sont tous les deux hors des cercles d’exclusion, on peut
remplacer M(x) par |f(x)|, et on a ainsi une double inégalité
enserrant | /()| par rapport a | f(x)|et a d.

29. Extensions du théordme II. — Nous allons passer a I'examen
du cas ou les points A ot | /(5)| ne dépasse pas M sont situés dans le
cercle de centre o et de rayon littéral «; on désigne par m le plus petit
des nombres n, p, et ’on suppose que les points A ne peuvent étre inclus
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‘

dans des circonférences, en nombre m au plus, dont la somme des
pseudo-rayons ne déP(ZSSE P(IS 2 (?ll.

Notre intention est de démontrer qu’au fond, malgré la disssem-
blance, en modifiant convenablement M et l'origine, on se retrouve
dans le cas du théoréme II.

Quitte & changer fen 1 — /, ce quirevient & remplacer M en 1+ M,
on peut supposer m = n. '

On considere le produit de Blaschke g(z) relatif aux zéros a; de la
fonction considérée, c’est-a-dire la fonction

‘—‘."(3\):1_:[:‘—“—”;-

I— S7;
On pose ‘
) . S =g(3) els).
On a 'inégalité

loglg(s)|>nlogh,

sauf en des points pouvant étre enfermés dans des cercles dont la
somme des pseudo-rayons est inférieure & 2ek. Donc, dans le cercle
| | =u, existe un point A ol I'inégalité précédente est vérifiée, alors
que | f(5)| est inférieur ou égal & M. Par suite, en ce point, on a

logio(s)|<<logM — rlogh =1logM'.

Cette inégalité est vérifiée non seulement en A, mais encore sur tout
un arc de courbe issu de A et aboutissant au cercle unité, ce qui
conduit 2 une limitation de | £(z)|, car partout le module de /(=) est
inférieur ou égal & celul de o(z). On applique alors le théoréme II.
L’énoncé suivant est valable a la fois pour la fonction f et la fone-

tiODf,:]—f.

30. Tukorime IlI. — Soit f(2) une fonction holomorphe dans le
cercle unité, et y prenant n fois la valeur o, p fois la valeur 1; on
désigne par m le plus petit des nombres n, p. On suppose que || ne
dépasse pas M en des points intérieurs au cercle | s | = u, qu’tl est impos-
sible d’enfermer en dés cercles en nombre au plus égal & m, et dont la
somme des pseudo-rayons est inférieure a 2¢eh.

Alors dans le cercle | 5 | = u se trouve un point d’affize y, tel que dans
la circonférence de centre non euclidien y et de pseudo-rayon d, on a
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l'inégalité

+
(11) (1—d)log | f(s)|<lkin—+p)—+LlogM + k— kmlogh.’

Les 4 sont toujours numériques.
A fortiori, on a aussi 'inégalité

+
(i)Y (1— 13 (1=-wu)log f(s) <h(n—+p)+LklogM + k — kmlogh.

31. Attaquons des problémes déja résolus qualitativement par
M. Paul Montel, a I'aide de la théorie des familles normales ou quasi-
normales de fonctions.

Commencons par un probléme, que M. G. Valiron a déja étudié
dans le fascicule du Mémorial cité plus haut; la solution et les résul-
tats qui vont suivre sont plus simples et plus précis; I’énoncé de ce
probléme est le suivant :

Soit f{(z) une fonction holomorphe dans le cercle unité et prenant n
Jois la valeur o et p fois la valeur 1. On se donne la borne de la fonc-
tionenm — 1 points fixes intérieurs au cercle |z | =u; m est le plus petit
des nombres n, p. Trouver une limite supérieure de ' [(z)|.

Quitte & changer f'en 1— /, on peut supposer 7 égal & n. Désignons
par A les n + 1 points fixes ot 'on sait que | /(z)]| est inférieur & M.
Nous désignerons par ¢ la plus petite pseudo-distance de deux
points A.

Les cercles de centres non euclidiens A et de pseudo-rayon ? sont

-

tous extérieurs les uns aux autres. Cela résulte de ce que si deux
cercles sont tangents entre eux extérieurement, ou sécants, la pseudo-
distance de leurs centres est inférieure a la somme de leurs pseudo-
rayons (vorr Mémoire cité du Bull. de la Soc. Math., ou appliquer
la propriété rappelée ici au n°23).

32. Donc l'un de ces cercles (qui sont au nombre de n—+1), ne
contient pas de zéro de la fonction /. Désignons-le par C. Sur une
courbe L issue de son centre, et aboutissant 4 la frontiére de C, | /(3)]
est inférieur & M. La courbe L ne pourra jamais étre englobée dans un
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cercle dont le diamétre est inférieur au rayon de C, ¢’est-a-dire & 3 M.

En appliquant la propriété rappelée au n° 23, on constate de suite que
‘o i NG R

ce pseudo-rayon est supérieur ou égal 4 - (il y a égalité lorsque le

4
centre est en 0); ¢ est inférieur a 1.
Remarquons de plus que I'arc de courbe L peut sortir du cercle

|5 |==u; on peut le restreindre 4 'intérieur du cercle | s| =u', avec

I— U

[— U = —

Ceci fait, on constate que les fonctions /et 1 — /'sont justiciables
du théoréme II1. D’ol le

Tatorime IV, — Soit f(z) une fonction holomorphe dans le cercle
unité et y prenant n fois la valeur o et p fois la valeur 1. Soit m le plus
petit des nombres n, p. St | f(5)| est inférieur ¢ M en m -1 points
Jizes A intérieurs au cercle |z | = u, et dont les pseudo-distances deux a
deux sont au moins égales 4 3, on a l'inégalité

(12) (1-——u)(x—[:])logif(_:){<l{(n—|—p)+A'l_ggM+A‘—K'1}zlog6;

k est une constante numérique positive, qui n’a pas partout la méme
valeur.

Remarque. — D’une facon plus précise, on peut remplacer le
premier membre de (12) par (1—d)log|f(z)|, ol d désigne la
pseudo-distance de = a un point situé 4 une distance du cercle unité

I —

au moins égale a

33. Ce théoréme IV contient et précise considérablement, en les
simplifiant, les résultats fondamentaux de la thése de M. L.-C.
Bossard (*).

(1) Rappelons que si un ensemble E est continu, et si des cercles €’ I’englobent,
on peut toujours trouver un cercle unique C englobant E, et dont le pseudo-rayon est
inférieur A la somme des pseudo-rayons des cercles (' (voir Mémoire cité du Bull. de lu
Soc. Math.).

(*) L.-C. Bossanp, Ueber den wverallgemeinerten Schottkyschen Sats und seine -Anwen—~
dungen, Jurich, 1936.
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34. Guidé par la théorie des familles normales ou quasi-normales
de fonctions ('), je passerai ensuite au cas suivant : le nombre des
points, ot la fonction est supposée bornée, est inférieur a 72 +- 1, mais
les dérivées entrent en jeu. Pour dégager cette étude, plus compliquée
que la précédente, nous traiterons d’abord le probléme suivant :

Soit F(Z) une fonction holomorphe dans le cercle unité du plan Z,
et y prenant au plus ¢ fois la valeur zéro. On suppose que |F(Z)|,
ainsi que les ¢ premiéres dérivées, prises a I'origine, sont limitées
supérieurement par M. Il s’agit de montrer que sur un arc de courbe
non négligeable L, la fonction est encore bornée.

. L
Tracons les cercles de centre o et de rayons respectifs o, 77

2
q—+ 1’ ’
est un cercle), donc l'une d’elles ne contient pas de zéro de la
fonction F(Z).

«+» 1. lls découpent ¢+ 1 couronnes circulaires (la premiére

35. Un prewmier cas, particuliérement favorable, est celui ou il s’agit
du premier cercle. Alors |F(Z)] reste inférieur & |F(o0)|, donc & M,
sur un arc de courbe L issu de o et aboutissant 4 la frontiére du
domaine.

Retenons que L ne peut pas étre englobé dans un cercle de diameétre
< g . 1 ’
inférieur 4 ———-

(¢ +1)

36. Ecartons ce cas, de sorte qu’il y 2 au moins un zéro de F dans le
premier cercle. Désignons par C' et C" le plus petit et le plus grand
cercle de la couronne ne contenant pas de zéro de F; par I le cercle
médian de cette couronne, par M’ la borne inférieure de |F| surT,
par ¢’ le nombre (au moins égal 4 1 et au plusa ¢) de zéros de F
intérieurs & C’ (¢’est-a-dire 4 C”), et considérons le polynome

P(ZLYy=(Z—a,) ... (Z—a,),

s’annulant aux zéros de F intérieurs & C'.

(1) P. MonTEL, Legons sur les familles normales de fonctions analytiques, (Gauthier-
Villars, 1927; collection Borel). Voir p. 71.
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7

, > _
Le rapport _ est holomorphe et privé de zéro dans le cercle C'. II
sera désigné par .
Dans tout le cercle C, | P| est inférieur 2 27'; et sur tout le cercleT,
|F|est supérieur 2 M. Donc sur I', on a I'inégalité

loglo|<<q'loga —logM'= l;agln.

Cette inégalité permet d’obtenir, & I'aide des intégrales de Cauchy,
des limitations des modules de ¢ et de ses dérivées successives a 1ori-
gine. Notons pour cela que le rayon de I' est minimum lorsque la
couronne C'C” est la premiére couronne circulaire (véritable), et que

dans ce cas, il est égal & -- On a alors I'inégalité

2(qg +1)

(13) l@“*(0)1<7n.[L"3"_’i-)]k.

37. De I'égalité P =oF, et du fait que F et ses ¢ premiéres déri-
vées sont bornées par M a l'origine, on déduit, aprés application de
'inégalité (13), une suite de bornes de P et de ses ¢ premiéres déri-
‘vées & l'origine. En particulier, la dérivée d’ordre ¢'(¢'<¢) est limitée

snpérieurement par _
I\(Iﬂl[l -+ w]ll/-
3
Or, cette dérivée est précisément ¢’ ! D’ou I'inégalité
logM’ < ¢"log2 + ¢’ log[l -+ 2—(?—1—)}7 logM — logg'!

La somme du deuxiéme et du quatriéme terme du deuxiéme

membre est inférieure & 1+ —ﬁrl;

est supérieur ou égal & 1. On peut écrire plus simplement l'inégalité

q' est inférieur ou égal a ¢, et ¢

(t4) logM’' < 4g + logM.

38. Laborne inférieure de |F(Z)| sur le cercle I' est atteinte en un
point S, point de départ d’un arc de courbe L atteignantla frontiére de
la couronne envisagée, et sur lequel log |F| est inférieur & logM’,

Ann. Ec. Norm., (3), LIV, — Fasc. 3. 23



176 HENRI MILLOUX.

donc & 4g + logM; car F n’a pas de zéro dans la couronne. Notons

J I3 . . I
que L ne peut étre enfermé dans un cercle de diamétre Y

39. On peut résumer les résultats obtenus depuis le n® 34 dans le

Lesme. — Soit F(Z) une fonction holomorphe dans le cercle unité et
y prenant au plus q fois la valeur zéro. On suppose que les modules de F
et de ses q premiéres dérivées sont inférieurs @ M a Uorigine. Alors on
a Utnégalité
log |[F(Z)| <logM + 4¢

sur un arc de courbe L ne pouvant étre enfermé dans un cercle de

diamétre ———.
2(qg+1)

40. Abordons maintenant [’étude annoncée, celle d’une fone-
tion /(z) holomorphe dans le cercle unité, prenant n fois la valeur o
et p fois la valeur 1. On désigne par m le plus petit des nombres r, p.
On suppose 'existence d’un certain nombre de points A, A, ... tous
intérieurs au cercle | 5| = u, en lesquels on a respectivement :

en A, : F et ses ¢, premieres dérivées limitées supérieurement en

module par M;
en A : F et ses ¢ premiéres dérivées limitées supérieurement en

module par M;
ete., avec la condition

(g1 4+ 1)+ (ga+1) +...=m —+1.

On désigne par ¢ la plus petite pseudo-distance de deux points A, et
'on considére les cercles C de centres non euclidiens A et de pseudo-
rayons S Ces cercles sont tous extérieurs les uns aux autres.

Il résulte de cette hypothése que 'un deux, de centre non eucli-
dien, A, par exemple, contient au plus.g, zéros de la fonction /. On
désigne par x I'affixe de ce point A,, qu'on peut supposer réelle et
positive, et dans la transformation
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on raméne A, i Porigine du plan y; (C) devient un cercle de centre O
et de rayon -3 / est devenue une fonction g(»); g(o) est égale a £ (A,).

Que sont devenues les dérivées ?
On a
glo)y=(r—a*) f(A),
g'o)=1(1—x** f"(A)),

etc., ce qui montre que les dérivées de la fonction g & I'origine sont
encore, jusqu’a la ¢,-iéme, limitées supérieurement par M.

41. On passe ensuite au cercle unité du plan Z en posant

7=y

sl o
.

La fonction g(y) devient F(Z), et les dérivées de F a I'origine sont
inférieures en module & celles de g(y), done & M, pour les ¢, pre-
miéres. A cette fonction F(Z) peut étre appliqué le lemme énoncé
au n° 39. Notons que 'arc L' du plan y correspondant & I’arc L dont il
s’agit dans ce\lemme, ne peut étre enfermé dans une circonférence de

diameétre - En appliquant ce qui a été dit au n° 32 on constate

o]
4(gi+1) ) .
qu’on ne peut enfermer L dans un cercle dontle pseudo-rayon estinférieur

. 0
4 ——-
8(q,~+1)

42. Celte propriété se transmet lorsqu’on repasse au plan z, ce qui
permet d’énoncer la propriété intermédiaire suivante :

Dans le plan s il existe un arc de courbe l ne pousvant étre enfermé

o . \ fe) . .
dans un cercle de pseudo-rayon inférieur a S7 o) et issu d’un point
1
intérieur au cercle |s|=u; donc on peut le limiter a U'intérieur du
I . IS T
cercle |5 |=u'avee 1 —u'= - (1— u). Sur cet arc, on a l’inégalité

log| [ (5)| <hq,+logM < [{'m + logM < 2(n + p) + logM.

43. Alors la fonction / est 4 nouveau justiciable (de méme
que 1 — f) du théoréme III. D’oti le

Trrortme V. — Sozz f(z) une fonction holomorphe dans le cercle
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unité, et y prenant n fois la valeur zéro et p foz's.la valeur un. On
désigne par m le plus petit des nombres n, p. On suppose que dans le
cercle | | =u, en certains points AA, ... dont les pseudo-distances
sont au moins égales a o, la fonction f, ainsi respectivement que ses
premiéres dérivées (en A)), g, en (Ay), etc., sont limitées supérieurement
par M. Le nombre des poinis A; el les nombres ; sont régis par la lov

S(qgi+1)y=m—+1,

et l’on désigne par q le plus-grand des nombres ;.
Alors la fonction f( =) satisfait a l'inégalité

(1) (1 —|z))(x—w)log| f() | < k(n=+p)+ k lT)gM—— kkmlogd—+ kmlogq+ 1,

ot k désigne une constante numérique positive (quin’a pas partout la
méme valeur).

Remarque 1. — On peut encore remplacer le premier membre par

(v—d)log| f(=)],
comme dans la remarque du théoréme IV.

Remarque 11. — On peut simplifier le deuxiéme membre de I'inéga-
lité (14) en remplacant ¢ par m.

44. 1l est possible d’indiquer encore des cas simples dans lesquels
le théoréme III s’applique.

Supposons par exemple que le nombre n des zéros soit différent
de p. Alors il existe un cerclede centre O et de rayon winférieura un,
tel que, a partir de | s | = supérieur i u, le nombre des zéros de f(5)
est différent du nombre des zéros de f(z) — 1.

Il en résulte que sur ce cercle, le minimum du module de f(z) est
inférieur a 1. Sinon, d’aprés le théoréeme de Rouché, le nombre des
zéros de f(z) et de f(z) — 1 serait le méme a I'intérieur du cercle
[z]|=r.

Done, on peut appliquer le théoréme 111, en remplacant u par

1

1—Uu . , . . .
u'=1— ——, et en faisant 4 numérique <h= 75’)’ ce qui conduita
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I'inégalité tres simple :
(t—]s)(r—uylog| f(3) < h(n—+p)+ Ak

ou l'on peut remplacer le premier membre par 'expression plus
précise

(1—d)log  f(s)],
d ala méme signification que dans la remarque du théoréme IV.

45. Au lieu de supposer simplement que | /()| est inférieur 2 M en
certains points, nous allons préciser en supposant de plus que f(5)
se rapproche beaucoup d’une valeur «; nous précisons en indiquant
que | f(8) — « | est inférieur a = en des points A intérieurs au cercle de
centre O et de rayon u, ces points ne pouvant étre enfermés dans des
cercles dont la somme des pseudo-rayons est inférieure a 2 e/.

46. Tout d’abord, rappelons le théoréme suivant ('), généralisant
le théoréme C :

Soit F(z) une fonction holomorphe et de module inférieur é 1 dans le
cercle unité. St dans le cercle | 5| = u, les points o la fonction F(z)
vérifie l'inégalité

log Fl<—p
ne peuvent étre enfermés dans des cercles dont la somme des rayons est
égale a 2 el on a l'inégalité
p(v—a)(r—iz])
logh'

log | F(s)|<

.k est une constante numérique positive.

La méme propriété a évidemment lieu si, au lieu de rayon, on dit :
pseudo-rayon. En effet, le pseudo-rayon d’un cercle est toujours au
plus égal & son rayon.

47. Reprenons notre fonction f(s) du n° 45. Elle est justiciable
du théoréme III, lorsque I'on remplace M par |«|. Donc elle satisfait

(1) H. MiLLoux, Sur certaines fonctions holomorphes et bornées duns un cercle (Muthe-
mutica, vol. IV, p. 182-185).
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a I'inégalité (1) que nous prenons, pour sa simplicité, de préférence
a Iinégalité plus précise (11).

Cette inégalité nous fournit une limitation de | /(z) , et par suite
de | f(5)— |, dans le cercle de ce centre O et de rayon R inférieur
a 1. Dans ce cercle nous avons ainsi I'inégalité

k(n+p)+ klog|a!+ hk — kmlogh
(r —R)(1—u)

log|f(z)—a|< = log M/,

ot m est le plus petit des nombres n et p.

3 (= J(z)—= : : :

48. Il nous reste 2 poser F(z)="*—;— pour pouvoir appliquer
le théoreme rappelé au n° 46. Ce théoréme s’applique non plus dans le
cercle unité, mais dans le cercle de centre O et de rayon R. On peut
cependant y remplacer /' par h, car, effectivement, sil’on fait de ce der-
nier cercle, par homothétie un cercle unité, /' est supérieur a h. p. est
remplacé par — log Ma—,-

D’autre part, |z| étant inférieur ou égal & », nous choisirons R

. s I+ . , \ .
égal & ——- De la sorte, on obtient le théoréme suivant :

Tukorime VI. — Soit f(z) une fonction holomorphe dans le cercle
unité ety prenant n fois la valeur o et p fors la valeur 1. On désigne
par m le plus petit des nombres n, p. On suppose que dans le cercle| z | =.u,
tl existe des points A, ne pouvant étre enfermés dans des cercles dont la
somme des pseudo-rayons ne dépasse pas 2 eh, en lesquels | /(=) — «| est
inférieur a <. Alors, dans le cercle |z |=r, on a l'tnégalité

I—u)(1— r)loge Mir—au)(lt—r)~
( )( Jloge 7 A w)(L—r)

I
log 7 log 7

(15) log{ f(5) —a| << A’

hn—p)—+ A'];;ga + h— fm logh
(1t—r)(1—u)

>

k est une constante numérique positive qui n’a pas partout la méme
valeur; £ en est une autre, mais qui a la méme valeur aux deux
endroits ol elle figure. On peut simplifier Uinégalité (15) en rem-
placant par 'unité le crochet du deuxieme membre.
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49. Si 'on imagine une suite de fonctions fi, fay ..o fiys - -
satisfaisant chacune aux conditions de I'énoncé du théoréme VI,
avec n, p, o, u et h indépendants de la fonction considérée, ¢ étant
remplacé par c(¢) on suppose (c’est la seule différence) que =(g)
tende vers o lorsque ¢ augmente indéfiniment. Alors il résulte visi-
blement de I'inégalité (15) que f,(s) converge uniformément vers «
dans tout domaine complétement intérieur au cercle unite.

Lorsque les points A sont fixes, on retombe qualitativement dans
des applications bien connues de la théorie des familles normales ou
quasi-normales.

50. Dans le cas ot « est nul, on peut introduire des précisions; en
effet, si|f(s)| est inférieur 4 ¢ en n—+1 points fixes de pseudo-
distances, prises deux a deux, au moins égales a ¢, on détermine
comme plus haut (dans le lemme) un arc de courbe non négligeable
sur lequel | f(3)| est inférieur 4 c. Donc, dans ce cas, on peut appli-
quer le théoreme VI, et aussi le théoréme VII.

En somme, lorsque f(z) est suffisamment petite en n—+ 1 points
fixes, ou 1 — f(3) en p + 1 points, on peut dire que la fonction /(=)
estencore petite dans un cercle concentrique au cercle unité et de
rayon moindre.

51. Est-il possible de déduire une loi semblable, dans le cas ou
J(3)— « est petite en des points donnés, en nombre r, situés dans le
cercle |z | =u?

Oui, si le nombre » dépasse d’une unité au moins le nombre des
racines de /(5)— « non pas nécessairement dans le cercle unité, mais

dans un cercle de rayon u' compris entre « et 1, et de centre 0. On
u

peut, par exemple, prendre ' = LF % Pour traiter cette question, il

est indispensable, connaissant n et p, de savoir majorer le nombre
des racines de f(5)— o dans le cercle | 5| =u'. Nous résoudrons ce
probléme dans un chapitre ultérieur.

Sans faire de calcul, on constate que I"application des théorémes VI
et VII donnent d’intéressants résultats quantitatifs de problemes déja
étudiés qualitativement dans la théorie des familles normales ou quasi-
normales. '
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CHAPITRE III.

FONCTIONS HOLOMORPHES DANS LE CERCLE UNITE,
ET PRENANT 72 FOIS LA VALEUR O ET p FOIS LA VALEUR I
LIMITATION DE L'INDICE CARACTERISTIQUE.

52. Nous revenons dans ce chapitre aux fonctions considérées au
début du Chapitre II; c’est-a-dire aux fonctions dont le module est

. L. . 1 . .

inférieur & M, dans le cercle |s| =~ soit sur un arc de courbe issu

de O, soit plus généralement en des points dont on peut affirmer que
. .. . 1

certains sont extérieurs-aux cercles d’exclusion y <o, I, E?S)

Nous avons donné, pour ces fonctions, une limitation de log M(r, ).
Celle-ci vaut pour l'indice caractéristique T(», f). Nous conserverons
cette limitation lorsque r n’est pas trop voisin de 1. Pour fixer les
idées, supposons que r ne dépasse pas 0,99. Alors on peut écrire
I'inégalité

(16) T(r, /)< k(n+p)+ klogM + k.

Nous supposerons désormais r supérieur a o, 99.

Dans la suite, nous distinguerons deux cas, suivant que la dérivée
n’est pas trop petite dans un cercle de rayon numérique, ou au con-
traire est petite jusque assez loin de I'origine.

53. Premier cas. — Dans le cercle | z| = 0,8, il existe un point, hors

- - I 4 5 ' .
des cercles d’exclusion y( 0,1, 1—oo> en lequel | f'(3)| n’est pas trop petit;
pour fizer les idées, est supérieur ou égal ¢ o,1.

Sil'on désigne par z et ' les affixes de deux points quelconques

intérieurs au cercle |z| = 0,8, et extérieurs aux cercles d’exclusion,
on peut les joindre par un chemin, de longueur inférieure 4 une
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constante numérique ('), dont tout point est extérieur aux cercles
~d’exclusion et intérieur au cercle | 5| =0,8.
Sil’on part d’un point ou | £(5)| est inférieur a M, pour aboutir a
un autre point ot | /()| est supérieur ou égal 2 0,1, on montre ainsi .
I'existence, hors des cercles d’exclusion, et dans le cercle |5|=0,8,
d’un point d’affixe 2 en lequel on a les inégalités

f@ <M1, | f(2)2o0,1.
On peut supposer z réel et positif.
54. On effectue alors la correspondance du cercle | z| =r au cercle
unité du plan Z par la transformation homographique

Z:(;—w)l'.

r*—sx

L’homologue du cercle unité du plan Z est un cercle centré sur
I’axe réel, extérieur au cercle

IZ]:R:ﬂf—*——w)-
r-—+x
Noto.ns ue R—1, égal a (1 —r) 52, est compris entre 1 —r
q s €8 P g p
et 10(t—r), car x est compris entre o et 0,8 et r est supérieur

40,99
Désignons par F la fonction transformée de . Al’origine du plan Z,
on a

"2

7 x? o
——r———>o,oa.

dF

[FI<M+ 1; 77

>0,1;
. . - I
Le point  étant hors des cercles d’exclusion vy (0,1, [—0—0>, on a

Z log

« désignant un zéro quelconque de foude f—1.

I'inégalité
Z— o 1
log ——
=| > (n—+ p)log o0’

I —Xa

() On peut s’arranger pour que ce chemin reste i une distance de O inférieure ou
égale & la plus grande distance de O aux deux points considérés. Le caleul indique alors
une quantité inférieure a 2 .

A

Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 3. 24
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Cette inégalité entraine la suivante

2 log|z —al>—A(n+p),

k étant numérique positif; en effet, 1 — xo est supérieur & 0,2, et le
nombre des quantités « est égal & n -+ p.

Cette derniére inégalité se transmet dans le plan Z, aprés la trans-
formation homographique. On désigne par (3 les points intérieurs au
cercle |[Z| =R, en lesquels la fonction F est nulle ou égale a 1. Les 3
sont les correspondants de certains des o, et une étude élémentaire

montre que pour « et 3 correspondants, le rapport} lest compris

entre deux constantes numériques.
On en déduit a fortior: I'inégalité

Z log|g|>— k(n—+p),

k désignant toujours une constante numérique positive.
Appliquons i la fonction F(Z) le théoréme A, et I'inégalité (1), ou
on fait r=1; remarquons que le terme log —— w— de cette inégalité

peut étre remplacé ici par log —— -+ £. Il vient alorb 'inégalité

T(1, Fy<<k(n—+p)+ /rlggM —+ klog : _l_ ~ k.

55. Retour au plan Z. — Nous étudions la correspondance entre
T(z, F)et T(r, f). Elle résulte de I’étude trés élémentaire suivante :

Désignons par ¢ et @ les arguments correspondants de s et Z sur les
cercles respectifs |z|=r et|s|= 1. Grice a I'hypothése que x est
compris entre o, et 0,8, et de plus que r est supérieur a 0,99, on
constate que le rapport% est compris entre deux constantes numé-
riques, obtenues lorsque z est réel, soit p(osmf soit négatif.
m(x )

m(r, )
deux constantes; comme les indices m sont précisément ici les

indices T, on a I'inégalité

Il en résulte immédiatement que est compris entre ces

(17) T(r, f)<k(n -+ p) -+ klogM -+ klog —— 4+ k.
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Remarque. — On pourrait ici remplacer M par | ()|, ¥ étant un

point quelconque intérieur au cercle|s|=-et hors des cercles

I
2

d’exclusion v( o 2.
T ) Is 100

- Y I
56. Deuxiéme cas. — Dans tout le cercle|z| = = hors les cercles

d’exclusion, | f'(z)| est inférieur & o,1. Donc |f(z)| est inférieur
aM+1.

Notre intention est de démontrer que méme dans ce cas, qui parait
plus défavorable a premiére vue, mais qui en réalité est plus favorable,
I'inégalité (17) est encore valable. La méthode consistera a frac-
tionner le cercle | 5| = r, suivant une loi convenable, imposée par la
distance plus ou moins grande qui sépare 'origine, dans une direc-
tion déterminée, du point ou |f(s)| est supérieur & o,1; puis &
majorer sur cette fraction de circonférence I’expression

flgglf"ef@)ld?-

57. Quitte & majorer trés légérement r, nous pouvons toujours
supposer que la circonférence | z| =r est entiérement hors des cercles

. I . . . . ..
d’exclusion Y<0> I, E) En effet, on sait(voirapplication numérique

du n° 3) qu’il y a certainement une telle circonférence (de centre o)
dans toute couronne

r/<lz|<r”:1_°78(1_"rl):

et la limitation de 'indice caractéristique (fonction croissante de r),
valable pour cette circonférence, est valable aussi pour la circonfé-
rence de départ |5 |=7r".

58. Soit S un point de la circonférence|s|=r. On joint OS. Sur
la portion de ce rayon comprise dans la circonférence |s|=0,8,ily a
des points hors des cercles d’exclusion. On en choisit un, par exemple
i une distance de o supérieure 2 0,75 (il y en a), soit 8'; on joint §'S
par une ligne L composée soit de la totalité du segment S'S, si ce
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segment ne rencontre aucun cercle d’exclusion, soit de portions de ce
segment, et d’arcs des cercles d’exclusion. On choisira les arcs qui
correspondent a des angles au centre inférieurs 4 =. De toute facon,
la ligne L a une longueur inférieure & 0,25 =, donc a fortiorra 1.

59. Il va nous étre utile d'étudier de plus prés loscillation
possible de 'argument de 5 lorsque ce point décrit la ligne L. Pour
cela, on peut toujours supposer réelle et positive I'affixe « du centre
du cercle d’exclusion y sur lequel se trouve s (si 5 ne se trouve pas
sur un cercle d’exclusion, la question ne se pose pas). Ce cercle

- - .. . 2e .
d’exclusion a un pseudo-rayon inférieur & — - Il rencontra la ligne L

en deux points dont le plus proche de o est au moins a une distance
de 0,75. On constate de suite que « est supérieur a2 o,75. Sous quel
angle de o voit-on le cercle v ? Il est intérieur au cercle

S —a 2€

—_—

100

I—35a

~ , ot 2e

En désignant par A la constante —; par 2 I’angle sous lequel, de o,
100

on voit ce cercle, un calcul élémentaire donne

sinm:M <0,12(1 — &).

a(l — 2%)
»<<0,15(1 — o).

D’ou encore

Telle est la majoration de 'argument de z. Il fait intervenir la
distance « qui sépare o du centre non euclidien du cercle y.
Il peut étre intéressant aussi de majorer w en fonction de (1 — |z/).

Il suffit pour cela de remarquer que le rapport—ll——f_———-est compris

|z
a
entre les valeurs extrémes obtenues lorsque z est réel. Ces valeurs

A 2€ - .
extrémes sont, pour un cercle de pseudo-rayon —. les valeurs sui-

vantes :

2e 2¢

I - —— — —

100 100

<1,12 et — > 0,88,

2e 2e
1 — o — I+ o —
100 100
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D’ou, pour le cercle vy, 'inégalité
o< o,17(1—]3]).
Comme le point s est situé de 'autre coté du rayon OS par rapport

a «, on constate que le point 5 ne s’écarte du rayon OS que d’un angle
inférieur a o,17(1 — |z ).

60. Nous désignons par A le point, s’il existe, rencontré le
premier sur le chemin L, apartir du point S, en lequel| /'(5)] est
supérieur ou égal 4 o,1. En ce point, on a les inégalités suivantes:

/()] <M+ 2, [ f(s)]2o0,r1.
Nous séparons les points S en deux classes.

Premiére classe. — A n’existe pas ou est & une pseudo-distance de S
inférieure a une constante numérique, pour fixer les idées, o,99.

Deuxiéme classe. — Les autres.

61. Etude de f(s) en un point S de premiére classe. — Dans le cas
ou A n’existe pas, onaen S

|F(2)] < M=+ 2.
Dans le cas ou A existe, il suffit d’appliquer les résultats du

deuxiéme chapitre (théoréme II, forme plus générale), car sur une
courbe issue de A et dépassant certainement le cercle de centre non

euclidien A et de pseudo-rayon % (il s’agit ici de L, pris de A vers §),
| f(5)| est majoré par M + 2. |
On obtient ainsi une limitation de | /(z)| valable dans les deux cas,
et qui est la suivante :
' log| f(5)|< k(n —+ p) + klogM + k,
k constante numérique positive.

Les points S de premiére classe forment des arcs désignés par a, et
'on a I'inégalité

(18) Zflgglf("ei‘?)]dq)</-‘(n+p)+/fl;gM+/c,
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62. On exclut maintenant de la circonférence | z| = rtous les points S
de premicre classe, et I'on procéde 4 un ordre des autres, suivant la
distance qui sépare les points A qui leur sont attachés, de 1'origine.

Cette distance peut déja étre majorée en fonction de r:

Si le point A est sur le rayon du point S, OA est inférieur & la quan-
tité u définie par

r—u

=0,99.

I—Tru

Par suite, en désignant par 7’ la distance OA, on a l'inégalité

1—r!
1—7r

> 100.

Si le point A est situé sur un cercle d’exclusion, le calcul est un
peu plus compliqué. Dans la couronne

r<ls|i<<r’,

avec 1 — 7" = é—‘ (1—7r') se trouve (voir application numérique du
numéro 3) une circonférence de centre O tout entiére hors des cercles
d’exclusion; donc en particulierily aun point A’ situé sur le rayon OS,
hors des cercles d’exclusion. La pseudo-distance (AA’)est inférieure a
celle des cercles frontiéres dela couronne: donc a fortioria % < o,I1.

Donc la pseudo-distance (SA') est supérieure & 0,99-0,11 = 0,88.
Soit 7 la distance OA'; le calcul indique I'inégalité

1 — 7

> 14.

I—7r

Par suite, comme les distances de ’origine 4 des points de L vont
croissantes dans le sens de O vers S sur la ligne L, on a, pour le
point A’, et ceci dans les deux cas envisagés,

1 —r'

(19) >1[;.‘

I—r
63. Ceci posé, ordonnons les points S de deuxiéme classe suivant

la régle suivante :

Premier point, soit S,. — Il correspond i un point A, situé le plus
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prés de O sur tous les chemins L possibles. On désigne sa distance
a O par r,. Bien entendu, hors les cercles d’exclusion, dans le
cercle |z|=r|, la dérivée f'(z) est en module inférieure a o,1; de
plus 7, est supérieur 2 o,8.

Quitte & effectuer une rotation, on peut supposer I’affixe de A, réelle
et positive (égale a 7). Nous allons établir que surun arc douverture , ,
situé sur le cercle | z| =r, et ayant pour milieu S,, on a l'inégalité

.

(20) ;‘;rf log| f(re'?)| do <[k(n +p) + k+ klogM + & log - d r]wl,
w, . - -

w, est de 'ordre de grandeur de 1 —7,.

64. Considérons en effet la transformation homographique

_(s=ryr

Z - -
r*—zsr,

qui fait correspondre le cercle [5| =7 au cercle unité du plan Z, la
fonction f 4 la fonction F. Cette fonction estholomorphe dans un cercle

centré sur I’axe réel, et qui contient le cercle de centre origine et de

r—r R ITVURIY . >
Byt d’aprés I'inégalité (19), ce cercle contient &
1

rayon 14(1—7)
son tour le cercle
|Z|=R=1+7(1—r)

On désigne, comme plus haut (n° 54), par B les points dans ce cercle,
ou F est égale 4 0 ou 1, et par o les points dans le cercle |[5|=100 f
est égale 20 oud 1.

. Les (8 correspondent & certains des «. Le point A, situé hors des
cercles d’exclusion dans le plan s, et correspondant 4 I’origine dansle
plan Z, on montre, comme au n° 54, que 'on a I'inégalité

D log| B> —k(n+p).

k étant une constante numérique positive.
En A/ la fonction f est inférieure en module & M + 2.
On applique & nouveau le théoréme A, et U'inégalité (1) conduit &
la limitation
T(1, F) < k(n+ p) + klog M + klog = -+ £,
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I

.« . i N , 3 : .
et ici log g— peut étre remplacé par £+ 2log — ce qui donne
Iinégalité

I
-+ A

(21) .‘—ZI—T’_/‘- lgglF(e""')]dt»'<k(n —}—p)—f-/tlc:g_m\‘[—l—/;log

0 1 —7r

65. Retour au plan s. — Ce qui constitue une importante modifica-
tion avec la méthode du n° 55, ou un tel retour est déja étudié, c’est
qu'au lieu de I'envisager sur la totalité des cercles correspondants
|z|=ret|Z|=1, on ne I'envisage que sur une portion seulement de ces
cercles.

Il nous est pour cela nécessaire d’étudier d’un peu plus pres la
correspondance des arguments ¢ et ¢ de Z et de z, arguments qui sont
nuls en méme temps, d’aprés le choix de I’axe réel et positif passant
par A, Cette étude est élémentaire; elle conduit a Iégalité

2__ 2
e it
7 io\e
do — (r-—rev?)
b A
d’olt
dy r:—pi2 rt—r?
—— > .
de (r—r\)yrr\e

., O
(r—r'\)2—+ 4rrsin? -

Cette formule nous indique que ;i‘) est supérieur a LET done a
@ 2(r—r

Jfortiori a ;(—’?:7_'_—9;3

On désigne par B, le point du cercle |z = r qui a méme argument
que A,, argument nul dans notre choix de I’axe réel et positif. On con-
sidére I’arc C, B, C, du milieu B,, les points C, et C| ayant pour argu-
ments = (r—r,).

‘D’aprés la discussion précédente, on a I'inégalité

» lorsque ¢ est inférieur ar—r,.

I
I—r

f log| /(re’?)| d@<L/-'(n+p)+kl;gM+ klog —I—/-’:l (r—r).
¢\B,Cy

66. Passons maintenant au point S,. Rappelons que la différence
des arguments de S, et de A, est au plus égale & o,17[1 —|5(A))[]
d’aprés les résultats du n° 59. Donc ici, non seulement le point S, est
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inclus dans U'arc C,B,C|, mais il en est de méme de 'arc (®,) de
milieu S, et d’ouverture l(r: r'1 ), ~ étant numérique.

En effet, rappelons que ! excede la constante numérique 14. De

sorte que 0,17 (1 — ) est mferleur 4 0,2(r—7,). On peut prendre
A =1,6. De sorte que I'inégalité (20) est démontrée.

67. Reprenons l'ordre des points S :

Nous commencons donc par le point S,, autour duquel nous déta-
chons I'arc w,. Des points de deuxiéme classe, restants sur le cercle
|5 |=r, nous considéronsle point S, correspondant au point A, le plus
rapproché de 'origine (distance 7,) d’ou, sur la'circonférence |s|=r,
un nouvel arc w, de milieu S,, qui peut empiéter sur arc w,. Cepen-
dant, I'arc w, est d’ouverture inférieure ou égale a celle de w,, d’aprés
Iordre des points S, et S,; de plus S, est extérieur 4 w,. Donc l'empié-
tement, s’il a lieu, ne peut s'effectuer que sur la moitié de w, tout au

plus.
On apercoit la suite du raisonnement; on a ainsi une suite finie de
points S : 5,8, ...5,, jusqu’a ce que les angles w,w,...w®, couvrent

tous les points de deuxiéme classe du cercle || =r. Cette suite est
finie du fait que r —r est supérieur & £(x —r) pour les points de
deuxiéme classe.

Cherchons 4 majorer la somme des ouvertures de tous les angles w.
L’angle (w,) est recouvert au minimum deux fois. En effet, supposons
que la moitié de I'angle (w,) soit partiellement recouverte par une
partie de la moitié de I’angle (w,) par exemple. Tout autre angle (w;)
ne peut plus attaquer la mome considérée de 'angle (w,) d’aprés le
mode de construction.

Donc la somme des ouvertures de tous les angles w est inférieure
4 4=, et par suite

N [ dog | fire)de < hi(n+p) -+ k- k log M + £log —
»;

68. En rappelant que les angles (w;) recouvrent tous les points de
deuxiéme classe et que pour les points de premiére classe la limita-
tion, déja obtenue au n° 61, et terminée par I'inégalité (18), est plus
favorable encore, on peut résumer ainsi :

Ann. Ec. Norm., (3), LIV, — Fasc. 3. 25
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Dans le deuxiéme cas, c’est-a-dive lorsque | //(5)]| est inférieur & o,1
dans le cercle |5 |= 0,8, hors des cercles d’exclusion, on a I'inégalité

I

T(r, <k(n-+p)+ A‘lggl\l+klog' -+ K.

] —

69. Bloquons les cas 1 et 2 dans 'unique énoncé suivant :

Tuiorime VIII. — Sozt f(5) une fonction holomorphe dans le cercle
unité et y prenant n fois la valeur o et p fois la valeur 1. St | f(3)] est
. , . N . . , . I
inférieur a M en des points intérieurs au cercle |5|= 5 €t ne pougant
étre enfermés dans des circonférences dont la somme des pseudo-rayons

. .. . 2€ ., .,
est inférieure & — > on a l'tnégalité
* 100

1
I1—7r

+ k.

(22) T(r, f) < k(n+ p) + klogM -+ klog

70. Ce théoréme VIII se généralise, comme nous avons fait pour
le module de la fonction f, au cas ou les points, ot le module de f est
majoré par M, obéissent & des lois analogues a celles imposées au
théoréme III. Cependant, il y a en plus ici une correspondance 2
effectuer entre T(r, /) et I'indice caractéristique de la fonction F,
identique a / pour les points homologues s et Z de la transformation

5—X

1=

’

I1—Zx
lorsque « est inférieur a u.

Cette correspondance se fait sans difficulté. Nous indiquerons sim-
plement ici, sans démonstration, le résultat suivant, & peu prés
évident d’ailleurs : I'inégalité (22) est encore valable, a condition de
remplacer le premier membre par

(r—u)T(r, f).

71. Comparaison des limitations du module et de l'indice carac-
téristique. — Le théoréme II et le théoréme VIII se complétent; on ne
peut dire que I'un est plus précis que I'autre.

On peut préciser cependant un point du théoréme II & I'aide du
théoréme VIII.



SUR LA THEORIE DES FONCTIONS MEROMORPHES DANS LE CERCLE UNITE. 193

Supposons, en effet, que 'on ait
(t—r)log| f(s3)] < k'(n +p) -+ k’lggM + K

en certains points du cercle | z| =r, constituant des ares de longueur
totale w. £’ est une certaine constante numérique, bien entendu infé-
rieure aux constantes % de 'inégalité (10).

On constate a I'aide du théoréme VIII, que » ne peut étre trés
grand. Lorsque r est suffisamment voisin de 1, parrapport 4 M, n etp,

onvoitque w esttout au plus de 'ordre de grandeur de

72. Il est a peine besoin de signaler que lorsqu’on fait n et p nuls,
les théorémes II et VIII ne peuvent étre améliorés, 2 part les valeurs
des constantes numériques qui y figurent. Pour des exemples réalisant
la limite, il suffit de consulter le livre de M. Paul Montel sur les
familles normales et leurs applications (pavage du cercle fondamental,
p- 53), ou celui de M. R. Nevanlinna ( Le théoréme de Picard-Borel. . .;
vour le Chapitre VI).

73. Plus simplement, il suffit de considérer la fonction

f(5) ==

qui ne prend pas les valeurs o et 1 dans le cercle unité.
En effet, on a
1

logM(r, /)= — =

D’autre part
dy

I 2 TC
r, Y= —
JﬂfO \/(I—r)"—i—(;rsinf%-

On peut restreindre l'intégration a [Dintervalle of——;, puisque le
résultat définitif est 4 fois plus grand. Dans cet intervalle, 'intégrale

- s I R R
se comporte (pour r supérieur & -, pour fixer les idées) comme

do 0_+\/4 Oy

o=

k]




194 HENRI MILLOUX.

On constate immédiatement que T(r, f) est compris entre deux

. » L - P
expressions de la forme £ log —— (4 constante numeérique).
I—7r

CHAPITRE IV.

FONCTIONS MEROMORPHES DANS LE CERCLE UNITE,
PRENANT 7 FOIS LA VALEUR O, p FOIS LA VALEUR I, § FOIS LA VALEUR oC.
LIMITATIONS DU MODULE (HORS LES CERCLES D’EXCLUSION DES POLES).
LIMITATION DE L'INDICE CARACTERISTIQUE.

74. Les méthodes ne different pas de celles utilisées dans I’étude
précédente des fonctions holomorphes. 11 s’y ajoute simplement les ¢
poles et leur cortége de cercles d’exclusion. Aussi serai-je bref, et
insisterai seulement sur les rares différences qui se présentent.

Dans ce chapitre, nous désignons par ¢(s) une fonction méro-
morphe dans le cercle unité, prenant n fois la valeur o, p fois la
valeur 1, et ¢ fois la valeur . '

I. — Limitations du module.

75. Commencgons par supposer que |o(z)| est inférieur 2 M en
certains points du cercle |z [gé, ne pouvant étre enfermés dans des

circonférences dont la somme des pseudo-rayons est inférieure
. 2e
* Yoo
aux cercles d’exclusion y(0,1,%; 1/100°). Comme pour les fonctions
holomorphes, on décompose I’étude de cette fonction : d’abord dans
le cercle | z| = 0,8; ensuite dans le cercle | z| = r supérieur 4 0,8.

; de la sorte I'un de ces points est nécessairement extérieur

76. Etude dans le cercle |z|=10,8. Premier cas. — Hors des
cercles d’exclusion, la dérivée est petite, en module inférieur a 1,
pour fixer lesidées. Alors ona de suite lalimitation M+ % pour | o(z)|,
hors des cercles d’exclusion.

Deuziéme cas. — 1l existe un point x (affixe inférieure 20,8 et qu’on
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peut supposer réelle et positive) hors des cercles d’exclusion, en
lequel [p(z)| est inférieur & M-k et | o’(=)| supérieur ou égal 1.
On opére la transformation

Z—=="*
I— 3

>

J est devenue F. La nouvelle origine est hors les cercles d’exclusion.
. . .
A P'ancien cercle [z|= 0,8, correspond un cercle intérieur au cercle

1 ho
IM—E’

F(o)| est inférieur & M~ %; |F'(0)| est supérieur & £. On

applique a la fonction F le théoréme A ou l'on fait R=1 et r==0,9;
ce qui donne I'inégalité

(23) T(0,9; F) <k(n + p + ¢)+klogM + &.

S A | , 4o
77. On passe ensuite & une limitation de | F|dans le cercle |Z|= o

de la facon suivante : on désigne par c; les poles de la fonction £ dans
le cercle unité, et par C; leurs correspondants dans le plan Z. On pose

U(Z)=1I =G
I—ZC,‘
et x
u(z)=1 9.
I—5¢;

Les modules de U et de « sont égaux aux points homologues z et Z.
Le produit FU est holomorphe dans le cercle unité du plan Z. L'ori-
gine n’est pas un pole pour la fonction F; T(r, FU) est égal & m(r, FU)
quantité inférieure ou égale a m(r, F), donc & T(r, F). En effet, G a
son module inférieur & un. Donc, on a I'inégalité

T(o,9; FU) < k(n -+ p—+ q) + k logM + £.
FU étant holomorphe, on déduit de suite, comme au Chapitre I, une
limite supérieure de |FU| dans le cercle |Z|= 2‘—‘:, et par suite de | fu|

dans le cercle | 5| = 0,8. Cette limite est représentée par le deuxiéme
membre de I'inégalité précédente (avec une valeur différente de k).

78. Reste a passer a la fonction /- On remarque pour cela que, hors
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les eereles d’exclusion y(oc; 1/100), on a I'inégalité
[u(s}] > —glogroo.

D’ou le

TatorimEe I'. — Soit o (5) une fonction méromorphe dans le cerele unité,
et prenant n fots la valeur o, p fois la valeur 1 et g fois la valeur . Onr
suppose que dans le cercle |z| = §> le module de ¢ est majoré par M en
des points ne pouvant étre enfermés dans des cercles dont la somme
des rayons n’atternt pas ;20—2- Alors dans la circonférence |3|=0,8,
Uinégalité
(24) log{cp]</c(n+])+c/)+/f1+ogM+/;

est vérifiée, sauf pour des points z intérieurs aux cercles d’exclusion
v(e0; 1/100); k est numérique positif.

79. Etude dans le cercle | 5| = r supérieur a4 0,8. — Le méme plan
va étre observé, comme pour les fonctions holomorphes. En prévision
du résultat, et guidé par ceux des fonctions holomorphes, on peut dés
a présent supposer que I'inégalité

© (1=r)log|o(z)[> K (n+p+q)+ KlogM + '

est vérifiée en un point S de la circonférence |z |=r, point supposé
situé hors des cercles d’exclusion y(oo; 1/100). k' désigne une certaine
constante numérique positive qui sera déterminée ultérieurement.
a; étant I'affixe d’un zéro de f, on pose

5 —a;
I = =v¢(5),
. I— 5a;
puis
u I
g—'f",—v h:g,'

Les fonctions g et 4 sont holomorphes et privées de zéro dans le
cercle unité. Hors les cercles d’exclusion y(w0; 1/100), on a

log| g| > log| f| —glogroo >1log|f| —5 4.
Donc en 8, log | 4| est inférieur a

_(K=5)(n+p+4+q)+ KlogM ~+ '
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Cette propriété est vérifiée non seulement en S, mais encore (% est
privée de zéro dans le cercle unité) sur un arc de courbe L issu de S
et aboutissant au cercle unité.

Le raisonnement se poursuit comme au Chapitre II (n® 19 et
suivants) : on désigne toujours par (B) le plus grand cercle de centre

non euclidien S, dans lequellog | 4 estinférieura — o= — 5n— log\[
On désigne par ¢ le pseudo- -rayon du cercle (B). On montre que g n’est
ni trop grand ni trop petit (mémes limites que pour les fonctions holo-
morphes); que d’un point A du cercle (B), jusqu’au cercle unité, part
un arc de courbe L' sur lequel |%| est supérieur & — «; que dans un
cercle de centre non euclidien S et de pseudo-rayon Xg (voir la valeur
de A aun®22), la fonction A est encore trés petite; log| 4| est inférieur 2

-—[lc, (n+p+q)+k, lggNI “+ Ic,], k, dépendant de £'. D’autre part,

sur la ligne I/, la fonction f qui est égale & _‘.‘_’, satisfait & I'inégalité
log| f| < 5n +logM + 3¢ =5(n + ¢) + logM,

sauf en des points intérieurs aux cercles d’exclusion 7(00, —-> C’est

la seule différence avec les fonctions holomorphes. Elle ne trouble
aucun résultat, et, toujours dans le cercle C de centre non euclidien A
et de pseudo-rayon 0,8, on al'inégalité (24) sauf pour des points inté-

. > . I
rieurs aux cercles d’exclusion y( ®© 3 YBB) .

Ce cercle attaque largement le cercle C’ de centre non euclidien S
et de pseudo-rayon Ap, dans lequel on a I'inégalité

log|h|<<— [/.‘.I(n +p+q)+k l+ogM -+ /.'1],
et par suite |
log| f|> (ky—5)(n-+p—+q)—+ klogM + Ly,

I
sauf pour des points intérieurs aux cercles d’exclusion y(o H mo)-

Non seulement les cercles C et C’ ont des régions communes, mais
encore ces régions sont assez étendues pour qu'elles ne soient pas

. ’ . . , . i I
Y . 4 ® ——— ou e |5
constituées par des points intérieurs aux '\(oo H mo) 7<o, 100>

Si k,, donc #', est une constante numérique positive convenablement
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choisie, il y a contradiction entre la derniére inégalité écrite et 'iné-
galité (24), de sorte que I'hypothése de départ est erronée. '
Le lecteur reconstituera sans peine, a I'aide de ces indications et du
parallélisme avec les fonctions holomorphes, la démonstration com-
plete. '

81. Le résultat en est I’énoncé suivant :

Tutorive II'. — Soit ¢(z) une fonction méromorphe dans le cercle
unité, prenant n _fois la valeur o, p fois la valeur 1, q fois la valeur o .
On suppose que |o(z)| est majorée par M en des points intérieurs au

cercle | z| = ;, ne pouvant étre inclus dans des circonférences dont la
: . 2e e .,
somme des pseudo-rayons n'excéde pas — - Alors on a U'inégalité :
100
(25) (1—|s])log |0(2)| < k(n+p—+q)+ klogM + £,

. L, . . [
sauf pour des points z intérieurs aux cercles d’exclusion y{ o ; —
100

D’une fagon plus générale, la fonction o(z) satisfait a 'inégalité
(25) 1 (r—]s])logle(s) | < k(n—+p—+ q)-—}—/.'lZgM—l—/;—'—/:qlog/z,
sauf en des points 5 intérieurs aux cercles d’exclusion y( o 5 h).

Cette inégalité (25') se déduit immédiatement de l'inégalité (25)
par la considération de la fonction holomorphe /f obtenue en multi-
pliant la fonction ¢ par le produit de Blaschke relatif aux poles de
cette fonction. Le module de fest inférieur a celui de ¢. Donc il satis-
fait & I'inégalité (25); on passe a I'inégalité (25") comme d’habitude, en
majorant le produit de Blaschke hors des cercles d’exclusion y( ; A).

82. Remarque. — Quitte & échanger ¢ en é, on peut supposer que

s P 3 , . 1
| ¢ | est inférieur & 1 en de grandes régions du cercle | 5| = > (en gros,

en plus de la moitié). Alors le théoréme II' est applicable a cette
fonction, et I'on a 'inégalité

(r——ls])log'{cp(z)l</;(n+p+q) ~+ k — klogh,

hors les cercles y(w ; A).
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Cette remarque s’applique aussi au cas des fonctions holomorphes
prenant n fois -la valeur o et p fois la valeur 1. On a I'une des deux
mégalités suivantes :

(1—|sDloglf ()| <h(n+p)+ £k,
(t—=lshloglf(s)|>—[kin+p)+hk—~klogh],

la deuxiéme inégalité ayant lieu hors des cercles y(o; ).

83. Le théoréme II' est susceptible d’'une forme plus générale,
comme ila été indiqué au numéro 28, pour les fonctions holomorphes.

84. Extensions duthéoréme II'. — Comme au numéro 29, nous dési-
gnons parm le plus petit des nombres net p; et nous supposons|¢(s)|
inférieur & M en des points A situés dans le cercle |z | =u, et qu’il est
impossible d’inclure dans m circonférences au plus, dont la somme
des pseudo-rayons n’excede pas 2¢h.

Quitte & changer ¢ en 1 — ¢, ce qui change M en 1—+ M, on peut
supposer 7 égal a n. On considére le produit de Blaschke ¢ () relatif
aux zéros a; de la fonction o, et I'on remarque que log|¢(z)| est supé-
rieur & n logh, sauf en des points pouvant étre enfermés dans des cir-
conférences, en nombre n au plus, et dontla somme des pseudo-rayons
n’atteint pas aeh. Donc il existe un point A ottlog|¢(=s)|estsupérieur
a nlogh. Soit B ce point.

"Posons

La fonction / est holomorphe dans le cercle unité ; au point B, log | /|
est supérieur & nlogh — logM, donc aussi sur une ligne L issue de B
et aboutissant au cercle unité. Il suffit maintenant de remarquer que

| ¢| est partout inférieur : Vi " (car | ¢| est inférieur & 1) pour constater
que sur U’arc de courbe L, on a l'tnégalité

loglo| <M — nlogh=M"
L’arc L traverse la couronne

<]z <1
Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 3.

N
oy
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D’ou l'application du théoréeme II', qui conduit & I'énoncé suivant,
valable pour les fonctions o et 1 — .

Tatorine HI'. — Soit ©(5) une fonction méromorphe dans le cercle
unité, et prenant n fois la valeur o, p fois la valeur 1, q fois lu valeur .
On suppose que || cst majoré par M en des points A intérieurs au cercle
|3|=u, qu’il est impossible d’enfermer dans des circonférences, en
nombre m au plus (m est le plus petit des nombres n, p) et dont la somme
des pseudo-rayons n’excéde pas 2eh. Alors on a l'inégalité

(26) (1 —|zs]) (1—w)loglo(z) | <hk(n+p—+q)+ /clggM — km logtl + &
(& numérique positif),

. s - . , . L .
sauf pour des points s intérieurs aux cercles d excluszony(oc ; qu>
Remarque. — On peut remplacer I'inégalité (26) par une inégalité
plus précise, analogue & I'inégalité (11) du théoréme III.

85. 1l est & peine besoin d’indiquer que le théoréme IV s’étend de
suite & une fonction méromorphe o, prenant n fois la valeur o, p fois
la valeur 1, et ¢ fois la valeur oc. Si| o] est inférieure &4 M en m 41
points fixes (m est le plus petit des nombres r, p) intérieurs au cercle
|z|=u, et dont les pseudo-distances prises deux a deux, sont au
moins égales 4 ¢, on a 'inégalité

(1—w)(x1—|s])loglo(z) | <h(n+p+q) —{—I}IggM ~+ k-- km logd,

. . gl . / L
saut pour des points s intérieurs aux cercles d’exclusion Y(wa 1—5(—)>

Nous terminons sur cette propriété, les extensions aux fonctions
méromorphes de certaines propriétés du module des fonctions holo-

morphes, et passons & un probléme plus important, celui relatif a
I'indice caractéristique.

II. — Limitation de l'indice caractéristique.

86. La fonction ¢(z) étudiée ici est méromorphe dans le cercle
unité, ou elle prend n fois la valeur o, p fois la valeur 1, ¢ fois la
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valeur «. Son module est majoré par M en des points intérieurs au
1
cercle |5|=

2

ne pouvant étre enfermés dans des cercles dont la

somme des pseudo-rayons n’excéde pas —
RV L . Jtoo
La limitation de l'indice caractéristique s’opére en deux temps,
comme pour les fonctions holomorphes.
Un premier cas est celui ol la dérivée o' n’est pas trop petite

partout hors des cercles d’exclusion y(o,z, @ 3 -1—(-[); dans le cercle

| 5| =0,8. Pourfixer les idées, comme pour les fonctions holomorphes,
on suppose qu’en un point au moins de ce domaine, | o' | est supérieur
40,1. On montre I'existence d’un point d’affixe « (qu’on peut supposer
réelle et positive) hors des cercles d’exclusion, et en lequel on a

[(?(‘Z')l<:“+[' iCP'(x){'EO,I;

on opére la transformation
A Gt L
r*— sz
et 'on applique le théoreme A.
Désignons par @ la transformation de o; la nouvelle origine n’est
pas un pole pour la fonction ®. Comme pour les fonctions holomorphes,

T(x, ®), donc a fortiori m(1, @), est majoré par

k(n +p + g) + klogM + klog —— + 1,

parapplication de I'inégalité (1).

Dans le retour au plan = se produit un incident supplémentaire.

En effet, la comparaison de T(1, F) et de T(r, /) est celle de deux
indices m. Ici, il s’ajoute les indices de densité N relatifs aux poles, ce
qui complique légérement la comparaison-

La comparaison des indices m(x, @) et m(r, ¢) s’effectue comme
pour les fonctions holomorphes, et 'on a, dans ce premier cas, I'iné-
galité

m(r,o)<k(n+p-+q)+ A‘Izgi\l -+ klog E-—:—r =+ k.

87. L’étude du deuxiéme cas s'effectue exactement sur la méme
base que pour les fonctions holomorphes. Aucun raisonnement supplé-
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mentaire n’est nécessaire pour passer au cas de la méromorphie ('),
mais, comme dans le premier cas, il n’est pas possible d’obtenir autre
chose qu’une limitation de U'indice m(r, ¢), celle-ci est la méme que
la précédente.

88. Résumons dans le

Tatorime VIII'. — Soit o(3) une fonction méromorphe dans le cercle
unité et y prenant n fois la valeur o, p fois la valeur 1, q fois la
valeur «o. On suppose que | 7| est inférieur @ M en des poinis intérieurs

I . . .
au cercle |5|= -, et qu’il est impossible d’enfermer dans des cercles

5 s 2e .,
dont la somme des pseudo-rayons n’excéde pas —.- Alors on a l'iné-

galité
(27) m.(r,cp)<1.'(n+p+q)+/rlggM+/floglj_r+/r.
89. Application a I'indice caractéristique. — Soit ©(z) une fonc-

tion méromorphe dans le cercle unité, prenant n fois la valeur o,

p fois la valeur 1 et ¢ fois la valeur «. On pose ¢ = =. Des deux

fonctions @, ¢, 'une d’elles est inférieure en module 2 1 dans la

moitié au moins du cercle | 5| = é; nous supposerons que c’est ¢. On

_peut appliquer a cette fonction I'inégalité (27)), ou I'on fait M=1.
Passons a l'indice caractéristique de la facon suivante :

P 1
Lorsque rest superieur a 5? on a

N(ryo)— N(—;, o):f M(lt—{— n(o) logar,
1

T

ey

n(o) est I'ordre de multiplicité de I'origine en tant que pole (o si
Porigine n’est pas un péle). On déduit de suite de cette formule que

N(r, o) — N G, cp) est majoré par kg (£ numeérique positif).

(1) Sauf cette remarque trds simple : aucun point hors des cercles d’exclusion
I . .
y(o, 1, ©; @) » n’est un pole pour la fonetion o.
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Additionnons N(r, 9) aux deux membres de I'inégalité (27); on a
une limitation de T(r, ¢).
On passe a celle de T(r, ¥) en utilisant la formule de Jensen-

Nevanlinna
Tlr, W) =T(r, o)+ log|e(d)].

D’ou le
Tukorimne IX. — Soit o(5) une fonction méromorphe dans le cercle
uruté, et prenant n fois la valeur o, p jfois la valeur 1, q fois la
. . e e . . , - . I
valeur . Son indice caractéristique satisfait, pour r supérieur a 5

a l'inégalité

1 -
r+k+“

[ —

(28) T(r,o)<<k(n—+p+q)+ klog

k est une constante numérique positive, qui n’a pas partout la méme
valeur; \ est une des quantités

N< ’<P>’ N(; Tg>+10glv(<?)l.

Rappelons que c(o) est le premier coefficient du développement de o
en série de Laurent, aux environs de 'origine.

SRR

. . e . 1
Si lorigine est hors des cercles d’exclusion Y<°°’ R)

ou Y(o, ~i—>, alors le terme N<3, co> ou N(i; 5) rentre dans le terme
100 2’ ¥ 2’ o

k(n+q).

Remarque.

CHAPITRE V.

LES QUANTITES O, I, 00 SONT REMPLACEES PAR LES QUANTITES a, b, c.

90. Fonctions holomorphes dans le cercle unité, prenant ~ fois la
valeur a, p fois la valeur 5. — Soit g(3) une telle fonction. On revient
aux fonctions f étudiées aux deuxiéme et troisiéme Chapitres en posant
o(z)—a

b—a

flz)=*=

On désigne par & la plus petite des distances des images sphériques
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prises deux a deux des trois valeurs : a, b, >. On a alors
Lok [ L S
i“|<5~5 ,/)}<3— et |0 —a|>ko.

Par suite, si 'on suppose que [g(s)| est inférieur 4 M en certains
. . . cp - . M k
points, | /(=) | sera, en ces points, inférieur & k 5 +

.
2

5
Les hypothéses faites au deuxiéme Chapitre sur la constitution de
ces points permettent de déduire des propriétés de la fonction f.

-
Partout ot1, dans ces propriétés, figure la quantité £ logM, cette quantité
doit étre remplacée par ‘
-
FlogM —+ [ 10_3;; + k.

Retour a la fonction g. — Elle se fait avec la formule
g=(b—a)f+a,
d’olt 'on déduit

(29) log[g!<log|f|+/;log"—:§—i—/f.

91. Exemples. — Ainsi le théoreme Il donne le

Tukoreme X. — Soit g(=) une fonction holomorphe dans le cercle
unité et prenant n fois la valeur a, p fois la valeur b. On désigne par o
le plus petit des cotés du triangle sphérique déterminé par les images, sur
la spheére de Riemann, de a, b, «.

Si le module de g(z) est inférieur @ M en des points intérieurs au

I A ’ y
cercle | 3| = -, ne pouvant étre enfermés dans des cercles dont la somme

; e . 2€
des pseudo-rayons est inférieure 4 = dans le cercle |z|=r, on a
l'tnégalité

(1—r)log|lg(s) | <h(n—+p)—+ /rl?)-gM—}-/clogé + k.

Le théoreme III, et par conséquent les théorémes IV, V et VI se
généralisent de ]a méme fagon.

92. L’extension du théoréme VIII nécessite une étude comparative
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de T(r, /) et de T(r, g). Elle se déduit immédiatement de I'inéga-
lité (29). Par suite :

Dans les notations et hypothéses du théoréeme X, 'indice caractéristique
est majoré par Uexpression

k(n+p)y+ & lggM +k 10g§ —+ k.
93. Fonctions méromorphes dans le cercle unité, prenant n fois la

valeur a, p fois la valeur 0, ¢ fois lavaleur c. — Soit {(s) une telle
fonction. On revient aux fonctions étudiées au Chapitre IV, en posant

b—a b—a
k’g-—c'b————u'

QO =
I

Le choix dela correspondance de I’ensemble des trois valeursa, b, c,
aux trois valeurs o, 1, «, est arbitraire, de sorte qu'a une fonction ¢
correspondent six fonctions ¢.

I1 faut remarquer ici que dans les théorémes faisant intervenir le
module de ¢(z), limiter supérieurement ce module en certains
points A, c’est imposer a ¢(s) de ne pas trop se rapprocher de la
valeur o en ces points. Donc la correspondance pour 4(z) devra com-
porter obligation, pour cette fonction, de ne pas trop se rapprocher,
en les points A, soit de a, soit de b, soit de c; par exemple de c.

A partir de cette base, on obtient aisément une limitation supérieure
de|o(s)| horsles cercles d’exclusion relatifs aux poles delafonction o,
¢’est-a-dire aux points ou la fonction initiale ¢ prend la valeur c.

On passe ensuite sans difficulté & une limitation inférieure de la
distance sphérique qui sépare ¢ de c. Dans cette correspondance, le
plus petit des cotés du triangle sphérique constitué par les images,
sur la sphére de Riemann, de a, b, ¢ est désigné par .

Supposons que la distance sphérique de ¢ & ¢ est au moins égale
I
M
d’enfermer dans des cercles dont la somme des pseudo-rayons n’atteint

4 — en les points A du cercle |5] = é; points qu’il est impossible

pas 29, On trouve ainsi que dans le cercle |z|=r, la distance
100
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sphérique d qui sépare ¥ de ¢ obéit a la limitation
+
h—wd<km+p+ﬁ)+kb@L+M@é+k~kﬂ%m
sauf pour des points = inclus dans les cercles d’exclusion y(c, ).

94. Extensions analogues des autres théorémes. — Sans faire
d’hypothése sur la distance sphérique, en certains points A, de la
fonction étudiée ¢ a I'une des quantités a, b, ¢, nous allons chercher
4 majorer T(r,d). Ce probléme aura d’importantes conséquences dans
la deuxiéme Partie de ce Mémoire.

Il s’agit en somme de passer de la limitation (28) ou (27), valable
pour la fonction o, & une limitation T(r, {).

Nous désignons toujours par & le plus petit des cotés du triangle
sphérique constitué par les images de a, b, c. Soit ¢ la quantité qui a
le plus grand module, parmi a, b, c¢. Les modules de a et 6 sont alors

Cc—a

b
b—a ¢c—a

On ordonne ensuite « et & de facon que la fonction ¢ = — i —
7 b—bc—b

<o, N
inférieurs & =- Le rapport I
0 [4

. k
l est compris entre = et kc*.

I
-
En vertu du théoreme VIII' (n° 88), I'indice m(r, ¢) satisfait alors

a D'inégalité (27), ou l'on fait M=1. Par suite des limitations

c— a
de —

soitinférieure en module 4 1 dans la moitié au moins du cercle |z|=

], on constate que ’expression
k(n—+p—+q)+ klog

b—a

majore m(r, ————) .

U—b
1 V—a
V=6 b—a\U—0 ')

o pg e A ] A
est inférieur 4 <, on en déduit que la méme expres-

1 I
I__r—*—/clogg + Kk

Or, on a

L
Comme \—b—"Tb]

sion (30), mais avec une valeur différente de la troisiéme constante

;o 3 1 -———-—-1
numérique £, majore aussi m(r, 7= ,}>'
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Supposons maintenant r supérieur i - -
9

Remarquons que T(r, Lb-l-b> ——T(é Lp_ib') est inférieur ou égal

I I .
a m(r, H’J——*—5>+ [N(r, qu b> —N(é, in‘g;)] et que ce dernier cro-
chet (voir le raisonnement au numéro 89) est inférieur a £p.

I I I . ,

Donc T(), @Tb) — T<§., dT—_b> est encore majoré par une expres-
sion (30).

On passe de la 4 I'indice T(r, ) en appliquant la formule de Jensen-
Nevanlinna, qui montre que 'expression T(», L —b)— TG, ¢ —b)
est identique a la précédente.

+

Comme T(r, b —b) — T(r, L) est majoré par log| b [+ log2, puisque
les indices m entrent seuls en jeu dans la différence, et comme | b] est
s oo . ko . . I
inférieur & 5, I'expression (30) majore encore T(r, {) — T(;, 4})

D’oui le

Tutorime XI. — Soit (=) une fonction méromorphe dans le cercle
unité et prenant au plus m fois chacune des valeurs a, b, ¢, dont les
distances sphériques prises deux & deux sont au moins égales @ o.
Lorsque r est supérieur @ ;f’ on a l'inégalité

I

(31) T(r,d) <<im + klog

& Klogt +A~+T(£,¢>,
1—7r (o) 2

k désigne une constante numérique positive, qui n’a pas nécessai-
rement partout la méme valeur.

Ann. Ec. Norm., (3); LIV. — Fasc. 3. 27
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DEUXIEME PARTIE.

DISTRIBUTION DES VALEURS D’UNE FONCTION MEROMORPHE
DANS LE CERCLE UNITE.

CHAPITRE 1.

FONCTION MEROMORPHE @(Z) NE PRENANT PAS PLUS DE 7 FOIS CHACUNE
DE TROIS VALEURS DONNEES a, b, c.

95. Nous nous posons ici le probléme suivant': donner une linute
supérieure du nombre des zéros de ¢ — o dans le cercle |x|=r.

Les résultats qui seront obtenus précisent ceux d’un mémoire
récent (') et seront utilisés ensuite dans une étude des cercles de
remplissage des fonctions méromorphes dans le cercle unité.

Nous désignons par ¢ le moindre des cotés du triangle sphérique
constitué sur la sphére de Riemann, par les images de a, b, ¢, et dis-
tinguons deux cas :

96. Premier cas. — Il existe une valeur fixe w telle qu'en tous

. . , I
les points A situés dans le cercle |x|= , hors des cercles d’exclu-

. 1 . 0o ‘ - T ‘v
sion y(a, b, c, E) » la distance sphérique de ¢ a w est inférieure de™™.

On désigne par T I'une des six transformations

g —i=a b—a , ;X

(TJ Ll—_:-—(:[)_(’ (Td) 2‘4:2-1“:
(Ty) Z,=1—12, (T%) Zg:yi,
g

Z Y rr X

(Ts) Z“:'I—_._z'/_”’ (Ty) l‘:x:Z'

(1) H. Miwovux, Fonctions méromorphes dans un cercle (4. de Math. pures et appli-
quées, 1938).
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Elles transforment le groupe (a, b, ¢) en le groupe (o, 1, o).

Quitte a échanger T, et T, on peut toujours supposer que T, trans-
forme w en une quantité Q, de module inférieur ou égal a 1.

Nous nous proposons de majorer n(r, «), nombre des zéros de g — a
dans le cercle |s|=r. La transformation T, change « en 3,. Ou bien
le module de 3, est inférieur i 2, et alors nous conserverons la trans-
formation T, ou bien les deux transformations T, et T, changent «
en 3, et 3, de module inférieur & 2. Nous choisirons alors parmi ces
deux transformations celle qui transforme « en une valeur de module
inférieur i 2.

En résumé, il existe une transformation T changeant o en une valeur
de module inférieur a 1, et une quantité donnée « en une quantité 3 de
module inférieur @ 2. Quitte 2 changer I'ordre des lettres a, b, ¢, on
peut supposer que c’est la transformation T,.

Nous choisissons un point A quelconque, mais cependant distinct

. . , = I s 1
d’un zéro de o —a et intérieur au cercle | 5| = >3 considérons la trans-

formation conforme du cercle unité du plan « sur le cercle unité du
plan X de fagon que le point A et la nouvelle origine se correspondent.
Soit @ la fonction se déduisant de ¢ par la transformation T, , fonction
considérée dans le plan Z. A I'origine, la fonction ® est inférieure en
module a £, constante numérique (on peut prendre 2) puisque la
distance sphérique de ¢ & w est inférieure & e~'° et que £, correspon-
dant & w, a son module inférieur a 1. '

La fonction @ est inférieure en module & £ non seulement al’origine,
mais encore dans tout le domaine A du plan Z, qui correspond a I'inté-

rieur du cercle [s(=u>§ dont on a enlevé les cercles d’exclu-
sion y(a, b, c, ?;—o) Il est manifeste que le domaine A, qui s’étend
d’une facon continue a partir de ['origine du plan Z jusque des points
du cercle jZ]:é au moins, ne peut étre enfermé dans des cercles

. , s . 2€
dont la somme des pseudo-rayons est inférieure & —- On peut donc
appliquer le théoréme VIII', qui donne ici

I

m(R, ®) <im+k—~+klog ]
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Passons a l'indice caractéristique en ajoutant N(R, ®), lequel
est majoré par km, car lorigine est hors des cercles d’exclu-

sion y(o, I, ©, I—é;) Et ensuite passons 3 T(R, ®—f3), majoré

encore par km + k- klog I—_Iﬁ; puisque |[| est inférieur a 2. Enfin,
la formule de Jensen-Nevanlinna donne unelimitation de T<R, ﬁ?)’

donc a fortiori de N(R, —i—B> Cette borne est

i)/
— klog|®(0) — B .

I
/fm—i—-/c—}—/rlogl_R

On peut remplacer |®(o)— 3| par la distance sphérique de ® (o)
a B, ce qui conduit & comparer & la distance sphérique de ¢(A) 2 a.
La comparaison a déja été faite. Elle est d’ailleurs trés élémentaire, et
I'on trouve que le rapport de ces distances sphériques est compris

entre %£0° et gl‘—, Ce qui donne la limitation suivante :

! log = + klog e—
1—R+Aloca+llobé[a,<p(}\)]’

(32) N(R,B)<rim~+ k~+ klog

o[ u, v] désigne la distance sphérique de deux quantités u et .
En particulier, si I’on pose

1—R'=2(1—R),

on déduit de la limitation précédente que n(R’, 8) est majoré par le
second membre de l'inégalité (32) divisé par 1— R. On repasse

. . « « I — |2 .
ensuite aisément au plan x en remarquant gqu’ici ———l——l— est compris
! =X P

entre deux constantes numériques. D’ou finalement la limitation

I

(33) t—r)n(r, a)<< bkm 4+ Lk + /clogI —

X )8
klog x + klog 7&+——r—-
RS R CAION)
97. Deuxiéme cas. — Supposons que le premier cas ne se ren-
contre pas. '
Désignons par D le domaine intérieur au cercle |z |= ;, hors des

. Y
cercles d’exclusion Y(a, b, ¢, —) .
100
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Il n’existe pas devaleur fixe « dont les distances sphériques & toutes
les valeurs de ¢ prises dans D soient inférieures a e
’ 1 . . . ”
D’aprés sa constitution le domaine D ne peut étre enfermé dans des

. Q \ I
- cercles dont la somme des pseudo-rayons n’excéde pas é — o Ilest

manifeste qu’il existe un domaine D’ extrait de D non nécessairement
d’un seul tenant ne pouvant étre enfermé dans des cercles dont la
somme des pseudo-rayons estinférieure 2 une constante numérique 2,
et tel que les images sphériques des valeurs de ¢ prises dans D’ sont
situées dans un cercle de rayon o, 1.

En effet, s’il n’en est pas ainsi, on peut balayer toute la sphere de
Riemann avec un nombre fini % de cercles de rayon o, 1, et il corres-
pond un nombre fini de domaines D', pouvant étre enfermés dans leur
totalité en des cercles dont la somme des pseudo-rayons est inférieure

-2 kA. Ily a contradiction dés que £ n’atteint pas 1) — I—(I—);
Dans le domaine D’, on peut toujours trouver un point A tel que la
distance c[a, p(A)] excéde e, sinon, on établirait de proche en

proche, dans tout le domaine D, I'inégalité
o, ) <e™,
et ’on retomberait dans le premier cas.

On opére alors, comme dans le premier cas, deux transformations
homographiques : I'une sur la fonction ¢, 'autre sur z. Les raisonne-
ments sont les mémes, simplifiés du fait que ¢[a, o(A)] n’est pas
trés petit. On établit de la méme facon que plus haut I'inégalité (33),
simplifiée par la suppression du dernier terme du deuxiéme membre.

98. Complément 3 1’étude du premier cas. — On peut aussi choisir
comme point A le point le plus proche de l'origine, mais cependant

hors du cercle |z |= é, en lequel on a
o[a, @(A)] >em.
Désignons par u le module de I'affixe de A. Il est manifeste que

I'inégalité
oo, o(z)] <<e ™

est vérifiée dans le cercle |z |=u.
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On recommence 2 nouveau les transformations du premier cas.
On obtient & nouveau l'inégalité (32) simplifiée par la suppression de
son dernier terme. Mais le passage au plan z est un peu plus com-

. N . L— . -‘I S . . . N
pliqué; le rapport T—IXT est, en effet, ic1 compris entre £(1— u)

et - On en déduit I'inégalité

I— U

) 1 1
G—a)(1—rn(r,a) << km 4+ L+ A‘log'm “+k logs—-

99. Résumons dans le

TneoriMe XII. — Soit () une fonction méromorphe dans le cercle
unité, et prenant m fois au plus chacune de trois valeurs a, b, ¢ dont les
distances sphériques prises deux a deux sont au moins égales a o.
Soit n(r, o) le nombre des zéros de o — a dans le cercle |x |=r.

,o - I
PREMIER caS. — Dans le cercle |z | = u supérieur a - et hors des cercles
\ . I N . . . . .
d’exclusion Y(a, b, ¢, YEB) loscillation sphérique de la fonction ¢ est

imférieure a e™™. Alors on a les deux inégalités

I

(33) (1—r)yn(r—a)<<km-+ k- klog

1 I
r—l—]\].Oga; +l\10g'm')')

ot A désigne une quantité fize, et o(a, A) la distance sphérique de o a A

(33) (1— ry(1—u)n(r, a)<km—+ k—+ klog(l_r ! + klog -

(1—a)

(Cette derniére inégalité suppose que u ne peut étre augmenté, ¢’est-
a-dire qu’en un cercle de centre O et de rayon supérieur a u, et en
dehors des cercles d’exclusion, I’oscillation de o est au moins égale
h e—m.>

. 1 ; ‘
DevxiiMe cas. — Dans le cercle |@|= ., hors des cercles d’exclu-
. ; 1 S . Ly . .
sion y<a, b, c, _E)’ loscillation sphérique de la fonction atteint ou
dépasse e™. On a I'inégalité ’

I I
klog < -
— + klogs

(34) (x—ryn(r, a)<<km+k+ klog
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.

Remarque. — Dans le premier cas, on peut introduire le théoreme

de Rouche. En effet, considérons la fonction ¢ = » & désignant

O — O
P'une des valeurs de la fonction ¢ dans le domaine ou elle ne varie pas
beaucoup; on peut supposer, pour fixer les idées, w inférieur & 1

(quitte a changer ¢ en -3)
Il existe un cercle |x|=u', avec 1—u' = ?(1 — u) échappant
A .

entiérement aux cercles d’exclusion. Dans ce cercle, le nombre des
“zéros de ¢ — 3 est indépendant de B3, pourvu que le module de 3 ne
dépasse pas e™. En particulier, il est au plus égal & m, puisque cette
limitation est acquise lorsque 3 prend la valeur o. Le nombre des zéros
de ¢ —a est alors inférieur & m lorsque « ne se rapproche pas trop

~de o (lorsque | o« — w | est inférieur & ke=).

100. Application. — r = ; Alors on a la limitation

I 1 I
(35) n<-2—; d)<Am+A+AIOg§+AIOgm7

valable dans tous les cas, et résultant déja de travaux de M. G. Valiron
(voir fascicule du Mémorial déja cité).

Cette limitation va nous servir de point de départ a une limitation
de n(r, «) d’un autre genre que celle donnée par le théoreme XII.

Le centre du cercle [z[:% est Dorigine. Pour bien préciser ce
point, nous le rappellerons en désignant la quantité A par A(o).
On peut aussi énoncer la propriété suivante :

Dans le cercle C(x) de centre non euclidien x et de pseudo-rayon f;,
le nombre des zéros de ¢ — « est au plus égal a

- klog~ 4/ 10g e
41)1 + A4k Ioba ~+ L log 35Te A(®)]

Chaque changement de @ risque de changer A(z).

101. Pour majorer le nombre des zéros de o —oa dans le
cercle | 5| = r, nous remarquerons d’abord que nous pouvons balayer
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tout I'intérieur de ce cercle a I'aide de cercles C(x), choisis avec un

/l.

nombre fini de points x; ce nombre fini est méme inférieur & —-

En effet, en prenant x = re’®('=" ol 10\ est un entier compris

2T .y . -
entre o et ——, on a une premiére série de cercles C(x), en nombre

au plus égal & > qui balayent toute la couronne.

1—r
,'1<i:l<r:

avec

1—r=0—r)(1+ B),

A et B sont deux constantes numdériques positives.
On recommence avec le cercle |5 |=r,, et ainsi de suite.
Le nombre total des cercles est alors inférieur a

-+ +... = = .
1—r L— 7y 1—r B 1—7r

A[ 1 I ] A 1+B__ &

Dans le cercle |z |=r, on aura donc, pour n(r, «), la limitation

km + k

-+ ku,
1—r

avec

: u:—Zloga[(x, A(x)].

Le nombre des x; est inférieur a

—. En adaptant a notre probleme
1—r
un procédé du a M. Valiron, nous appliquons a cette derniére somme
le théoréme de Boutroux-Cartan sur la sphére de Riemann, rappelé

au Chapitre I; on en déduit I'inégalité

| 'Iog 1

* u < 7;7

I —7

sauf pour des valeurs de «, dont les images sphériques peuvent étre
incluses dans des cercles dont la somme des rayons n’excéde pas 2¢h.

102. On peut résumer ces résultats dans I’énoncé suivant, qui
compléte en un certain sens le théoréme XII :
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TllEOREME XII'. — Soit (=) une fonction méromorphe dans le cercle
unzté,. et prenant m fois au plus les valeurs a, b, ¢, dont les distances
sphériques sont au moins égales a 3. Alors, dans le cercle |s]=mr,le
nombre des séros de ¢ — o est au plus égal a Pexpression

I : 1 1
:7 [I).I)Z-—P-/flogg —+ k+ /\IO&‘.};JS
sauf peut-étre pour des valeurs de « dont les images sur la sphére de

Riemann peuvent étre incluses dans des cercles dont la somme des rayons
n’atteint pas 2.eh.

k est une constante numérique positive.

CHAPITRE II.

CERCLES DE REMPLISSAGE.

103. Rappelons et précisons la définition de ces cercles :

Une fonction méromorphe admet un cercle C comme cercle de remplis-
sage & indices au moins égaux a n et p si, dans ce cercle, le nombre des
séros de ¢ — o est au moins égal a n, sauf peut-étre pour des quantités o
dont les images sphériques sont incluses dans deux petits cercles de
rayons au plus égaux a e".

Le plus souvent, on fait n =p.
Nous utiliserons fréquemment la remarque fondamentale suivante :

Si le cercle C n’est pas, pour la fonction ¢ un cercle de remplissage a
indices au moins égaux & n, on peut trouser trots valeurs a, b, ¢, dont
les images sphériques sont distantes deux a deuz d’au moins e™", telles
que la fonction ¢ ne prend pas plus de n fois chacune de ces valeurs
dans le cercle C.

On peut alors appliquer le résultat du n® 100, de sorte que le
nombre des séros de ¢ — a dans le cercle C' concentrique a C et de rayon
Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasa. 3. 28
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mottié ( ") est majoré par Iexpression

PE-vA . . . o 1
(35) /\n—l—/l—i-/.lob-————a(d: vk

ot A est indépendant de o.

Ou encore : le nombre des séros de o — o dans C' inférieur @ kn—+ k,
sauf peut-étre pour des valeurs de « dont les images sphériques peusent
étre incluses dans un petit cercle de rayon e™".

104. Une application importante de cette derniére propriété est la
sulvante :

Tutorime XIII. — Soiz D un domaine qu’on décompose en une infinité

dénombrable de domaines partiels D,, D., ..., D,, ..., lesquels
sont englobés dans des cercles C,, C,, ..., C,, ..., on construit les
eercles Gy, C,, ..., C,, ..., concentriques et de rayons doubles, et l'on

désigne par A le domaine balayé par les cercles C,,,.
A chaque valeur de m on fait correspondre une fonction, A(m)
augmentant indéfiniment avec m, de facon que la série

(36) 2 e—himi

?

converge et méme ait une somme numériquement faible, par excmple
o, . LI
inférieure a —-
10
y N i g y o = Sy " 4
On suppose qu'une fonction ¢(z) méromorphe dans A, n’admette
aucun cercle C,, comme cercle de remplissage d indices au moins égaux
a h(m). Alors pour une infinité de valeurs de a indépendantes de m, et

d’une fagon plus précise pour des valeurs de a dont les tmages sphériques
sont telles que leurs complémentaires sont vncluses dans des cercles dont

. . y . . I 9 ,
la somme des rayons est inférieure a —, le nombre des séros de ¢ — o
dans G, est inférieur a k).(m) - k.

m

Il suffit d’appliquer & chaque couple C,,, C,, la derniére remarque
du n° 103, aprés avoir remplacé n par x(m).

(*) 1l n’est pas néeessaire que (/ soit concentrique : si C est intérieur au cercle unilé,
on peut prendre pour €' le cercle de méme centre non euclidien et de pseudo-rayon moitié.
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Cet important théoréme s’appliquera surtout dans sa contre-partie :
nous choisirons A(m) de facon que la conclusion soit fausse; d’ou
alors résulte qu’un cercle C,, au moins est cercle de remplissage a
indices au moins égaux 4 A(m). S'il est avéré que la conclusion est
fausse pour une suite infinie de cercles C,, c’est qu'il existe une suite
infinie de cercles C,, qui sont cercles de remplissage & indices au
moins égaux a A(m).

105. Considérons une fonction méromorphe dans le cercle unité,
et partageons d’abord lintérieur de ce cercle par des couronnes
circulaires de centre O, telles que les rayons r et 7 des cercles
extrémes satisfont a la condition r — 7= w (1 —r).

On suppose que w dépend.de r, et, pour fixer les idées, est inférieur
4 une constante numérique assez faible, par exemple o,1. On constate
aisément que l'on peut balayer une telle couronne circulaire avec
des cercles C'(w) de pseudo-rayon w®, en nombre au plus égal
: m (£ numérique ). A chaque cercle C(®) ayant méme centre
non euclidien que C’(w), on associe un nombre n dépendant de r,
mais non de C(w); et 'on suppose que o n'admet pas C(w) comme
cercle de remplissage & indices au moins égaux a n. Alors le nombre
des zéros de o —a« dans la couronne circulaire »'r est inférieur
3 kn - L

oO(L—7r)

hn

————, si 'on suppos n
an—r S 'on suppose que

ou plus simplement 2

dépasse une constante numérique), sauf peut-étre pour des valeurs

de « dont les images sphériques sont incluses dans des cercles dont la
somme des rayons d(r) satisfait a 'inégalité
37) d(r) < —2 _ on,
(57) ( V<o =h
Ceci posé, choisissons un systéme de quantités w,, w,, ..., @, ...,
non croissantes, de facon que les quantités correspondantes 7,
Piy.o.osTy ... tendent vers 1 (') et associons aussi des nombres n,,
n,...,n, ..., tendant vers I'infini; nous supposons que les propriétés

(1) Cetle condition est réalisée si la seneZ‘w,, est divergente.
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précédentes sont vérifiées dans chaque couronne r,_, =7, r,=r.
Nous désignons par n(z) une quantité non décroissante et par w(t)
une quantité non croissante, coincidant respectivement avec n, et w,.,,
lorsque ¢z vaut r,,.

Il est manifeste que la condition relative 4 la série (36) sera vérifiée

si 'intégrale
1
e—u(ll
1= —_— ¢
/,; m* (L) (1—¢)*

est convergente; en effet, d(r,) est inférieur & la portion de I'intégrale
correspondant & lintervalle r,_,7, multipliée par une counstante
numeérigue.
. .. e py . W 1
On pourra toujours choisir 7, de fagon que L soit inférieur & —-
Nous avons donc la propriété suivante : quel que soit I'indice p, il
“existe une infinité de valeurs de « indépendantes de p, telles que le

nombre des zéros de o — « situés dans la couronne r,_,r, est inférieur

a Wéﬂ—,——) La part de ces zéros dans le calcul de N(R, &) (lorsque R
Ip\ =T :

dépasse r,) est inférieure a

kny B—rimy _ oy,
oM I — I'/, )
Régularisons au besoin la décroissance de « enimposantau rapport
de deux o consécutifs d’étre compris entre deux constantes numé-

riques. C’est tout naturel, puisque la série Zw,, doit diverger. Dans
ces conditions, notons que la part précédente est inférieure a

kn
r oy .
— (7 I p—
(I ,./’)0)/_;( r » l)9

et, par suite, la part des zéros de © — « compris entre r, et R dans le

calcul de N(R, o) est inférieure a I'intégrale

By de

k . (=06 (2)

= kI (R).

La part des zéros antérieurs & r, est inférieure & une quantité
I . . R
fixe : n(ry, «)Log—- Rappelons que le nombre des « satisfaisant a
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cette propriété est infini. Il nous suffit d’ailleurs de trois quantités o
prises dans ce groupe; choisissons-les distinctes de o(o), et opérons
une transformation homographique sur o, destinée i les envoyer dans
le groupe o, 1, ac. Comme dans chaque cercle de la sphére de Riemann,
ayant pour rayon 11—0, il y a au moins un =, on pourra donc supposer
que les distances sphériques de ces trois « sont supérieures a une
constante numérique.

Appliquons alors le théoreme A [avec remplacement, au besoin,
de ¢'(o) par c[¢’(o)]si l'origine est un zéro de ¢'| & la fonction @
déduite de o par la transformation précédente. Aprés retour i la

i

fonction ¢, on obtient I'inégalité

K

T(R, o) <AJ(R)+ Lk +72 <+ Llog R
- I
ol % est une quantité fixe, indépendante de R.
D’ou I’énoncé suivant :

Takortme XIV. — Soit o(z) une fonction méromorphe dans le cercle
unité; w(t) et n(t) deux jfonctions, la premiére non croissante, la
deuxiéme non décroissante satisfaisant a la convergence de l'intégrale

I—f e dt
(1— &) w* ()

La décroissance de (i) est supposée asses réguliére pour que, en
w(r)
w(r)

soit inférieur a une

posant r'—r=_(1—r)w(r), le rapport
constante numeérique.

Si aucun cercle de remplissage & indices au moins égaux & n(r) et de
pseudo-rayon w(r) ne peut étre trouvé, empiétant sur la couronne rr',
alors on a l'tnégalité

t) dt - S
(38) J<R>—-f > KT (R 0) — ke — = Klog

oll h est une quaniité fize, indépendante de R. k est une constante
numeérique.

106. Premiére application': » est constant. — On constate de suite
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que l'intégrale I est convergente si ’on choisit

1

n(t)=31log

11—
et
k , I
J(I%)_G—)El,og —
d’ou le
TukoriMe XV. — Toute fonction méromorphe satisfaisant a la

condition
(39) lim -i——%-)—- =x

log?

ST

admet une infinité de cercles de remplissage, a indices indéfinument
croissants, vus du cercle unité sous des angles tendant vers séro.

On sait que si la condition

IOg I— 7

est réalisée, alors la fonction ¢ satisfait an théoréme de Picard dans
le cercle unité, et il n’est pas possible d’améliorer ce résultat.
L’existence des cercles de remplissage est-elle aussi assurée pour les
fonctions (39'), ou un exemple montre-t-il que la condition (39) est
la meilleure possible? C’est une question que je n’ai pu résoudre;
I'existence de cercles de remplissage pour les fonctions (39’) semble
probable.

107. Etude des fonctions méromorphes d'ordre fini p. -— Ce sont
les fonctions satisfaisant 4 la condition

l—-M —o
log

¢ est appelé par M. G. Valiron : ordre moyen; ¢ + 1 est I'ordre total.
Prenons
: n(ty={(1—¢)—*,
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1 étant une constante positive. Il est manifeste que l'intégrale I est
convergente. Quant a I'intégrale J(R), elle vaut, lorsque w est constant,
mu —R)~E 4,

A’ ne dépend pas de R.

En comparant avec le deuxiéme membre de Pinégalité (38), on
constate qu’il y a impossibilité si u est inférieur 4 'ordre ¢ de la
fonction o.

Donc n(t) surpasse (1— )Y pour une suite de valeurs de ¢
tendant vers 1. On a supposé o constant; mais o est arbitrairement
petit, et d’ailleurs on peut & la rigueur I'associer i < et z de facon que
I'impossibilité de I'inégalité (38) subsiste lorsque n(¢) est inférieur
a(1—zg)e+,

D’ou le théoréme suivant, déja obtenu différemment par
M. G. Valiron (') :

TutoreMe XVI. — Toute fonction méromorphe d’ordre o posséde une
suite de cercles de remplissage vus du cercle unité sous des angles tendant
vers o. Dans l'un de ces cercles traversé par le cercle de centre O et de
rayon t, le nombre des zéros de ¢ — a. est supéricur @ (1—t)**=n,
sauf peut-étre pour des valeurs de o dont les images sphériques sont
incluses dans deux petits cercles de rayons e=".

¢ est une constante positive arbitrairement petite; on peut la faire
dépendre de ¢ de facon qu’elle tende vers o lorsque ¢ tend vers 1.

Si l’on considére une suite infinie quelconque de tels cercles de
remplissage, et st l'on désigne par z(a) Uaffize d’un zéro de o — o
contenu dans ces cercles, la série

(40) =5 (o) e
diverge, sauf pour deux valeurs de o au plus.

On dit pour cela que la suite des cercles de remplissage est une
suite d’ordre au moins égal a p. On remarquera que si dans la série (40)

(1) G. VALIRON, Recherches sur le théoréme de M. Borel (Acta Math., t. 352, p. 87).
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on remplace ¢ — = par g -1 ¢, alors la série converge (résultat de
R. Nevanlinna) pour tous les z(a) situés dans le cercle unité, donc, a
Jortiori, dans la suite envisagée des cercles de remplissage.

Cette suite de cercles de remplissage admet au moins un point
limite, A sur le cercle unité. Ce point limite est tel que la série (40)
diverge lorsqu’on se borne & y faire figurer les z(«) situés dans un
cercle de centre A et de rayon arbitrairement petit. C’est suivant la
terminologie de M. Valiron ('), un point de Borel d’ordre au motns
égal @ ¢. Nous étudierons ultérieurement I'approche des points de
Borel, en utilisant une méthode différente.

108. On dit que la fonction o est d’ordre ¢ et de type maximum si
Tim(1—7r)PT(r, o) =1c0.

Sur I'inégalité (38) on constate immédiatement que si la suite de
cercles de remplissage nés de cette inégalité est d’ordre ¢ (elle est
d’ordre au moins égal i g), elle est aussi de type maximum.

Pour le type moyen (dans la condition précédente on remplace o
par un nombre fini) on ne peut rien dire, si 'on astreint w(#) & tendre
vers o lorsque ¢ tend vers 1.

Classe divergente. — La fonction ¢ est dite de classe divergente si

I'intégrale
f T(r, o)(1— r)e—tdr

est divergente. D’aprés I'inégalité (38), si 'on fait o constant, il en est
de méme de I'intégrale.

fx(l—-r)P—‘ drfr;’-zé_{—)z dt.

0

La derniére inté joré z "apré i-

iére intégrale est majorée par = Zn(t), d’aprés la consti
tution des cercles C(w), lesquels ont approximativement pour
rayon w(1 —t). La somme Zn(t) s’étend depuis 7, jusque 7; en sup-

(1) G. Vauiron, Points de Picard et points de Borel des fonctions méromorphes duans
un cercle (Bull. des Sc. Math., t. 36, janvier 1932, p. 1-22).
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\, . ro. N .. \ ’
posant r, superieur a 5» on peut diviser par ¢, et alors Zn(t) n est

autre que n(r, o) —n(r, o), 'indice n’ayant ici la signification clas-
sique; il est entendu qu’ici on ne considere que les zéros de o —«
situés dans les cercles G(w), et I'on prend seulement un cercle par
~valeur de z (avec sauts brusques de 7, comme il a été indiqué plus
haut). Ceci nous montre que l'intégrale

1

j n(rya)(1—rP=tdr

est divergente, sauf peut-étre pour deux valeurs au plus de «; d’ou le
résultat suivant ( est arbitrairement petit) :

St la fonction ¢ est d’ordre ¢ et de classe divergente, il existe une
suite de cercles de remplissage, vus du cercle unité sous des angles
tendant vers o, suite qui, si elle est d’ordre ¢, est de classe divergente.

109. Fonctions méromorphes d’ordre nul ou infini. — Ces résultats
s’étendent a ces fonctions, 4 condition de remplacer le mot ordre par
ordre précisé.

Pour les fonctions d’ordre nul, il est bien entendu que nous ne
pouvons atteindre ici que les fonctions (39). On peut par exemple
étudier les fonctions satisfaisant a la condition

T(r. o)

Iim—— —w
log®

ou p est un nombre supérieur a 2.

Il est immédiat, sur I'inégalité (38), que n(z) ne peut étre (pour w
constant) toujours inférieur & logi—! T—I._t

Observations analogues pour les fonctions d’ordre infini; on cons-
tate de suite, sur I'inégalité (38), 'existence d’une suite de cercles de
remplissage d’ordre infini. Pour introduire d’intéressantes précisions,
on pourra utiliser un travail récent ('), ou les propriétés del'ordre ¢ (r)
sont étudiées avec beaucoup de détails.

(1) King-Lar-llroNe, Sur les fonctions entiéres et les fonctions méromorphes d’ordre
infini ( Thése, J. de Math., t. XIV, 1935, p. 233-307).
Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 3. . 29
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Indiquons seulement ici une propriété relative aux fonctions d’ordre

infini pour lesquelles
— loglogT(r, o)
hm-————i—l—-—‘—— =p.

log 1—r

Il y a impossibilité de satisfaire a I'inégalité (38) si I'on prend

(w constant) :
—loglogn(t)

lim <

0

log

11—

110. Jusqu’a présent, nous nous sommes intéressés a des cercles de
remplissage au point de vue du nombre des zéros de ¢ — a dans ces
cercles; de la sorte, nous délaissions le role de la fonction w(z), en la
prenant constante. Un point de vue diamétralement opposé consiste en
le probléme suivant : étude des suites de cercles de remplissage a plus
petits rayons possibles; cette fois, c’est le role de n(z) qui est délaissé;
mais bien entendu, pour que le théoréme de Picard soit vérifié dans la
suite de cercles de remplissage étudiée, il nous faudrafaire tendre r(z)
vers I'infini; c’est aussi, du reste, une condition nécessaire pour que
I’intégrale I converge.

Abandonnons les fonctions d’ordre nul ou infini (elles peuvent aussi
étre étudiées 4 ce point de vue) et intéressons-nous uniquement aux
fonctions d’ordre fini.

Choisissons pour w(?) la fonction

e
() =(1—1)
¢ étant une quantité positive fixe, arbitrairement petite; quant a n(?),

son choix est astreint & la condition de convergence de 'intégraleI; et
cette condition est assurée si ['on prend

n(t)y=(r—1e)=

1

On pourrait aussi choisir une fonction plus petite (p + 2)log —-

Dans ces deux choix, il est manifeste que I converge, et que I'iné-
galité (38) n’est pas vérifice. D’ou le '

Takorime XVI. — Toute fonction méromorphe d’ordre fini posséde
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une suite infinie de cercles de remplissage @ indices indéfiniment crois-
sants. St r désigne le module de Uaffixe du centre d'un quelconque de
ces cercles, ce cercle est vu du cercle unité sous un angle inférieur a

¢
(1—rp

)

€ élant une constante positive arbitrairement petite.

111. Toutes ces propriétés sont paralléles i celles des fonctions
méromorphes dans le plan. Ainsi, toute fonction méromorphe dans le
plan d’ordre fini p posséde une suite infinie de cercles de remplissage
4 indices indéfiniment croissants, vus de l'origine sous des angles

e _.
inférieurs & 7~ (r désigne le module de I'affixe du centre du cercle).
Pour les fonctions holomorphes, et plus généralement pour les fonc-
tions méromorphes & valeur exceptionnelle au sens large, j’ai relevé

I’exposant de 2 a¢. Il yalieuici de faire une étude analogue.

Signalons aussi que toutes ces propriétés des fonctions méro-
morphes dans un cercle s’appliquent, aprés transformation conforme,
aux fonctions méromorphes dans un angle.

112. Nous allons terminer ce mémoire sur ’étude des points de Borel
des fonctions méromorphes d’ordre fini 5. Notre but est de compléter et
préciser les renseignements obtenus déja par M. G. Valiron avec
d’autres méthodes (vorr Mémoire cité au n° 107). R. Nevanlinna a
démontré que si s(a) désigne I'affixe d’un zéro de o — « dans le cercle
unité, la série

Dl —]s(a)|Jer+
converge quel que soit @, tandis que la série
(41) N —|s(a)]Jer==

diverge, sauf peut-étre pour deux valeurs au plus de a.

M. G. Valiron, par un fractionnement du cercle unité en secteurs,
a établi I'existence d’un point de Borel d’ordre ¢+ 1, point ou la
série (41) diverge, sil’on se borne & y faire figurer les z( @) voisins de
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ce point. Il introduit alors une distinction de ces points en points
directs et points indirects. Un point A est dit direct si la série (41)
diverge (sauf pour deux @), lorsqu’on fait figurer les z(a) intérieurs a
un angle de sommet A dont aucun coté ne se confond avec la tangente
en A au cercle unité. M. G. Valiron établit dans ces conditions I'exis-
tence d’une suite de cercles de remplissage d’ordre ¢ + 1.

Nous allons ici compléter la documentation des points directs,
I’étendre a une classe plus générale, et attaquer I'étude des points
indirects.

Le théoréme XIII constitue notre base de départ. Il remplace le
théoréme de M. Rauch, sur lequel s’appuie M. Valiron.

113. Considérons donc un point A du cercle unité, et un domaine D
admettant A comme frontiére. Ce domaine D est limité par une
courbe F dont deux arcs viennent aboutir en A. On suppose que cette
courbe est assez réguliére, que les deux arcs admettent en A des tan-
gentes, et qu'en coupant le domaine D par le cercle |z, =r, on
obtient un seul arc d’intersection, lequel a un angle au centre infé-
rieur ou égal & (1 — 7)0( ). Quitte & majorer légérement 6(r), on peut
toujours supposer que O(7) est une fonction décroissante de r.

Premier exemple, qui servira dans I'étude du point indirect e plus
général : le domaine D est la partie commune au cercle unité et au
cercle de centre A et de rayon 7. Les deux arcs de F aboutissant en A

sont les deux arcs du cercle unité. La fonction 0(r) est inférieure
a .
I1—r

Deuziéme exemple, angle de sommet A, limité au voisinage de A,
et n’ayant pas de c0té commum avec la tangente au cercle unité :
alors 0(r) peut étre remplacé par une constante dépendant de la posi-
tion de I'angle. Cette constante estfinie. Cet exemple sert dans I’étude
des points directs. ' :

D’autres exemples peuvent étre examinés : si le domaine D est
constitué par un cercle tangent intérieurement en A au cercle unité,
. s A .
on trouve que 6(r) est égal & ——=, X dépendant da rayon du cercle
_ P

seulement. On peut imaginer des contours simples tels que les arcs F
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solent tangents en A au cercle unité, et olt (1 — r) 0(r) tend vers zéro
lorsque 7 tend vers 1, si petit que soit ¢

Cecl posé, nous opérons 1 fractxonnement du domaine D par des
cercles de centre O, et de rayons Croissants, », 7s, ..., 7%, ... COMMe
il a été opéré au n° 105. Les raisonnements que I’on fait ici sont abso-
lument identiques Le but poursuivi est le méme. Mais une distinction
1mportante est ici a faire, relativement au nombre des cercles C'(w)

qui balayent la portion de couronne r'r; ot r—r'=w(1—r). Ce
b : .. ., ka(r
nombre est en effet.ici majoré par

)
- On suppose encore qu aucun

cercle C(w) n’est de remplissage 4 indices au moins égaux a n; alors
le nombre des zéros de 3 — z dans la portion de couronne 7' est infé-

oo . knb(r) N .
rieur & ———, sauf peut-étre pour des valeurs de 2, dont les images

sphériques sont incluses dans des cercles dont la somme des
rayons d'(r) satisfait 2 'inégalité :
G
(37) fl’(l')<——————/'j(')e-“-
@
La fin du raisonnement est identique a celle du n° 105. On rem-
place lczd’(r) par sa majorante, l'intégrale

I,_/'l G(tye—nd di
=) o )(i—1y

et 'on opére de méme pour remplacer I'indice N correspondant a n
par une intégrale minorante. Finalement on obtient ’énoncé suivant :

Tuiorisme XVII. — Soit D un domaine avoisinant le point A du cercle
unité et qui sectionne le cercle |z|=r, suivant un arc d’ouverture
(1 —r)0(r); 0(r) est une fonction non décroissante de r. Sotent w(t)
et n(t) deux fonctions de t, la premicre non croissante et au besoin de
décroissance asses réguliere comme il est indiqué au théoréme XIV; la
deuxiéme non décroissante, ces deux fonctions assurent la convergence

de l'intégrale
wf e—nm@(,) [[
=)

;o . . 1
supposée inférieure & -
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S¢ aucun cercle de remplissage @ indices au moins égaux a n(r), et de
pseudo-rayon w(r), ne peut étre trouvé, empiétant sur le domaine D et la
couronne r'r[r'—r=(1—r)w(r)], alors on a l'inégalité

Roa(e)o(t) de

w2( 1) =kJ'.

Ny(R, )<k [

e

N, (R, a) désigne Uindice de densité des zéros de ¢ — « situés dans la
portion r R du domaine D; a dott étre pris non quelconque, mats soumais
a la seule condition que son image sphérique soit extérieure a des cercles

Jizes (tndépendants de R) dont la somme des rayons est inférieure a e

114. Comme premiére application du théoréme XVII, retrouvons
les résultats de M. G. Valiron.

Prenons le cas ou 0(%) est constant, et, d’abord, donnons a w(¢)une
valeur fixe arbitrairement petite. Il est manifeste que l'intégrale I’
converge si I’on choisit pour n(¢) la fonction (1 — £)=#~'*¢; quant 4 J',
c’est une fonction inférieure & A(1— )¢ A étant fixe. Il y a donc
contradiction dés que I'on suppose que la série (41) diverge dans le
domaine D, pour des valeurs de @ ne pouvant étre enfermées (en
image sur la sphére de Riemann) en des cercles dont la somme des
rayons est inférieure a ;{—) (")- On retrouve ainsi 'existence d’une suite
de cercles de remplissage d’ordre o 41 vus du cercle unité sous des
angles tendant vers zéro, et ayant leurs centres dans le domaine D (*).

D’ou encore, dans le cas du point direct d’ordre ¢ —+ 1, I'existence
d’une direction de Borel d’ordre ¢ + 1 issue de A:

La conservation de la divergence dans le type de la suite de cercles
de remplissage, lorsque la divergence a lieu dans la série (41),
lorsque ¢ est nul, se démontre comme plus haut.

115. Les premiers de ces résultats s’étendent plus généralement

(1) Plus généralement : en des cercles dont lu somme des rayons est non nulle.

(*) Draprés la définition de n(¢) et le mode de décomposition en couronnes circulaires
successives, il est bien entendu qu’il n’est pas nécessaire de prendre deux ou plusieurs
cercles G(w) attachés & la méme couronne; un suffit. Cette remarque s’applique ici dans
les études antérieures.
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des domaines D ou
m (1 —r¥E9(ry=o.

quelle que soit la constante positive = : i/ y a encore une suite de cercles
de remplissage d’ordre ¢ + 1 tendant vers A, et vus du cercle unité sous
des angles tendant vers séro.

La conservation du type de divergence est plus exigeante et
réclame des précisions dans la nature de cette divergence; cependant,
on peut dire qu’a chaque genre de divergence(plus ou moins rapide)
de la série (41) correspondent des domaines D tangentsen A au cercle
unité, et tels qu'il existe une suite de cercles de remplissage de type
divergent, et d’ordre ¢ + 1. Il n’est pas difficile de créer des exemples,
par exemple en introduisant des logarithmes.

116 Points indirects. — Notre méthode nous permet d’aborder
’étude des points indirects les plus généraux, aussi facilement que

7

celle des points directs. Il suffit de remplacer la fonction 6(7) par ——

On retrouve alors les conditions du théoréme XIV, avec remplacement
de I'inégalité (38) par
Ny(Rja) > 4.
Les résultats sont les mémes; la connaissance des propriétés
de T(R, @) est remplacée par celle de N,(R, =) (sauf pour deux
valeurs au plus de «), d’ot1 le

Tukorime XVIII. — Soit A un point de Borel indirect d’ordre ¢ —-1
sur le cercle unité. Il est limite de suite de cercles de remplissage vus du
cercle unité sous des angles tendant vers zéro. Cette suite est d’ordre au
moins égal @ o. St A est de type divergent et 51 la suite est d’ordre ¢, elle
est ausst de type divergent.

117. Toutes ces proprictés font jouer a () unrole négligeable: on
prend w(¢) presque constant, pour se préoccuper d’avoir n((2) le plus
grand possible. On peut faire I'inverse, comme nous avons opéré plus
haut. Signalons simplement le résullat général du n° 16 encore valable
ici, aux environs d’un point de Borel, direct ou indirect, d’ordre o + 1.



