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SUR

LA VARIATION DES ZEROS DES DERIVEES

DES FRACTIONS RATIONNELLES

Par M. J. DIEUDONNE.

Lorsqu’on se donne les zéros d’un polynome, ceux de toutes ses
dérivées sont déterminés; le théoreme de Gauss-Lucas exprime une
des conséquences de cette dépendance. Plus généralement, on sait (')
que, si p zéros-d’un polynome sont bornés, il en est de méme de p — £
zéros de sadérivée d’ordre £ <p.

1l est naturel de se poser des problémes analogues pour les fractions
rationnelles : les zéros et les poles d'une telle fraction la déterminent
a un facteur constant preés, et par suite déterminent les zéros de toutes
ses dérivées.

C’est & I’étude de ces problemes qu'est consacrée la plus grande
partie de ce travail (*).

1. Conventions et remarques préliminaires. — La dérivée m*™ d’une
fraction rationnelle ne détermine pas cette fraction de fagon unique :
si 20&) ot P1(5) ot deux fractions réduites a leur plus simple expres-

Q(z) 7" Qi(%)

(1) Voir S. Kakeva, Téhoku Math. Journal, t. 14, 1917, p. 5-16.
(%) Les principaux résultats de ce Mémoire ont été résumés dans une Note aux Comples
rendus de I’ Académie des Sciences, t. 203, 1936, p. 975-977.
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sion et telles que
Clm’ Pj dm
(Z—L-Z—m (t};) ) d,-m. ((\) ()‘- const. ?f O),

la différence g — A g— est un polynome R de degré m — 1 au plus, d’ot
I'ontire Q,=Q et

(1) 1= AP+ QR.

La véciproque est immédiate; autrement dit, toute fraction ration-
nelle ayant une dérivée m*™° donnée est de laforme = ot P, est donné

par (1), R étant un polynome arbitraire de degré m — 1 au plus. Deux
polynomes P, P, vérifiant la relation (2) seront dits équivalents (velati-
vement au polynome Q et a I'entier m; nous sous-entendrons ces pré-
cisions la plupart du temps).

Pour I’étude de la dérivée m® d’une fraction rationnelle, nous
sommes donc amenés & considérer que la forme générale d’une telle
fraction est celle ot le dénominateur est de degré n et le numérateur
de degré n + m —1. Nous dirons pour abréger qu'une telle fraction est
du type (n, m).

De facon précise, considérons deux polynomes P(z), Q(z), de
degrés respectifs » +m — 1 et n, premiers entre eux et n’ayant que
des zéros simples. Ces hypothéses entrainent que I’on a

P (3) a s
(2) Q(z):z—isi ti—a Zn b5+ by 5
(ot 5y, 54, -.., 5, sont les zéros de Q) avec a;5%0, (i1=1,2, ..., n) et

bp—y 5% 0. S1 nous supposons de plus

(3) G+ G+ ...+ a,Zo,

nous dirons que les polynomes P, Q forment un couple de polynomes

D
généraux et que la fraction 0 est une fraction générale de type (n, m).

On a, dans ces conditions,

. am /P @ a
4 -——<—>: ——I"LI71I|:—1_+...—|————£——~:|
( ) CZ',G’" Q ( ) (5 —_ ZQ""H (Z —_— zﬂ)m-&:1

"l( ) e,
[Q( )]m—!—i

:( m
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ou F,,(5) est un polynome de degré (m + 1) (n — 1), premier avec Q.
Proposons-nous d’abord d’obtenir I'expression de F,, au moyen de P,
Q et de leurs dérivées.

Remarquons pour cela qu’en un zéro s, de F,(3), Q(3,) #o0; le

. P . . .
développement de Taylor de 5 au voisinage de ce point montre alors

qu’il existe un polynome R(z) de degré m — 1 au plus, tel que le poly-
nome P + QR ait en z, un zéro d’ordre m -+ 1 au moins. En écrivant
que ce polynome et ses m premiéres dérivées sont nulles en 5,, ona
donc

P +~QR=o,
S P+~ Q'R+ QR =o,
(5) P+ Q"R+ 2Q'R'+ QR"=o,
P — (th\ R -+ CII"Q>7)1~—-11R/_|_ ..+ CZi~—1 Q' Rim—1) — o,

puisque R =o. Eliminant R(z,), R'(5,), ..., R"™"(3,) entre ces
(m + 1) équations, on voit que z, annule le polynome

P _Q o o ... o
P Q  Q o ... o
6)  ®P,Q my=|Pr Q. a0 QO ... o
P(m) (th} Clansm——I} .. . Czi—i QI

Nous allons voir que, sans aucune hypothése surP et Q, on a
Fou(s)=®(P, Q, m).

Ajoutons, en effet, a la premiére colonne du déterminant précédentla

., P T IR TV
seconde colonne multipliée par — 5, la troisieme multipliée par
d (P . c e, ar—t (P
— % (-;); etc., la derniére multipliée par — ——— (Q>

D’aprés la formule de Leibniz, les m premiers termes de lapremiére
colonne s’annulent aprés ces opérations, et le dernier devient

P d /P m— dm1 P
P [Q(m)_{\_) —+ C;’ZQ(nz—i; _C_l_: <_(_2_) 4.+ Cm. 1y Z{?m__._l <Q>]

_ dm P dm P am P
— P(m —_ — —_— —_ — —_
=pn 0 7 () — 2 (2g) =am(q)
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et en développant par rapport a la premiére colonne, il vient

(7) O(P, Q, m)=(— I)MQ’"H% <g> = Fu(z).

Nous n’avons considéré jusqu’ici que des polynomes P, Q généraux :
mais deux polynomes P, Q, de degrés respectifs au plus égaux a
n+m —1 et n, mais par ailleurs absolument quelconques (premiers
entre eux ou non), peuvent toujours étre obtenus comme limites de
polynomes généraux.

Pour ’étude de la dérivée m*™ d’une fraction rationnelle générale

P . .
= de type (n, m), nous devons donc tenir compte de ces cas limites;

Q

celanous conduit a faire les conventions suivantes :

1° Tout couple de polynomes P, Q, de degrés respectifs
ps<n—+m—r, gsn

définit une fraction rationnelle P de type (n, m). On considére que le

Q

point & U'infini est un zéro d’ordre n—+m-—1—p pour P, un zéro
d’ordre n — g pour Q. Les seuls zéros de la fraction rationnelle sont
les zéros de P, avec leur ordre de multiplicité; ses seuls pdles sont de
méme les zéros de Q avec leur ordre de multiplicité. Si un point (en
particulier le point a l'infini) est zéro commun de P et Q, il est

considéré comme étant & la fois zéro et pole de —g

2° Les « zéros de la dérivée m™™ de }(—3— » sont, par définition, les
zéros du polynome ®(P, Q, m), avec leur ordre de multiplicité : si
®(P, Q, m) est de degré r < (m + 1)(n—1), on considére que le point
a linfini est un zéro multiple d’ordre (m +1)(n—1)—7 de ce
polynome.

2. Ces conventions s’écartent assez notablement du langage usuel :
par exemple, lorsque P et Q sont généraux, on ne doit pas considérer

s iy yee s . P, . .
le point a I'infini comme un pole de 3 (bien qu’au sens usuel ce soit
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un pole d’ordre m — 1). L’intérét de ces conventions est qu’elles per-
mettent d’énoncer le théoréme suivant :

St Lon effectue sur les poles et les zéros d’une fraction rationnelle

P . .

g de type (n, m), la méme transformation homographique
__as—+Db

(8) S

et st P, et Q, sont les polynomes ayant respectivement pour zéros les
transformés des zéros de P et Q (avec le méme ordre de multiplicité), les
zérosde ®(P,, Q,, m) sontles trans formés par (8) des zéros de ®(P, Q, m),
avec le méme ordre de multiplicité. '

On peut dire plus briévement que les transformés des zéros de la
dérivée m*m¢ d’une fraction rationnelle sont les séros de la dérivée m*™e
de la fraction transformée.

Le théoréme est immédiat pour les transformations élémentaires
=73 + a,z = ks. Il suffit donc de le démontrer pour la transforma-
tion

(9) xz =

P(s .
Posons f(z)= PL2). on a, avec nos conventions,

Q(s)’

W =

P‘l (x) — phtin—1 P <é) ,

Q. (@) =2"Q (~)

x

o= = (2)

De méme, les transformés des zéros de F,.(5)= ®(P, Q, m) sont les
zéros du polynome

G(.Z‘) f— xmz—i—i)(n—l)Fm __{
4

e OO

= (= [Qu@™ =/ (5)-

Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 2. 14
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Or, d’aprés une formule de Beman (*)

= (3) =g 21 (3) | = o e

Done, d’aprés (7),

dm P
G(x)= ""'HE-;;'—" (Q1> (—1)"®(P,, Q, m) c. Q. F.D.

3. Le probléme général que nous allons étudier est celui de la
variation des zéros de la dérivée m** d'une fraction rationnelle en
Jfonction des zéroset des poles de la fraction. De facon premse soient p
et ¢ deux entiers tels que

ospsn+m—i1, osqgsn,

et soient, d’autre part, dans le plan fermé, deux ensembles fermésD, A,
non identiques au plan tout entier. Parmi toutes les fractions ration-
nelles de type (n, m), nous considérerons la classe C(p, ¢, D, A) (*)
formée des fractions ayant au moins p zéros dans D, et au moins
q pdles (*) dans A; si p =o, I’hypothése relative 2 D étant toujours
remplie quel que soit D, on désignera par C(q, A) la classe de frac-
tions correspondantes, et de méme par C(p, D) la classe correspon-
dant 4 ¢ =o. '

La question que nous nous posons est la suivante : existe-t-il un
entier r > o et un ensemble fermé B, non identique au plan tout entier,
tels que la dérivée m*®™® d’une fraction quelconque de la classe C(p, q,D, A)
ait au moins r zéros dans E, st elle n’est pas identiquement nulle ? 11 est
clair que si 7 posséde cette propriété, il en est de méme de tout entier
r’<r; tout revient donc a déterminer le plus grand entier o (p, q, D, A),
auquel on puisse associer un ensemble E, ayant la propriété voulue.

Avant d’aborder ce probléeme, indiquons quelques propriétés immé-
diates du nombre p comme fonction de p, ¢ et des ensembles D, A :

(1) Voir Goursar, Cours d’Analyse, t. 1, 4° édit., p. 77. La formule se démontre aisé-
ment par récurrence.

(*) On écrira souvent « classe C » lorsque aucune confusion ne sera i craindre.

(*) Les notions de « zéro » et de « pdle » étant celles qui viennent d’8tre précisées.
Zéros et poles sont toujours comptés avee leur ordre de multiplicité.
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on a :

(10) o p(pu g, D, A)<p(p, ¢, DAY st pi<p
et

(rn) e(ps 4> Dy, A)2p(p, ¢, D, 4)  si D,CD,

avec les propriétés analogues relativement & g et A; on peut dire que p
est fonction croissante de p et ¢, fonction décroissante des ensembles D
et A.

4. Indiquons rapidement le principe de la méthode employée. Le
nombre ¢ est caractérisé par la propriété suivante : & tout ensemble
ouvert E correspond une fraction de la classe C(p,g, D, A) dont
la dérivée m™™ n’est pas identiquement nulle et a au moins
(m—+1)(n —1) — ¢ zéros dans E, et cette propriété n’a plus lieu
lorsqu’on remplace ¢ par ¢ — 1.

Soit g

n’est pas identiquement nulle, 5, un point quelconque du plan,
k(z,, P, Q) l'ordre de multiplicité de z, comme zéro de ®(P, Q, m)
" (k=o si 5, n’annule pas ).

une fraction de classe C(p, ¢, D, A), pour laquelle (P, Q, m)

Désignons par A(3,) le mazimum de k lorsque % parcourt toutes les

fractions de la classe C(p, ¢, D, A) pour lesquelles ®(P, Q, m) n’est

pas identiquement nulle. Soit enfin y le minimum de 1(z,) lorsque sz,

décrit le plan fermé. D’aprés la définition de ¢, on a évidemment
(m41)(n—1)—p2H,

d’ou

(12) p<(m—+1)(n—1)—p.

D’autre part, soit z, un point tel que A(s,) = p.. Considérons une suite
{Vi(z,)} de voisinages de z, tendant vers z, lorsque ¢ croit indéﬁni—
ment : & chaque valeur de Ientier ¢ correspond une fraction IT‘Z de
classe G(p, ¢, D, A) dont la dérivée m*®™® n’est pas identiquement nulle
et a (m—+1)(n—1)—p zéros au moins dans V,(z,). Si l'on peut
extraire de cette suite une suite partielle telle que P;, Q;, et ®(P;, Q;,m)
aient pour limites trois polynomes P, Q, ®(P, Q, m), non identique-
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P . .
ment nuls, = appartiendra a la classe G, et ®(P, Q, m) aura en z, un

Q

zéro d’ordre (m -+ 1)(n — 1) — p au moins, donc
(m~+1)(r—1)—pSh(s) =t

d’ol1, en comparant & (12),

(13) p=(m+r1)(n—1)—p.

Le probléme se décompose donc, dans chaque cas, en deux autres :
la recherche de w d'une part, et d’autre part la justification du pas-
sage 4 la limite qui permet de démontrer (13).

5. Pour évaluer y, nous allons d’abord chercher des limites de
k(s,, P, Q), connaissant I'ordre de multiplicité de z, comme zéro de P
et de Q.

Remarquons d’abord que ®(P, Q, m) n’est identiquement nul que si
% est égal 4 un polynome de degré m — 1 au plus, c’est-a-dire, avec les
conventions adoptées, s¢ tout zéro de Q est un zéro de P avec un ordre
de multiplicité au moins égal a son ordre de multiplicité comme zéro
de Q.

Si I'on n’est pas dans ce cas, soit o la plus haute puissance de
(s — 3,) qui divise a la fois P et Q; ona donc 6<n —1.

Silon pose
P (z)=(z — 5,)° P,(3),
(

s —ZO)GQ1(5)J
on a, d’aprés (7),

. . ‘ dm P
@(P, Q, m)= (=1 (s — z)eoQr o ()
= (58— 50) oD (Py, Qy, m).

Si 5, est zéro d’ordre @ de P(sz), zéro d’ordre v de Q(s), on a
¢ = min(w, v). Nous distinguerons deux cas :

Cas a. s =w < v. 3, est un pole d’ordre v— & de 1, done pole

1

, dn (P .
d’ordre v —w+mde — (—1-) » et par suite zéro d’ordre

Q

lfi-_:(m—l—x)(v——w)——(v——m'% m)y=m(v—w —1),
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‘de ®(P,, Q,, m). On a donc dans ce cas
(14) k=m@O—1)+wg(m-+1)(v—r1).

Cas b. v=0Z®. — Si 5, est zéro d’ordre £, de ®(P,, Q,, m), il
existe un polynome R,, de degré m —1 au plus, tel que 5, soit zéro
d’ordre m + £, de P, + Q, R, ; donc

m=+k<n+m—1—v,
ok Sn—v—ri,
- d’ou
(15) (m—+1)v<himv+n—r.
Lorsque @ — v2m (ce qui est possible, puisque
v+m=oc+min—+m—i)
z, est zéro d’ordre w— v —m de ®(P,, Q,, m), d’on

(16) k=m@—1)+w.

Lorsque vE@ <v—+m, on ne peut plus, sans autre hypothése, pré-
ciser la valeur de £, qui dépend des zéros de P et Q autres que 5,;
nous reviendrons plus loin sur cette question (voir § 13).

6. Commencons la recherche de p. et ¢ par le cas ou I'un des
nombres p, ¢ est nul, et d’abord lorsque p=o.

Si 5, est un point de A, on a vin,m<n—+m—1,les limites pouvant
étre atteintes. Si I'on prend v=n, m=nr—1, on a, d’apres (14),
k=(m+1)(n—1),dolt A(5,)=(m—~+1)(n—1). Au contraire, si 5,
n’appartient pas 84, vSn — ¢, <n—+m — 1 (limites atteintes), d’oti
I'on déduit aisément, d’aprés (14), (15) et (16), que

Mz)=m(n—g—1)+n+m—1=(m+1)(n—1) —m(g—1).

Ona donc
p=(m-+1)(n—1)—m(qg—1).

Pour démontrer I’égalité (13), il se présente une difficulté dans le

- passage a la limite, car, les zéros des P; étant arbitraires, il peut se
Q:

faire que la limite de =~ soit un polynome de degré m —1 au plus,
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auquel cas ®(P;, Q;, m) tendrait vers un polynome identiquement nul.
On évite cette difficulté a 'aide du lemme suivant.

LemMe 1. — Quelle que soit la suite de fractions rationnelles{%% de

type (n, m), ettelles que ®(P;, Q;, m) ne soit identiquement nul pour
aucune valeur de 1, il est possible de trouver, pour chaque valeur de ¢, un
(10, :
|, |7 On pusse
extraire une sutte partielle pour laquelle I1; et Q; tendent respectivement
vers deux polynomes Il et Q, tels que ®(II, Q, m) ne soit pas identique-
- ment nul. ‘

polynome 11, tqurvaLent (') @ P;, de sorte que, de la suite

En multipliant P; et Q; par I'inverse d’un des coefficients de plus
grand module de Q;, on peut toujours supposer qu'un des coefficients
de plus grand module de Q; est égal & un; par suite, on peut extraire
delasuite {Q;} (¢ =1, 2, ...), une suite partielle convergeant vers un
polynome Q non identiquement nul; nous désignerons encore cette
nouvelle suite par { Q;}.

Considérons alors m points distinets z,, 5., ..., 5,, différents des
zéros des polynomes Q;(i=1, 2, ...) et Q. Déterminons le polynome
R;(s) de degré m—1 au plus, par les 7 conditions

Pi(3;) + Q:(5;) Ri(5)) =0 (j:l,‘z, <o, m).

Comme Q;(z;) 5 o, ces conditions déterminent bien un polynome R;(z)
du degré voulu, et de plus P+ Q;R; n’est pas identiquement nul,
puisque ®(P; Q;, m)==o0. Soit a; un des coefficients de plus grand
module de P;+ Q;R;; nous poserons

Hl‘: ZI (Pr‘l— QiHi)-

Ce polynome est équivalent & P; et un de ses coefficients de plus grand
module est égal 4 un; enfin

II;(z;)=o0 J=1,2,...,m).

On peut donc extraire de lasuile { II; | une suite partielle qui converge

(1) Relativement & Q; et & m.
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vers un polynome IT non identiquement nul et tel que
I(s;)=o (J=12,...,m).

Comme Q(z;) 5% o, il existe au moins un zéro de Q qui n’est pas zéro
de II avec un ordre de multiplicité au moins égal, ce qui achéve la
démonstration.

Comme ®(IL;, Q;, m) est égal & ®(P;, Q;, m) 4 un facteur constant

< . II[ . .o . i A
preés, et que parailleurs = appartientici, comme —F-)— » alaclasse C(q, A),

Q Qi

le raisonnement du paragraphe 4 s’applique, et 'on a donc d’aprés
(13)

(17) p=m(qg —1).

7. Nous allons voir que la formule (17) est encore valable lorsque
pSm, et D quelconque, sauf dans le cas particulier o la réunion de D
et A se réduit a un point.

I suffit de montrer que 1 a la méme valeur, car d’aprés (12) on en
déduit

, e(p, ¢, D, AYSm(g —1),
et, d’aprés (10),
e(p, ¢, D, A)2p(g, A)y=m(g —1).

Or, si % estune fraction de la classe C(¢, A) pourlaquelle ® (P, Q, m)

a un zéro d’ordre p au point 5, extérieur a A, on peut toujours sup-
poser qu’il existe un point z, de D pour lequel Q(s,)s£ o, puisque D
et A ne se réduisent pas au méme point et que les g zéros de Q
appartenant 4 A peuvent étre pris arbitrairement sans changer
k(zy, P, Q) = .. Déterminons alors un polynome Rde degré m—1 au
plus, tel que I =P ~+ QR ait un zéro d’ordre m au point z,, ce qui est
possible, puisque Q(z,)s2o0. ®(II, Q, m)=®(P, Q, m) n’est pas
I
b}

0 appartient a C(p, ¢, D, A), ce qui établit la

identiquement nul, et
proposition.

8. Passons maintenant au cas ot ¢=o0, p>m (le raisonnement
précédent montre que ¢ = o si p <m). Pour le calcul du nombre ., on
a ici, en un point z, extérieur a D,v<n,w<n +m—1—p< n—1;
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’examen des formules (14) et (15) montre que
p=(m+1)(n—1)—(p—m),
d’ou
(18) ' psp—m.
z - “ . . . Pi . .
Etudions le passage a la limite; de la suite %Q—i % relative au point z,
pris & lextérieur de D, on peut toujours extraire une suite partielle telle
que P; et Q; tendent respectivement vers deux polynomes non identi-
quement nuls P et Q. Si 'on avait ®(P, Q, m)=o, on en déduirait,
puisque P a au moins p zéros dans D, que Q a au moins p —m—+1
zéros dans D, et, par suite, qu’a partir d’'une certaine valeur de z, Q; a
p — m—1 zéros appartenant i un ensemble D,, obtenu en ajoutant

4 D un voisinage arbitrairement petit de chacun des zéros de Q appar-
tenant 2 D.

: . (P, . o o .
Mais alors la suite J —} serait formée, & partir d’'un certain rang, de

1 Q:
fractions de la classe C(p, p — m+1, D, D,), et comme on peut sup-

poser 5, extérieur a D,, I'application du lemme 1 donnerait, comme

au paragraphe 6,
pzm(p — m),

ce qui est impossible d’aprés (18), si m>1, et donne p =p—m si
m=1. »

Si maintenant ®(P, Q, m) n’est pas identiquement nulle (ce qui
sera toujours le cas pour m>1), le raisonnement du paragraphe 4
s’applique et 'on a I’égalité (13); autrement dit, dans tous les cas

(19) p=p—m.
9. Lorsqu’on aborde les cas olt p > m et ¢ > o, la situation respec-

tive de D et A dans le plan va jouer un role essentiel dans la détermi-
nation de p. Il y a d’abord les deux cas extrémes suivants :

a. Laréunion de D et A est identique au plan tout entier.
b. La réunion de D et A se compose d’un seul point (p quelconque).

Si 'on n’est pas dans un de ces deux cas, on peut, d’une part,
trouver un point de D et un point de A qui soient distincts. D’autre
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part, on peut trouver deux ensembles D,, A,, contenant respective-
ment D et A, tels que la réunion de D, et A, ne soit pas le plan tout
entier, et que I'intersection de D, et A, contienne un ensemble ousert.
Nous sommes donc conduits & considérer deux nouveaux cas :

¢. L’intersection de D et A contient un ensemble ouvert.

d. D et A se réduisent chacun & un point, les deux poinis éiant
distincts.

Dans ce dernier cas (d), il est évident que la valeur de ¢(p, ¢, D, A)
ne dépend pas de la position des deux points D, A dans le plan, car
une transformation homographique peut les amener en deux points
quelconques. Nous verrons aussi que, dans les cas (a) et (¢), la valeur
de o est la méme pour tous les couples d’ensembles D, A vérifiant res-
pectivement I'une ou l'autre de ces hypothéses (p et ¢ ayant toujours
les mémes valeurs). Nous désignerons par ¢,(p, 9), (P, 9), ¢2(p, {{")
les valeurs prises par ¢(p, ¢, D, A) dans les cas (a), (¢), (d) respecti-
vement. On a évidemment, d’aprés (11), -

(20) polp> @) Spa(p- 9)S0:(P q)
et, stl’on ne se trouve pas dans U'un des cas (a), (b),
(21) palps g)Se(p, g, D, A)Sou(ps q)-

Nous allons examiner successivement chacun des cas (a), (&), (¢),

(d).

10. CGas a. — D’aprés (10), on a, dans tous les cas,

o(py ¢, D, A)2Max[p(p. D), p(g, )],
ou
(22) o(p, ¢, D, AyzMax[p — m, m(qg —1)].
Cherchons le nombre p. dans le casactuel. Tout point du plan est dans
D ou dans A; si 5, est dans D, mais non dans A, on a vSn—g,
win+m—i1,douA(5,) = (m+1)(n—1) —m(g—r1). De méme,
si 5, est dans A, mais non dans D, vin, s<n +m—1—p, dod
M(z)=(m-+1)(n—1)—(p—m). Enfin, si 5, est & la fois dans D
etA, vin, o<n+m—i, r(5,) = (m—+1)(n—1). On a donc

p=Min[(m+1)(n—1)— (p—m), (m—+1)(n—1)—m(g—1)],
Ann, Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 2. ! 15
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d’ol, d’apres (12), ,
p<Max[p —m, m(g —1)].

Comparant i (22), on a donc

(23) po(p,g)=Max [p—m, m(g—1)].

11. cas b. — On peut toujours amener, par une transformation
homographique, le point auquel se réduisent D et A a étre le point &
Dinfint. , *

Remarquons alors que p n’est autre ici que le minimum de k(ec, P, Q)

P . 3 Loy . 2
lorsque 0 parcourt toutes les fractions de la classe C 4 dérivée m* non

identiquement nulle. Soit, en effet, gﬂu une fraction pour laquelle ce
minimum %, est atteint; les (m—+1)(n—1) —k, zéros finis de
®(P,, Q,, m) sont intérieurs 2 un certain cercle I'. [l est impossible
qu'il existe un ensemble fermé E contenant plus de. %, zéros de
®(P, Q, m) pour toutes les fractions de la classe C : car, si y est un
cercle quelconque contenu dans le complémentaire (ouvert) de E, on

peut toujours, par une transformation homographique laissant inva-

. c e . . P . .
riantle point a U'infini, transformer I' en v; la fraction 5%, transtformée

Q

de E—“«, serait évidemment de la classe C, et telle que ®(P,, Q,, m) ait
0

(m—+1)(n—1)—k, zéros dans vy, contrairement & I’hypothése. On a
donc bien p = £, et tout revient a chercher £,.

1° ¢ <p— m(ce qui suppose évidemment p > m). On a, au point &
I'infini,

v2q, w2 p.
Si
v>w2p,
on a-
k=m(v—1)+w2(m-+1)p.

Si
viwm<<v+m, kzm+1nv2(m—+1)(m8—m-+1)2(m—+1) (p¥—17l+1),

Enfin, si

viw — m, k=mv—1)+w2m(qg—1)+p,
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(cette derniére valeur pourrait étre atteinte pour » = p, v = ¢, puisque
g<p—m).
Comme
m(qg —1)+p<<(m-+1)(p—m),
on a
p=ky=m(g—1)—+p.

2° p—mSgSp.-Siv>w, k2(m—+1)p;si

viw <<v+ m, kz(m—+1)v2(m—+1)gq pour ¢ >p—m,

. kZ(m—+1)(g—+1) pour ¢ =—p—m.
Enfin, si
viw — m, f=m(v—1)+w2(m-+1)gq,

puisque ici on doit avoir .

W2V +m2g +mzp.
On a donc
p=hk=(m~+1)q,

cette valeur de £ étant atteinte pourv =¢, & = ¢ + m.

3o p<gq.8i
v >, k=m (v —1)+w2m(g —1)+p,
sl
viw < v+ m, k2(m+1)v2(m-+1)gq.
Enfin, si
viw — m, k=m(v —-1)+w2(m—+1)gq,

d’ou
o=hky=m(q —1)+ p,

cette valeur de 4 étant atteinte pour v=g¢q, @ =p.

Remarquons que, lorsque p — m<q<p, il faut évidemment supposer
de plus ¢ <n, car, pour g =n, ® (P, Q, m)== o pour toute fraction de
la classe C.

12. Casc. — Nous distinguerons ici deux cas, suivant les valeurs
de p et g. ‘
1° g2p — m+ 1. Nous allons voir que
p2(m—+1)(n—1)—m(g—1).

Soit, en effet, 5, un point quelconque du plan : par une transformation
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homographique, on peut toujours supposer que ce soit Zfepoz'nz a Z’infi{zi.
Comme D et A ont un ensemble ouvert E commun, si 5, est un point
de E, on peut trouver un nombre a assez petit tel que, sil’on pose

P(s)=(5—5,)7*" 1+ qa, Q(3)=(5—5,),
p

§ soit de la classe G(p, ¢, D, A). Or

an (P) —(—1)m glg+1).. (¢ +m—1ja

dzm '(_i) (53— 3, )//-Hn

Par suite, ®(P,"Q, m) a un zéro d’ordre
(m—+1)g—(g+m)y=m(g—1)
en s,, tous les autres étant confondus en z,, et, par suite,
Azp)z(m—+1)(n—1)—m(g —1).

D’aprés (12), on a done
psm(g —r1),

mais, d’aprés (20) et (23), cela entraine
pi(psg)=m(g —1).

2° g<p—m~+1.8i 3, est un point extérieurd D et a A, on a, en
ce point,
‘ vin—y, win+m—p—1<<n—gq.
Les formules (14), (15), (16) montrent alors que I'on a

- { (m=+1)(n—1)—m(p—m)
(24) A(5) £ Max ? (m—+1)(n—1)—[m(g—1)-+pl.

On a effectivement

Msgy P,Q)=(m=+1)(n—1)—|m(g—1)~+p]
lorsque
ve=n—gq, m=n+m--p—1.

D’autre part, en supposant le point z, envoyé a I'infini par une trans-
formation homographique, et en prenant

P(s)=(s—s)/+a,  Qa)=(s— =),

ol 5, est un point de I’ensemble ouvert commun 2 D et A, et a un
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e, P . .
nombre assez petit, 0 est bien une fraction de classe C(p, ¢, D, A) et

®(P, Q, m) a un zéro d’ordre m(p— m) au point z,, les autres au
point a I'infini. On peut donc avoir effectivement

k(5, P, Q)=(m—+1)(n—1)— m(p — m)
en tout point du plan, d’ou, d’aprés (24),

© = Max (m+1)(n—1) — fh([) —m)
(m=+1)(r—1) = [m(g — 1) +p],
et, par suite,

- o Am(p—m
(25) o< Min ; m(‘; 1>)' )
— 1) + p.

Il reste & démontrer I’égalité (13): il suffit de reprendre le raisonne-
ment fait au paragraphe 8 pour voir que le cas ou le passage  la limite
donnerait un polynome ® = o, entrainerait

pzm(p—m).

Comparant 4 (25), on en conclut que I'égalité (13) est toujours véri-
fiée, et par suite : :
si _
/ 1

(1_—->([7—m), p(p,g)y=m(q—1)+p

mn

[I7AN

q
s1

(1— ;:—l>(p —m)y g p—m-—+1, o p, qy=m(p —m).

13. Casd. — Lorsque D et A sont chacun formés d’un seul point, les
deux points D et A étant distincts, on peut toujours, par une transfor-
mation homographique, supposer que D est lorigine z=o, et A le
point a linfin:.

Remarquons ici que la valeur de A(z,) est la méme pour tous les
points du plan différents de o et oo, car deux tels points peuvent tou-
jours étre transformés I’'un dans l’autre par une transformation homo-
graphique laissant invariants o et oc.

Pour calculer A(z,), nous allons compléter les résultats du para-
graphe 5; en tenant compte des hypothéses particuliéres faites ici sur P
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et Q, nous déterminerons la valeur maxima %,(v, @) effectivement
atteinte par le nombre £(z,, P, Q) lorsque v et & ont des valeurs
fixées au point 5,. Nous allons nous appuyer sur le lemme suivant :

Lemme 2. — Soient «, 3, p trois entiers positifs tels que
B—1ga+p,

et 5,54 o un point quelconque du plan. St A est un polynome quelconque
de degré o au plus, B un polynome quelconque de degré 3 — 1 au plus,
le polynome

F=sA+B
a, au point 5., un 3éro de multiplicité

hip+a st p<B,
ha+ 3 st p>B,

s’tl n'est pas identiquement nul.
De plus, il existe toujours un couple A,, B,, de polynomes premiers
entre eux pour lequel le mazimum de h est atteint.

1° p<B. On a évidemment A<p + «, p+ o étant le degré de F. Si
I'on divise (5 — z, )" par =, le quotient A, et lereste B, de la division
sont bien de degrés respectifs au plus égaux a z et a p —1SB—1, et
I'on a. :
Fo=35"A,+ By= (5 — 3,)+=.

Remarquons que B, est exactement de degré p— 1. Sinon

dr—'F,

d:_ p—1

=@p+a)(p+oa—1)...(a+2) (s — 5,)%"!

s’annulerait & I'origine, ce qui est absurde.
On en conclut que A, et B, sont premiers entre eux, sinon ils seraient
divisibles par s — z,, et en posant
) Ay=1(3—359)A,, B,= (s —5,)B,.
on aurait
5P A+ By = (5 — 5,)r+%1,
ce qui est impossible, d’aprés ce qui précéde, puisque B, est de degré

(p—2)
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2° < p.Ona ' .
ABF

dz3 7 dsB

(3/‘3\ ),'

donc ce polynome, de degré p 4 o« — 3 au plus, a un zéro d’ordre p—J3
a 'origine, et par suite ne peut avoir au point 3, qu'un zéro d’ordre o
au plus; F ne peut donc avoir en ce point qu’un zéro d’ordre « + 83 au
plus.
Pour montrer que ce maximum est atteint, divisons successivement
(3 =53, Y*% (5 — 50)P7* 7, ..., (3 — 3,)**® par =7, soit
(53— 3,)* =srA,+ B,

(5 — 5 '=3rA,+ B,

(5 =35> =3rA, 4.+ Bygoy,
B,,B., ..., B,,_g,;, sont au plus de degré p — 1; on peut donc trouver
(p — B+ 1) constantes X, s, ..., A,_g,, non toutes nulles telles que
' By=x1B,+ 2,By+...+ A4y Bpsy
soit de degré 3 —1 au plus. Sil’on pose
Ao=MA; 2By . .. Apgs By,
le polynome F,= 37A,+ B, n’est pas identiquement nul et a un zéro

d’ordre o+ B3 en z,. ;

B, est exactement de degré 3 —1. Sinon %’ qui est de degré
p -+ a—B3 -1 au plus, aurait un zéro d’ordre p — 3+ 1 a 'origine, et
un zéro d’ordre « + 1 au point z,, ce qui est absurde, ce polynome
n’étant pas identiquement nul.

On en déduit encore que A, et B, sont premiers entre eux: car s’ils
avaient un facteur commun P de degré 21, F, serait divisible par P :

on en conclurait qu’il existe deux polynomes A, = %i’ de degré So—r,
et B, = %’- de degré <B—r—i1<p—r1, tels que 5?A, + B, ait un

zéro d’ordre
o+B—r=(a—r)y+(B—r)y+r,

au moins en 3,, ce qui est absurde.
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On peut remarquer aussi que A, et B, sont déterminés de facon
unique a un facteur constant prés. Car si A;, B, est un autre couple tel
que 37A; -+ B, ait un zéro d'ordre « + 3 en z,, le polynome

aAy+ OAY)+ (aBy+ &B})-

aurait aussi un zéro d’ordre o+ f en z,, et I'on peut choisir les
constantes a et 6 telles que aB, + 6B, soit de degré 3 — 2 au plus, ce
qui est impossible & moins que

alAy+ bAy=uB)+ 6 B; =o.

14. Cas d (suite). — Pour appliquer le lemme précédent a la
recherche de £,(v, ®), il suffit de se borner au cas ou

viwm < v+ m,

car dans les autres cas &y =k est donné par (14) ou (16).
Sil’on pose

P={(5—3,)"3P,, Q=1(5—5,)"Qy,

on a
k54, P, Q)= £k (54, 5Py, Q)+ (m 4 1) v,

et il existe un polynome R, de dégrém — 1 au plustel que z"P, + Q,R,
ait en z, un zéro d’ordre m + £(z,, z°P,, Q,).
Appliquant le lemme 2, avec

o=n—+m-—p—y—1, B=n+m—qg—yv,
on a
m—+ L(50,5'P,Q)Esp+a=n~+m—v—1
sl
n+m—y2p+q,
et :
) m+k(z,5P,QNVSa+B=2(n+m—v)—p—qg—1
S1

n—+m—vyv<p+gq.
Donc, comme les maxima sont atteints dans ces formules pour des
polynomes P, et Q, premiers entre eux, on a
(26) ky(v, m)y=mv+n—1
sl

(27) vin—+m—(p—+q) el vSw<<v—+m
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et
(28) Ky(vim)=(m - v+a2n+m—(p+q-+1)
s1
(29) v>n-+m-—(p-+q) et viwm<<v—+ m.

Remarquons que, lorsque @2>v+m, k,(v, @) =m(v —1) + & est
au plus égal aux valeurs (26) et (28), comme on le vérifie sans peine
en tenant compte de ce que

vin—yq et min-+m—p—1.

Il est facile maintenant d’avoir la valeur de %(z,). Nous distingue-
rons plusieurs cas.

1° g2p—m—+1. Si

. w<<vin—qgin—+m—p—1,
le maximum de £, (v, @) est, d’aprés (14),
a=(m=+1)(n —qg—1).

On a, d’autre part, n+m— (p+¢)<n—gq, donc,sin+m>p-+gq,

I'inégalité (29) est vérifiée 4 partir d’'une certaine valeur de v. Donc,
si(27) a lieu, le maximum de £,(v, &) est

b=m(n+m—p—qg)+n—1=m(n—q)+n—1—m(p—m)
et, si (29) est vérifié, le maximum de 4,(v, ) est
c=(m—1)(n—q)+2n+m—p—qg—1=m(n—qg)+n—1—(p—m).

Si 'on compare ces divers maxima, on voit de suite que dic;

d’autre part :
a=m(n—qg)+n—1—(qg—+m)
et

p—msqg—1<qg-+m,

donc a ¢, et finalement
p==r(s)=(m+1)(n-—-1)—[m(qg—1)+p—m|.
20 g p—m—+1.Si o <v, le maximum de £,(v, &) est

a=m(n—qg—i1)+n—+m-—p—I.
Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 2. 16
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De méme, les maxima de &, (v, @), lorsque les inégalités (27) ou (29)
sont vérifiées, sont respectivement

b'=m(n+m—p—qg)+n—i,
c'={(m—1)(n+m—p—1)+2n—+m—(p-+qg-41)
=mn-+m—p—1)—+n—q,
puisque alors

On a

viwin—+m—p—u.
¢ —b'=(m—1)(q—1)2o0,
et

¢ —w'=(m—1)(qg —p-+m)+1

2A. Si m=1, ¢'—a'>o, donc
p=2x(5)=c¢=2n— (p—+q).
2B.Sim>1et g=p—m, on aencore ¢'— a’> o, donc
p=c=(m+0)(n—1)—[(m+1)(p—m)—1].
2C.Sim>1etg<p—m,onac—a'So, dou
I*ZH'Z("I—HW("»-—I)—[”1(7;—1)-4-1’,]-

p étant déterminé, il reste & démontrer I’égalité (13). Le raisonne-

ment est le méme qu’au paragraphe 8 : sile passage a lalimite conduisait
a une fraction Q telle que ® (P, Q, m)=o, on en déduirait
p2m (g +p—m),

ce qui est incompatible avec l'inégalité (12), étant donnée la valeur
de w ("). '
On a donc les résultats suivants :

(a) m=1, polp, @) =p—+q —2,
() m>1,
m(g—1)+p v si g<<p—m
po(p, @) =< (m+1)(p—m)—1 si g=p—m
m(qg—1)+p—m si g>p—m.

(1) Le méme raisonnement, joint & P'inégalité (21), montre que la relation (13) est tou-
jours vérifiée lorsque D et A n'ont aucun point commun,
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15. Lorsqu’on n’est pas dans I'un des quatre cas étudiés jusqu'ici,
le seul renseignement que nous ayons sur s consiste en les inégalités

. o . 1
(21). Ceci ne nous donne ¢ que lorsque m >1, ¢ < ,<I — E) (p—m)

oum=1 et soit p =1, soit ¢ =1, car alors ¢, = ¢,; a4 défaut d’une
méthode donnant ¢ dans tous les autres cas, il serait intéressant
d’obtenir les conditions nécessaires ct suffisantes pour que 'on ait, soit
¢ =i, soit g =g¢,. Nous ne sommes pas parvenus a ce résultat, mais il
est probable que ces conditions doivent étre de nature assez complexe,
comme le montrent les remarques suivantes.

En examinant la démonstration du paragraphe 12, on constate aisé-
ment que la condition imposée alors a D et A, & savoir que leur inter-
section contient un ensemble ouvert, est trop restrictive. Il suffit, par
exemple, lorsque g2p — m + 1, qu'on puisse trouver un point z, de
I'intersection de D et A, centre d’un polygone régulier de ¢ +~ m—1
cotés dont les sommets appartiennent & D et dont le coté puisse étre
pris arbitrairement petit, avec la condition supplémentaire que cetie
propriété reste vraie aprés une transformation homographique arbi-
traire : c’est le cas, par exemple, si 5, est intérieur 2 un ensemble
ouvert contenu dans D.

Par contre, il est certain qu'il ne suffit pas de supposer que D et A
ont deux points communs pour que ¢ =g,. Nous allons voir en effet
que, dans le cas ol D et A sont identiques et formés de deux points dus-
tincts a, b, on a ¢ =g¢g..

. P - \ . . , .
Les fractions 8} de C(p, ¢, D, A) se répartissent en trois catégories :
~

1° les fractions qui, réduites a leur plus simple expression, ont tou-
jours au moins p, zéros en un des points a, b et g, poles en I'autre,
c’est-a-dire appartiennent (une fois réduites) a G(pi, ¢., a, b) ou
C(pis qi, b, a), avec

p—pi=q—q=Ah, o<h<Min (p, q)-

2° les fractions qui, une fois réduites, ont au moins p, zéros réparlis
entre les points @, b, et aucun pole en ces points, donc appartiennent

aC(pi, D), ce qui exige
A h=p—pi2q.
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3¢ les fractions qui, une fois réduites, appartiennenta C{¢,, D), avee
h=q—q,2p.

La valeur de ¢ est le minimum des valeurs qu'on obtiendrait en
supposant successivement que toutes les fractions de G(p, ¢, D, A)
appartiennent & I'une des catégories précédentes.

Or, pour la catégorie 1°, on obtient ainsi

o' =(m+1)h—+p(p, ¢, @, b),
si py >m, on ag(pi, q, a b)=10.(p:, q.), et d’aprés la valeur de p.
p'=0p.(p, q);

sip,Sm, ¢(pi, g1, a, b)=m(q,—1), d’ou
p'=m(qg — 1)+ h.

Mais alors p — q=p,—q, <m, et h=p—p, zp—m, donc
przm(qg—1)+p—m=p,(p, q)-
Pour la catégorie 2°, on a de méme

p'=(m+1)h+op(p, D).
Donc, sip, > m,

p'=(m+1)h+p—m=mh—1)+p2m(qg—1)+p2p.(p, q),
etsip, Sm,
pl=(m+1)hzMax[(m+1)q, (m—+1)(p—m)|Zp,(p, q).
Enfin, pour la catégorie 3°, on a

p'=(m+1)h+p(q, D)=(m~+1)h+m(g,—1)
=m(q—1)+h2m(qg—1)-+p2p:(p, 7).

Les inégalités précédentes, jointes a (21), montrent donc bien
que ¢ == Q.

16. Ce qui précede nous fournit'un exemple d’un cas différent du
cas d et ol p=y¢,. Nous allons voir que cette égalité a encore lieu
pour toute une catégorie de cas, différents du précédent, mais com-
prenant par contre le cas d comme cas limite.
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On peut dire que dans le cas @ les domaines D et A sont séparés au
maximum; les cas dont nous allons parler sont ceux ot D et A sont
suffisamment séparés 'un de I'autre. Pour préciser cette notion nous
allons définir la constante de séparation de deux ensembles D et A.
Supposons d’abord que D et A soient deux domaines circulaires fermés:
'ils n’ont aucun point commun, on peut, par une transformation
homographique, transformer leurs frontiéres en deux circonférences
concen(riques; soit K(D, A) > le rapport du plus grand au plus petit
des rayons de ces deux circonférences : ¢’est ce que nous appellerons
la constante de séparation de D et A. Lorsque D et A ont au moins un
pointcommun, nous poserons K(D, A) =1. Le nombre ainsi introduit
est évidemment invariant par toute transformation homographique.

Si maintenant D et A sont deux ensembles quelconques, nous pren-
drons comme définition de leur constante de séparation

K(D, Ay=Borne K(D,, 4,),

pour tous les couples de domaines circulaires D,, A, contenant
respectivement D et A; ce nombre est encore invariant par toute trans-
formation homographique.

Faisons quelques remarques élémentaires relatives & cette notion :
si D" est une partie de D, A’ une partie de 4, on a évidemment

K(D’, A)2K(D, A).

Lorsque K(D, A)>1, il est clair que D et A n’ont aucun point
commun, mais la réciproque estinexacte, comme le montre I’exemple
simple ot D se compose des points s === 1, et A des points s==7.
Remarquons enfin que la condition nécessaire et suffisante pour que
K (D, A) = est que I'un des ensembles D, A au moins se réduise &
an point n’appartenant pas a 'autre. Cela étant, nous allons voir qu’«/
existe un nombre fini L2 1, tel que, lorsque K(D, A) > L, on ait, quels
que sotent p, q, ¢(p, 4> D, A) =0, (p; ¢)- |

Supposons en effet qu'il'n’en soit pas ainsi, et considérons une suite
de nombres positifs 7, 7oy ... T, L croissant indéfiniment : pour
chaque valeur de l'indice , il existerait deux ensembles D;, 4, tels que
K(D;, A)) >, et que ¢(p, ¢, Diy A)<g.(p, ¢) pour un systeme
d’entiers p, ¢, au moins (p<n—+rm—1, ¢<n).
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On peut toujours supposer 4 I'aide d’une transformation homogra-

. . - . . [ 1
phique que D; est dans le domaine circulaire [5/<—, et A; dans le

V1

. . . L /= . ; .

domaine circulaire |z 2yr;. Quel que soit Uensemble E du plan, il

existerait done, pour chaque indice z, une fraction QI de la classe
i

C(p, ¢, Dy A telle que ®(P;, Q;, m) ne’soit pas identiquement nulle
et ait (m—+1)(n—1)— o, 41 zéros au moins dans E; on peut
d’ailleurs extraire au besoin de la suite {7;{ une suite partielle pour
laquelle les entiers p, g soient les mémes pour toutes les valeurs
correspondantes de 7; nous supposerons que la suite primitive est déja
de cette nature.

Extrayons alors de la suite g(% une suite convergente de limite g;—éo.

Si l'on avait ®(P, Q, m)= o, on pourrait, en appliquant le lemme 1,
trouver une fraction gayant g poles au moins au point & I'infini, et

(p—m 1) poles au moins a U'origine, telle que ®(II, Q, m) ne soit
pas identiquement nulle et ait (m—+1)(n—1)— g4+ 1 zérosdans E :
or, ceci est impossible, car cette dérivée aau plus

(m4+=1)y(n—1)—m(g+p—m)<<(m-+1)(n—1)—g,
zéros différents des points o et w.
On aurait donc ®(P, Q, m)=£0, et ce polynome aurait au moins
(m—~+1)(n—1)—p,+ 1 zéros dans E; mais comme o est de classe

C(p, g, o, =), cela est en contradiction avec la définition de 0.,
puisque E est arbitraire. C. Q. F. D.

17. Pour un systéme donné d’entiers n, m, p, g, nous désignerons
par Ly(n, m, p, ¢) la borne inférieure des nombres L1 pour lesquels
le théoréme précédent s’applique. Lorsque L, >1, on peut encore
définir ce nombre par la propriété suivante : pour tout couple de-
domaines circulaires D, A tels que 1<K (D, A)<<L,, on a '

e g, Dy A)<pa(ps 9,

et L, est la plus grande valeur possédant cette propriéte.
L’exemple du paragraphe 15, o 'ona K (D, A) =1 et ¢ = g,, montre
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d’ailleurs que la proposition précédente est inexacte lorsqu’on n’y
suppose plus que D et A sont des domaines circulaires.

Le calcul de L, semble en général malaisé : nous le ferons plus_loin
dans un cas particulier. Mais la seconde définition que nous venons
de donner de ce nombre lorsque L, >1 pose le probléme de savoir
dans quel cas cette inégalité est vérifice.

L’étude de ce probléme va nous montrer que, hormis les cas ol
01 = 0., On a, dans la plupart des autres cas, L, > 1.

La méthode que nous emploierons est la suivante : considérons
d’abord la classe C(p, ¢, D, A) correspondant au cas ot D est le point
a 'infini, A Uintérieur d'un cercle I' de rayon R; comme K (D, A) =00,
on a alors o(p, ¢, D, A)=g.. Supposons que, pour les fractions de
cette classe, on puisse établir que 'ona(z,) > wpourtous les points
intérieurs d un cercle I concentrique 2 I" et de rayon R’ > R. Si, alors,
on considére la classe C(p, ¢, D', A) ou D’ est formé de lextérieur deT”
(et de la circonférence de ce cercle), on aura, en tout point =, du
plan, ).(z,) > (m~1)(n —1)— g,. Car cela a été établi pour les points
intérieurs & I, par hypothése, et, aux points de D’, on peut avoir

W=n-+m—I, v=n—¢,
d’ou
Asp)2(m—+1)(n—rx)—m(g —1)>(m-+1)(n—1)— g,

D’apres I'inégalité (12), on a donc

e(ps ¢, B, 8) <p.(ps 9)
autrement dit :
L > .1_‘.{_/ > I
=R ’
Le raisonnement peut naturellement s’appliquer de la méme maniére

lorsqu’on y intervertit le role des zéros et des poles.

18. Pour pouvoir appliquer le raisonnement précédent, il suffit
d’avoir une limite inférieure de 2(5,) supérieure & w aux points de la
couronne limitée par les cercles I' et I'', car en un point intérieur & T,
on peut prendre s =n-+m—p—1,v=n, d'ol

W) =(m=+1)(n—1)—(p— m)y>(m-+1)(n—ri)— g, =p
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Nous obtiendrons une telle limite pour 7.(z,) & 'aide du lemme
sulvant :

Lesve 3. — Sotent «, B3, y trovs entiers positifs tels que 3o, y<a;
posons
. o« —+ B
h=a si < c,
- 2 . N
a4

h=2(a—7)+0 siy> —
On peut trouver un polynome A de degré a — /i et un polynome B, de
degré 3 — 1 au plus, tel que le polynome

C=3'A+B

ait y 3éros au motns dans un demi-plan ouvert dont la frontiére passe
parlorigine.

Pour établir ce lemme, considérons deux entiers positifs ou nuls,
rets, et le polynome |

F([, 5)=¢smUH — (5 —1)”,

Lorsque ¢ tend vers o, la fonction z(z) définie par F(¢,z)=o0ar
déterminations tendant vers 1, les 25 + 1 autres tendant vers <. Il est
facile d’avoir les développements de ces derniéres au voisinage
de t=o, caron a, pour la fonction inverse au voisinage de 5 = oo,

(5—1)" 1
&) =" = oo
d’ou ’
1
FEm e
t:s—(vl

~ Autrement dit, les arguments des 2s + 1 déterminations de s qui

2km |

Py +e(t)(k=1,2,...,,2541),
ex(2) tendant vers o avec . Par suite, on peut prendre ¢ assez petit
pour que F(z, 5) ait (r + s + 1) zéros dans un demi-plan ouvert limité

par une droite passant par lorigine.

tendent vers wsontde la forme 6 +

<a+1§z~—i—_@

Supposons alors tout d’abord y=— - il suffit alors de

prendre A=1B =1 pour avoir la propriété du lemme.
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Lo+ a—+3
Si - <v< —,—> enprenant, dansle polynome F, r=2y—a —1,
s=o—y, les polynomes A=/, B= —(s—1)" répondent i la
question.

. o+ 5 ‘
Supposons maintenant y > ~ =5 prenons r=03—1, s =a — yet,

¢ étant déterminé comme plus hautdans le polynome F correspondant,
considérons le polynome

F,(5)= l;B-H(z—‘{y(l — E:)‘.".’—:l—i—fﬂl__ (z— 1)3-—1_

Lorsque ¢ tend vers zéro, B + 2(a—7) zéros de F, tendent vers les
zéros de F(¢.5). D'autre part, en posant s = ~—=, 'équation F, (5)=o0
devient

“(23/_-(3:-1—-‘3)([ —u )fi—a—zu—-'{): g+l ( — g — gy ):i—-t_

Donec 2y — (a4 ) zéros-de cette équation tendent vers o avec =. Par
suite, on peut trouver une valeur de = assez petite pour qu’il existe
(¢ =)+ p+2y—(a+B)=7 zéros de F, dans un demi-plan
ouvert limité par une droite passant par 'origine, ce qui démontre le
lemme, en prenant

A:t([—ss)i’f‘(“*‘?‘{, B=—(5— I)ﬁ—l.

e, a+058
Remarque. — Il serait intéressant, lorsque v “, de chercher
) /

2
la plus grande valeur de / pour laquelle le lemme 3 reste vrai. Ce qui
précéde ne permet pas d’affirmer que 2(a — )+ (3 soit cette valeur
maxima; on peut remarquer seulement que c’est certainement la
valeur maxima pour y=o«, comme le montre immédiatement le
théoréme de Gauss-Lucas, appliqué successivement aux dérivées de C
jusqu’a Pordre .

19. Pour appliquer le lemme 3 & la démonstration de l'inégalité
L,>1, reprenons d’abord, avec les notations du paragraphe 17, le
cas ou D est le point & infini, A I'intérieur d’un cercle I', et cherchons
une limite inférieure de A(s,) en des points extérieurs & I, mais assez
voisins de la circonférence. Il nous suffira pour cela d’avoir une
limite inférieure pour le maximum £,(z,, v, &) de k(s,, P, Q) lorsque

Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 2. 17
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v et @ sont donnés. Si v>w, £ (z,, v, ©)=£k(5,. P, Q) est donné
par (14). Lorsque v= o, posons
__P@) Q=) .

si I’on peut trouver un polynome R, (5) de degré m — 1 au plus, tel que
P, -+ Q, R, ait un zéro de multiplicité > m au point z,, on aura

k(3 v, ®)2(m—+1)v+ I — m.

Or, sil'on applique le lemme 3 avec

oa=n—+m-—v—I,
B=n+m—p—yv,

T=¢,

on voit qu'on peut trouver un polynome C=Q,R, ou R, est de
degré m—1, Q, de degré n—v, et un polynome —B="P, de degré
n-+m—p—v—1 au plus, tel que P,+ Q,R, ait un zéro de multi-
plicité £ au point 5 = o, avec

. +I
h=a=n-+m—v—1 si v< Jl+lll—q—£-2—,
h=2(a—v)+p

. p+1

=2(n+m—v—¢g—1)+n—+m—p—v siv>n—+m-—qg— P

et que Q, ait ¢ zéros dans un cercle I'V ne contenant pas l’origine. Si
nous faisons une transformation homographique conservant le point a
Uinfint et transformant I' en T, les transformés P,, Q,, R, de P,, Q.,
R, répondront a la question, avec la valeur précédente de 4, relative-
ment au point 3, transformé de I'origine. On a donc, en ce point,

i 1
ky (50, v, ®)2mv—+n —1 sivE n+m—gq P:_ ’
(30) < ko(50, v, @) 2(Mm—2)y+3(n—1)
“+aom . D 1
2 29 —p+1 siv>n—+m—gq ]; .

Il est clair d’ailleurs que les mémes inégalités auront lieu en tout
point 5, de la couronne comprise entre le cercle I' et le cercle concen-
trique I passant par z,, comme le montre une simple similitude de
pole le centre de T, effectuée sur les zéros de P, Q, R et transformant

T 3,ens,.
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Une limite inférieure de A(s,) valable pour tous les points de cette
couronne, sera donc obtenue en prenant la valeur maxima des seconds
membres de (14) et (30) lorsque vSn —¢, sSn+m—p—1. Un
calcul sans difficulté donne les résultats suivants :

I. m=1 [ce cas se distingue des autres, car c’est le seul ou le
coeflicient de v dans la seconde formule (30) soit négatif] :

(1) 7<E(EEE) Gzt~ —)=12(2— =0 q)
(12) E (B%”_‘> <g<n—E <£2’) Mz2a(n—1)— [q— {+E <!21)],
(I¢) n—E (—g) <qgsn A(z)22(n—1)—(p + 29 —n— 2).

II. 1<msplam—r1:
AMs))2(m—+1)(n—1) —o(p, ¢)-

HI. m>1,p>2m—1:

(Ma)  gsE(ZEE) M)z =0 —plp ).

(‘p_: )<q<p—m+1

(111 d)
g(m—l—l)(n—-l)—[m(p——-ln)—i—zq p—1]l.

Mza)2M l(m+[)(n—x)-—[m(q——l)—%—p]
(Ille)y p—m +1Lq A(zy) 2 (m 4+ 1) (n—1)—[m(g—1) + (p—m)— (m—1)].

Sil’on étudie de la méme maniére le cas ou D est I'intérieur d’un
cercle I' et A le point a 'infini, on n’obtient de nouvelles limites,
meilleures que les précédentes, que dans les cas suivants :

I'. m =1 (il est évident, vu le role symétrique que jouent alors les
zéros et les poles, que I'on doit obtenir les formules (I) ou l'on a per-
muté p et g) :

(I'a) p<E(TE) )zt —(g—n=2(—1—p:(p: D)
1'0) E<q+1><p<n~—~E<g-> 1(5‘,)32(,1_-1%—[1;—14E(%)],

T'e) 12-—E<g-><p§n A(sg)22(n—1)—[q +2p—n—2].



132 J. DIEUDONNE.

Hl'ec. m>i1,p>a2m—1,g>p:

( p<g<<a(p—m)—+1

A2 (m+10)(n—1)—[m(g—1)+p—m—(q—p—+m—1)],
( 2(p—m)+15¢q
Li(z)2(m+1)(n—1)—m(g—1)=(m—+1)(n—1)—p(p, q)

(1)
(11 ¢2)

Si I'on compare alors toutes les limites inférieures trouvées &
(m+1)(n—1)—.(p, q), on arrive au résultat suivant :

m

Lorsque ¢ > <I — i) (p—m), on a L, > 1, sauf peut-étre dans les
trots cas suivants :
(A) m=r, p=qg=n.
(B) m=r, p=gqg=n2.

m>a, p>aom—+ 3+

C l)l-——-2’
(©) ;

m — 2

I
(1— n—£>(p—m,)<q§p——m—1—

Nous allons compléter ce résultat en montrant que, dans les cas A
et B on a effectivement L, =1.

Pour le cas A, cela résulte d’un théoreme élémentaire de Bocher ('),
d’aprés lequel, si D et A sont deux domaines circulaires fermés sans
point commun, la dérivée d’une fonction de classe C(n, n, D, A)
a(n—r1)zérosdans D et (n— 1) zéros dans A.

Le cas B peut également s’élucider a 'aide de ce théoréme. Suppo-
sons en effet que D et A soient deux domaines circulaires fermés sans
point commun, et calculons la valeur de p. En un point z, extérieur
aDetA,ona,daprés lesformules (14), (15) et (16), puisquevin — 2,
wln — 2,

h(sy)S2n— 3,
et cette valeur maxima ne saurait étre atteinte que pour vV=w=n—2.
Or, sil’on pose alors
I)i(:):——l)(—z)—, (‘),(:):;
(= )

—_ :’0 )Il-—‘.’

TN ?

(53— 5y

(1) M. Bocmer, Proceedings of the American Academy of Sciences, t. %0, 1904,
p. 469-484.
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les zéros de ®(P, Q, 1) distincts de z, sont ceux de ®(P,, Q,, 1), et le
théoreme de Bocher nous apprend qu'il y en a un dans D et un dans 4,
et par suite ®(P, Q, 1)a 2(n — 1)—2=2n— 4 zéros au point 3,,
d’olr
) h(zy)S2n—4,
et par suite
r=2n—4,

d’ou, d’apres (12),

IIA

2.

p
Mais, d’autre part, I’égalité (13) a lieu, sans quoi, en raisonnant
comme au paragraphe 8, on aurait I'inégalité >3, ce qui est absurde.
Done
elps ¢ D, A)=2=p+q—2=p(p, 7)

ce qui montre bien que L, =1.
Le seul cas dans lequel la méthode laisse subsister un doute est
donc le cas C.

Remarque. — Les inégalités obtenues dans ce paragraphe montrent
’ S I \
encore qu’en dehors du cas évident ¢ < <1 — ;ﬁ) (p—m),olug, =ga,
on peut avoir p = p, pour des ensembles D et A sans point commun, dans
les cas suivants :

(@) m=i, q§E<-’%£) ou 1)§E<l;>,
() t<m<plam—i, q quelconque,
6
() m>1, 2m—1<p§2m+3+m_gy q§E<L}—[->,
(d) m>1i, 2m — 1< p, qz2(p—m)—+1.

20. Nous allons calculer la valeur exacte de L, dans le cas particu-
lier suivant : m=2, p=n-+1, g=n, n pair. Nous savons déja
que L, >1. La valeur de ce nombre va nous étre fournie par une
application du théoréme de Grace et d’un résultat connu sur les
polynomes (').

Nous supposons donc que D et A sont deux domarnes circulaires

(1) Voir J. DIEUDONNE, Sur quelques points\de la théorie des polynomes ( Bull. Sciences
math., 1. 88, 1934, p. 273—-296). Le théoréme dont il s’agit ici est da & M. Biernacki.
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sans point commun; par une homographie, on peut amener A a étre
le cercle | 5|<1, D I'extérieur du cercle 5| 2R > 1; tous les zéros de P
sont dans D, tous les zéros de Q dans A, et pour R>L,, on aura

donc
p=ps=m(qg—1)+p—m=(m—+1)(n—1)=3(n—1),

autrement dit, il existera des points du plan ot ®(P, Q, 2) ne pourra
s'annuler, quelle que soit la fraction IQ—) de classe C(p, ¢, D, A); et
inversement, s’il existe de tels points, on aura R > L,.

Tout revient donc & chercher en quels points du plan ®(P, Q, 2)
peut s’annuler; or, si 5, est un tel point, et si I'on désigne par z,,
Zay .y Bupy les zéros de P(z), la relation ®(P, Q, 2) =0, ol l'on
fait s = 3, est, d’aprés (6), Linéaire par rapportaP(s,), P'(s,), P"(s,),
donc linéaire en z,, 53, ..., 3, et symélrique par rapport a ces
variables. D’aprés le théoreme de Grace, il existe donc un point a
dans D tel que ®(P,, Q, 2) s’annule en 3, avec P,(3) = (53 —a)"*"'.

Nous procéderons alors de la facon suivante : pour une valeur
donnée de a dans D, les zéros de ®(P,, Q, 2) différents de a, décrivent
un certain domaine ¢, lorsque les zéros de Q prennent toutes les posi-
tions possibles dans A. Lorsque a varie ensuite arbitrairementdans D,
le domaine ¢, balaie un certain domaine ¢,; la valeur de L, sera la
borne inférieure des valeurs de R telles que S, n’ait aucun point commun
avec D. Comme d’ailleurs une rotation sur a autour de l'origine fait
subir la méme rotation a ¢,, on peut encore dire que, si d(a) estla
distance maxima de I’origine aux points de ¢,, le nombre L, est la plus
grande valeur de R pour laquelle

(31). R<Max d(a),

a>R
=

le maximum étant pris pour toutes les valeurs de a réelles et > R.
Pour avoir ¢,, traitons d’abord le cas particulier o a =o0. On a
alors P, =1, d’ou

®(P,, Q, 2)=2Q"— QQ.

Mais, & un point z, ot 2Q'*— QQ"=o, correspond une valeur 2 telle
que I’équation
(s =1 Q~+Q=o0
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ait une racine double en z,. Or, on sait (loc. cit) que, quel que soit 1,
cela ne peut avoir lieu que pour

1
TS 1+ H
n-1

la limite étant exacte (n étant pair); o, est donc I'intérieur du cercle

n 2
de centre O et de rayon V mak
n -1
Pour passer-de la au cas général, remarquons qu’on peut toujours,
our a > 1, faire une transformation homographique transformant A
grapaq

en lui-méme et envoyant le point @ a I'infini, 2 savoir

as—1

5—a

Dans le plan des x, le transformé de c, est donc ¢, ¢’est-a-dire le

cercle
n—+2

lz|s ]
= n—+1 -

et, par suite, en revenant au plan des z, o, est un des deux domaines
circulaires limités par la circonférence (y) ayant pour diamétre le
segment d’extrémités

_ayn+2—\n+1

3

C Vn+a—ayn+1
et

a\/n -+ 2+ \’//z. -+ 1
\/11—4— 2 —l—a\/n+1

I

~
~a

Siag \/E—:{*_———?‘, 3, est celui de ces domaines qui contient le point &
- n I

2

?

. . . . ? +
I'infini, donc d(a) == dans ce cas. Au contraire, si a > \/n+l

o, est 'intérieur de (y), et 'on a

ayn+2—\n+1
fromen) — b
a\/n+1 —\Vn—+2

d(a)=Max (— 3,, 5,)

fonction décroissante de a, d’ou on tire, d’aprés (31),

(32) L(,:‘—‘*M-
V-1
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Lorsque n est impazr, le méme raisonnement montre que L, a une
valeur inférreure a 'expression (32).

21. Le principe de la méthode précédente s’étend immédiatement
au cas plus général ot m est quelconque, p=n-+m —1etg=n.Si
A(n, m)=d(») est le rayon du cercle 3., on voit ainsi que I'on a

L, = A (n, m) +\A*(n, m) —1.

Tout revient donc i calculer A(n, m), c’est-a-dire a déterminer la

L. , . dm I
borne supérieure des zéros finis de (1, Q, m) = Q"' ——= (Q) lorsque

tous les zéros de Q(z) varient arbitrairement a 'intérieur du cercle
unité.
La méthode des fonctions bornées (*) pourrait en théorie s’appliquer
1 14

ici, car 5 (1, Q, m) s'exprime a I’aide de (—3)— et des dérivées de cette
fraction. Mais les calculs se compliquent rapidement & mesure que m
croit, et deviennent vite impraticables.

Nous allons montrer, par une autre méthode, comment on peut
avoir une borne supérieure de A(n, m), qui nous montrera que, pour
une valeur donnée de m, A(n, m) tend vers un lorsque n croit indéfi-
niment.

Soit 5, unzéro fini de ®(1, Q, m) extérieur au cercle unité : on peut
toujours, en faisant une rotation autour de I'origine, supposer s, réel
et positif, soit 5, =1+ &, x > o. Par hypothése, il existe un poly-

nome
H(z)= wy~+ t,(5 — 50) +- .. Umey (5 — 5,)7" (uy%20)

tel que le polynome F= QH -1 ait un zéro d’ordre m -+ 1 au moins
au point z,; on en déduit que le développement de Taylor de
F/ . Q/ I{l
F-i=0 "W’
au voisinage de z,, commence par un terme de degré m au moins
en (5—3,), et réciproquement. Autrement dit, si z,, 5., ..., 5, sont

(*) Voir J. DieupoNNg, Sur quelques propriétés des polynomes ( Actualilés scientifiques
et industrielles, n° 114, Hermann et Cie, Paris, 1934).
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les zéros de Q, et si ’on pose

on a les relations

g, Uy, — Uy — 0,

g, Uyt 0T Uy — 22U, =0,

Ty Uy = O Uy oo o= Ty Uy — (M — 1) Uy == 0,

Om Uy Gy Uy o o= O Uy == O,

et, comme u, £ 0,

o, —1 o o
g, oy —2 0 ... o
2 —
(33) gy Oy g —3 o =0
- S

Remarquons maintenant que 'on a

[si—5,|2%

et que I’on peut par suite écrire

Portant dans (33), on voit immédiatement que cette équation peut
encore s’écrire

- I
1y _ - o) .. (8]
n
- 2
/_) 7.1 -_ - 0o
n
=0
- m —I1
lm—1 7~IIL—2 - y
n
. Pt eeee ee 7y
ou
0 (5, 515 ---y5n)
£ m v —
(36) 2 — 3 —o,

Ann. Ec. Norm.. (3), LIV. — Fasc. 2. 18
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avec ,
[0 (50, 515 - -0 52) | <K,

ol K est une constante indépendante de z,, z,,..., 5, et de n.
D’autre part, comme |5;/<1, on a évidemment

—ler (L)< L,
x = 5;— 3,/ 2—4x

x
b
3+ &

~d’ott

x x
}7.11:;1— oyl 2 nga_l}g

et, d'apres (34),

1
e € K\™
(35) e <\n)>

ce qui donne une borne supérieure pour z, et, par suite, pour

A(n, m) —1, dés que le second membre de (35) est inférieur a 1,

c¢’est-d-dire pour n > K; on voit ainsi que A(n, m) — 1 tend vers séro
1

n—+ 2
n-+1
d’ailleurs que cette limitation n’est pas la meilleure possible.

montre

. .. 1\ 7
au moins aussi vile que <;l) ; la formule A(n, 2)=

22. En généralisant encore la méthode précédente, nous allons
montrer que L,(n, m, p, q) tend vers un lorsque, m restant fixe, p, q
et n crotssent indéfiniment de sorte que n — p et n — q sotent bornés.

Soit, en effet, R un nombre quelconque tel que 1 <<R <L,. Si 'on
prend pour ensemble A le cercle unité |z[<1, et pour ensemble D le
domaine circulaire |z 2R, on a, par définition, en zout point z, de la
couronne circulaire 1< |z| <R,

(36) Mz)2p+1,

ol o= (m—+1)(rn—1)—0,(p, q). Nous supposerons p<q (s’il n’en
était pas ainsi, on transformerait D et A 'un dans I'autre par une
homographie, et le raisonnement qui va suivre s’applique alors de la
méme maniére), et nous prendrons

Soit % une fraction de la classe C(p, ¢, D, A) pour laquelle
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k(50 Py Q)=1(3,), et soit (s — 5,)” la plus haute puisssance de
5—35, divisant P et Q; on a 6 =v<® < v + m, sans quoi, d’aprés les
formules (14) et (16) et la valeur de ¢.(p, q), I'inégalité (36) ne serait
pas vérifiée. Sil'on pose
D IV
P= smn e =,
il existe donc un polynome R, de degré m —1 au plus tel que
P, + Q,R, ait un zéro d’ordre . — (m -+ 1)+ m + 1 au moins en z,.
Comme Q,(s,)20, et que P, a un zéro d'ordre m— o en z,, R, a
un zéro d’ordre @ — o également en z,. Divisant P, 4+ Q,R, par
(5 — 5,)"°, on voit donc qu'il existe quatre polynomes P., Py, Q., Q;
tels que P,P, + Q,Q, ait un zéro d’ordre p.+m +1—moc— au
moins en 3,, P, étant un polynome de degré p dont les zéros sont
dans D, Q, un polynome de degré g dont les zéros sont dans A, P, et Q,
des polynomes de degrés respectifs au plus égauxan4+m—p—1—w
etn—+m—qg —1— o; de plus ces polynomes ne s’annulent pasen z,.
Sil'on pose
Yy=(n+m—p—1—w)+(n+m—qg—1—w),

v est borné par hypothése, et d’autre part on vérifie sans peine que
(37) 1-1-—-{—-})?,—(17147'-),-1;5)2-«(._}_1.
Q (\

zéro, ni un pole, on voit que la fractlon
(),' PI‘_) <'\)3 l),ﬂ

QPR TP
a un zéro d’ordre p. + m — (mo + w) au moins au point z,.
Par suite, si ’'on pose
Qy P

Q. P——‘ =C,+ Co(5—5) +...+ Crpy (53— 50)+. ..
3 3

Cela étant, en dérivant la fraction -5*5%, pour laquelle z, n’est ni un

et
Ulz—? (zz ‘U)h Z (~ — "O)h (h:l: 25 .- ')J

By Baye ..y Bq désignant les zéros de Q, et 5, z,,. .., 5, ceux de P,, on

-
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a, d’aprés (37), les relations

w,= G, w,= C,, s tyiy = Gy

Mais on a, d’autre part, le lemme suivant :

LewmMe 4. — Sozent A, B deuzx polynomes de degrés respectifs au plus
égaux a o et B, et tels que A(0).B(0) £ 0. St l'on considére la série de

Maclaurin
A’ B’

T E =@ A Uy 5 ap S

il existe entre a,, a,,..., a,.g.,, une relation algébrique isobare a
coefficients ne dépendant que de o et (3, de la forme

(38) ai =F(ay, as, ..., agi841),

o ¥ est de poids r et de degré inférieur a r par rapport a a,, a.,. . .,

Ao B -
A/ ! . . '

En effet, comme + — & est entiérement déterminé par les o+ f§
zéros de A et B, il est évident qu’il existe une relation algébrique
entre a,, a,, . .., ay.g., 2 coefficients numériques fonctions de « et (3,
et le changement de z en 75 montre de suite que cette relation est iso-
bare. Tout revient & établir qu’elle est de la forme (38), c’est-a-dire
contient un terme en a| a coefficient différent de zéro. Or, s'il n’en

était pas ainsi, la relation serait vérifiée pour

a,7 o, A= y=...== Qg1 B41== 0,

autrement dit il existerait deux polynomes A, B du type voulu, tels que

A’ B’ BA’— AB/ — i
AT T a= AAB “AB it un zéro d’ordre « + 3+ 1 au

moins & l'origine, ce qui est évidemment impossible si I'on n’a pas
a,=0,BA'— AB'=o0, d’ou C. Q. F. D-
Appliquons le lemme en prenant

A(z) EQ:;(ZO‘*“AZ)a B(z)="P,(z,+ z),

d’olt @4 =1+. On a donc une relation de la forme

(39) wi=F(ug, u,, ..., uy,).
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Or,on a
1 I 9
< = (i=1,2, ..., q),
Izi—:t'\-i:'o:{_l R—1 { : » ).
I 1 2
; < - = ~ (J=—1,2, ..., p).
%, — 5y _H"‘.Sni R—1 v e p)

Done, si I’on pose

(40) u, = ——2__q—lh 0, (h=1,2,...),

on a
fer|<r.

Portant dans (39g), et tenant compte du fait que cette relation est

isobare et que F est de degré inférieur i r, il vient
o= ;I/‘ O(ey, Pay v ey Pyp)s

et 'on a, quels que soient g et R, [@]<M, ou M est une constante ne
dépendant que de I'entier 7.

Mais on a

d’ou
g _p  gR—1)  hg(R—1)
So+1  Sy+R=(5,+1)(5,+R) (R+3)3R~+1)’

|ug| 2| Ruy|2

1

et, par suite, comme | ¢, 1§<-“§> )

. (R—1)? MD;
(41) (R+3)(3R+1)=<q '

Remarquons maintenant que r et M, qui ne dépendent de vy, ne
peuvent prendre qu'un nombre fini de valeurs, puisque y est borné.
L’inégalité (41) montre donc bien que R — 1 tend vers zéro avec :7,

et comme R est un nombre quelconque compris entre 1 et L, cela
démontre la proposition.
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Remarque. Le théoréme précédent peut devenir inexact lorsque
n— p et n — ¢ peuvent devenir infinis avec n : on le voit par exemple
en remarquant que l'on a

(42) Lo(n' m, p, q) 2Ly (2, m, p, q), »
sin'2n, et par suite que, si L,(n, m, p, ¢)> 1 et si n’ croit indéfi-
niment, p et q restant fizes, L,(n’, m, p, q) ne tend certainement pas
vers un. La démonstration de I'inégalité (42) est immédiate : si 0
est une fraction du type (n, m) et de classe C(p, ¢,D,A) telle que
k(zy, P, Q)2(m—+1)(n—1) —p:(p, ¢) + 1,

et si 'on pose

Pi(s)=(s—5)"P(5);  QuE)=(s—35)"Q(5),
% est du type (n/, m) et de la classe C(p, ¢, D, A), etl'ona

k(5 Vi Q) =1 (50, P, Q)

+(m—+1)(n—n)z(m-41)(n'—1)—p.(p, q)—+1.

23. Nous nenous sommes occupés jusqu’ici que de la détermination
du nombre ¢(p, ¢, D, A). Une fois trouvée la valeur de ce nombre, il
reste & déterminer, pour chaque entier r<p, les ensembles E, conte-
nant toujours r zéros au moins de ®(P, Q, m) pour toute fraction de
la classe C(p, ¢, D, A). Il se pose la toute une série de problémes dont
on n’a abordé jusqu'a présent qu’un trés petit nombre de cas parti-
culiers, et dont la difficulté est d’ailleurs trés grande. Nous nous bor-
nerons ici & quelques remarques sur ce sujet.

[l suffit évidemment de déterminer les ensembles minima E’, ¢’est-
a-dire tels qu’aucun sous-ensemble de E}, difféerent de E}, ne soit
un E,. Il peut y avoir plusieurs ensembles minima E’, et méme une
infinité de tels ensembles; nous en verrons un exemple plus loin. Un
cas intéressant est celui ol r=p¢ = (m + 1) (n —1); 'intersection de
tous les ensembles E, est encore un E,, et par suite c’est le seul
ensemble minimum EX.

Dans le cas général, les E, contiennent tous un méme ensemble H,,
Pensemble des points z, ou

A Z(m A1) (n—1) —r 41
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d’apré:s la définition de A(5,); cet ensemble peut éventuellement étre
vide. Ecartons le cas b, sans intérét (il y a alors un seul E7, identique
4 D et A); st g=o, H, contient toujours D, et si p<m, H, contient
toujours A; si ¢ > o, p>m, H, contient toujours I'intersection de D
et A; de plus, lorsque »—12m(g—1),H, contient D, et lorsque
r—12p—m, H, contient A. Si H, est lui-méme un ensemble E,, c’est
évidemment le seul ensemble minimum E* : nous en verrons un cas
plus loin.

Remarquons encore qu’un ensemble E, contient toujours "un ou
I’autre des ensembles D, A : sinon, il existerait un point a de D et un
point b de A n’appartenant pas 4 E,, et, en considérant la fraction
(5 — @)r+m—1
dérivée m*™ n’a pas de zéros distincts de « et b, contrairement i I'hy-
pothése.

Enfin, s’il existe une transformation homographique laissant inva-
riants D et A, elle change tout ensemble E, en un ensemble E,, et tout
ensemble minimum E7 en un ensemble minimum. Lorsque D et A sont
des domaines circulaires, il existe une infinité de telles transforma-
tions, dépendant d’un paramétre réel; lorsque p<m et que A est
un domaine circulaire, il en existe une infinité dépendant de trors
paramétres réels; de méme lorsque ¢=o et que D est un domaine
circulaire.

Il est clair que, si un ensemble est un ensemble E, pour les frac-
tions de type (n, m) et de classe C(p, ¢, D, A), c’est aussi un
ensemble E, pour les fractions de méme type et de classe C(py,¢,,D,,4A,),
lorsque

» on voit qu’elle appartient & C(p, ¢, D, A) et que sa

Pi2P; G129, DiC D, A:CA-

De méme, c’est un ensemble E, pour les fractions de type (n,, m) et
de classe C(p, ¢, D, A), lorsque n, <n, car une telle fraction peut tou-
jours étre considérée comme une fraction de type (n, m) dont n—n,
poles et n — n, zéros sont confondus en un point n’appartenant pas
aE,. :

Ces deux propositions sont inexactes en général pour les ensembles
minima B’ : un tel ensemble cesse d’étre minimum lorsqu’on remplace
p, g, n, D, A parp,, g, n,, Dy, AL Signalons pourtant un cas ou les
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ensembles minima sont les mémes pour différentes classes de frac-
tions : c’est le cas ou p+m +1<g et ou D contient un ensemble
ouvert Q contenant A. Dans ce cas, les ensembles E relatifs 4 la classe
C(p, g, D, A) sont les mémes que pour la classe C(g, A).

En effet, soit 5 une fraction quelconque de la classe G(g, A); soit
R(s) un polynome de degré m —1 ayant tous ses zéros dans A, et pre-
nons le nombre A assez petit pour que les g+ m —1 zéros de
IT=xP + QR, qui tendent vers les zéros de QR contenus dans A,

lorsque A tend vers zéro, soient tous dans Q. % est alors une fraction
de classe C(p, ¢,D, A) et les zéros de @ (P, Q, m) sont identiques aux

zéros de ®(II, Q, m), ce qui démontre la proposition.

24. Donnons maintenant quelques exemples de détermination d’en-
sembles E..

Lorsque p=n-+m—1, ¢ =n, et que D et A sont deux domaznes
circulatres tels que K(D, A) > L,(n, m, p, ¢), la méthode développée
aux paragraphes 20 et 21 montre que la connaissance de la cons-
tante A(n, m) détermine completement le domaine minimum E; (qui
est ici unique et par conséquent invariant par une transformation
homographique laissant invariants D et A). Les domaines minima E;
correspondant aux entiers r< p sont évidemment contenus dans E3.
Dans le cas particulier ou m =1, le théoréme de Bocher cité plus
haut (§ 19) montre que, pour r>n—1, il v a un seul ensemble E.,
formé de la réunion de D et A; pour rSn —1, il y a deux ensembles
minima E*, 4 savoir D et A.

Un autre cas ou l’on peut déterminer les ensembles minima, est celui
oup=o0,q=n,r=1, et ou A est un domaine circulaire. J’ai montré
alors (*) que H,, qui est ici identique & A, est un ensemble E,, ct par
suite le seul ensemble minimum E}. La démonstration repose essentiel-
lement sur la formule
(43) b’",,,(sk) _mA1 (\”('sk)’

Fo(51) 2 Q'(sk)

ol 5, est un séro sumple de Q(z). Cette formule s’établit aisément par

(1) C. R. dcad. Se., 198, 1934, p. 1966-1967, et 203, 1936, p. 767-769.
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KRN
Ut

récurrence, a partir de la relation
('{‘4) F"h‘»i: (I)I + 1) Q,Fm_' QF;JI

et de celle qu'on en déduit par dérivation. [ Remarquons en passant
que cette relation, jointe a la représentation (6) de F,, par un déter-
minant, montre que F,, est égal & ce déterminant ot on a remplacé la
derniere ligne par

pim+t) Q’"HA) C;Il-i—! Q‘ml .. Cf’,i:} O‘”']

~

Lorsque m =1, on peut montrer de plus qu’il existe des fractions
de la classe C(n, A) dont la dérivée a un seul séro dans A; autrement
dit, pour > 1, tout ensemble minimum E’ contient au moins un
point extérieur & A. Cette remarque permet de montrer qu'il existe
dans ce cas une infinité d’ensembles E; en effet, on peut toujours, par
une transformation homographique laissant invariant A, supposer
qu'un tel ensemble E; ne contient pas le point a I'infini, et qu’il admet
des points sur le segment (1,+ oc) de 'axe réel. Soit ¢ la borne supé-
rieure de ces points. La transformation homographique

s5+a

X = aréel, o <<a <1
1+ as ( yo<a<i)

laisse invariant A et transforme E’ en un autre ensemble E; dont les

tra. lorsque
1+ at’ q

a varie entre o et 1, tous les ensembles minima ainsi obtenus sont
donc bien distincts.

1l est probable que dans le cas ou p=n+m—1, g=o0, et ou D est
un domaine circulaire, H,, qui est ici identique a D, est encore un
ensemble E,; mais je ne suis pas parvenu & démontrer ce théoréme
dans toute sa généralité.

Lorsque m =1, ¢’est une conséquence du théoréme analogue relatif
a la classe C(n, A), vu le role symétrique que jouent dans ce cas les
zéros et les poles. Un autre cas ot on peut I’établir est celui ot n = 2,
et par suite

points situés sur (1, + o) ont pour borne supérieure

(m+1)(n—1)=m+1=p=n-+m-—1I.

Le théoréme résulte en effet dans ce cas du fait que les polynomes
P et F,= ®(P, Q, m) sont apolaires. Pour établir cette proposition, il
Ann. Ec. Norm., (3), LIV. — Fasc. 2. 19
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y a lieu de distinguer deux cas, suivant que les deux zéros de Q sont
distincts ou confondus. S'ils sont distincts, on peut toujours supposer,
par une homographie, que ce sont les points 3=o0 et 5 =0, et par
suite, que

P =bys"+b s L+ b+ ?:1,

Q

P = bo Zm+l -+ b-l L S bm: -+ a,

d’ou

et
Fo=(—1"[m!b,s"* 4+ (—1)"m'a],

Si les deux zéros de Q sont confondus, on peutlessupposera 'infini,
et alors

f

P=>bysm" 0,5 +...+ b,,5 + by

Ql o

et
Fo=(—)"[(m-+1)!bs+m!b].

Dans les deux cas, la vérification de 'apolarité est immédiate.

25. Pour terminer cette étude, nous allons reprendre un des résul-
tats obtenus ci-dessus pour I’examiner sous un point de vue légére-
ment différent.

Nous avons vu que, pour la classe C(g, A), on a p=m(q—1).
Lorsque A est I'intérieur d’un cercle, ce résultat peut s’exprimer de la
facon suivante : 87 lon suppose les ¢ nombres z,, 5., . .., 3, intérieurs &
un cercle A, I’équation

a, an

————— PEPEN — — O
(5 —_ z[/)mﬂ—d -+ -+ (5 — :n)m+l

a, a,

(5 — 3, yn+t -+ (5 — 3, )"+t

(45)

a toujours m(q—1) zéros bornés, quelles que soiemt les valeurs’
de 5,y ... 5, eta;, asy ..., a,(").

(%) Pour g = 2, ce résultat présente une certaine analogie avec un remarquable théoréme
de M. Fekete (Math. Zeitschrift, t. 22, 1925, p. 1-7), d’aprés lequel, si z, et z, sont
intérieurs a A, I’équation

ay as an

-+ T
z— 3 Z — 2y Z— 3

=0

a toujours un zéro borné, quels que soient z3, 54, ..., 2., et quels que soient les nombres
positifs ai, as, ..., a,. Ce résultat, qui généralise le théoréme de Grace-Heawood, serait
naturellement inexact si l'on y faisait aucune hypothése sur ay, a», ..., a,, comme dans
le théoréme du texte.
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En particulier, pour ¢ = n, on voit que si 5,, 5., ..., 5,s0nt bornés,
il y a au plus (n —1) zéros non bornés de I'équation (45), lorsque
a,, as, ..., a,varient arbitrairement.

On peut encore exprimer cela autrement : si @, ., ..., 2, sontn
zéros (supposés distincts) de (45), on a la relation

(y— 3)70 (@ — 3, L (@ — 5,)
D_pny= (Za—5) 770 (@p—3)™" L (=)™ |
(Zr— 5)"" (2p— =) . (Xp— Fp)

Le numérateur de cette fraction rationnelle, divisé par les déter-
minants de Vandermonde de x,, «,, ..., x, et de z,, 2, ..., 3, est
un polynome S,.,(x, ., ..., ®,; 5, 54, ..., 5,) homogéne et
de degré mn(n—1) par rapport a l'ensemble des variables, de
degré m(n —1) par rapport 4 chacune d’elles, symétrique par rapport
aux z; et par rapport aux z;; enfin, la relation S, , = o reste la méme
quand on permute les x et les z de méme indice (). On saitde plus (*)
que cette relation n’est pas une apolarité généralisée, c’est-a-dire qu’il
peut exister deux domaines circulaires A, A’, de constante de sépara-
tion K(A, A)>1, et contenant respectivement tous les x; et tous
les 5;; mais le théoréme rappelé ci-dessus montre que, si A et A" ont
cette propriété, leur constante de séparation K(A, A') est inféreur @ un
nombre fize G(n, m) ne dépendant que de m et n.

Ce point de vue conduit a étudier de la méme manieére, les relations
entre les points z,, 5., ..., 5, et les zéros de I’équation

(46) a, (5 — 5+ a,(5 —5,)+... 4+ a(s—3,)f=0
dont I'analogie formelle avec (45) est évidente. Si k<n—1, ces deux
groupes de points n’ont entre eux aucune relation indépendante

des a;. Si k>n—1, on obtient, comme ci-dessus, une relation
entre z,, Za, ..., %,, €t N 2éros &, T, ..., , de (46)

(47) Ri(@y, Zoy <oy Xpj 513 Bay + 005 50) =0,

(1) Voir J. DIEuDONNE, Sur le théoréme de Grace et les relations algébriques analogues
(Bull. Soc. math. de France, t. 60, 1932, p. 173-196). La relation S, «= o0 esl encore
vérifide si quelques-uns des x;, ou des z;, sont confondus.
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en divisant, par les déterminants de Vandermonde des x; et des z; la
relation

D/;.E B I . = 0.

R, est ici un polynome homogéne et de degré n[k —(n—r1)] par
rapport & 'ensemble des variables, de degré £ — (n — 1) par rapport
a chacune d’elles, et avec les mémes propriétés de symétrie que S,...
De plus, pour k= n, la relation R,= o n'est autre que la relation de
Grace. au contraire, pour £ > n, ce n’est pas une apolarité généralisée
[loc. cit., note (') de la page précédente]. Mais ici encore, si deux
domarines circulaires A, A’ contiennent respectivement tous les x; et tous
les z;, on a K(A, AYSH(n, k), ot la constante H ne dépend que de n
et k.

Nous allons établir cette proposition par une méthode qui s’appli-
querait aussi & la relation S,.,=o0. D’aprés les valeurs des degrés
de R, par rapport & '’ensemble des variables, et par rapport a chacune
d’elles, le seul terme de R, ne contenant aucun z; est nécessairement
de la forme (@, 2, . ..x,)"""'], tout revient a montrer que le coeffi-
cient de ce terme n’est pas nul. Supposons, en effet, ce point établi; en
divisant (47) par (x,@,...x,) ™', cette relation prend la forme

(48) C+f?<jaig,--"2>:0:
z, " 2y Zn,
ol C5£o0 et o est un polynome sans terme constant. S’il existait, quel

que soit R >1, un groupe de points x; et un groupe de points s;
satisfaisant & (47), et tels que

lz:|<1,  |azl2R (i=1,2, ..., n),
c¢’est-a-dire
Si I
— | <=
l$1 = .R,

il en résulterait que o peut avoir une valeur arbitrairement petite, en

contradiction avec (48). _
Tout revient donc a développer R, en fonction des z;et 3 montrer que
le terme indépendant des z; n’est pas nul. Or, si, dans D;, on développe
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chaque terme suivant la formule du binome

) . - k—1) . .
(..Z?i'— siVi= e — ket s+ —2—‘17}"‘- 3,

il est clair qu'on aura les termes de plus bas degré de D,, en y rem-

placant chaque terme par les n premiers termes de son développement;

mais le déterminant obtenu ainsi n’est autre, comme on le voit immé-

diatement, que le produit

' 1.-’[" xf"' L. w/;-—nﬂ
xb 2t L. gl
k Ji— f—.
Z, Xy : X, e
k(k—1) . -1 n—t
 — L(_‘___);f e (=) ks
2 (A—nrn—+1)!(n—1)!
k(k—1 Jo 1 gn—1
I — ]{:._,_ ..l(—_.___) 52 ... (_ 1 )n—i e ‘
> 2 ) (k—n—+1)l(n—1)!
k(k—1) Jepn
I -—-l"" —_— 2 e — )t n
(573 > ~n ( ) (/\"—Il-i—l)!(n——l)l

Donc, aprés division parles déterminants de Vandermonde des z; et
des @;, il reste, pour terme de plus bas degré de R, I’expression

L=l pnt (e — 1) L. (k—n+2)

2 o » K
(—- 1) Ty (n — (xix._, R 5 L a8

ce qui établit la proposition.

Pour les petites valeurs de n, la méthode employée permettrait
méme de calculer une limite supérieure de H(n, k), en prenant une
majorante pour |o|. '

On peut aussi étendre i I’équation (46), lorsque £>>n —1, une
autre propriété de I’équation (45), & savoir le fait que st 5,, 53, .. ., 5,
sont dans un domaine circulaire A, il y a au moins un zéro de (46)
dans A, quels que soient a,, a,, ..., a,.

C’est évident pour k=n, la relation entre x, ®,, ..., =, et
5y, 3a, . ... 3, 6tant alors la relation de Grace. Pour I’établir dans le
cas oll £ > n, supposons que la proposition soit inexacte, et que, pour
un systéeme de valeurs a,, 4, ..., a,, I'équation (46) ait toutes ses
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racines dans le nombre circulaire A’ complémentaire de A; on peut
toujours, par une transformation homographique préalable, supposer
que A’ est l'intérieur d’un cercle.

Mais alors les dérivées successives de I'équation (46) auraient aussi
leurs racines dans &', d’aprés le théoréme de (auss-Lucas, et en parti-
"~ culier la dérivée d’ordre £—n -

k(l“—‘l)) v (l\‘—ll+1)[d1(5 “zl)”'*' a:)(: - 52)""*‘- ot an(z "'511)"]:01

d’out contradiction. |

Il ne faudrait pourtant pas croire que I'analogie entre les équa-
tions (45) et (46) soit complete. En effet, il n’existe rien d’analogue
pour (46) & la proposition rappelée au début de ce paragraphe pour
I'équation (45), lorsque ¢<nj; car si un des 5; est arbitraire, par
exemple z,, ainsi que tous les a;, on ne peut fixer d’ensembles conte-
nant toujours des zéros de'(46) et non identiques au plan tout entier,

puisque pour
QGQ=y=...=8 =0, p=I,

cette quation se réduit &

(5 —35,)=o0.



