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OUELQUES PROPRIETES

DES

FONCTIONS ENTIERES D’ORDRE INFINI

DISTRIBUTION DE LEURS VALEURS

Par M. Hexst MILLOUX

(Strasbourg)

Préface.

On sait que toute fonction enti¢re f(5) d’ordre fini ¢ supérieur & 4
possede au moins deux demi-droites de Borel, ¢’est-a-dire telles que
dans tout angle d’ouverture arbitrairement petite ayant pour bissec-
trice l'une de ces deux demi-droites, Pexposant de convergence des
zéros de f(z)—a est égal a g, sauf peut-étre pour une valeur finie
de a(").

D’une part, cette propriété n’est plus vraie, du moins d’une facon
générale, pour les fonctions entiéres d’ordre fini inférieur 4 § : par
exemple, et d’une maniére plus précise, on peut citer des fonc-
tions f(5) d’ordre quelconque inférieur & § qui convergent uniformé-
ment vers I'infini lorsque le point z s’éloigne indéfiniment, a I'extérieur
de cercles centrés sur la partie positive de I’axe réel, les rayons de
ces cercles tendant vers zéro avec l'inverse de leur éloignement.

D’autre part, celte méme propriété semble également n’étre plus
vraie (en remplacant o par I'infini) pour les fonctions entiéres d’ordre
infini : en effet, il existe de telles fonctions qui sont d’ordre fini 2
I'extérieur d’'un angle d’ouverture arbitrairement petite. ' '

(*) J'ai donné ces résultats, ainsi que d'autres plus précis, dans les deux der-
niers Chapitres de mon Mémoire : Les cercles de remplissage des fonctions
méromorphes ou entiéres et le théoréme de Picard-Borel (Acta Math., t. 52,

p- 189-255).
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Le but principal de ce Mémoire est d’¢tabliv que cette derniérve
dissemblance n’est qu’apparente : contrairement & ce qul se passe pour
les fonctions entiéres d’ordre fini inférieur a 4, les fonctions entiéres
d’ordre infini s’apparentent, au point de vae auquel nous nous placons,
aux fonctions entiéres d’ordre {ini supérieur & 3. Mais il faut renoncer
au mode d’approximation du point & U'infini par des angles d’ouver-
ture arbitrairement petite. La théorie des cercles de remplissage per-
met d’obtenir des résultats trés précis.

Vétablis, dans le troisiéme Chapitre du présent Mémoire, 'existence
de deux suites distinctes de tels cercles. Je donne, en fonction simple de
Pindice caractéristique T(r, /) de la fonction entiére /(s) d’ordre
infini, les valeurs des rayons de deux cercles correspondants dans
les deux suites (ces cercles sont situés & peu preés a la méme dis-
tance de l'origine), ainsi que des limites inférieures de la différence
des arguments des centres de ces cercles, et du nombre des zéros
de f(z) — a situés dans chacun de ces cercles : cette dernitre limite
inférieure se présente d’une facon telle que si 'on extrait de I'une
quelconque des suites de cercles, une infinité (uelconque de ces
cercles, dans le domaine ainsi constitué, I’exposant de convergence
des zéros de f(z)— a est infini, saul pour une valeur finie de @ au
plus. »

Ces résultats fondamentaux du troisiéme Chapitre (') sont oblenus
alasuite d’une étude (faite dans le premier Chapitre) de grandeur des
arcs sur lesquels une fonction entiére est tres grande, et d’une étude
générale (faite dans le deuxiéme Chapitre) de distribution des valeurs
d’une fonction holomorphe dans un cercle : dans cette dernicre
étude, on suppose que la fonction est relativement petite dans le
cercle de rayon moitié, et relativement grande en un point du pourtour
du cercle. '

Enfin, ’examen de certaines fonctions enti¢res d’ordre infini (fone-
tions de Mittag-Leffler) m’a conduit 4 étudier plus particuliérement
le cas ou I'indice caractéristique T(r, /) de la fonction f(z) satis-

(') Déja résumés en partie dans une Note des Comples rendus de I’ Aca-
démie des Sciences, le 29 décembre 1930 (Une propriété générale des Jonctions
entiéres d’ordre infini).
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fait & la condition

fim e )
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¢ est une quantité finie différente de zéro.

Dans ce cas, j'obtiens, en partie par des méthodes spéciales, des
résultats encore plus précis sur les arcs ou la fonction est au moins
de l'ordre de grandeur de ¢"/ ainsi que sur la distribution des
valeurs de cette fonction. Ces résultats généraux, confrontés avec ce
qu’on connait des fonctions de Mittag-Leffler, apparaissent trés satis-
faisants (votr par exemple le théoreme VI et le corollaire du théo-
reme IX). Ils sont exposés & la fin du Chapitre I et au Chapitre IV.

Depuis la rédaction de ce Mémoire, des résultats nouveaux ont été
obtenus dans I'étude des domaines ot une fonction entiére est tres
grande. Ces résultats, issus de méthodes différentes, peuvent étre
confrontés avec ceux du Chapitre | du présent Mémoire; ils ont été
résumés dans une Note aux Comptes rendus du 15 février 1932 (Sur
une inégalité de lu théorie des fonctions et ses applications) et seront
développés dans un Mémoire ultérieur.

CHAPITRE 1.

ETUGDE DES AKCS SUR LESQUELS UNE FONCTION ENTIERE EST TRES GRANDE.

I

1. Dans un récent article ('), j’ai établi une proposition sur la
somme des longueurs des arcs (pris sur certaines circonférences de
centre origine) sur lesquels le logarithme du module d’une fonction
entiére est de ’ordre de grandeur de son indice caractéristique. Je me
propose, dans ce premier Chapitre, d’obtenir une proposition plus
maniable en vue d’applications 4 la distribution des valeurs d’une
fonction entiére d’ordre infini. J’étudierai aussi un cas particulier,
que je traiterai d’une maniére totalement différente.

(') H. MiLLoux, Remarque sur les fonctions entiéres (Bull. des Sc. Math.,
2¢ série, t. LIV, oct. 1930). :
Ann. Ec. Norm., (3), XLIX. — Ocrosre 1g932. , 4o
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2. Comparaison entre le module mazximum M(r, [) d’une fonction
enticre [(3) et U'indice caractéristique T(r, [) de M. R. Nevanlinna. —
On connait les inégalités (")

0 T(r, fy<logM(r, )< -2

-1

T(rt, f).

Nous allons en déduire que dans tout intervalle 7R suffisamment
grand, il existe une valeur 7 vérifiant I'inégalité suivante :

(2) logM (7', f)ST(r', f)logi+<T(r', f) (¢ positif).

Supposons en effet que I'inégalité (2) n’est vérifice pour aucune valeur
de 7 comprise entreret R. En combinant avec la deuxiéme inégalité (1),
on obtient I'inégalité

_ T(rie, f)obt—1, o, .
(3) T, ) 21 o8 LU

Choisissons t de fagon que le deuxiéme membre de cette inégalité soit
égalae. Alors lorsque T(+', /') dépasse une constante numérique, on a

3(t—1) Je
of< < .
(4) logis t+1 ~log=T(r', f)

Ceci posé, partons de r'=r, et soit ry=7r,7,, 7y, ..., 7, ... UNE
succession de valeurs déterminées & partir de la premiére par la suc-
cession d’égalités

rp=r', P = Lr'.

D’apreés inégalité (3) et les choix successifs de z, on a
(5) T(rues, f) 2 T(ry f)-

Donc T(r,.., f) augmente indéfiniment avec n.

B , . r .
D’autre part, désignons par ¢,, 2, ..., t,= —;%> ..+, la succession
des valeurs de . D’aprés les inégalités (4), on a
3e
108 tnS ot
== log!*e T (ry, f)

et par suite
n
I

<
(6) lo:,r,m——logr-i—Zlogtmglogr—i—Bezmm.

m==1 m==1

(*) Voir R. Ngvaxrinwa, Le théoréme de Picard-Borel et la théorie des
fonctions méromorphes (Paris, Gauthier-Villars, 1929).
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Montrons que cette derniére somme est convergente lorque n
augmente indéfiniment. On a, d’aprés P'inégalité (5),

I !
- < — .
2 o1 ) S B [T T T
p==0

m=1

Or, cette derniére série est convergente, et sa somme est comprise

entre - Lorsque T(r, f) dépasse une

I I
TToaT(r, /T <L eTTos T(r, 1) = 1F
constante numérique, on a donc, en utilisant I'inégalité (6), et ceci
quel que soit n

[logT(r, [IF

logr,...Zlogr -+

La fonction f(z) étant entiere, 'indice T(r, /) est fini; donc,
d’aprés I'inégalité (5), il est impossible que logR puisse étre supé-

rieur ou égal a logr+ » d’ou le théoréme suivant :

/
e[logT(r, /) F
TukoriMe I. — Soit f(5) une fonction entiére, a indice caraciéris-
tigue T (r, f) et @ module maximum M(r, ) sur le cercle de centre ori-
gine et de rayonr. Lorsque T (r, f) dépasse une constante numérique,
dans tout intervalle rR tel que

log

7 = g1 (7 77

il existe au moins une valeur r' vérifiant Uinégalité

(2) logM (r', /YST(r', f)log+eT (7', f);

¢ est une constante positive quelconque; on pourra méme la faire

dépendre de I'indice T(r, f).

3. Remarque. — 1l n’est pas nécessaire que la fonction f(z) soit
entiére pour que le théoreme précédent soit valable : il suffit qu’elle
soit holomorphe dans un cercle de centre origine et derayon supérieur
a R, les inégalités (1) de départ étant valables pour de telles fonctions.

4. Remplacons I'inégalité (2) par 'inégalité plusrestrictive suivante :
(2 logM (7, /)ST(r', f)logT(r', f)

(obtenue en annulant ¢), et recherchons dans quelles conditions cette
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inégalité est nécessairement vérifiée pour une valeur 7/ intérieure 4 un
intervalle 7R suffisamment grand.

La méthode suivie au n° 2 conduit aux résultats suivants : on a,
d’une part,
: ' T(rus, HzerTir, f),
d’autre part,

n

logr, Slogr—+3e E ‘

m=0

1
m—+ logT (r, f) ’
La somme du deuxiéme membre est inférieure 2

f"—l dz e P I logT(r, 1)
. @+logT(r, /) 7 " —14+logT(r, f)

et par suite, dés que T(r, f) dépasse une constante numérique, on a
' n-+logT(r, f)]_

toureSlogr + 7 log | “f s
k] bl

Utilisant I'inégalité (5) et I'inégalité précédente, on peut écrire

1
7
logT(7rpsy, f) —logT(r, f2n2—logT(r, f)—%—[ﬁ;:ﬂ] logT(r, /)

ou
1

log T (s, )2] 2254 05 T(r, 1),

d’out le théoréme suivant, plus précis que le théoréme I, mais moins
général :

TaeorimE II. — Dans tout intervalle rR tel que U'on ait

1
: - R
) log(r, )2 7 TowTr, 1),
il existe une valeur r’ vérifiant linégalité
logM (', f)£T(r', [)logT (+', ).

Remarquons qu’étant donnée une fonction entiére f(z), il n’existe
pas nécessairement un systéme de valeurs rR vérifiant I'inégalité (7).
On peut affirmer Iexistence de tels systémes dans les cas suivants :
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A. Fonctions entiéres d’ordre fini. — Soit ¢ lordre d’une de ces
fonctions. Lorsque R est assez grand, on a

‘ logT(R, f)<(p+2)logh
- . .., . . en,
et, sl est assez petit, 'inégalité (7) se trouve vérifiée.
En particulier, supposons que la fonction entiére /(=) vérifie, quel
que soit r, les inégalités

hilogrzlogTir, fysklogr,

hvet k étant deux constantes positives [la deuxiéme inégalité est tou-
jours vérifiée, & partir d’une certaine valeur de r, lorsqu’on prend #
supérieur a I'ordre g; la premiére inégalité est vérifiée en particulier
pour les fonctions & croissance réguliére].

Alors I'inégalité (7) est vérifiée lorsque 'on a

1
F oo B [RT
AOsTE ]

b N - . R v ’
c’est-a-dire dés que le rapport — dépasse une constante dépendant

. h
uniquement du rapport -

B. Certaines fonctions entiéres d’ordre infini. — Celles qui vérifient
I'inégalité
logT(R, f)<he,
I

, . o s . . R
o étant une constante inférieure a —; dans ce cas, il suffit que — soit

~3

suffisament grand.

5. Soit ' une valeur de |z | pour laquelle la fonction f(z) vérifie
I'inégalité (2). Rappelons la définition de I'indice caractéristique

27
m N I -+ ' io g
TSy = g [ lesl SR de.

Posons
log| f(r'e®) =T (r', f)ee(9),

' 2% i
;7;;/0. a(p)de=r.

d’ou
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Or, d'apres le théoréme I, « (o) est inférieur & log' =T (', f) = A.
Si done 2( o) est inférieur & v pour des valeurs de ¢ de mesure m(7),
on a nécessairement

nmin) 4|2t —m(n)]AZ2m,

ou »
an(t—mn)  6(r—1) B
ot —m(n)2 :\(.~—-'r; ); ( X - (o<<n<C1),
d’ou le
Tueorime [1I [complément du théoréme 1]. — Pour unc valeur r'

satisfaisant a Uinégalité (2), la mesure angulaire totale des arcs sur
lesquels on a U'inégalité :

(8) logl f(r'e®)y|z2aT(r, ) (o< <<1).
L 6(1—m)

excede e T (17 )

T(r, f) doit dépasser une constante numérique.

Un énoncé analogue compléte le théoréme 1.

II.

6. Je me propose, dans ce paragraphe, d’étudier les fonctions
entieres d’ordre infini satisfaisant & la condition
— logT(r. [
(9) ) lip —2—--212 ,( J) Z=p,
ol p est une quantité finie, différente de zéro. 1l est équivalent d’écrire,
d’apres la double inégalité (1)

ii-l; lOg l(.)g Jl‘v‘l (77"/__)

N

Je déduirai, de cette étude, la conséquence suivante, relative aux
fonctions entiéres d’ordre infini, qui sont d’ordre fini i I'extérieur
d’une bande rectangulaire indéfinie de largeur ! : le produit Lo est supé-
rieur ou égal @ 2w ('),

(") J’ai établi récemment, par une méthode analogue 4 celles employées au
paragraphe précédent, que ce produit dépasse une constante numérique (voir
Remarques sur les fonctions entiéres, loc. cit., n* 4). La méthode employée ici
s'apparente a celle qui a été ulilisce par MM. Phragmen et Lindelof dans la
démonstration de leur célébre principe.
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La comparaison avec les fonctions connues de ce type (fonctions de
Mittag-Leffler parexemple) montre que la limite inférieure est atteinte.

7. Commencons par I'étude d’une fonction /() holomorphe a
I'intérieur du rectangle

X,

[I7AN

xLz,, Rg

[1VAN
wla

(1—¢)

et satisfaisant dans ce rectangle aux conditions suivantes :
A. En tout point 5 intérieur au rectangle, on a l'inégalicé
(10) LS [Ele™] (1) (o<h<y).

B. En un point P d'affixe £+ n={, intéricur au rectangle, on a
l'inégalité

(11) Jizle™ | ).

*Pour ne pas nous trouver en contradiction avec 'inégalité (10), nous
supposerons k compris entre O et h, et assez grand. En ellet, nous devons
o

avolr
24 z
e*Scos hn << etscos .

Or, la fonction e"*coskr — e"coshr atteint son maximum, & étant

(') Remarquons que cetle inégalité est entrainée par la suivante :
(10") log| f(s)]&(1— A+ he)err.
En ellet, elle s’écrit

log| f(5)iSetrcoshyLerrcos(t —e) —

2
et cette derniére quantité est supérieure a
(1— o+ lg )y
(*) Remarquons que celte inégalité est enlrainée par I'inégalité
(r1') log| f(£)[2€".

Il est bien entendu que si les inégalités de départ sont (10’) et (11'), au lieu
de (10) et (1), ces inégalités doivent étre compatibles, c’est-a-dire que 'on doit

avoir N
(1 — h =+ he)eh—ke>y,
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e

fixe et n variable, pour le maximum de 7, ¢’est-a-dire = (1 — z). Nous

2

prendrons donc £ assez grand pour que lon ait

cos = /\'U i)
2

eih—kiZ >

cos —l(r—z2)
)

ce qui est réalisé lorsque U'on a
P I /| e /\E

bk LT T
1= fv =i he

C. Les points durectangle ott 'on a I'inégalité
(12) L) o lenetsi (0o,
comprennent un domaine A(«) limité par une courbe I' et par des

segments du rectangle, domaine contenant le point P. Nous suppose-
rons que le contour de A(o) ne contient aucun segment des cotés d or-

; , ™ .\
données = = (1 — 2 ) du rectangle.

Ceci posé, nous nous proposons de montrer que six, est assez pelit
et o, assez grand, ces conditions A, B, G sont incompatibles.

8. Considérons la fonction
F(z) :-:..-f(,s)e"’*""‘.

Elle est holomorphe dans le rectangle, et son module est égal &
Punité sur la courbe T,
Iit soit la fonetion, holomorphe aussi dansle rectangle

P(s) == F(z)em",
olt g est une constante positive qui sera délerminée dans la suite.

Nous allons rechercher une limite inférieuré de |[®(()| et des
limites supérieures de |®(z) sur le contour du domaine A(x).

1° En P,ona
log | @ () 2z R| et — aett — geb | == (1 — 2)etb cos hn — g cosT
et cette derniére quantité est supérieure i

[(1— o) el —get | coshon.
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Choix de 5. — Nous prendrons

[l en résulte I’inégalité

(13) log|@(g)|2

2° Sur la courbe I', la quantité | F(z)]| estégale & 1, et par suite sur
cette courbe, on a

(14) log | ®(z)| < o.

3° Sur la portion (si elle existe) du coté d’abscisse z, du rectangle,
limitant le domaine A(a), on a

logl ®(z)|£R[ e — aets — ges | Leicoshy — aekicosky.

k étant inférieura /i, « & 1, la dérivée, par rapport & y, de cette der-

“niére expression est du signe de y lorsque y varie de —_ & 4 --

2
Cette expression atteint donc son maximum pour y =o, de sorte que
I'on a l'inégalité '

('T‘) log | D(z) i < ehen — g ek

et le second membre de cette inégalité est positif.

Nous choisirons z, de facon que le deuxiéme membre de I'inégalité
(15) soit inférieur ou égal au deuxiéme membre de 'inégalité (13),
de sorte que

I —0a

(16) ehr — gekng efE cos k.

3

4° Enfin, sur la portion (si elle existe) du coté d’abscisse x, du
rectangle, limitant le domaine A(a), ona

T
log|®(5) |SR[eM* — aels —ges] el —ge™cos(1 —¢) 5

et a fortior:
(1—a)e
2

(17) log|®(5) | <™ — gee™— e — evsHk—1E,

Ceci posé, remarquons qu’en un pointau moins du contour de A(a),
Ann. Ec. Norm., (3), XLIX. — NoVEMBRE 1932. 41
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| ®(z) | doit étre supérieur & | ®(L)|. Or, ceci ne peut avoir lieu ni sur
la courbe T, ni sur le coté d’abscisse z, du rectangle. Ceci a donc
nécessairement lieu sur le coté d'abscisse 2, [ce qui prouve, par
ailleurs, I'existence de la portion 4° du contour de A(«)|, et I'on a
I'inégalité

ehvs (1 _ O!)_E (gv'l"x+!4'—ll£> :_r{ (;K‘E COSZ'TA >0
o, )
et a_fortiort
9
PURSAE - e(l—-/{n’::
< e(1—a)
ou encore ) :
8 t— M a,< (1 — k)F + log ———
(18) (1= )z, < (1= kg -+ log s

9. En résumé, nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

Tugoreme IV. — Soit f(z) une fonction holomorphe @ Uvntérieur du
reclangle '

T
<z
23

r1<Zi—e),  2gata

et sutisfavsant, dans ce rectangle, aux conditions suivantes :
1° En tout point z =z + iy intérieur au rectangle, on a l'inégalité
Lfa)l<le™] (o< h<).
2° En un point {=E+1iy z'ntérz"eur au rectangle, on a
LA Zle™ o<k i)

On suppose que les deux inégalités précédentes sont compatibles,
ce qui est réalisé lorsque I'on a
T+ ke

i~ T 7,
t—h--he

3° x, eta, satisfont aux inégalités

; 3 =0
eri — g kg =i efbeoshkn  (o<a<t),

9
V> (1 FVE o o
(1= R)@2 (1 = W)+ log o0y

Cect posé : le domaine d’un seul tenant, A(a), qui comprend & son
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wntérieur le point T, et en tout point duquel la fonction f(5) satisfait &
Uinégalité

)iz e

coupe nécessairement ['un au moins des cdtés

y ==

wia

(r—e)
du rectangle.

10. L’énoncé précédent se présente sous une forme générale peu
maniable pour les applications que nous avons en vue. Nous allons
faire un choix particulier des quantités qui figurent dans cet énoncé,
de facon & ne conserver que les trois quantités ¢, £ et £.

Prenons i=1—c¢,et 1—h=c(1+¢)ja=1—-=¢.

. L - , . . I

Pour fixer les idées, nous supposerons ¢ et ¢’ inférieurs & —

[’inégalité relative a & s’écrit

-’41 —¢—ee’ (1 —e)

2z l? ~
eeIE

o — & 2 — &

et elle est vérifiée si 'on suppose que £ est supérieur & —; nous sup-

2z

I

o /-

E'E

poserons méme dorénavant que & est supérieur a
Choix de z,. — L’inégalité relative & z, devient

Py

(‘,v(l——E)‘:,-l[[ . (I _ a)e"“"’*]gge“‘s“sa"icos(l —_—— EE')T;,
. T LT
7 étant inférieur & ~(1 —¢), ona
, . T
cos(1—e—eg')n >sm'—)35 > 3e
et l'inégalité relative i 2, est entrainée par l'inégalité
: 32
p(1=E) 2 [ — (] e —celey 1 22 plt—e—eetik
e tr— (1—eg)e )< ¢ ,

ce qui a lieu lorsque I’on prend

= (1r—e—¢)L.
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En effet, dans ce cas 'on a

Cette inégalité est évidente : on a
S 8

9 />'—-7
[OE"E o

fe(1—e—e')>

| =

. < s o
sl £ est inférieur a -

®

I . v, . N
et — est inférieur a e
Choix de z,. — 1.’inégalité relative & . devient

N o 1
2,2 (1+¢')z + - log—
& o

et elle est vérifiée si 'on prend

Zy== (1 +&-¢&)k.

En effet, on a
2

et > loggé,

Sy

d’apres la condition d’inégalité imposée entre e etZ, et la petitesse dee.
En résumé, nous pouvons énoncer le corollaire suivant,” cas parti-
culier du théoréme IV :
CoroLLARE I. — Soit f(z) une fonction holomorphe dans le rectangle

< (i — <zl L
"H=<».([ e), 115$=$z(8<m>

et satis faisant aux conditions suivantes :
1° En tout point z intérieur au rectangle, on a
LfGs) | <fet .

2° En un point {=F + i intérieur au rectangle, on a

@ >|emm (< L se>a),
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3° @, etx, sont respectivement égaux a(1—ze—z')et (1 +z+ )L

Cect posé, le domaine A d’un seul tenant, qui contient le pamt s eten

tout point duquel on a I'inégalité
1 (5) > eimReimemen
coupe nécessairement ’un au moins des cétés d’ordonnées == (1—e) du
5 ,

rectangle.

11. Remarque. — Si x, est supérieur 2 une constante numérique,
on peut remplacer la condition 1° par la condition
(19) log| (=) <Teel—otst,

En effet, on a

. (r—e)*
(1—e)jsl=(-—2)x+ ")'-.___,
&€+ \/J:"+ y*
7:'.'
quantité inférieure a (1 — ) + —-
/ o
Or,
ar 215 ol T 9 €y
RelI=83 | ==e!!'—%cos — (1 — ) >c(o —¢g)el—=
. o

et z doit étre supposé assez grand pour que I’on ait

ot

2> 0 — ¢
, . .. N . " , \
c étant inférieur & —, il suffit de supposer que x est supérieur a 4.

12. On peut donner au théoréme IV et & son corollaire une forme
plus générale, déduite de la forme précédente par représentation con-
forme du rectangle sur un autre rectangle. C’est ainsi que l'on peut
éncncer la propriété suivante, conséquence du corollaire I précédent
et en tenant compte de la remarque du n° 11

CoroLLAIRE [I. — Soit f(3) une fonction holomorphe dans le rectangle
leTaa—e,  esesa (<)

10

et satis faisant awx conditions suivantes :
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1° En lout point s intérieur aurectangle, on a

(1—ei|s|
log| f(s)|<ze *

2" En un point L =F + iv intérieur au rectangle, on a

(1—z—22"){
A

L/ [> e

<a’ <5, eie' s > A).
10
3 x, et @, sont respectivement égaux & (1—e—ee)s et (1 +e—ee)é
et ; est supposé asses grand pour que x, soit supérieur & fA ().
Cect posé, le domaine A d’un seul tenant, qui contient le point , et en
tout point duquel on a ("inégalité

(1 —E—EE')5
IR Pl B

, - » . . , T
coupe nécessairement I'un au moins des cétés d’ordonnées == ~ A(1—¢)

du rectangle.

13. Appliquons ce corollaire II aux fonctions entiéres d’ordre infini
satisfaisant a la condition

lim y

=—logT(r, J)
log (1. /)

¢ étant une quantité finie différente de zéro; cette condition peut étre

remplacée, comme nous ’avons vu, par la suivante
—loglogM(r, [
fim 22 2800 J) Ogr (r, /) =p.

g, étant une petite quantité positive choisie a I'avance, il en résulte
que lorsque | 5| est assez grand, on a I'inégalité

(20) loglog | /(=) [<pls|(1-+&)
et pour une suite de valeurs 5, 3., ..., 5,, ... tendant vers 'infini
(ar1) loglog| f(z.) | >plsn](1—¢r) (lime,= o).

La quantité n étant supérieure a ¢,, et choisie ultérieurement, il

(1) Ce qui a lieu si £ est supérieur a 5A.
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~existe un domaine ¢.d’'un seul tenant contenant le point s,, et en tout
point 5 duquel on a I'inégalité

loglog| f(=)!>plz|(1—m).

On limite aussi le domaine ¢ aux circonférences de centre origine
et de rayons 7 et R, ces deux dernitres quantités devant étre choisies
aussi ultérieurement en fonction des données.

Supposons qu'on puisse enfermer le domaine ¢, ainsi défini et
limité, a U'intérieur de deux droites paralléles placées de facon telle
que la droite équidistante de ces deux droites passe par I'origine (on
choisira cette droite équidistante comme axe réel).

Alors [’écart entre ces deux droites paralléles est supérieur a une quan-

., .. i
tité voisine de E

14. Pour cadrer avec les notations du corollaire II, désignons par
nA(x — &) I’écart entre ces deux droites paralléles.

La condition 1° de ce corollaire est réalisée, d’aprés 'inégalité (20),
si I'on prend '
(E) (-%)—L;—!—FIOQ‘EZP\:HI—F&).

Rappelons que le minimum de | 5| dans le domaine ¢ a été désigné
par r.

Quanta la condition 2°, nous la simplifierons en donnanta ¢’ sa valeur
limite YlE Elle est réalisée pour { =5, d’aprés I'inégalité (21), si 'on

prend
[O—11LE

- TN
(E) 5 =p0 En)
Nous devons avoir en outre
(E") ‘ 'R (5,) > 10A.

Choisissons dés maintenant € et A en fonction de ¢,

e=30¢,, —:i_'—_.p([—-l--?)zil).

. ;. M I
Nous supposerons en outre g, inférieur a 1000
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v gel .
L'inégalité (E) devient
(E)

I
LS PO
& (1— gboe,) Ot’dos,

a

JE2p

1

L’inégalité (E") est vérifiée si ¢, est supérieur a ¢,, ce que nous sup-
poserons.

Enfin, I'inégalité (E") est entrainée par la suivante
(EV) pref >
qui entraine aussi I'inégalité (E, ).

Quant aux conditions 3° du corollaire II, nous prendrons

rga, wzyfape TREOZC

de sorte que le rectangle défini dans le corollaire II est situé dans la

couronne
r<ls|i<R.

Chotx de r. — r est inférieur a

7 | < ey - K : v
Or, £ = R(z,) et comme J(z,) est inférieure a-A(1—z), ona

DAY

" N ™ "
g>|sult———(—e)y
1
quantité qui est supérieure, d’aprés les conditions déji imposées,
a|z.[(x—2¢?), de sorte que nous pourrons prendre

r="!z,1(x—34¢).
Il résulte de ce choix que I'inégalité (E}) est vérifiée si I’on suppose
planlei>n.

Chotx de R. — Une discussion analogue a la précédente montre que

'on peut prendre
R=(1+34¢e,)|z.l.

La condition supplémentaire imposée au paragraphe 3° du corol-
laire II est réalisée : ¢’est une conséquence de I'hypothése g|z,|e! > 2.
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Calculons maintenant, en fonction de | =|, une limite inférieure du
deuxiéme membre de I'inégalité fondamentale du corollaire 1I :
x et y désignant les parties réelle et imaginaire de s, |y | est limité
;. ks s ‘
supérieurement par ~A(1—e), et 'on a

=118
) EET s 10— 118
logB > (1— g)e 0% cos = (1—& ——
- 10

le deuxie' me membre est é gal Z:i
. C Ty o s wElor
(1— 30¢g,)sin > (63, — ggoei )i meipr

et comme 'on a

, o2 ) AR (L —e )2 o .
.z,'::;:[\/L~—é§>(;[\/1~— -—————————-4(“!:12 ) >|si(t—gy),

il vient
log B > 1o0¢, ¢!t —20¢13]

, L . 2 1 T . enls "o
o|z] étant supérieur & —, —— est inférieur a e%*"*! d’ou finalement
v et’ 1o0g

1

10gB > e(l-—d-el)pl: x’

)

Y

d’ou le théoréeme suivant, qui précise la propriété annoncée au n° 13 :
Tuakorime V. — Soit f(z) une fonction entiére d’ordre infint dont
Uindice caractéristique V'(r, ) satisfait a la condition

e, étant une quantité positive choiste a U’avance (inférieure @ 107°),
lorsque | 3| est asses grand, la fonction f(5) vérifie inégalité

log log]/.(s) |<pls|(i+e)
tandis que U'inégalité i |
loglog| f(=)[>pls[(1—&)

est vérifiée pour une suite de valeurs de 5, 5,, 52, ..., 3n, ... lendant

vers l'tnfint. T ‘
Cect posé, on choisit lun de ces points 5, asses éloigné de 'origine
Ann, Ec. Norm., (3), XLIX. — NovEMBRE 1932. : ‘ 42
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pour que 3|3, | soit supéricur & 2&7°, et 'on considére le domaine A d’un
seul tenant, contenant s, & son intérieur, situé enire les cercles
2| =5, (1 == 34¢,),
et en tout point duquel la fonction f(z) satisfait a l'inégalité
loglog|f(=)|>(1—he)p|=].
Il est impossible que le domaine A puisse étre enfermé a Uintéricur de

deux drottes paralléles placées de fagon telle que la drotie équidistante
(médiane) passe par Uorigine, et dont ’écart soit ¥nférieur ou égal

a (1— 62¢,) -

15. Une conséquence immédiate et simple du théoréme précédent
est la suivante :

Tugorime VI. — Sou f(z5) une fonction enticre d’ordre infini dont

l’indice caractéristique 'V (r, f) satisfail @ la condition

—logT(r, f

Iim _..g..._.(__{_) =

-
et qui sott d’ordre fint a Uextérieur d’une bande rectangulaire indéfinte.
. . ;s ; T

La largeur de la bande est nécessairement supérieure ou égale a r

En effet, il suffit de choisir une suite de valeurs de ¢, tendant
vers zéro et d’appliquer le théoréme V.

16. Le théoréme VI précise une propriété que j’ai établie dans un
Mémoire déja cité (*); et ou j’ai montré que la largeur de la bande est

supérieure i %, A désignant une constante positive.
L’intérét de la précision actuelle réside dans le fait que, pour cer-
taines fonctions simples, la limite Z-Pr de la largeur de la bande est

atteinte. Il suffit de le montrer pour p =1, puisque I'on passe de ce
cas au cas général par une simple homothétie par rapport a l’origine.

(*) H. MiLoux, Remarque sur les fonctions entiéres.
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Soit (¢) le contour constitué par le segment
R(3)=u,, —n<J(<w
et par les demi-droites

R(z)21,, I(3)==xm,

et soit 'intégrale

la fonction /(s), identique 4 I'intégrale précédente lorsque = est exté-
riear au domaine limité par le contour (¢), et définie comme étant le
prolongement analytique de cette intégrale lorsque z est sur(¢) ou a
Iintérieur de (c), est une fonction entiére (fonction de Mittag-Leffler)
jouissant des propriétés suivantes :

1° Son indice caractéristique T(r, /) satisfait 4 la condition

—1loyl (r, N

comme cela résulte de la valeur approchée ¢ de la fonction a I'inté-
rieur du contour (c);

2° Elle est bornée a I'extérieur du rectangle indéfini limité par (¢),
rectangle dont la largeur est précisément égale a =.

D’une facon plus générale, o(s) désignant une fonction entiére
d’ordre fini, la fonction entiere définie de la méme facon que la fone-
tion de Mittag-Leffler, mais a partir de I'intégrale

qa.(t)e "t

-

@ §—%

jouit des mémes propriétés que la fonction de Mittag-Lefller.

Il en est de méme, plus généralement encore, lorsque la fonc-
tion o(s) est une fonction entiére d’ordre infini dont I'indice caracté-
ristique satisfait a I'inégalité

mlogl’,(‘r, Q) <1
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b

CHAPITRE II.

ETUDE DE FONCTIONS HOLOMORPHES DANS DES CERCLES.

17. Soil f(x) une fonction holomorphe dans le cercle-unité [|z|=1]

et aux environs de ce cercle. La fonction f(«) est supposée relative-
. 1 .

ment petite dans le cercle | |= —, par rapport & sa valeur en un cer-

tain point du cercle-unité. Je me propose, dans ce Chapitre, de mon-

trer I'existence d’un petit cercle de rayon ¢, a Iintéricur duquel le

nombre des zéros de f(3)— a est grand, sauf pour des valeurs de «

qu’on peut considérer comme exceptionnelles. Des précisions seront
apportées ultérieurement aux hypotheses et aux conclusions.

18. Je m’appuierai, en premier lieu, sur la deuxiéme inégalité fon-
damentale de M. R. Nevanlinna, présentée sous la forme suivante (')

T(r, f) < 2[N(R,a)+ N(R, b) -+ N (R, ¢)] -+ 1I

R est une quantité quelconque supérieure ou égale a r[ 1+ ](_/[7_)] .

Quant & H, sa valeur est égale & la plus grande des quantités 264 et

-+ “+- + 4+
248 + Lo log A + 18 log -+ 14 log - p + hlog| f(O)]

| —a| — 0| b—a)

—aG(f")+6 l(;gli

A est la plus grande des quantités o et [2=a, b, c] ct

1
|f(0) —e]
C(/") est le log du module du premier coefficient différent de zéro du
développement en série de la fonction f/ aux environs de 'origine.

Jutiliserai ensuite les deux théorémes suivants : '

TaeorEME A. — Sott f(5) une fonction méromorphe dans un domaine A
contenant a son intérieur un domaine D dans lequel elle prend plus de

(") Voir H. MiLLoux, Remarques sur la théorie des fonctions méromorphes
(Proc. of the Phys. Math. Soc. of Japan, janv. 1930).



PROPRIETES DES FONCTIONS ENTIERES D’ORDRE INFINI. 333

N fois toutes les valeurs dont les images sphériques constituent Uintéricur
B 1 . . .
d’un cercle de rayon 7 On partage le domaine D en p domaines partiels,

et lon construt des cercles ., v, . ..., contenant ces domaines, et

les cercles C,, Cy, ..., C, concentriques aux précédents et de rayons

20 fois plus grands. Il existe un cercle G; & 'intérieur duquel la fonc-

. . ; N . .

tion [(z) prend plus de n= — fous tout eur, sau ut-étre des
S(z)p P 70[)f) e valeur, sauf peut-étre des

valeurs dont les images sphériques sont incluses dans deuzx petits cercles

de rayon e~ ().

Tarorime B. — Soit g(x) une fonction holomorphe dans le cercle
x| = 30. On suppose que le maximum de | g(x)| est supérieur & 1 dans
le cercle-unité, et inféricur a e+ dans le cercle |z | = -» 1. dépassant une
constante numérique.

Alors le nombre des séros de g(x) — a situés dans le cercle |x| = 30
est supérieur @ o)., saw) peut-étre pour des valeurs de a dont les images

sphériques sont incluses dans deux petits cercles de rayon e=*, l'un d’eux
entourant nécessairement 'tmage du point i Utnfini du plan des a.

« et 3 sont des constantes numériques ().

19. Nous supposerons que la fonction f(z) vérifie I'inégalité

log| fa)|<m,

dans le cercle de centre O et de rayon é, et qu’en un point A du cercle-
unité, point, si I'on veut, d’affixe 1, on a
log| J(A)|=M.
Nous supposerons que M est assez grand par rapport a m; d’'une

facon un peu plus précise, e désignant une petite quantité positive
(qui pourra étre précisée plus tard), nous supposerons provisoirement

1., -
que % dépasse une constante numérique.

(') Voir Mémoire cité précédemment, p. 15 et suiv.
(%) Loc. cit.
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Nous distinguerons deux cas, suivant que la dérivée f'(x) est
L

petite ou non dans le cercle de centre O et de rayon

d~

; L R TR
PrEMIER CAS. — Dans le cercle| x| = 55 la dérivée f'(x) est en module,
4
inférieure 4 e .

k est une constante numérique (que nous serons amenés 2 déter-
miner dans le second cas. Posons

Flx)=f(z)— f(0).
Il résulte de 'hypothése faite que, dans le cercle |z|= -4,[, cette
fonction satisfait & I'inégalité

7 L e
{l*(a;)]<;7l(f ke

Au point A d’affixe 1, la fonction F(x) est supérieure en module
a e" — e™, quantité supérieure a 1. Donc, il existe un cercle limite

] . I ; N . .. .
lz|=¢ [p compris entre ; et 1] tel que |F(z)| est inférieure & 1 dans
}
ce cercle et égale 4 1 en un point 2, au moins de ce cercle. Les deux
e A s . [
limitations de |F(x)|, & savoir : 1 dans le cercle jo|=¢; - ¢ dans
+
[ . . . y .
le cercle |z| = 7 conduisent alors, en application d’un théoréme que

j’ai établi dans ma thése (') & la limitation suivante :
Dans le cercle || = g [ étant compris entre o et 1], on a 'inégalité

| F(a) | << e—fmeti—dom,

. e . , .
Faisons 1 —¢= 5=, et soit @ le point du cercle |2|=1¢ le plus

(*) M. Mrwuoux, Le théoréme de M. Picard... (J. de Math. pures et appli-
quées, 1924, t. 3, fasc. 4, p. 347—348). La propriété est démontrée pour ¢ == %,

mais il suffit de faire une représentation conforme pour passer au cas de
¢t quelconque.

Cette propriété a été démontrée différemment par divers auteurs, notamment
MM. Schmidt, Landau, Polya. J’en ai donné récemment une extension dans le
volume 1V de Mathematica, sous le titre : Sur certaines fonctions holomorphes
et bornées dans un cercle.
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proche de z,. L’application du théoréme B, rappelé au n° 18, a la

fonction F(x) dans le cercle de centre 27, et de rayon ca, montre que

le nombre des zéros de F(z) — a situés dans ce cercle est supérieur

a eMkO(1), sauf peut-étre pour des valeurs de a dont les images

sphériques sont incluses dans deux petits cercles de.rayon e,
Revenons maintenant a la fonction

Jlx)y=F(z) -+ J(0)

et rappelons que log| /(0)]| est inférieur & m. L’équivalent de la pro-
priété précédente est la suivante :

Dans le premier cas, et en supposant de plus vérifiée U'inégalité

(22) m <2 hMeo(1),

il existe une circonférence de rayon e, dont le centre est intérieur au
cercle | x| =1, a Utntéricur de laquelle le nombre des zéros de f(x)— a
est supérieur & kMz*o (1), sauf peut-étre pour des valeurs de a dont les
images sphériques sont incluses dans deux petits cercles de rayon e=*¥=".

Nota. — O(1) désigne une constante numérique, qui, bien entendu,
n’a pas nécessairement la méme valeur partout ou elle figure.

L’énoncé précédent suppose que Me* dépasse une constante numé-
rique.

\ . . t [
DeuxiiME cas. -— En un point du cercle | x| = 5, la dérivée f'(x) est
4

supérieure ou égale en module a e,

Remarquons que cette inégalité a lieu non seulement en ce point,
mais encore le long d’un arc de courbe continu issu de ce point et
aboutissant a la frontiére du domaine ot la fonction /'(2) est holo-
‘morphe. En particulier, il existe un arc de courbe continu L traver-
sant la couronne circulaire

A

lz|

UA
W=

BNl =

en chaque point duquel on a I'inégalité

(23) log|f'(#) 2] — AMe.



336 HENRI MILLOUX.

Rappelons qu’en vertu de I'une des hypotheses, en chacun de ces

points, on a aussi
log| f(z)| << m.

Ceci posé, nous démontrerons d’abord le lemme suivant :

Lewme. — St lon fait la représentation, sur la sphére de Riemann, des
. . g
valeurs prises par la fonction f(x) dans le cercle |x| =1+ on
. . . 1
constate qu'tl existe sur cette sphére un cercle de rayon 7, tel que toute
4

valeur intérieure G ce cercle est prise par f(x) un nombre de fois au
motns égal & n, n étant une fonction de M et de ¢ que la démonstration
précisera.

Supposons, en effet, que ce lemme n’est pas vérifié. Etant donnée
une quantité b, on pourra alors trouver trois quantités a;[i1=1, 2, 3|
satisfaisant aux inégalités

la;| < o(t),
7‘“—-1——‘—‘ < o(1),
bap— 0

I -
m < of(1),

et qui ne sont prises par la fonction f(x) dans le cercle |z|=-

)
qu’un nombre de fois inférieur i n.
. Y . » €
Faisons la représentation conforme du cercle |x|=1- - sur le

cercle [ #'| =1 de fagon qu’au centre O’ de ce nouveau cercle corres-
ponde un point B choisi ultérieurement de I'arc de courbe L. La
fonction f(2) devient ainsi une certaine fonction ¢(a’).

P; désignant un point du cercle |z/| =1, en lequel o(z') est égal
ada; on a
I

N[ty @)= Elog o,

[ en supposant les a; choisis différents de ¢(0')].
Les points P; correspondent, dans le cercle lx[:r-}-%, a des

points P;. Il résulte de la correspondance des deux domaines que
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Pon a
O'P,=0(1)BP..

Et, par suite, le nombre des zéros de f(x) — a;situés dans le cercle

|| =1+ - étant inférieur & », on a I'inégalité

(24) N[r,a,-]<0(x)n+210g§1ﬁ-

Rappelons un théoréme da 3 M. H. Cartan (*) :
Etant donnés m points Q;, U'inégalité

1
Zlog o, < mlogh
~

est vérifiée par tous les points C extérieurs ¢ des circonférences dont la

2e
somme des rayons est -~
Appliquant la propriété aux trois groupes de points P; corres-
pondant aux trois valeurs de 7, on constate que 'on a chaque fois
I'inégalité
< nlogh

2 log

I
P;
pour tous les points C extérieurs i des circonférences dont la somme

des rayons est a lus—6—e-
es ray est au p P

Or, B est un pdint, encore non déterminé, de I'arc de courbe L,
lequel traversant la courone circulaire,

[17AN
A
SHES

E3

N

ne peut évidemment étre enfermé dans des circonférences dont la

I .
somme des rayons surpasse - Donc, on peut supposer que le point B

(1) H. CarTAN, Sur les systémes de fonctions holomorphes... (Annales de
UEcole Normale supérieure, t. XLV, p. 273).
Ann. Ee. Norm., (3), XLIX. — NoVEMBRE 1932. 43
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jouit des propriétés des points C, A condition toutefois de prendre 16e
comme valeur de /2 (*).
Il résulte alors de ’inégalité (24) que 'on a

N[1,4;]<O@1)n.
Rappelons que log | //(B)| est supérieur & — M£cO(1);1l en est de

méme, en raison de la correspondance conforme, de log|o'(0)/.
En outre, on a

log|o(O")j=log| f(B)|<m << kMO (1)
d’aprés une condition déja imposée dans I’étude du premier cas.
Appliquonsladeuxiémeinégalité fondamentale de M. R.Nevanlinna,
sous la forme précise rappelée au n° 17; il vient I'inégalité
(25) T(r,e)<O(1)n -+ AMeO (1) 4 AMz2O (1) -+ O (1)
r étant arbitraire, pourvu que I'on ait I'inégalité

. -
4{(‘ . . <
St ’[H T(re)1="

Log [ /(A)] étant égal & M, il en est de méme de log|o(2')| au
point A" correspondant au point Aj; d’apres la correspondance con-
forme entre les domaines des points - et 2/, on a

O'Al=1—20(1).

D’aprés la deuxiéme inégalité (1) rappelée au n® 2 du présent
Mémoire, on a donc, en désignant par »/ la moyenne arithmétique
entre 1 et O'A’,

T, 0) >0 (1)Me.

Si Mz* dépasse une constante numérique, on peut prendre r=1";
I'inégalité (26) est, en effet, vérifiée dans ces conditions.

Portant dans I'inégalité (25), il vient '

O()Me < O(1)n 4 AMeO (1) -+ £Me2O (1) + O(x).

(*) On a aussi supposé, dans le cours de la démonstration de ce lemme, que
les a; étaient choisis différents de ¢ (O’), c’est-a-dire de f(B). Or, il reste une
certaine ¢lasticité dans le choix de B; et, quitte 4 la déplacer trés peu, on peut
supposer qu'il en est ainsi.
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La constante £ n’a pas encore été choisie. ¢ on lui donne une valeur
numérique suffisamment faible [pour fixer les idées, la moiti¢ du
rapport des constantes numériques O(1) qui figurent au premier et
troisiéme rangs dans I'inégalité précédente], il vient

n>0(1)Me.

Telle est la limitation inférieure de 7, dont le sens est précisé dans
Iénoncé du lemme. Ce lemme est donc démoniré asec n= 0 (1)M-e.
Appliquons maintenant le théoréme A, rappelé au n° 17, au partage

& e
du cercle |z|=1- —en cercles de rayon 7— couvrant tout le cercle;
2 ¢ 4

nous obtenons un énoncé, qui, combiné & ’énoncé obtenu dans I'étude
du premier cas, fournit le théoreme suivant :

Tukorime VII. — Soit f(x) une fonction holomorphe dans le cercle
| x| =1 ¢ el satis farsant aux inégalités suivantes :

o T
log|f(x)|2m  pour|z|< =

log|/(x)|zM en un point aw moins du cercle |x|=1. On suppose quc

Me™ .o . 5, ,
—— el Me" dépassent des constantes numériques.

Alors il existe dans le cercle (x| =1+ &' un cercle de rayon ¢, a 'in-
térieur duquel le nombre des zéros de f(x) — a est supérieur a M<"* O(1),
sauf peut-étre pour des valeurs de a dont les images sphériques sont
incluses dans deuzx petits cercles de rayon e™™™", Uun de ces petits cercles
entourant I'image du point « Uinfini du plan des a.

Remarque. — Ce théoréme n’a pas acquis sa forme définitive : 1l
semble que I'on peut espérer assigner M<'O (1) comme limite infé-
rieure au nombre de zéros de f(x) — a (sauf, bien entendu, pour les
valeurs exceptionnelles de «).

CororLaire pu THEOREME VII. — Soit f(x) une fonction holomorphe
dans le cercle | x| =1 + ¢ el satisfaisant aux conditions suivantes :

1° En un point au moins du cercle |z | =1, log| f(x)| est supérieur
ou égal & M (on suppose que Me'® dépasse une constante numérique );
2° Dans le cercle |x|==1-4¢, il n’existe aucun cercle de rayone', a
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Uintéricur duquel le nombre des zéros de f(x)—a est supérieur a
Me?0(1), sauf peut-étre pour des valeurs de a, dont les images sphé-
riques sont incluses dans deux petits cercles de rayon e ™0,
Alors, on peut affirmer qu'en un certain point intérieur au cercle
__ I 7, Y Son it
|| = la fonction f(z) vérifie l'inégalité
log | f(a)| > Me20 ().
Apres une représentation conforme convenable, on peut remplacer
la conclusion précédente par la suivante :
. 7. £ r_.* -, 2 » I
Alors, on peut affirmer qu’a Uintérieur de tout cercle de rayon A
iniérieur au cercle | x| =1, il existe un point en lequel la fonction f(x)

vérifie l'inégalité
log| f(x)| > Me?0O(1).

C’est avec cette derniére conclusion que nous appliquerons le corol-
laire du théoréme VII.

CHAPITRE I1iI.
APPLICATION A LA DISTRIBUTION DES VALEURS
D’'UNE FONCTION ENTIERE D ORDRE INFINI.

20. Soit f(z) une fonction entiere d’ordre infini, et soit » une des
valeurs de | z| dont il est question dans I’énoncé du théoréme III (voir
cet énoncé); pour simplifier, on fera, dans ce théoréme,

n== et =2

W | =

I résulte de ce théoréeme qu’il existe deux points P, et P, tels que
I'angle P, OP, est au moins égal &

3
log* T (r'y f)
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et, en chacun de ces points, la fonction f£(z) vérifie I'inégalité
log | f(3)|2=T(r, f).

Ceci posé, construisons deux circonférences C, et C, dont les

-, , s . R
rayons, pour fixer les idées, sont égaux & —» qui sont orthogonales &
la circonférence |3|=1r" et passent I'une par P,, l'autre par P, de
facon qu’elles ne comprennent pas & leur intérieur le plus petit
arc P, P,. Construisons encore les circonférences I', et I', déduites des
précédentes par homothétie par rapport a leurs centres respectifs, le
rapport d’homothétie étant 1+ ', avec

’ 1

Il résulte de ces constructions, et du minimum de I’arc P, P, que la
différence des arguments de deux points pris 'un dans T';, I'autre
dans I',, est encore supérieure a

I

Tog*T (r', [)

Ceci posé, deux cas qui s’excluent et se completent, peuvent étre
prévus a priord, suivant que l'on se trouve dans les circonstances
décrites dans I’énoncé du théoréme VII ou de son corollaire.

PREMIER CcAS. — On peut appliquer le théoréme VII & I'étude de la
fonction f(z) dans chacune des circonférences I'y et I's, en prenant

%T(r’,f) comme valeur de M; c’est, en effet, une valeur dépassée

par log| f(s)| aux points P, et P,.
Alors il existe, dans chacun des cercles I', et I'y, un cercle de rayon
r/
olog® T (r', f)
O(T(r, f)
Surpasse -—m

images sphériques sont incluses dans deux petits cercles de rayon

omrir,/)
logs T (", f)

» & Vintérieur duquel le nombre des zéros de f(s) —a

» sauf peut-é(re pour des valeurs de <, dont les

€
. Ce premier cas se présente nécessairement lorsque f(z) est une
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fonction entiére d’ordre infini, qui est d’ordre fini & I'extérieur d’un
angle A dont 'ouverture est arbitrairement petite. Il se présente aussi
dans le cas ot l'ouverture de I'angle A est finie et inférieure & aw:
dans ce cas, on opére de proche en pr oche & partir de P, et de P, en

décrivant des circonférences de rayon —, qui se déduisent des circon-

férences C, et C, par des rotations autour de 'origine. On peut, plus
généralement encore, affirmer que le premier cas se présente lorsque
la fonction /(=) satisfait, & Uextérieur de Pangle (fini) A, a I'inégalité
log| f(re%)| <0([)m%i;1%/7
r étant quelconque.
Le théoréme VII ne cesse pas d’étre appllcable dans toutes ces
extensions.

Deuxiine cas. — Le théoreme VII r’est pas applicable dans Uune au
moins des circonférences I, et T'y; dans cette circonférence, soit I',,
son corollaire est donc applicable.

Il en résulte qu'en deux points au moins Q, et Q, d’affixes r %
et rye™, r et r, d’'une part, ¢, et ¢, d’autre part, satisfaisant aux
inégalités

C’(l)< <O(1),

0=, | > O(1),
on a

owT », /)

log | /(Q :H>m ({==1,2).

Supposons que ce deuxidme cas se présente pour une suite de valeurs
de 7' tendant vers I'infini. Nous nous contenterons de¢ montrer 'exis-
tence de deux suites de circonférences C, et C, s’é¢loignant indé-
finiment, vues de I'origine sous des angles qui tendent vers O, dont
les centres ont leurs arguments qui tendent vers deux limites diffé-
rentes ¢ el 3" et telles que le nombre des zéros de f(5)—a situés
dans G, ou C,L est supérieur a 7 ou " [r, et 7, désignent les modules
des centres de C, et C), et A, est une quantité qui augmente indéfini-
ment avec n |, sauf peut-étre pour des valeurs de « dont les images
sphériques sont incluses dans deux petits cercles de rayons ¢~

An

ou e
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’

Dans I'ensemble des C,, ou des C,, les zéros de f(s)—a ont un
exposant de convergence infini, sauf peut-étre pour une valeur
finie de a. .

En effet, prenons pour valeur une des valeurs limites de o, et
pour ¢’ une des valeurs limites de o,, différente de o, ce qui est
possible, d’aprés ce que nous avons vu au sujet de la différence
|2, — o, . Tracons deux angles, w et o, d’ouverture =, admettant
comme bissectrices les rayons d’arguments ¢ et '; ¢ est choisi assez
petit pour que ces deux angles soient extérieurs I'un a ['autre.

Etudions les propriétés de la fonction f(z) dans P'angle ® par
exemple, la fonection y est d’ordre infini, et par conséquent, appli-
quant une propriété connue, 'exposant de convergence des zéros de
J(3)—a situés dans cet angle est infini, sauf pour une valeur de a
au plus. L’existence de la suite de cercles C, s’¢(ablit trés aisément
a I'aide des considérations suivantes : la fonction f(5) étant d’ordre
infini dans 'angle , le maximum de log | f(»%)| dans cet angle croit
plus rapidement que »*, si grande cue soit la constante positive A.
[Notons que pour certaines valeurs de r, la plus grande des quantités
précédentes peut étre r*|. Il en résulte que 'on peut trouver deux
suites de quantités de r, et A,, tendant vers I'infini, de facon telle
que les inégalités suivantes sont vérifiées :

log | f(rue'®) < ri,
max. log | f[r.(1 &) e/ >[r,(1+4-¢) ]

(les points d’arguments & étant intérieurs & I'angle w).
Construisons la circonférence vy, tangente aux cotés de I'angle o et
dont le centre est situé 4 la distance r, de I'origine.
Dans la partie de v, située a une distance de Vorigine inférieure a r,,
on a
log | f(=) [ < rir=m,
tandis qu'en un point x de la circonférence concentrique a v, et de

rayon double, on a
log | f(z)|>[ru(1+¢e)Pr=M.

Nous pouvons appliquer le théoréme VII; nous obtenons ainsi la
propriété suivante :
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Dans le cercle concentrique.i v, et de rayon 3er,, il existe, dés
que [1 + c]*¢’* dépasse une constante numérique, un cercle y, de
rayon ¢'r, & 'intérieur duquel le nombre des zéros de f(3) —a sur-
passe O(1) €°ri», sauf pour les valeurs exceptionnelles possibles,
habituelles de a.

Ces cercles v, sont vus de l'origine sous des angles qui tendent

» 1 . . ,
vers zéro avec - si 'on fait dépendre <’ de n d’une facon convenable

An
[on peut par exemple prendre ¢'= (1 + e)_T].

D’autre part, il résulte du nombre des zéros de f(z) — a situés
dans chaque ¥, que dans I'ensemble des ¥, I'’exposant de conver-
gence des zéros de f(z) -- a est infini, sauf pour une valeur finie au
plus de a.

Pour terminer I’étude du deuxiéme cas, énoncons la propriété sui-
vante :

Ou bien toute demi-droite issue de 'origine est bissectrice d’un
angle d’ouverture arbitrairement petite dans lequel les zéros de
J(5) — a ont, sauf pour une valeur finie au plus de @, un exposant de
convergence infini [avec existence de cercles de remplissage comme
il vient d’étre montré ].

Ou bien le premier cas se présente pour une suite de valeurs de »
tendant vers 'infini [on peut prendre » dans tout intervalle r, 27].

Cette propriété résulte aisément des remarques faites a la fin de
I'étude de ce premier cas.

21. Résumons les propriétés obtenues dans le théoréme fonda-
mental suivant :

Tatorime VIII. — ZToute fonction entiére d’ordre infini posséde au
moins deuz suites de cercles de remplissage C, et C,, vus de U'origine
sous des angles qui tendent vers zéro avec '-2, les cercles C, et C, étant
tragés tous deux dans la couronne circulaire :

ra<|z|<<eor, (limr,=c0).

Dans C, et dans C,,, le nombre des séros de f(z) — a est au moins égal
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arw [A, croissant indéfiniment avec n] sauf peut-étre pour des valeurs
de a dont les images sphériques sont incluses dans deuz petits cercles de
rayon e="+" [ l'un de ces petits cercles entoure l'image du point a Uinfini
du plan des a.

Donc, dans chacune des suites C, et C),, 'exposant de consergence
des séros de f(3) — a est infind sauf pour une valeur finie au plus de a.

Les cercles C, et C, sont extérieurs l'un a ’autre. Dans les circons-
tances les plus défavorables, la différence des arguments de leurs points

est au moins égale a » 11, désignant une certaine valeur coms-

1
. log*T]r). /]
prisc entrer, et 2r,.

En ce qui concerne I’existence de deux suites de cercles de rem-
plissage, la soudure est ainsi faite entre le cas des fonctions entiéres
d’ordre infini, et celui des fonctions entiéres d’ordre fini ¢ supérieur
LI .. . .

i - Mais il faut remarquer que dans ce dernier cas, dans les circons-
tances les plus défavorables, la diltérence des arguments des points
de deux cercles de remplissage correspondants C, et C, est au moins
égale 4 une quantit¢ qui tend, lorsque n augmente indéfiniment,

™

. ., T ) , .
vers la plus petite des quantités 2 2T — [lorsque ¢ est supérieur

N T . . ..

ar c’est—} : il semble que, dans le cas des fonctions entiéres d’ordre
infini, la limite inférieure de la différence des arguments de C, et C,
puisse étre, plus exactement que la limite trouvée, une quantité de la

forme

/
w logr,

logT[rp, /]

pour cadrer avec le cas des fonctions entiéres d’ordre fini.

CHAPITRE V.

ETUDE DE FONCTIONS PARTICULIERES.

92. Nous nous proposons de revenir, dans ce Chapitre, sur Iétude
des fonctions entiéres f(z) d’ordre infini satisfaisant a la condition

mlogT(r,f)
r

=0
h

L~
£~

Ann. Ec. Norm., (3), XLIX. — NovEMBRE 1932.
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et de combiner les résultats obtenus au paragraphe 2 du Chapitre I,
aux résultats du Chapitre I, de facon & obtenir des propriétés précises
[ positions, nombre des zéros de f(s)—a, valeur des rayons] des
cercles de remplissage de ces fonctions.

Nous nous bornerons au cas des fonctions entiéres du type considéré,
qui sont d’ordre fini & Uextéricur d’un angle d’ouverture arbitrairement
pelite, quoique les raisonnements que nous ferons s’étendent sans
modification notable aux fonctions qui sont d’ordre fini & I’extérieur
d’un angle d’ouverture finie inférieure 4 2=. Mais notre but étant sur-
tout de fixer d’'une maniére trés précise un minimum de I'écart des
cercles de remplissage correspondants des deux suites que nous
savons exister d’apres les résultats généraux du Chapitre IV, ces fonc-
tions plus générales perdent, a ce point de vue, leur intérét car elles
possédent des suites de cercles de remplissage possédant plusieurs, et
méme en général une infinité, d’arguments limites.

23. Revenons aux résultats signalés dans ’énoncé du théoréme V,
et, reprenant les notations qui y sont utilisées, considérons le
domaine A, situé i 'intérieur de la couronne circulaire limitée par les

cercles
|z =1{zn] (12=34%;)

et en tout point duquel la fonction f(z) satisfait & I'inégalité
loglogl.f ()| > (1 —4e)pl5].

Soit ¢ une demi-droite issue de 'origine, et coupant le domaine A.
Construisons deux droites ¢, et ¢., paralléeles & ¢, situées de part et
d’autre de ¢, & la méme distance, et coupant encore, I'une et I'autre,
A. L’énoncé du théoréme V nous indique qu’il existe au moins une
direction ¢ et deux paralléles associées ¢, et o, telles que la distance

de ces deux paralléles est au moins égale & (1 — 6254)7-;- Pour simpli-

fier les expressions, nous prendrons comme partie positive de I'axe
réel la demi-droite ¢; nous désignerons par P, et P, deux points quel-
conques de A situés respectivement sur 3, et 2,.

Construisons un cercle I',, tangent 4 ¢, en P, situé dans le demi-
plan, découpé par 2, qui ne contient pas ¢,, et choisissons la valeur



PROPRIETES DES FONCTIONS ENTIBRES D’ORDRE INFINT. 347

|5.] comme rayon de ce cercle. La fonction f(s) étant d’ordre fini a
) ro. ) N . . .

I'extérieur d’un angle d’ouverture arbitrairement petite, on a, dans la
moitié au moins de ce cercle I',, une inégalité de la forme

loglog | /(z) < Alog| =],

A est une constante ne dépendant que de la fonction f(=).

Nous pouvons appliquer le théoréme VII & la fonction f(z) consi-
dérée dans le cercle I, concentrique au-cercle I'y, et dontle rapport
d’homothétie avec ce cercle est (1 -+ ¢). Désignons par z, laffixe
de P,. La valeur de la quantité M figurant dans I’énoncé du théo-
reme VI est ici

PUESENIAEN
et la valeur de la quantité m
[F= O]

Les conditions imposées dans ’énoncé de ce théoréme se traduisent
ici de la facon suivante : '

Pl =1 sl g

Lis (O

et C,H—'.e,',ﬂ:-dd::

doivent dépasser des constantes numériques. Ces conditions sont
réalisées, lorsque |z, | est assez grand, si 'on choisit
o e—;(l-—izl)plzll
g'==
Alors, il existe, dans le cercle I'y, un cercle v, de rayon O(1)|=z,|<,
a Pintérieur duquel le nombre des zéros de f(5) — a est supérieur
17(1 —4&plsy 01
p:(/‘"4 y -
sauf peuat-étre pour des valeurs de « dont les images sphériques sont
incluses dans deux petits cercles de rayon e,
Ce qui vient d’étre dit pour le cercle I', peut étre répété pour le
cercle I', construit d’une facon analogue & partir du point P,.
Remarquons que les deux petits cercles v, et y, satisfont aux
conditions suivantes :
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a. Ils sont contenus dans une méme couronne circulaire
|z|=|z.|0(1).
b. Sil’on méne les paralléles 4 'axe réel ) et c, tangentes a v, ety,,

de facon que ces circonférences soient i I'extérieur de ces paralléles,
I'écart entre ¢ et ¢, est au moins égal &

. b
(1——()9,5[); — g,

24. Résumons et simplifions les résultats du n°24 dans le théoréme
suivant :

Treorime IX. — Les notations du théoréme V étant conservées, il existe,
a ltntérieur de la couronne circulaire

|52 O (1) <[z <|2]O(1),
deux petits cercles au moins, Y, et Y4, @ Uintérieur de chacun desquels le
nombre des zéros de f(3) — a est supérieur a
el 1211 OU),
sauf peul-étre pour des valeurs de a dont les tmages sphériques sont
incluses dans deux petits cercles de rayon

G p1El00)
e ¢ .

Les rayons de v, et . sont égaux a
e=F151100),

Les cercles v, et vy, sont situés de part et d’autre, et & Uextérieur, d’une
certaine bande rectangulaire indéfinie, de largeur

T(1—62¢,) — 2e—rlal O

P
dont U'axe médian passe par Uorigine.
25. Le théoréme précédent précise les positions relatives des deux

suites de cercles de remplissage possédées par la fonction f(z). Le
corollaire suivant en est la conséquence immédiate.
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CoroLrARE pu tHEOREME [X. — Soit £(z) une fonction enticre d'ordre

infini, dont I'indice caractéristique satisfait ¢ la condition
rlo«T(; 5

et qui soit d’ordre fini a I cxtérieur d une bande rectangulaire indéfi m’e :

on sait (théoréeme VI) que la largeur de la bande cst au moins égale & =

Il existe au moins 2 demi-drottes ¢, et o, paralléles aux frontiéres de la

bande, écartées U'une de I’autre d’une quantité au moins égale a %r,

et telles qu’a Utniérieur de chacune des bandes rectangulaires (l’écdrt

arbitrairement petit ayant pour bissectrice (ou axe mcdmn) 8, et 2., les

séros de f( ) — @ ont un exposant de concergence infint, sauf pour une

valeur finie au plus de a

Bien entendu le théoréme IX permet d’énoncer des résultats plus
précis, mais moins concis et moins clairs.

Certaines fonctions, comme la fonction de Mittag-Lefller, citée au
n° 16, ne possédent que deux demi-droites telles que ¢, et &,; la fonc-
tion de Mittag-Lefller converge uniformément vers I'infini Jorsque
| 5| augmente indéfiniment & I'intérieur de toute bande rectangulaire
indéfinie B intérieure 4 la bande limitée par les droites

®R(z)>o, J(_s):il;

et tend vers zéro lorsque | z| augmente indéfiniment i U'extérieur de
toute bande
R(z)>0, I(3)> 7—;(1+ &) (e>o0).

Cet exemple montre que les résultats énoncés dans le corollaire
précédent ne peuvent étre, & un certain point de vue, améliorés.

206. Nous terminerons en énoncant sans démonstration les pro-
priétés suivantes, compléments du corollaire précédent.

. ’ - > . . I3 T
S'il n’existe qu'un systéme de droties 8, et 8,, leur écart est exactement ~-

La fonction f(z) est a croissance réguliére, en ce sens que l'on a

limk)g—Tr(.-f’—f) =p.
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St lon forme une fonction entiére (qui est nécessairement d’ordre
fint) o(3), possédant comme zéros les zéros de f(z) intérieurs d une
l‘( )

bande rectaneulatre indéfinie Bintérieure & la bande 2,5, le rapport ==
0 - 4 o(s

()

converge unt formément vers Utnfint dans B. La fonction f(z) concerge
elle-méme uni formément vers 'infini dans B, exception faite derégions
pousant étre enfermées dans des cercles iris petils, dont les dimensions
tendent rapidement vers séro lorsque ces cercles §'élotgnent indéfiniment,
les cercles n’ayant auceun p()z'n,l Commun cnlre cuz.

L'énoncé précédent s'inspire d’une part des propriétés de lafonction
de Mittag-Leffler, et, dautre part, d'un énoncé analogue (') que j'ai
¢tabli pour les fonetions entiéres d'ordre fini, et dans lequel prineipa-
lement les mots bande rectangulaire doivent étre remplacés par le mot
angle. La démonstration peut étre menée parallelement & celle quia
¢té donnée pour les fonctions entieres d’ordre lini,

—

(") Voir 1. Muwvovx, Les cercles de remplissage... (Acta Math., 1. 52,
Gh. V).



