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DES

FONCTIONS ENTIÈRES D'ORDRE INFINI
DISTRIBUTION DE LEURS VALEURS

PAR M. HENRI MILLOUX
(Strasbourg)

Préface.

On sait que toute fonction entière/^) d'ordre fini p supérieur à ^
possède au moins deux demi-droites de Borel^ (/est-à-dire telles que
dans tout angle d'ouverture arbitrairement petite ayant pour bissec-
trice l'une de ces deux demi-droites» l'exposant de convergence des
zéros de /(^)—ci est égal à p, sauf peut-être pour une valeur finie
d e a ( 1 ) /

D'une part, cette propriété n'est plus vraie, du moins d^une façon
générale, pour les fonctions entières d'ordre fini inférieur à { : par
exemple, et d 'une manière plus précise, on peut citer des fonc-
t ions /(^ d'ordre quelconque inférieur à ^ qui convergent uniformé-
ment vers l 'infini lorsque le poinUs'éloigne indéfmiment.àTextérieur
de cercles centrés sur la partie positive de l'axe ré rayons de
ces cercles tendant vers zéro avec rinverse de leur éloignement.

D'autre part, cette même propriété semble également n'être plus
vraie (en remplaçant p par l 'infini) pour les fonctions entières d'ordre
infini : en effet/il existe de telles fonctions qui sont d'ordre fini à
l'extérieur d'un angle d'ouverture arbitrairement petite-

( 1 ) J'ai donné ces résultats, ainsi que (Taul-res plus précis, dans les deux der-
niers Chapitres de mon Mémoire : Les cercles de remplissage des fonctions
méromorphes ou entières et le théorème de Picard'Borel (Acta Math,^ .t. 52^
p. 189-255.).^ ' 1 1 : ^, 1 1 1 , 1 \ 1 . ;\''\ . 1 1 1 ' . 1 , ;;•1•1, ; 1 • : ^ ; : 1 ^ . : 1 • : ' ; 1 • , : 1 - . 1 ' . 1 - -y,-1
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Le but principal de ce Mémoire est (rétablir que cette dernière
dissemblance n'est qu'apparente : contrairement à ce qui se passe pour
les fonctions entières d'ordre fini infér ieur à ^ , les fonctions entières
d'ordre inf in i s'apparentent, au po in t de vue auquel nous nous plaçons,
aux fonctions entières d'ordre fini supérieur à 1. Mais il faut renoncer
au mode d 'approximation du poin t à l ' i n f i n i par des angles d'ouver-
ture arbitrairement petite. La théorie des cercles de remplissage per-
met d'obtenir des résultats très précis.

J'établis, dans le troisième Chapitre du présent Mémoire, l 'existence
de deux suites distinctes de tels cercle!!. Je donne^ en fonction simple de
l'indice caractéristique T(r,y) de la fonction entière /'(^) d'ordre
infini, les valeurs des rayons de deux cercles correspondants dans
les deux suites (ces cercles sont situés à peu près à la même dis-
tance de rorigine), ainsi que des limites inférieures de la différence
des arguments des centres de ces cercles, et du nombre des zéros
de f{z)—a situés dans .chacun de ces cercles : cette dernière l imite
inférieure se présente d'une façon tel le que si l'on extrait de l 'une
quelconque des suites de cercles, une inf in i té quelconque de ces
cercleSy dans le domaine ainsi constitué, l'exposant de convergence
des zéros de ./(^)—n est infini , sauf pour une valeur f inie de a au
plus. , , . , ! - •

Ces résultats fondamentaux du troisième Chapitre ( 1 ) sont obtenus
à la suite d 'une étude (faite dans le premier Chapitre) de grandeur des
arcs sur lesquels une fonction entière est très grande, et d'une étude
générale (faite dans le deuxième Chapitre) de distribution des valeurs

.d'une./fônction^ holomorphe dans . ' un , ' ce rc le .dans, cette dernière :
étude/ on suppose que 'la fonction est relativement petite dans le
cercle de rayon moi fie, et relativement grande en un point du pourtour
du cercle. ,,;111'1 : 1 1 1 ' 1 1 . 1 1 : 1 1 1 ; , . 1 1 1 : 1 1 . 1 : ' l l i ' ^ ' 1 . , , / 1 1 1 ' ' - 1 1 1 ^ 11'\ ! ; : ' ! ,' .
• ! Enfin, l'examen de certaines f onctions entières-d 'ordre inf ini (fonc-
tions de Mittag-Leffler) m'a conduit à étudier plus part iculièrement
te cas où l ' indice caractéristique - T(r,/) de ta fonction11 /(^ysatis-

. { ^ / D e j à , résumes1, 'en. partie, dans une 'Note des Comptes rendus de l'Aca-
dénué des Sciences^ le .29 décembre1 î^a ( Une propriété 'générale des fonctions
entières d ' 1 ordre m/m?).1.;1 ,,1 1 \ 1 1 : 1 1 . 1 ;'. . ,'1 , ; 1 ' 1 . 1 1 1 1 ; 1 ' . , , 1 1 ' ; •:1.1 ; 1 1 ' : ^ ' : 1 ,: 1 1 / .
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fait à la condition
,—lo2:T(r, /')
inii—-?———?_Lj.rr;:G,

/'

c est une quanti té finie différente de zéro.
Dans ce cas, j'obtiens, en partie par des méthodes spéciales, des

résultats encore plus précis sur les arcs'où la fonction est au moins
de l'ordre de grandeur de W1'17^1, ainsi que sur la distribution des
valeurs de cette f o n c t i o n . Ces résultats généraux, confrontés avec ce
qu'on connaî t des fonctions de Mittag-Leffler, apparaissent très satis-
faisants Çvoir par exemple le théorème VI et le corollaire du théo-
rème IX). Ils sont exposés à la fin du Chapitre 1 e t ,au Chapitre IV.

Depuis la rédaction de ce Mémoire, des résultats nouveaux ont été
obtenus dans l 'é tude des domaines où une fonction entière est très
grande. Ces résultats., issus de méthodes différentes^ peuvent être
confrontés avec ceux du Chapitre 1 du présent Mémoire 5 ils ont été
résumés dans une Note aux Comptes rendus du i5 février 1932 (&/r
une inégalité de la théorie des/onctions et ses applications) et seront
développés dans un Mémoire ultérieur.

CHAPITRE I. 1 ' : . ^ ' .
ÉTUDE DES AKCS SUR LESQUELS UNE FONCTION ENTIÈRE EST TRÈS GRANDE.

• 1 1 ! ! , ! ^ ! . 1 1 , .1. 1 1 . 1 . 1 1 1 ' 1 : 1 1 : 1 1 , 1 1 1 1 1 ' / ', . 1 11; : :

i. Dans un récent 'article (r), j'ai établi u n e proposition sur la
somme des longueurs des arcs (pris sur certaines circonférences de
centre origine) sur lesquels le logarithme du module d'une fonction
entière est de l'ordre de grandeur de son indice caractéristique. Je me
propose^ dans ce premier Chapitre, d'obtenir une propositioa plus
maniable en vue d'applications à la distribution des valeurs d'une
fonction entière d'ordre infîm. J'étudierai aussi un cas particulier,
que je traiterai d'âne manière totalementdifférente.

( 1 ) H. MILLOUX, Remarque sur les fonctions entières {Buîl.des'Sc^Math.^
/^•série, t. LIV, oct. 1980). , ^ ' 1 1 1 ; : , , 1 1 1 ' : / : 1 1 : 1 - 1 : . 1 1 1 1 - . . /•^ , 1 ^11/. 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 : 1 ' 1 1 • ..11; 1 1 , 1 : 1 1 ' - 1 1

Ann. Éc. 7Vo7-w.,(3), XLIX.—OcTOBBEi932, : : 1 ^ : • ' .,' , , . , ' ; , ' • ' ' ^O' : ' 1 .
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2. Comparaison entre le module maximum M(r,,/) d'une fonction
entière f{z) et l'indice caractéristique T(J^ /) de M. /?. Nevanlinna, —

On connaît les inégalités (1)
d) Trr , / )^ logM(r , / )^^T(r / , / ) .

Nous allons en déduire que dans tout intervalle r.R suffisamment
grand, il existe une valeur // vérifiant l'inégalité suivante :
(^ ! log:M(y, /) ̂  TÇr^ f) log^T(r', f) ( e positif).

Supposons en effet que l ' inégal i té (2) n'est vérifiée pour aucune valeur
der^ comprise entre re tR- En combinant avec la deuxième inégalité ( i )y
on obtient l'inégalité

(3) î^^-^10^^0-''^-

Choisissons t de façon que le deuxième membre de cette inégalité soit
égalas. Alors lorsque T^,/1) dépasse une constante numérique, on a

/.. 5o., < f̂ L l̂l) < .___3i_„.
(4} ^b^= ^^ -log-i+^Kr^/) ^ -

Ceci posé, partons de r^r, et soit ï\ = /', ^,^? • " • » ^? . • . n^
successionde valeurs déterminées à partir de la première par la suc-
cession d'égalités

, , r,^r1, . ! r^-^tr1.

.D'après l'inégalité (3) et les choix successifs de t, on a
(5) T(r^,/)^^T(rJ).

/J07icT(r/^, f) augmente indéfiniment wec n.

D'autre part, désignons par t^ fa , . . . y ^== -î±iy ..., la succession
- c 1 ! '̂/i ^ ! - ! !

des valeurs de î. Diaprés les inégalités (4)» on a
' ! ' - ! '• ^ ^ ^ , 1 . 1 1 1 1 -, ' . ^ 1 1 . 3e ' ' • - ^ ^ ^ ! ^! 1 ' 1 1

: . , •' 1 1 ! ^^log^TTr/^
et par suite

1 1 ^ ^ ! - ! -73, ! n • 1 '

(6) Iogr^=logr+^log^^logr+3g^^ j ^ •
. Wî î^ 'î . 1 , ! ! /Tt ï̂ : 1 1

( 1 ) Fo '̂r B. NEVANLÎNNA, /-e théorème de Picard-Bûrel et la théorie des
fonctions mer amorphes (Pans, Gaulhier-Villârs, 1929).



PEO'PRIETÉS DES FONCTIONS ENTIÈRES D MORDRE INFINI. 3l5

Montrons que—cette dernière somme est ̂ convergente lorque n
augmente indéfiniment. On a,.d'après l'inégalité (5),

y __ î__ < v _ _" i:___
^ log^T^, f) =^ [ p + logt(r, J)]1-^

Or, cette dernière série est convergente, et sa somme est comprise

^^^iîloiir^^ ^^q^ T^ /) ^P^ uîle

constante numérique, on a donCy en utilisant l 'inégalité (6) , et ceci
quel que soit n

^r,,^sr+^^^.

La fonction /(^) étant entière, l'indice T(r,/) 1 est f in i ; donc,
d'après Finégalité (5), il est impossible que logR puisse être supé-
rieur ou égal à logr-+- ... ^ / , ^ . .y d'où le théorème suivant :s[log' 1 (r, j ) j'-

THÉORÈME ï. — Soit jf(s) une fonction entière, à indice caractéris-
tique T (r, y) et à modulemaximum M(r, f) sur le cercle de centre ori-
gine et de rayon r. Lorsque T(r, /) dépasse une constante numérique,
dans tout intervalle"rR tel que

. ^____7___ . : ! ' -
^r—stio^r,/)]^

il existe au moins une valeur r'véri fiant rinégalité

(^ , , logMfr^^^Tf^^lo^^TC^/) ; , /. , , ,

£ est une constante positive quelconque; on pourra même la faire
dépendre de l'indice T(r, y).

3. Remarque. — I I n'est pas nécessaire que la fonction f(z) soit
entière pour que le théorème précédent soit valable : il suffit qu'elle
soit holomorphe dans un cercle de centre origine et de rayon supérieur
à R, les inégalités (r) de départ étant valables pour de telles fonctions.

4. Remplaçons l'inégalité (2) par l'inégalité plus restrictive suivante :
1 , (2/1) ' , • , 1 1 ' • 1 , ' ! • 1 1 ! : 1 1 ïo^^ ̂ ) IT^^, /) logT^r^ J) ^ 1 1 1 1 ; ; 1 1 1 : • '• ^ 1 1 . - ; ' ; 1 1 1 1 , , 1 1

(obtenue en annulant e), et rec.herch.ons dans quelles conditionscette
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inégalité est nécessairement vérifiée pour une valeur ^ intérieure à un
intervalle rR suffisamment grand.

La méthode suivie au n° 2 conduit aux résultats suivants : ' o n a,
cRune party

T(r^,,/)^^T(/•,/),
d^autre part/

, 1 1 n

logr,,,^logr+3^^^^^^.
1 , , ! 7n="=0

La somme du deuxième membre est inférieure à: 1 . : r^ ^ dx ^ - wn •~.1 ^10gT(^L/)1
• , ,, j^ ^^loëT(r,f)~1^ -i + logT(r,/r

et par suite, dès que T(/y/) dépasse une constante numérique, on a
i . - i l r^^^^^joi3ogr^ilo^r^7log[-^^

Utilisant l'inégalité (5) et l'inégalité précédente, on peut écrire
1 , , ! ^ . •

logT(r^, /) - logT(r, /) ̂  ̂ - logT(r, /) ̂  T^±lTlogT(r, /)
'OU , 1 , , ' 1 1 , ^ ^ , ! ^ ' ' ! ! ! ! , 1 ' ,

1 1 • ! ' 1 ! 1 1 1 ! ! ! 1 1 - 1!

: . : ! ïogTfr^,/)ï[^yiogT(r,/),

d'où le théorème suivant, plus précis que le théorème I, mais moins
général :

THÉORÈME II. — D a n s tout intervalle rR tel que Von ait
• ' , ; 1 1 , 1 1 , ! ' ' 1 1 1 1' ' '' . ^ , 1 1 ' ! l l i 1 - ' ': 1 , : 1 . ' - : ' 1 1

. (7 ) 1 1 ' 1:.''11 /,, 1 1 1 : ''''''^^(/^^^[^riogT^^^^^ • 1 , ; ' ^ ^ : 1 : ; . ; 1 1 . 1 ' 1 1 , 1 : 1 , 1 1 1

il existe une valeur ^ vérifiant Ï inégalité

•^•,: . ! 1 , \1 ,\ ' '^^{r',f}^ï{j-\f}\^ • '^ ' \ ; 1 , :

Remarquons qu'étant donnée une fonction entière/^), il n'existe
pas nécessairement un système de valeurs rR vérifiant l'inégalité (7).
On peut affirmer l'existence de tels systèmes dans les cas suivants :
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A. Fonctions entières d'ordre fini. — Soit p l'ordre d'une .décès
fonctions. Lorsque K est assez ^grand, on a

• t ^ g ^ ^ ^ ^ ^ C p + ^ i o g ^

et, si o est assez petit, l'inégalité (7) se trouve vérifiée.
En particulier, supposons que la fonction entière /(^) vérifie, quel

que soit r, les inégalités
I I log/'^ logï( r, /) ^ À- iogr,

II et k é tant deux constantes positives [la deuxième inégalité est tou-
jours vérifiée, à partir d'une certaine valeur de i\ lorsqu'on prend k
supérieur à l'ordre p ; la première inégalité est vérifiée en particulier
pour les fonctions à croissance régulière).

Alors l'inégalité (7) est vérifiée lorsque Fon a

/ , R ,rR"i7
7 l o g ~ - < — 5
A " /•' - [_ / • J

1 1 1 - 'R ! ! : 1 ! ! ! 1 1 ! ! 1 : 1

c'est-à-dire dès que le rapport — dépasse une constante dépendant

uniquement du rapport •---

B. Certaines fonctions entières d^ ordre infini. — Celles qui vérifient
l ' inégalité

'. . ; ^ ; logT(R,/)^RP, , 1 ; , - " 1 1 , 1 i 1 ' ^ , '.

p étant une constante inférieure à JL; dans ce cas, il suffit que-soit
suffisament grand. , ,1 : !" : 1 ' :, ,• ; ' .'„ , \ , : 1 ' , ' 1 : , ' . '; ' , , :' i i i , . ^

5. Soit r^ une valeur de [ ^ 1 pour laquelle la fonction ^l(^) vérifie
l'inégalité (2). Bappelons la défînition de l'indice caractéristique

Posons

d^ù

•.•1 1 1 . . 1 : 1 1 1 1 1 1 • 1 ; ^ r^^ 1 1 l l • i l l l : 1 1 1 1 ' 1 1 : ^ 1

-T«/) = — [ . log| f{r^^\d^
• , ^ ! . 1 ^^•j^ • 1 ^ 1 1 1 : , „. . ! , - . ,

;.;1,;]^:|^(T^^

r.r-wa(f).^9=i.:
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, Or^ d'après le théorème I, a(y) est inférieur à log^T^j^rr^A.
Si donc a(ç) est inférieur à Y] pour des valeurs de cp de.mesure m(Y]),
on a nécessairement

•nni(ri) 4- [•3'îT — ^('^IA.^T:,
OU

^^,nW>^^>6^——^ (o<-.<^
A ~- 'n '•\.

d'où le

THÉOE^ÈME III [complément du théorème I|. — Pour une valeur/^
s atis faisant à F inégalité (2), la mesure angulaire totale des arcs sur
lesquels on a F inégalité :

(8) . ^l/(^^)|^T(n/) . (o<7ï<i ) .

excède ,—^ !,,. , ' , .- 'log'^T ( / • , . / )
T(7^, /) doit dépasser une constante numérique.
Un énoncé analogue complète le théorème II.

II.

6. Je me propose, dans ce paragraphe, d'étudier les fonctions
entières d'ordre inf in i satisfaisant à la condition
/ . ' —— lo^T(r, f) : ! ,(9) „ , ^ ; l,xn^^_2J^:p^

où p est une quantité finie, différente de zéro. Il est équivalent d'écrire,
d'après la double inégalité (i)

' / 1 , , , ' .î !£ê10^ • ' , , .
v 1 ' , .! ! , / ' » , ^ ! ! ,

Je déduirai, de cette étude, la conséquence suivante, relative aux
fonctions entières d'ordre infini ; qui sont d/ordre fini à l'extérieur
d'une bande rectangulaire indéfinie de largeur l : le produit l p est supé-
rieur ou égal à 27: (' ).

( ' ) J'ai établi récennnent, par une méthode analogue à celles employées au
paragraphe précédent, que ce produit dépasse une constante numérique (voir
Remarques sur les fonctions entières, loc. cit., n° •4) . La méthode employée ici
s'apparente à celle : qui a été , utilisée par 1 M'M. Phragmen. etLindelôf dans la
démonstration de leur célèbre principe.
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La comparaison avec les fondions connues de ce type (fonctions de
Miltag-Leffter par exemple) montre que la limite inférieure est atteinte.

7. Commençons par l'étude d 'une fonction /(^) holomorphe à
l ' intérieur du rectangle

^^ÛÛ^X^ | j | ^ - ( î — £ )

et-satisfaisant dans ce rectangle aux condit ions suivantes :

A. En tout point s intérieur ail rectangle^ on a V inégalité

( 1 0 ) \f^)\^\^\ ( 1 ) (0<À<I) .

B. En un point P (faf/ïxe $ -+- rr\ = 'C, intérieur au rectangle y on a
l'inégalité

("). I.AOm^l ( 2 ) -
"Pour ne pas nous trouçer en contradiction avec i'inégalité ( 10), nous

supposerons k compris entre 0 et h, et passez grand. En elî'et, nous devons
avoir ! ^ ^ ' ! ! 1 , , • ! ! ! ^ . ! : 1 ! ^ . . ;

e^coskri <;̂  005/^75." \ : .

Ot% la fonction ^^^cosZrTj—^cos/rrj atteint son maximum, Ç étant

( 1 ) Remarquons que cette inégalité est entraînée par la suivante :

(ID7) logiJ(5)[^(I~-^4-À£)<?À• r .

En eiïet, elle s'écrit'

log|/(^);i ̂ ^cos/y^^cos(i~£)^î 1 . , , , , ! ,'

et cette dernière quantité est supérieure à

. y ' , , - 1 . , , , 1 1 1 ; 1 , ; ! . 1 1 1 ' , 1 ' 1 { 1 ^^.k^. hey^. / 1 : 1 1 . - 1 , ; 1 1 1 1 . ^ 1 1 : 1 1 1 1 . 1 1 • 1 1 : 1 ^ ; 1 1 1 1 1 , 1 1 . ; 1 -;

( ï ) Bemarquôns que cette inégalité est entraînée parl'inégalité

OY), 1 1 • 1 1 , , 1 . 1 ' - ..-1:1/ -Iog|/(Ç)11^1^11- "lil 1 , . 1 : : 1 ; ' , ^ 1 1 ^ - 1 1 1 ; 1 ' 1 \ : / , ' 1 , 1

II est bien entendu que si les inégalités de départ sont (ic/) et ( ï i ^ ) , au lieu
de (10) et ( r i ) , ces inégalités doivent être compatibles, c^est-à-dire que rondoit
avoir ' 1 ' 1 ! ! ' 1 1 1 1 1 1 ' ! ! 1 1 ! •.. ' , , ! 1 1 1 - 1 1 ; 1 , ! • 1 - ! 1 1 ! ! ! •
, ,. ! ^ 1 1 ! ; • •.^^k^hzy^^î.. : ,11 ; 1 ' 1 1 1 1 1 1 ^ ' 1 1 : 1 , 1 1 1 ' ^ ! - ,
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fixe et.Tj variable, pour le maximum de r\,c'est-à-dire ^(i.—^.")* Nous
prendrons'donc $ assez grand pour que Von ait .. -

r. ,
ces - Â'(I —• î . )

7T ., .
cos - fi ( r — £ )

•;>,
ce qui est réalisé lorsque l'on a

1 1 1 • ! ' 1 1 ' 1 "" .1. — A - h A c

C. Les points du rectangle où l'on a l ' inégalité

(^), ! '1 1 1 1 .'^i/C^i1^!^'! ' ^Q-.^a.:::!}, , 1 , 1 1 ;

•comprennent un domaine A(%) limité par une courbe F et par des
segments du rectangle,, domaine contenant le point P. Xous suppose-
rons que le contour de A (a) ne contient aucun segment de.v côtes d'or-
données ± - (j—^) du rectangle.

Ceci posé, nous nous proposons de montrer que si *r,' est assez petit
et «Ta assez grand, ce,y conditions A, B, C wnl, incompatibles.

8. Considérons la fonction
1••1 ' :1111•/1 ',; : 1 1 1 1 1 , : F(^^/(,.^-^^ l l l ' l 1 ' 1 ' 1 1 ' 111'11' ' 1 • 1 1 " 1 1 1 1

Elle est liolomorphe dans ..te rectangle, -et son module est égala
l'unité sur la courbe r. , • , . , • .

, : .Et,soit la fonction, holomorphe aussi dans le rectangle1. , . ;
;,' ,,; '\ • • 1 : ' 1 , ; 1 1 1 1 1 1 1 : ; 1 1 - 1 ^^.^^F^)^^, 1 , 1 1 1 1 ' 1 1 ; ' ,1 1 1 1 , 1 . ' 1 • 1 ; ,

où .a •est1 ulne: constante ^positive qui 'sera, délernunée clans la1 suite. : 1 11; 1 1 1

' Nous allons .rechercher une ' l imite inférieure de e^)] et des
limites supérieures de l^^) surle, contour du domaine A ( a ) . ,

1° En P,'oua ' :, , ! : , 1 1 , , , : 1 1 1 1 1 , , 1 1 1 • 1 - . 1 ! \ 1 , 1 1 1 /1 1 : 1 1 1 . 1 ^ .! 1 1 1 1 i 1 ' , 1 ' ' - .
, .;,, . : , ; logl<t>(^^^j^^—a€^—cr^]^=,(^^^^ .

et cette dernière quantité est supérieureà
' , . 1 , , 1 , : 1 1 , ' 1 - . „ :''- :,1 : , ^—:y.')(î^—cr^jcos^n.1.,1'11,,:11 \ - ,.11,1 ' 1 1 . 1 1 1 1 1 .,,
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Choix de a. — Nous prendrons

i — a

II en résulte l'inégalité
( t 3 ) ^>g|<I>(ç)|^ i-rL^^cosZ-ïî.

2° Sur la courbe F, la quanti té |F(^) | est égale à i, et par suite sur
cette courbe, on a

04) !og-|e>(.s)|<o. .

3° Sur la portion (si elle existe) du côté d'abscisse x^ du rectangle,
l imitant le domaine A(a'), on a

lô^ | <Ï»(^) |g ̂ e1^ — ff.e1^ — o-^ Ig^ '^cosAr — a^*1 cos/o'.

k étant inférieur à //, a a i , la dérivée, par rapport à y, de cette der-
nière expression, est du signe dey lorsque y varie d e — - à -+---
Cette expression atteint donc son maximum ponr'y=o, de sorte que
l'on a l'inégalité ' . / . '
( r 5 ) lo^ ^(z}\^eh•^—ae/t•^ , , ,

et le second membre de cette inégalité est positif.
Nous choisirons x^ de façon que le deuxième membre de l'inégalité

(15) soit inférieur ou égal au deuxième membre de l'inégalité (i3),
de sorte que • •: : •
(16) ! 1 : 1 1 ; : 1 1 : 1 , e^ — a'e^ï •^^e^cosA^111^ 1';,'1,:'' , • 1 1 : 1 1 ' '

4° Enfin, sur la portion (si elle existe) du côté d'abscisse ̂  du
rectangle, limitant le domaine A(a), on a

1og- |<^(^) l^^f^-"—ae^'—'a'e3]1^^—^^cos^r--- £ y — 1 ' 1 , 1, ^ .

et a fortiori

( i j ) : , logl-^O) | g •e11^— a-ee^^e^—^I ̂ a)£ e-^^-^ •\ : , ; • , : ^

Ceci posé, remarquonsqu^en un point au moins du contour de A (a),
Ann. Éc. Nûrm., (3), XLÎX. .— NoYBM3BBE:i932. ' ; '• • , ^ 4 - ï ' :
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| <D(Y) i doit être supérieur à ; $(Q I. Or, ceci ne peut avoir lieu ni sur
la courbeF, ni sur le côté d'abscisse x, du rectangle; Ceci a donc
nécessairement lieu su r ' l e côté d^abscisse x, [ce qui prouve^ par
ailleurs, Inexistence de la portion 4° au contour de A(a)|, el l'on a
l'inégalité

^ _ [Lll̂ ii e^^ > LZIÎ e^ cos X" rj > o

et a fortiori
,̂̂ i,r̂  2 ^'-^-\ . , ^'l-A),ra^-

^ , . . , ' ; 1 1 . :61 "£(i-a);
1 ou encore
j !1'../^(iR)1 . ! . : . '• (^•-A)^<(i-^)l+log^^ . ,

I : ' . 9. En résumé, nous pouvons énoncer le théorème suivant :

S THÉORÈME IV. — Soit f {s} une fonction holomoîyhe à l'intéri^^^
j rectangle

|r|^(i-£), ^i^^^

et mtùf (lisante dans ce rectangle, aux conditions suùwite^ :

1° En tout point z =x ,4- iy intérieur au rectangle^ on a l'inégalité

|/(^)|<|^| (o<A<i) .

2° En un pointa === ^ "h rr| intérieur au rectangle^ on a

^ , / ; , : | / (Ç) |^ ^i^ (o<X<A). 1 ' ' , ' ,

' , On'suppose que les deux inégalités;précédentes.sontcoffîpatibles,.
ce qui est réalisé lorsque Pon a

,| __ ^4- /••£
, , . , - ,.1, •

 ! ,̂  ^//.~/^> —.——.

 1' . ^ ! ! , !

 1 1 / ^ , ,1 1 ! , , , , - ! 1 1 1 1 , 1 1 1 . , 1 1,, , , - ^ ̂ ^ •4- fis 1 . . / ,, : ! , \ 1 , , . 1 1 1 .

3° x^ etXïmtisfontauxinég^^^

,' 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 : 1 1 , 1 ; . 1 1 1 1 '^^i—^^^'l.-^e^cosÂ'yï '• l(oll<la:<llï), : 1 1 1 ' 1 1 1
1 : 1 1 ; 1 ! ! ! ' 1 ' : ! 1 , 1 '1"'1 % / / 1 ! • 1 ! 1 , ! ! , ! . ! 1 1 1 , , 1 1 1 , , ! ,

,''1,' ^ ^.''^-..(I-Â)^^^.-^^111^^^^ •'1 :'1; , 1 1 1 ' 1 ' ^ ' ,1 :,;

(^cï^^^^ : le-domaine idïunimd;tenûM,;A(^
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intérieur le'pointa, et en tout point duquel la fonction f\s) satisfait à-
l^ inégalité

i/c^m^i,
coupe nécessairement l'un au moins des câléx

.r^d^d-s)
du rectangle.

•10. L'énoncé précédent se présente sous une forme générale peu
maniable pour les applications que nous avons en vue. Nous, allons
faire un choix particulier des quant i tés qui figurent dans cet énoncé,
de façon à ne conserver que les trois quanti tés £, E et k.

Prenons h == i — E, et î — k == 2(1 + s!) ; a = i — s.
Pour fixer les idées, nous supposerons e et ^ inférieurs à -1--
L'inégalité relative à E s'écrit

^s> l "•h£/1^ I - £ - ̂ / ̂  ^,,,., iliLrJl 1

et elle est vérifiée si l'on suppose que Ç est supérieur a ̂ j nous sup-

poseronsmêrne dorénavant que Ç est supérieur à -^—

Choix de" x^ — L'inégalité relative à x^ devient

. ^'-^^^I—^I—S)^"2^ '

ïj étant inférieur à ^ ( i — E ^ o n . a ' : 1 ; / / 1 ; 1 : •• 1 ', ' :1.1\.1^1 '-11 1 1 1 1.1, 1 ;' •

. , •,11 , / , . ' • -1 1 '1 , ..^'''o^ î'— e— IÊe / l) '7511> ls:m l— :3£;>: l ,3^111111„ '/,111' , ; 1 • : 1 : . , ' 1 1 ', • '

et l'inégalité relative à ̂  est entraînée par rinégatité
1 ^ 1 1 1.1 1 1 , 1 1 - 1 . ! ! : '-1 1 : ' 1 1 - : 1 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 1 : ' 1 1 1 1 -- ^ - 1 , : 1 1 l i i l . ^ :- i • i Ï i £ ^ i ' i ' i ' • i 1 1 ' ' 1 1 1 1 : 1 1 1 1 1 : 1 1 ' 1 : ; ' 1 ' ' 1 1 1 1 1 : 1 1 1 1 ; - 1 : 1 1 ' . 1 1 ; ' 1 1 - 1 1 1 1 1 1 • 1 1 : 1 1 • '

, 1 , 1 . 1 •^n^).vii'^_,/^_ey^-~se^:']<,^l^ ^ft—e—eg^ç1:1 ' 1 ,. 1 1 1 1 1 / ' 1 : 1 1 1 1 ' : : 1 1 1 1 ' 1 ' • • 1 1 , 1 : 1 ,

ce qui a lieu lorsque l'onprend
1 1 : • \ 1 . 1 1 : 1;, • , 1 ' . •-, ' / .^^ '^.^^r—Ê:^ l : i ^ ; • . : - l ; l l
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En effet, dans ce cas l'on a
_£S^ __L

e-^'^^e ï <e ' î ^ <^ e~^

et il suffit de vérifier l'inégalité

—ï- << ^"--s--2^.
:::î £'2

Cette inégalité est évidente : on a

? £ ( : [ - - £ — £ ' ) > — — — — / > ~
. • v ' iOS.1^ £-

' 1 1 1 : ! ^- ret — est inférieur à ̂  si £ est inférieur à —, •
'26-1 , . , . - îo

Choix de x^, — L'inégalité relative à x^ devient

• ^^(l-+"£')t-î- ̂ û^^

et elle est vérifiée si l'on prend
^.^(i+s^-e')^

En effet, on a
£^>log~p

d'après la condition d'inégalité imposée entre £ et ̂ et la petitesse de£ .
En résumé, nous pouvons énoncer le corollaire suivant," cas parti-

culier du théorème IV :

COROLIAÏRE I. — Soùf\z} une fonction holomorphe dam le rectangle

\y\i^-^ ' ̂ ^^^^<^)

et satisfaisant aux conditions misantes :

1° En tout point z intérieur au rectangle y on a

; : • • • ; ' • I^^KI^^I-

2° En un point t, === ̂  4- r/] intérieur au rectangle^ on a

! /(S) 1 > \e^•~^tt^ I ; fe' <-1^ s^i^1!^
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3° «ri et x^ sont respectivement égaux à (i —£ — ££ /)^e^(ï-4-£ -Î-££')E.

Ceci posé ̂  le domaine A rfW m^ tenante qui contient le point ̂  <^ CT
tout point duquel on a l'inégalité

1 •/'/'.- \ ' "''••-", i A^l —SiC^^-S-ÊS' .- 5 '
i J {^ ) j >• i <?1 • i ,

coupe nécessairement l^un au moins des cotés ^ordonnées ±: ̂ (i — c") du
rectangle.

11. Remarque. — Si .r, est supérieur à une. constante numérique,
on peut remplacer la condition i° par la condition
(19) logi/^);^/?11-^.

En effet, on a
(l.--£)j,3|=(I-.£)^4---—— [- : :^^x -i- \/^ -4- y2

quantité inférieure à ( i—sV-y-^-^L.
/ 2 i.Z*

Or, , ^ 1 1 : 1 , . 1 - 1 ! ^ ! . 1

^^(i~£)^j ̂ e'^^^cos ̂ (i ~ s}^ £ ( 2 — e)^1^^

et x doit être supposé assez grand pour que l'on ait

^•^>• (). — S,

& étant inférieur à -^-? il suffit de supposer que x est supérieur à 4.

12. On peut donner au théorème IV et à son corollaire une forme
plus générale, déduite de la forme précédente par représentation con-
formedu rectangle sur un autre rectangle. C'est ainsi que l'on peut
énoncer la propriété suivante, conséquence du corollaire I précédent
et en tenant compte de la remarque du n° 11

CoROUAïaE II. — Soit /\z) une/onction hotomorphe dans le rectangle

' ' L r l ^AO— e), ^^^(^<-^)

et satisfaisant aux conditions suivantes :
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1° En tout point s intérieur au rectangle, on a

log\f^)\<Ee A. .

2° En un point ̂  = E + ̂ j intérieur au rectangle^ on a

(i--£-££^ / i \
| / (Ç)|> ^ A ^^^^^-^Aj.

3" .r, et x^ sont respectù'ement égaux à (i —E—Œ')^ et (.1 +£+£c /)E
et '(:, est supposé assez grand pour que x^ soit supérieur à 4 A ( 1 ).

Ceci posé, le domaine A d'un seul tenante qui contient le point "C? d en
tout point duquel on a l'inégalité

! ! ' - 1 ' ! (i—s—ga').^
; ' , , , \f{s)\> e^'-^ ^ ==B

coupe nécessairement l'un au moins des côtés d) ordonnées ± ; A(i — e}

du rectangle.

13. Appliquons ce corollaire II aux fonction s entières (Tordre infini
satisfaisant à la condition

r—^(^f) ,hm———^———=p,

p étant une quantité finie différente de zéro; cette condition peut être
remplacée, comme nous l'avons vu, par la suivante

^Iog'logM(r,/) :p.

£1 étant une petite quantité positive choisie à l'avance, il en résulte
que lorsque |^[ est assez grand, on a l'inégalité \ ,. : ' • ! ,
(20) , 1 / 1 , \ , ' / ' ; ; :l.og,lo^l/(5)|•<p|^|(t^+ .' , ^

et pour une suite de valeurs S i , ^; • • - > ^7 . - . tendant vers l^nfini
,(21),,/'''^..^loglogl^^^.l^p.l^j (lim^/.^o11).:1^ . ^ ' 1 1 1 1

La quantité T] étant supérieure à £,^ et choisie ultérieurement, il

(1) Ce qui a lieu si ^ est supérieur à 5 A.
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existe un domaine o^Tiui seul tenant contenant le point ̂ , et en tout
- point, s duquel on a- l'inégalité

Iogîo^ i / ( î ) |>p|^ | ( l : -Y l ) .

On limite aussi le domaine o^aux circonférences de centre origine
et de rayons re tR, ces deux dernières quantités devant être choisies
aussi ultérieurement en fonction des données.

Supposons qu^on puisse enfermer le domaine o, ainsi défini et
limité, à l'intérieur de deux droites parallèles placées de façon telle
que la droite équidistante de ces deux droites passe par l'origine (on
choisira cette droite équidistante comme axe réel).

Alors Vécart entre ces deux droites parallèles est supérieur à une quan-

tité voisine de - *
P

14. Pour cadrer avec les notations du corollaire II, désignons par
'nA(ï — €) l'écart entre ces deux droites parallèles.

La condition i° de ce corollaire est réalisée, d'après Finégalité (20),
si l'on prend
(E) ' [L-^l£i+iog£^p|^(r+£,). . ^

Rappelons que le minimum de \z dans1 le domaine o a été désigné1

par r. , ! ^ ! ! ! , ! . ^ ! ;
Quant à la condition 2°, nous la simplifierons en donnant à ̂  sa valeur

l imite -1-- Elle est réalisée pour '0=^, diaprés l'inégalité (21), si l'on
prend 1 1 1 , 1 1 1 1 1 1 1 1 •1 / ' ' 1 1 1 -11.:' - 1 1 , ' ! 1 1 1 . 1 1 ^ - ! :1 ! • 1 1 ! 1 . . . 1 1 1 ^ . ;w î i.̂ (,_,,

Nous'devo^savoiT'én-oMre;;.1.;.''^ •,. , \ • y',,:-1 , :
( E " ) , 1 1 :1 1 . : ' ; 1 1 ; - : . 1 ' 1 • • ; 1 / • 1 1 1 1 1 1 : - ^ / l\, l£ : !^(^)>,ïoA. I.•^ : 1 ^ , .! f, 1 - 1 1 1 . : 1 1 1 1 1 •^ : 1 1 . 1 ' . 1 1 : i i'' . 1 1 - 1

Choisissons dès maintenant £ etA en fonction de £1
1 ^ 1 1 1 , 1 ' . : ' 1 — , 1 - 1 1 1 ' / .s^.SoSi,;11 ,11 , ;^ == : .p( ,^+3•2£l l ) , l , l l• l . ' l , , / . 1 , 1 1 ' 1 ; 1 ; , ,

Nous supposerons en outre £4 inférieur à ̂ ^-
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L'inégalité (E) devient

W , ^ , Pl^^s^Ô^

L'inégalité (E') est vérifiée si £, est supérieur à £^, ce que nous sup-
poserons.

Enfmy Tinégalité (W) est entraînée par la suivante
(E';) , ' , pr^>i

qui entraîne aussi l'inégalité (E.i).
Quant aux conditions 3° du corollaire II, nous prendrons

^^^^
r^A;,, ^•^V^']4"———7———

de sorte que le rectangle défini dans le corollaire II est situé dans la
couronne

/•<M<R.

Choix de r. — r est inférieur à
,(' ii 1

. ^^^r^^T
Or, ^ == (1%.(^//,) et comme «y^,) est inférieure à 7: A(" ' i .—£%• on a '

1 ! . ! TT2^'^ : ! ! !

: , - ^^ l^ / , !^—— ——~-(|:~£^ ,

quantité qui est supérieure, d'après les conditions déjà imposées,
à - | ^ | ( i ^—^Ê^) , de-sorte que nous pourrons prendre

/ , . , • . ' . , • / . 'r^^zr.^t— 3 4 s i ) . ^ , ! , , •.

- II. résulte de ce choix que l'inégalité (E^) est vérifiée si l'on suppose
^ • ^ ^ , , , p|,5^!£ :;>a.

Choix de R. — Une discussion analogue à la précédente montre que
l'on peut prendre
' , ! ^ '; , ' 1 1 R=(i4-34e,). |^| . 1 ; ' ; , , , • :

La condition supplémentaire imposée au paragraphe 3° du corol"
. laire II est réalisée^ : c'e'ât une conséquence de l'hypothèse •p \z^\ €\ > 2.
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Calculons maintenant, en fonction de |-s , une limite inférieure du
deuxième membre de l'inégalité fondamentale du corollaire II :

a? et y désignant les parties réelle et imaginaire de ^y |y| est limité
supérieurement par.^A(ï — e), et Foii a

71: , 10 — l 1 £log- B :> .( i —• s ) e •l()A cos ~ ( i — s -

le deuxième membre est éffâl à

(i — 3os, ) sin î (63s, — ̂ o^)^-^w+^^3
et comme l'oïl a

il vient
,^i\/.-i;>lV.-A^^>M(.-..,

: , logB > xoosie1 1-^1^1 5 1

p I z J étant supérieur à -^p ~L- est inférieur, à e^21 d'où tînalement1-1 ' ' ' i . sf ïooe.i

, . . , logB>^ l-"4•sl)F'5î,

d'où le théorème suivant, qui -précise la propriété annoncée au n0 13 :•

THÉORÈME V. — Sou f (s) une fonction entière d^ ordre infini dont
l^ indice caractérùticjue T(r, f) satisfait à la condition

Tim'^^^p. '

. £^ étant une quantité; ̂ p ï̂̂  cÀô^^^^^^d^ '̂ .io~3),
lorsque- z\,€St:clssç^ grande, lai fonction. f-'Qs) vérifie Ïmégalité11.^ ' '/:1" ;.'' . 1 -

, 1 . ' '. .^ :1.1;. •:, ; '.'•.:-,:, ^. /':•:,;, .log^o l̂JC.s') | ̂ p-', .s^l^^r.^-Sî).-:;.:;1', : : , 1 . . ;•";•^:.-'; '.•ÏY'.;"1' :,:;'.^•,^^:- \ \ / - ,

tandis que^ ^inégalité1. ' : ' ; ' ' . 1 . ^ y ' ;^. : . •,;^ :.1 ^ ^ • ; ^ 1 , 1 ; ^ .'•./•^ ' 1 1 . 1 - • ' 1 1 : 1 1 1 - ; 1 . ' , ;,,̂ ' ;1.,; 1 1 1 ' : ' : ' ; .;

:;' ', '' . 1 ' 1 - 1 - . : • ; \ , /;. , 1 1 ' •^•/i.og1og).^<•s•)J:>-p-l[•5.{(.î'~,^

^^ vérifiée' pour une mite devïileursdeSy ^z^^ ^s-y'- "•V^'?'1 •••1"..1-.'.tendant . 1 1 _
/y^y l'infini, 1 . ^ . ' .. . . ; 1 1 / \".:.',. •.•.1'1''-.'. ^' i, l :7:.' l l":.;••.• :.' l"" l; ' 1 - 1 - , : • " . "" ' : • : 1 : \ • : / ' . ; ,1• : ' :• . î . ' 1 " " ; " ' . . 1 . ' - - : ' ' - 1 "

'Ceciwsé/on choisit T^ un de ces points ̂  ûsses éloigné de l^origiw
1., . - jânfi. Êc. 2Vorw.,''(3),'XLlX. —'NOTOMBRE^I^SS.' ^",• : ' : ;1• ;^1•1 1 . : ;• ,1 ^'.''. . ^ . : : . ^ ^v :•;./ .'^S-^ ^ 1 ..•:'̂  ,,
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pour que p ^ | .swz1 supérieur à 2e7\ et F on considère le domaine A rT^/i
.y< /̂ tenant, contenant z,, à son intérieur, situé entre les cercles

|^|=|^]( t±:34£,),

et en tout point duquel la fonction f{s) satisfait à l'inégalité

loglog'! /(^)|>( i-4£i)pl^l .

Il est impossible que le domaine A puisse être enfermé à l^ intérieur de
deux droites parallèles pl(icée.s de façon telle que la droite équidistante
(médiane} passe par l'origine^ et dont l'écart soit inférieur ou égal
, / /T \ '37a ( i— b2£ i ) - - '\ ' -/ n

1 15. Une conséquence immédiate et simple du théorème précédent
est la suivante :

THÉORÈME VI .— Soit /(^) tt^e fonction entière d'ordre infini dont
l'indice caractéristique T(r, /) satisfait à la condition

• , , ^^^f)^ ^ , ! ,

et qui soit d'ordre fini à l'extérieur d'une bande rectangulaire indéfinie.

La largeur de. la bande est nécessairement supérieure ou égale à - "

En effet, il, suffît de ciloisir une suite de valeurs de £,, tendant
vers zéro et d'appliquer le théorème V.

16. Le théorème VI précise une propriété que j'ai établie dans un
Mémoire déjà .cité ( i ) ; et où fai montré que la largeur de lavande est

1 ' 1 ' 1 1 ' • A' ! ' 1 : ! ! 1 1 ! ! 1 1 • 1" ! ' : 1
supérieure à — 5 A désignant une constante positive. .1 • '

L'intérêt de la précision actuelle réside dans le fait que, pour cer-
taines' fonctions simples, la limite î de la largeur .de'la bande est
atteinte. Il suffit de le montrer pour p = i , puisque l'on passe de ce
cas au cas général par une simple homothétie par rapportà rorigine-

(1 ) H. MILLOOX, Remarque sur les fonctions entières.
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.. Soit (c) le contour constitué par le segment

iR.(^}=U,, —7r<J( := )<7T

et par les demi-droites

iR.(^)ïu^ J(^)==±:7T,

et soit l'intégrale
r e^

E(z)=f -̂̂ Ç,

la fonction f(z\ identique à l 'intégrale précédente lorsque;; est exté-
rieur au domaine l imité par le contour (c), et définie comme étant le
prolongement analyt ique de cette intégrale lorsque s est sur(c ') ou à
l ' intérieur de (c\ est une fonction entière (fonction de Mittag-Lefller)
jouissant des propriétés suivantes :

i° Son indice caractéristique T(r, /) satisfait à la condition

iïnrî r .̂

comme cela résulte de la valeur approchée 6 e ' ' de la fonction à l'inté-
rieur du contour (c); , :

2° Elle est bornée à l'extérieur du rectangle indéfini limité par (c),
rectangle dont lalargeur est précisément égale à ^.

D'une façon plus générale, ç(^) désignant une fonction entière
d'ordre fini, la fonction entière définie de la même façon que la fonc-
•tion de Mittag-Leffler^'m^is^ partirde'rintégrâle : 1 . ; 1

f^<j<,.\. .b'1 -^ . 1 1

jouit des mêmes propriétés que la fonction de Mittàg-Leffler.
Il en est de même, plus géaéralement encore, lorsque la fonc-

tion ç(^) est une fonction entière d'ordre infini dont l'indice caracté-
ristique satisfait à l'inégalité / ' 1 : 1 1 : : 1 1 1 , : ' 1 1 1 1 : 1 1 1 ; ; . 1 1 ; 1 : ; 1 1 '' / - 1 1 •,1'1111,''1- 1 • , : • . / 1

1 ; 1 1 1 ' : 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 ; 1 ^ 1 : 1 1 1 1 1 ; • 1 1 1 ; 1 1 ; ; ^ ^ ^ ^ ^ ^
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CHAPITRE II.
ÉTUDE DE FONCTIONS HOLOMOKPKES DANS DES CERCLES.

17. Soit/Cr) une fonct ion holomorphe dans le cercle-unité \\x |=== ï |
et aux environs de ce cercle. La fonction f(^) est supposée relative-
ment petite dans le cercle x = -^ par rapport à sa valeur en un cer-
tain point du cercle-unité. Je me propose, dans ce Chapitre, de mon-
trer l'existence d'un petit cercle de rayon e, à l'intérieur duquel le
nombre des zéros de f(s)—^ est grand, sauf pour des valeurs de a
qu'on peut considérer comme exceptionnelles- Des précisions seront
apportées ultérieurement aux hypothèses e t -aux conclusions.

18. Je m'appuierai, en premier lieu, sur la deuxième inégalité fon-
damentale de M. R. Nevanlimia, présentée sous la forme suivante (^)

ï(^ /) < <N(R,a) + N(R, b) + N (:H, c)\ + 11

R est une quantité quelconque supérieure ou égale à r s + nn—-^ '
Quant à H, sa valeur est égale a la plus grande des quantités'264 et

4. ! ' .„),- ^ -^ ^ ! . 4-

248 -h- 4û IO^A -h 1.8 lo^ -——————- + ï4 log ,————7——T———-T + 4 .^Og | /( 0 ) |
ï ( ' —— €C \ ( — U U — M'

, , : ^ , ,' , _^C(j / )^61o^. . •

'A est la plus grande des quantités a et -Fy-—^—7T['^ == û> b-, ^ | d
C(f1) est le log du module du premier coefficient différent de zéro du
développement en série de la fonction y7 aux environs clé l'origine.

J'utiliserai ensuite les deux théorèmes suivants :

THÉORÈME A. — Soit f(^) une fonction mérornorphe dans un domaine A
contenant à son intérieur un domaine D dans lequel elle prend plus de

(') Voir :.l-L MILJLOUX, JRemarques sur la théorie des fonctions mer amorphes
{Proc.of thé Phys.Math. Soc, ofJapan^j^nv>ï^3o).
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N fou toutes les valeurs dont les images sphériques constituent l'intérieur

d/un cercle de rayon 7- On partage le domaine D en p domaines partiels,

et Von construit des cercles -^, -y^ . . ., -y/,, contenant ces domaines^ et
les cercles G,, Ça, . . ., Cp concentriques aux précédents et de rayons
ûô fou plus grands. Il existe un cercle C/ à V intérieur duquel la fonc-

tion f{s) prend plus de n=^—fois toute valeur, sauf peut-être des

valeurs dont les images sphériques sont incluses dans deux petits cercles
de rayon e~'11 ( ').

THÉORÈME B. — Soit g{x} une fonction holomorphe dans le cercle
x \ == 3o. On suppose que le maximum de \ g(x) \ est supérieur à i dans

le cercle-unité, et inférieur à e^ dans le cercle \ x \ = ̂  ^ dépassant une

constante numérique.
Alors le nombre des zéros de g(x) — a situés dans le cercle j x \ = 3o'

est supérieur à a;j-, sauf peut-être pour des valeurs de a dont les images
sphériques sont incluses dans deux petits cercles de rayon e"^\ l'un d'eux
entourant nécessairement l'image du point à F in fini du plan des a.

a et ? sont des constantes numériques (2).

19. Nous supposerons que la fonction f(x) vérifie l'inégalité
1og' i / ( .2 ' ) i^m, ,

dans le cercle de centre 0 et de rayon ̂  et qu'en un point A du cercle-
unité/point, si l'on veut, d ' a f f î x e l ^ o n a

„ , , 1 1 ,1;,1 ^ 1 1 , : 1 ; . ; ; '1 ' \1 1 ;1 1 : • log• : ]J{A I I )1=M..< l l l ^ - , 1 ' 1 1 :'11 ; .1 1

Nous supposerons que M est assez grand par rapport à m; d'une
façon un peu plus précise, E désignant une petite quantité positive
(qui pourra être précisée plus tard), nous supposerons provrsoirement
qy0 iM dépasse une 'constante nurnérique* -,. ; ;1:. .. '^ : : . : 1 1 ; ; ; ; . . . ' ' '\, ,

: : 1 (1). Voir Mémoire'cité précédemroent,:p. , r5 .et'suiv.; 1'1/.'1,1;, ,1 1, 1 : ; 1 1 : : 1 1 1 1 1 1 , 1 1 • • - 1 • 1 1 1 ; ; 1 ' 1 1 1 ; , 1 ,
; • ( 2 ) Lac. cit. ^ , . 1 1 1 : , 1 , , , \ 1 1 1 1 — 1 : , 1 / 1 / : 1 , 1 1 , 1 ^ 1 1 1 ; ; , 1 : - : 1 1 : , 1 . / ' / : , 1 1 1 ; 1 1 "', 1 1 1 ' 1 , 1 1 1 1 , 1 1 1 1 / 1 1 1 1 : 1 1 : 1 1 1 / 1 1
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Nous distinguerons deux cas, suivant que la dérivée / ' { x ) est
petite ou non dans le cercle de centre 0 et de rayon 7-

PREMIER CAS. — Dans le cercle 1^*1= 7 ? la dérivée f\x") est en module^
•-!•

* y / • < -„ "^ï /• ' 1

inférieure a e .

/*: est une constante numérique que nous serons amenés à déter-
miner dans le second cas. Posons

F(^)==J(^)-./(o).

Il résulte de l'hypothèse faite que, dans le cercle \x === p cette
fonction satisfait à l'inégalité

!F(^)|<^-"^.

Au point A d'affixe ï < , l a fonction F(a?) est supérieure en module
à e^ — € ' " ' , quantité supérieure à ï .Donc , il existe un cercle limite
;r[ == p p compris entre ~ et i • tel que |F(rr) | est inférieure à i dans

ce cercle et égale à i en un point a?o au moins de ce cercle. Les deux
limitations de F(,z*)[, à savoir : T dans le cercle j ^ | = = p ; Le-^ dans

le cercle \x = 7? conduisent alors, en application d'un théorème que
j'ai établi dans ma thèse (1) à l a l imitation suivante :

' Danslecercle \x\ == t ç [ t étant compris entre o et i], on a rinégalité
|F(^) |< ^M£(1-/|U(1)^

F a i s o n s i — ^ = = ^ - ï : e t soit*rç le pointdu cercle [ . r | = = = ^ p ; I e p l u s

i•'^î)..R. MÎLLOÏÏX, Le théorème'"de. M. Picard.,. { J . de Math. pures et appli-

quées^ \yî^ t. 3, fasc., 4i P* :347'•34^)1- ̂  propriété est démontrée pour t '== -y

mais il suffit11, de 'faire' une'11 Teprésentalio a'conforme'pour passer au cas,'de
•t quelconque. 1 : 1 ; 1 ' ' ' 1 1 1 1-11' , , .:;1\\'^.1,^11, 1 1 , ' . 1 . , : , 1 1 , 1 1 1 , : ' , ^ , 1 1

Cette propriété a été démontrée différemment par divers auteurs, notamment
MM. Schmîdt, Landau, Poîya. J^en ai donné réceiBment une extensiondans le
volume IV de Mathematica^ sous le titre : Sur certaines fonctions iialomorphes
et bornées dans un cercle.
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proche de x^ L'application du .théorème B, rappelé au n° 18, à la
fonction F(^) dans le cercle de centre ̂  et de rayon £^o montre que
le nombre des zéros de FÇx) — a situés dans ce cercle est supérieur
à ^M/cOÇi), sauf peut-être pour des valeurs de a dont les images
sphériques sont incluses dans deux petits cercles de .rayon ^--^""""

Revenons maintenant à la fonction
-/;:M£SO(îî

/ ( ^ ) = = F ( ^ ) + / ( < > )

et rappelons que log|/(0)( est inférieur à m. L'équivalent de la pro-
priété précédente est la suivante :

Dans le premier cas^ et en supposant de plus vérifiée V'inégalité

(^) • w< Z'M^f^ï),

il existe une circonférence de rayon Ey dont le centre est intérieur au
cercle x \ == ï , à l'intérieur de laquelle le nombre des zéros de f{x) — a
e.H supérieur à kMi2 0 (1 )5 sauf peut-être pour des valeurs de a dont les
images sphériques sont incluses dans deux petitscercles de rayon ^-7lM£20<15,

Nota. — 0(î) désigne une constante numérique, qui, bien entendu,
n'a pas nécessairement la même valeur partout'où elle figure.

L'énoncé précédent/suppose que Me2 dépasse une constante numé-
rique.

DEUXIÈME CAS. — En un point du cercle \ x \ = ^ ? la dérivée f'{^} est
supérieure ou égale en module à ̂ al£,

Remarquons que cette inégalifé a lieu non seulement en ce point,
mais encore le long d'un arc de courbe continu issu de ce point et
aboutissant à la frontière du dpjïlaine où la fonction f ' (^ ) est holo-
morphe- En particulier, il existe un arc de courbe continu L traver-
sant la couronne circulaire ,. 11,',11,' ;1^ 1 1 / : 1 ; • 1 - ; ^ ^11;.,1 . " /.:;1;.1',1 ^': , ; 1 1 ' 1 1 ' : 1 ' - 1 / ' 1 1 '

• ï . , . 1 1 / . 1 : / I I I I I .-j:<\^\<-:
4'"1 • • "'a:

en chaque point duquel on a l'inégalité

( ^ S ) 1 1 1 1 , , 1 1; . 1 • 1 1 '1111,.^;' '.; :111^111^ /^)1^
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Rappelons qu'en vertu de l'une des hypothèses, en chacun de ces
points, on a aussi

îog | / (^ ) |<m.

Ceci posé, nous démontrerons d'abord le lemme suivant :

LEMME. — AÏ Von fuit la représentation^ sur la sphère de Riemann^ des
e

valeurs prises par la fonction fÇx) dans le cercle \x\ == i + ̂  on

constate qu'il existe sur cette sphère un cercle de rayon j^ tel que toute
valeur intérieure à ce cercle est prise par f{x) un nombre de fois au
moins égal àn^n étant une fonction de M et de £ que la démonstration
précisera.

Supposons, en effet, que ce lemm:e n'est pas vérifié. Étant donnée
une quantité b, on pourra alors trouver trois quantités a,[i=i, ,2 , 3J
satisfaisant aux inégalités

i^ |<o(r) i

T^<0^

T^Tr^

et qui. ne .sont prises par la fonction f(x) dans le cercle \x\ == -^
qu'un nombre de fois inférieur à n.

Faisons la représentation conforme du cercle ; y |== i+ ; ; su r l e
cercle! x1 =i de façon qu'au centre (Y de ce nouveau cercle corres-
ponde un point B choisi ultérieurement de l'arc de courbe L. La
fonction y(o?) devient ainsi une certaine fonction cp(o/).

• ' P , désignant un point du, cercle x'\=î^ en lequel œ'(,r') est égal
à1 a^ on a 1 ^ 11' ^ 1 . 1 1 . 1 ! !.'1 , ! 1 , - 1 . ^ . :' ! - , 1

• 1 1 1 , 1 ^ 1 . :',•;,, ^ .' , 1 NF '̂aa '̂S'Io^^ 1.

[en supposant les a,- choisis différents de (pÇO1)].
Les points P,< correspondent^ dans le : cercle.|^| =====1 + - ?, à. des

points P^. II résulte de la correspondance des deux domaines que
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l'on a
O'T^OCQBP,.

Et, par suite, le nombre des zéros de f(^) — a, situés dans le cercle
j x j = i + 8- étant inférieur à n, on a Fin égalité

(94) N[l,^]<0(l)7Z+23.0g^.

Rappelons un théorème dû à M. H. Cartan ( i ) :

Étant donnés m points Q^ l'inégalité

ilog^<wloê^

est vérifiée par tous les points G extérieurs à des circonférences dont la
7 9.e ' ' ! ! ! 1 ' ' ! ! ^ , 1 1 ! ! ' ..somme des rayons est -j- •

Appliquant la propriété aux trois groupes de points P, corres-
pondant aux trois valeurs de i, on constate que l'on a chaque fois
Finégalité \ 1 . '

21ogçp- <7îIogA

pour tous les points C extérieurs à des circonférences dont la somme
6e ! • ' ! 1 ! ! - 1 ! 1 1 1 ^ ': : ' 1 ! ! ! ! • ! 'des rayons est au plu» ~^- ! ^ / ! • , : .

Or, B est un point, encore non déterminé, de l'arc de courbe L,
lequel traversant la courone circulaire,

^ 1 1 1 • 1 1 1 '1 1 1 1 1 1 1 1 1 . / ^ . 1 1 1 ' ' ; 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 ; : ^ 1 ^ ^ ^1 . 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 , 1 , 1 • • 1 1 1 4 . 1 ' - ^ 1 • - 1 1 1 2 1 1 1 1 ; . 1 , 1 1 • • • 1 : 1 1 1 1 1 1 1 : 1 , 1 1 • 1 ' ; , . 1 1 , . 1 - 1 1 1 1 1 •11 ,'

ne peut évidemment être enfermé dans des circonférences dont la
somme des rayons surpasse g •Donc, on peut supposer que le point B

( 1 ) H. CARTAN, Sur les systèmes de fonctions hûlomorphes^,(Anna^^
rÉcoleNormale supérieure, t; XLYyp. sjS).

^nn. Éc. Norm., (3), XLÏX. - HOVEMBBE iQSs. 43



338 HENEI MILLOUX.

jouit des propriétés des points G, à condition toutefois de prendre î6e
comme valeur de h (1 ).

Il résulte alors de l'inégalité (24) que l'on à .
N[l,^]<0(l)7Z.

Rappelons que log [/'(B) [ est supérieur à — M^sO(i); il en est de
même, en raison de la correspondance conforme, de log | y^O7) |.

En outre, on a
log•|îp(0 /)|=:Iog|/(B)|</n<Â•M£ l• ÎO(ï)

d'après une condition déjà imposée dans l'étude du premier cas.
Appliquons la deuxième inégalité fondamentale de M. R.Nevanlinna,

sous la forme précise rappelée au n° 17; il vient l 'inégalité
(^5) T(r, 9) < 0(i) /z -+- k\lz0(i) + /.M^O(i) -l- 0( ï )

r étant arbitraire, pourvu que l'on ait r'inégalité

(^ ., -{-^f^.^1-

Logl-/(A)| étant égal à M, il en est de même de log çC^)) au
point A' correspondant au point A; d'après la correspondance con-
forme entre les domaines des points x et o?\ on a

cyA^i—eOCi).
D'après la deuxième inégalité (i) rappelée au n° 2 du présent

Mémoire, on a donc, en désignant par r ' la moyenne arithmétique
entre i et (VA7,

, . ï^îp^CKQMc. ,

Si Mk2 dépasse une constante numérique, on peut prendre r ^ r ' ;
l'inégalité (26) est, en effet, vérifiée dans ces conditions.

Portant dans Pinég'alité (25), il vient
0 ( x ) M £ < 0 ( I ) / ^ - 4 - Â 1 M £ 1 0 ( I ) ~ ^ À < M £ a O ( I . ) + 0 ( I ) . 1 1

(1) On a aussi supposé, dans le cours de la déinonstralion de ce lemnie, que
les ^étaient choisis diïFérents de ^(O^, c'est-à-dire de /(B). Or, il reste une
certaine élasticité dans le choix-de B,; et, quitter la déplacer très peu, on peut
supposer qu^iî en est ainsi.
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La constante k n'a pas encore été choisie. Si on lui donne une valeur
numérique suffisamment faible [pour fixer les idées, la moitié du
rapport des constantes numériques 0(i) qui figurent au premier et
troisième rangs dans l'inégalité précédente],, il vient

n>0(i)M£.

Telle est la l imitation inférieure de 71, dont le sens est précisé dans
renoncé du lemme. Ce lemme est donc dém-ontré avec n === 0 (i)Mc.

Appliquons maintenant le théorème A? rappelé au n° 17^ au partage
du cercle \x = i+ - en cercles de rayon — couvrant tout le cercle;

* ^ 2 " 40

nous obtenons un énoncé, qui, combiné à. l'énoncé obtenu dans l 'étude
du premier cas, fourni t le théorème suivant :

THÉORÈME 'VIL -— Soil f(^) une fonction holomorphe dans le cercle
[ x \ == i "+•- £' ̂  satisfaisant aux inégalités suivantes :

lôg:|/(^)J^/n pour |^|< ̂  ,

log|/"(*2?) [^M en un point au moins du cercle <r|== i. On suppose que
•\S ç, /.J;

LJL. ̂  M^3 dépassent des constantes numériques,

Alors il existe clans le cercle \ x = i -+- s/ un cercle de rayon s^ à F in-
térieur duquel le nombre des zéros de fÇx) — a est supérieur à M^3 0(i),
sauf peut-être pour des valeurs de a dont les images sphériques sont
incluses dans deux petits cercles de rayon ̂ -M£':tofl^ l'un de ces petits cercles
entourant limage du. point à Vin fini du plan des a«

Remarque. — Ce théorème n'a. pas acquis sa forme définitive.: il
semble que l'on peut espérer 'assigner M ^OÇi.) comme limite1 infé-
rieure au nombre'de zéros de /(a?) —^ (sauf, bien entendu,; pour les
valeurs exceptionnelles àe a). , , ' , 1 1 , ! ,\ , . 1 1 • 1 . ' .

COROLLAIRE DU THÉORÈME VII. — Soit f^x} une fonction holomorphe
clans'le cercle ^[==ïH-£/^^<îato/â^Jûn^a^^^^^^^^^^

i° En un point au moins du cercle .a?( === ï, log \f(^) [ est supérieur
.ou égal à M (on suppose que MY3 dépasse une constante numérique);

2° Dans le cercle\x\ == î.^^^il\rif.existe aucun cercle de rayon E^ à
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Vintérieur duquel le nombre des zéros de f{x)—a est supérieur à
M£^0(i)5 sauf peut-être pour des valeurs de a^ dont les images sphé-
riques sont incluses dans deux petits cercles de rayon ^"-M£'30^.

Alors'y on peut affirmer qu}en un certain point intérieur au cercle

\x ] == -î la fonction f^x) vérifie 1} inégalité

!ogl/(^)|>M£-0(i).

Apres une représentation conforme convenable, on peut remplacer
la conclusion précédente par la suivante :

Alorsy on peut affirmer quà l'intérieur de tout cercle de rayon j

intérieur au cercle \x ^=== ï, il existe un point en lequel la fonction f(x)
vérifie ^inégalité

log-|/(.r)|>Me^O(i).

C^est avec cette dernière conclusion que nous appliquerons le corol-
laire du théorème VU.

CHAPITRE IIL
APPLICATION A LA DISTRIBUTION DES VALEURS

1 D'UNE FONCTION ENTIÈRE B'ORDRE INFINI.

20. Soit/(^) une fonction entière d'ordre infini, et soit r' une des
valeurs de J^]dont il est question dans l'énoncé du théorème ïïi(voir
cet énoncé); pour simplifier, on fera, dans ce théorèmey

ï 1 1 ! ! ! ! ^-/}=: - et £==:'i.
• 1 1 ! ! ' . , ^ 3 -

II résuite de ce théorème qu'il existe deux points Pi etPa tels que
l'angle P^ OPs est au moins égal à

. / ,111 ^ 1 1 . ^ 1 1 ^ -"^ \ ; .',__,, '3 , 1 . . 1 : 1 ; / 1 1 : 1 1 1 1 , ; ' 1 . ! ,
;,/::•:-•,: •1.,:1;'.''1.' ; 1 1 ' 1 1 1 1 1 ' 1 . 1 . 1 1 . 1 1 1 1 1 : lo^T(rS1/), , , ; 1 1 1 1 ; l 1 1 1 . : . : , 1 - 1 1 ' , " 1 1 , , . - , 1 , 1 . 1 1
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et, en chacun de ces points, la fonction/(^) vérifie l'inégalité

^• t / ( -= ) I^^T( r^ f ) .

Ceci posé, construisons deux circonférences Cs et Ça dont les
,-j

rayons, pour fixer les idées, sont é^aux à — ? (pi sont orthogonales à
la circonférence 1.3)=^ et passent l 'une par P i , l'autre par Pa de
façon qu'elles ne comprennent pas à leur intérieur le plus petit
arc Pi Fa. Construisons encore les circonférences F, et ï\ déduites des
précédentes par homothétie par rapport à leurs centres respectifs, le
rapport d'homothétie étant ï + s.̂  avec

-lo^T(r,/)

II résulte de ces constructions, et du minimum de l'arc P^ Pa que la
différence des arguments de deux points pris l 'un dans F^ l'autre
dans Fa, est encore supérieure à

log^T^/)

Ceci posé, deux cas qui s'excluent et se complètent, peuvent être
prévus a priori, suivant que l'on se trouve dans les circonstances
décrites dans l'énoncé du théorème VII ou de son corollaire.

PKEMÎER. CAS. — O n peut appliquer le théorème VII à F étude de la
fonction /ï^) dcms chacune des circonférences F., et I\y en prenant
^T(r^/) comme valeur de M; c'est, en effet, une valeur dépassée
par log J/00 ( aux points P^ et Pa.

Alors il existe, dans chacun des cercles 1̂  et Ta, un cercle de rayon
,, i i i r'——, à l'intérieur duquel le nombre des zéros de f(s) — a

loio^TÇr^f) 1 . . • 1 1 A • 1 1 ^ 1 ..11 \1 , ; ^ - 1 , 1 , • 1 . ' 1 1 1 : . \ 1 , . 1-.;: -

surpasse O^^T^'^^^^ sauf peut-être pour des valeurs de a, dont ies
images sphériques sont incluses dans deux petits cercles de rayon

^los«T(rV)^

Ce premier cas se présente nécessairement lorsque f(^) est une
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fonction entière d'ordre infini, qui est d'ordre fini à l'extérieur d'un
angle A dont l'ouverture est arbitrairement petite. Il se présente aussi
dans le cas où l'ouverture de FangleAest finie et inférieure à 27-1 :
dans ce cas, on opère de proche en proche à partir de P., et d e P a en
décrivant des circonférences de rayon ]—. qui se déduisent des circon-
férences Ci et €3 par des rotations autour de l'origine. On peut, plus
généralement encore, affirmer que le premier cas se présente lorsque
la fonction f(z') satisfait, à l 'extérieur de l'angle ( f i n i ) A, à l ' inégalité

log|/(^)|<0(0,j^^

r étant quelconque.
Le théorème VII ne cesse pas d'être applicable dans tontes ces

extensions,

DEUXIÈME CAS. — Le théorème VII n'est pas applicable dans l'une au
moins des circonférences F, et Fa; dans cette circonférence^ soit T^
son corollaire est donc applicable.

Il en résulte qifen deux points au moins Q, et Qa d'affixes r,,^
et ^^vr, et ^ d'une part, ^i et ©a d'autre part, satisfaisant aux
inégalités

0(i)<.^<0(i), |^~-o,|>0(^
' i

on a ^^>°w^ —'.
Supposons, que ce deuxième cas se présente pour une suite de valeurs
der' tendant vers l 'infini. Nous nous contenterons de montrer l'exis-
tence de deux suites de circonférences G,, et C^ s'éloignant indé-
f in iment , vues de l 'origine sous desangles qui tendent vers 0/dont
les centres ont leurs arguments qui. tendent vers deux limites diffé-
rentes 9 et y ' e t telles que le nombre des zéros de f(z}—a situés
dans C/, ou C^ est supérieur à r^1 ou r^ [r,, et r^ désignent les modules
des centres de G,, et C;,, et A,/, est une quantité qui augmente indéfini-
ment avec 71], sauf1 peut-être pour des valeurs de r^dont les images
sphériques sont incluses dans deux- petits cercles de rayons cr''^
ou e-^ n,
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Dans l'ensemble des C^ ou des C^, les zéros de / ( -s)—a ont un
exposant de converg'ence infini , sauf peut-être pour une valeur
finie de a.

En effet, prenons pour valeur une des valeurs limites de C i , et
pour ^ une des valeurs limites de Ça? différente de ç, ce qui est,
possible, d'après ce que nous avons vu au sujet de la différence

9 ^ — Ç a j - Traçons deux angles, co et co', d 'ouverture s, admettant
comme bissectrices les rayons d'arguments ç et ^ /; s est choisi assez
pet i t pour que ces deux angles soient extérieurs l'un à l'autre.

Etudions les propriétés de la fonction / (^) dans l'angle co par
exemple^ la fonction y est d'ordre infini, et par conséquent, appli-
quant une propriété connue, l'exposant de convergence des zéros de
/ (^)—a situés dans cet angle est inf ini , sauf pour une valeur de a
au plus. I/existence de la suite de cercles C,, s'élablit très aisément
à l'aide des considérations suivantes : la fonction fÇs) étant d'ordre
inf in i dans Fan^le co, le maximum de lo§\f(r^)\ dans cet angle croît
plus rapidement que r"\ si. grande que soit la constante positive A.
["Notons que pour certaines valeurs de r, la plus grande des quantités
précédentes peut être r^ [. Il en résulte que l'on peut trouver deux
suites de quantités de r// et A,/,, tendant vers l 'infini, de façon telle
que les inégalités suivantes sont vérifiées :

log|/(r,^)|<r^
max. log | /[r/,( i -I- o) e^'\ \ > [r,(i 4- s) Y-1

(les points d'arguments <& étant intérieurs à l'angle co).
Construisons la circonférence y/, tangente aux côtés de l'angle co et

dont le centre est situé lia distance r^ 4e l'origine. . .
Dans la partie de ̂  située à une distance de l'origine inférieure à r,̂

on 'a 1 ! ! ' l l i , : 1 1 - ! 1 , 1 . ' : 1 1 1 / 1 - . • ! ' 1 1 1 : 1 1 : ! , ! 1 . 1 1 1 1 1 1 . ! 1 1 , 1
1 1 - 1 1 . • 1 1 1 1 1 1 • 1 1 • 1 1 1 1 : : 1 •lôg[/(,^)'i<r^=w,, .• :.;; '., 1 : . 1 ^ ^ ; 1 ' 1 . 1 1 ' ^ -

tandis qu'en un point x de la circonférence concentrique à y// et de
rayon doubley on a

< ' 1 .. ^ 1 1 1.111111" l log|/(^) lt>Cr, l(!+Ê) l]A"^M,. l l l: l 1 1 ; - 1 1 : • ' : 1 1 1 1 1 1 1 1 ^ ' 1 1 -

Nous pouvons appliquer le théorème Yiï; nous obtenons ainsi la
propriété suivante :
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Dans le cercle concentrique-à Y,, et de rayon 3er^ il existe, dès
que [i —h-s]^2 dépasse une constante numérique, un cercle y^ de
rayon a^ à l'intérieur duquel le nombre des zéros de f{z)—a sur-
passe 0(i) E^r/^ sauf pour les 'valeurs exceptionnelles possibles,
habituelles de a.

Ces cercles y',, sont vus de l'origine sous des angles qui tendent
vers zéro avec -^ si l'on fait dépendre ^ de n d'une façon convenable
r " ! -^i '[on peut par exemple prendre £/= (i -+- €) 3 J.

D'autre part, il résulte du nombre des zéros de fÇz) — a situés
dans chaque ^ que dans l'ensemble des y^ l'exposant de conver-
gence des zéros de /(^) -- CL est infini, sauf pour une valeur finie au
plus de a.

Pour terminer l'étude du deuxième cas^ énonçons la. propriété sui-
vante :

Ou bien toute demi-droite issue de l'origine est bissectrice d'un
angle d'ouverture arbitrairement petite dans lequel les zéros de
f{z) — a ont, sauf pour une valeur finie au plus de a, un exposant de
convergence infini [avec existence de cercles de remplissage comme
il vient d'être montré],

Ou bien le premier cas se présente pour une suite de valeurs de r '
tendant vers l ' infini [on peut prendre r ' dans tout intervalle r, ar].

Cette propriété résulte aisément des remarques faites à la fin de
l'étude de ce premier cas.

21. Résumons les propriétés obtenues dans le théorème fonda-
mental suivant :

THÉORÈME VIII. — Toute/onction entière d^ordre infini possède au
moins deux suites de cercles de remplissage C/^ et C,,, vus de V origine
sous des angles qui tendent vers zéro avec ^ï les cercles C/, et C' étant
tracés tous deux dans la couronne circulaire :

, , ^<|^l<ar^ (Iimr,,==co).

DansC^ et dans C^le nombre des zéros de f{z')—a est au moins égal
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à r^1 [A/, crissant indéfiniment avec n] sauf peut-être pour des valeurs
de a dont les images sphériques sont incluses dans deux petits cercles de
rayon e-1'^ [l'un de ces petits cercles entoure F image du point à l'infini
du plan des a.

DonCy dans chacune des suites C,, et C^ l'exposant de convergence
des zéros def(z) — a est infini sauf pour une valeur finie au plus de a.

Les cercles C/, et C^ sont extérieurs Vun à Vautre. Dans les circons-
tances les plus défavorables, la différence des arguments de leurs points

est au moins égale à -.—^rpT——r-,? r^ désignant une certaine valeur com-
°^" l/'/n J J

prise entre r,, et 27^.

En ce qui concerne l'existence de d'eux suites' de cercles de rem-
plissage, la soudure est ainsi faite entre le cas des fonctions entières
d'ordre inf ini , et celui des fonctions entières d^ordre fini o supérieur
à ^- Mais il faut remarquer que dans ce dernier cas, dans les circons-
tances les plus défavorables, la dillérence des arguments des points
de deux cercles de remplissage correspondants C/^ et C^ est au moins
égale à une quant i té qui tend, lorsque n augmente indéfiniment,
vers la plus petite des quantités ^5 2.7: — 7T lorsque p est supérieur

]
I . I L

à i c'est ^ : il semble que, dans le cas des fonctions entières d'ordre
infini , la limite inférieure de la différence des arguments de C^ et C^
puisse être, plus exactement que la limite trouvée, une quantité de la
forme ' • • •

^ogr;, • .
Wl^fl

pour cadrer avec le cas des fonctions entières d'ordre fini.

^ 11. 1' 1 ! 1 - 1 ' 1 1 • ^ 1 1 . 1 - : : 1 1 1 ; -CHAPIÏRE'iV.1111 • — 1 1 1 1 1 ' 1 1 ' - , 1 1 ;1 1"1 . 1 - 1 1 1 1 ' - 1 1 1 1 1 1 1 1 / ' ' 1 1 ' 1

ÉTUDE DE FONCTIONS PARTICULIERES.

22. Nous nous proposons de revenir, dans ce Chapitre, sur l'étude
des fonctions entières /(^) d'ordre infini satisfaisant à la condition
• • ^ 1 ' 1 ' / : : 1 1 ^ : 1 1 1 : 1 1 1 1 1 1 1 • 1 , ' ^ ^ T ( ^ ^

1 ' • • ^ • ! - ! ! ' ' 1 1 1 1 1 . . ! ,. 1 r ' ! / ! . :, •' 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 , ! ' ! 1 ; . 1 , ' . 1 ' 1 1 . , • -, .
Ann. Éc. Norm.., (3), XUX.—NOVEMBRE iQSa. 44
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et de combiner les résultats obtenus au paragraphe 2 du Chapitre I,
aux résultats du Chapitre II, de façon à obtenir des propriétés précises
[positions, nombre des zéros de / (^)—û, valeur des rayons] des
cercles de remplissage de ces fonctions.

Nous nous bornerons au cas des fonctions entières du type considéré,
qui sont d'ordre fini à F extérieur d^ un angle d ' 1 ouverture arbitrairement
petite^ quoique les raisonnements que nous ferons s'étendent sans
modification notable aux fonctions qui sont d'ordre fini à l'extérieur
d'un angle d'ouverture finie inférieure à 2ri. Mais notre but étant sur-
tout de fixer d'une manière très précise un minimum de l'écart des
cercles de remplissage correspondants des deux suites que nous
savons exister d'après les résultats généraux du Chapitre IV, ces fonc-
tions plus générales perdent, à ce point de vue, leur intérêt car elles
possèdent des suites de cercles de remplissage possédant plusieurs, et
même en général une infinité, d'arguments limites.

23. Revenons aux résultats signalés dans renoncé du théorème V,
et, reprenant les notations qui y sont utilisées, considérons le
domaine A^ situé à l 'intérieur de la couronne circulaire l imitée par les
cercles

H==:l.^|(i±34c.i)

et en tout point duquel la fonction f(z} satisfait à l'inégalité
^logl-/(^)|>(i-4£,)p|^[.

Soit o une demi-droite issue de l'origine, et coupant le domaine A.
Construisons deux droites S, et Sy? parallèles à à, situées de part et
d'autre de 5, à la même distance, et coupant encore, l'une et l'autre,
A. L'énoncé du théorème V nous indique qu'il existe au moins une
direction S et deux parallèles associées o^ et §2 telles que la distance
de ces deux parallèles est au moins égale à (i — 62£^) 7 r • Pour simpli-
fier les expressions, nous prendrons comme partie positive de l'axe
réel la demi-droite o; nousdésignerons par P,}: et P^ deux points quel-
conques de A situés respectivement sur c^ et âa.

Construisons un cercle Fo tangent à o^ en P,, situé dans le demi-
plan/découpé par o^ qui ne contient pas o^et choisissons la valeur
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comme rayon de ce cercle. La fonction /(>) étant d'ordre fini à
l'extérieur d'un angle d'ouverture arbitrairement petite, on a, dans la
moitié au moins de ce cercle .Ti, une inégalité de la forme

loglog | / ( ,3) !<À iog H,

A. est une constante ne dépendant que de la fonction /(^)-
Nous pouvons appliquer le théorème VII à la fonction/(.?) consi-

dérée dans le cercle F^ concentrique au-cercle F,, et dont le rapport
d/homothétie avec ce cercle est ( ï -4-^) . Désignons par ;s, l'affixe
de P i . La valeur de la quant i té M figurant dans l'énoncé du théo-
rème VII est ici,

et la valeur de la quan t i t é m

1 : 1 ̂ \0(i)]\

Les conditions imposées dans l 'énoncé de ce théorème se traduisent
ici de la façon suivante :

^-^••-•^ et ^-^l^
[|.,|0(i^ el 6 .

doivent dépasser des constantes numériques. Ces conditions sont
réalisées, lorsque z\ \ est assez grand, si l'on choisit •

£'==€ ''• t l lwl ^ i "' .

Alors, il existe, dans ie cercler^ un cercle y^ de rayon 0(i)[^, [^ ,
à l ' in té r ieur daquel le nombre,des zéros de/"(^)—ci est supérieur à

^(!.-^)pi^ o(irp =(?''•

sauf peut-être pour des valeurs de a dont les images sphériques sont
jn.clusesdans deux petits cercles de rayon ^r'^:. , , , , / , , . :; ,/ , ,

Ce qui vient d'être dit pour lecerc le I\ peutêtre répété pour le
cercle Fa construit d'une façon analogue à partir du point Pa.

Remarquons que les deux petits cercieg ^ et ^3 ^satisfont aux '
conditions suivantes,: •' ./1 : •,, , , . , , , ; ; ; . , ' • ' • , , / : : , . : , ,
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a. Ils sont contenus dans une même couronne circulaire
. H =|,^| 0(i).

b. Siron mène les parallèles à l'axe réelo^ et o^ tangentes à-y,, etya.,
de façon que ces circonférences soient à l'extérieur de ces parallèles,
l'écart entre S', et o^ est au moins égal à

(.1 — Ô S Ê i ) - — 2^,

24. Résumons et simplifions les résultats du n° 24 dans le théorème
suivant :

THÉORÈME ïX« — Les notations du théorème V étant conservées ̂  il existe^
à l'intérieur de. la couronne circulaire

|^|0(i)<H<i^|0(o,

deux petits cercles au moinsy y, et ya, à l'intérieur de chacun desquels le
nombre des zéros de f(z') — a eut supérieur à

^pk-JO(i)

sauf peut-être pour de^ valeurs de a dont les images sphériques aont
incluses dans deux petits cercles de rayon

—^^iW)

Les rayons de ̂  et. ^2 sonl égaux à

^-p l^ i iOC)^

Les cercles ^^ et y^ sont situés de part et d'autre^ et à V'extérieur; d/une
certaine bande rectangulaire indé/îme y de largeur

^( i—eae^—sô-r^ i0 1^^

dont l'axe médian passe par l'origine.

25. Le théorème précédent précise les positions relatives des deux
suites de cercles de remplissage possédées par la fonction /(-s). Le
corollaire suivant en est la conséquence immédiate.
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COROLLAIRE DU THÉORÈME IX. — Soit fÇz) une fonction entière d^ordre
infini, dont r indice caractéristique satisfait, à la condition

^logï^/)^

et qui soit d'ordre fini à V'extérieur d'une bande rectangulaire indéfinie;

on sait (théorème VI) que la largeur de la bande est au moins égale à 7r-
II existe au moins 2 demi-droites 0, et 82 parallèles aux frontières de la
bande y écartées l'une de l'autre d'une quantité au moins égale à 1 .7^
et telles yu\ï l'intérieur de chacune des bandes rectangulaires d''écart
arbitrairement petit ayant pour bissectrice (ou axe médian) 81 etS^y les
zéros de f\z) — a ont un exposant de convergence infinie sauf pour une
valeur finie au plus de a

Bien entendu le théorème IX permet d'énoncer des résultats plus
précis, mais moins concis et moins clairs.

Certaines fonctions, comme la fonction de Mittag-LeffÏer, citée au
n°16y ne possèdent que deux demi-droites telles que ^ et §2; la fonc-
tion de Mittag-Leffïer converge uniformément vers l ' inf ini lorsque
2\ augmente indéfiniment à l'intérieur de toute bande rectangulaire

indéfinie B intérieure à la bande limitée par les droites

ôi(z)>o, J(,^)==±:2

et tend vers zéro lorsque z\ augmente indéfiniment à l'extérieur de
toute bande

'_. ^(^y^o/':'.^(.5) >^.(i+:£),,. <£>o)^ , • . ,

Cet exemple montre que les résultats énoncés dans le corollaire
précédent ne peuvent être/à un certain point devue, améliorés,

26. Nous terminerons en énonçant sans démonstration les pro-
priétés suivantes, compléments du corollaire précédent,

S''Un existe qu'un système'de'droites^^et^lewécc^ est exactement^
La fonction f (s) est à croissance régulière^ eHce sens que Von a

: • [v^^fy^.^^^^^^^^^^^^^
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Si Von forme une fonction entière (qui eut nécessairement d'ordre
fini) ®(-J), possédant comme zéros les zéros de f(z) intérieurs à une

bande reclanmdaire indéfinie B intérieure à la bande o, 0,1, le rawort'-^
^

converge uniformément vers l'infini dans B. La j"onction f(z) converge
elle-même uniformément vers t'infini dans B, exception faite de restons
pouvant être enfermées dans des cercles très petits, dont les dimensions
tendent rapidement vers zéro lorsque ces cercles s^ éloignent indéfiniment,
ks cercles n'ayant aucun point commun entre eux.

L'énoncé précédent s'inspire d'une part des propriétés de la fonction
de Mittag-Leffler, et, d'autre part, d'un énoncé analogue (') que j'ai
établi pour les fonct ions entières d'ordre fini, et dans lequel principa-
lement les mots bande rectangulaire doivent être remplacés par le mot
angle. La démonstration peut être menée parallèlement à celle qui a
été donnée pour les fonctions entières d'ordre fini.

(') Voir II. MILLOUX, Les cercles de remplissage... (AcM Math,, \. î)2,
Gh.V),


