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SUR

CERTAINS PROBLEMES NON LINEAIRES DE NEUMANN

KT SUR

CERTAINS PROBLEMES NON LINEAIRES MIXTES

(suite)

Par M. Georees GIRAUD

B == ==

'CHAPITRE X.

PROBLEME LINEAIRE DE DIRICHLET.

1. Enoncé duprobleme. — Considérons l’opération du type elliptique

Fu=2Z 858 —~—~¥—- A= X by —— () + cu (g > 0),

az,, Doz

et un domaine borné ouvert dont la frontiére § remplit les conditions
(I1, 1) et en outre celle que les dérivées des coordonnées de ses points
sont lipschitziennes d’exposant A <1. On suppose que ¢ est continu
dans @ + 8, et que les b, sont lipschitziens d’exposant & dans le
méme domaine; dans @ S encore, les dérivées des a, ¢ sont sup-
posées existantes et lipschitziennes d’exposant /.

Nous pouvons, de différentes maniéres, prolonger hors de @ les
coefficients de & et choisir dans tout I’espace une fonction 7, nulle
hors d’un certain domaine borné, de facon que, dans tout I'espace,
les b,, ¢ — et les dérivées des a, g soient lipschitziens d’exposant /4
et que, hors d un certain domaine borné, l'opération Fu—yu se

réduise a 2‘ —)——, —g*u(g > 0); de plus c — 7 doit étre négatif ou nul
partout; ¢ doit avoir une limite continue quand X vient sur $ par
points extérieurs & @ + &, mais il peut y avoir un saut brusque au
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passage de $ (le plus simple est de prendre ¢ = — g* hors de @ +'8,
avec ¢ —y = — g* dans tout 'espace). Soit G(X, ) la solution élé-

mentaire principale de I'équation

Fu—yu=o.

Donnons-nous une fonction continue /,(X) d’un point de @ +$
et une fonction continue o,(X) d’un point de §. Soitd’autre parts’
une multiplicité intérieure & @, infiniment voisines de &, et formant
la frontiére d’un domaine ouvert @', intérieur & ®. Nous nous propo-
sons de trouver une fonction u, continue dens @ + S, & dérivées conti-
nues en tout point de M, telle que, sur'S, u, = o,, et que, d’autre part,
quand X appartient a 00,

()
(1) / GINJA) 1 (A) — g (A)u, (A)]dVy
Jo

=1
- [[ TGN, A) B, (A) — i (A)ZG (X, A )] dSy— ity (X).

g

C’est ce qui sera nommé le probléme (généralisé) de Dirichlet, nom
qui sera aussi appliqué au probléme adjoint énoncé plus loin.

Les dérivées secondes de I'intégrale d’ordre m —1 sont continues
en tout point de @'. Les dérivées du premier membre sont lipschit-
ziennes d’exposant quelconque inférieur a 1 (I, 1). Donc les dérivées
de u, doivent étre lipschitziennes d’exposant quelconque inférieur
a 1 dans tout ensemble fermé intérieur a @.

Si, outre les hypotheéses faites, /, et 7 ou ¢ sont lipschitziens d’ex-
posant A, les dérivées secondes de u, doivent étre lipschitziennes
d’exposant A dans tout ensemble fermé intérieur 2 @, et 'on aura

Fu,=[.

Si, fy ety étant supposés seulement continus, cette équation a une
solution u, prenant les valeurs données sur &, et dont les dérivées
secondes soient bornées dans tout ensemble fermé ntérieur & @, u,
est solution de notre probleme (VI, 1). Le nom de probléme (géné-
ralisé) de Dirichlet convient donc.

On avu aussi (VI, 10) que, malgré I'apparence, les conditions im-
posées & u, ne dépendent pas du choix du prolongement de S dans
tout 'espace, ni du choix de .
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2. Probléme adjoint. — Nous donnons le nom de probleme adjoint
au précédent, au probléme suivant: étant données une fonction f,(X),
continue dans @ + 8 et une fonction continue 2:(X) d'un point de S,
trouver une fonction u,(X), a dérivées continues en tout point de @, telle
que, sur'S, u, = @, et telle que, d’autre part, quand X appartient ¢ @',

A ()

(2) [ e N A (A) = LAV
s

dne—1)
= [ua(A)BOG(A, X) — G(A, X)Zuy(A)]dSy 4+ w,(X).

Mettons G(A, X) sous la forme déja vue (V, 18)
G(A, X)=a(X)N(A, N),

et s0it u, (X) = w(X)¢.(X); alors

(2] .
f (;)(;\.)N(A,,X)[y_( oo(A)— /(/‘\\))J av

'

(e —1j
,_f [0 (A)O [0 (A)N(A, X)] — o (A)N(A, X)Z' 0, (A)}dSy+ 0.(X),
s’

avec
er’: 2, By BTy~ )JJJ li /
o ) ] d(aypn
0 f=2,pw a——————(((;iy) _§¢’+ -‘wmz[ ™ ‘29 (5f )J .

ot ¢’ est une fonction arbitraire. On voit que ce probléme est de méme
nature que le précédent : il suffit de se reporter a4 I’équation dont
w(A)N(A, X) est la solution élémentaire principale, relativement
2 X. Les deux problémes peuvent étre dits adjoints l'un & Uautre.

3. Prolongement des coefficients. — La solution de ces problémes
comporte d’abord l'opération consistant & prolonger les coefficients
de 7 dans tout I’espace et a choisir  de fagon & remplir certaines
conditions. Deux méthodes seront indiquées pour cela; la premiére
seule est applicable quand on ne fait que les hypothéses énoncées au
début (§ 1).

Les deux méthodes ont en commun la fagon de prolonger les a, 4
Nous choisissons d’abord un paramétre s,, (III, 4) pour servir & repé-
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rer les points voisins de $; on suppose s, > o0 hors de ®@. Dans la
région o <s, <&, oll 5, est constant et assez petit, les a, g seront
choisis pourvus de dérivées lipschitziennes d’exposant 4 et de facon a
respecter la continuité de ces fonctions et de leurs dérivées au pas-
sage de S; sur s,, =, les a, , devront étre égaux a un, les autres a,.y
azéro, et les dérivées de ces fonctions devront étre toutes nulles. On
emploiera la méthode indiquée (IX, 2) mais en la complétant : aux
valeurs fournies par -la méthode pour les a,,, nous ajoutons
ks:(s,,—sn)? k étant une constante indépendante de «, et telle que
I’équation soit du type elliptique dans notre région; par exemple &
s'obtiendra en ajoutant 1 a la borne inférieure des valeurs pour les-

quelles cela a lieu. Hors de & + § et de cette région, on prend
Qa,0==1, agg=o  (poa).

Dans la premiére méthode, on prolonge les b, dans la région
0 <s,<s, de facon qu'ils soient lipschitziens d’exposant /, nuls
sur s5,, = s,,, et continus au passage de S. Ensuite on choisit arbitrai-
rement sur S les valeurs de certaines fonctions 0,, 0,, ..., 0,,, pourvu
que les dérivées de ces valeurs soient lipschitziennes d’exposant /£
(par exemple 6, =0, = ... ==0,, = 0). Si l'on astreint 6,, 0,, ..., 0,,
a avoir toutes leurs dérivées continues hors de @, la valeur sur & de

. ()GY O Oy dag \
3) ¢ 4 — £ - AR G - s 223 GNO 9
(3) 4(’ y oz > 4 X, g A ﬁ(l’a Z‘Y ()»'L'Y 2 Ja) (/l}, Z*{ ()LY 2 6{-})

se réduit & une fonction connue (en supposant toutefois ¢ continu au
5 09y s,

Y D Ot

passage de §) augmentée de — 4, -; on prendra, sur &,

d0y s,
_—t »
Js,, ’)"’Y

¢ étant indépendant de X et de y et assez grand pour que I'expression
ci-dessus soit négative (par exemple, on ajoute 1 a la borne inférieure
des valeurs pour lesquelles cela a lieu); sur s, =, les 0. et toutes
leurs dérivées devront étre nuls; notre procédé (IX, 2) permet de
définir les 6, complétement. Au dela de s, =5, tous les 6. doivent
étre nuls. Enfin, si Pon veut respecter la continuité de ¢ au passage
de &, on fixe sa valeur —g* sur s, =y, de facon que la méthode
indiquée (IX, 1, qui est applicable méme si ¢ est seulement continu
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dans @ + &) rende (3) négatif dans tout o < s, < 5,,; toutefois ¢ n'est
lipschitzien que s'il prend sur § des valeurs lipschitziennes; au dela
de s, =s,, ¢ = — g*. Sil'on ne désire pas que c soit continu, on peut
prendre tous les 0, identiquement nuls et prendre pour ¢, hors de @,
la valeur constante — g* telle que (3) soit partout négatif. Laforme
quadratique P (1I, 3) est alors définie positive hors de @ (II, 8).

La seconde méthode ne s’applique que si les dérivées des

o Jdaup
b, _245 _()?6{_

existent et sont lipschitziennes (d’exposant £). On prolonge alors ces
fonctions de facon (IX, 2) que leurs dérivées restent continues au
passage de S et soient lipschitziennes d’exposant 4 dans o <ls, <5,
sur s, == ¢, ces fonctions et leurs dérivées doivent s’annuler et étre
encore nulles au dela de s,, = s,,. Le prolongement des a, g étant déja
trouvé, celui des b, en résulte. Quand a ¢, on le prend négatif ou nul
partout hors de @, au prix méme d’une discontinuité au passage de §;
le plus simple estde le prendre égal & — g partout hors de (g > o).

Si 'on veut, dans cette seconde méthode, respecter la continuité
de ¢ sur 8, il faut 'amener d’abord 4 y étre négatif ou nul, ce 4 quoi
I’on parvient facilement en posant u = ¢w et en choisissant v de facon
que, dans une région contenant &, on ait w >o0, Fw <o (b, V,

e application, p. 223). .

Dans les deux méthodes, 7 doit étre nul au dela de s, =y, et tel
(ue 7 — c soit positif ou nul partout et lipschitzien d’exposant 2 dans
tout espace. Par exemple 7 — c sera partout égal & g*.

Dans la premiére méthode, pour déterminer Ou, on prend, sur s,
¢ =2,5,0, les &, étant les cosinus directeurs de la normale exté-
rieure. Dans la seconde méthode, on prend ¢ négatif continu quel-

conque, par exemple = — 1.

4. Mise en équations de Fredholm. — Nous prenons pour G la solu-
tion élémentaire principale de & u = yu. Nous prenons arbitrairement
f. et f, hors de @, pourvu qu’ils soient continus en tout point n’appar-
tenant pas 4 @ -+ S et nuls hors d’un domaine borné; leplus simple est
de les prendre nuls hors de @ (la continuité au passage de Sn’est pas
nécessaire; il suffit que les fonctions soient bornées).

Ann. Ec. Norm., (3), XLIX. — Aour 1932. 32
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Nous fixons un entier p au meins égal 4 2 et nous posons, pour le
probléeme donné,

(1) (ne—1)
() ul(X):——-f G(X, A) oy (A)dV,— :;f 7G, (X, A) oy (A) dSy
$
(p22),
o, eto, étantde nouvelles inconnues; I'intégrale d’ordre m est étendue
a tout I'espace. Les conditions du probleme se traduisent (VI, 11, 16)
par le systeme d’équations de Fredholm

(me)

(5) P () =2(X) [ 6%, A)pi(A) Y, |
2 (12—1)
.--gx(;x')/‘ ZGW(X, A)o, (M) dSy = £, (X),
5

W ()

(1n—1)
(6) o (X) — G(X,A).ox(/\.)dV.\——ef 7G, (X, A) o, (A) dSy=5,(X);
S :

on vérifie facilement que la derniére équation peut se remplacer par

: (1) (e —1)
(6 bis) o’l(X.)—-f G»f.m(x,A)p,(/\,)afv,\wc;f LGy (N, A) oy (A) dSy
S

@

. (r1e)
= (X)+ [ Gra(X, M) [i(A) AV

De méme, le probléme adjoint conduit aux équations

W)

(12 —1)
(7) u._.(X)::——/ G(A, X)p.(A) dVA~—2f 0G, (A, X)o,(A)dSy,
S

(1)

(8) p...<><)-~/_<><>f G(A, X) oy (A) dVa

(12 —1)

'—QX(X)f BG (A, X)ou(A) dSy=09,(X),
ey

(sn)

(1 ~—1)
(9 @)= [ GAX) (M) dVa—a [ G, (A, X)au(A) dSi=u(X),
. ' s
dont la seconde peut étre remplacée par
(1) (m—1)
(9 bis) a'g(X)—j G (A, X.)pa_.(A)dVA—zf © G,y (A, X) oy (A) dSy
s

(m)

=, (X) + Gpi (A, X) fo(A) dVy.
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5. Problémes associés. — Nous considérons encore les deux pro-
blémes suivants : Trouver des fonctions u,, ¢,, s, telles que

{(m)

(10) w(X)=—2 [ G(X,A)7(A)p,(A)dVy

{m—1})
—f G, (X, A)a,(A)dS,,
S

<

(an2) (r—1)
(11) P(\)'“f G("\aA)X(A)st("\)dv:\_f G‘,”(Xa A)G:‘.(f\)ds.\:r’y
s

(ne)
(12) 7 (X) — f OG(X, A)7(A)ps(A)dVs

(m—1j
— 2 [ OG, (X, Ao, (A)dS, =o.
Vs
La derniére équation peut se remplacer par
(m)

(12 bis) g, (X) — 2 OG7 (X, A)x(A)p,(A)dV,

(m—1)
— ”f ©Gayi (X, A) oy (A) dSy==o.
S

Ces équations entrainent que, hors de @, Fu, = o, et que, si X vient
sur S par points n’appartenantpas & @ + 8, Ou, = o.
Trouser des fonctions u,, ¢,, a, telles que

(]
(13) u,_,y(}{):-—z/ G(A, X) 7(A)py(A)dVy
(m—1)
o :'x.f G, (A, X) o, (A) dSy,
S

2

(i)

(14) P (X) — G(A, X)x(A)pi(A)dVy
(m—1)
-_f G (A, X)o,(A)dSs==o,
S

(m)

(15) s (X)—a [ ZG(A, X)z(A)p.(A)dVy

(m—1)
—zf Z2G,(A, X)o,(A)dS,=o.
P

@
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La derniére équation se transforme comme ci-dessus. Si X vient sur'$
par points extérieurs a @, on a Zu, = o. D’autre part, I’équation
adjointe existe et a ses coefficients lipschitziens dans tout ensemble
fermé extérieur & @ + 8; done, hors de @ + S, Gu, = o.

Nous nommons ces problémes les associés des précédents, parce
que le systéme de Fredholm [(11), (12bis)] est 'associé du systéme
[(8), (9bis)]; de méme pour les deux autres systémes.

6. LemME. — Si ¢, et o, satisfont au systeme [(5), (6)] homogéne
(c’est-a-dire avec les données fy =0, 0, =0), et st u, est identiquement
nul dans @, g, est identiquement nul dans tout l'espace et 5, identique-
ment nul sur tout's.

En effet, ¢, étant continu, I'intégrale d’ordre m qui figure dans (6)
a ses dérivées lipschitziennes (I, 1). Donc les dérivées de g, existent
et sont lipschitziennes (VIII, 6). Donc (VIII, 9) Ou, existe et a la
méme valeur des deux cotés de la double couche; cette valeur est
zéro d’aprés 'hypothése. D’apres une formule de Green (11, 3), appli-
quée a la région extérieure a4 @ et intérieure & une hypersphére inlfi-
niment grande de centre fixe, u, est identiquement nul hors de @, car
la forme quadratique P est définie; sil’on a pris la seconde méthode
de prolongement, cette raison est & remplacer par celle que «, est nul
a l'infini et qu’il ne peut avoir de maximum positif ni hors de @ + &
a cause de la condition ¢ < o, ni sur $ a cause de la condition ¢ <o
qui empécherait Ou, de pouvoir s’annuler (*); de méme il n'y a pas
de minimum négatif; donc u, = o hors de . Donc u, est continu au
passage de S et par suite o, = o (VIII, 2, 10). Alors les équations (4)
et (5) donnent ¢, = — yu, = o, et le lemme est démontré.

7. TukorEmE. — Si le probleme homogéne correspondant au probléme
donné (c’est-a-dire le probleme ot f,=o0, o, = 0) n'a que la solution
zéro, le probléme donné et son adjoint ont chacun une solution et une seule.

Il est évident que le probléme donné n’a pas plus d’une solution; il

(*) Raisonnement de M. Gevrey (Journal de mathémathiques, t. 9, 1930,
p- t a 80, spécialement p. 74).
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R

en a une, car, d’aprés le lemme, le systéme de Fredholm [(5), (6)]
est soluble.

Pour le probléme adjoint, on remarque d’abord qu’il a au moins
une solution; il suffit pour cela de montrer que le probléme associé,
ou le systéme [(11), 12)], n’a que la solution zéro. Or, d’aprés le rai-
sonnement d’il y a un instant, u, est identiquement nul hors de @;
donc, dans @, u; est une solution du probléme homogeéne correspon-
dant au probléme donné; donc u, = o dans @. Donc Ou, a la méme
valeur des deux cotés de S, et par suite o, = o (VII, 3, 6); alors
20, = —il; = 0.

Pour achever la démonstration en montrant que la solution du pro-
bléme adjoint est unique, on forne une fonction de Green, mais nous
pouvons pour cela renvoyer & un Mémoire précédent (b, V, th. 3,
p. 218 & 222) ().

8. Application. — En particulier, le théoréme s’applique au cas out
¢ <o dans @, le probléme homogeéne n’ayant alors que la solution
zéro. En effet on a (VI, 1), en étendant I'intégrale i tout I"espace,

S|
/ GON, A e(A) =% (A)]dVy=—1.

Or, pour écrire la condition (1), nous pouvons prolonger & hors
de @ de facon que ¢ soit négatif partout; soit, par exemple, cS—k <o,
k étant une constante; y n’est alors assujetti qu’a étre nul hors d’un
certain domaine borné et & rendre ¢ — y partout lipschitzien et positif;
|7, | peut donc étre partout aussi petit qu’on veut; comme d’autre part
(G est positif ou nul partout, on a, d’aprés le théoreme de la moyenne,

Si IIXE<E, Ny '
‘x(x)/ GIX, A)dV,

<T—=z

/\'

sic < 4> cestinférieura %, et par suite I’équation de Fredholm en u(X)

(m)

p(X)—%(X) [ G(X,A)p(A)dVy=1

() Rapprocher ces raisonnements de ceux de M. Joser PLemgLy, Ueber lineare
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est soluble et sa solution est positive (ce dernier point se voit sur le
développement en série). Si I'on fait, dans notre probléme, le chan-
gement d’inconnue

(1)

w (X)=o(X) | G(X,A)p(A)dVy,

un raisonnement déja vu (V, 18) montre qu’on a pour ¢ une question
de méme nature que pour «,, mais & est remplacé par une autre opé-
ration, ou les coefficients des dérivées secondes n’ont pas changé et
ol les autres coefficients sont lipschitziens, celui de ¢, égal au quo-

(m
tient de —x parf )G(X, A)u(A)dV,, étant en outre négatif. Done,
s'il s’agit du probléme homogeéne, on peut employer I'équation aux
dérivées partielles relative & ¢; par suite il n'y a pour ¢, et pour u,,
que la solution zéro, ce qu’il fallait démontrer.

Le cas ou I'on a, dans @, ¢<o, et celui ou la mesure de @ est assez
petite, se raménent au précédent (b, V, p. 223 a 225).

9. Lemme. — Les problémes homogénes correspondant au probléme
donné et au probléme adjoint ont le méme nombre de solutions linéaire-
ment indépendantes ; chacune de ces solutions est donnée par une solution
et une seule du systéme correspondant d’équations de Fredholm.

Soient g le nombre des solutions linéairement indépendantes du
probléme homogéne correspondant au probléme donné, etrle nombre
analogue pour le probléme homogéne adjoint. -

On va d’abord prouver que, si u, et u, sont des solutions de ces
deux problémes, les dérivées de u, etde u, sont continues dans @ +S.
Il suffira de développer la démonstration pour u,, et il n’y a de dif-
ficulté que pour les points de S. Reprenons le paramétre s,,, nul sur's,
négatif dans @ (II1, 4), et soient a et & deux nombres tels qu’on ait
oZa<b. Siaetbsont assez petits, le probleme homogéne ou @ est
remplacé par la région —a >s,,> — b, n’a que la solution zéro; on
peut donc construire une fonction de Green F, ,(X, E), satisfaisant 2

Randwertaufgaben der Potentialtheorie (1. Teil, Monatshefte fiir Mathematik
und Physik, Bd 15, 1904, S. 337-411; II. Teil, id., Bd 18, 1go7, S. 180-210).
On trouvera dans la suite d’autres raisonnements découlant de ceux de M. Plemelj.
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la condition (1) homogéne relativement & X, 4 la condition (2) homo-
génerelativement 2 &, nulle si pour un des points (s, + @) (s,, + 6) = o3
cette fonction est telle que la différence

w (X, E) = F,,J,(X, E) — G},«(X, E)

soit partout continue, ainsi que celles de ses dérivées (de tout ordre)
dont D'existence est démontrée, pourvu que 4 soit assez grand. La
fonction u(X, E) est donnée par

(72t) (rm—1)

(X, E)=— G(X,A)p(A, E)dVy—2 2G, (X, A)a(A, E)dSy;
$41+:§h
8, et 8, sont les multiplicités 5,, = —aets, = — b, et p et ¢ sont la

solution unique du systéme de Fredholm
(nt)
p(X,E)—%(X)f G(X, A)p(A, ) dV,

(rme—1j

qu(x)[ ZGE (X, A) o (A, ) dSy=— 7(X) GH (X, T),

s, +8,
(me)

o(X,E) — G(X,A)p(A,E)dV,
(m—1)
—a ZGo (X, A) (A, B) dSy = — Gi(X, Z);
VS S, ‘
on constate sur ces équations que les dérivées de o, relatives a X,
existent et sont lipschitziennes, pourvu que E ne soit pas sur §, ni
sur8, (VIII, 6); il en est de méme (VIII, 7) pour les dérivées de F, ,
relatives a X, quand X est sur §, ou sur &, et que Zest & 'intérieur
du domaine. Les réles des variables peuvent en outre, dans ce raison-
nement, étre intervertis. On a donc (VI, 8), si X est dans la région

—a>s,>—betsia>o,
(rt —1)
w, (X) :._f 1, (A) ZF 1y (X, A) dSy.

VS, S,
Laissons fixes & et le point X, et faisons tendre @ vers zéro; on remar-
quera que F, (X, A) et ses dérivées dépendent alors contintiment
de A et de a, et 'on en déduit que

(-1}

w (X)) =— w, (A)ZF, (X, A)dS,,
P
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car «, est nul sur $,: on voit bien sur cette équation que les dérivées
de u, sont continues (et mémes lipschitziennes) mémes sur S. Il en
est de méme de celles de u,. ’

Nous avons alors (VI, 8)

(are)
(16) —f G (X, A) g (A)u, (A)dV,
@D

(rm—1)
:f Gu(NyA)Ou, (A)dSy — (X)) u,(X),
s

f étant égal 4 1 si X est dans @, 2 o si X est hors de & + 8. Si done
on pose

(rr2) »
p-.;(\}::H[ G (X, A) 7 (A) ar(A)dVy, oy (N) == -0u,(A),
o 2

la fonction wu,, donnée par (10), est égale & u, dans @, & zéro
hors de @ —+ 8, et 'on vérifie que les équations (11) et (12) sont
satisfaites [ on trouve (1) en récrivant (16) apres remplacement de p
par 2p — 1, puis en retranchant membre 3 membre]; ¢, et o, ne sont
d’ailleurs pas a la fois identiquement nuls, puisque «, ne I’est pas.
Le nombre des solutions linéairement indépendantes du systéme [(8),
(9)] homogene, est donc au moins égal a g; mais (§ 6) il est au
plus égal 4 r[le raisonnement du paragraphe 6 s’applique au pro-
bléme adjoint parce que, hors de @ -8, 'équation adjointe existe,
ce qui permet encore, moyennant un facile passage a la limite, d’em-
ployer la formule de Green (1I, 6)]; donc »2¢. Mais on voit de méme
que g2r; donc g=r et 'on voit en outre que ¢ est aussi le nombre
des solutions indépendantes des systémes homogeénes de Fredholm.
Tout est donc démontré.

10. TatoriMeE. — Sotent u', u”, ..., u'V les solutions linéairement
tndépendantes du probléme homogéne correspondant au probléme donné,
et ', ¢, ..., o0 celles du probleme homogéne adjoint. Les conditions
nécessaires et suffisantes de possibilité du probléme donné sont

(m) (rm—~—1)
f v"”f1dv+f 0, ZymdS =0 (n=1,2,...,9);
o) 8 ’
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st ces conditions sont remplies, toutes les solutions sont données par le
systéme d’équations [(4) a(6)]. De méme, les conditions nécessaires et
suffisantes de possibilité du probléme adjoint sont

(D] (m—1)
f wn f, dV + f 0@ Ul dS = o,
o s

et si elles sont remplies, toutes les solutions sont données par les équations
(7) @ (9)-

On peul ajouter que deux solutions (¢,, 5,) différentes conduisent
a4 deux fonctions u, différentes (§ 9); de méme pour u,. La démons-
tration résulte facilement de la théorie de I’équation de Fredholm, en
utilisant ce qui précéde; on la trouvera dans un Mémoire antérieur (b,
V, th. 4, p. 229 et 230).

CHAPITRE XI.
PROBLEME LINEAIRE DE NEUMANN.

1. Enoncé d’un premier probléme. — Faisons sur @ et sur S les
mémes hypothéses que précédemment (X, 1), mais sur 'opération du
type elliptique

_ . ?u Sl du "
Fu=23Zyp048——+ 20, ~— + cu
=t o dzg 7% Oy,
(ayP==1,2, ..., Uy qa>0),

nous supposons seulement que tous les coefficients a, g, by, ¢ sont
lipschitziens d’exposant / (A <1, comme précédemment).

On donne une fonction f, lipschitzienne d’exposant % dans ®@. Sur
$, on donne deux fonctions continues ¢ et ¢,; ¢ est la fonction qui
intervient dans la définition de ®u (II, 1).

Le probléme est de trouver une fonction u, dont les dérivées secondes
sotent continues en tout point de @ et qui satisfasse dans @ a l'équation

(1) Fu,=[,

et sur S « la condition
(=) Ou,=o,.
Ann. Ec. Norm., (3), XLIX. — SEPTEMBRE 1932. 33
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2. Prolongement des coefficients. — Nous prolongeons hors de @
les coefficients de @+ & a peu prés comme dans la seconde méthode
donnée précédemment (X, 3); toutefois, pour lesa, 4, et lés b, il n’ya
arespecter que les conditions de Lipschitz, ce qui est une simplifica-
tion; c peut étre discontinu au passage de § et doit étre négatif hors
de @+ 8354 doit étre tel que ¢ — soit partout négatif ou nul et
lipschitzien d’exposant 4. Les valeurs de toutes ces fonctions, hors
d’un certain domaine borné, doivent étre les constantes déja indi-
quées (*).

3. Mise en équations de Fredlholm. — Posons

s (m2) A (=1
(3) w(X)=—2 [  G(X,A)p (A)dVy+ '.)./ G\ Ao (A dSy

Mgt

(pz2)

et supposons que g, soit lipschitzien; on devra avoir

)

() (0= 2(N) [ GO A (A v,

e
(1)

(N / G\ Ao (A ) dSy== = [ (N),

(1)

(5) 5 (X)) — 2 OG(X,A)p (A)dV,

1)
+~.:,f BG,(N.A)o (A) dSy= 0, (\).
w

4. LEMME. —= Si une solution du systéme [(4), (5)] homogeéne (cas ol
Ji=o0, 9, =o0) rend u, tdentiquement nul dans @, 5, ¢t s, sont identi-
guement nuls.

En effet u, est nul & U'infini et sur S, donc identiquement nul hors

(') Dans d, 1V, p. 247, on s’était rapproché de la premicére méthode de pro-
longement indiquée ici; mais des erreurs avaient empéché de voir la restriction

fo > 57 qui aurait dii ére faite; de plus ¢ aurait do étre supposé lipschitzien,

2

Ces restrictions sont cqmplétement levées ici.
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de 0+ 8, puisque ¢ estalors négatif; donc Ou, a la méme valeur des
deux cotés de S, ce qui entraine la nullité de 5, (VII, 3,6). On a alors,

d’aprés (3) et (4), 25, =— 7 u, = o.
5. Tuiorime. — Sile probléme homogene correspondant au probléme

donné n’a que la solution o, le probléme donné a une solution et une
seule, et cette solution est donnée parles équations (3) a (5).

En elfet, d’apres le lemme, le systéme [(4), (5)] a une solution et
une seule, et d’autre part, il est évident que le probleme n’a pas plus
d’une solution |on voit, comme au passage (III, 6), que 5, est lips-
chitzien |.

Avec les hypothéses actuelles sur les coeflicients, nous ne poussons
pas plus loin Iétude du probléme énoncé au paragraphe 1.

6. Enoncé d’un autre probléme. — Faisons maintenant sur les coef-
licients de & les mémes hypothéses qu'an Chapitre précédent (X, 1).
Supposons en outre que f, soit continu dans @+ 8, et U et ¢, conti-
nus sur &; § est toujours la fonction qui intervient dans la définition
de ©. Nous nous proposons de trouver une fonction u,, dont les dérivees
sotent continues en tout point de 0D et qui satisfasse sur'$ a la condition
(2); de plus, en nommant G(X, A) la solution élémentaire principale
d’une équation Fu =y u, on astreint u,, dans @, & la condition

allll) ,
(6) f GONS AN SN ) — 2 (A ) (A)]edV
W

alth = 1]
== [GIN, A)YOuy (AN) — u (AYZGN, A )] dSy— u, (N,

5

qui remplace I'équation (1).

Ce probleme et celui du paragraphe 1, ainsi que le probléeme adjoint
dont il va étre question, sont compris sous le nom de probléme (géné-
ralisé ) de Neumann.

7. Probléme adjoint. — Donnons-nous maintenant deux autres fonc-
tions f, et @, continues, la premiére dans @+ 8, la seconde sur .
Le probléme adjoint au probléme donné est de trouver une fonction u,
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dont les dérivées sorent continues en tout point de @, et qui satisfasse
sur '8 a la condition

(7) V le:’:clgth

et dans @ a la condition

(m)
(8) G(A, X)[z(A)uy(A) — fo(A)]dVy
Y@
(L —1)
= [as(A)OG(A, X) — G(A, X)Zu, (A)] + w.(X).
§
On voit comme plus haut (X, 2) que ce probléme est de méme nature

a

que le précédent. Les deux problémes seront dits adjoints l'un a
Uautre.

8. Prolongement des coef ficients. — On choisit, sur$, des fonctions
b, lipschitziennes d’exposant % et qui soient telles que (*)

2006650, < ‘-P;

(") Ce choix des 6, qui obligera a introduire une nouvelle fonction G, est
~amené par 'hypothése de la continuité a laquelle, sans plus, est astreint .
Dans d, IV, 6, p. 252, on aurait di supposer que ¢ est lipschitzien.

On peut aussi, sans introduire la nouvelle fonction auxiliaire G, embrasser le
cas ot est seulement supposé continu; pour cela on prend la fonction ¢ telle

(que, pour 0 << 8, < §,, on ait
¢
—_— e () T ()
§| Fp) 2
o 023

lle d’autr ; v o Lospr S y )y . ro.
telle d'autre part que 2,5y o =g sur & el que P (7-1—;—-:0 Sur $,==S§,,;
a2

V0.
cette fonction ¢ existe (§5) d’aprés I'identité

p Z d?e o) —§ 7 . dy 2 dv \* o
0023 T ey Dz, \ Oz, 2\ dx., ’
qui prouve que ¢ est nul si ¢ =03 on pose, pour 0<5, <),

Jdy ,
9:4:7)-‘ A+ Ca S (S — Sm) (o <h<u),
Lo

Jo,

est alors infini
o 0%y,

les ¢, ayant la signification déja indiquée (111, k) ; sur &, Z
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par exemple, si p. est une constante inférieure au minimum de ¢, on
prend 0,=yw,; pour définir les 6, hors de /@S, on choisit un
nombre positif £ inférieur & 4 et 'on forme les fonctlonsga_ c,st les
c, étant des polynomes en x,, ., ..., x, tels que X, c,w, soit positif
sur S (b, II1, p. 165 et 166), ce qui entraine
X % >0 pour o < 8, << s,

si s/, est assez petit et si la direction (¢}, c,, ..., ¢,,) est partout assez
voisine de la direction de la normale; les conditions imposées sur S et
sur s, =s, fixent sur ces multiplicités les valeurs des 6, —g,: on
deéfinit alor% ces fonctions pour o <s, < s,, par la méthode (IX, 1).
»&lorsz —~, ', pour s, infiniment petit, est (VIII, 5) infiniment grand

uquwalent a /Ls""'fl,c[ j » donc positif; ainsi Uexpression (3)(X, 3)
est négative pour s, assez petit et I'on pourra prolonger ¢ de facon
qu’elle soitpartout négative. Si était lipschitzien, on pourrait prendre
(sur®) 0, =w,. A part cette facon de former les 0,, on définit hors
de @+ 8 les fonctions a, g, b,, ¢, et dans tout I'espace la fonction %,
exactement comme dans la premiére méthode donnée plus haut (X, 3).

Si les b,— ()5‘” 2 ont des dérivées lipschitziennes, on peut aussi
employer la seconde ngethode qui dispense d’introduire les fonctions 0,
et la fonction auxiliaire dont on va parler.

9. Nouvelle fonction auxiliaire G. — Nous posons, sur &, pour une
fonction arbitraire «,

du . . J
(9) ®u_._~zgmyaag() 8 -+ du, @czazzmmog(}agaa_@aé%—l—@zu),

d(agpu)
dag

MNazpu
Zeou :Z“wx[zﬁ —%;%I—Q -l—(%-—«bz)u];

Ziw = 23w, + (b — 2, 0.m4) u,

(10)

positif et rend I'expression (3) (X, 3) infinie négative car le produit de 6, par
n’importe quelle puissance positive de s,, tend vers zéro avec s,. En donnant
aux O, la valeur zéro au dela de s,=s,,, on a, des deux cotés de s, =4,

2w, 0, =0, ce qui suffit,
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quand X viendra sur § par points de @, on emploiera ©; et Z;; quand
X viendra sur § par points n’appartenant pas a @+ 8, on emploiera
0, et Z,. Au point de vue de la convention (II, 7), ©; et ©, sont traités
comme 0, et Z; et Z, comme Z.

Désignons maintenant par F(X, =) la solution élémentaire princi-
pale de & =7 u. La fonction G(X, ) qu’il s’agit d’introduire, sera

11— 1)
(1) (;(.\’,3):1?(_\,3)”/ FON, A) (A, ) dSy,

§

u étant choisi de facon que, aux points X de &, 0,G =0.G, quel que
soit E différent de X. Cela équivaut, X étant sur S, & I’équation

a1 —1)
(19) (X, E) 4+ [(X) — };zem(,\ml(x)]j F(X, A)u(A,Z)dSy
S

= (X)) — 2,0, (N)w, (X)]F (X, Z);

¢’est une équation de Fredholm, puisque$ est borné et que

FN, A)== O[ L= (X, A)].

Pour montrer qu’elle a une solution et une seule, considérons
I’équation homogéne

{1 —1)
o-(X)-l—[v,p(X)—E,_G,_(X)m:,,(\)]f F(X, A)a(A)dSy=o.
s

l.a fonction
(. —1)
u(\):::f F(X,A)a(A) dSy
s

satisfait, partout ailleurs que sur 8, a I’équation Fu=-u; elle est
continue au passage de S; sur S, on a®;u=0,u; enfin elle est nulle
a Uinfini. Il en résulte que « est identiquement nul, comme n’ayant
nulle part de maximum positif ni de minimum négatif; 'impossibilité
d’un maximum positif, par exemple, résulte de 'inégalite ¢ — <o
aux points autres que ceux de $; en cas de maximum positif en un
point de &, on aurait, du coté intérieur,

20
dxg

= 3

2280 8T,
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et puisque

du A
—( ¥ o X_§
T iy, By G el LV} LU, ®
( 2802058 ();L‘(J,>; (. xYz :v.)[l_,

()/“‘)

(L, BTy Ay rgT——

on aurait aussi

()II
.dg J'Gi_-,((_, .15 > 0,
I

ce qui contredit 'existence du maximum. Donc u est identiquement
nul, ce qui entraine
o= (2,0, m.— Y)u=o,
Par consequent la fonction (X, ), assujettie & I'équation (12), existe
et est unique.
Posons F'"'=TF et
(rm—1)

R (X, E) = F(N, A) 200 (A) mou(A) — G(A)]F=1 (A, Z) dS,y;

K3

il est clair que si
/I

w(X, Z)=[L(X) _zzo,,(X)m(X)]sz(x,s)+ u, (X, E),
n=|
le dernier terme est continu pour p2m, car ’équation (12), aprés
p — I itérations, entraine
(m—1)
wp( X, E) + lﬁ&’/(x’)——l‘lﬁz(x)wu(x)]f FIP(X, A) uy (A, B) dSy
S

@

2p

= [ 2a0,(X) @, (X) —(X)] N, Fo(X, E),

Nz i1

ot tout est continu ('). Ainsiu (X, E) est continu en tout point X de &,
sauf si = est sur 8, cas ol u n’est continu qu’aux autres points de 8.
Au reste, que Z soit ou non sur 8,

w(X,B)=0[Lem(X, ), G(X,Z)=F(X,E)+O[L="(X,E)] (m>3);

ces limitations sont 2 modifier comme d’habitude si m =2 ou 3. Les

(1) I suffit, pour le voir, d'imiter la démonstration de &, 11, th. 1, p. 147; un
raisonnement analogue est développé ici un peu plus loin (§10).
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(m—11i
nouveaux potentiels de simple couchef G(X, A)s(A)dS, sont

donc continus méme au passage de .

(m—1

10. Discontinuité def 0G(X,A)s(A)dS,. — Nous pouvons

)
désigner par @ Gla valeur commune de @;Getde ®,G quand X est sur S
il est & remarquer que les dérivées de G par rapport & X n’existent
alors peut-étre pas toutes. Nous allons montrer que le résultat anté-
rieur (VII, 3) s’applique aux opérations ©; et @, portant sur les nou-
veaux potentiels de simple couche, c’est-a-dire que, si X est sur &,
(=)

{1 -—1)
y G(X, A)a(A)dS, = (\) f OG(X,A)o(A)dS,
b

&

(1/l+1| (e —1)
@f G(X, A)a(A) dSy=— “<\) f OG(X, A)o(A)dS,.
S

11 suffira d’établir la premicre de ces relations.
On peut étendre la signification de I'opération @; aux points de @,
par le procédé (III, 4). Je dis que, alors,

(13) OG(X,E)—F(X,E)]=0[12(X, E)] (m>2).

En effet le premler membre, quand X n’est pas sur S, est
(tn—1)
———f O (X, A)u(A, E)dS,.
)

Si 8 ou & n’est pas dans la région o > s,, > — a, ot a est un nombre
positif fixe, I'intégrale ci-dessus est bornée; il en est évidemment de
méme si L(X, E) est supérieur & un nombre positif fixe. Il reste a
considérer le cas ot L(X,E) peut tendre vers zéro, ainsi que s,,; on
ne restreint pas la généralité en admettant alors que X et Z sont tous
deux dans la région ol l'on peut adopter un certain systéme de
variables s,, 5., ..., 5,5 on peut méme s’arranger pour que les dis-
tances de X et de E 4 la frontiére de cette région restent supérieures 2
un minimum positif fixe. Soit 8, la partie de S comprise dans cette
région; on peut supprimer I'intégrale étendue & lapartie restante de S,
car elle est évidemment bornée. Soit §” la partie de &, telle que
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2L(E, A) < L(X, E); dans &, ;F(X, A)=0 [L'(X, -E)], et
comme u(A, E)=O0[L*(A, £)], I'intégrale correspondante est
OfL*—(X, E)] (voir b, p. 138, note). Soit maintenant ' la partie de
8, définie par 2L(E, A)>L(X, E), L(X, A) < 2L(X, E); dans &,
u(A, B)=0[L*(X, &)[; d’autre part, nous savons que

{200 —1)
f |9,F(X, A) | dS,
&

est borné quand X varie; donc la partie de l'intégrale considérée qui
est étendue a $" est O] L>—(X, )], d’apresle théorémede la moyenne.
Enfin, dans la région de 8, telle que L(X, A) > 2L(X, &), la fonction
intégrée est O[L*~*"(X, A)], et par suite un raisonnement connu
(voir b, I, th. 1, p. 139) donne O[L*—(X, A)] comme intégrale cor-
respondante. On a donc bien V'inégalité (13).

Cette inégalité entraine que, méme si X est sur &,

(e —1)
0/ [G(X,A) —F(X,A)]o(A)dS,
$

(e —1) .
— / O.[G(X,A) — F(X, A)]o(A) dS4;
S

d’autre part, si X est sur S,

a(X)

(1—-1)
®lf F(X, A)o(A)dS, =

S

(rm—1)
+f 0,F (X, A)o(A)dSy;
S
en ajoutant membre & membre, on a bien le résultat annoncé.

11. Fonction G*; son identité avec G. — En posant
(m—1) »
G E)=F(N,E) = [ (XA F(A,Z)dSy,
S

on construit de méme une fonction auxiliaire telle que, quand X vient
sur &S, ‘
7,G*(X, E) = Z,G*(X, B);
¢ estdonné par une équation de Fredholm qui se raméne & une équa-
tion associée & 'équation (12), par suite ¢ existe et est unique.
Ann. Ec. Norm., (3), XLIX. — SEPTEMBRE 1932. 34
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Je dis que G*=G. En effet (VI, 1, 8, 11) si I'on pose 6(X)=1
dans (D = o, hors de D+ &, on a

m—1)
/ (G (N, A)O,G (A, E) — G(A, E)ZGHN. A )] S,
S

—O(X)G(X,E)—H(E) G*(X, E),

i —1i
f [GHX, A)YO,G (A, D) — G(A, D) ZeGHX, A)] /S,
s

=l (]G X, E) — [ — 0N G(X, E),

d’oli, puisque les premiers membres sont les mémes, G = G*.

13. Cororrare. — Quand X vient sur §, on a (")

Aalm—1) O‘( \) 220~ 1)
2 RIS PENP A k/ LGN, X) o (A) dSs,

)

g vl
(1) ’_( \,) o —1)
L f GOAX)o(A)dSy=— z ) - / ZG(A, X))o (A)dSy.
Vs - N

13. Mise en équation de Fredholm. — Pour mettre en équations de
Fredholm le probléme donné, il suffit de reproduire les équations (3)
a (5), en attribuant & G la nouvelle signitication. L’équation (5) peut
étre remplacée par

(r1t)
(5 bis) g, (X)) — 2 [ OGN, A)p, (A) dV,
i {1 —1)
—~a f By (X, A) oy (A) A8,
N {my
=0 ()~ [ OG- (X, N[ (A) Vs
Pour le probléme adjoint, on a des équations analogues, obtenues en
¢changeant les roles des variables et en remplacant ® par Z; on rem-

place aussi u,, ¢,, 6, par u,, g1, 7.

14. Problemes associés. — Nous considérons aussi deux problémes
associés aux précédents, L'un est de trouver des fonctions w,, ¢, 5,

(') Les résultats (VIII, 2, 9) s’étendent aussi aux nouvelles fonctions G, ainsi
qu'a d’autres plus générales ( Comptes rendus, 191, 1930, p. 478 & 480).
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telles que
P

(14) /,1(\):—J GOAN) 7 (A) o, (A\)dVy

m—1)
= '),f OG, (A, \)o, (A)dSy,
b

(m)
(15) pﬁ,(‘()o—f GOA, N )7 (A)yp (A)dVy

L —1)
- '),f OGP (A, XN)g, (A) dSy=o.
£}

(16) 7, (N\) r—-/‘ GOA, X)o7 (A)p (A) dV

Wl —1)
-+ ';),f OG,(A, X))o, (A)dS =0,
5

&

la derniére équation pouvant aussi se remplacer par

(mj
(16 bis) 7, (N) — [ G (A, X))y (A)p, (A)dVy

(ran —1
o f 0C,, (A, X) o, (A) A5y =0
o
en prenant comme inconnue — 5, au lieu de o,, on voit que le systéme
[(15), (16 bis)] d’équations de Fredholm est associé au systéme [(4),
(5bis)|. On a, hors de @ +'S, Gu,=o, et u, tend vers zéro si X

vient sur § par points extérieurs.

L’autre probléeme associé, dont les inconnues seront nommées i,
o4, 0y, se déduit du précédent en échangeant les réles des deux points
et en remplacant © par Z.

15. Lemme. — S7 ¢, el 5, sont solutions du systeme | (4), (5)] homo-
geéne (avec les nouvelles hypothéses), et st u, est identiquement nuldans @,
o, et 5, sont identiquement nuls.

Démonstration pareille & celle du paragraphe 4, sauf que la nullité
de u, hors de @ ~+ 8 résulte de 1a formule de Green (I, 3).

On peut échanger les roles des deux points, c’est-a-dire démontrer
le théoréme semblable relatif a u,, ¢,, 7., parce que & existe et a ses
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coefficients lipschitziens dans tout ensemble fermé sans point commun
avec M-+ &; on emploie la formule (II, 6), moyennant un passage i la
limite.

16. TatortME. — St le probléme lomogéne correspondant au pro-
bléme donné n’a que la solution zéro, le probléme donné et le probléme
adjovnt ont chacun une solution et une seule.

Démonstration identique & celle du paragraphe 5 pour le probléme
donné, et analogue i celle du paragraphe 7 du Chapitre X pour le
) 8 au paragraj pitr
probléme adjoint, avec la simplification qu’on est certain a I'avance
de la continuité de «, sur $ (voir d, IV, 9, p. 256).
) ? E

17. Application. — Iciet dans le cas du paragraphe 5, si ¢ est négatif
dans @ et ¢ positif sur 8, le probléme homogéne correspondant au
probléme donné n’a que la solution zéro. Car si ¢ est lipschitzien, on
voit comme plus haut (X, 6) que «z ne peut atteindre de maximum
positif ni de minimum négatif, ni dans @ ni sur $. Si ¢ n’est pas lip-
schitzien mais seulement continu, on emploie le méme détour que pour
ie probleme de Dirichlet (X, 8); toutefois I’équation en p(X) est &
remplacer par

(1)

(X)) — %(X) Gy M) p(A) dVy=— (X)) 4 %(X)

de facon que, moyennant la condition que |7 |soit assez petit,

A ()

G(X,A)p(A) dVy—1

et ses dérivées soient, en valeur absolue, moindres qu’un nombre
positif arbitrairement donné; cette modification est destinée & ne pas
altérer la condition ¢>>o; 1. est encore positif si [y | est partout assez
petit (voir aussi 4, IV, 5, p. 251).

18. Lemme. — Les problémes homogénes correspondant au probléme
donné et au probléme adjoint ont le méme nombre de solutions linéaire-
ment indépendantes ; chacune de ces solutions est donnée par une solution
et une seule du systéme correspondant d’équations de Fredholm.
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Démonstration analogue a celle qui concerne le probléme de Diri-
chlet (X, 9), avec une simplification déja signalée (§16; voir encored,
IV, 9, p. 256).

19. TukoriME. — Soient u', u", ..., u'” les solutions linéairement
indépendantes du probléme homogéne corrrespondant au probléme donné,
et o'y L, W17 celles du probleme homogéne adjoint. Les conditions
nécessaires et suffisantes de solubilité du probléme donné sont

{mn) (m—1)
f o [, AV — f (o, dS = o,
() S

et celles du probléme adjoint sont

(1) (m—1j
f ™ fydV — / urao, dS=o;
@ S

o

st ces conditions sont remplies, les systémes de Fredholm correspondants
donnent toutes les solutions.

LLa démonstration est facile en utilisant ce qui précéde (voir &, 1V,
11, p. 257).

CHAPITRE XII.

PROBLEME LINEAIRE MIXTE.

1. Enoncé du probléme. — Dans ce Chapitre, I'analogie avec les pré-
cédents permettra de se borner a de rapides indications, qu’il sera
d’ailleurs possible de compléter en se reportant & un Mémoire anté-
rieur (d, V, p. 258 & 265).

Ici, le domaine @ et sa frontiére sont soumis aux mémes hypothéses
que pour le probléeme de Dirichlet (X, 1); en outre on suppose expres-
sément que la frontiére n’est pas d’un seul tenant; la réunion d’un
certain nombre de parties d’un seul tenant sera nommée S, et le reste
de la frontiére sera . ,

On se donne une fonction f, continue dans @M ~+ S+ %, une fonc-
tion o, continue d’un point de S, et deux fonctions J et w, continues
d’un point de ; la fonction ¢ est celle qui devra intervenir, sur %,
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dans les définitions de @ et de Z. Désignons encore par &' une multi-
plicité infiniment voisine de S, mais située dans (@, et par @ la partic
de d qui a pour frontiére & et .

Le probleme est de trouver une fonction u,, continue dans
D+ 8+ B, a dérivées continues en tout point de @, satisfaisant surs
a la condition

=19,
sur % a la condition
Quy==mw,,
et dans @' i la condition

[ GO A A = 2 ) (V)]s

v
- 1j
= LGN, A)YOw, (A) — « (A ) LGN, A Sy — e (N).
S
2. Probleme adjoint. — Pour le probleme adjoint, on se donne

les fonctions /., ©., w, définies et continues respectivement dans
@D+ S+ B, sur § et sur B, et il s’agit de trouver une fonction u.,
continue dans @ -+ & + &, & dérivées continues en tout point de @,
satisfaisant sur & a la condition

(== Gy,
sur & a la condition '

Lotty== 0,
et dans @' A la condition

i)
f GOA, N L7 (A) aa(A) — o (A)] dV
[¢

1

(11
= [t (AYOG(A, X)) —G({A, N)Zu, (A Sy~ (X)),
A

3. Mtise en équations de Fredholm. — On commence par prolonger
les coefficients et déterminer les fonctions 0, et 7 au dela de & par la
méthode du Chapitre X, au dela de & par la méthode du Chapitre XI.
On introduit la fonction G (X, E) et 'on pose

imj (m —~1j
//l(_\):——f (‘}(_\,,v\‘){gl(/\)([\"\—‘tzf 7G(X, N)yo (A)dSy
S

&

V]
- :»,f G(X,A)z, (A) dSy,
@

3]
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ce qui conduit & un systeme d’équations de Fredholm contenant les
inconnues ¢y, 5, 7. On procéde d’une facon analogue pour le pro-
bleéme adjoint.

Des raisonnements semblables & ceux des Chapitres précédents
montrent encore que ces systémes de Fredholm donnent toutes les
solutions dés problémes posés, et chacune une seule fois. Le probleme
homogeéne correspondant au probléme donné, et celui qui correspond
au probléme adjoint, ont le méme nombre de solutions linéairement
indépendantes. Ce nombre est zéro en particulier si c< o dans et
U>o0 sur B. Si¢, ", ..., ¢ sont les solutions linéairement indé-
pendantes du probleme adjoint homogéne, les conditions nécessaires
et suffisantes de solubilité du probléme donné sont

Wl vt —1y W =1
/ mn';.fJ (/\ __}_/ ’-,’l Z‘wn ,/S . / », goinn (/S =,
() &

@ ViE

et 'on a aussi le résultat analogue pour le probléme adjoint.

CHAPITRE XNIII.

LES DERIVEES SECONDES DU POTENTIEL DE SIMPLE COUCHE.

1. Lemme. — Soit G(X, 2) la solution élémentaire principale de
’¢quation
i p) Jeu X0 du Q=X (tty.5>>0)
Tt 2y B0l 1~ =i~ iy e nl (== §] >
S 2. la. dy dacy HE el P *F ’

ou les b, c et les dérivées des «, 5 sont lipschitziens d’exposant/e <1.
Faisonsun changement de variable, valables dans un domaine ouvert @,
tel que les dérivées secondes des nouvelles variables s,, 2, ..., s, par

rapport aux anciennes &', La, - . ., Lms soient lipschitziennes d’expo-
A(Syy oevy Sim)

. . et » le dét inant fonctionnel
sant A et que le déterminant fonctio Fie——

soit partout
positif. Soit
J*u . Jdu
:Tl ¥ 0 :. P )__ /)’ o ‘l”.
J 14 -4./..{,-(/_/,") ()S;x ()S"j T - 1()31 - ( .
avec
s, Dsg

’ - -
s iy by == 5, — ¢Sy, c'=c
day dag

4

4! — N 'n
g, }-Y'E(’Y.a
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ceque devient S« dans ce domaine; prolongeons les coefficients de 5
dans tout I'espace (s, ..., s,), de maniére & avoir une so!ution éle-
mentaire principale G'(S, T), S correspondantaX etTa . Je dis qu'on
peut écrire dans @
G(x, =) — W) grg Ty =1 (Z) (X, 2),
d(Zs - os8m)

ou ). est une jfonction positive dont les dérivées sont lipschitsiennes d’ea-
posant h et ot ¢ peut étre dérivé jusqu’a quatre fors, dont deux fois au
plus par rapport aux coordonnées de chaque point, les résultats de ces
dérivations étant lipschitsiens d’exposant h par rapport a Uensemble des
deux points dans tout ensemble fermé intérieur ¢ @.

Soit $ une multiplicité & m — 1 dimensions de I'espace (x,, 2., ...,
x,), et soient &, les cosinus directeurs d’une direction choisie de la
normale 2 §; soit & la transformée de S dans I'espace 5,, s, .. ., 5, et
soient @, les cosinus directeurs de la normale a & dirigée du coté
correspondantau coté choisi sur §; soient encore dS et S’ les éléments
de Set de $'. On vérifie sans peine que, pour une fonction f arbi-
traire,

(1) Yo pang w&% dS' = szﬁalﬁma% dS.

Prenons pour & la frontiére d’une partie bornée de @ et soient X
et & deux points de cette partie bornée, dont les transformés sont S
et T'; soient encore A un point de 8, et U son transformé. En prenant
nulle la fonction ¢ qui intervient dans la définition de O, et en regar-
dant G'(S, T) comme fonction implicite de X et de =, nous avons,
d’apres ce qui précéde et d’aprés un théoréme antérieur (VI, 1),

(1 =1}

o [G(X, A)OG/ (U, T) — G'(U, T) ZG(X, A)] dS,
([(C.h .. ~:C=m)v:s

= Al ld) Gres Ty 6(X, B),

T d(Ey < Em)

car le déterminant fonctionnel est positif.
Mais les coefficients de &’ satisfont aux mémes hypothéses que
ceux de 7, ce qui (V, 18) permet d’écrire

G/(S, T)=w'(T) N'(S, T),
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ou N’ peut étre dérivé trois fois, dont deux fois par rapport aux coor-
données de n'importe lequel des deux points, et ou les dérivées de «’
sont lipschitziennes d’exposant /. La fonction
- m l(t‘ ~--~lm)
ME)=o/(T) S o )
(=o' e 20
a donc ses dérivées lipschitziennes d’exposant /. D’autre part, la
~fonction
{m—1)
o(X, Z)== [ [N/(U, T)ZG(X, A) — G(X, A) ON'(U, T)] S,

v

1742 ; . .
est telle que IESW existent; de plus, si 'on applique le
. \ ’ )¢ S 1. .
le théoreme (IV, 1) d’une part aux ()—:—:}—, considérés comme fonctions
Sy vce
, 2o S :
de X, d’autre part aux 7);(—:)—!6- considérés comme fonctions de E, on
2 O
voit que les dérivées quatriemes en question sont lipschitziennes
d’exposant % par rapport 4 I’ensemble des deux points.

2. Conditions de Lipschitz pour les dérivées de la densité. — Sup-
posons que la frontiére 8 du domaine borné ouvert @ satisfasse aux
hypothéses (11, 1) et en outre a celle que les dérivées secondes des coor-
données des pornts de S existent et sont lipschitziennes d’exposant h < 1.
Supposons en outre que les coefficients b, et ¢ et les dérivées des coeffi-
cients a,p sotent lipschitziens d’exposant h; on suppose enfin que les
dérivées 'de la fonction ¢ qui intervient dans la définition de l"opéra-
tion ©, existent et sont lipschitziennes d’exposant h. Soit G(X, E) la
solution élémentaire principale de F u = o et considérons encore le poten-
tiel de simple couche

(m—1)
u:[ G(X, A)o(A) dSy.
s

St les dérivées relatives a s,, ..., Sm—y de Uune des valeurs limites
prises par Ou sur S existent et sont lipschitsiennes d’exposant h, les déri-
pées de o existent et sont lipschitsiennes d’ecxposant h.

Il suffit de démontrer que, X étant sur S, les dérivées de
(m—1)
f OG(X, A)a(A)dS,
s

Ann. Ec. Norm., (3), XLIX. — SEPTEMBRE 1932. 35
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existent et sont lipstchitziennes d’exposant 2. Mais (VII, 4)5 est lip-
schitzien d’exposant /; donc (VII, 5) le terme

{m—1)
qJ(..\’)f G(X, A)o(A)dS,,
$

a ses dérivées lipschitziennes d’exposant /..Nous pouvons donc le
supprimer, ¢’est-a-dire admettre que © correspond a4 4 =o.

Introduisons le paramétre s, par le procédé ordinaire (III, 4). Les
dérivées secondes de x,, @., ..., x, par rapport & s,, s, ..., 5,, sont
lipschitziennes d’exposant %. D’autre part si, comme d’habitude,
$is $ay -« .y Sy correspondent au coté extérieur de S(«a, 1, 4, p. 9) et
si s, est positif hors de @, on a

A(Smy Syy Say <o oy Spmey) >0
A(Lyy Loy ooy Xm)

Par conséquent, d’apres le lemme, si 'on forme une solution élémen-
taire principale G/ (S, T) de I'équation transformée, prolongée conve-
nablement dans tout I'espace (s,,5., ...,5,), et si & est la portion
de S qui est donnée par cette représentation paramétrique, les
dérivées secondes de

(m—1)

/ GON, A)o(A)dSy

(1(1,,,, llv ] [//l—-l)

G (E)d(tyy ooy luey)

S,
(m—1j
T
— G'(S, T)
:sl

existent et sont lipschitziennes d’exposant A. D’apreés la relation (1),
en posant

W(rm—1)

»1/’(8):] G'(S, TYya"(TYd(t,y -y L),

8y

d( f'"l7 ll, oy tlll—!)a

g (T)= . !
=G 50

(E)ﬂ

nous sommes ramenés & démontrer que les dérivées de o’ existent et
sont lipschitziennes d’exposant A, sachant qu’il en est ainsi pour les
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dérivées de
.. du’

N
gy, 3. "
ds.,

En changeant la notation, nous sommes donc ramenés au eas ou b =o
et ou

{m—1}
II(X):f G(X, A)o(A)dS,.
s

$ étant une partie de la multiplicité x,,= o; soit C la frontiére de §
- (il est clair en effet qu’on peut supprimer toute partie de la mulipli-
cité donnée dont X ne devient pas infiniment voisin );la distance de X
& C reste, par hypothese, supérieure & un minimum positif.
On va voir que les dérivées de
patm—1j ) ()(} . .
2ot (X)5s— (X, AN)o(A)dS,=0u —»
% ();L'u
par rapport & @, &, ..., Ly, pour z,=o, existent et sont lip-
schitziennes d’exposant /; la proposition énoncée en résultera.
Tout d’abord (méme si m = 2)
. L 0G -
2yt (X) 5— (X, A):O[Li—”‘(_\? A)];
Dy
d’autre part, en mettant & part, dans G(X, A), la partie H(X, A;0)
(V, 4), on voit que

7 L 0G . )
-()L.L;zﬁamﬁ(}‘).(j_z—g(x’ ‘\):O[L“‘"%)\, >\)l,

g J y' { oG { — LA+l—m XA
(ﬂ- + E)zgam.@mmm A)= O[ L+ (X, A)]
(voir aussi, pour ce dernier point, b,1I, théoréme G,. p. 156). Done,
puisque s est lipschitzien d’exposant &, on voit (I, 4, 6) que
J

Jg

et v G .
f Z?Q'MB(X)E‘;'E (X, A)o(A) dS,

8

existe et est continu.
Nous voyons déja ainsi que les dérivées de o existent et sont
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continues. Ce point acquis permet d’écrire

() (1 — |)

7:(,:]‘; a"lﬁ(\) (\ A)o(A)dS,
(m—1)

U )G ,

= f G(A)(()xa \)‘JP[I”)P(X).{‘_(\’A)(/SA\
s
(IIL——I]()G I\)\ ()G ]

- ,)a;"""vanna( )———(\ A)dSy

(m—
__f a(A)Z{a,,lg()s) (\: AYwl(A) dSh,
e

dS, étant I’élément de @, et &, étant I'un des cosinus directeurs de la
normale & C située dans a,=o. Il s’agit maintenant de prouver que
le second membre est lipschitzien d’exposant %. Cela est évident pour
le dernier terme, qui a méme des dérivées continues. ( est immédiat
aussi pour le terme précédent (I, 1). Il reste donc seulement a étudier
le premier terme.

Soit, avec la mgmficatxon adoptée depuis le Chapitre V pour

H(X, E; p),
’ G(X, B)y=H(X, &; p)+ #(X, E);

d’aprés ce que nous avonsvu (V, 17), si p > m, la fonction

(m—1) \
J 0 Jy
A 5— -+ 8, (X v X, A)dS
fs a'(z)( 0@) 34 (X) 2= (X, A) dS,

dzy

P>

est lipschitzienne d’exposant 4. Il est donc permis‘ de remplacer
G(X, E) par H(X, E; p) dans l'intégrale a étudier. Or, puisqu’on est
sur 8,

~Bf’mp(x) (X As o)

Agy(A) (2y — ay)
V3%eAs:(A) (ws— ap) (ae—az)
< F[VZs Koo (A) (75— aa) (@ — ac) |;

:“ﬁvY[a'llﬁ(A‘) amﬁ f\ I

a la suite de 'opération )) + ()) » on a le terme \
=1 o [9anp(X)  danp(A) Ay (A) (2y — day)
o(A)Zgy f - £ B.y Yy — %y
s L Oz daz | \ZaeAse(N) (w3 — az) (wc— az)

x F/[\Z5 e A5 (A) (23— a5) (#e— e) | dSy
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plus d’autres qui sont évidemment lipschitziens d’exposant 4; pour
étre certain que celui quon vient d’écrire l'est aussi, il suffit (I, 8)
de s’assurer que I'intégrale

(m—1j
f f(A)~—FW-wxa,e<A)(xa~aa)<x:—aa)]d5\,

étendue a la partie de S telle que L(X, A) > ¢ > o, est bornée quand
o varie; or cela se voit aisément en remplacant d’abord ¢(A) par 5(X),

puis — (opérations qui retranchent des intégrales bornées),

0 «
dicy par ()a
puis en appllquant la remarque (I,9) s1 p=£m; si 8 =m, I'identité

288 (A) ()Tw F[\/Eé__;\a:E(A) (g — az) (xe— a;)]:o
permet d’arriver au méme résultat.

Il reste a considérer ce qui vient des autres termes de H(X, E; p).
Considérons

(1 —1j ~ () () (m)d”
f o(=) (-——- e )...gam X)f (\ A;0)K(A, E)dV,dSz.

S

dzy iy

<

Nous pouvons isoler I’expression

(e —1) () .(u:)
[ (e ) et s v
S

c e PH(A, B o) o ,.
x ly,a[“y,o(A) - aY’o(_)] —'——'—"—()aY Jas - dV,dSg,
ott on peut écrire (b, 11, th. 6, p. 157) le coefficient de o(Z) dSz sous
la forme

o dans(X) oWt _ PH(A,Z; 0)
2FT g (%0 A 0) Zyalays(A) —ays(E N a0y 4V
(m) Jd 0 JH
-+—f .@amp(x){( +(721—a> dxg —— (X, A;0) 2y 3[ay s (A) —ays(E)]
Q*IL(A, E; o) ;1{1_ (_0_ 2
> day dap (X ) daa+d£a>

i =P H(A, E;0)]
Ey,alay,a (A) —ays (u)lW g dVy;
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or, les intégrales de la premiére somme valent O[L*—(X, E)] et leurs
dérivées relatives & X existent et valent O[L'—"(X, E)] (b, II, th. 5,
p. 153); il en est de méme de la derniére intégrale (id., ibud., et
remarque, p. 156); en multipliant par o(£) dSz et intégrant, on voit
bien que le résultat est lipschitzien d’exposant /. Viennent ensuite
les termes

= /0 J to) ol .
= — e —— Vo , a1 X\ —— \ M
£ a(~)<()xz - ();;.ac)f - (1,,,.(,(_\)()‘1__3(}\7 Ai o)

v CJH(A, E; 0)
= Zyby(A) w()aY

AV adSx;
on effectue le coefficient de o(E)dSz en faisant sortir du signc/

m.5 X

les It (N)
Oy

d’exposant /.. Méme procédé pour

» et 'on voit ainsi que le résultat est encore lipschitzien

=t J J\ « .
/ O'(\:a)<'a:L—1 -+ ‘@:)z[ﬁam,fﬂ(k)

Jis

W () l ) k » _ )
xf Il (X, As0)[e(A)+g*1H(A, Z; 0)dV,dSz.

dxg

Si maintenant n > 1,

{m—1) ()
J 0 il o .
= —— e }:l 2,06 X —_— X - (n ! E AN N
[ d(u)<()-737. -+ ()Za> ga ,p()\)f ().7;{3(\’ A 0)KUW (A Z)dV,dSz

.. . . Lm) , . 7 o w
s’écrit en faisant sous le 51gnef I'opération -— + —— et en faisant
dx,, v '

. da,, ; . o
sortir les —()—;'rii; on voit encore que ces termes sont lipschitziens
o .

d’exposant /.

La proposition est donc démontrée.

Regardons S comme fixe, ainsi que 'exposant lipschitzien & <1
des b,, de ¢, de J ot des dérivées des a, 5. De plus, on suppose fixes
une limite inférieure positive du déterminant des a, 4, et des limites
supérieures des valeurs absolues des a, s, des b,, de ¢, de {, des
dérivées des a,gq, et des limites supérieures des coefficients lips-
chitziens de toutes ces fonctions pour I’exposant 2; le nombre g et le
domaine borné hors duquel les coefficients de & sont constants, sont
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aussi supposés fixes. Enfin soit M une limite supérieure des valeurs
absolues de ©@u et de ses dérivées, et du coefficient lipschitzien de
celles-ci pour U'exposant /. Enfin nous supposons que la résolvante
de I'équation de Fredholm qui donne 5, admet une limitation fixe
O[L*=(X, A)]. Il est clair alors (') que les dérivées de 5 sont O(M)
et que leur coefficient lipschitzien pour I'exposant A est aussi O(M).

3. Conditions de Lipschits pour les dérivées secondes du potentiel. —
St les by, c et les dérivées des a, g sont lipschitsiens d’exposant h <1, et
st les dérivées secondes des coordonnées des points de S et les dérivées de
la densité 5 sont lipschitziennes d’exposant h, les dérivées secondes du
potentiel

W l—1)
“ :] G(X, \)a(A)dS,
S

sont lipschitziennes d’exposant h dans @ ; elles sont aussi lipschitziennes
d’exposant h hors de @ +'S.

D’aprés le lemme (§ 1), il suffit d’établir le théoréme dans le cas
particulier ot une partie de $ coincide avec x,,= o0, @ étant situé
dans la région x,, >o0; si C est la frontiére de cette partie de S, on
peut en outre supposer que X reste & une distance de € supérieure a
un minimum positif fixe; cette derniére hypothése permet de ne con-
server que la partie de $ située sur z,, = o.

Changeant un peu la notation, nous nommerons § cette partie con-
servée de la multiplicité d’intégration, dont la frontiére est C. Soit

(rme—1)
F(X)= G(X, A)o(A)dSy;

&

on a, tant que X n’est pas sur 8, et si az£m,

T {m=—1j ’
JF _ f [’)G(x71\)+_()_Q.(X,A)]u(A)dS.\
s da,

dxy dzy,

(re—1} (1t —2i
= G(\, A) —()—U" dS\ '——f Cl( .\,, A il U(A)m;‘(A)dSQ,
s et ¢

(') On omet ici des considérations de continuité semblables a celles qui sont
indiquées ailleurs (VIIL, 7 et XIV, 2, 5).
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dS| étant I’élément de G, et &, étant I'un des cosinus directeurs de la
normale & C située dans a,, = o.

Dans cette expression, puisque L(X,A)>¢ >0 quand A varie
sur C, les dérivées secondes de 'intégrale d’ordre m — 2 existent et
sont continues.

L’intégrale précédant celle-ci est un potentiel de simple couche
dont la densité est lipschitzienne d’exposant A; donc (VII, 5) les
dérivées de cette intégrale existent dans @ et hors de @ + S et elles
sont lipschitziennes d’exposant ~dans chacun de ces domaines.

Il reste & étudier les dérivées de

(m—1)
f [gG (X, A) -+ —9(,\', A)]o-(/\)rlSA
s day

et a prouver qu’elles sont lipschitziennes d’exposant 4. Pour cela nous
remarquons, comme dans la proposition précédente, qu’il suffit de
faire la démonstration pour les dérivées de

]a(A)dSA.

dx,, day,

(rne—1) ) - R ( .
I(X):f [(}ll(k,A,/;) . JH(X, Aj; p)
Prenons d’abord la dérivée relative i g, pour £ m, de la fonction

(—1) . e 3
f [()H(() A,o)+()ll()x., A’”)]U(A)ds‘\;
a 2

o ) da,

sous le signe d’intégration, on a une somme de termes tels que
F(X, A)A(A) dSy,

()/\Y 8

MA)=0c(A) ()a()

fonction lipschitzienne d’exposant /; d’autre part

1) 0 ) . ,
();.L/(l_, __O|_L1“"‘ X, A)], ()a{ﬁ -+ (;i‘) == O L2 (X, A_')vl,
2 f AT Y ; J ()_/ ()./ A= X
T =OIL™ (X, &)}, 0$Y<d% . daﬁ):()[u (X, A);
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par suite (I, 4, 6)

7

) (20— 1) ) (m —23
+7.(}\)£ <()(i/(3 di)db\m/(\)f JIX, A)ywg(A) dS,

(n2—1) (m—1)
f 7(X, x)/(f\)dsA_f ” (N AR = M Sy

[pour définir 2(X) hors de 8, il suffit de prendre o(X)indépendant
de x,,]; cette expression est lipschitzienne d’exposant A (I, 11).

Prenons maintenant la dérivée relative & s, pour Bs£m, de la
fonction

A (21— 1) . () () oy \ q
/_ a(")<?)3},7; -+ 7)5—7)/ HX, As o)K2 (A Z)dV,dS=.

&

Si d’abord n =1, nous isolons du coefficient de o(&E)dSz, aprés

dérivation sous le signe /, les termes

0 0 o o (A E;0) o
- P ~ S F —_— o (W —_— ‘ »
(()a,, + ();1>f ()Jr-» (X, &5 0) Zyalaya(A) —ays(E)] day day AVa

qui s’écrivent (4, II, th. 6, p. 157)

f"’“ { [()zu(x, Ajo)  OH(X, A50)7

L Odaydzs da, 0z 2yalays(A) —ays(Z)]

()UI(A,E;O) ()l[ <l_ 2
X Gadam T om A N oa, T

o r o PH(A, E;0) |
Zy.a[ﬂy.a(-‘\) —apa(2)] g Y

or ceci est O| L'+"—(X, &)] et ses dérivées relatives a X existent et
sont O[L"—(X,&)](b, 11, th. 5, p. 153, et remarque, p. 156); donc
en multipliant par o(Z )d‘§: et mtégrant, le résultat est lipschitzien
d’exposant A. Les autres termes relatifs & n > 1 s’étudient de méme :
ils sont tous lipschitziens d’exposant A.

Il reste & étudier la dérivée par rapport a =, de [(X). Il revient au

. 1 . . .
méme d’étudier Zga,,,,;g(X)ai—p; on voit toujours de la méme facon que

Ann. Ec. Norm., (3), XLIX. — SEPTEMBRE 1g32. 36
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cette expression est lipschitzienne d’exposant & (voir le paragraphe
. . . Jl
précédent) ; il en est donc de méme de T
’ m .
Nous avons ainsi démontré que les dérivées secondes autres que 5—
”n
sont lipschitziennes d’exposant 4 dans chacun des domaines indiqués;
’ \ 1. s P 4 . N 0*F
d’aprés 'équation aux dérivées partielles, il en est de méme de 5—-

12

Regardons & et 4 comme fixes (A< 1); regardons encore comme
fixes une limite inférieure positive du déterminant des a,g et des
limites supérieures des valeurs absolues des a,g4, des b,, de ¢, des
dérivées des a, g et du coefficient lipschitzien de toutes ces fonctions
pour I'exposant &; g et le domaine borné hors duquel les coefficients
de & sont constants, sont aussi supposés fixes. Soit M une limite
supérieure des valeurs absolues de o et ses dérivées, et du coefficient
lipschitzien de celles-ci pour I'exposant /4. Alors il est évident que les
dérivées secondes de « et leurs coefficients lipschitziens pour I’expo-
sant 4 sont O(M) (").

4. Généralisation. — Si maintenant

(r—1)
w(X)= Gu(X, A)yo(A) dS, (p>1),
§
la différence

r (ney W (e —1)
¥ G(X,A)X(A)j GU=1 (A, Z) o (E) dSg dV
S

ne—2
entre cette fonction et celle qui est relative & p =1, peut étre consi-
dérée comme un potentiel de domaine avec la densité
'f‘ (m—1)
2 Y [ GEAL E)e(E) dSz
n==2 §
qui est évidemment lipschitzienne d’exposant % s’il en est ainsi

pour 7; les dérivées secondes de cette différence sont donc lip-
schitziennes d’exposant /4, la frontiére n’intervenant pas ici (IV, 1).

(') Méme observation qu’au paragraphe 2.
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Les propositions des paragraphes 2 et 3 s’appliquent donc i cette
nouvelle fonction «.

CHAPITRE XIV.

PROBLEME NON LINEAIRE DE NEUMANN.

L. Enoncé du probléme. — Dans l'espace (x,, 2, ..., @,), consi-
dérons un domaine @ borné et ouvert. On suppose que les coordonnées
des points de la frontiére S de @ s’expriment comme il a été dit (I, 1)
et que les dérivées secondes de ces coordonnées par rapport aux para-
métres existent et sont lipschitziennes d’exposant /2 < 1.

D’autre part, on considére une équation aux dérivées partielles

*u .y (__()_u_ w; X [) (@, ,>0)
/

(1) 2 gagplu; X5 1) dxz.,’

dagdag —

dépendant d’un paramétre ¢; a, ¢(«; X ;) est mis pour
p P 1] .

Ao B(U5 Zyy Zoy ooy T L)
I .
et ®( —; u; X; ¢) est mis pour
0z,
du Jdu
d)<?)17.’ AP -———dwm; WUy XYy ovny Ty t):

on a, comme d’habitude, a, s =ag . On suppose que cette équation
est satisfaite dans le domaine @ et pour la valeur z, du parametre
quand « est remplacé par une fonction connue u, dont les dérivées
secondes sont lipschitziennes d’exposant 4. On suppose encore que,
si X appartient & ) + S et si

du,

Pr— gt (=1, 2, ..., m)
3

l u—1u, l')

et |[t—t,| sont assez petits, ’équation est du type elliptique et les

fonctions .
anp(u, X; i) (o, =1, 2, ..., m)

et ey
@ (po; w; X5 8)

ont, par rapport aux variables autres que ¢, des dérivées secondes
qui sont fonctions lipschitziennes d’exposant 1 de ces variables, avec
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un coefficient indépendant de ¢, et fonctions continues de ’'ensemble
de ces variables et de .
Sur 8, on se donne la condition

f)zc ~+d(w; X )=o,
dzg T

(2) 2o 8@y
ol les @, sont les cosinus directeurs de la normale dirigée vers 'exté-
rieur de . On suppose que cette condition est satisfaite pour = ¢,,
u=u,. On suppose que les dérivées troisiemes de &(u; X; ¢), relati-
vement aux variables autres que z, existent et sont fonctions lips-
chitziennes d’exposant 1 de ces variables, avec un coéfficient
indépendant de ¢, et fonctions continues de l'ensemble de ces
variables et de ¢, pourvu que X appartienne 2 S et que |u — u,| et
|t—¢,| soient assez petits.

Enfin on suppose que le probléme de trouver une fonction ¢ telle
que, dans @,

) o X iy ol /du, ;
(3) }-‘oc.{ia.'/..{ﬂ(uuy- ; Ly) : “‘Z ——‘(—ﬁ“; ty; X Ln))

Day Oz dug 2 Opa \dxg
N Yaxg Jru, ob /dw, L
- l,‘}‘x.» T (wy; X5 L,) —_——().,(, p \(-):c—'.(;’ Uy X t(,> p==0,
et que, sur &,
4 x>, )
(4) 0 BBalof(teg; X [")()Lp
dayp du JU
- [ B 2 (s X5 1) 2 5 (i N 1) | o=

n’admet que la solution zéro.

On donne 4 z une valeur autre que ¢, et 'on propose de trouver une
JSonction u remplissant dans @ la condition (1) et sur'S la condition (2).

Il sera démontré dans la suite de ce chapitre que, si |z — t,|est assez
petit, ce probleme a une solution. Si en outre on exige que les valeurs
absolues de u — u, et de ses dérivées jusqu’au second ordre, ainsi que
leurs coefficients lipschitziens pour I'exposant 4, n’excédent pas un
maximum assez petit, cette solution est unique (').

(') La méme conclusion subsiste dans des hypothéses plus larges, mais alors
les exposants lipschitziens introduits par les approximations successives
décroissent en progression géométrique; cela nécessite des raisonnements sup-
plémentaires qui pourront étre exposés dans une autre occasion.
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2. Formation des approximations successives. — En désignant par ¢
la valeur donnée du paramétre et par u,, u,, ..., u,, ..., les approxi-
mations successives dont nous allons expliquer Ia formation, nous
posons

- IB /du
Ay Bn==aypB(ty; X5 2); byn= ()P <() ”; U,y N3 1)
% l
. Odays d?u, I® [ du
(.:\_,_:,' l’ u X: ¢ (el n., R Y .
n— =3 5 (s X5 )()xle)xp Ju "—"()xl, w,; X t);

day.s du oy -
Yo=Zapma —2F (1 X5 ’)()x:; -+ d—;‘:(uu: X5 2);
- . Pu , du
Fu==ZX,380,3 — @, Ou—=23,8w, .

— ay 85— -+ U.
Dz, dag B0z T

Nous connaissons déja «,. Sinous connaissons u,, nous chercherons
une fonction 7, telle que dans @

. a*h dl

v n n . o -

.3 g B Ty drg - 25050 dz, T colty=—5 u,,
et que, sur &,

Oh,,
) BTy Ay .B.n ;ZE +H—’u/Iu:—@Um
et nous poserons
Uy == Uy ~+ (n=o0, 1,2, ..., ).

Si u,—u, et ses dérivées premieéres et secondes ont, dans D+ S,
des valeurs absolues assez petites, si le coefficient lipschitzien de ces
dérivées secondes, pour I'exposant /, est inférieur & un nombre fixe,
etsi|z—1,| est assez petit, je dis que £, existe, ce qui entraine que
u,., existe. En effet la valeur absolue de a, g ,.— a,3(u,; X; z,) est
aussi petite qu'on veut; on voit de méme que ses dérivées premiéres
et secondes sontaussi voisines de zéro qu'on veut. De méme

JP (()u.o. wy: X 1)
IR ]

ban+ ()/)J ;)_LE’

et ses dérivées sont aussi voisins de zéro qu’on veut. Si nous prenons

das g *u, a0 [ du, . .
(‘Il—za.g Ju (uy; X ’l'))m+d ().L ’uoyix:{o )

cette fonction, elle aussi, est aussi voisine de zéro qu’on veut, et I'on -
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constate en outre que son coefficient lipschitzien pour I’exposant / est
inférieur & un nombre fixe, ce qui entraine que le coefficient relatif &

’exposant gest aussi petit qu’on veut (voir 4, II1, 1, p. 218). Enfin

das g
du

L du, W

dag T u

(g3 X5 4, (tas X3 ty)

%
et ses dérivées par rapport aux parametres des points de S sont aussi
voisins de zéro qu'on veut. Pour en déduire ['existence de /,, il suffit
de prouver que le déterminant de Fredholm du systéeme d’équations
intégrales, itéré un nombre assez grand de fois, auquel se ramene la
recherche de 4,, differe aussi peu qu’on veut du déterminant corres-
pondant du systéme auquel se ramenc la recherche de la fonction ¢
satisfaisant aux conditions (3) et (4); pour un certain nombre d’ité-
rations, ce déterminant n’est pas nul, d’aprés I'hypothése.

Pour prouver ce dernier point, nous adoptons une méthode fixe
pour prolonger hors de @ les coefficients de I’équation en /,, 4 savoir
la deuxiéme méthode indiquée au Chapitre X, paragraphe 3 (voir
aussi XI, 8); en effet ici les ¢, sont lipschitziens (ils ont méme des
dérivées continues), et les

ey 8.1
]):4.0 —26 '“?)E’{;’“

ont des dérivées lipschitziennes d’exposant % et de coefficient borné.
Le nombre s,, qui intervient dans la méthode de prolongement, sera
choisi indépendant de n; le nombre appelé 4 dans la méthode peut
étre ici pris quelconque inférieur & 1, par exemple égal au nombre /
actuel. La méthode indiquée permet alors de ne plus rien laisser
d’indéterminé. Les prolongements des différences

o Bon— A1ty X5 L))

et leurs dérivées, ainsi que le coefficient lipschitzien de celles-ci pour
'exposant A, sont aussi petits qu'on veut; de méme les prolonge-

ments des ‘
ob [ du
bz,n““ 51;(0'5%; Uy X; to)

et leurs coefficients pour ’exposant 2 sont aussi petits qu’on veut.
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Quant au coefficient de /4, dans I'équation, il devra étre dans tout
I'espace lipschitzien d’exposant / et en outre négatif hors de ®@: ony
parviendra en transformant d’abord I’équation (1) de facon que le
coefficient de ¢ dans (3) devienne négatif sur $; il suffit pour cela
d’y remplacer « par ww, en choisissant & convenablement, car on
constate que c’est le méme calcul que pour une équation linéaire
(b, V, 3°application, p. 223); la fonction y sera, dans tout espace,
égale a ce coefficient augmenté de la constante g* (7 est alors nul hors
d’un certain domaine borne).

Pour former la fonction G(X, E), on peut alors utiliser I'équation
intégrale (V, /1), étant supposé assez grand. On en conclura sans
peine (a, II, '7/1, p- 83 a 86), que si G se rapporte ainsi a la détermi-
nation de /%, et G' & celle de ¢, on a

GIX, 2)— G/(X, E) | <nl2 (X, &),

7 étant aussi petit qu’on veut; la différence du premier membre peut
¢tre dérivée jusqu'a trois fois, dont deux par rapport aux coordonnées
de X et une par rapport a celles de Z, et toutes ces dérivées d’ordres
divers remplissent des conditions semblables, I'exposant de L au
second membre diminuant de 1 a chaque dérivation. Des raisonne-
ments tout pareils (a, II, 24, p. 83 2 86) ameénent enfin & la.conelusion
qile les déterminants de Fredholm relatifs a ¢ d'une part, & 4, d’autre
part, pour un méme nombre d’itérations, sont aussi voisins qu’on veut
'un de 'autre; si la différence est assez petite, la valeur absolue de
I'un des déterminants relatifs a 4, a une borne inférieure positive, ce
qu’il fallait démontrer.

3. Convergence des approximations successives. — Soit M, une limite
supérieure des valeurs absolues de 7, et de ses dérivées premiéres et
secondes, et du coefficient lipschitzien de ces derniéres pour l'expo-
sant A. Alors Fu,, Ou, et les dérivées de Ou, sont O(M;_,) et leurs
coefficients lipschitziens pour 'exposant A sont O(M;_,) (voir b, VI, 3,
p- 238 & 240).

Considérons alors notre systéme d’équations de Fredholm [»oir XI,
3, équations (4)et(5)]. Les deux inconnues ¢, et a, sont évidemment
O(M?_)). L’équation qui traduit la condition dans @ prouve que p, est
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lipschitzien d’exposant % et de coefficient O(M;_,). Si maintenant
nous prenons I’équation qui traduit la condition sur 8, les dérivées de
Uintégrale d’ordre m existent et sont lipschitziennes d’exposant / et
de coefficient O(M?:_,) (IV, 1). Par conséquent (XIII, 2 et 4), les
dérivées de o, existent et sont O(M?_)), et leurs coefficients lipschit-
ziens pour Vexposant / existent et sont O(M;_, ). Par conséquent
encore (IV, 1; XIII, 3 et 4), les dérivées secondes de 7, existent et
sont lipschitziennes d’exposant A; en outre /, et ses dérivées pre-
miéres et secondes, et le coefficient lipschitzien de ces derniéres pour
I’exposant k, existent et sont O(M;_)).
Il résulte de la qu'on peut prendre

M, = /“lel—n

k étant indépendant de n, pourvu que u,—, — u, et ses dérivées pre-
miéres et secondes soientassez voisins de zéro, le coefficient lipschitzien
des dérivées secondes pour l'exposant £ étant borné. Or, toutes ces
conditions sont remplies & la fois etil y a convergence, en vertu de la
relation précédente, pourvu seulement que M, soit assez petit, ce qui
a lieu si [t —¢, | est assez petit comme on le vérifie facilement.

Donc u, tend vers une limite «,, et ses dérivées premicres et
secondes  tendent vers les dérivées premiéres et secondes correspon-
dantes de u, qui sont, de plus, lipschitziennes d’exposant 2. Si l'on

fait tendre n vers 'infini dans les conditions relatives & 4, on trouve

Fu,=o Ou,=—=o;
b d 1

le probléme posé a donc une solution si |z — ¢z, | est assez petit.

4. Unicité de la solution. — Soit u une solution quelconque relative
a une valeur de ¢ assez voisine de ¢,. Soit M la borne supérieure des
fonctions
P (u—u,)

b = weal; dzzy D

d(u—u.,) i ot
da,,

et des coefficients lipschitziens minima (*) de ces derniéres pour

(1) On peut nommer ainsi, pour la fonction ¢(X) quelconque, la borne supé-
rieure de | ¢ (X) — @ (Y) | L-(X, Y).
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Pexposant ~(a, 3=1,2, ..., m). On a évidemment
. *(uw—u,) - d(w—u,)
20858 Ny by T e (o — 1, ) = O (M2
2,03 2.0 ()‘1’.1()‘733 20z, x oz, oL (u UPY D (M2,
. dlee — u.,) At
2By ————-—()% b (e — ) =0 (M?);

les dérivées du dernier second membre et leur coefficient lipschitzien
pour I'exposant /, et le coefficient lipschitzien du second membre de
la premiére équation pour l'exposant & sont O(M?*). De la résulte
immédiatement (VII, 4, 5; XIII, 2, 3) 'inégalité

M<O(M2);

donc, si M est assez petit, M est rigoureusement nul et u=u,,.

b. Cas ot nest pas arbilrairement voisin det,. — St Uon sail seu-
lement limiter u et ses dérivées premiéres, indépendamment de 1, cette
limitation étant telle que le déterminant des a,, s ait une limite inférieure
positive,et si on est sir que Uhypothese relative ¢ (3) et a (4) est vérifiée
pour toute valeur de t (dans un intervalle comprenant t,), on est sir de
pousotr, par la répétition du procédé précédent, atteindre n'tmporte quelle
valeur de t (dans cet intervalle).

Montrons d’abord qu’on sait, dans cette hypothése, limiter les
dérivées secondes de u et leur coeflicient lipschitzien relatif a l'expo-
sant /. Nous écrivons pour cela les équations (1) et (2) sous la forme

du du .
It N, N . ) e e == — LN —
(5) Xaptas(u; Xit) 9z 0 w D (()J«'a.’ w; X; L) u,
. < Jdu biwe X
(6) X8 ®atag(w; X; t);)—;_l,; +u=u—p(u; X; 1),

et nous considérons comme connus les seconds membres et les

a,,5(u, X, 1)- La fonction « est alors la solution d’un probléme linéaire

de Neumann ayant une solution et une seule (XI, 17). En nommant f,

et o, les seconds membres des équations (5) et (6), les inconnues ¢,

et o, du systeme de Fredholm auquel on est conduit, sont données par
Ann. Ec. Norm., (3), XLIX. — OcroBRE 1932. 37
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des formules telles que

(re}) (e —1}
mX)zJ;m-Jrf M, (X, A)J}(A)dV.x—i—f M, (X, A)g,(A)dS,,
S

(m)

(m—1)
e (X) =0, (X)+ [ My(X, A)fI(A)de_f M, (X, A)o,(A) dSy,
S

M,, M,, M;, M, étant donnés par la théorie de Fredholm; on vérifie
facilement que

M, (X, A) — G(X, A)|S kL= (X, A)  (m>3)

(si m=3, on met un exposant compris entre o et —1, limites
exclues; si m=2, le second membre est & remplacer par £). Je dis
que si 'on prend pour la constante 4 la borne inférieure des valeurs
possibles et si les coefficients de (5) et (6) varient sans cesser de
remplir nos hypothéses, & reste borné. Il suffit pour cela de faire voir
que (sim>3) L™ (X,A)[M,(X,A) — G(X,A)] varie continument
quand X, A et les coefficients varient contintument (ces coefficients
appartenant & un champ de fonctions également continues) (*); or si,
pour un nombre déterminé d’itérations et pour certains coefficients
particuliers, la fonction déterminante de Fredholm n’est pas nulle, il
est évident qu’une variation infiniment petite des coefficients, de X et
de A fait varier intiniment peu I'expression précédente; si la fonction
déterminante est nulle, mettons un coefficient % variable devant toutes
les intégrales de notre systéme d’équations de Fredholm et tracons
dans le plan de la variable complexe A un cercle y de centre 1 n’ayant
4 son intérieur pas d’autre racine de cette fonction déterminante
que ~=1; M, dépendant maintenant de X, de A et de A, nous le
nommons M, (X, A;2); le point 2 =1 n’est pas un pole (pour X £ A),
de sorte que
L= (X, AY[M, (X, A; 1) — G(X, A)]
_Ln(X, A) M (X, AR — RG(X, A)
27 h—1

~
i

dk;

la continuité est visible sur cette nouvelle formule. L’existence d’une

(1) Pour X=A, il n'y a pas continuité, mais indétermination dans un inter-
valle horné. '
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borne supérieure pour % en résulte. Si le nombre p qui intervient dans
le systéme de Fredholm (XI, 3, 13) est assez grand, on vérifie de
méme que M, et M; sont bornés, ainsi que

L=+ (X, A)[M, (X, A) —OG(X, \)].

Donc les valeurs absolues de p, et de 5, ont des limites supérieures
connues; la seconde équation (passage cité) donne alors une limite
supérieure du coefficient lipschitzien de s, (VII, 4): on a done (VII, 5)
une limite supérieure du coefficient lipschitzien des dérivées de u
pour 'exposant 4. Par suite les coefficients lipschitziens du second
membre de (5), des dérivées du second membre de (6) et des dérivées
des a, y(u, X, t) pourexposant 2 ont des limites supérieures connues;
on en déduit une limite supérieure du coefficient lipschitzien des
dérivées de

()

OG(N, A)p, (A)dVy

pour l'exposant 2 (I, 11, 13). Par suite (XIII, 2, 4) on a une limite
supérieure du coeflicient lipschitzien des dérivées de o, pour I'expo-
sant /4. Donc enfin (XIII, 3, 4) on a une limite supérieure des
dérivées secondes de « et de leur coefficient lipschitzien pour I'expo-
sant A. ‘
L’hypothése sur les équations (3) et (4) entraine alors pour les
noyaux résolvants des systémes correspondants de Fredholm des limi-
‘tations semblables 4 celles qui ont été établies il y a un instant a
propos des équations (5) et (6). En effet toute suite infinie de
fonctions u, relatives & des valeurs de ¢ tendant vers une limite 7, a au
moins une fonction limite pourvue de dérivées secondes lipschit-
ziennes d’exposant / et satisfaisant au probléme relatif &4 ¢=1("'). On
en conclut aisément que ¢ peut atteindre n’importe quelle valeur de
Vintervalle, car si, pour chaque valeur de z, on prend le nombre mini-
mum d’itérations tel que la fonction déterminante ne soit pas nulle, ce
nombre minimum estsupérieurement semi-continu; si donc il existait
une valeur ¢ de ¢ vers laquelle on puisse tendre sans pouvoir I’atteindre,

(') Voir PauL MonTEL, Sur lessuitesinfinies de fonctions. These, Paris, 1907,
p- 21 (celte thése a aussi paru dans les Annales de I'Ecole Normale, t. 2k, 1907).
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ce nombre minimum d’itérations serait borné supérieurement, et 'on
pourrait ne raisonner que sur les fonctions déterminantes, en nombre
fini, correspondant & un nombre d’itérations inférieur a cette borne
supérieure; la plus grande des valeurs absolues de ces fonctions
déterminantes n’est pas nulle, et comme elle varie continument, elle a
un minimum positif; ceci contredit évidemment ’hypothése qu’on ne
peut atteindre la valeur #; donc cette hypothése est fausse et le
résultat annoncé en résulte (').

CHAPITRE XV.

AUTRE PROBLEME NON LINEAIRE DE NEUMANN.

1. Enoncé du probléme. — Soit @ un domaine borné et ouvert; en
plus des conditions (II, 1), nous supposons que les dérivées secondes
des coordonnées des points de sa frontiére S sont lipschitziennes
d’exposant 2 < 1. Soient a,s(X;t) (%, p=1,2,...,M; 043 =ag,)
des fonctions dont les dérivées existent et sont lipschitziennes d’expo-
sant & relativement & X (avec un coefficient indépendant de t), ces
fonctions étant continues par rapport 4 I'ensemble deX et de zquand X
est dans @+ S et ¢ dans un certain intervalle (¢,,%,); on suppose
que si [¢' — 1’| est assez petit, le coeflicient lipschitzien des

B (X; ") —ayp(X; L")

pour exposant 4 est aussi petit qu’on veut. Soit encore ®(p,; u; X3 2)
une fonction continue quand X est dans @+ Set ¢ dans (¢, ¢,) ct
que les différences

du,

e 2y 2y weey, I
()x:/, ( 1 ’ )

w—uy(X) et p,—

(*) Les mémes considérations peuvent étre employées pour justifier ce qui a
été dit a propos du probléme non linéaire de Dirichlet (&, VI, p. 242; , 111,
1k, p. 245).
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sont assez voisines de zéro, u, étant une certaine fonction dont les
dérivées secondes existent en tout point de @ et dont les dérivées
premiéres sont lipschitziennes d’exposant 4 dans @; on suppose, en
outre, que, pour ces systemes de valeurs des variables, les dérivées
de @ par rapport aux variables autres que 7 existent et sont continues
par rapport 4 'ensemble de ces variables et de z. Enfin soient o(x)
et U(X) deux fonctions définies quand X appartient i S et dont les
dérivées existent et sont lipschitziennes d’exposant /.
On considére les deux équations

s . Pu Jdu
(1) Zapaxp(X; l)(j————xa()x@ _(D<(—)——xx, w; X; l>,
(2) 2w —(Zil'——l—ukp(\“)———o(\’)
2 ERACEAZEN] f)u&'(-j NN,

qui doivent étre satisfaites, la premiére dans @, la seconde sur$ et
qui par hypothése sont satisfaites pour

L=, (4, S, 5L) et w=1uy(X).

0=

On suppose que les deux équations en ¢

o . dp
(3) Zapaap(X; lu)m
90 (du, . de 0P (duy —
*Zaaﬁ<%—.;7 ty; X /ﬂ>d-—xa T <;)Z) wy; X tu>V—0’
) ; dv .
([J‘) )1.[3("1,5(}\; /(,)E“ ()_.]‘0- -+ (’Lp(}x):ﬂ,

ou X varie dans @ pour la premiére, sur & pour la seconde, ne sont
satisfaites simultanément que pour ¢ = o.

¢ ayant une valeur quelconque dans (¢,,%,), le probléme est de
trouver une fonction « remplissant les conditions (1) et (2). Ce pro-
bléeme a des cas particuliers communs avec celui du Chapitre pré-
cédent, mais si 'on compare les hypothéses de régularité, on verra
que ce n’en est pas un simple cas particulier.

Nous allons démontrer que si ¢ est assez voisin de 7,, ce probléme a
une solution. Sil’on exige en outre que u — u, et ses dérivées soient
assez voisins de zéro, la solution est unique.
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9. Formation des approximations successives. — Posons
ad [ du, du .
by==— 5— =1 ++5 55 U3 X5 1),
dpg \ Oz, Xy,
D /Ju dx )
em=— o y eeey w3 wy; NG L,
du \ O, ox,,

W(pys u; Xst)=@ (py; w; X35 () + 2yb5py + cut.

. du
Si t—t,, u—u,, et les P“"’Z’Z—O
o

sont assez voisins de zéro, les
dérivées de W par rapport aux variables « et p, sont aussi voisines
qu’on veut de zéro.

En prenant pour ¢ la valeur donnée (assez voisine de ¢,), nous
prenons comme approximations successives les fonctions u, définies
de proche en proche par la condition dans @

Pu du du
3.6 P S, nEL e —y{ 2. - X
3 o3 dz,, ().'}i"’j b 2504 oz, ety =Y <()~7«':/.’ t X l)
et par la condition sur §
AN ()”'/H—l | 4 -
2y By BTy _(IIT =ty Y (X) =g (X).

Il faut d’abord montrer que, si ¢t — 1, est assez voisin de zéro, tous
les u, existent. Or, dans ce cas, les

aa.,[:’»(x; l)— al.{ﬂ(x3 L),

1 dpy \ dap’

ob (du, .
C - ;)—L? <a.$—';’ Uy, )\, lu>

sont aussi voisins de zéro qu’'on veut; comme, d’autre part, tous ces
coefficients sont lipschitziens d’exposant 4, il en résulte que la fone-
tion déterminante de Fredholm, pour n’importe quel systéme itéré
d’équations de Fredholm correspondant & notre probléme, varie aussi
peu qu’on veut si £ varie assez peu; or, pour ¢ = ¢,, certaines de ces
fonctions déterminantes ne sont pas nulles (XI, 5); une de celles-ci

les

et enfin
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n’est donc pas non plus nulle pour ¢ assez voisin de z,. Donc tous les z,
existent ().

A vrai dire, ce raisonnement est incomplet parce qu’il ne prouve
pas que les fonctions u, successives, données par des équations inté-
grales telles que les équations (3) & (5) du Chapitre XI (§3) ont des
denvees secondes. Mais ce point peut s’établir ainsi qu’il suit. Tout
d’abord les dérivées de u, sont lipschitziennes d’exposant /; donc le
sccond membre de Péquation a laquelle u, satisfait dans @ est
lipschitzien d’exposant .; donc les dérivées secondes de u, existent
en tout point de ®@; mais de plus, o(X) étantlipschitzien d’exposant 72,
ainsi que ¢(X), la fonction o, [XI, 3, équations (4)et(5)] est lipschit-
zienne d’exposant / (VII, 4); par suite (VIL, 5) les dérivées de u,
sont lipschitziennes d’exposant & dans @ + 8. On prouve de méme
que si les dérivées de u, sont lipchitziennes d’exposant 2 dans @+ 8,
il en est de méme de celles de «,.,, et les dérivées secondes de u,.,,
existent en tout point de ®. Ces deux faits ont donc lieu pour tous
les u,.

3. Convergence des approximations successives. — Soit
U = U+
alors
D% I oh
¢ N o, n n
() RPN AN dzn oz ()1( 2aby ) - ch,
Jun— ,
_1{;(3“"; tn; X t) ( « 1, u,l._i;K;t>,
. oh,
(6) 28058 m“d * + U(X)hy=o0.

Soit M, une limite supérieure des valeurs absolues de 4, et de ses
dérivées. Alors le second membre de (5) a une valeur absolue
moindre que &, M,—,, &, étant aussi petit qu’on veut pourvu que les
valeurs absolues de t—¢,, des u,—u,(¢g=1,2,...,n) et de leurs
dérivées restent assez petites. Si k est un nombre donné, o < k<1,

(") Pour les équations dont I'inconnue est un nombre, I'analogue de la méthode
du Chapitre précédent est la méthode de Newton, et I'analogue de la présente
méthode est la méthode de fausse position.
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on aura, dés que £, sera assez petit,

(7) M, <kM,_,.

Cette derniére inégalité est valable pourvu que
“ M, M, .- My, << a.

a pouvant se calculer en fonction de 4; or M, est aussi petit qu’on
veut si ¢ est assez voisin de ¢, [pour » =0, le second membre de (5)
est a remplacer par

du du .
(I)((—)-ll;i; ty; X I)—‘D((—ﬁ'—“—; y; X I‘,>
\ Ly, Iy,

) o O

Y ) \ — sy 3 (N )|~ —
+ Zapl@a,8 (N3 1) — a5 (N3 1)] iy Oy
et celui de (6) par

B ] . Jdu
Ez.{i[(‘a.(ﬂ(\Q ln)"‘”i.{’a(-\; l)‘m o

or, il résulte facilement du Chapitre XIII que les dérivées secondes
de u, sont bornées dans @]. Si ¢ est assez voisin de ¢, pour que
M, <a(1— k), Tinégalité (7) a donc lieu quel que soit n, et par
suite, les fonctions u, tendent vers une fonction «, dont les dérivées
existent et sont continues dans @ ~+ 8. Si on calcule £, par des
équations du type des équations (3) 4 (5) du Chapitre XI, on constate
que la fonction a, correspondante est lipschitzienne d’exposant /. avec
un coefficient O(M,—,) (VII, 4), et par suite que les dérivées de /i, sont
lipschitziennes d’exposant /. avec un coefficient O(M,_,). Mais alors

le second membre de (5) est lipschitzien d’exposant /—f avec un coeffi-
clent 0(\/M,,_~2> (d, I, 4, p. 222); on en conclut que ¢, est lipschit-
zien d’exposant = et de coefficient O(yM,—,) et que par suite, dans -
tout ensemble fermé intérieur 4 @, les dérivées secondes de /,
valentO(JM,,,-Q et sont lipschitziennes d’exposant /—; et de coeffi-
cient O(\/M,,__._,). Donc les dérivées de u, sont lipschitziennes d’expo-
sant ~dans M + 8, etles dérivées secondes existent dans tout ensemble
fermé intérieur & @. On conclut enfin du Chapitre XIIT que ces

dérivées secondes sont lipschitziennes d’exposant /e dans .
La fonction u,, répond donc a la question.
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4. Unicité de la solution. — Soit u une solution quelconque de la
question. Je dis que, si u—u, et ses dérivées sont, ainsi que t—¢,,
suffisamment voisins de zéro, v = u_. En effet, en conservant la méme
signification pour les b, et poure,

P (w— ) d(u— u,)

v n v . n)

”.-)([ ‘p ——— e ]) —_— el — u
e dxy, ().'1‘10, e ox., ( u)

./ du . o _ .
= <————-—~( “. w; \, />~_q).<__0u—,, l; Up—y3 X:I>’
/ %

dx,,’ dx

Iu— u,
—(I[().__’L'(;g_—.) 'i‘ﬁ.!)(x)([/._. llﬂ):();

I

2,80, 5T,

si M, est une limite supérieure des valeurs absolues de u—u, et de
ses dérivées, et si £ est un nombre donné (o <% < 1), on en conclut,
sous les hypotheses faites,

M, <My,
d’on

w=lmu,=— u,.

5. Cas ot t n’est pas arbitrairement voisin de t,. — Si I’on sait, pour
toute solution correspondant & une valeur de ¢ comprise entre £, et Z,,
limiter indépendamment de ¢ la fonction « et ses dérivées, on est cer-
tain de pouvoir, de proche en proche, résoudre le probléme pour une
valeur quelconque de ¢ dans cet intervalle. En effet les calculs précé-
dents conduisent & des fonctions dont les dérivées sontlipschitziennes
d’exposant /i; alors, en considérant comme connu le second membre
de (1), on peut, a I'aide des équations (3) & (5) du Chapitre XI, trouver
une limite supérieure du coefficient lipschitzien des dérivées de u
pour l'exposant /. Le raisonnement s’achéve alors comme au

Chapitre XIV.

CHAPITRE XYVI.

LES DERIVEES SECONDES DU POTENTIEL DE DOMAINE.

1. Taeorkme. — St opération F u satisfait auzx hypothéses (V, 11) et
st en outre la fonction ¢, les dérivées des b, et les dérivées secondes des

Ann. Fe. Norm., (3), XLIX. — OcroBRe 1932, 38
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a,,g sont lipschitziennes d’exposant h<1; si, outre les liypothéses (11, 1),
les dérivées des coordonnées des points de S sont lipschitziennes d’expo-
sant h; st enfin o est lipschitzien d’exposant h dans le domaine @ de
frontiere S, les dérivées secondes de
au
n(.\’):[ G(X,A)p(A)dVy,
Yo

ot G est la solution élémentaire principale de & G = o, existent et sont
llpscll.z't:iennes d’exposant h dans 0 + &.

Si I'on considérait un ensemble fermé intérieur & @, les dérivées
secondes de u y seraient lipschitziennes d’exposant / meme siles a, g,
b,, ¢ étaient seulement lipschitziens d’exposant /.

Dans les hypothéses énoncées, on peut écrire

G(X, A)=o, (X)N(X, A)n(A),

ou N peut étre dérivé jusqu’a cing fois, dont trois fois par rapport &’
I'un quelconque des deux points, et ot w, et w sont des fonctions
positives dont les dérivées secondes existent et sont lipschitziennes
d’exposant 2 (V, 20).

Calculons une dérivée seconde, en supposant que X est dans @ :

P u G N
——’i?:f I (a(A)— p(X)] 4V
(2]

day dzp Oy Dz +

(n2) ()G
—‘—P(X)f <(m ()a) dms A dVs

(m—1)
G .
—e) [ S (X A)ma(A) dS,.
s f

L’intégrale d’ordre m —1 est une dérivée d’un potentiel de simple
couche dont la densité o, (A) est lipschitzienne d’exposant /; elle est
donc (VII, 5) lipschitzienne d’exposant A.

La seconde intégrale d’ordre m porte sur

02 (,)1 ()c,)1 dw . )(,31 ()\J ON
()(1)1 ()w ON d \ ON
+ (A)() + oy (X )0(114 ().1{ +w1(X)w(A)( +7)2;>(7.7?f;’
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intégrale correspondant a4 chacun des termes est lipschitzienne
d’exposant 4 (I, 1).

2. Caractéres lipschitsiens d’une intégrale. — [l reste donc h examiner
seulement la premiére intégrale qui figure dans notre expression de
la dérivée seconde, et a prouver qu’elle estlipschitzienne d’exposant /.

Pour cela (I, 8, 10), il suffit de prouver que, si ¢ est positif et si I'on

considére I'intégrale
(i) )._, (} ‘ )
f T N A AV

dixy, dag

étendue aux points de @ tels que L(X, A)>c, celte intégrale est
bornée quand ¢ varie.

Or I'intégrale
RN d\ dG . o
f <(7;;+;)7‘-;>-(-)73-(.\,1\)d“\,

étendoe a laméme région, est bornée comme portant sur O[L'=—(X, A)].
Il reste donc a considérer
(me—1)
f 9G % A)ma(A)dSy,

():L'(g

étendue aux points de L(X, A)= ¢ situés dans @ et aux points de S
tels que L(X, A)>c. Or l'intégrale étendue a n’importe quelle partie
de L(X, A) = 2 est bornée comme portant sur O(2*~"), pendant que la
mesure du domaine d’intégration est O(c"").

D’autre part I'intégrale étendue a S entier est bornée comme déri-
vée d'un potentiel de simple couche & densité lipschitzienne (VII, 5).
Il suffit donc d’établir que I'intégrale étendue a la partie de S telle
que L(X, A)<¢, est bornée.

On peut supposer ¢ assez petit pour que toute cette région de S ait
uné méme représentation paramétrique. Introduisons les paramétres
15 Say - .3 5m de X(s,,==o0 sur ). On a sous le signe d’intégration une

S C, . IG . .
combinaison linéaire des I (k=1, 2, ..., m), les coefficients étant
k
lipschitziens. En retranchant I’intégrale étendue 2 la méme région

(m—1)
f ®G (X, A)(A) dS,,
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oG
- dSIIL - - .
fonction lipschitzienne convenablement choisie. En remplacant, dans
. . JG .
ce qui reste, le coefficient y..(A) de Ea’(t,, cees byey) (G1y oy Ty étant

les paramétres de A) par [p.(A)— u,(X)] + pr(X), on est ramené
prouver que

intégrale qui est-bornée, le terme en disparait si A(A) est une

aln—1)
dG ‘ o
f ;)Z‘;d'(t,, ceeslmey) (k= m)

est borné, ou encore qu’il en est ainsi de

rm—-—l)dG v
f ;)—tzd(t" oy b))

Or cette derniére intégrale est

2)

(m~2
f G(X, A) o (T) dSy,

étendue a la frontiere de notre région de $; dS; est 'élément de
I'image de cette frontiére dans I’espace (z,, ..., ¢,_,) et les o, (T) sont,
dans cet espace, les cosinus directeurs de la normale extérieure a cette
image de frontiére. Or, sur cette frontiére,

G(X7 A)wl/‘(T): ()(82——111').

Il nous suffit donc de prouver que l'image de cette frontiére a une
mesure 0(3"?),

Or soit t,=1s,+pvu (2 =1,2, ..., m—1), avec Z,v; =1, ¢ >0.
Pour chaque systéeme de valeurs des v,, p est donné par une équation

2o pha (Sa— ta) (55— 1p) + O[L2+h-—(8, T)]=¢*  (tm=0),

dont le premier membre représente L*(X, A); les A, g sont des fonc-
tions de S, et ces fonctions sont lipschitziennes d’exposant /; la forme
quadratique qui a les X, pour coefficients, est définie et positive.
Dés que o est assez petit, la dérivée du premier membre par rapport a
o est comprise entre ap et bg, a et b étant positifs et fixes; donc, dés
que ¢ est assez petit, notre équation en p a une racine positive et une
seule inférieure & une certaine limite; cette racine est comprise entre

) 0 . . . o ys s
- et 7 D’autre part si g, [, ..y Um—s sont des paramétres a l'aide
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desquels on exprime les v, de facon que ¥,v; =1, 0na

iy dv,, do

AL . BT
Apre g s Vs Ay’

mais de I’équation qui donne ¢, on déduit

day dv,
dty,

: ' . day 8
Syava(ay— ) == dp 4~ pZy o (g — 2+)

Jdi,,

dyp=o,

d’ou évidemment
dp

et par suite
dly, o
()7-/;_ (O).

Il en résulte bien que lamesure de notre image de frontiére est 0 (2”2)
et le théoreme énoncé est complétement démontré.

CHAPITRE XVII.

LES DERIVEES SECONDES DU POTENTIEL DE DOUBLE COUCHE.

1. Condition de Lipschitz pour les dérivées secondes de la densité. —
Si, outre les hypothéses (11, 1), la frontiére S du domaine borné ousert @
est telle que les dérivées secondes des coordonnées de ses points existent et
sont lipschitziennes d’exposant h < 1; st les dérivées de la fonction ¢
(tntervenant dans la définition des opérations O et Z) existent et sont
lipschitziennes d’exposant h; st, outre les hypothéses (V, 11), la fonction c
et les dérivées premiéres des b, et secondes des a, g existent et sont lipschit-
stennes dexposant h; si enfin les dérivées secondes de la fonctionud’un
point de 'S définie par

{m—1)
u(X):a(X)izf ZG (X, A)z(A) dSy
S

existent et sont lipschitziennes d’exposant h, les dérivées secondes de o
existent et sont lipschitziennes d’exposant h.
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Cela revient & prouver que les dérivées secondes de

{re—1)
f ZG(X, A)o(A) dS,
S

existent et sont lipschitziennes d’exposant 4. Nous savons d’ailleurs
déja (VIIL, G) que les dérivées de o existent et sont lipschitziennes
d’exposant/i; cela permet de supprimer de ZG le terme en G, c’est-
a-dire de prendre b =2, 0,, (XIII, 3).

Or (V, 20) on peut écrire

GIX,A)= o (X)N(X,A)m(A);

les fonctions w et w, sont positives et leurs dérivées secondes existent
et sont lipschitziennes d’exposant /; N peut étre dérivé jusqu’a cing
fois, dont trois fois par rapport & I'un quelconque des deux points.
Par suite

ZG (X, A) =6, (X)[N(X, A)Zar (A) - o (A)ZN(X, A)].

Mais les dérivées de Zw (A) existentetsontlipschitziennesd’exposant/;
en considérant w,(X)w(X)N(X, A) comme la solution élémentaire
principale d’'une certaine équation du type elliptique, on en conclut
(XIII, 5) que les dérivées secondes de

(1t ~—1)
c.),(X)f N(X, A)a(A)Zo(A) dSy
S

by

existent et sont lipschitziennes d’exposant /. Il reste donc & étudier
les dérivées secondes de

(m.~1)
f IN(X, Ao (A)a(A) dSy,

ou de

A (n—1)
Z- ., )\ £ 4 —"“‘“—G(A)
/;s [NC Ao (Ao (M) 2 a8y,

car cette intégrale ne différe de la précédente que par une fonction dont
les dérivées secondes sont lipschitziennes d’exposant 4. Or la fonction
entre crochets est la solution élémentaire principale d’une équation
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qui satisfait aux mémes hypothéses que 1'équation donnée et ol de
plus le coefficient correspondant & ¢ a ses dérivées lipschitziennes
d’exposant / : nous ferons donc cette nouvelle hypothése et nous
appellerons G cette fonction entre crochets, et nous poserons o = p.w, ;
nous sommes ainsi ramenés 4 étudier les dérivées secondes de

(. —1)
f ZG (X, A () dSy,
S

<

ou . a ses dérivées lipschitziennes d’exposant / et ot G est dérivable
cinq fois, dont trois fois par rapport & X et deux fois par rapport & A.
Or (VIII, 6)

(rt—1) {m—1j
4 [ Z(;(\,,-\.)IJ.(A_)(JSA-_«:[ D 7G(N, A (A) — (X )] Sy
& v

ds., dsy,

B ) St —1)
n 1*(*")()%, / ZG (X, A) dS,.
va s

Mais il résulte des calculs déja faits (VIII, 6; vosr aussi XIII, 3) que
les dérivées secondes def‘ B ZG(X, A) dS, existent et sont lipschit-

ziennes d’exposant /2; il suffit donc d’étudier les dérivées de
(1 —1) () . ) N -
f —— ZG (X, A)[ p(A) — . (X) ] dSy.
s sy

Nous savons d’ailleurs, toujours par les calculs du passage cité, qu’ici

%ZG(X, A)y=O[Li=m (X, A)7.

En appliquant, & I'expression alors trouvée du premier membre, de
nouvelles dérivations, on trouve que

7] o\ 0 . )
o ) 7G/(X y - O TLA—m }&, A :
<d.s"q - ()1{3> 0Os,, LG (X, A) [ ( )]

cela suffit (1, 4, 6) pour que, en nommant &, la partie de § repérable
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a laide de s,, $a, ..., S, et en nommant C la frontiére de &,

- (e -1}
0 / L 2GX, Y[ (A — p(X) ] Sy
s Js,, :

A d ) 0 ,
[ e e e | — AGIN. A (A = (N )
" ((),s"g - g 0s,, LGN, AL (A ) == (N ) [ >y

a1 -
+ / 2 7G(X, A) (i“- — ﬂi) S,
Jsy,

Jis, 7) ()lle dsg

(m-——1) - ’
17 . . J1.
'{"\[: —(E Z(J(\‘ \)“J(A\) — IU(\ )] mf/({l, N /,,,.__1)

1

[ GO, (A — N ATy (T) S5,
«. @ R

relation ou % est supposé défini par dS,=~(T)d(¢,, ..., l,—). Lin-
tégrale d’ordre m — 2 a ses dérivées bornées (si X reste 4 une dis-
tance de € dont la borne inférieure est positive, et nous savons que
cette hypothése est légitime). L’avant-dernicre intégrale est lipschit-
zienne d’exposant quelconque inférieur 2 1 (I, 1). La précédente est
lipschitzienne d’exposant 7 (I, 7, 8). Reste la premicre intégrale o
I'on constate aisément qu’en dehors de
Zﬂ'&f(/\)( Oy Oy )

{m—1j
i Us, dsg i, Oty
f ¥ [\/LY,E A*{»E(."\)("‘U'Y—“Y)("L‘BM“B)J N = ==
§

s Vay s Ay a(N) (oy — ay) (25— a3)
. PAAS — p(X)

VD(A)

[lSA 9

tout le reste est lipschitzien d’exposant / (I, 1); le terme méme qui
vient d’étre écrit est également lipschitzien d’exposant /2, comme on
le voit en reproduisant les caleuls déja faits (VIII, 6). Le théoréme est
donc démontré.

Si I'on a une borne inférieure positive pour le déterminant des a, g
et si les a,g, les by, ¢ et celles de leurs dérivées d’ordres divers qui
figurent dans les hypothéses, ainsi que leurs coefficients lipschitziens
pour exposant 4~ < 1 sont bornés (g étant fixe ainsi que le domaine
borné hors duquel ces coefficients sont constants), et si M est une
borne supérieure de u, de ses dérivées premiéres et secondes, et du
coefficient lipschitzien de ces derniéres pour I’exposant /, si enfin le
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noyau résolvant de U'équation de Fredholin en 5 admet une limitation
fixe O[L*="(X, Ay ], il est évident que les dérivées secondes de = et
leur coeflicient lipschitzien pour 'exposant / sont O ().

La meéme propriété a lieu si l'on remplace G par G, dans 'expression
de «, et cela méme si y éprouve un saut brusque au passage de ,
7 Gtant lipschitzien dans @ et lipschitzien hors de (8, avec !’ expo-
sant /.

2. Condition de Lipschits pour les dérivées secondes du potentiel. —
S, avec les mémes kypotheses que précédemment (1) pour S et 4 et pour
les ay s, by, €, 0n suppose que les déricées secondes de o sont lipschitsiennes
d’exposant h, les déricées secondes de

1t 1
(N ) == — ‘z/ ZGON, Ao () oSy
&
sont lipschitziennes d’exposant h dans 43 ; elles sont aussi lipschitsiennes
d’exposant h hors de (D +'S.

Il suffit de faire la démonstration pour . On peut définir une fonce-
tion o dans @ + 8, de facon qu’elle coincide sur & avec la densité
donnée et que ses dérivees secondes existent et soient lipschitziennes
d’exposant /5 en cffet, dans une partie de @ ol notre parameétre s,
existe, on peut délinir s comme indépendant de s,, quand on 'exprime
a Paide des s,; dans le reste de @, on peut prolonger cette fonction
par un procédé connu (d, I, 10, p. 206, 207). Cela permet d’écrire,
quand X est dans (D,

(-1} =1}
f ZG N, Ao (A) dSy = f G(N,A)Os(A) dS,
& vS

()
f GON, A )Fa(A)dV \—o(N);
M

or les dérivées sccondes de tous les termes du second membre sont
lipschitziennes d’exposant /» (XIIL, 35 XVI, 1).

Avec les mémes hypothcses que ci-dessus pour les a,g, b4, ¢, si
M désigne une limite supérieure des valeurs absolues de o, de ses
demvees premidres et secondes, et du coefficient lipschitzien de celles-

Ann. Ec. Norm., (3), XLIX, — OctosrE 1932, 39
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ci pour I'exposant /, il est évident que les dérivées secondes de u et
leur coefficient lipschitzien pour I’exposant /o sont O(M).

La méme propriété a lieu si I'on remplace G par G, dans 'expression
de u, et cela méme si 4 éprouve un saut brusque au passage de S,
dans les mémes conditions que plus haut.

3. Remarque. — Moyennant les mémes hypothéses pour S et ¢ et
pour les a, s, b,, ¢ (et peut-étre moyennant des hypotheéses plus
larges, mais nous n’en aurons pas besoin), on démontre que :

° Si o est lipschitzien d’exposant %, les dérivées secondes de s, u
sont lipschitziennes d’exposant /4 dans @
2° Si les dérivées de o sont lipschitziennes d’exposant A, les déri-
vées secondes de s,u sont lipschitziennes d’exposant /z dans @.

Cela permet de construire dans @ une fonction ¢ quand on donne
1no 00 0% v

sur $ les valeurs de ¢, 5= 5= pourvu que les valeurs données de 5
Sm

IIL III

les dérivées de celles de — 0 et les dérivées secondes de celles de ¢
III

soient lipschitziennes (voir le Chapitre IX et &, 11, b, 6, p. 214 & 216).

CHAPITRE XVIII.

PROBLEME NON LINEAIRE MIXTE.

1. Enoncé du probléme. — Nous considérons un domaine borné et
ouvert @ dontla frontiére satisfait aux hypothéses du Chapitre XIV (§1)
et en outre a celle de se composer d’au moins deux parties sans poinls
communs deux 4 deux; I’ensemble de quelques-unes de ces parties
'sera nommé & et I'ensemble des autres sera nommé . D’autre par(
nous reprenons I’équation

)% du
\ . v Y. ( — . - X -
(1) Zopaap(u; X; L)——_()xa o ...‘I><———()$$, w; X; t)

qui remplit les mémes conditions qu’au Chapitre XIV. Sur &, on
s’impose la condition
(2) - w=q(X; (),
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ol les dérivées secondes, par rapport aux paramétres des points X
de 8, de la fonction o, existent et sont lipschitziennes d’exposant /2
par rapport & ces parameétres et continues par rapport 4 ensemble de
ces paramétres et de £; de plus le coefficient lipschitzien des dérivées
secondes de o(X; ) — 9(X;¢,) est supposé infiniment petit avec t—z,.
Sur @, on s’impose la condition :

7
oy N y o Lf e - —
3 Y 3 Ay 3 —— +V(w: N l)=o0
(9) —. 3Oy y 5 Jitrg Fglus A L) y

avec les mémes hypothéses qu’au Chapitre XIV. On suppose que ces
conditions (1), (2), (3) sont satisfaites pour z=1, par la fonction u,
dont les dérivées secondes sont lipschitziennes d’exposant 4. Enfin on
suppose que le probléme de trouver une fonction ¢, nulle sur 8, et
satisfaisant dans @ et sur B aux conditions (3) et (4) du Chapitre XIV,
n’admet que la solution zéro.

La question est de trouver une fonction « satisfaisant aux condi-
tions (1), (2) et (3). On va voir que si ¢ est assez voisin de z,, cette
fonction u« existe.

2. Formation des approximations successives. — Les approximations
successives sont formées par le méme procédé qu’au Chapitre XIV (§2),
a ceci pres que, sur S, la condition & la frontiére est ici

hy= o (X5 ) — (X3 t,), hy=o0(n>o0).

L’existence des h,, tant que u,—u,, ses dérivées et le coeflicient
lipschitzien de celles-ei pour un exposant donné, sont assez voisins
de zéro, se démontre comme dans le passage cité. Toutefois, en vue
de ce qui va suivre, le prolongement des a, 3, hors de @ se fera de
facon que les dérivées secondes de ces fonctions soient lipschitziennes
d’exposant A dans tout I'espace (XVII, 3).

3. Convergence des approximations successives. — Soit M, une limite
supérieure des valeurs absolues de /4, et de ses dérivées premiéres et
secondes et du coefficient lipschitzien de ces derniéres pour I'expo-
sant ~. Nous nommons ¢,, 6,, %, les inconnues du systéme d’équations
de Fredholm qui sert & trouver /, (XII, 3).

Nous raisonnons comme au Chapitre XIV (§3). lei encore F u,, Qu,,
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les dérivées de @u, et les coefficients lipschitziens de ces fonctions
pour 'exposant 2 sont O(M?_)). Par suite, g,, 5, et =, sont O(M2_).
L’équation qui traduit la condition dans @ prouve que g, est lipschit-
zien d'exposant A avec le coefficient O(M?2_,). L'équation qui traduit la
condition sur$ prouve ensuite que les dérivées secondes de o, existent
ct sont lipschitziennes d’exposant A (XVII, 1) : ce coefficient et les
valeurs des dérivées premiéres et secondes sont O(M;_, ). L’équation
qui traduit la condition sur & prouve enfin que les dérivées de =,
existent et sontlipschitziennes d’exposant 2 (XIII, 2 et 4) : ces dérivées
et ce coefficient lipschitzien sont O(M?_, ).
Par suite (XIII, 3 et 4; XVII, 2)
M, = kM2,

tant que u,—- u, et ses dérivées restent assez voisins de zéro (¢ étant
assez voisin de ¢,). La convergence en résulte si ¢ est assez voisin de z,.
La limite u,, de u, répond & la question.

4. Unicité de la solution. — On prouve comme au Chapitre X1V (§4)
que sit—¢,, u—u,, ses dérivées premieres et secondes et le coeffi-
cient lipschitzien de celles-ci pour I’exposant % sont simultanément
assez voisins de zéro, on au=u,,.

5. Cas ot t nlest pas arbitrairement voisin de t,. — Si 'on sait
‘borner «, ses dérivées premiéres et secondes et le coefficient lipschit-
zien de celles-ci pour 'exposant £, indépendamment de ¢, et si I'on est
sur que I'hypothése sur le probleme relatif i ¢ est satisfaite pour toute
valeur de ¢ d’un intervalle comprenant ¢, on est stir que le probleme
est possible pour toute valeur de ¢ dans cet intervalle.

C’est & cause de S qu’on suppose ici connus une limitation et un
coefficient lipschitzien des dérivées secondes de u, dont on n’avait pas
besoin plus haut (XIV, 5); ces quantités n’ont besoin d’étre connues
qu’'aux points de @ assez voisins de 8. Pour les détails de la démons-
tration, il suffit de renvoyer au passage cité (XIV, 5) (*).

() D’autres considérations pourront permetire d'améliorer ce résultat
(Comptes rendus, t. 190, 1930, p. 613).
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L3

ERRATA.

Mexorre o8 M. Grorges Gimat : Sur certains problémes non linéaires de
Neumann et sur certains problemes non linéaires mixtes (Annales scienti-
figues de I'Ecole Normale supérieure, t. XLIX, 1932, p. 1 & 10f).

Au lieu de : Lire :
Page 14, ligne 7 en remontant.. 1+h=1 heAh—-1
Page 17, ligne 10 en remontant, b3 by
Page o4, ligne 2.............. (ki—1) J(t—k)

. JG(X,A)  JLG(Y,A)
Page o8, ligneg.............. [ TR ]



