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SUR.

UN SYSTÈME D 'ÉQUATIONS
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

PAR M. E. GOURSAT

Dans deux articles récents (1), fai signalé quelques cas particuliers
où une équation de Monge a deux variables indépendantes que l'on
peut écrire symboliquement

^ /\^dzidzk=o ( i , / •== i . 2. 3, 4)

admet une intégrale générale explici te. Dans ce nouveau travail, je
considère un système formé de deux équations de la forme précédente.
Le problème de l ' intégration est alors à'nm nature toute différente,
car ce système est équivalent à un système de deux équations aux déri-
vées partielles du premier ordre, a deux variables indépendantes et à
deux fonc t ions inconnues, qui se ramène en général ( 2 ) , de deux
façons différentes, à une équation du second ordre. Mais, en tenant
compte de la forme spéciale des équations aux dérivées partielles dont
il s'agit, cette réduction peut se faire d'une façon beaucoup plus facile
que dans le cas général.

I . Soient
^-=:^^dxidxk, Q^^ikdxidxk (?\ À- ==i , ^ 3, 4)

deux formes de Pfaff du second degré à quatre variables, les coef-

(1) Bulletin, des Sciences mathématiques, t. LÎI, 1928, p. 897; t. LUI, igâg, p. 196.
( 2 ) Voir le fascicule VI du Mémorial des Sciences mathématiques : Le problème

de Bàcklund.
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f ic ients A//,', B//, étant des fondions quelconques de ces variables.
, l / intégration du système des deux équations

[ i ) i^==o, 12., ==<:>,

c'est-à-dire la détermination des multiplicités à deux dimensions satis"
'faisant à ces relations, revient, d'après la définition même des formes
symboliques de différentielles, à. la recherche de quatre fonctions .:r,, ,z'2,
.z":}, .r;, de deux variables indépendantes u^ v, vér i f ian t les deux
équations
., / , Y , l) < ; ? / . - -"/• » v s » ^:;/' z^ )
fi } .2JA• / /-r^———\" :::=:0» ^ ^>/-<--pr———: :::r:o-^^ ^(J/î » ' ) ^ .!..>(//, i ' )

Si, parexeniple , on prend .î;, et a/^ 1 pour variables indépendantes,
les équat ions ( i 7 ) forment un système de deux équations aux dérivées
partielles du premier ordre, que l'on peut ramener unméd ia t e înen t à
'un système deBacklund .

S îappe lons d'abord la propriété su ivan te (11). Pour qu 'une .tonne s'yin-,
bo l ique

-\ 12:-;- ^///.r/.r/^r,,,

où f i g u r e n t quatie variables et leurs différentielles, soit le produit sym-
bol ique de deux.formes l inéai res de PtafT, il. faut et i l suffît que les
coefficients (7/7, vé r i ' f i en t la re la t ion

{'•i) ' ^isrt^.+^i:;^^-1-!-^.i4^^;=rn (^//.4--^/:/) ~=o.

Plus généralement,' si co,i , co^ co:(, eu, sont quatre formes de 'Pfall du
premier deû;ré, linéairement distincte, la forme

est le produit symbolique de deux formes linéaires, si les coefficients
^/ / .vér i f ient la relation (2) et dans ce cas seulement. Cela posé, . . la
forme i2 ==• À , û i . 4 - X . j O a sera le produit symbol ique de deux formes

(i) Leçons su-r le problème dç Pfaff', Cbap. IÏI. Je prie Jelecteur de se report-er à
ce Chapitre pour la dénioïïstration des propriétés des formes symboliques qui seroni
uuîisées. , . . . . • .
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linéaires de Pfaff, pourvu que les facteurs A i , /^ vérifient la relation
( 3 ) (/. iA,,-.4-A,.B^)^À,A,^,-t-A,Ba,) ~ (À,A^-4-- / .3.Bi :5) u^A^^/^B^}

-+-(/. i A. i, 4- ̂  B, ̂  ) ( À, A^ 4- As B,., ) = o.

équation du second degré en — 5 qui admet deux racines distinctes si
les coefficients A.//,, B//, ne satisfont à aucune condition particulière..

Nous allons d'abord examiner si 'cette équation peut se réduire à
une identité. S'il en est a insi , nous pouvons supposer les formes ûi
et i'L remplacées par deux produits symboliques

t2i ==: G)) <j0.>, î == H);î<ï^.

Si les quatre formes co, , co^ co;;, <o,, sont l inéairement distinctes, la
forme A , coi oj^4- A ^ C O ^ O J , , ne sera un produit symbolique, d'après la
condition ("2\ que si Von a À , | À ^ = = O . Les formes c'ji, (o^-^^ ^-î II^
peuvent donc être distinctes si l 'équation (3) est vérifiée, quels que
soien t À| et Â.j. Les formes co, , oj,> sont certainement distinctes, sans
q u o i le produit symbol ique coic.j^ serait nu l ident iquement , et le sys-
tème ("i) se réduirai t à une seule équation. Il en serait de même si <o:;
et co,, étaient des comèinaisons linéaires de o j i , co_>. Le seul cas à' exa-
miner est donc celui où co,, c^, 003, par exemple, seraient trois
fomn^ de Pfaif l inéa i rement distinctes, tandis que co;. serait une
combinaison linéaire de celles-là

<j.) ̂  == a,, G.) , -4- (3Î2 Os + ̂ 3 ̂ h •
On a alors

/., Q. i -4- 7. s i2 2 =- A , G) i (Y.) ^ 4- 7. .̂  ir^ ;; ̂  i --î- 7.2 a .̂  <j>.) ̂  M ._,,

et la condition (2 ) est toujours vérifiée, quels que soient X^ Xa. Les
premiers membres des deux équations £î^=o, U^==o s'expriment
un iquemen t au moyen des formes linéaires co^ (0.3, co,, et l'on vérifie
aisément que toute forme

i2 =-": A,i20>i 0)^ 4- A^Cx}, fA):î n- A^a^î^s

est le produit symbolique de deux formes linéaires; en elîet, pour que
û soit le produit de a., co,, + a^ + a^co, par une autre forme de PfafÏ,
i l faut et il suffît que le produit symbolique û(ai co,, 4-^2^4- ̂  coy)
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soit nul, c'est-à-dire que l 'on ait
A 1 2 ^?, -+- A.2^ a ] 4- A:^ i a^ == o. , !

Dans ce cas particulier, il est facile de trouver toutes les intégrales
du système (i). En effet, les trois équations

où figurent quatre variables, forment un système complètement ir i té-
grable équivalent à un système dyi=0y dy^==0y dy^=o^ les trois
formes c o i , co^ co:ç sont donc des combinaisons l inéaires de rf/i? dys?
d y ^ y et le système (i) est de la forme

S K'ih dyi dyj, == o, 1 B^ dy, dyk == o ( /, k = i, 2, 3 ).

On en tire
/ / . , dy^ dy^ __ dy^dy^ _ dy^dy^^ 4 ; ——p^— — p — — — p 5

P i , Pa, Py étant des fonctions de y, , y-j, y;^ pouvant contenir une
autre var iable y/,. On satisfaiC à ces relations en établissant deux rela
fions distinctes entre y^ , y,>, y;i, telles que

j^—/(j ' ,) , y3==^(j-,).

Si4'on peut satisfaire aux équations (4) en établissant une seule
relation e n t r e y i , j 2 ? y:!» deux de ces variables , j^ dja? p^ exemple,
peuvent être prises pour variables indépendantes, et les relations (4)
donnent alors

dy, _ P, , dy, _ P,
. d,y, ~~~" P^ dy^ •~~ ' P;/ ,,

Si la dernière variable y;, figure dans les seconds membres, l 'élimi-
nation dey/ , conduira à une équation aux dérivées partielles du
premier ordre ( ( )

p/ àr; ày,\
^Jn^^^.^j-0- 1

(1 ) D^une fa>çon générale, Pintégration d'une équation de Ja forme

A. i ï ciy^ d.y^ — ^^ciy^dy^,— A;>.i dy'^ ciYi == o

revîe.nt à la recherche des surfaces dont le plan tancent passe par la droite de para-
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'2. Ce cas except ionnel écarté, Féqualiorî (3') admet deux racines
/.„ ' î î * • .en , " 5 en gênerai d is t inc les , et par consecjiieni 011 peut ramener le

sys tèmef i^ à la ibn'ne
( 5, ; 1̂  == ^, r,^ r- o. i^ == Z B^, (-fx,rlxk-=: u

de deux façons d i f fé rentes si l 'équat ion (3) a deux racines d i s t i nc t e s ,
el d 'une seule façon si l ' é q u a t i o n (3) a une racine double. Dans le cas
général , dont. nous a l lons d'abord nous occuper, où Féqua l ion (3} a
deux racines d i s t inc tes , on peu t p rendre p o u r û, et i'L deux formes
décomposables s y m b o l i q u e m e n t en facteurs l inéaires, et écrire le sys-
tème (i') sous la forme

c' j i , o^, oj;s, oj,. é t a n t quatre formes de Pfafr l i n é a i r e m e n t distinctes.
Cette réduc t ion n'exige q u e la résolut ion d 'une équat ion du second
degré et des calculs l inéa i res .

L ' in tégra t ion du système (G") se ramène e l le -même à l ' iotégralion du
système de deux é q u a t i o n ^ de Pfaff

mètres di recteurs A | ^ , Aa;;, A.'}), c'e^t-à-dire à l ' i n t é g r a t i o n du syblènie

//r, (h'i _ <()":!
"\^ ^ A^ ~~~ T^ '

Si l 'on a ( l e u x é q u a t i o n s s imul lanées de î a foratô

A .i 2 d y i d'•}•'^ -',-•• A 2:; dy^ dy:\ — A:;i dv'.\ (h .1 ::::= o,
B i ^ < / ? • ! dy^ — B^:; dy^ d j ' y , • :" B3i dy^ ch'Y == o,

les coefficients dépendant d'tine autre vîinable '̂,',., on satisfyil d'abord à ces équations
en etabl issanî deux reîa l iyns arbitraires enire j-i, y.^ j':?. Si j-,, ligure dans Ses coeff i-
cients, Ie< CHiculs du texte innntrcnl qu'il y aura une infinité d'utit-res soliiiions, qui
s'obticndronî par l ' in t t^g-rat ion d'une équation «lix dérivées j )a r } i e ! î es du premier
ordre. p p

Si i'; ne figure pas dt>ns les rapporis — ? p^? î l 117 anra de soîutions nouvelles que

si l ' é q u a t i o n
S:V/n— P^d^~ Ps^rs^o . .

est cornpièîement imég-rale. Si en particulier P2==P3=ro ,on patîslait aux équations
('4) en posant seuicment dy\ == o, ou yi ==- G. L'mtég:raie ^-énéiale dépend donc d'une
fonction, arbitraire de deux variables, on verra un exemple plus loin (•n" 10).

.4nn. Èc. l\u/-/n., ( '.\ ), XLV ï I . - - OCTOISKE 1 9 ^ 1 1 . -l13
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à six variables x^ x^, x:^ x:^ A, a/c'est-à-dire a un problème de
Bâcldund particulier. Chacune des équations (7) est une équation sin-
gulière du système de PfafF. Prenons le cas général où l'équation
c.̂  -j-Aoja == o est de classe cinq; cette équation étant mise sous une
forme canonique

dz' — p da' — q ((y •-==- o,

x^ ^.j, ;z\,, .r,,, A s^exprunant au moyen de x, y, -j, p, y, et la seconde
des équations (7) devient, en remplaçant dz parprf.r-1- q d y ,

^ ̂ j. -4- a.,(ly -[- cf^dp 4- a,,dq -4- [J.{ b\ d.f'^- b^dy -+- b^dp -{- b,, dq ) =. o,

les coefficients a,, b, ne renfermant que les variables x ' , y, ^5 p , q. Ceci
sufût pour prouver que l 'équation oj, + A(O,>== o est une équation sin-
ffulière du système de Pfafr, et la, résolvante de première espèce cor-
respondante s'obtiendra en é l i m i n a n t ;j. entre les deux relations

a, — a; r -h ff/,. s --i- p. ( ̂ j -\- b^ r + /^ s ) -== <1:),

f/.^ + (r/;; ,s' -4- a,, t 4- [J'{ b.^ -+- b^ s 4- b,, t ) -—-= o,

On verra de même que l 'équation (o;^+ [j.co,.=o est la seconde équa-
tion singulière du système.

Remarquons aussi que l'on arriverait à la même ré so lvan te en
remplaçan t dans les équat ions

G);;== a, dj' 4- a^dv 4- a;; dp -h ci'^dq ==. <::>,

oj^=r &i <:/,21 4" b^dy 4- ^ :)<'//> 4~ b,,d(/ 1•==- o,

r/p par /l//^ +.yrfJ/, dq par <yrf^4- ^c/y, et é l iminan t ensuite le rapport—
entre les deux relations obtenues. 11 en résulte que les deux équations
précédentes, jointes à la relation dz =pdx-^- qdy dé i în issent une des
familles de caractérist iques de la résolvante ('). On verrait aussi, en se
reportant à la îhéorie du problème de Bàcklund, que les deux équa-
t ions coi=o, CL^==O sont des combinaisons linéaires des équations
différentiel les de l'autre famil le de caractéristiques.

3. On peut obtenir ces résolvantes plus aisément que 'dans le cas
général en tenant compte de la forme particulière des équations (7).

(L) Voir nies Leçons sur Viïïté^ ratio il. des étudiions aux dérivée}; p a r t i e l l e s du
second ordre, t. îy n0 28, p. 01 .
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Considérons d'abord le cas général où le système des deux équat ions
co, = o, oj_,=== o réadmet aucune combinaison intégrable. On peut alors",
par un change'ment de variables, ramener la première équat ion ( G ) à
la forme ( 1 ' )
( 8 ) (< ' / ) ' : ;—.r^/Fi ) ( ^ / r a — r ^ / r , ) == o,

y ^ y ' ^ y - ^ Y ^ étant quatre fonctions indépendantes de x^ x^^ .r;i, ,.r,.,
et cette opération n'exige que la réduction à une forme canonique
d'une forme de Pfaffde classe trou. Avec les nouvelles variables, le sys-
tème (i) est remplacé par un système formé de l'équation (8) et d 'une
nouvelle équation distincte de celle-là
(9) IC/^7r^/r^=<),

où les coefficients G//, sont des fonctions dey, , y^, y:;, y^ mais i l n'est
pas nécessaire, pour la suite.des calculs, de supposer que le premier
membre de cette équation (9) est un produi t symbolique de deiiK
formes linéaires.

L'équation (8) peut elle-même être remplacée par l ' équat ion de •
Pfaff
( i o ) d ) ':,, — r^ d ) ', "- - }. ( d) '.^ — ̂  •,, ch • , ) == o.

Pour fixer les idées, nous chercherons les in tégra les du système
pour lesquelles ji et ya ne sont liées par aucune relat ion ; on peut
alors les prendre pour variables indépendantes , et la solut ion générale
de l 'équation (10) est donnée par les fo rmules

c)f àf ôf(-) J.-./l.rnr.), .=^ ,_^^.

Pour revenir aux no ta t ions habituelles, remplaçons y,, y^, y;; par
,r, y, j respectivement, —-- et y^ parj? et q ; la dernière re l a t ion (i i)

donne y^= '—-J- -> tandis que l'équation (9) s'écrit

ç/ ) Ci 2 dx ci}' -+- G, :, dx dz -{- C,,, cLv d[ l——L ) 4- C^ dv d.z

+ C.,, dr d^——^} 4- C,, clz d^-^} = o.
" " \ v } \ r! î

( ' ) Leçons sur le problème de Pfci^/\ p. 1 1 6 et 307.
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Beî 'np iaco î î s dans cette é q u a t i o n dz par pdx-}~ ^ d y , et d [ ' — —
par

en eifectuant les produi t s symbol iques i n d i q u é s et suppr imant le fac-
teur commun dxdy-^ on trouve que !a fonction/(.z-, y) doit sat isfaire
à l 'équation aux dérivées par t ie l les du second ordre, l i néa i r e en/ ' , , .s', t,

..., -, ., < i [ i --- s } — ( Y — i ) } l ^r— \ r -- // i.s' •
( l ' A } L,, --r- G,:;7 -- C^^ --i- (.,, •/————.--^^^^^^^^^^ -.- (.,̂ , /———__.._

7' '/"
^ )

72
; r " / ;</( 1 "1"1 '1 ' •v > ~"" / f { r " " l ) ' i "l'r_!/tl C "t: 'ZJ^Lz:" ̂  } ~—

qui est une résolvante du système ( i).

Remarques. — I . Il est év ident a priori que l 'on abou t i r a i t à la même
équation en employant la méthode générale i n d i q u é e au numéro pré-
cédent lorsque le premier membre de l 'équation (()) est dé composa!)! e
en un produit symbol ique de deux formes l inéaires. La vér i f ica t ion
d i rec te est fac i l e .

11. Pour que l ' équa t ion (i^) ait ses deux fami l l e s de caractéristiques
confondues, i l f a u t et i l suffît que les coefficients G//, de l 'équat ion (9)
vé r i f i en t la r e l a t i o n

c'est préc isément la condi t ion pour que l ' équa t ion en A, obtenue en
expr imant que la forme

est le p r o d u i t symbol ique de deux formes linéaires, admette la racine
double A == o.

Ainsi, lorsque le système (i ) peut être ramené à la forme (6), les
quatre formes c o i , cu^ (•j;,, co;, é tant l i n é a i r e m e n t d i s t i n c t e s , le système
( 7 ) admet en général deux résolvantes de première espèce pour les-
quelles les deux fami l les de caractéristiques sont d is t inctes . Lorsque



SUn UN SYSTEME I) ÉQUATIONS AUX DÉIUVÉF.S PAHT1ELLFS. ,'")T'5

•l 'équation { 3 ) a u.ne racine double, no.us voyons 'au ron i ra i r e que r in-
tégration du système { i ) s e - r amène à l 'mfég ' ra t ion d 'une é q u a t i o n de
Monge-Ampère ayant ses deux f a m i l l e s de caractéris t iques confon-
dues.

/l:, Les conclusions précédentes ne s 'appliquent qu'aux circonstances
les plus générales. Nous passerons rapidement ' en revue les cas parti-
culiers qui peuven t , se présenter . Supposons le système proposé
ramené' à la forme (5) ; si les deux équa t ions oj; = o, <o^ = o admet tent
une combinaison intégrable et une seule, on p e u t , par un changement
de. va r i ab l e s^ r a m e n e r l ' é q u a t i o n ( L » | O J ^ = o à la for me

/ i ? ,y'̂  y : { ? y\ é tant , quatre fonct ions dis t inctes de .2*1, ̂ , .r:;, x^ tandis
que la seconde équation du système deyient

On satisfait encore à l'équation (14 ) en posant

r - r y ~. r r ~ /• ( 'r r > Y = ̂  —f' ' ~" ' ' ' ^ 1~~ ' ' ' ''' ~ 1 1 ' 1 • ! ' ' ^ ! ' • 11'1 ' f ] ^ • ~ i '

et, en s u b s t i t u a n t ces expressions dans l ' é q u a t i o n (i5 ), on voit que la
fonction /*( .z\ v } doi t satisfaire à l ' équa t ion du second ordre
(,i,0 ) , C^-+- Ci:;</ — C,,;;// — C\., i — C^ ~i~ (^^ î [ f f -— Y.S' ) ••-= < ' » ,

pour laquelle une des famil les de caractéris t iques admet la combinai-
son in tégrab le rZz'=o. Les d e u x f a m i l l e s de caractér is t iques de cette
équation seront confondues si l'on a C^, + C;;,,y= o, et l 'on obt ien t
la même conclusion qu'au numéro précédent.

Supposons enfin que les équations ( ' • j i===o, oj_,==o forment un sys-
tème complè tement intégrable. Par un changement de variables, le sys-
tème proposé peut alors être ramené à la forme
( r^ ) . , i'21 -==- €/ r i <^ ) ̂  = c», 12 ̂  =": ^ C //,- (( \ •/• ^/1 '/- -= < • » .

La forme O, -|- AÛ^ est un p rodu i t symbolique si A vér i f ie l 'équation
( r 4- /.G,, )/.€;,-l- /.^C,,C^-4- C,,G,,) —. o.

Cette équation admet la racine À == o, et u n e autre racine différente
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de zéro pourvu que C:u ne soit pas nul. Supposons d'abord €3.., 7^ o; le
système (17) peut être écrit sous la forme équivalente
( 1 7 / ) d v i eh -^ =: o, G,) ..; .̂) ̂  == o,

les quaire formes linéaires dy^ dy^, co..̂  co.', é tan t distinctes.
[/intégration de ce système est équivalente à celle du système de

Pfafï c ^ , • .
18 ) d •) '3 — 7. cl •} 'i == o, oj ;ç -4- p GJ ,. ==: o,

qui admet une équation singulière de classe trois.
Si la seconde équation 0)3+^00,.=: o estde classeezTiy, la résolvante

correspondante de première espèce'admet une intégrale intermédiaire
dépendant d 'une fonction arbitraire. Si cette équation estde classe trois
le système (i<S) est réductible à une forme canonique

cl)'., — À clv\ -==. o, dr-^ — u,d'y,,~=^ o

qu i s'intègre immédia t e înen t .
[1 ne reste plus qu 'à traiter le cas d'un système de la forme

^ ^,=^^==0,

( î  == Ci ;; <:/') ' j <:/}';; -~\~ Ci i /, dy\ dy^ 4~ C.j:j dy^ dy^ -[- C^,, (f/•)'2 dr,, ~=- o,

où l'on a
C3^==o,. Ci: ;C^2+Ci/, , C^;;^ o.

De la première équation on tire y^= /'(yi), et si l'on prend pour
variables indépendantes y, et y.,, l a r e l a t i o n LL»== o conduità une équa-
tion diderent ie l le pour déterminer y;,

C,^ C^/^r, ) + i C,,+ C,,f'(r, ) ; àz± = o,
'7,' ;'.

relation de la forme

(^o) ^ = ̂ Lr., .y;. ^4, /(Jih /^r-Ol^o,

qui devra être intégrée en considérant y,, /(yi)? /Ïyi) comme des
constantes. L'intégration in t rodui ra une constante que l'on remplacera
par une seconde fonct ion arbitraire dey, (1).

( t ) Ces divers cas particuliers correspondent a des formes canoniques du svs—
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5. On peut résumer comme il suit les résultats de la discussion. Si
l'équation (3) a deux racines dis t inctes , le système (Y) peut être ramené
à îa forme

<ij, û)., _= 0, 0)., 0), rzr 0,

(0 , , oja, ^;t? <^ étant quaire formes de Pfalî l inéa i rement distinctes, et
l ' intégrat ion de ce système est équivalente à celle du système de deux
équations de PfalTà six variables
(, 2- ) CxJ j — /. G.) .̂  ==: Ci, ûJ ;; .4" [J- ÛD ^ •=- 0.

Si aucun des systèmes de deux équations

n 'admet de combina i son intégrable , le système (ï) a deux résolvantes
de première espèce avec deux systèmes dist incts de caractéristiques.
Si un des systèmes

( (x.), =z (,) ̂  rzr 0 ) , ^ ( G) ;; == ô.» ̂  =r 0 ')

admet une combinaison intégrable , il existe une combinaison inté-
grable pour l'un des systèmes de caractéristiques de chacune des

.résolvantes. Si un des systèmes est complètement intégrable^ sans
qu ' i l en soit de même de l 'autre, le système (2) possède une seule
résolvante de première espèce avec une intégrale in termédia i re dépen-
dant d 'une fonction arbitraire. Si les deux systèmes

( (,) ^ ̂  GJ ̂  = 0 ), ( G.) :( =: G.) ^ === 0 ')

admettent chacun une seule combinaison intégrable, i l existe aussi
une combinaison intégrable pour chacun des systèmes de caractéris-
t iques des deux résolvantes de (Z). Enfin si les deux systèmes sont
l'un et l 'autre complètement intégrables, il n'existe pas de résolvantes
pour le système (S), qui est réductible à une forme canonique et don t
l ' in tégrat ion est immédiate.

Lorsque l 'équation (3) a une racine double, il existe en général u n e

terne ( 1 7 » (voir Le problème de Backlund ). Mais il est aisé de résoudre directement
ce système c'n posant y;; •=.f(y^ '} et en considérant ^'4 comme une fonction de y.̂  et
de y;',. La seconde équation ( 1 7 ) conduit immédinteinent a une équation linéaire aux
dérivées pari telles du premier ordre.
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résolvante et une seule pour laque l le les deux systèmes de caractéris-
tiques sont c o n f o n d u s . Celte réso lvante p e u t e l le-même dispara î t re
dans cer ta ins cas, où, l ' intégrat ion est ramenée à celle d 'une équat ion
du premier ordre.

-6. L ' in tégrat ion des équa t i ons^ ) peut , dans c e r t a i n s cas, se. ramener
d ' u n e au t re f a ç o n ' à l ' in tégra t ion d ' u n e équa t ion d'e Alonge Ampère.
Supposons que l 'on connaisse 'une combina i son l i n é a i r e de deux
formes Q( , Ûa , tel le que A, ûi +A.^.L, pou r l a q u e l l e la forme dérivée
( À | O ( -|-Â..:Q.jy e s t i d e n i i q u e m e n t n u l l e . Par un changenaent de varia-
bles, on p e u t a lors remplacer le système (" i ) par LUI système équivalent
formé des deux équat ions
^.n ' S2j ==r dp dx -\~ d.q dy =—- o,

( 9.9, ) ^ •== A., ^ dx dy -!- Aj ̂  d.x dp ~\~ A j ,„ dx dq -4- A^ ̂ -/r dp

-\- A^^ ^/î ' r'/<7 -l- A;;^'//:? ^/</ == < > ,

ouïes coefficients A//.. sont f onc t i ons desvar iab les .1.̂  y, p, y. 'Remar-
quons que si l'on remplace £L par £L — KQ;, les coef f ic ien ts A. i : ; et A^,
sont augmenles de K, mais la somme A.i :>.+Â..2 n'a pas changé. On
.peut clone supposer, par exemple/A,1:1== o ou A.j . ,^-0 dans l 'équa-
tion 0.,== o.

Si 1 on prend x et y pour var iables i ndépendan te s , on p e u t remplacer
l 'équat ion 12, -== o par l 'équation

</3 n": p dx -!- y dy.

z étant une inconnue auxiliaire, et Pon satisrait à cette équa t ion en
posant

àf ôf
P=^ ^^ ^

j \a.', y ) é t a n t ^ une fonc t ion a rb i t r a i r e . En r emplaçan t p et q par ces
expressions dans 1 é q u a t i o n (22), ci en t e n a n t compte des relations

dx dp —-: .s" dx dy ^ dx dff •==. l dx dy, dy dp == - " - - / • dx dv,
. • dy dq = :̂ -- s dx dy, dp dq •=:;: ( /••/• -•- ^} dx dy.

il reste, après la suppress ion du fac teur d x d y , u n e é q u â î i o n deMonge"
Ampère à laquelle doit satisfaire la fonc t ion f\Xy y), que nous écri-
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rons, selon .la notation d'Ampère.

( ^3 > H r — o K.<? -h L/ — M -4- N f r f ^ » =r o.

en posant

» •^/1 H :=- À,,. ^ Iv = A,, -,- \,,, L =: A,,., Vi =- A,,,, A r-: A,,.

Nous allons calculer comment cette nouvelle résolvante (2.3) se
rattache aux résolvantes déjà étudiées. Avec les nouvelles notations,
l 'équation (22) s'écrit

i^= N dp de/ -4- M d.r tfy - î 1 fi y dp --,- 'z K d.r dp 4 - L/7.^ d<f ;^ < ».

Pour que la forme û.> — Àû^ soit le p rodui t symbol ique de deux
formes l inéa i res , il faut et i l suff i t que ). soit racine de l'équation

(^) y.2— ^KX — HL -.. MA ==0.

qui se présente aussi dans la recherche des caractéristiques de l'équa-
tion (22). Il est facile de voir comment ces caractéris t iques inter-
v i e n n e n t dans la ques t ion . Supposons, pour fixer les idées, que N
n'est pas nu l , et soient A ) , A_, les deux racines de l 'équation ('24).
Posons

^>, -= 'N dp -r- L d.r -r- /., d r . ^ )_;==: N //// -4- ~t^dj- — \\ d\\

^»;;== N dp -\~ î. d.r 4- 7.^r, /'»., ~=~- N d<{ -[- 7, d:r ~~ !•(' d-\- ;

les équations différentielles des deux famil les de caractéristiques
s^obt iennen t en adjoignant a la re la t ion dz -=p dx + q dy les deux
équations coi == co^== o, ou les d e u x équations co:,. ==. co., === o. En î e n a n t
compte des formules

/^ — >.,rr.r — '.>. k. • /.,/.,== SIL — MN,

on trouve pour les produits symboliques oji<'. j ._>, (o:>,co., les expressions
suivantes :

^j, <,)^ •==. N [N dp dq -4- il dp dr -4 L d.v df{ 4- M dj: dr\

4" N [ Â^ < /̂> /̂.r --4- /. ( ^/r ^<y |,

- r,», <,.)^ ̂  N [ N ̂  ̂  -4 î-1 ̂  ̂ y -4 L r^ ̂  -4- M d.r d:\ • \

4-- N[/.i dp d.T 4- 7.2 ^r ^7 |,

./-//2/z. Èc. Norm., ( 3 ) , X î - V I Ï . — Ot.Toisiîr n).'îo. 40
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d'où l'on tire , .. ^ . .
G.)| 0 ) ^ — ût)^3,,,:= N(/4-~- À , ) [ d p dx -\~ dq d y } == N ( /.^-—! / . i ) ^ 2 i ,

r,̂  r^ 4- c,)^ Q,̂  =r= 2 N'( N dp dq -{-- 1 : 1 dp dv 4- L d,r dq -V- M d.r dy ")

— ':>. ̂  K ( dp dx 4- dr d e / " }

== -2 N [^4- 2 K,f^ ̂ r 4- ̂ / dvY\ -== 2 N(£2,-4- a K^i ).

Les produits symboliques co^oj_> et c.o;î0j,, sont donc des conibinaisons
linéaires des formes Q| et û^. Si À i = = À a , - o n ne peut dédu i re des
formes 0,, IL qu'un seul p r o d u i t symbolique, ce qui est bien d'accord
avec les résultats antérieurs.

Si N est nul , on, verra de même que les produits symboliques dédui ts
de û i , us s 'obt iennent aussi en partant des équations d i f fé ren t ie l les
des caractéristiques de l 'équation (23).

7. Désignons, pour abréger,, par & l'équation (23), et suppo-
sons A I ^ À ^ N ^ O . L'intégration dLi système proposé est équiva-
lente à celle du système des deux équat ions de P fa f f à 6 variables.ri,,
^.2T ^,» ^'.» P- l? î . 1 , •

( N dp ~\~ L d.r +• À. dy 4- p., ( N <^/1 + }..•, dx 4- i S dv } -==- o,
( 'H) '} • „ '" -, " ' '

/ N dp + L <̂ ..r 4" A^^' + [J..A N (^// -h }.) ̂ r 4- 1 1 , r/î') == o. .

Soient (I-ii ), (Ea) les deux résolvantes de première espèce de ce sys-
tème. Pour obtenir la résolvante (E,) , par exemple, on doit d^abord
réduire la première équat ion (23 ) à une forme canonique
( 26 ) (FL -- P d'X. — Q dY == o, , - . • • • ^ •

d^où l'on déduit ensuite, en t e n a n t compte de laseconde équation (sS),
une équation aux dérivées partielles du second ordre à laquel le doi t
satisfaire la fonction Z == F(X., Y); X, Y, Z, P, Q sont les fonctions de
X y ' y , p , ( / , [j.i ; en é l i m i n a n t ;j-i, on est donc condui t à un système de
(fiiatre r e l a t i o n s entre x, y , p , </, X, Y, Z, P, Q. On passe donc de
l'équation & a l'équation (Ei ) par une transformation de BâchlundB^,
puisqu'à u n e intégrale de & correspond une solution et une seule des
équations (^5) et par sui te de (E, ), t and i s qu'à une intégrale de (E|)
correspondent une infinité d'intégrales de & dépendant d^une constante
arbitraire.
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11 en est év idemment de même de la seconde résolvante (E^) du
système (^5) et l'on aboutit à la conclusion suivante : les deux résol-
vantes de première espèce {ïï^, (E^) du système (2:')) pewent se déduire
F une et F autre ^ par une transformation B.>, de F équation ê, sans que
celle-ci soit une résolvante de seconde espèce du même système (1).

Toute équation de Monge-Ampère dont les coefficients ne renferment
pas 3 est une résolvante <â pour un système de la forme (21), (22) . Il
suf f î t en effet de prendre pour les coefficients A//, les valeurs données
par les formules (23• /), qui déterminent seulementlasommeA,,: , .+,A,,2.

remarque. — II peut se faire que des équations du système (i) on
puisse déduire deux équations dist inctes réductibles à la forme

dp dx -+- dq cl y ==0,

dPdX.-r-dqdY=o,

X, Y, P, Q étant des fonctions de x, y , p , q. Chacune de ces équations
conduira à une résolvante telle que ê, et l'on passera de l 'une de ces
résolvantes à l'autre par une transformation B;;, définie par quatre rela-
t i o n s entre x, y , p , q^ X, Y, P, Q, qui peuvent être quelconques.

8. Nous allons appliquer la théorie générale à quelques exemples
empruntés à la théorie des congruences de droites. Imag inons que sur
chaque droite de l'espace x = a 2 - J ^ p ^ y = = & ^ 4 - ^ , on choisisse à
volonté deux points I , , L^ de coordonnées

;,==: /,( o, b. p , / / ) , ,^== j\(a, b, p , q '),

et que l'on veu i l l e déterminer les congruences de droites telles que les
points focaux sur chaque droite de la congruence soient précisément
les poin ts I , , L de cette droite. En .se reportant à l'article cité (2), on
voit que le problème revient à l 'intégration du système

(>7)
^ = {dp -+- f, da ) ( dq -4- /, db ) == °.
î =: (dp -4- f^da) {dq -4- f^db') == o,

(1) Ceue propriété s'étend à tou te équation de Monge-Ampère qui admet une trans-
formation de contact infinitésiniale (voir Le problème de Bâckîund. p. /\'}.-^}.

( 2 ) Bulletin de^ Sciences mnfîlenifï•tiques, t. LII, n" 9, K^S.
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a, h , p , (/ désignant m a i n t e n a n t qua t re fonct ions inconnues ("le deux
paramètres, on .du système de Pfail' associé , . . :

. ( • i8)
\ d(/ -i- /i db — À , ( (if) 4- /i d« } •—:. o,
] ( f ( j (-, l'.^db i /...( ci fi — f^dff ) ~= < > ,

à six variables ^, b, p , y, A i , /^. La formation des résolvantes de ce
système n^exi^e aucune in l ég ra t i on , car ,la première équat ion, par
exemple, se met immédiatement sou-s forme canonique

( { ( ( / -1- / . i />) 4-- /i d\ h 4" /.i «'} — ( p 4- a f\ ) /.//.i -=- <;»,

et il suffira d'un, simple changement de variables pour obtenir la résol-
vante . 1 1 ^ y aura deux résolvantes de première espèce si/ , ^=y^. Si
y^==y",, les deux points focaux sont confondus sur chaque droi te ; la
seconde équation ( 2 < S ) devra être remplacée par la re la t ion

2/1 da dl) 4- ( dn c/c/ -\- dpdb ) ==: < >.

Lal'ésolvante est in tégrab le par la méthode de Monge si les, deux
équations

dp 4- /'i dn ^= o, ^/4- l\df)~=^()

forment un système c o m p l è l e m e n t intégrable , ce qu i exige ([ne la
fonclion /'i vérifie les cond i t i ons

, , ^/, . àl\ âl\ df,( . < ) ) ^-^.y,^^o. ^^,,y,^.^o.

Ces condi t ions expr iment , i l est facile de le vérifier;» que le p o i n t 1̂
de coordonnées (cij\ +p? bj\ -\~ y, y'i) décri t une surfacç S,, de sorte
que l'un des points focaux sur chaque génératrice de la congruence
cherchée est situé sur S,. Si cette congruence n'est pas composée de
tangentes à S i , le l ieu du poin t l i est une courbe F,; de Si , et la con-
gruence demandée est formée de droites rencontrant la courbe F, .
Pour achever de déterminer cette congruence, il reste à exprim.er que
le second point focal sur chaque droite de la congruence est un point
déterminé L de cette droi te , ce q u i c o n d u i t à une équation di f léren"
tielle du second ordre. On arrive au même résultat par l 'appl icat ion de
la méthode générale. Siles condi t ions (29)son t satisfaites, dp -r- j\da,
di]+ f\ db s 'expriment l inéairement au moyen de deux diderent ie l les
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rfv'i, <7y^ : en prenant, pour variables ^r,, ^r_», /-?, 6, le1 système ( 2 7 ^ )
s'écrit

^ / F J ( /}'.,•==: o.

[ ^i cl}' i — y . . > < • / } ' . , -r- ( /'., —- /'i ) ^/r/ [ | ̂ i //r; — 3 .,<;/}•:_, — ( y"^ •—- ^/ ' i ) (î'/^ [ == <.» .

On t i re de la première
_r^== / ' i s - i i. r/)'..r-:= / ' i r | î < ' / î " i ,

et la seconde prend !a forme
V r/î'i ^/^ — 1 ^ cl n (lï\ — ( /'., — /'i ) c/ / / ('Y/-/. •

A, B étant des fonctions de^'i, </, b. Si, Pon prend //., y, pour variables
indépendantes, la fonction b == ̂ (n, v^) est déterniinée par l'équation

V ^ - H ^ / • „ - , / , , ̂ =.,.
6^ ' </r'i

d o n t l ' i n t é g r a t i o n est équ iva len te à cel le d ' u n système de deux équa-
t ions ( l i l l e r e n t i e l les du premier ordre.

Si la f o n c t i o n /^ sat isfai t auss i aux c o n d i t i o n s

, : - i o > .̂. r^^o ^- f.^=o.
( ) < { ' '1 < ) f ) " ()h ' ^ ^//

le second p o i n t focal L est sur une autre surface (S^), et les équat ions
( 2 7 ) peuvent être ramenées à une forme canonique qui s ' intègre
immédiatement

^F,^F,==<>. ^F^/F^=ro.

F i , F^ F:;, F, é tant qua t re f o n c t i o n s dis t inctes de a, 6, p , q. La solution
générale se compose des'congruences dont les génératrices rencon-
trent deux courbes F, , ]\, choisies a rb i t ra i rement , l 'une sur S,, Fautre
sur S,,. Le prob lème admet aussi des so lu t ions s ingul ières^ que Pôn
obtient en prenant les congruences de droites tangentes à une des
surfaces S, , S.j et r encon t r an t u n e courbe r choisie à volonté sur la
seconde surface, ou la congruence forotée par les tangentes com-
munes aux deux surfaces.

9. Cons idérons encore le cas plus général, où les deux équations
( 3 1 i dp -i- /i an —: o, d(] ~r j\ db == o

admet t en t une seule combina i son intégrable ^ / F = = o .
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La fonction f(ny b, p y ^/ \doit satisfaire aux deux condi t ions
, ^57dF , âF

àa-^âj^0-
à F
àT

: o,[ < ) ^

et, par suite, à l'équation du premier ordre

(32)
à F â¥ ()F ()¥ _
()a àq ôb àp

Inversement, si F est une intégrale de cette équat ion , les équat ions
(3i), ou l'on prend

âF âF
6^ _ ̂

^-"^F"—^F"5

à/) à(]

admet tent la combinaison intégrable ^=== o. Nous laissons de côté le
cas déjà examiné où l'on aurait/'i — F== o.

La condition (32) a encore une interprélation géométrique simple.
Étant donné un complexe de droites déf in i par la relation
F(<7, b, p , y) == o, clierchons à quelle condit ion doit satisfaire la fonc-
tion F pour que ce complexe se compose de droites tangentes à une
surface S. Nous supposerons que de la condi t ion F = o on a tiré l'ex-
pression de l'un des quatre paramètres au moyen des trois autres,
q==: o (<</ , & ,p) par exemple. Il faut que l'on puisse choisir pour z une
fonction z == j\<i, by p) telle que le point de coordonnées

/(a, b, p ) , x: - P .

décrive une surface tangente à la droite représentée par les deux der-
nières équations. Il faut pour cela que tous les déterminants obtenus
en prenant trois lignes quelconques du tableau

<)x
~<Ta

' à.v
ôb
àx
ôp
a

ày
àa

ôv
'ôb

à}'
àp
b

à z
à'a

ch
~ôJ)
àz
Tp
\
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soient nuls identiquement. En tenant compte des formules
à^
àpan an

()y _ f)z <c?o
<)(:( àa ôa

àx
Tb

âz
: a — -i- î.,
^

(h ()r
~<)b5 "àp

Jr .̂
^ ~ ' àb

<).^ ào
ôp àp '

ces conditions peuvent être remplacées par les suivantes : tous les
déterminants obtenus en prenant trois lignes quelconques du tableau

ob ôz \
à a ()a \

<h> ' 6b4. ̂  ^

()(û <)3

ôp ôp

0 î

doivent être nuls ident iquement . En associant successivement la
dernière ligne à deux des autres lignes, on voit que z doit s a t i s f a i r e
aux deux condi t ions

(}^ ()o Ô'3
Z -r-

()b ùp à a

et par conséquent la fonct ion 9(0, 6, p ) doit être une intégrale de
l 'équat ion aux dérivées partielles de premier ordre

.. , ÔQ ào ào
( 3,| ) — 4~ --.'- -.-7 =--<->.( .3 ,1 ) ôa dp àb

et cette condition est suffisante.
La fonct ion ^ étant définie par la relation F(^, b, p , q ) = o, la rela-

tion (34) exprime que le premier membre de l'équation (82) est nu l
en vertu de F == o. 11 s'ensuit que lorsque la fonction F(//, 6,?, y ) est
une intégrale de (32), tous les complexes de droites dé/inies par la rela-
tion F -+- •C = o, ou G est une constante arbitraire^ sont/ormes des droites
tangentes à une siirfcice.

Des formules qui donnent la valeur de ^, on déduit aussi que le
point focal correspondant sur chaque droite est le point de contact
de la droi te avec l'enveloppe. En résumé, pour obtenir tous les cas où
les deux équations

dp 4- ̂  cl a = ô. clq -r- /'i db ~==- o
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admettent une seule combinaison intégrab'le, on prendra une famille de
surfaces Si, dépendant d'une constante arbitraire y et l'on choisira pour 1 (
sur chaque droite le point où elle e.\'t. tangente à une surface de cette
famille.

7^ ! / ^ • i -n < ^P ~ a(/' ^Exemples. — Soit F -== ———74—? on a
J (^ -L. //-

()F _ 2 ̂  ( ( ) { > — f/r/ ) </F _ •-> a [ i)p — a (f )
^/-» (f^ ~\-b'^ ()(/ ci1-^•~ b'1

()^ _ '2 ̂  ( a/^ — // (f ) ( a (f — b p } à¥ 9. a {ap + b q ) ( ̂ p - - a (f \
à a ~'~ ( a14- À^ ) 2 - 3 ^^ ("a"2-4-^'• i l)"- î

La fonction F s a t i s f a i t bien à l 'équation (32 ), et la va leur corres-
pondan te de /', est

/• — ^Lll̂
•^—---^TT^

c'est la coordonnée.^ du pied de la perpendiculaire commune à l'axe Qz
et à la droite x == az -^p, y = bz -+- q. L 'équat ion F = C2 définit le
complexe des droites tangentes au cyl indre de révolution d'axe Os et
de rayon C. Chaque droite de l'espace est bien tangente à l'un de
ces cyl indres .

La fonction
•{^^/^"r ^-"(^y -~bpY

a'1 -i- b'^ + i

satisfait aussi à l ' équa t ion ( 3 2 ) , et la relat ion F = G2 exprime que la
droi te est tangente à la sphère de rayon G ayant son centre à l 'origine.

10. Pour que le p l an
.^ -..-...,- ff^, .,,...? „;..,. /^)- ..„.„- l ) ^ , ,....„, q ) ^_ o

soit un plan focal, i l faut et i l suffit que A soit racine de Féquation
symbolique
(3^ ) {dn ~r- 'Ldl) ) { df) 4- ~l.df{ )==:<)

q u i se déduit de l 'équation

( c î p -\~~(da5 \ d(./ -h /'(///) === o,
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en permutant a . et ;y, À et/. On1 en dédu i t , une suite de conclusions
touÉ à fa i t analogues aux précédentes. Pour que les deux équations

da -4- )> db -=. o, dp 4- À dq '==. o

admettent une combinaison intégrable, les deux équations

.„,., àF , à¥ . „ âV , à¥
[ 3b) „ / ^ o, — — À y- = o

w 6w c?<7 6?/?

doivent avoir une intégrale , commune qu i satisfait évidemment à
Féquation ("32')

c)F àV àF â'F _
àcî àc} àb àp

De toute intégrale de l'équation (32)» on peut donc déduire deux
équa t ions - symboliques décomposables en facteurs linéaires qui
admettent la combinaison intégrale d¥

^)F . àF , \ fà¥ ,. d P , \
t .•»-; i cla -r- -Y- dp -Y- db 4- -r- de/ ,

\ àa àp l ) \ àb àq J 1

.,. fâF . ÔP ,,\ / ^ F , â'F , \
( 38 ) -- da 4- -y. ^/^ -.- ̂  -(- -Y" ^<7 .\ àa (fb ! \ àp ' àq ' )

L'interpréîat ion géométrique est tout à fait analogue à Ja précédente,
On considère donc une famil le de surfaces S dépendant d'un para-
mètre; si la droite x == az 4- p , y === bz -+- q est tangente à l 'une de ces
surfaces en un poin t M, on prendra pour plan focal le plan tangent en M
à cette surface. La recherche des congruences ayant pour plan focal
sur chaque génératrice le plan ainsi déterminé conduit à une équation
de la forme (38).

Considérons en particulier le système formé par les équations (3^)
et (38) elles-mêmes, dont l'intégration donne la solution du problème
suivant : on considère une famille de surfaces Si dépendant d'une
constante arbitraire, et à chaque droite de l'espace on fait correspondre
le point Ii où cette droite touche une surface Si et le plan P., tangent
à cette surface au point I, . Trouver les congruences de droites telles
que le point 1, soit un des points focaux sur chaque génératrice de la
congruence et le point P| un des plans focaux passant par cette droite?

Ann. Èc. Norm^ (3) , XLVI!.— OCTOBRE ï93o. (\(\
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Les équations (37) et (38) peuvent encore s'écrire

[W
^(f^+^^^o,

\()a c)b f
^/•àF , -s à'F \

cir -—- a a + — dp == o,
\ àa àp I j

et ne dépendre que des trois formes de Pfaff rfF,
àF , â¥ ,, àF , âF ,
— ci a ~r- ~— do, — ci a -4- -r- dp.
àa oh àa àp l

Ce système appartient donc ii la catégorie étudiée au n° 1. Les trois
équations

,,. r/F , â'F . ()F . dF ,
db -== <::>, -.-- da + -.7 a^ == o. --v-- (ta -h, -,-- dp -=. <->//a f/^ à a ()p î

forment un système complètement intégrable; soient y , == Coja== C,.,
j/;,===C;( trois intégrales premières distinctes (on peut. prendre évi-
demmenty.i === F) Ce système ( 3 ^ ' ) peut alors s'écrire

cl}^ ( A dr.^ B<a[y:>.") == o, dy^ ( h' dr^-^ W dv^\ == o,

et l'on en dédui t
d y i d y y -= o, dy, r/ r ;{~==- ô.

On satisfait à ces équat ions en prenant y\ ==; C, ou, si yi n'est pas
constant, en posant y^ = /(y^ ), y:$ == ^Cyi) , / et y étant des fonctions
arbitraires.

En appliquant ce résultât au problème proposé, on est conduit aisé-
ment à la solution suivante. On obtient une congruence de droites
répondant à la question en prenant pour surface focale une des sur-
faces Si , les droites de la congruence étant les tangentes a une famille
de courbes choisies arbitrairement sur cette surface. On obtient encore
une solution en prenant les congruences de droites qui rencontrent
une courber choisie arbitrairement sur S,/ les droites de la congruence
qui passent en un point M de cette courbe étant situées dans le plan
tangent a la surface S, qui passe par ce point.

Laissant de côté ce cas exceptionnel, on peut se proposer de déter-
miner une congruence de droites, connaissant les deux points focaux
sur chaque génératrice, ou les deux plans focaux passant par chaque
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génératrice, ou un point focal, et un plan focal, ces points focaux
ou ces plans focaux étant déterminés comme il v ien t d'être expliqué.
Tous ces problèmes conduisent à Finlégrat ion d'un système de la
Forme
( 3() i 1 2 1 =: fi\, d} ' i "=z o. 12.) •=-= r»»., dy^ ==- ô,

co, , co.^ é t an t deux formes linéaires. D'après un résultat général {n° 5),
les deux résolvantes admettent une combinaison intégrable pour les
équat ions d i f f é r e n t i e l l e s de chaque f a m i l l e de caractéristiques. On peut
donc, par une t ransformat ion de contact, les ramener à la forme
.y == fÇx, y, 3, p, y). Les relations j, == C, , js == Ça définissent aussi
des mul t ip l ic i tés in tégra les dépendant de deux constantes arbitraires.
On peut encore obtenir di rectement les intégrales intermédiaires de
l ' équa t ion du second ordre en associant par exemple lesdeux relations

d}' i == o. ÎX == A^ cfy^ dr:., -r A^, l<//)^ ciy;, = o.

On tire de la première j, === G , , et, si l 'on prend 73 ety^ par exemple
pour variables indépendantes , la seconde équation devient

^-A.^-
ou

à y , ^ „
^— ==^(C,, r,,r,, , ) • , ) ,

et l 'on est c o n d u i t à une équation di f férent ie l le du premier ordre.

Exemples. — I. Supposons que l'on se donne deux familles de sur-
faces S,; Sy, dépendant d'un paramètre. Sur chaque droite de l'espace
on prend le point I , où la droite est tangente à une surface S, et le
point L où elle est tangente à une surface S^. La recherche des con"
gruences telles que les deux points focaux sur chaque génératrice
soient les points correspondants I, et la condui t à un système de la
forme (3q), dont l ' intégration se ramène à celle d ' une équation de
la forme s =- f(x, y , z , /J, y ) . Les solutions particulières dont il a été
question tout à l 'heure ont une interprétation géométrique bien facile.
On a d'abord les co.ngruences formées des tangentes communes à une
surface S, et a une surface Sa, qui dépendent de deux constantes
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arbitraires. Considérons en second lieu une surface particulière S,
correspondant à une valeur déterminée de la constante G,. Sur chaque
surface S^ il existe oo1 courbes T dont les tangentes sont aussi tan-
gentes a S^ et qui s 'obtiennent par l'intégration d'une équation
différentiel le du premier ordre. Ces courbes F dépendent de deux.
paramètres; prenons oo'' de ces courbes arbi trairement de façon à
former une surface S\ Les tangentes, à ces •oc1 courbes F forment une
congruence dont S/ est évidemment une surface focale, el dont la
seconde surface-focale est S ^ ' p u i s q u e toutes les droites de cette
congruence sont tangentes à S,. Les points focaux sur chaque droite
sont donc les points I, et la.

il. Considérons une famille de quadriques hornofocales S ; une droite
quelconque D de l'espace est tangente à deux de ces surfaces aux
points î - i , Lj, et les plans tangents P i , P^ à ces deux surfaces aux points
t , et L sont rectangulaires.

Toute congruence ayant pour plans focaux les deux plans Pi, Pa
qui passent par cette droite est donc une congruence de normales. De
plus, ces plans focaux sont conjugués par rapport aux quadriques
homofocales. La recherche des congruences de normales dont les plans
focaux sont conjugués par rapport à une quadr ique conduit donc à
un système de la forme ('39) et par suite à l'intégration d 'une équation
du second ordre de la forme s -===. f(x, y, z , p , //). G. Darboux, qui a
étudié ce problème en détail (Leçons sur la Théorie des Surfaces, t. I I ,

• Livre IV, Chap. XIV) a montré en effet que l'on élait ramené à . l ' in té -
gration de l'équation (x — y ) s = - Çp —- r/).

11. Considérons encore le cas limite où les surfaces S, et 82 sont
rejetées à l ' inf ini . On'est alors conduit à déterminer une congruence
de droites telles que la direction des deux plans focaux passant par une
génératrice ne dépende que de la direction de la droite elle-même. Le
système à intégrer est de la forme

(4o) (dp -}-j\dq){da, ̂ rj\db} :::--o,
'(4î ' ) . , • (dp -\-f^dq}{da-+f^db) =:o,

/\ et/a ne dépendant que de a et A. On peut le remplacer par le sys-
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terne de PtafF • ' • •

(42 ) dp -+- /, dq -=- A ( ̂ f/ -4- /.; db ), </yy -r- ) 2 ^<y == .̂( <^ff -4- /'a 6^ ),

d'où l'on tire, en prenant a et b pour variables, indépendantes ,

^ , r ^ ^ . àp àq _
àa. ^ J ï Ja — À1 'àb ~t'•/l Jb ~ A J 1 '

et par suite

On a de même

d^où l 'on tire

^ , /• ̂  ... . l ^ P , .' ^ \
àb^^db -^[àa + < 7 1 ^ /

^ 4-y ^ -f (^ y ^ \
^& j ' ̂  ~ J â Y f^/ -r'J--2 àa 1 '

^/; — â(/ / /• /t . ̂ // ^// /• /• à€l, ^-^ -.(j^y^, •^•^-hh^

efc l ' é l iminat ion de p condu i t à la résolvante de seconde espèce du sys-
tème (4^)
« /^ ^<7 ( / ' . / ' ^ ^^ i- /• /• ̂  ^L/.^^> ̂  , ^(/i^) ^/(„..) ^ ».(y^y^^^-,.y,y^^,._ ——^——^ + _^_ ̂  ̂ ^

En prenant pour nouvelles variables indépendantes les variables
caractéristiques, on obtient f ina lement une équation de Laplace; or
ces variables caractéristiques s 'obtiennent précisément en intégrant
les deux équa t ions difïérentielles da 4- j\ db == o, da -4-f^db •==• o, ce
qui est b ien d'accord avec la théorie générale.

La géométrie explique aisément ce résultat. Considérons dans un
plan P un réseau ( R ) de courbes planes

(B) .r:r=/(a, P) , r==^.(a,&},

où a et j3 sont les paramètres des deux familles de courbes, et
proposons-nous de trouver dans un plan parallèle un second réseau (R/)

(m X=F(a, (3), Y^G(^ P),

tels qu'aux points correspondant aux mêmes valeurs (a, {3) des para-
mètres, les tangentes aux courbes (a) et (? ) des deux réseaux soient



respect ivement parallèles. Il faut pour cela que l 'on ai t
G^ _^ Gp _^
F,-/a5 F3-/Sr F3-/S'

ce qui conduit par l 'élimination de G à l 'équation de Laplace

^ ̂  1 ^ • é \ ^¥ . ^ /^\ ONF ^ ̂ ^ à¥ — o< 44 ) \ y, ~ /? ; ̂  ̂  ̂  ̂  \ Ja / àa ~ âa \ Jp / ^p -
pour déterminer F(a, p). Connaissant deux réseaux de courbes planes
satisfaisant aux conditions précédentes, si l'on jo in t les points des
deux plans parallèles correspondant aux mêmes valeurs des para-
mètres a, p^ on a une congruence de droites dont les plans focaux
passant par une génératrice sont déterminés par cette génératrice et
les tangentes aux deux courbes du réseau qui passent par le point de
rencontre de cette génératrice avec le plan P. Il suffit de supposer le
plan P rejeté à l ' infini pour retrouver le problème dont il est question
dans ce paragraphe.

Ce problème intervient dans l'étude de'la correspondance parortho-
gonalité des éléments. Etant donnée une surface (2), il résulte en
effet d'un théorème de Ribaucour (voir les Leçons surla théorie générale
des surfaces de G. Darboux, t. IV, p. i3), et de sa réciproque, que
toute surface qui correspond à (S ) par orthogonalité des éléments est
la surface moyenne d 'une congruence dont les plans focaux sont
déterminés par la construction suivante. Soient G une génératrice quel-
conque de la congruence, MN u n e normale à (S) parallèle à G. Les
plans focaux de la congruence passant par la génératrice G sont
perpendiculaires aux tangentes asymptotiques de la surface (S) au
point M.

il est clair que c'est là un cas particulier du problème général, et l'on
s'explique ainsi pourquoi la solution dépend d 'une équation de
Laplace.

Remarque, — D ' u n e façon générale, si / 'ne dépend que de l'un des
couples de variables ( a ^ p ) ,ou ( 6, q), l 'une des équations dp 4" fda = o,
dq^r fdb = o est complètement intégrable, et l'on pourrait en déduire
des résultats tout à fait analogues au précédent. De même si dans
l'équation (35) X ne dépend que d'un couple de variables (a, b)
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ou (p, ç\ l 'une des équations

da -J- A db == o, dp -4- À < /̂ === o

est complètement intégrable.
Par exemple, s i /ne dépend que des variables (a,p), on démon-

trera aisément que l 'intégration de l'équation symbolique

( dp -r- / da ') ( e^y -h / db ') = o

revient à la recherche des congruences telles que l'un des points
focaux sur chaque génératrice soit le point de contact de cette, généra-
trice avec un cylindre dont les génératrices sont parallèles à l'axe Oy,
ces cylindres dépendant d'un paramètre arbitraire

F(..r, ̂  C)-=o.

12. Quand on se propose de déterminer une congruence de normales
possédant quelque propriété relative aux points focaux ou aux plans
focaux, qui se traduit par une équation symbolique comme celles que
nous considérons dans ce travail, on peut prendre pour résolvante
l'équation (23) du n0 6. Il faut d'abord ramènera la forme canonique
l'équation qui exprime que la congruence est formée de normales à
une surface. Si les axes de coordonnées sont rectangulaires, il suffit
de poser pour cela

u. _ u
\/ï — u^— r2 ^/i — r/.2— p2

ce q u i donne \1a2 •+- b2 + i =———--==-; on a une congruence de
i , V7 !—^--^2

normales si u, i',p, ^vérifient l 'équation symbolique

dudp -i- dvdq == o,

dont on obtient la solution générale en posant -

àf àf
^^ €/=^

f étant une fonction arbitraire des variables u, t'. Il est quelquefois
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préférable d ' in t roduire les variables de 0. Bonnet, en' posant -
_ i — a(5 _ . ï + a(3

// —— ————————— y i-' ——— ( ————————— 5
a — p oc ..„ p

ce qui donne i — ^ — v 1 = (^~^_ ) " ^ et pai^ suite . ,

i -— a(3 . i -+- a(3 ' ,———-——— a — 6
, a , = = — — — — — — ^ / ^ ^ ^ — — — — — — i _ , ^ ' i 4 ^ 2 ^ ^ ^ — — — — — ^

a+p a - t - P ^ , ' a4-|3

Les formules du changement de variables donnent ensuite

-^ ^[—^-^•>g}-^-^['«•-^^•--•>i}
II suffira de remplacer a, b,p, q par les valeurs précédentes d'ans

•l 'équation symbolique qui exprime la propriété des congruenees que
'l'on veut obtenir, et d 'appliquer les règles du calcul symbolique pour
parvenir à l'équation aux dérivées partielles qui détermine la fonction
/(a, |3). Cherchons par exemple les congruenees de normales pour
lesquelles le milieu des centres de courbure principaux est un point
déterminé de chaque droite, ce qui conduit à une équation de la forme
(4^ ) dadq -4- dpdb-^- F(^, />, /^ cf}daclb ==ro.

Des expressions de a^ &,? ,< / , on tire

,̂  _ ( i -4- ̂  ) doi+ ( i + ̂  ) d^ __ .(P2—l)^a-h (a2-ï)^
' ( a + p ) ^ — — — — — • 3 c^-1—————(~a^J^—————?

fiS __ /y2

dadb=9.i^-———dad^
(a -4- 6)4 •

On trouve de même, en appl iquant les règles de la multiplication
symbolique,

;: v dad^dpdb^ w (q^Q^f^ + ̂ 0^ ̂  ̂  ̂ ^ ^1,
' ' (a-+" i3y2 1 l ^[^ap (̂ (3 ^a • ^^a â^\\ ;

où ^ = ^ ' ^ a ' L'équation (45) devient • ! " :

' ( ^ Y : ^f à\w^kàf à\^k àf F ' , _ . , '14 J • /• ;1^^ 4--^p~• ̂ ^.""^r ^^o^"^—0 ' • . . ' . . ,- • ^
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et ne renferme qu'une dérivée du second ordre, ——4-* Si F est une fonc-1 ^ ày.o^
tiolTiinéaire de p et q, F == A(a, b}p 4- B(a, 6)y 4- C(a, b), on a une
équation de Laplace dont les coefficients peuvent être quelconques.
Cette équa t ion sera à invariants égaux si l 'on a — = — • On peut

alors écrire F = ̂ p 4-^-^4- C; il existe une infinité de fonctions U
pour lesquelles les invar iants de l'équation (46) sont nuls , dont la plus
simple correspond au cas où l 'on se donne la développée moyenne ( < ) .

NOTE.

Dans un article antérieur déjà cité (Bulletin des Sciences mathéma-
tiques^ t. 5'2, 1928), j'ai montré qu'on pouvait obtenir explicitement les
équations générales des congruences telles que les points focaux sur
chaque génératrice soient conjugués par rapport à une quadrique. Ce
problème peut être considéré comme un cas part icul ier d'un problème
plus général qui admet aussi une solution explicite.

Soit (2) une surface non développable. A chaque point M de la sur-
face faisons correspondre une droite 1) située dans le plan tangent en
M à (S). Lorsque le point M décrit la surface (S), la droite D engendre
une congruence. Soient F, , Fg les deux points focaux de cette con-
gruence situés sur la droite D. Comment faut-il prendre la droite D pour
que ces deux points focaux soient conjugués par rapport aux points clé
rencontre de D avec les asymptotes de l'indicatrice au point M ?

Si la surface (S) est une quadrique, les points de rencontre de D
avec les asymptotes de l'indicatrice sont les points de rencontre de D
avec cette quadrique, et le problème est identique à celui qui vient
d'être rappelé.

Nous supposerons les coordonnées x, y , s d 'un point M de (£)
exprimées au moyen des paramètres a, p des l ignes asymptotiques.

( 1 ) On peut aussi traiter facilement toutes ces questions en se servant des formules
données par G. Darboux, dans ses Leçons.mr la théorie clés Surfaces (t. î , i1'6 édi-
tion, p. 245, y-0 édition, p. 297).

Ânn. Éc. Norm., (3) , XLVIÏ. — NOVEMBRE igSo. 4^
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Ces fonctions vér i f ien t , comme il est bien connu , les deux relations
dz' à y àz à.r à}' 0^
à y. à y. à y, à y. à y- av.

àx ày 6b à.v ày à^
^

â^r ^v
ày.^ à y.'1

^ ^ ô^ à^

à^ à^

on peut donc déterminer quatre fonctions a, 6, a^ b^ telles que l'on
ait à la fois

f)^àx , àx
: a -r- -r ^ ^ ?()y, , à^

(^y _ àv (h
-^^a -^^b ^:

ûz , ôz
a -,-" ~h b ~,^ ?

av. ()fi
()z
"ja

(h
1 ̂

Jy^1

â^z
^

(47) à^x
ô^

àx
~ôy.

àx à^y
ày

ày , ày
—— — a^ — -l- b\ —,
à^ à y. </p ^

Une droite D du plan tangent en M à (S) est définie par ses deux
points d'intersection avec les tangentes asymptotiques, dont on peut
écrire les coordonnées

(48)
lr! ——

^'1=

,r + ).

A\4- ^

<).r
Ty:

à.x
-^

y'\ —

./ '2 •——•

y ^

y -!

. ôy
•\~ A — î

ày.

<)y-^^,

: ^ .̂ y. ,
<7a

<}5
:..+^^,

A et a étant deux fonctions quelconques de a / f ^ . Cette droite D est
donc représentée par les équations

-l ̂X • je •
„ àjC.,^ Y .__ y .

. ()v
• 1 / > ^

(49) àx
.Y--y

ôy

'P
Z — .̂  -.^^X •^6 • < ) 6 -

Les valeurs de c q u i correspondent aux deux points focaux sont
racines d 'une équation du second degré, qu i s'écrit sous forme de
dé te rminan t

(i-

(i ~

- F )

- P )

àx
Jy. m

àx
'J? '

, à f
4" à»\

à (

' ̂
, àx
/.-,-

ày.

7.

À

&̂»%/
^\
^Ot/

àf
-^

- p

- 0

î

^
.^
(̂ ,5

/ ().c\
{v-^)

( ^•'•\
^)

, ...,

» , . . ..
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la seconde et la troisième colonne se déduisant, de Sa première en y
remplaçante par y, puis par^ . En tenant compte des formules (47)?.,
ce dé te rminant peut encore s'écrire

/ à7. ,i — 04- --— 4- /.a
\ [ ày.

^À \àx
„, ûu^i — 4- 1

,^3 . l * / ày.

-^
} av.

(-
7.

-4-

- û -

àx
'07.

(•'•'-
-'%

à.iL
-'^

0

?

àp. \ Ox
ày.)^ ~

. \dj-
-p^^^

op.

+

^.F
^aJS' *"
, ^a-
/'à^à^7 ' "

Ce dé l e rminan t est la somme de quatre déterminants partiels qui
con t i ennen t en f ac t eu r le dé te rminant

<Àr
~ùy,

àx
^

à^x
ày.()^

ày
Thy.
àv
^

c^v
ày.()^

ôz
Th.

(h
^

â^z
ày.à^

A :

en suppr iman t ce facteur et en égalant à zéro le coefiîcient de p, on
obtient la condition

. > à^ . <Yh^ ^^-^o,

qui peut encore s^écrire

Oi) ^,
/i^a^ ôy.

On en tire immédiatement

(^) 1=

A

Ofàf
Thi9 W

a, [3) étant une fonction arbitraire de a, ?. Il suffit de remplacer A
et ;J< par ces expressions dans les formules (49) pour avoir les équations
de la droite D située dans le plan tangent en M.

Remarque. — L'équation (5i) peut s'écrire symbol iquement

^O^^^'
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ce qui est bien d'accord avec le résultat rappelé au. début de ce para-
graphe.

La solution analytique précédente peut être remplacée par une
construction géométrique s imple. En même temps que (S), considérons
la surface (S7) représentée par les équations

,:/==,s-+ y ( ^p ) ;

le plan tangent a pour équa t ion

•X—^ Y-r Z—, ,3 -o

âx à y Oz à^
ôy. àai ()y. '~ ùc/.

ôx à Y àz à(o
jp ^ Jp -h <5p

et il rencontre la tangente asymptotique

ôy 7.=-^^ -[- 7/— •>
f)y.X=:,r.+À v , ÔY\ -=. r H- À — î

()y.ày.'

en un point pour lequel on a

, ÔQ
h— -!- ^ •==- 0

ôy. à . ( i \
— lo^ -
ôy. " \cp^

II rencontre de même la seconde tangente asymptotique

• V 1 ! ()v ! -,ÔX^ ()v
.r^^

àz
Ï =: y -j- [L——-, Lx==.^+^^ ^,^'w

en un point pour lequel on a a ===-j • I I suffit de poser
^ l o g t ,

y== l o g ( 1 - ) pour retrouver les formules (s52). On peut donc énoncer
le résultat sous la forme suivante.

On fait correspondre les points de (S) et dune autre surface arbitraire
(S') qui sont situés sur une parallèle à une direction fixe et l'on prend
l^ intersection des plans tangents aux points correspondants: On obtient
ainsi une cong'ruence telle que les points focaux de cliaque génératrice
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soient conjugués par rapport aux points de rencontre de cette génératrice
avec les asymptotes de l'indicatrice en M à ÇL\ et on les obt ient toutes
de cette façon.

Les surfaces (S), (S') jouant le même rôle dans cette construction,
les points focaux sont aussi conjugués par, rapport aux asymptotes de
l ' indicatrice à (S^).

• Le problème dont i l s'agit étant de .nature projective, on peut rem-
placer cette construction par la suivante; on fait correspondre les
points de (S) et d'une autre surface arbitraire (27) qui sont sur une
droite passant par un point f ixe, et l'on prend l 'intersection des plans
tangents aux points correspondants.

En transtonnant par duali té la proposition qui précède, on obtient
le- théorème-suivant : « On fait correspondre les points M, M'' de deux
surfaces (S), (I/) de façon que la droite d'intersection des plans r

tangents en ces deux points soit si tuée dans un plan fixe P. Les
droitesMM'forment une congruence dont les développables découpent
sur fS) et (I/) deux réseaux conjugués. » Cette propriété est bien
connue ( G - Darboux, t. II, p. 2,33), mais on voit de plus qu'en pre-
nant arbi t rairement la surface (S') on obt ient toutes les congruences
dont les développables découpent sur (S) un réseau conjugué.

Inversement , cette dern ière propriété peut être démontrée directe-
ment, et elle entraine la proposition que nous avons démontrée
d'abord. Soient en effet (S) une surface quelconque, (R) un réseau
conjugué situé sur cette surface. D'après un théorème bien connu de
Peterson, i l existe une in f in i t é de surfaces (I/) sur lesquelles il existe
un réseau conjugué (ÏV), les tangentes aux courbes de (IV) étant res-
pect ivement parallèles aux tangentes aux courbes du réseau (R), aux
points correspondants M, MT des deux surfaces*

II est clair que la droite MiW engendre une congruence dont les
développables découpent les réseaux (R) et (R') sur les surfaces (S)
et (S'). Il suffit d'une transformation par polaires réciproques pour
retrouver la première proposition.


