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SUR
UN SYSTEME D’EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES

Par M. E. GOURSAT

—— e E—— —

Dans deux articles récents ('), j'ai signalé quelques cas particuliers
ou une équation de Monge & deux variables indépendantes que I'on
peut écrire symboliquement

a

O . .
‘,\,_‘ Aundsidsp —o (6, h==1.2.3, %)

admet une intégrale générale explicite. Dans ce nouveau travail, je
considére un systeme formé de deux équatious de laforme precédente.
Le probleme de U'intégration est alors d’une nature toute différente,
car ce systeme est équivalent & un systéme de deux équations aux déri-
vées particlles du premier ordre, i deux variables indépendantes et &
deux fonctions inconnues, qui se raméne en général (*), de deux
facons différentes, a une équation du second ordre. Mais, en tenant
compte de la forme spéciale des équations aux dérivées parti-lles dont
il s’agit, cette réduction peut se faire d'une facon beaucoup plus facile
que dans le cas général.

l. Soient

Q = X Audzdxy, Q.= I By dz;dz; (i, k=1,2,3, 1)

deux formes de Pfaff du second degré a quatre variables, les coef-

(t) Bulletin des Sciences mathématiques, t. LII; 1928, p. 397; t. LIIL, 1929, p. 196.
(%) Voir le fascicule VI du Mémorial des Sciences mathématiques : Le probléme

de Béacklund.
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fictents Ay, B étant des fonctions quelconques de ces variables.
intégration du systéme des deux équations

g ] I

(1) Q =0, Q,=o,

¢'est-a-dire la détermination des multiplicités a deux dimensions satis-
faisant a ces relations, revient, d’apres la définition méme des formes
symboliques de différentielles, a larecherche de quatre fonctions ., 2.,
2y, x, de deux variables indépendantes u, ¢, vérifiant les deux
équations

- Dz, 50 ~ D( 3 340
1’ \jj e = \ | Y N
N >—J i D(u, o) " PR Du, o) ¢

Si, par exemple, on prend x, et @, pour variables indépendantes,
les (-qual,ioné (1) forment un systeme de deux équations aux dérivées
partielles du premier ordre, que 'on peut rainener immédiatement i
un systeme de Bicklund.

Rappelons d’abord la propriété suivante (V). Pour qu’une forme sym-.
bolique

N Qs Xagdaeidry,

ot figurent quatre variables et leurs différentielles, soitle produit sym-

bolique de deux formes linéaires de Pfafl, il faut et il soffit que les
coefficients «,, vérifient fa relation

(=) ) Ay llyy, = (g €y, == (), (=2 O (T4 1) == 0,

Plus généralement, st w,, w,, w,, w, sont quatre formes de Pfall du
g y (s 1
premier degre, linéairement distinctes, 1a forme

Q= Xapmimg

est le produit symbolique de deux formes liné¢aires, si les coetficients
ay vérifient la relation (2) et dans ce cas seulement. Cela posé, la
forme Q = 7,Q, + 7,0, sera le produit symbolique de deux formes

(1) Lecons sur le probléme de Pfayf, Ghap. III. Je prie le lecteur de se reporter i
ce Chapitre pour la démonstration des propriétés des formes symboliques qui seront
utilisées.
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linéaires de Pfaff, pourvu que les facteurs 7, 7, vérifient la relation

(3) (A += 1 Bu) (N + 2By - (0 A+ 2. B ) (A L+ 2,Bu)
(2 A L+ 2B ) (B AL+ A.Ba ) = o.

équation du second degré en <=> qui admet deux racines distinetes si

les coefficients A;, B, ne satisfont i aucune condition particuliére.

Nous allons d’abord examiner si cette équation peut se réduire a
une identité. S’il en est ainsi, nous pouvons supposer les formes Q,
et Q, remplacées par deux produits symboliques

Q =, m,, Q== 0,.

Siles quatre formes w,, w,, ®,, w, sont linéairement distinctes, la
forme A, w,w,— 7, wyw, ne sera un produit symbolique, d'apres la
condition (2), que si 'on a 7, 2,=o0. Les formes ©,, w,, w,, ©, ne
peuvent donc étre distinctes si 'équation (3) est vérifice, quels que
solent 7., et 7,. Les formes w,, w, sont certainement distinctes, sans
quoi le produit symbolique w, w, serait nul identiquement, et le sys-
téme (1) se réduirait i une seule équation. Il en serait de méme si w,
el w, étaient des contbinaisons linéaires de w,, w.. Le scul cas & exa-
miner est donc celul ou w,, w., w;, par exemple, seraient trois
formes de Pfafl’ linéairement distincles, tandis que w, serait une
combinaison lincaire de celles-1a

0), == O, ), — Oy 0o~ Oz 3.

On a alors

10 Q) A 182, == 7, 00 00y = Ry O gy = Ay Sy 50y,

et la condition (2) est toujours vérifice, quels que soient 7, %,. Les
premiers membres des deux équations Q,=o, Q,=0 s’expriment
uniquement au moyen des formes linéaires w,, w., w,, et 'on vérifie
aisément que toute forme

Q= ALm 0+ A0, 05+ Agg a0y
est le produit symbolique de deux formes Jinéaires; en eifet, pour que

Q soit le produit de o, w, + @y, o, par une autre forme de Pfaff,
il faut et il suffit que le produit symbolique Qo o, 4 @@, + oz wy)
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soit nul, c’est-a-dire que I’on ait

Ao+ Agon 4+ Ay a=o.

Dans ce cas particulier, il est facile de trouver toutes les intégrales
du systéme (1). En effet, les trois équations

®, == 0, )y == 0, 0, == 0,

ou [igurent quatre variables, forment un systéme complétement inté-
grable équivalent & un systéme dy,=o, dy,=o0, dy,= o, les trois
formes w,, w,, w; sont donc des combinaisons linéaires de dy,, dy.,
dy;, et le systeme (1) est de la forme

o

ZALdydyr=o, EBgdyidyr=o (i, k=1, 2, 3).

On en tire
(4) dysdy, _ dy,dy, dy,dy,

s fum—— —_— b
P, P, P,

P,, P,, P, étant des fonctions de y,, y., y,, pouvant contenir une
autre variable y,. On satisfai( & ces relations en établissant deux rela
tions distinctes entre y,, y., v, telles que

2= (), M= 200)-

Sid’on peut satisfaire aux équations (4) en établissant une seule
relation entre y,, y,, v, deux de ces variables, ¥, et y,, par exemple,
peuvent étre prises pour variables indépendantes, et les relations (4)

donnent alors .
dy, P, dy, P,

— 1’

dy, P, dy, R

Si la derniére variable y, figure dans les seconds membres, I’é¢limi-
nation de y, conduira & une équation aux dérivées partielles du
premier ordre (')

= 0.

]?( s s A L)_‘_“_
: .)1»)2»)3\;)—;13()‘),2

\

(1) D’une fagon générale, I'intégration d’une ¢quation de la forme
Ady dys + Noydyody ;4 A dyydyy = o

revient a la recherche des surfaces dont le plan tangent passe par la droite de para-
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2. Ce cas exceptionnel écarté, I'équation (3) admet deux racines

en -% en général distineles, et par conséquent on peut ramener le
. A

systéme (1) & la forme

(D) Q== m, = o, Q== XBydridri=o0

de deux facons différentes si Péquation (3) a deux racines distinctes,

et d'une seule facon si l'equation (3) a une racine double. Dans le cas-
général, dont nous allons d’abord nous occuper, ou I'équation (3) a

deux racines distinetes, on peut prendre pour Q, et Q, deux formes

décomposables symboliquement en facteurs lineaires, et écrire le sys-

téme (1) sous la forme

(6 Q= 1y 0y T2 0. Q= m,m, = 0.

W, Wy, Wy, &, étant quatre formes de Pfafl linéairement distinctes.
Cette réduction n’exige que la résolution d'une équation du second
dégré et des caleuls lincaires.

L'intégration du systeme (6) se ramene elle-méme a I'intégration du
systeme de deux équations de Pfaff

T )y = Ay T O, e A

meétres directeurs Ay, Ay, Ajp. clest-d-dire a I'intégration du systéme

Si Pon a deux équations simultanées de la forme
A 12(1)'1 “{1'2 == Ny d)"i (Z)‘;;—i—- :\:;x(l}’:: ('/)'1 = 0,
Biadyydy, == Buydyydy,— By dyady = o,

les coefticients dépendant d’'une autre variable ), on satisfait d’abord aceséqnations
en établissant deux relations arbitraires-enire 37, 37, 5. Si )y ligure dans les coefli-
cients, les calculs du texte montrent qu'il y aura une infinité d'autres solutions, qui
s'obtiendront par lintégration, d’une équation aux dérivées partielles du premier
ordre.

. . P, P, . .
Si7y ne figure pas dans les rapporis P Il\ll y aura de solutions nouvelles que

si I'équation ]
Py Padyy--Pydyz=o

est complétement iutégrale. Si en particulier Py= Py=o. on =atisfait aux équations
(4) en posant seulement d) = o, on ;= C. L’intégrale générale dépend done d'une
fonction arbitraire de deux variables. On verra un exemple plus loin (a°® 10).

Ann. Feo Norme, (), XLVIL — Ocrosrs 1g30. 42
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a six variables z,, z,, ;. @,, 7, 1, c¢'est-d-dire & un probleme de
Bicklund particulier. Chacune des équations (7) est une équation sin-
gulitre du systéeme de Pfaff. Prenons le cas général ou I'équation
w, - 7.w, = o est de classe cing; cette équalion étant mise sous une

forme canonique
ds —pdr —q dy =o,

Ty Tay Ty, Ty, Sexprimant au moyen de x, y, =, p, ¢, et la seconde
des équations (7) devient, en remplacant ds par p de —+ gdy,
@ dz 4+ aydy Faydp + adg 4 p(b doe+b,dy + bodp 4 b dg)=o,

les coefficients @;, b, ne renfermant que les variables x, y, z, p, 4. Ceci
suffit pour prouve"r que I’équation w, 4 7.0, = 0 st une équation sin-
gulitre du systéme de Pfaff, et la résolvante de premicre espeéce cor-
respondante s’obtiendra en éliminant 1. entre les deux relations

@y g = s+ (b4 byr 4 b s) = o,

Uy @y S~ a b~ by Uys 4+ b t)y =0,

On verra de méme que I'équation w, -+ v.w,=o estlaseconde équa-
tion singuliére du systeme.
Remarquons aussi que l'on arriverait & la méme résolvante en
remplacant dans les équations
’ wy=a, dr + aydy + a,dp —+ a,dg =0,
wy=b,dx+ b,dy + bydp + b, dyg =0,
dp par rdzx +sdy, dg par sdx +t dy, et éliminant ensuite le rapport %
entre les deux relations obtenues. 1l en résulte que les deux équations
précédentes, jointes & la relation dz = p da + ¢ dy définissent une des
familles de caractéristiques de la résolvante ('). On verrait aussi, en se
reportant a la (héorie du probléme de Bicklund, que les deux équa-
tions w,=o0, w,=o0 sont des combinaisons linéaires des équations
différentielles de I'autre famille de caractéristiques.

3. On peut obtenir ces résolvantes plus aisément que dans le cas
géneral cn tenant compte de la forme particuliere des équations (7).

(1) Voir mes Legons sur Uintégration des équations auxr dérivées partielles du
second ordre, t. 1, n® 28, p. 51. '
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Considérons d’abord le cas général ou le systeme des deux équations
®w, =0, w,=0 n'admet aucune combinaison intégrable. On peutalors;,
par un changement de variables, ramener la premiére équation (6)a
la forme (")

(8) (dyy— o)) (dvy—vidyv)y =0,

Yo Y ¥a, Ya étant quatre fonctions indépendantes de @\, xa, 24, 24,
et cette opération n’exige que la réduction & une forme canonique
d’une forme de Pfafl de classe trois. Avec les nouvelles variables, le sys-
teme (1) est remplacé par un systéme formé de Uéquation (8) et d'une
nouvelle équation distincte de celle-1a

(()) EC,’/;(/_{)’;(/.)’/_-:H,

ou les coefficients C;, sont des fonctions de y, v., yi, ¥, mais il n’est
pas nécessaire, pour la suite.des calculs, de supposer que le premier
membre de cette équation (g) est un produit symbolique de deux
formes lincaires.

L’équation (8) peut elle-méme étre remplacée par I'équation de
Pfaff

(10) dyvy— yody,— 1(dy,—y,dy)=o.

Pour fixer les idées, nous chercherons les intégrales du systéme
pour lesquelles y, et y, ne sont liées par aucune relation; on peut
alors les prendre pour variables indépendantes, et lasolution générale
de I'équation (10) est donnée par les formules
i L9 9

=y Vg — )y e = =L .
Ay o, Iy,

~

(11) ye= S, ),

Pour revenir aux notations habituelles, remplacons »,, y., v, par
- : - Jf A . -
x, y, s respectivement, o et 7, parp et ¢; la derniere relation (11)

Y o— . y, . . . .
donne y,=" 7 L, tandis que I'équation (q) s'écrit

9') Chdxdy + Cydrds + C,,drd L Doy ey dz
¢ J 7 .

. c N\
+C2,,(()'(l<“) l)\) —i—C;.,.,r’/:-(/(') [')::n.
q 7

/

(') Lecons sur le probléme de Pfayl, p. 116 et 3o7.
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Remplacons dans cette équation dz par pde—~+qdy, et (lk'~7/—f' )
par '

greeiy e pasde g si =i pilg
o= (/") t

en ellectuant les produits symboliques indiqués et supprimant le fac-
teur commun dx dy, on trouve que la fonction /' (x, y) doit satisfaire
a équation aux dérivées partielles du second ordre, linéaire enr, s, ¢,

VARl Rl N et 3 LRSS Lt ot P il L
¢* oM T e
¢ TP e S e e ) L R g ) — /)).\"]
- R T T T T T T T T T iy § }

oy Gy Gy — Gyp == G

-
qui est une résolvante du systeme (1).

“Remarques. — 1. 1l est évident a priord que Pon aboutiraitalameme
¢quation en employant la méthode générale indiquée au numéro pré-
cédent lorsque le premier membre de 'équation (¢) est décomposable
en un produit symbolique de deux formes linéaires. Ta vérilication
directe est facile.

I, Pour que I'équation (12) ait ses deux familles de caracteristiques
confondues, il faut et il suffit que les coefficients Cy del’équation (q)
vérifient la relation

(13) Cy

c’est précisement la condition pour que I'équation en 7, oblenue en
exprimant que la forme

(g — vt vy = vyl vy =+ 2 Gyl v

est le produit symbolique de deux formes linéaires, admette la racine
double 7. = o.

Alinsi, lorsque le systéme (1) peut ¢tre ramendé & la forme (6), les
quatre formes w,, w,, w,, w, étant linéairement distinctes, le systéme
(7)admet en général deux résolvantes de premiére espece pour les-
quelles les deux familles de caractéristiques sont distinetes. Lorsque
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équation (3) a une racine double, nous voyons au contraire que Uin-
tégration du systeme (1) se-raméne & lintégration d’une équation de
Monge-Ampére avant ses deux familles de caractéristiques confon-
dues. ‘

1. Les conclusions précédentes ne s’appliquent qu’aux circonstances
les plus générales. Nous passerons rapidement en revue les cas parti-
culiers qui peuvent se présenter. Supposons le systéme proposé
ramené & la forme (5); si les deux équations w, = 0, @, = o admettent
une combinaison intégrable et une seule, on peut, par un changement
de variables, ramener I'équation ©, , = o i la forme

(1 .=y ey - v vy =0,

Yis Yy ¥V, Ve Ctant quatre fonctions distinetes de &, 2, 2, ., tandis
que la seconde équation du systéme devient
(1) :(::,’/,-//j','(/'l’/.-;';:(l.
On satisfait encore & I'équation (14) en posant

) ) ) / o

R AN W=, | AT AR SN | Ep—

o oo . P N N A ()“, /
et, en substituant ces expressions dans 'équation (15), on voit que la
fonction /'(ar, y) doit satisfaire & I'équation du second ordre

(16 Cry+ Cryg — Coyp == Gt — Cys == Gt pl //.;‘ ) oo,

pour laquelle une des familles de caractéristiques admet la combinai-
son intégrable dr=o. Les deux familles de caractéristiques de oette
équation seront confondues si P'on a C., =+ Ciog =0, et I'on obtient
la méme conclusion qu’an numéro précedent.

Supposons enfin que les équations @, = o, w,=o0 forment un sys-
ttme complétement intégrable. Par un changement de variables, le sys-
teme proposé peut alors étre ramené a la forme

(17) Q=dy dyv,= o0, Q= X yvidyi—=o.

Laforme Q, 4+ 7.Q, est un produit svmbolique si 2 vérifie 'équation

(142G 2 Cy, = 220G Gl = G Gy = o,

i 2 i

Cette ¢quation admet la racine 7. = o, et une autre racine différente
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de zéro pourvu que (,, ne soit pas nul. Supposons d’abord C;, £ 0; le
systéme (17) peut étre écrit sous la forme équivalente

(17" Ay dy,=o, B30, =0,

les quatre formes linéaires dy,, dy,, w,, w, étant distinctes.
[intégration de ce systeme est équivalente & celle du systeme de
Pfaft

18) dy,— Ldy,=o, 0y -+ [, = 0,

qui admet une équation singuliére de classe trois.

Si la seconde équation w,;+ pw, = o est de classe cing, la résolvante
correspondante de premieére espece admet une intégrale intermédiaire
dépendant d’une fonction arbitraire. Si cette équation est de classe trois
le systeme (18) est réductible a une forme canonique

dv,—tdy,=o, dyv,— pdy,=—o
qui s’intégre immédiatement.
[l ne reste plus qu’a traiter le cas d’un systéme de la forme
L =dy,dy,= o,
(19) N . )
Q=Cydrv,dy,+ G dy,dy,+ Cpudyv,dy,+ Gy dy,dy,=o,
ot 'on a 7 »
Gy, == o0, GG+ G, Gy 0.

De la premicre équation on tire y,= f(y,), et si Uon prend pour
variables indépendantes y, et y,, larelation Q,= o conduit & une équa-
tion diflérentielle pour déterminer y,

. . . - 0
Cra Gy [T O 4+ 1 G+ Gy, 10 A O,

()ﬂ’:'.
relation de la forme
dy, o
(20) DT‘ = ., RETIN AT ./ (¥, f (0 )] =0,

qui devra étre intégrée en considérant y,, f(y,), f'(y,) comme des
constantes. L'intégration introduira une constante que ’on remplacera
par une seconde fonction arbitraire de y, (*).

() Ces divers cas particuliers correspondent a4 des formes canoniques du sys—
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On peut résumer comme il suit les résultats de la discussion. Si
I'équation (3) a deux racines distinctes, le systeme (1) peut étre ramené
4 la forme

m, B, == O, W, W, == 0,

Wy, W, 0y, w, élant quatre formes de Pfafl linéairement distinctes, et
Uintégration de ce systéme est équivalente & celle du systéme de deux
éqnations de Pfafl i six variables

(Z 0y = Ay = O, Wy~ U, == 0.

St aucun des systémes de deux équations

(), == m,==0), (==, ==0)
E)

n’admet de combinaison intégrable, le systéme (X) a deux résolvantes
de premicre espice avec deux systémes distinets de caractéristiques.
Siun des systecmes

(w, = o,==0), (= w,==0)

admet une combinaison intégrable, il existe une combinaison inté-
grable pour I'un des systémes de caractéristiques de chacune des
résolvantes. Si un des systémes est completement intégrable, sans
qu’il en soit de méme de autre, le systéme (X) posséde une seule
résolvante de premiére espéce avec une intégrale intermédiaire dépen-
“dant d'une fonction arbitraire. Si les deux systémes

(my==m,==0), (my,==6,==0)

admettent chacun une seule combinaison intégrable, il existe aussi
une combinaison intégrable pour chacun des systémes de caractéris-
tiques des deux rcsolvmtm de (Z). Enfin si les deux systemes sont
'un et 'autre complétement intégrables, il n’existe pas de résolvantes
pour le systéeme (X), qui est réductible & une forme (~anomquo et dont
intégration est immédiate.

Lmsque I'équation (3) a une racine double, il existe en général une

téme (17) (voir Le p)'o[)léme de Backlund). Mais il est aisé de résoudre dirvectement
ce systéme en posant ), = f(3,) et en considérant ), comme une fonction de 3 et
de y,. La seconde équation (17) conduitimmédiatement & une dquation lincaire aux
dérivées partielles du premier ordre.
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résolvante et une seule pour laquelle les deux systemes de caractéris-
tiques sont confondus. Cette résolvante peut elle-méme disparaitre
dans certains cas, ot I'integration est ramenée 4 celle d’une équation
du premier ordre.

6. L’intégration des équations (1) peul, dans certains cas, se ramener
d’une autre facon i Uintégration d’une équation de Monge Ampére.
Supposons que l'on connaisse une cowbinaison linéaire de deux
formes Q,, Q,, telle que 7, Q, 4+ 2.,Q,, pour laquelle la forme dérivée
(7, Q4+ 2.Q,) estidentiquement nulle. Par un changement de varia-
bles, on peuntalors remplacer le systéme (1) par un systéme équivalent
formé des deux equations

21 Q=dpdx -+ dydy=o,
o) Q=—Adrdy-+A,dedp A, dedy -+ Agdy dp
= Ay dy dg - Ay dp dg = o,

ou les coefficients Ay, sont fonctions desvariables ., y, p, ¢. Remar-
quons que si lon remplace Q, par Q, — KQ,, les coefficients A, et A,
sont augmentes de K, mais la somme A,;+4 A, n’a pas changé. On
peut done supposer, par exemple, A ;=0 ou A,,==o0 dans 'équa-
tion Q, =o.
Silon prend « et y pour variables indépendantes, on peut remplacer
Péquation Q, = o par I'équation
dz==pdr—+ qdy.
s élant une inconnue auxiliaire, et "on satisfait & cette équation en
posant
Jaf JdJ
/== ;)—;.’ Y == !)l';”
J (. vy étantune fonction arbitraire. En remplacant p et ¢ par ces
expressions dans I équation (22), et en tenant compte des relations
dedp = s drdy, drdy = tdx dy, dy dp =-—1r dr dy.
dy dg =—sdxdy, dp dy == irt —s*)drdy,
il reste, apres la suppression du facteur da dy, une équation de Monge-
Ampére & laquelle doit satisfaire la fonction /(2, y), que nous écri-
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rons, selon la notation d’Ampére.
(23 Hr —aRKs Lt M- Nort 53 == o,
en posant,
(23 H=— A,  oRK=A,- \,. L=\, M=\,  \N- A,

Nous allons calculer comment cette nouvelle résolvante (23) se
rattache aux résolvantes déja étudiées. Avee les nouvelles notations,
I"équation (22) s’écrit

Q=Ndpdqg+ Mdrdy—Wdydp - 2K dedp -~ Ldrdy = o.

Pour que la forme Q, —72.Q, soit le produit symbolique de deux
formes linéaires, il faut et il suffit que % soit racine de I'équation

(24 2Ea- o k7~ HEL - M\ =,
I

qui se présente aussi dans la recherche des caractéristiques de I’équa-
tion (22). Il est facile de voir comment ces caractéristiques inter-
viennent dans la question. Supposons, pour fixer les idées, que N
n’est pas nul, et soient 7,, A, les deux racines de I'équation (24).
Posons

= Ndp + Ldv—+7,dy. .= N dy - 1y =+ H oy,

)y =

== Ndp + Lidr -+ 71,dy. a, == N dy =T dr - Wy
les équations différentielles des deux familles de caractéristiques
s’obtiennent en adjoignant i la relation dz = pda + qdy les deux
¢quations w, = w,==o0, ou les deux équations w, = w,=o. En (enant
compte des formules

By b T — . 7= 1L — N,
on trouve pour les produits symboliques w,w.,, @ o, les expressions
suivantes :
my o, == N[N dp dg ~+ H dp dy — Ldaw dy -+ M dady |
+ N[ dodp da + 1, dv dy |,
mym, = N[N dp dy + Hdp dy + Ldrdg -~ Mdrdy)]
+ N[2 dpdx—+1,dyvdq .
Ann. Fe. Norm., (3), XLVIL, — Ocrosre 1930. 'i';:"
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d’ou Pon tire
0, 6y — @y6, = N (hy— 2 (dp duw 4 dg dy) =Nir,— 1.)Q,,

w4 0,0, =2N(Ndpdy -+ Hdpdy + Ldrdg +Mdredy)
— o NK(dp dx + dv dg)

=aoN[Q,+ 2 K(dpdr—+dgdy)]=aN(2,+2KQ)).

Les produits symboliques w, w, et v, w, sontdonc des combinaisons
linéaires des formes Q, et Q,. Si 7,=7,, on ne peut déduire des
formes Q,, Q, qu'un seul produit symbolique, ce qui estbien d’accord
avec les résultats antérieurs.

Si N est nul, on verrade méme que les produits symboliques déduits
de Q,, Q, s’obtiennent aussi en partant des équations différentielles
des caractéristiques de I'équation (23).

7. Désignons, pour abréger, par & l'équation (23), et suppo-
sons 4,7 Ay, N2 0. L'intégration du systeme proposé est équiva-
lente & celle du systéme des deux équations de Pfafl & 6 variables x,
Loy Loy Lyy Moy s

03) { Ndp + Ldr+ 4 dy + p,(Ndg +dydr + 1 dy)=o,
(29 | Ndp + Ldr -+ hdy 4+ p,(Ndg + 1, de -+ W dy)=o.

Soient (E,), (E,) les deux résolvantes de premicre espice de ce sys-
téeme. Pour obtenir la résolvante (E,), par exemple, on doit d’abord
réduire la premicre ¢quation (25) 4 une forme canonique

(26) Al — P dX —QdY =o,

d’ott 'on déduit ensuite, en tenant compte de laseconde équation (25),
une équation aux dérivées partielles du second ordre & laquelle doit
satisfaire la fonction Z=F(X, Y); X, Y, Z, P, Q sont les fonctions de
Z, ¥, Py s 45 en eliminant ., on est donc conduit & un systeme de
quatre velations entre , y, p, ¢, X, Y, Z, P, Q. On passe donc de
I"équation & i I'équation (E,) par une transformation de Bichlund B,,
puisqu’a une intégrale de & correspond une solution et une scule des
équations (25) et par suite de (E,), tandis qu’a une intégrale de (E,)
correspondent une infinité d'intégrales de & dépendant d’une constante
arbitraire.
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[len est évidemment de méme de la seconde résolvante (E,) du
systeme (25) et 'on aboutit & la conclusion suivante : les deux résol-
vantes de premiére espéce (K,), (E.,) du systéme (25) peuvent se déduire
Uune et U'autre, par une transformation B,, de l'équation &, sans que
celle-ci soit une résolvante de seconde espéce du méme systéme (*).

Toute équation de Monge-Ampere dont les coefficients ne renferment
pas s est une résolvante & pour un systéme de la forme (21), (22). Il
suffit en effet de prendre pour les coefficients A, les valeurs données
parles formules (23"), qui déterminent seulementlasomme A, ;+ A,,.

SUR UN SYSTEME D EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES.

Remarque. — 1l peut se faire que des équations du systéme (1) on
puisse déduire deux équations distinctes réductibles a la forme

dp de +dg dy =o,
dP dX +dQ dY —o,

X, Y, P, Q étant des fonctions de &, y, p, ¢. Chacune de ces équations
conduira & une résolvante telle que &, et I’on passera de I'une de ces
résolvantes a 'autre par une transformation B,, définie par quatre rela-
tions entre 2, v, p, ¢, X, Y, P, Q, qui peuvent étre quelconques.

8. Nous allons appliquer la théorie générale a quelques exemples
empruntés & la théorie des congruences de droites. Imaginons que sur
chaque droite de l'espace x = as + p, ¥ = bz ¢, on choisisse 2
volonté deux points I,, I, de coordonnées

5= [\la,. bop,g), z,= fola, b, p, q).

et que l'on veuille déterminer les congruences de droites telles que les
points focaux sur chaque droite de la congruence soient précisément
les points I, I, de cette droite. En se reportant & I'article cité (*), on
voit que le probleme revient & I'intégration du systeme

(27) ( Q,:(dp—l—j}cla) (‘d(/—{—f.l([b):(),

T | Qu=1(dp + [foda)(dg + f.db)=o,

(t) Cetle propri¢ié s’étend & toute équation de Monge-Ampeére qui admet une trans-
formation de contact infinitésimale (voir Le probléme de Bédcklund, p. 12-43).
(2) Bulletin des Seiences mathématiques. t. LII, nv 9, 1928, )
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a, b, p, ¢ désignant maintenant quatre fonctions inconnues de deux
parametres, ou du systéme de Pfafl associé

{ dg - fidb = idp - de) == o,

{25) [ dy < [odb - 1,0dp - [yday = o,

a six variables «, b, p, ¢, 7.,, 7... La formation des résolvantes de ce
systéme n’exige aucunc intégration, car la premiére équation, par
exemple, se met immédiatement sous forme canonique

Ay = dopy = [ydih ==1,0)y —(p-a [ dh,=0,

et il suffira d’un simple changement de variables pour obtenir la résol-
vante. Il y aura deux résolvantes de premiere espéce si /£ /,. Si
/2= /1, les deux points focaux sont confondus sur chaque droite; la
sceconde équation (28) devra étre remplacée par la relation

o fidadh -+ (dady — dpdh) = o.

La résolvante est intégrable par la méthode de Monge si les deux
équations
dp - [\ da = o. dg < [1db =10

forment un systéme completement intégrable, ce qui exige que la
fonction /, vérific les conditions
A

(29) o

A, o I
—(;Eh,-(). ()// “" IE/—._.__().

Ces conditions expriment, il est facile de le vérifier, que le point I,
de coordonnées (a/f, =+ p,bf ¢, /) décrit une surface S,, de sorte
que I'un des points focaux sur chaque génératrice de la congruence
cherchée est situé sur S,. Si cette congruence n’est pas composée de
tangentes & S, le lieu du point I, est une courbe I', de S, et la con-
gruence demandée est formée de droites rencontrant la courbe 1.
Pour achever de déterminer cette congruence, il reste 2 exprimer que
[e second point focal sur chaque droite de la congruence est un point
déterminé [, de cette droite, ce qui conduit & une équation différen-
tielle du second ordre. On arrive au méme résultat par application de
la méthode générale. Siles conditions (2q)sont satisfaites, dp + /\da,
dg + f,db s’expriment linéairement au moyen de deux différentielles
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dvy, dy,: en prenant pour vaviables v, v., «, b, le systtme (27)
s'éerit
(/_‘!AI (/.'r';.: O
[odyy = 2y, [y~ [ovda || Bidyy == Budvy 1 fo— [ 1db]=0.
On tire de la premiére
RS NI dvo= [t idiy,
et la seconde prend la forme
Ndvydh = Bdady = f,— [y dadh.
A, B étant des fonctions de v\, a, 4. Sil’on prend «, v, pour variables
indépendantes, la fonetion b = <(a, v,) est déterminée par 'équation

Jo o
LB " C ) —— = .
('/. ‘/I’()‘)'l

da
dont l'intégration est équivalente a celle d’un systeme de deux équa-
tions dillérentielles du premier ordre.
Sila fonetion /, satistait aussi aux conditions
Al Al df. Al

2O

*y
(o0 ) — - Lo
Jar T dp

— o O.

—(—/‘—/7 "l}l;;

le second point focal 1, est sur une autre surface (8,), et les équations
(27) peuvenl étre ramenées a une forme canonique qui s’intégre
immediatement

I”", I/l“‘::: O. ’“:12(“:1 = O,

Fi, Fo, Fy, Fy étant quatre fonctions distinetes de a, b, p, ¢. La solution
générale se compose des congruences dont les génératrices rencon-
trent deux courbes ', I'y, choisies arbitrairement, 'une sur S,, autre
sur S,. Le probleme admet aussi des solutions singulieres, (ue I'on
obtient en prenant les congruences de droites tangentes & une des
surfaces S,, S, et rencontrant une courbe I' choisie a volonté sur la
seconde surface, ou la congruence formée par les tangentes com-
munes aux deux surfaces.

9. Considérons encore le cas plus général, ou les deux équations
(51 dp —+ [\ dic == o, dy - [idb=0o

admetten( une scule combinaison intégrable «F = o.
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La fonction F(«, b, p, ¢). doit satisfaire aux deux conditions

OF  OF _ OF  OF
5’;—./];)—]—)__(), ;7—[—) .IW_._

O,

et, par suite, a I'équation du premier ordre

o JIF OF  oF JF — %
(52) Ja dg  dbdp —

[nversement, si I est une intégrale de celte équation, les équations
(31), ott 'on prend ‘

Jor JdI-
9 e —(-)7/ PR 7)—/)‘
(33) ) =97 = g
dp g

admettent la combinaison intégrable «F=o. Nous laissons de coté le
cas déjh examiné ot 'on aurait /, — F=o. _

La condition (32) a encore une interprétation géométrique simple.
Etant donné un complexe de droites défini par la relation
F(a, b, p, q) = 0, cherchons & quelle condition doit satisfaire la fonc-
tion F pour que ce complexe se compose de droites tangentes & une
surface S. Nous supposerons (ue de la condition F =0 on a tiré 'ex-
pression de I'un des quatre paramétres au moyen des trois autres,
g=o0(a, b, p) par exemple. 1l faut que I'on puisse choisir pour = une
fonction z = f(a,b, p) telle que le point de coordonnées

z= f(a, b, p), r=az+p, _ y=bz-+tyg

décrive une surface tangente a la droite représentée par les deux der-
niéres équations. Il faut pour cela que tous les déterminants ohtenus
en prenant trois lignes quelconques du tableau

gy s
da da da
dv.dy 05
db db ab

d.r dy 0z
dp dp  dp

a 1) 1
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solent nuls identiquement. En tenant compte des formules

do " dz dr 0z dr _ ds

()fl— -()—"—_I—r— 3. 7)—7).—(1-()—[)7 ()_[)-—(l;‘);—) - I,
Ay Jds  do dy s Jo A% Js Ju
N /T G == — 4 34 =1 L= S 4 1T,
da da da b b b ap dp Jp

ces conditions peuvent ¢tre remplacées par les suivantes : tous les
déterminants obtenus en prenant trois lignes quelconques du tableau

Jdo DER
do oa
] Jdo 05 |
CET O ab
Jo Jz
op Jp
0 o I

doivent étre nuls identiquement. En associant successivement la
derni¢re ligne & deux des autres lignes, on voit que s doit satisfaire
aux deux conditions “
Jo do  do

Top  da "

et par conséquent la fonction z(a, b, p) doit étre une intégrale de
"équation aux dérivées partielles de premier ordre

o do Jdo do

(4] da T ap b "

et cette condition est suffisante.

La fonction o étant définie par la relation F(«, b, p, ¢) = o, larela-
tion (34) exprime que le premier membre de I'équation (32) est nul
en vertu de F = o. Il s’ensuit que lorsque la fonction F(a, b, p, ¢) est
une intégrale de (32), tous les complexes de drottes définies par la rela-
tion ¥ 4+ C = o, ot C est une constante arbitraire, sont formés des droites
tangentes & une surface.

Des formules qui donnent la valeur de =, on déduit aussi que le
point focal correspondant sur chaque droite est le point de contact
de la droite avec I’enveloppe. En résumé, pour obtenir tous les cas ol

les deux équations :
dp + [\ da=o, dy +fidb=0o
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admettent une seule combinaison intégrable, on prendra une famille de
surfaces S, , dépendant d’une constante arbitraire, et l”on choisira pourl,
sur chaque drotte le point ou elle est tangente « une surface de cette

Samille.
(hp — ay)?

Fxemples. — Soit F = ——————, on a
! (1 - 0*
I 2bibp —aq) IV walbp—agq)
oap T ar bt dy a5 0
N ablap +by)iuy —bp) IV walap +0g)(bp —aqg)
da ~~ Car by ’ ab (@ h*)?

La fonction I' satistait bien a équation (32), et la valeur corves-
pondante de /, est
. ap - by
Ji= e
: at-- b
¢’estlacoordonnée.z du pied dela perpendiculaire commune 4 l'axe Oz
et & la droite @ = uz +p, y = bz + ¢. L'équation F = C* définit le
complexe des droites tangentes au cylindre de révolution d’axe Oz el
de rayon C. Chaque droite de I’espace est bien tangente & I'un de
y l I : g
ces cylindres.
La fonction
PRI (e o/ Al K/ B bp)?
- a4 b* 41

satisfait aussi & équation (32), et la relation F = C?* exprime que la
droite est tangente & la sphere de rayon € avant son centre i Iorigine.

10, Pour que le plan

o (13 e )

~'
~

~bz —qgr=o

soit un plan focal, il faut et il suffit que % soit racine de I'équation
symbolique

(3% (da +0dby(dp <~ 1dyy==0

qui se déduit de I'équation

(dp -~ [da)(dy + [db) =0,
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en permutant a et ¢, A et /. On en déduit une suite de conclusions
tout a fait analogues aux précédentes. Pour que les deux équations

da - )db—=o, dp +~hidg=o

admettent une combinaison intégrable, les deux équations

o JF  _ JF . dF JoF
€ 2L = il
(36) o6 " oa T " oq oap
doivent avoir une intégrale commune qui satisfait évidemment &
Péquation (32)
OF OF  OF oF

—_ -— =0

da dg — 0b dp

De toute intégrale de I’équation (32), on peut donc déduire deux
équations  symboliques décomposables en facteurs linéaires qui
admettent la combinaison intégrale dF

OF

. OF | OF COF o
(3= kd;(la—r— (—);c/p) (\a‘z[]b‘*{:’ ;)—‘;clq),
., OF L OF N 0P 0F
(38) ( Jnda+ 5 (//;) ( Py dp + 7 dq )

L'interprétation géométrique est tout i faitanalogue a la précédente.
‘On considere donc une famille de surfaces S dépendant d’un para-
métre; si la droite = az + p, y = b3 + q est tangente a l'une de ces
surfaces en un point M, on prendra pour plan focal le plan tangenten M
a cette surface. La recherche des congruences ayant pour plan focal
sur chaque génératrice le plan ainsi déterminé conduit 2 une équation
de la forme (38).

Considérons en particulier le systéme formé par les équations (37)
et (38) elles-mémes, dont I'intégration donne la solution du probléme
suivant : on considere une famille de surfaces S, dépendant d’une
constante arbitraire, et & chaque droite de 'espace on fait correspondre
le point I, ou cette droite touche une surface S, et le plan P, tangent
a cette surface au pointI,. Trouver les congruences de droites telles
que le point I, soit un des points focaux sur chaque génératrice de la
congruence et le point P, un des plans focaux passant par cette droite?

Ann. Ee. Norm., (3), XLVIl. — OcroBre 1930. 44
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Les équations (37) et (38) peuvent encore s’écrire

dF (‘)1 da+ %% db)

(38 J b
SAR P In
dF (-(2—- da + g;[i(/]:>— o,

et ne dépendre que des trois formes de Pfaff dF,

OF JoF JF JdF
Ja da + PT) db. 0 da + a7 dp.
Ce systéme appartient donc & la catégorie étudiée au n° 1. Les trois

équations
. JF JF oF ()l .
dF = o, Ja da + 7)7)61[)_-0, Ju da + —- d/' 0
forment un systéme complétement intégrable; soient y, = GC,, y.= C,,
ys:=0C, trois intégrales premiéres dlsllnctes (on peut prendre évi-

demment y, =F) Fe systéme (38") peut alors s’écrire

dy,(Adyv,+ Bdy,) =o, dy, (A'dyv,+ B'dy,)=o.

et 'on en déduit
: dy, dy,= o, dy,dy,=o.

On satisfait & ces équations en prenant ¥, = C, ou, si y, n’est pas
constant, en posant y, = f(y,), ys= g(¥.), f et g étant des fonctions
arbitraires.

En appliquant ce résultat au probléme proposé, on est conduit aisé-
ment & la solution suivante. On obtient une congruence de droites
répondant & la question en prenant pour surface focale une des sur-
faces S,, les droites de la congruence étant les tangentes 2 une famille
de courbes choisies arbitrairement sur cette surface. On obtient encore
une solution en prenant les congruences de droites qui rencontrent
une courbe I' choisie arbitrairement sur 8, les droites de la congruence
qui passent en un point M de cette courbe étant situées dans le plan
tangent & la surface S, qui passe par ce point.

Lalssant de coté ce cas exceptionnel, on peut se proposer de déter-
miner une congruence de droites, connaissant les deux points focaux
sur chaque génératrice, ou les deux plans focaux passant par chaque
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génératrice, ou un point focal et un plan focal, ces points focaux
ou ces plans focaux étant déterminés comme il vient d’étre expliqué.
Tous ces problemes conduisent a l'intégration d’un systéme de la
forme

(391 Qi =mdy,=o, Qy=w,dy,=o.

W, W, élant deux formes linéaires. D'apres un résultat général (n° ),
les deux résolvantes admettent une combinaison intégrable pour les
équations différentielles de chaque famille de caractéristiques. On peut
done, par une transformation de contact. les ramener 4 la forme
s = f(x, ¥, 3, p, q). Les relations y, =C,, y, = G, définissent aussi
des multiplicités intégrales dépendant de deux constantes arbitraires.
On peut encore obtenir directement les intégrales intermédiaires de
I'équation du second ordre en associant par exemple [es deux relations

d,"l = 0, Sll: ’\::: (/.)’._.l/_‘)’;; - ,f\:,‘ t[_)‘._, d‘}',‘ —= 0.

On tire de la premiére y, = C,, et, si I'on prend v, et y, parexemple
pour variables indépendantes, la seconde équation devient

AU W (z-)—-' =0
A g
ou
dy, Y
W— = F (G, vy vy 0,

et 'on est conduit a une équation différentielle du premier ordre.

Exemples. — 1. Supposons que 'on se donne deux familles de sur-
faces S,, S,, dépendant d’un parametre. Sur chaque droite de 'espace
on prend le point I, ou la droite est tangente a une surface S, et le
point I, ou elle est tangente & une surface S,. La recherche des con-
gruences telles que les deux points focaux sur chaque génératrice
soient les points correspondants [, et [, conduit & un systéme de la
forme (39), dont 'intégration se rameéne a celle d’une équation de
la forme s = f(a, y, 3, p, 7). Les solutions particuliéres dont il a été
question tout & 'heure ont une interprétation géométrique bien facile.
On a d’abord les congruences formées des tangentes communes a une
surface S, et & une surface S,, qui dépendent de deux constantes
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arbitraires. Considérons en second lieu une surface particuliere S,
correspondant & une valeur déterminée de la constante C,. Sur chaque
surface S.,, il existe o' courbes I' dont les tangentes sont aussi tan-
gentes & S,, et qui s’obtiennent par l'intégration d’une équation
différentielle du premier ordre. Ces courbes I' dépendent de deux
paramétres; prenons o' de ces courbes arbitrairement de facon
former une surface S'. Les tangentes a ces »' courbes I' forment une
clongruence dont S’ est évidemment une surface focale, et dont la
seconde surface focale est S,, puisque toutes les droites de cette
congruence sont tangentes a4 S,. Les points focaux sur chaque droite
sont donc les points I, et L.

I1. Considérons une famille de quadriques homofocales S; une droite
quelconque D de l'espace est tangente & deux de ces surfaces aux
pointsI,, I, et les plans tangents P,, P, a ces deux surfaces aux points
[, et [, sont rectangulaires.

Toute congruence ayant pour plans focaux les deux plans P,, P,
qui passent par cette droite est donc une congruence de normales. De
plus, ces plans focaux sont conjugués par rapport aux quadriques
homofocales. La recherche des congruences de normales dontles plans
focaux sont conjugués par rapport & une quadrique conduit donc &
un systéme de la forme (39) et par suite a I'intégration d’une équation
du second ordre de la forme s = f(x, y. 5, p, ¢). G. Darboux, qui a
étudié ce probleme en détail (Lecons sur la Théorie des Surfaces, t. 11,
Livre IV, Chap. XIV) a montré en effet que I'on était ramené a I'inté-
gration de 'équation (x — y)s = ') p—q). '

11. Considérons encore le cas limite ou les surfaces S, et S, sont
rejetées a I'infini. On’est alors conduit a4 déterminer une congruence
de droites telles que la direction des deux plans focaux passant par une
génératrice ne dépende que de la direction de la droite elle-méme. Le
systéme a intégrer est de la forme

(4o) (dp + fidg)(da+ f,db)-=o,
(41) (dp + f.dg)(da~+ f,db)=o0,

Ji et fyne dépendant que de a et b. On peut le remplacer par le sys-
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teme de Ptaff
(42) dp + fidg =iida + f,db), dp + fidg = plda + f,db),

d’ou l'on tire, en prenant « et b pour variables indépendantes,
dp . ()[; dq - ’
| j‘da Beoogp g =
et par suite
dp . dg “op dy
ab T i ab = (\_ du /i da )
On a de méme
dp Jg L[ Op . dg
_ 06 2 gp = ’-‘(\?)7( T‘]"()n\)
d’ou I'on tire
op _ 0dg dp
Ja = b ‘f'*/')n =

et I'élimination de p conduit a la résolvante de seconde espece du sys-
teme (42)

PL Fq OS99 O Iy
AT R e

(43)

En prenant pour nouvelles variables indépendantes les variables
caractéristiques, on obtient finalement une équation de Laplace: or
ces variables caractéristiques s’obtiennent précisément en intégrant
les deux équations différentielles da + f,db =0, da + f.db = o, ce
qui est bien d’accord avec la théorie générale.

La géométrie explique aisément ce résultat. Considérons dans un
plan P un réseau (R) de courbes planes

(R) a = fle, B, y=gla B,

ot « et 3 sont les paramétres des deux familles de courbes, et
proposons-nous de trouver dans un plan paralléle un second réseau (R')
(R" X="F(ea, B), Y =G(«, 3),

tels qu'aux points correspondant aux mémes valeurs («, 3) des para-
métres, les tangentes aux courbes («) et ($) des deux réseaux soient



respectivement paralleles. Il faut pour cela que I'on ait

Go_ g Ub_sh
e — o — &9
Fo o fa Fg  f3

ce qui conduit par I’élimination de G 4 I’équation de Laplace

y G g\ FF 0 (&\OF 0 (gn\OF _
O A8 E AR VAL RS IF et

pour déterminer F(«, 3). Connaissant deux réseaux de courbes planes
satisfaisant aux conditions précédentes, si I'on joint les points des
deux plans paralleles correspondant aux mémes valeurs des para-
métres «, 3, on a une congruence de droites dont les plans focaux
passant par une génératrice sont déterminés par cette génératrice et
les tangentes aux deux courbes du réseau qui passent par le point de
rencontre de cette génératrice avec le plan P. Il suffit de supposer le
plan P rejeté a U'infini pour retrouver le probléme dont il est question
dans ce paragraphe.

Ce probleme intervient dans I’étude dela correspondance parortho-
~gonalité des éléments. Etant donnée une surface (X), il résulte en
effet d’un théoréme de Ribaucour (voir les Lecons surla théorie générale
des surfaces de G. Darboux, t. IV, p. 13), et de saréciproque, que
toute surface qui ecorrespond a (X) par orthogonalité des éléments est
la surface moyenne d’une congruence dont les plans focaux sont
déterminés parla construction suivante. Soient G une génératrice quel-
conque de la congruence, MN une normale a (I) parallele 4 G. Les
plans focaux de la congruence passant par la génératrice G sont
perpendiculaires aux tangentes asymptotiques de la surface (X) au
point M.

Ilest clair que c'est la un cas particulier du probléme général, et I'on
s’explique ainsi pourquoi la solution dépend d’une équation de
Laplace.

Remarque. — D’une facon générale, si f ne dépend que de 'un des
couples de variables (a, p) ou (b, ¢), 'une des équations dp + fda = o,
dq + fdb = o est complétement intégrable, et I’'on pourrait en déduire
des résultats tout & fait analogues au précédent. De méme si dans
I"équation (35) A ne dépend que d’un couple de variables (a, b)
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ou (p, g), 'une des équations

da 4+ hdb=o, dp +hdy=o

est complétement intégrable.
Par exemple, si / ne dépend que des variables (a, p), on démon-
trera aisément que I'intégration de I’équation symbolique

(dp + fda)(dg + [db)=o

revient 4 la recherche des congruences telles que I'un des points
focaux sur chaque génératrice soit le point de contact de cette généra-
trice avec un cylindre dont les génératrices sont paralléeles & 'axe Oy,
ces cylindres dépendant d’un paramétre arbitraire

12. Quand on se propose de déterminer une congruence de normales
possédant quelque propriété relative aux points focaux ou aux plans
focaux, qui se traduit par une équation symbolique comme celles que
nous considérons dans ce travail, on peut prendre pour résolvante
équation (23)du n® 6. Il faut d’abord ramener a la forme canonique
équation qui exprime que la congruence est formée de normales :
une surface. Si les axes de coordonnées sont rectangulaires, il suffit
de poser pour cela

uw ) u

) b= —
V—u?— Vi—wr—o?

. T ; I
ce qui donne Ja*+b*+1 =-————; on a une congruence de

/ - 9
Vi—ur—p?

normales si u, ¢, p, ¢ vérifient I'équation symbolique

dudp + dvdg =o,
dont on obtient la solution générale en posant -
of 9/

f':".—_’ [/:W,

 / étant une fonction arbitraire des variables «, ¢. Il est quelquefois



352 o ‘ E. GOURSAT..
préférable d’introduire les variables de O. Bonnet en posant

1~—ap ‘___I.I+ocﬁ

«—p’ T a =g’

U= —F

. . " /ot —+ 2 .
ce qui donne 1— u* — ¢* = ( = ‘3> » et par suite
o o=,

I—-aﬁ [_l.1+aﬁ e ot — [5

— 2 b2 — .
ae!—lﬁ ) a+{3’ VI @240 oc+ﬁ

Les formules du changement de variables donnent ensuite

a —=

‘ 5— . a : J
P——d-{t‘_ 2b+a[(a“+l)£+(ﬁz+l)5£],
_df_ lﬁ_a . df \ df
q 5‘—’*_55—4—0:{(““')@‘*‘(5——)55]

Il suffira de remplacer a, b, p, ¢ par les valeurs précédentes dans
I’équation symbolique qui exprime la propriété des congruences que
on veut obtenir, et d’appliquer les régles du calcul symbolique pour
parvenir & Péquation aux dérivées partielles qui détermine la fonction
J(a, ). Cherchons par exemple les congruences de normales pour
lesquelles le milieu des centres de courbure principaux est un point
déterminé de chaque droile, ce qui conduit & une équation de laforme

(45) dadg + dpdb +F(a, b, p, g)dadb=o.

Des expressions de a, b, p, ¢, on tire

(14 B2)da + (1 + a® clp

(ﬁ)—-l)da—i— (az——l)dﬁ

da = — CENA dp = CESE
dar{b—?i—@—z—:——o—‘—-d dp
=2y

On trouve de méme, en appliquant les régles de la multiplication

symbolique,

dadq + dpdb = ; ”/‘p)u 2t — (3?) -()(i({(z o dl{)";k 3{ + ‘)S’:/ I,
ou k= - gT L’équation (45) devient
(465 0f | dlogk of dlogk of _F

Jz0f " OB 02 " Oz 0B @B
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0205
tion linéaire de p et ¢, F = A(a, b)p + B(«a, b)g + C(a, b), on a une
équation de Laplace dount les coefficients peuvent étre quelconques.
~ , . . . . , ., JA JB
Cette équation sera & invariants égaux si 'on a = 5

Jdb T da
g OU U o N
alors écrire F = —p + —— ¢ + C; il existe une infinité de fonctions U
da b ’

et ne renferme qu’'une dérivée du second ordre - Si Festune fone-

- On peut

pour lesquelles les invariants de I’équation (46) sont nuls, dontla plus
simple correspond au cas ou I'on se donne la développée moyenne (*).

NOTE.

Dans un article antérieur déja cité ( Bulletin des Sciences mathéma-
tigues, t. 52, 1928 ), j’al montré qu’on pouvait obtenir explicitement les
équations générales des congruences telles que les points focaux sur
chaque génératrice soient conjugués par rapport & une quadrique. Ce
probléme peut étre considéré comme un cas particulier d’un probléme
plus général qui admet aussi une solution explicite.

Soit (X) une surface non développable. A chaque point M de la sur-
face faisons correspondre une droite D située dans le plan tangent en
M a (X). Lorsque le point M décrit la surface (X), la droite D engendre
une congruence. Soient F,, F, les deux points focaux de cette con-
gruence situés sur la droite D. Comment faut-il prendre la droite D pour
que ces deux points focaux sotent conjugués par rapport aux points de
rencontre de D avec les asymptotes de l'tndicatrice au pornt M?

Si la surface (X) est une quadrique, les points de rencontre de D
avec les asymptotes de I'indicatrice sont les points de rencontre de D
avec cette quadrique, et le probléme est identique & celui qui vient
d’étre rappelé.

Nous supposerons les coordonnées x, y, = d’un point M de (X)
exprimées au moyen des paramétres «, 3 des lignes asymptotiques.

(1) On peut aussi traiter facilement toutes ces questions en se servant des formules
données par G. Darboux dans ses Lecons sur la théorie des Surfaces (t. I, 1ve édi-
tion, p. 245, 2¢ édition, p. 297 ).

Ann. Ee. Norm., (3), XLVII. — NovEMBRE 1930, 45
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Ces fonctions vérifient, comme il est bien connu, les deux relations

dr  dy  ds dr  Jdy ds
dz  Jdx  J= dx dx J=
da dy 05 dr dy 03 |=o;
B 0 03 |7 B I 9B
rx Py Jz Na d*y dis
D7 07 Jx? 95T I0FE 9B

on peut donc déterminer quatre fonctions a, b, a,, b,, telles que 'on
ait & la fois

( P or dr az?y _dy / dy s ds L s
CNmETEeR Tt Tt me g
S d*x dr ox 9y dy Ay )z K Oz

( ()? =d 5 -+ /)‘I@, W:al;}z - b];);_@, ;)-B—_l:nl-(-}; -+ //,JE-

Une droite D du plan tangent en M a (X) est définie par ses deux
oints d’intersection avec les tangentes asymptotigues, dont on peut
p 8 I
écrire les coordonnées

. dx _dy . 0z

€Ty - A (7:; ’ M=)y -+ A a;{ ) S =3z A (7;,
( /8 M A
v , x - | dix ) ) J.()'y J():
X == Lt 1 V== ) == 1L D= T e s

[ Cogr Tl ROE AT RE

7 et w étant deux fonctions quelconques de «, 3. Cette droite D est
donc représentée par les équations

X3 0y 50k

V4 dot ' 1224 Jdo
(49) = - = = =q.

X i da v - ’ ’ =

P ~—.L~——{J.;)‘S -} '—'KJ."}E ‘—,.——(Jv;)_g

Les valeurs de ¢ qui correspondent aux deux points focaux sont
racines d’une équation du second degré, qui s’écrit sous forme de
déterminant

(1—0) 2% 4 i(; Q_) .2 <[J_ 0.
N 0a dz\" dx Cda dﬁ)’
d.r d /. dx J .\
5 f_):r or
oz PR

\
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la seconde et la troisitme colonne se déduisant de la premiere en y
remplacant 2 par y, puis par 5. En tenant compte des formules (47),
ce déterminant peut encore s’écrire

<l~’ - 0% 5 N 54 ri)[J. Jx rug*_.z;_
‘)“‘t“‘ Z)-y-—r— .((’)Tz—r I‘J_‘JJ;>.(T§—'Jl ()1()23’
I o J [ . Jua 7()'-’.1 .
73"—."['“1 () —*(l o {J;)z———J[.L)l -(-)—3'7— d.‘/dl:‘)’ =0
. ox o
Jz  HoE’

Ce déterminant est la somme de quatre déterminants partiels qui
contiennent en facteur le déterminant

Jdr dy Js
«_ | dx ady dz |

J*z *y 0*s3

0zdB 0205  J2dB

en supprimant ce facteur et en ¢galant & zéro le coeflicient de ¢, on

obtient la condition

- 52 . , Ok
20 2 e ==,
(50) e 7%
qui peut encore sPécrire
1 N\
(51 ()( _> - )
) D\
9z T dx
On en tire immédiatement
. I ) 1 )
(52) .—:i, _.:__-{/T‘,
A dx 1 a5

I

J(«, B) étant une fonction arbitraire de «, 3. Il suffit de remplacer %

et u. par ces expressions dans les formules (49) pour avoir les équations
de la droite D située dans le plan tangent en M.

Remarque. — L’équation ( 51) peut s’écrire symboliquement

. u’(l)(lz +(/<L)z/§:u.
z \
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ce qui est bien d’accord avec le résultat rappelé au début de ce para-
graphe.
La solution analytique précédente peut étre remplacée par une
construction géométrique simple. En méme temps que (X), considérons
)
la surface (') représentée par les équations

a'=.r vi=y, s'=zs+ a(,0);

le plan tangent a pour équation

N—z Y—y Z—z:—0
dx f)_l Jdz  Jo
Ja do Jda ' dz |=o
ox dy 0z Jdo
B 05 dp 0

et il rencontre la tangente asymptotique

i o N Dy . . dJz
\:.I‘+7\f—, Y=+ 1=, Li=5—+ 1 —>
Az - Az Az
en un point pour lequel on a
) ()gb N ;5 1
N —— == == O ou \ T ———— ®
dz. v J loo [ 1
— oo —
dz "\ w .

Il rencontre de méme la seconde tangente asymptotique

. Jdx - Jdy . Js
.\:.r—:—I.La—B, \:.,""i".'-’-"‘ A::—}—;J.()—ﬁ—,

—= 9
a3

g2

— lo
03
S

S= log(’a) pour retrouver les formules (52). On peut donc énoncer
le résultat sous la forme suivante.

On fait correspondre les points de (X) et dune autre surface arbitraire
(X1 qui sont sttués sur une paralléle @ une direction fize et l'on prend
Uintersection des plans tangents aux points correspondants: On obtient
ainst une congruence telle que les points focaux de chaque génératrice

en un point vpour lequel on a w= TT—; Il suffit de poser

)
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solent conjugués par rapport aux points de rencontre de cetle génératrice
avec les asymptotes de U'indicatrice en M a (I), et on les obtient toutes
de cette facon.

Les surfaces (X), (¥') jouant le méme role dans cette construction,
les points focaux sont aussi conjugués par rapport aux asvmptotes de
I'indicatrice a (X).

Le probléeme dont il s’agit étant de nature projective, on peut rem-
placer cette construction par la suivante; on fait correspondre les
points de (X) et d'une autre surface arbitraire (X') qui sont sur une
droite passant par un point fixe, et 'on prend l'intersection des plans
tangents aux points correspondants.

En transformant par dualité la proposition qui précede, on obtient
le théoréme suivant : « On fait correspondre les points M, M" de deux
surfaces (X), (X) de facon que la droite d'intersection des plans
tangents en ces deux points soit située dans un plan fixe P. Les
droitesMM'forment une congruence dontles développables découpent
sur (X)et (¥') deux réscaux conjugucés. » Cette propriété est bien
connue (G. Darboux, t. II, p. 233), mais on voit de plus qu’en pre-
nant arbitrairement la surface (¥') on obtient toutes les congruences
dont les développables découpent sur () un réseau conjugué.

Inversement, cette derniere propriété peut étre démontrée directe-
ment, et elle entraine la proposition que nous avons démontrée
d’abord. Soient en effet (X) une surface quelconque, (R) un réseau
conjugué situé sur cette surface. D’aprés un théoréme bien connu de
Peterson, il existe une infinité de surfaces (¥') sur lesquelles il existe
un réseau conjugué (RY), les tangentes aux courbes de (R') étant res-
pectivement paralléles aux tangentes aux courbes du réseau (R) aux
points correspondants M, M’ des deux surfaces.

Il est clair que la droite MM’ engendre une congruence dont les
développables découpent les réseaux (R) et (R") sur les surfaces (X)
et (¥). Il suffit d’'une transformation par polaires réciproques pour

-retrouver la premiére proposition.



