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SUR DIFFERENTES QUESTIONS

RELATIVES AUX

EQUATIONS DE TYPE ELLIPTIQUE

Par M. Greorces GIRAUD

Professcur a ’Université de Clermont-Ferrand.

Introduction.

Cet article fait partie d’un ensemble de travaux consacrés aux équa-
tions aux dérivées partielles du second ordre de type elliptique,
linéaires ounon, a m variables indépendantes ().

Relativement aux équations linéaires, des solutions élémentaires
de certaines équations dont les coefficients sont définis dans tout
'espace et se réduisent & une certaine distance de l'origine & ceux
de I'équation

u
2 — &u=0o0 (g>o0),

o O3

(1) Voici la liste de ceux de ces travaux auxquels nous aurons fréquemment a
renvoyer au cours de cet article, avec les abréviations par lesquelles nous les
désignerons :

A. Sur le probléme e Dirichlet généralisé, équations non linéaires a
m variables (Ann. sc. Ec. Norm. sup., t. b3, 1926, p. 1-128).

B. Sur le probléme de Dirichlet généralisé, deuxiéme mémoire (Ann. sc.
Ec. Norm. sup., t. 4. 1929, p. 131-245).

C. Sur les équations aux dérivées partielles du type elliptique (Bull. Sc.
math., t. 53, 1929, p. 367-395).

Un article Sur les équations de type elliptique et la méthode des approzi-
mations successives (Journal de Math., t. 8, 1929, p. 269-300) traite rapide-
ment la question d'une facon intermédiaire entre celles de A et de B,
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le coefficient de « étant en outre négatif dans tout I'espace, jouent un
role prépondérant. On verra ici queces solutions élémentaires existent
siles coefficients satisfont dans tout 'espace & une condition de Lips-
chitz généralisée et si en outre le coefficient de u est négatif ou nul
dans tout I'espace. On y trouvera en outre une étude plus détaillée de
la dérivabilité de ces solutions élémentaires.

Certaines équations sont identiques a4 leurs adjointes; c’est le cas
notamment de certaines ¢quations ou figure I'invariant différentiel du
second ordre de Beltrami pour une multiplicité & 7 dimensions dont
on donne I’élément linéaire. On verra comment des résultats classiques
de la théorie de 'équation de Fredholm permettent de généraliser pour
ces équations un théoréme de M. Picard sur I'équation des membranes
vibrantes, théoréme qui a déja fait 'objet d'une premiére généralisa-
- tion due a M. Sanielevici.

L’allure des dérivées de la solution « d’un probléme de Dirichlet
linéaire sur la frontiere du domaine est fondamentale poar la solution
des problémes de Dirichlet non linéaires, Cette étude est rapidement
reprise ici pour ¢largir les hypothéses faites précédemment. A ce sujet
se rattache la construction de fonctions assujetties i des conditions aux
frontiéres données, portant sur les dérivées jusqu’a un ordre donné,
opération qui se présente a plusieurs reprises dans la théorie actuelle.

Cet article revient ensuite, pour le démontrer completement sur le
théoréme concernant les dérivées de u, d’ordre supérieur au second,
quand on suppose que u satisfait & une équation, linéaire ou non, de
type elliptique et que ses dérivées secondes satisfont & une condition
de Lipschitz généralisée. On passe aisément de la au cas ou I'équation
donnée est holomorphe, cas ot « I'est aussi; cette proposition géné-
ralise un théoréme bien connu de M. Serge Bernstein concernant le
cas de deux variables indépendantes. Le théoréme sur le probléme de
Dirichlet pour les équations non linéaires est repris rapidement avec
des hypothéses plus larges que précédemment.

Le probléme dit de la chaleur qu'il n’y a pas lieu, & notre point de
vue, de considérer séparément de celui de Neumann, est généralisé
pour les équations linéaires quelconques. On'y 1“etrouvcra un fait déja
signalé dans des circonstances plus étroites, savoir que les hypothéses
nécessaires & notre solution de ce probleme sont plus larges que les
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Pea

hypotheses correspondantes relatives au probléme de Dirvichlet; les
raisonnements sont d’ailleurs plus brefs.

Il 0’y a aucune difficulté & considérer un probléme mixte, ou cer-
taines frontiéres portent les données d'un probleme de la chaleur, et
certaines autres celles d’un probléme de Dirichlet, ces frontiéres étant
sans points communs les unes avec les autres pour éviter les singula-
rités qui se produiraient i la séparation des deux sortes de données.
Cette étude est donnée ici avec des hypotheses un peu plus larges que
celles que nous avions faites antérieurement pour le probléme de
Dirichlet linéaire; les nouvelles hypotheéses s’appliquent d’ailleurs
aussi & ce dernier probleme.

I. — Sur la solution élémentaire.

1. Sil'on donne I'équation linéaire

N Z d*u 2 ; Jdu N
(te) = a D cClU =0
3 * i()ll()lu a2 l().l‘a

(o, P==1, 2, ..., ma,s=ua1,),

(1) ,

ot les a, 5, les b, et ¢ sont des fonctions données de x,, z,, . .., z,,
et ot u est la fonction inconnue, on peut définir I'équation adjointe
comme étant

Dy e d(byyp)
N 2.59) 2 _(_1_)—*-(;(::0,
o4

2 2(¢) —= AT S
(2) g() }.‘ O, 0 oz,
et cette définition est valide si les dérivées secondes des a, 5 et les
dérivées premicres des b, existent.

Mais si 'on pose, dans I'équation (1),

de sorte que cette équation devient

' . du , du
(3) Fw) 2 u()lo "D’()._t_;>+2ab°‘;)_1?;+c”:0’



200 GEORGES GIRAUD.

I'équation adjointe devient, dans la méme hypothése,

7] o (D)
y G =F O (0 )y M
(0 g Z,N_g dry <( »3 ()J'1> i, Ju,
On remarque alors que, si 'on prend cette nouvelle facon d’écrire
I adJomte comme une définition, celle-ci a un sens pourvu que les a, g

da
etles b, oulesb,— X 7 ; % aient des dérivées, et ces nouvelles hypo-

theses sont plus larges que les anciennes.

Cest cette nouselle définition que nous adopterons désormais. Si les
dérivées des a, 5 et des b, sont continues, les différentes conséquences
de la formule de Green (") subsistent sans modification.

2. Sil'on suppose que c et les dérivées premicres des a, g et des
b, sont continus (L)(*), les autres hypotheéses relatives & I'existence
de G(X, E) subsistant (*) (¢’est-a-dire que, hors d’un certain domaine
borné, les a, 4 sont nuls si 8 =%« et égaux & un si f=u«, les b, sont
nulsetc = — g*, g étant positifet constant, et que de plus ¢ est négatif
dans tout I'espace), cette solution élémentaire G (X, E) satisfait, rela-
tivement & =, & 'équation adjointe. La démonstration donnée dans un
cas plus particulier (") subsiste en effet.

3. Les hypothéses faites dans le (ravail cité pour parvenir a la fone-
tion G(X, E) peuvent étre élargies : il suffit en effet de supposer que
tous les coefficients a, s, b,, ¢ sont continus (L) dans tout Uespace, ces
coefficients gardant lo: mémes valeurs que ci-dessus hors d’un certain
domaine borné et ¢ ¢tant négatif dans tout 'espace. Pour le voir, il

(") B, §V, théor. 3, p. 209 et 210.
(*) Je rappdle que je désigne ainsi les fonetions satisfaisant & des conditions
de Lipschitz généralisées

lo(X) —o(Y) | <ALM(X,Y) (k>o0,0<< <),

ot L (X, Y) est la distance des deux points de I'espace a m dimensions, ket A
étant constants; £ est nommé lexposant et k, le coefficient de continuité (L).
(*) B, §V, théor. 2, p. 194.
(*) B, §V, théor. 2, p. 200.
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suffit de modifier un seul point de la démonstration (') : pour limiter
dans e domaine L (0, X) <R+ ¢ les dérivées secondes de G' — @’
par rapport aux a,, les dérivées premicres et la fonction méme ayant
déja la limitation O [¢#" =], il suffit de considérer G' — @' comme
solution d’'un probleme de la Chaleur (*) dans une hypersphére de
rayon assez petit; on sait en effet que ce probléme est soluble si les
ay.3, les by et ¢ sont continus (L), moyennant une condition de signe
qu’on peut toujours remplir, et pourvu que le rayon de I'hypersphére
soit assez petit: les dérivées secondes de la solution peuvent étre limi-
tées dans les mémes conditions, ce qui suffit.

4. La condition ¢ < o dans tout lespace peut étre remplacée parc <o,
pourvu que, hors d’un certain domaine borné, on ait toujours
¢ — ___g.'z’ g> o.

Placons-nous en effetdans cette hypotheése et soit 7 (X) une fonction
continue (L) dans tout I'espace, nulle hors d'un certain domaine
borné, et telle que ¢ — 7 soit négatif dans tout I'espace. Soit G(X, )
la solution élémentaire de la nature considérée, relative a I"équation

Posons

Al

~

(5) w(N, E):——?./ G(IX, A)yp(N, Z)dV,.
I'intégrale étant étendue a tout 'espace et 4 ayant, comme dans le tra-
vail cité, la valeur

(6) '/.:5),"'-’7-m'_"l‘<’-n~'-~l> (m > 2);

o(X, E)est une fonction & déterminer par I’équation de Fredholm (*)

A1

5 (X, E) — 7.'/'(.\.)/ GIX, A oA, E)dVy= 1w (X)) G7 (X, E)

(7)
( (2p>m),
(') B, §V, théor. 2, p. 207.
(2) Voir G, p. 380 et suiv.
(3) Voir B, p. 213, les définitions de'G, et de G'?; ou ci-dessous, § IV, n° 2.

Ann, Ee, Norm., (3), XLVII. — JuiLLer 1930. 26
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ol P'intégraleest étendue a tout U'espace. Lathéorie de Fredholm s’ap-
plique & cause de la facon dont G se comporte a I'infini et parce que 7,
est identiquement nul hors d’un certain domaine borné ().

Pour prouver que ¢ existe, il suffit de prouver qu’il n’existe pas
d’autre solution que ¢ = o pour I'équation

13

a(‘;\')—~7,74(_X_)/ G(N. A)o(A)dVy=o.
Soit en effet o une solution quelconque de cette équation et soit
1/(_}{):——7./. G(N, A)a(A)dVy;

w satisfait a Péquation (1) et s’annule & I'infini. Je dis que « est identi-
quement nul. En elfet, posons

U= _h —eV*)p,

h et M étant des constantes positives qu’on va déterminer; r est la dis-
tance de X a I'origine supposée placée en un point ot ¢ < o; ¢ estune
nouvelle inconnue. Si 2> 1, le coefficient de ¢ dansle second membre
est partout positif. D’autre part,

F(h —e™y=—e M — AM* E, gay'gryxg + oM 2, (g, 4+ byay) — ]+ he;

il existe des constantes A, B, C, D toutes positives telles que le crochet

soit moindre que
— 4MEA P4+ 2M(Br+ C) + D;

supposons ¢ < o pour r<r, ; nous pouvons prendre M assez grand pour
que ce crochet soittoujours négatif pour » > r,; d’autre part, M étant
maintenant fixe, nous pouvons prendre /A assez grand pour avoir

F(h—eM) <o

quand r < r,; alors il est visible que la méme inégalité a lieu dans tout
'espace. ¢ ne peut donc avoir nulle part ni maximum positif ni mini-

(1) B, §V, théor, 3, p. 215.



SUR LES EQUATIONS DE TYPE ELLIPTIQUE. 203

mum négatif ('); mais ¢ s'annule a Uinfini; done ¢ est identiquement
nul et  de méme. Done enfin 5, quiest égal & 7 u, est nul.

Ainsi g (X, ), et par suite z(X, =), existent. Alors la fonction
G,(X,E)—u(X,E) est la solution élémentaire cherchée de I'équa-

tion (1). Cette solution est évidemment unique.

5. Dans le but de rassembler des énoncés de méme nature, repro-
duisons ici un résultat du travail cité (*):

St les dérvées d’ordre g2 1 des a,, 4, d'ordre q — 1 des b, et de c sont
continues (L), & peut étre deérivé jusqu’a 2q -~ 1 fors, dont g+ 1 fors au
plus par rapport aux coordonndes de X et q fois au plus par rapport aux
coordonnées de Z. ] '

Quand X tend vers =, ces dérivées se comportent comme celles de la
fonction nommée ® a 'endroit cité. :

6. Siles dérivées d’ordre g 2 o des a, 4, des b, et de ¢ sont continues(L),
G peut étre dérivé jusqu’a 2q + 2 fous, dont q—+ 2 fois au plus par
rapport aux coordonnées de X et q fois au plus par rapport aux coor-
données de .

La démonstration est toujours la méme et repose sur ce que ces
dérivées existent pour la fonction @ (*). Sil’entier arbitraire qui figure
dans @ a été pris assez grand, toutes ces dérivees de différents ordres
sont continues pour G — & (comme dans le cas précédent).

Remarque. — Si ces hypotheses ou celles du n* 5 sont vérifiées
seulement dans une région de I'espace, on peut dériver par rapport
a X le nombre de fois indiqué si X est dans la région et Z n'importe
ott. De meéme les possibilités de dérivation par rapport & Z dépendent
seulement de la région ou est Z.

7. St les dérwées d’ordre q22 des a, s, d’ordre q — 1 des b, et d’ordre

(1) B, §V, théor. 2, note de la page 200.
(*) B, §V, théor. 2, p. 208.
)

%) G, théor. 1 a 8, p. 370 & 378,
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g — 2 de c sont continues (L), on peut écrire

G(X, Z)=0(X)L(Z)N(X, Z),
ot ¢ ety ne s’annulent nulle part et ont leurs dérivées d’ordre q conti-
nues (L), et ot N(X, E) peut étre dérivé jusqu'a 2q—+ 1 fois, dont
q 1 fois au plus par rapport aux coordonnées de chaque point.

En effet, remarquons d’abord que G est positif ounul dans tout I’es-
pace, puisque autrement il devrait atteindre un minimum négatif, ce
qui est absurde [ ceci suppose ¢ < 0, mais la transformation employée
ci-dessus(n® 4) étend le résultat au cas ou ¢ peut s’annuler]. La fonc-

(m)
tionf G (X, A)dV,, ou 'intégrale est étendue a tout 'espace, est

donc positive; en outre elle est bornée ainsi que ses dérivées jusqu’a
Iordre g et que les coefficients de continuité (L) de ces derniéres

(n°5) ().
Soit

. q+1
. e (g-+~k+0!
(8) Q(1)= 1+ [1+2 VRSN §

k=1

de sorte que Q(o)=o0, Q (1)=1, les dérivées jusqu’a 'ordre g+ 1
ayant les racines zéro et un; de plus Q' (2) est positif pour o <<t< 1 et
I'on a l'identité

Q) +Q—t)=1.

Nous allons changer d’inconnue dans I'équation (1). R étant un
nombre positif assez grand, nous poserons, pour L (0, X)<R,

(m)

uw=7my G(X, A)dV,;

pour R <L (0O, X)<2R, nous poserons

(m) -
u:va[g ﬁ——}i}]f G (X, A)d\',‘-*—v()[li.(_ol_;}_\_l];

enfin pour L (0, X)>2R, u=yv. Les coefficients de I’équation en ¢

(*) Voir aussi B, § I, théor, 5 & 8, p. 146 et 147.
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satisfont aux mémes hypothéses que ceux de I'équation en u, car ¢ qui
seul peut faire difficulté sera stirement négatif dans tout 'espace si R
est assez grand; en particulier, pour L(O, N)<<R, ¢=— 1. Nous
voyons en outre que si R est assez grand pour que l'équation (1) se

réduise a
Z J*u 3 o
- — 2y —
Ldri ° ¢

dés que L (0, X)>R, le coetficient analogue & ¢ pour I'équation en ¢
a ses dérivées d’ordre ¢— 1 continues (L). Donc la solution élémen-
taire de cette équation peut étre dérivée jusqu’a 2¢ + 1 fois (n° 5) dont
q + t fois au plus par rapport aux coordonnées de X et ¢ fois au plus
par rapport a celles de Z. Soit N, (X, Z) cette solution élémentaire ;

on a
G(X, E)=0(X)N,(X, B),

ou ¢ (X) a ses dérivées d’ordre ¢ continues (L) et ne s’annule nulle

part.
Mais on peut échanger les roles de X et de Z et prouver ainsi que

G(X. E)=U(Z) N, (X, E),

U () ne s’annulant nulle part et ayant ses dérivées d’ordre ¢ conti-
nues (L), et N, étant de la méme nature que N, apréséchange des deux
points, car les coefficients de I'adjointe satisfont aux mémes hypo-
théses que ceux de &, sauf pour le signe de ¢, ce qui n’importe pas.

Donec si
N (X, E)=U(E)N(X, B),

la fonction N jouit des propriétés énoncées.
On voit aisément ce qui arrive si les h) pothéses ne sont remplies
que dans une région de I’espace.

» et d’ordre

ddy, 5
8. St les dérvées d’ordre g> 1 des a, 5 et des b, — Xy ‘“i

q — 1 de c sont continues (L) G (X, E) peut étre dértvé jusqu’a 2q + 1 fois
dont q + 1 fois au plus par rapport aux coordonnées de chaque point.

En effet les hypothéses du n° 5 sont satisfaites pour l’équation
donnée et pour son adjointe.
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9.

Nous pouvons remarquer que 'équation

0 ( du = o
), - | {y.8 5— ci =
(9) A‘d;“g ()ul‘:j \ *es dus,

est identique & son adjointe. Si donc les hypothéses relatives a I'exis-
tence de G(X, Z) sont remplies, cette fonction est symétrique.

10. Ce qui précéde nous permet d’élargir les hypothéses faites dans
la solution générale du probleme de Dirichlet pour les équations
linéaires (V) : il suffit que c et les dérivées des fonctions a3 et b, — Xq

dagy . . T . , o -
L Sotent continus (L) dans un domaine contenant @ +'S a son inité-
,(j ’

rz'(’z.zr, et que les coordonnées des points de 'S soient des fonctions de m — 1
paramétres dont les dérivées sont continues (L) et dont les déterminants
Jonctionnels ne s’annulent pas ensemble.

- En effet ces conditions sufflisent pour que nous puissions introduire
I’adjointe; il nous suffit donc de voir qu’elles suffisent aussi pour-que
nous puissions prolonger les coefficients a, 4, b,, ¢ dans tout ['espace,
de facon a remplir toutes les conditions.

Pour le voir, nous reprenons le polynome Q (¢) qui nous a déjaservi
[n° 7, relation (3)]. D’autre part nous introduisons m fonctions ¢, (s,
Say e evy Sm—) (=1, 2, ..., m) des paramétres des points de &, les
dérivées de ces fonctions étant continues (L); ces fonctions doivent
satisfaire & I'identité Xc; == 1 et de plus, en désignant par &, (z =1,
2, ..., m)les cosinus directeurs de la normale 4 8, Zm,c, ne doit
s’annuler nulle part sur $; ces fonctions ¢, existent (*). Désignant
alors pars, un nouveau paramétre, nul sur 8, lié¢ & 2, ., ..., 2,
par les équations

= [2 (81, Say -y Sy ) A SmCa (81 Suy oo vy Sty )

(z=1,2,....1m),

et positif hors de @ (cecia lieu en changeant au besoin les signes des
¢.), nous nommons s, un nombre tel que la transformation ci-dessus

(*) B, §V, théor. 3 et &, p. 208 & 230.
(*) B, §11I, généralisation du probléme de Dirichlet, p. 165.
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~J

entre (8, S, ..., 8,) et (&, X2, ..., 2,) soit biunivoque pour
0<s,, S5, 5 de plus, s, doit étre assez petit pour que tous les coeffi-
cients a4, b,, ¢ satisfassent dans cette région aux hypothéses énon-
cées.

Soit alors & une-fonction dontles dérivées sotent continues (L)dans
le domaine formeé de (D et de cette région. Nous voulons la modifier
dans cette région, sans altérer la continuité (L) des dérivées, et de
facon que, pours, =s,,
dérivées & zéro. Il nous suffit pour cela de remplacer ¢ dans cette

région par
¢<3(1—~§$>—r¢1<3(?ﬁ),
v e

le nombre ¢ qui figure dans Q ayant la valeur de zéro.
Si U est seulement continu (L), le méme procédé permet de le pro-
longer en respectant cette continuité (L); on peut méme prendre

la fonction se réduaise a la constante U, etses

q=—1I.

C’est ce procédé que nousappliquerons d’abord aux @, 4; nous ajou-
terons ensuite aux valeurs modifiées des «,, une méme fonction
Ms:, (s, —3,)* de facon que D'équation modifiée reste de type ellip-
w ()(’.‘Lf'i
=3 diay
des b, étant modifié de ce qu’il faut pour que le total ait la valeur
voulue. Ensuite on choisit les fonctions 0, et ¢ comme dans le travail
cité. Les résultats subsistent donc dans nos nouvelles hypothéses.

tique. Puis le méme procédé sera appliqué aux b, — » chacun

N ()((1\3
- ().L‘;J)
peuvent étre pris nuls dans tout espace; on constate alors que les
fonctions 0, peuvent étre prises nulles si c<o dans tout I'extérieur
de @, done sur 8.

“Que ¢ soit ou non partout négatif ou nul sur 8, si 'on est dans un
casou le probleme de Dirichleta une solution et une seule, la fonction
de Green est symétrique, ce qui fournit la généralisation de résualtats
connus. Ainsi iy a uneinfinité de valeurs du paramétre k, toutes réelles,
pour lesquelles 'équation

J du
E |ty ~— ) 4+ ket =0
2.3 0xy Ty

11. Sien particulier nous reprenons I'équation (g), les b, —
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admet une solution nulle sur 'S, non identiquement nulle dans @. La
démonstration consiste d’abord & vérifier que la théorie de Fredholm
s’applique si Uon prend pour noyau la fonction de Green; cela n’offre
aucune difficulté. Si F(X, ) est cette fonction de Green pour I'équa-

tion (), ,
Z (_) <[‘:x [ ()U ) = 0
w0\ Ty )

[ F(N, 2)
e noyau symétrique VD)D)

des a,, s, car si

.

est posttif, D étant le déterminant

{n)
\»—/.7[ F(X, \) ”“ /\\:“

u est nul sur.§ et satisfait al’équation
2 J due e .
- | 5 4 =
» 2.5 ()J':j i ().1 % ¢
ce qui n’est possible que si £ > o.Ce noyau est dé/ini, car si

(m)
/ P, AL v o,
®» \ l)(,\)

I"équation aux dérivées partielles prouve que u = o. Il suffit alors de
considérer I'équation

(1)
u<X>—/~'7-f F(X, A)e(A) ) v, =o,
ol \D(\)

pour achever la démonstration (*).

(1) Cette fonction existe; voir B, deuxiéme application, p. 223.

(*) Goursat. Cours d'Analyse rnatlzem t. 3, 2¢ édition, Chap. XXXIIL. Pour
deux et trois variables, M. Sanielevici. aprés M. Picard. a établi des cas par-
ticuliers de cette proposition [ Sur les équations différentielles des cordes et
des membranes vibrantes (Ann. sc. Lc. Norm. sup., t. 26, 1909, p. 19 a g1)];
voir aussi Picarp, Sur une équation aux dérivées partielles du second ordre,
relative & une surface fermée, correspondant a un équilibre calorifique (méme
volume, p. g & 17).
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II. — Allure des dérivées de « sur le contour,
connaissant les valeurs de « sur le contour.

I. En reprenant ["équation (1) (8 1), nous avons d’abord le résultat
suivant :

St les dérivées secondes des coordonnées des points de’'S par rapport a
Sty Sas .- vs Sy sont continues (L) (les déterminants fonctionnels ne
s'annulant pas simultanément) et si ¢ et les dérivées des a, 4 et des

da,, . . \ .
b, — X3 _()TJj existent et sont continus (L) dans un domaine contenant

2
3 +8 a son wniéricur, st enfin les valeurs prises par w sur S ont par rap-
POTL s,y Say ...y Su des dérivées continues (L), toutes les dértvées de u

sont continues (L) dans D+ 8.

Ce théoréme élargit les hypotheses d'un théoréme démontré précé-
demment ('). 1l suffit, pour I'établir, de considérer « comme solution
du probléme de Dirichlet relatif & un domaine de mesure assez petite (*)
et dont la frontiére comprenne la partie considércée de §. La fone-
tion « s’exprime alors par la somme d’un potentiel de domaine attirant
et d’un potentiel de double couche, form¢és I'un et 'autre au moyen
d’une de nos fonctions G(X, Z). Le potentiel de domaine attirant ne
donne lieu & aucune difficulté. Le potentiel de double couche s’étudic
comme dans le théoreme dont nous élargissons ici I'hypothese, en
remarquant simplement que toutes les dérivations dont on a besoin
sont possibles (§1, n* 8).

Si les dérivées des valeurs prises parw sur 'S étaient seulement sup-
posées conlinues, on pourrait encore conclure que les dérivées
:))Zf; % =1,2,...,m—-1)sontcontinues dans -+ & (*).

2. 8¢ les déricées troisiemes des coordonndes des points de'S sont con-
tinues (L) (les déterminants fonctionnels ne s’annulant pas simuitané-

§ 1V, théor., 3, p. 185,
(%) B, § V, 3¢ application, p. »23.
(%) B, § IV, théor. 2, p. 181.

Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — JuiLter 1g3o. 27
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ment), et st les déricées secondes des a, .y et premiéres des b, et la fonc-
tioncsontcontinues (L) dans un domaine contenant D + 8 ason intérieur,
st enfin les valeurs prises par u sur'$ ont des déricées secondes continues
(L), toutes les dérivées secondes de u sont continues (L) dans @ +8.

~ On seraméne comme ci-dessus & 'étude d’'un potentiel de double
couche formé i I'aide de G(X, =E). L’expression déja vue (§ I, n° 7)
de G permet de décomposer ce potentiel en deux autres, 'un de simple
couche, l'autre de double couche, formés a I'aide de la fonction
N(X, Z). Le potentiel de double couche s’étudie alors comme dans le
théoreme que nous généralisons ici ('), et le potentiel de simple
couche, dont la densité a ses dérivées continues (L), ne donne lieu &
aucune difficulté.

3. Si les dérivées secondes des a, 5, premieres des b, et de ¢, sont
continues (L) les solutions de ["équation (1) (§1) ont leurs dérivées
troisiemes continues (L) dans tout domaine fermé intérieur & @ (§ 1,
n°5). Cela permet de dériver par rapport aux z;, et d’écrire

du gy 0w Dby Jdu e ,
——_ —_— — -
)1;) 28" 0rp day dry w vy Oy day

ou le second membre est continu (L) si les valeurs données sur S ont
des dérivées secondes continues (L). Nous pourrons done prolonger
le second membre hors de @ en respectant cette continuité (L). Si les
valeurs données de « sur S ontleurs dérivées troisiemes continues (L),
on en déduira que les dérivées troisicmes dew sont continues (L) dans
@+ & :on le verra en déduisant de 'équation ci-dessus une expres-

sion de ‘1'< : > (l<m) ol
. du g du dry

et en remarquant que les dérivées secondes des valeurs prises sur S

) . A
par %i[/ sont continues (L).

() B, § LV, théor. b, p. 18g.
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Si les dérivées secondes des a, 5, des b, et de ¢ sont continues (L),
u a ses dérivées quatriemes continues (L) dans tout domaine fermé
intérieur & D. Cela permet de dériver deux fois I'équation donnée. Si
les dérivées quatriemes des coordonnées des points de & et des valeurs
prises par « sur $ sont continues (L), on formera encore une é¢quation

7 ( J*u

—~—-) — fonction continue (L),
s dsy

d’oti I'on conclura que les dérivées quatriemes de « sontcontinues (L)
dans @ + 8.

It ainsi de suite : si les dérivées d’ordre ¢ 24 des coordonnées des
points de S et des valeurs prises par « sur & sont continues (L), et si
les dérivées d'ordre ¢ — 2 des a, 4, des b, et de ¢ par rapport aux .,
sont continues (L), les dérivées d’ordre ¢ de u sont continues (L)
dans D + .

4. Tuiorine. — Soit v (\\) une fonction continue (L) d'exposant h
et de coefficient M dans un domaine @, de la multiplicité a,, = o. Soit
G(X, A) une fonction définie et continue ainst que ses dérisées par rap-
port aux x, quand X et A sont différents, A appartenant a @, et X se .
projetant sur x,, = o cn un potnt X, de @, et ayant sa coordonnée x,,
posttiee et bornée; on suppose que, dans ces conditions,

FGON, Ay << NLA7m (X, A (1—Tle<< <),

()(.l j < NL/.u M= N. A ).

diry |

Alors la fonction
a (HL—1)

F(\N)= Lo tN) — ol A ] GON, A dSy

n
@,

est continue (L) d'exposant k—/h — 1 si k<1, d’exposant ausst peu
inférieur a hoqu'on veut si k= 1. :

Nous nommerons, dans cette démonstration, @ le domaine ou peut
varier X. Soit (" la partie commune & (@ et a une hypersphere. de
centre X et de rayon 2L(XN, Y), Y étant un second point de :
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solent (], la partie commune & " et 4 @, et @ le reste de ?,. On a

tH—-1i
FIN)—F(Y)= f [N — oA ]GINL A)dSy
ol

=1 ’
— [ (Y, — o (A)]G(Y, A)dS,
Jo
(rn—I1j
+ [ [or(X)) — (A ][GNCA) — GY, Ay s,
J@D
& (=11
+ [ (X)) — (Y )] G(Y, A\)dS,.
@
Or, k— m étant négatif et L(X,, A) au plus égal a L(X, A), on peut
écrire '
G(X, A )= O[ LA~ (X, A\h].

et I'on voit ainsi que chacune des intégrales étendues & @ est (')

N .
O — 228 {araer(), )
[/"—{—/z——11 (X "]

Dans @) on trouve
TGN, A) — G(Y. A <<y am1=ENL(X, Y) LA (X, A).
Nous avons & multiplier par ML"(X, A) et & intégrer dans la région
2L(X, Y)< L(X, A) < 2Ly,
ou L, est supérieur & la borne supérieure de L(X, Y) quand X et Y
varient dans (23 st k + A< 2, 0n trouve ainsi

of ;2

2 — h—

o
- LA+A=1 (X, )—]

pour la premiére intégrale étendue a (@,
On peut aussi limiter celte intégrale par unautre procédé applicable
méme si £+ A = 2. Cette intégrale est

2Ly Jei=lt—pi—1 -
O[ML\'L(_\, \’)f T (/‘OJ’

(1) Pour les détails de cette démonstration, coir B, § 1, théor. 1, p. 137 et sui-
vantes.
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ot r=4L*(X, Y) - 22 sl cette quantité est réelle, et »= o dans le

cas contraire. Si 2, 2 L(X,Y,), ce qui entraine »<x,,y3, nous éeri-

vons

2L, fe-lr—ppi—1
ne—22 L .2 2
f A N ! do
”

9L,

< S — 132 2 2
< anr ¢ (==

<o

b2
< Uy

Y0

et nous remarquons que

9

0

|

v

L

a1 1 m

e feerelt 11—

ot

dt + / 1= g
g

e 2l o L
f el gy é 1(#. 40 < l(‘lj;‘ ]
1

NEVREE

I'intégrale étendue & @ est donc dans ce cas

) {.\INL"""" XL Y ) log

L,
LN, Yy |

Si @, <L(X,Y) et par suite »>L(X, Y)y/3, nous écrivons

WLy T 2L,

f :olll~~'.‘( Io'.' -+ 11‘2“ ) 2 (/P ;]
” ’”

— 2L
< ( 3 fe+h—2 IJ/\'vI»/t———Q( x’ Y ) l():_‘, "‘ ‘-’ —;
v3) LN Y)\ 3

I'intégrale étendue & (0| est donc encore

O l:M.\’L/“' =N, Y) lo,rrl

(N, Y)

Enfin nous avons pour le dernier terme la limitation

L — K

0 [~“_\7 Lii=1 (X, Y )]
et

: L
- 20X, Y log —20
u‘ MNLIX, Y) log s )]

si A>1,

st A=1.

a1,

Pk»:rh——:: (/‘,J < phoh—2 h,g -
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Finalement ,
. oy g (){ML\</‘A+/IW[+ [‘.,,/..> L l.\,\)] (h<<1),
N ) — Y )= . ) :
‘ - MN . L.
it i oY = N
R ()[ 7 L (,\.\)ln‘_L(_\.\J ‘ (A 1)

ce qui démontre le théoreme.

5. Pour appliquer ce théoréme, prenons une fonction u, satis-
faisant dans le domaine borné ouvert @ al’équation (1)(§I)et prenant
sur 8 des valeurs continues (L). Si 8§ et les coefficients de 'équation
remplissent des conditions de régularité que nous allons préciser, et si
s, est le paramétre déja introduit (§ I, nv 10), on va prouver que les
dérivées, jusqu’a Uordre p de s/u, ot p est un entier arbitraire, sont
continues (L) dans le domaine s),<s, <o, s, étant une constante assez
voisine de zéro pour que, dans ce domaine, s,, existe et ait ses dérivées
jusqu’a Pordre p, par rapport & &\, 2., ..., x,, continues (L) : cela
suppose que les  fonctions x, = f, (8,81, ...,5,-,) par lesquelles
s’expriment les coordonnées des points de S. ont toutes leurs dérivées
Jusqu’a lordre p continues (L).

Nous considérons « comme solution d’un probléeme de Dirichlet -
dans le domaine limité par les multiplicités s, =o, s,,=s,,, et nous
prenons s, assez voisin de zéro pour qu’on puisse, sans diminuer la
généralité, supposer ¢ <o dans ce domaine (). Alors « s’exprime par
un potentiel de double conche.

Tant que X reste hors des multiplicités attirantes, ce potentiel se
dérive sans difficulté (§1, n° 9), pourcu que les dérivées d’ordre p des

| S day s
a, s et des b, — X4 —()—‘——

'
£

i

s et d’ordre p — 1 de c soient continues (L). On

peut considérer les dérivations comme appliquées au noyau

. JdG(N, A
.9/,‘,,2 Uy (A ®4(A) —-———-——’,
2.4 '

day

qui est O[L7o'=(X, A)] et chaque dérivation diminue I'ordre d’une
unité. Apreés kdérivations (£<p), le noyau seradonc O[L#+'~/= (X, A];

k4

() B, § V, 3¢ application, p. 223,
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si nous remplacons la densité 5(A) par 5(A) — 5N, ), nous pourrons
appliquer le théoreme précédent (une dérivation de plus par rapport
aux x, étant possible); et si nous remplacons 5(A) par s(\,), ¢’est
comme si nous avions dérivé un potentiel de densité constante : les
p dérivations donnent des résultats continus (L) dans @ + 8.

T()llt@b c«—"-s dérivées sont donc bien continues (L); comme toutes,

excepté ——, ont une puissance de s, en facteur, toutes, saufcette der-

) "
niére, s'annulent sur ; cette derniére prend sur $ la valeur p!u.

St I'on suppose que les dérivées d’ordre ¢ des valeurs prises par
sur & sont continues (L)(g=p), on trouve de méme que les dérivées
sp~4u jusqu’a ordre p sont continues (L) dans D + $;mais les hypo-
théses doivent étre complétées de facon & assurer la continuité (L) des
dérivées de u jusqu’a I'ordre ¢, c’est-a-dire que, si ¢ <3, lesdérivées
d’ordre ¢ — 1 des f,, doivent étre continues (L) (n* 1 et 2).

Soit = une fonction dont les dérivées jusqu’a 'ordre p sont con-
tinues (L) dans @ + 8. Ce qui préctde donne le moyen de construire
une définition de 2z hors de @, de facon que les dérivées jusqu'a
I'ordre p soient continues (L) dans le domaine total, pourvu que les
dérivées d’ordre p (d’ordre p + 1 si p<<3) des coordonnées des points
de S soient continues (L).

Il nous suffit pour cela de montrer qu’on peut construire cette
fonction ¢ dans le domaine 0o<s, <s,. Sur s, =s,, nous nous don-
nerons, par exemple, une valeur constante pour 7, et la valeur o pour
ses dérivées jusqu’a 'ordre p.

Nous prendrons pour o l’expression

m?

les fonctions o, et o, se trouvant comme on va dire. Considérons
I'équation

m
o 02w
— {]‘I, D— U
Zl ox3
=1

o, sera la solution de celte équation qui prend les valeurs données sur
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sw=o0 et sur s, =+, : les dérivées jusqu'a l'ordre p de ces valeurs
étant continues (L), toutes les dérivées de z, jusqu’a 'ordre p sont
continues (L).
=, sera la solution de la méme équation prenant sur les frontiéres
©— )

d( : S, ’ 5
les valeurs de o en les changeant de signe sur s,, = s,, : toutes
ni N

les dérivées jusqu'a 'ordre p du terme en ¢; sont continues (L.).

Et ainsi de suite : 9, estsolution de Ja méme équation et prend sur's
la valeur de la dérivée d’ordre &, par rapport i s,, de la différence
entre o et les I termes déja obtenus dans le développement; sur
.o les valeurs de la méme expression doivent étre multipliées

par (— 1)~

’
$ [/

7. Supposons que les dérivées des expressions paramétriques des
coordonnées des points de Ssoient continues (L) d’exposant £, et que
les valeurs prises sur $ par une solution u de I’équation

2 *u N

— — Q*u =0
.3 &

2 0xz  ©

soient continues (L) d’exposant > 1 — 4. Alors u est dans @ + 'S
continu (L) d’exposant A+ £ — 1 si £ <1, d’exposant aussi peu infé-
rieur &4 A qu'on veut si £ = 1. Cela résulte immeédiatement du n° 4
en remarquant que, d’apres la formule de Green, le potentiel de double
couche de densité constante est dérivable.

8. Soient maintenant s,, 5., ..., s, les parameétres déja introduits.
Le produit s, %[Z olt i + /4> 1 est continu (L) d’exposant o+ £k —1
si k<1, d’exposant aussi peu inférieur d 2 qu'on veut si 4= 1. C'est
toujours la méme démonstration.

IIT. — Propriétés des équations générales du type elliptique.

1. Atitre de lemme, nous commencons par le théoréme suivant :

TuEOREME. — Soit @D un domaine borné ouvert; on suppose que les coor-
données des points de-sa fronticre S s'expriment par des fonctions de
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m— 1 paramétres dont les dérivées d’ordre p= 1 sont continues (L)
d'exposant h et dont les déterminants fonctionnels ne s’annulent pas
stmultanément. Soit u une fonction continue ou continue (L) d’exposant h
dans @ +'S et dont certaines dérivées, d’ordre au plus égal a p, exustent
et sont continues ou continues (L) d’exposant i dans 0 +'8. Soit k un
nombre quelconque tel que o < k< h. On peut trouver un polynome P tel
que P—u et celles de ses déricées d’ordre au plus égal a p qui sont con-
tinues aient leurs valeurs absolues tn féricures a un nombre positif donné
quelconque <, et que les coefficients de contenuité (L) pour leaposant k
de celles de ces fonctions qui, d’apres les hypothéses, sont continues (L),
sotent inférteurs a <.

Nous allons voir d’abord qu’on peut trouver une fonction ¢(X) pos-
sédant dans tout 'espace les mémes dérivées continues ou continues
(L) que u dans @ + 8, et telle que, dans D + 8, ¢ — et celles de
ses dérivées, d’ordre au plus ¢gal & p, qui sont continues, soient infé-
rieures en valeur absolue a ¢, et que celles de ces fonctions qui sont
continues (L) admettent, pour 'exposant 4, un coeflicient au plus
égal & =. En outre, nous ferons en sorte que ¢(X)soit nul dés que X
sera assez loin de O.

Soient

Ty == [2 (14 Sure oo os Siy) (z==1, 2, ....m)

les expressions paramétriques des pointsde S. Reprenons le parametre
s, qui nous a déjh servi plusieurs fois. Soit |s,, | <« la région ou la
correspondance entre les , et les s, est biunivoque (s,, > o hors de @).
Soit z,, une fonction de s, définie par I'équation

2 S~ a\ ! : ‘ .
L= Sm— - —_— (o< b<<a, s, <<a),
P YN

ou b est une constante, ¢, est une fonction croissante de s, dont les

dérivéesjusqu’al’ordre p + 1 sontcontinues; pours, =—a,t, = — a,

ladérivéede,, est égaleh un, etles dérivées suivantes, jusqu’al’ordre p,

sont nulles; ¢, s’annule pour une valeur ¢ de s,, comprise entre o et a.

Soient «’ et ¢ ce que deviennent la fonction donnée u et la fonction

cherchée ¢ quand on les exprime a l'aide de s, 5., ..., s,. Dans la
Ann. Ec. Norm.. (3), XLVIL. — JuiLLET 1930, 28
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région — a < s, S0, nous prendrons

Tio . . .
CUS1 Say v e S ) =0 (S)y San ooy S LS

dans le reste de @, ¢ =wu. Nous dirons dans un instant comment nous
définissons ¢ hors de D. Vérifions immédiatement que ¢ possede
dans @ les propriétés imposées si b est assez petit. Il est tout d’abord
évident que ¢ a les mémes dérivées continues d’ordre <p que «, et que,
pour ¢ — u, ces dérivées sont inférieures a  en valeur absolue s1 0 est
assez petit. Il est évident aussi que, b tendant vers zéro, les coefﬁcients
de continuité (L), pour 'exposant /4, de celles de ces fonctions qui
sont continues (L), sont bornés. Soient u* et ¢* deux dérivées con-
tinues (L) correspondantes, d’ordre <p. On a

i (X)) — " (X)) — o (Y) =" (Y) | << 2o MLA(X, Y),
M étant indépendant de b. Mais, si v est un nombre positif donné, et
si b est assez petit, | «* — ¢*| est inférieur & v et par suite
[ (X)) — (X)) — ™ (Y) += " (V) | < 2m.
£N .y - ] N . /. .y “ .
Elevons la premiére limitation & la puissance ;> la deuxiéme a la puis-

L — I

h

sance » et faisons le produit :

h—k  x
P (X)) — 05 (N) — e (Y) - e*(Y) | << on & MALA(X, Y);

le second membre est moindre que ¢L* si v, ou b, est assez petit, ce
qu’il fallait démontrer.
Hors de &, dans larégion o <'s,, < ¢, nous prendrons

; $ -
V(e v\ — n o . - e
1 (81y Say o v vy Sy ) == (\)(1»* (> WSy Suy ooy Sieyy bn)e

Q étant le polynome déja défini (§1, n° 7, égalité (8)], avec g = p — 1.
Dans le reste de I'espace v = o. La fonction ¢ jouit ainsi de toutes les
propriétés voulues.

Il suffit done de démontrer le théoréme pour une fonction telle que ¢,
car dans la définition de ¢ on peut remplacer £ et ¢ par Pk %’ et

2

faire dans la suite des changements analogues.
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Supposons donc que la fonction « et certaines de ses dérivées jus-
qu'a lordre p soient, dans tout I'espace, les unes continues, les autres
continues (L) d’exposant %, et que u soit nul dés que X est assez loin
de O. Nous pouvons trouver un domaine contenant @, détini par des
inégalités.

e \
2SSy (=1, 2, ..., m),

dont la frontiére soit tout entiére dans la région ou « est nul.

Xy N .
changeantx, en x, -+ ——————(1. 2, ) (%=1, 2, ...,0), 1OUS NOUS
ramenons au cas ot ce domaine est défini par

L)

. LGNy — )
o mogn? e—— = =

= - 2 ) .
S (N)Y=(anm) ™ / 2 T )] I —d (Ve e V),
W Lo Va

o/

les intégrales étant étendues anotse domaine. Si nest assezgrand, u et
celles de ses dérivées d’ordre <p qui sont continues sont représentés
par celte intégrale el ses dérivées correspondantes avec un écart infé-
rieur & ¢ dans notre domaine. Pour montrer la propriété relative i la
continuité (L), des intégrations par parties permettent de se borner
au cas ol « est continu (L) d’exposant . On a alors

PR

. . sin®(nz,) .
b,/(}x):(/zﬁ)“"”/ WLy == 23, ooy Oy 4 25,) [l d Ad(zc i I,
. \ln':_,

le gl'omaine d’intégration étant — 7 > L5, < T — --ff(a =1,2,...,m),
ou simplement o <z, <=, en modifiant la définition de « hors du
domaine d’intégration, de facon que « admette pour chaque variable
la période 2 %.

Avec cette convention, on a

ol HE)

Su(X) — w( ,\“_')':- (/11:)”"“] [ee(rei+ 25, . 0y X+ 23,) — (2. .o, 2,)]

sin%(ns,) .
,<ll 2 (5 ey S

\III'S,
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I'intégrale étant étendue au domaine o < z, < w(a=1,2,...,m). Si
I’on introduit un second point X', la variation de S, — « sera une inté-
grale analogue, sous laquelle le'premier facteur est remplacé par

UL 25, ooy X+ 25)

() A 2E e Ly 23— (o) (2 ).
La valeur absolue de ce premier facteur est moindre que 2ML"(X, X'),
M étant le coefficient de continuité (L) de w; la variation de S,, — u est
donc aussi inférieure 4 2ML"(X, X'). Mais le premier facteur a aussi la
limitation

a

[N

M (SY 4. 457

d’otr, pour I'intégrale, la limitation arbitraire v si n est assez grand.
Un raisonnement employé il ya un instant montre qu’alors la variation
de S, — u, si n est assez grand, et moindre que L"(X, X"), ce que
nous voulions démontrer.

S, n’est pas un polynome, mais une fonetion entiére. Le théoréme
est donc évidemment vrai pour S, dans n’importe quel domaine. Il
P’est donc aussi pour toutes les fonctions u considérées.

2. Soit F(u, ¢) une fonction composée de certaines variables (x,, ...,2,,
par Uintermédiaire des fonctions u, ¢ dont le nombre est quelconque. On
suppose que u, ¢, u—cu, ¢ - c¢ sont continus (L) d’exposant h et de
coefficient M. On suppose que cu et cv sont continus (L) d’exposant h et
de coeffictent 1 et que | cu| et | 3¢ | sont inférieurs a 1. Enfin on suppose
que, par rapport a u et ¢ ¢, ¥ a des dérivées continues (L) d’exposant k
et de coefficient N et de valeurs absolues inférieures a N. .Alors, par rap-
port a X,

Flu-+du, v 4-00)—Flu, ¢)

est continu (1) d’exposant kh et de coefficient infiniment petit avec ;.

Donnons a X un déplacement AX de longueur /; nous désignerons
par le symbole A les accroissements correspondants des fonctions que’
nous considérons. Nous regarderons cu, 2¢ comme des différentielles
des variables indépendantes « et ¢ et Acu, Ace comme les différen-
tielles cAu, SA¢ de Au, A¢. Nous avons, en appliquant le théoréme des



SUR LES EQUATIONS DE TYPE ELLIPTIQUE. 921
accroissements finis & une fonction de «, ¢, Au, As.

AlF(w - 0w, v+ 00y — Fu, o)V ]|=A0 F(u = 93du, v + 500

(o< 9 <1),
ou

Al F (= adu, ¢ 4060y — Fou, o]
=Aow Fy [ 4+ A =900 4+-Auw). ¢ 4 Ae - F6(¢ 4 A )]
=00 Bl = Xe =560+ Au). v+ Ae = G8(0 + Ari]

— P (w4000, 0 G0y +....

les points tenant la place des termes obtenus par échange des roles
de u et de ¢. Si p est le nombre des fonctions u, ¢, ..., on voit que

VA[F (0 s ¢ = 80y — Fuy er 1< pa N+ paN(y palt)t
ce qui démontre la proposition.

3. Avec’les mémes liypothéses,
Fouw—+du, ¢ =00y —VFiu, ¢)—oFu. v

est continu (L) d’exposant akh et de coefficient O[r'~'="*], a étant une
constante quelconque de Utntercalle o < a < 1.

En eflet,

A[F(u 4 ou, ¢ d0) — Fu, ¢)— oF(uw. )]
= Ao F(u+0du, ¢ +0d0) —aF(u. )].

On vient de voir que si L est une limite supérieure de /,

' A [~ ~ A I a8 3 - £ g
A F (=980, o+ 9801 < po N| Lot 4 () ],

A

et Pon a la méme limitation pour AcF(u, ¢). Mais, d’autre part,

DA - - { =k
O F (w06, 0 4000y — o By, o) < pm N(y pa),

et de meéme sil’on donne i X le déplacement AX. On en déduit
PA[F(w 4=0u, 0 4-00) — F(u, 0) — o F(u, v)]]

<opu N[ Lk (ypa ) [ (g ) ™ e,

ce qu'il fallait démontrer.
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4. St ¥(u, ) est, par rapport @ u et a ¢, continu (L) de coeffictent N
et d’exposant k, st, de plus,

[Au !l << f(D. PA e+ ou)y [ << S, jou | <,
et de méme pour ¢ (le nombre des variables u, ¢, ... ¢étant p), nous

écrirons -
TA[F (0 40w, ¢ ==0p) — Fu, ]| <2 N[ vp f(/‘)]/‘,
A[F (e + b1, o+ 80) — F . 03] <2 N(y pa).

d’oz'z,)si ola<L,

A[F (w8, ¢ +00) — F(a. )] <2 N =) fer (1),
" En particulier, si /({) = M/", on aura

|A[F (@ +ou, ¢ +60) — Fu, 0] < 2 N(Mey pri—e ;)/" [kt

Si, notamment, F a des dérivées bornées relatives a « et a-¢, on peut
faire £ =1 et conclure que, par rapport a X, I a un exposant de con-
tinuité (L) aussi peu inférieur a 2 qu’on veut, ce qui ne résultait pas
du n° 2, ot les hypothéses étaient plus restreintes; mais ici, I'exposant
de 7 est 1 — a, au lieu qu’au n° 2 1l était égal & un.

3. Sott (")
Flu)=F(p o3 U5 Xy) == O < i Ju
o == %.94 ; ; Xy ) = g == s )y = —
| Pt Py (5 4 Peb= gy 0wy ().1'7,)
une équation, linéaire ou non, aux dérivées partielles du second ordre.
Considérons un domaine borné ouvert @ et une solution u de I’équation
dans ce domaine. On suppose : 1° que les systémes de variables p,, g, p.,

u, x, appartiennent a un domaine borné ouvert C dans lequel les dérivées

m:—4dm -+ 2

de ¥ par rapport aux — wvartables jusqu’a l'ordre g 2 2 existent

et sont continues (L); 2° que 'équation est de type elliptique dans C;
3° que les dérivées secondes de u extstent et sont continues (L)-dans ®.
Alors les dérivées de u jusqu’a U'ordre g+ 2 existent et sont continues (L)
dans tout domaine fermé intérieur 4 @.

2

(') Notation introduite dans A, Chap. 111, p. 100, et dans B, § VI, p. 231.
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D’aprés des résultats antérieurs ('), il suffit d’établir que u a des
dérivées troisiémes continues en tout point de @.

Pour y parvenir, nous ferons d’abord subir & F certaines transfor-
mations, puis nous emploierons, pour reproduire u, un mode d’ap-
proximations successives.

Placons 'origine O des coordonnées en un point de @ ol nous vou-
lons prouver l'existence et la continuité des dérivées troisiémes.

Posons
Il 1 Il - JF oF
> e 5= ). b, — S e
sy, > ()/’1‘? (2 /) 4 ()[’1, [4 T

b

(1 [
. e I
Nous pouvons faire en sorte que, dans une hypersphére de centre O et
de rayon assez petit, on ait a, ;¢ < o. En elfet, s’il n’en est pas ainsi
de prime abord, soit «=yw, o étant la nouvelle inconnue et ¢ une

fonction & déterminer; F devient une fonction des «,, de & et de ses
NeS , ) . P

. dérivées premitéres et secondes; la dérivée de F par rapport & ——
i

est a, v, et la dérivée par rapport a o est

e ~ e
- 4 b, of,
s S

5.1
53 ? ()41'1 ()«"f‘.‘. % ().l'_-,_

les @, 4, b,, ¢ etant calculés pour u; la question est donc la méme que
pour une équation linéaire (*), d’ou résulte notre assertion. Dans la
suite de cette démonstration, nous admettrons donc que, dans une
hypersphére de centre O et de rayon assez petit, on a

(2) 0, >0, < 0.

Maintenant nous faisons subir aux &, une transformation linéaire et
homogene telle que I'on ait en O

Iz

(3) Uy =1, My 3==0 (PHFa)(z, p=1,2. ..., m);

on constate que le calcul est encore le méme que pour les équations
linéaires et qu’il ne détruit pas le résultat obtenu en premier lieu.
Dans un changement d’inconnue «=¢ -+ P ot P est une fonction

(') C, théor. VI, p. 385, en tenant compte de la Note.
(#) B, § V, théor. 3, troisiéme application, page 223.
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déterminée, les a, s, b, et ¢ ne changent pas. Nous prendrons pour P
an polynome tel que, si

Q)= (10 — 1dx + 6.0*)

[cas particulier du polynome défini § I, n" 7, égalité (8)], et si I'on
fait correspondre a la fonction u considérée la fonction

R

(.Q[g _ Lo, X) '\"] +P,  [R<L(O.X)<2R],

cette derniére fonction et ses dérivées premiéres et secondes et X for-
ment un élément du champ C; R est une constante assez petite pour
. que les conditions (2) soient remplies pour L(O, X)<2R. Ce poly-
nome P existe (n° 1); st Uon diminue R, P doit changer.
Nous définissons maintenant de la facon suivante une nouvelle opé-
ration & :
Pour L(0, X)<R,

-

.."IL (“) T (i‘.‘ -+ 1))‘
Pour R <L(0, ) < 2R,

X L(O, X .
T()= Ql 2 — ——(—-——)] F(e D)

I .
LiO. X) dre o
QY i . ) SR, RS
- [ R "\ LT H'—’) RS

o étant une fonction de X qui sera délerminée dans un instant;
Pour L(O, X) 2 2R, }
_ ERS ©

m U T R :

La fonction o est telle que, ¢ correspondant 4 la solution donnée,
dont les dérivées secondes sont continues (L), &, s’annule si 1'on

A ’ L(O, X))’
remplace ¢, pour R <L(O, X)< 2R par Q| 2 — ——(—]’—) o
. 3 :

Si on prend ¢ = o pour L(O0,X)<R et pour L(O,X)>2R, et sila
fonction F, correspond & &, comme F & &, la fonction F, — o admet,
par rapport aux 2~'(m* 4+ 5m + 2)arguments, des dérivées secondes
continues (L). La fonction 2(X) est continue (L) dans tout "espace.

St ¢ correspond a la solution donnée de F = o, et si V=¢ pour
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L(O,X)<R, V=¢Q| 2 — LJ:_\.’] pour R < L(0,X)< 2R, V=0
pour L(O, X)Z 2R, on a dans tout I'espace F,(V) = o, et les dérivées
secondes de V sont continues (L) dans tout I'espace.

Posons maintenant &, = Ry,. Si 'on calcule les nouvelles valeurs
des a, s, b,, c pour I'équation R*F, = o, ils deviennent a..s, Rb,, R*e.
En changeant la notation, nous nommerons de nouveau x, ces
variables y, et « la fonction inconnue de ces variables; R*F, et R* &,
seront notés I et 9. L’équation F = o a la solution particuli¢cre V, que
nous appellerons maintenant U; U est nul pour L(0O, X)>2, et ses
dérivées secondes sont continues (L) dans tout I'espace.

Les a, , sont égaux a un et les autres «, s & zéro en O et pour
L(0, X)22; si R est assez pelit, leur oscillation dans tout I’espace est
aussi petite qu’on veut.

Les b, sont nuls pour L(O, X))~ 2 et partout aussi petits qu’on veut
en valeur absolue si R est assez petit.

Enfin, ¢ = —1 pour L(0,X) 22, et si R est assez petit, ¢ est aussi
voisin qu’on veut de zéro pour L(0O,X)Sr1 et de —Q[L(0,X)—1]
pour 1< L (0, X) < 2.

Soit maintenant 4(X) un polynome tel que les valeurs absolues de

I—[g—12(0, X)]7U

et de ses dérivées premieres et secondes, ainsi que le coefficient de
continuité (L) de ces dernieres, pour un exposant 4, inféricur a celui
qu'admettent les dérivées secondes de U, soient inférieurs & un
nombre v >>o choisi quelconque. La fonction u,, définie par les

relations
wo=1[g - L2(O/X)FA(X)  [L(O,X)<3].

U,== 0 [L( 0.X) 2 37

a ses dérivées secondes continues (L) dans tout 'espace avec I'expo-
sant k,, et les valeurs absolues de U — u, et de ses dérivées premieres
et secondes, ainsi que le coefficient de continuité (L) de ces dernieres
pour I'exposant £, sont dans tout 'espace aussi petits qu’on veut si 7
a été pris assez petit.

u, est le point de départ d’'une suite d’approximations successives
destinées &a reproduire U. D'une facon générale, ayant u,(n>0), on

Ann. Ee. Norm., (3), XLVII. — JuiLLET 1930. 29
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calcule les coefficients a, 5., baa, ¢, correspondants, c’est-a-dire ce
que deviennent les @, 4, b,, ¢ quand on y remplace z par u,. On
cherche alors une fonction /4, telle que

v d*h oh _
(1) E Uz 3.0 ﬁ -+ E ban 5‘1_" A == T (),
2.3 Ly UL % L

‘h, et toutes ses dérivées devant s’annuler a Uinfini; enfin, on pose
(5) l'll+l:llll+/lll~

et ainsi de suite.

Nous allons établir que, si R et v ont été pris assez petits : 1° tous
les %, existent; 2°les approximations convergent; 3° leur limite u«, est
égale & U; 4° u, a ses dérivées troisiémes continues dans une certaine
hypersphére de centre O. |

Tant que U — «, et ses dérivées premiéres et secondes restent assez
voisins de zéro, ¢, est négatif dans tout I'espace. De plus, si R est assez
petit, ¢, différe aussi peu qu’on veut d’une fonction ¢’(X) égale a zéro
pour L(O,X)<1, 4 —Q[L(O,X) — 1] pour 1 <<L(0,X)<2,a —1°
pour L(0, X)) 2 2. Considérons I'équation

. ' e
( Z LA  — -
(6) ore el (X)) 05

soit G(X, ) sa solution élémentaire nulle a U'infini (§ I, n° 4). Nous
pouvons nous servir de G pour remplacer la puissance d’un polynome
qui intervient dans la méthode de E. E. Levi. Nous procéderons ainsi
qu’il suit.

Soit = un point quelconque. Décomposons en carrés la forme qua-
dratique de variables p,, :

= -
E _Nasa(Z)papy.

en procédant de facon que p, ne figure pas dans les carrés de rang
supérieur & w(ex=1,2,...,m); c’est possible d’une facon et d’une
seule, car la forme est définie positive. Soit

\ 2

| = ) .
> < 205"1.:51):5) (gzs=0 sia>p),
& el .
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cette décomposition; nous choisissons les signes de facon que les g, .,
soient positifs, et par suite trés voisins de un si R est assez petit; les
autres g, 5 seront alors trés voisins de séro. Nous exécutons main-
tenant sur les o, le changement

Ly E L8x( s —23) + Ca
2

et nous remplacons dans G chaque «, par la fonction x, de x|,

Zy, ..., %,; nous obtenons ainsi une fonction H(X, E). Si nous posons
alors
o o1 Il
5 N x,5:2 (AL N T |
(/) (N ) o Ax.%.n Dag 01y A“a x.n oy -+ Cp

on a K=0O[L"(X,=Z)], %, étant I'exposant de continuité (L) des
dérivées secondes de u,, car on a

. e . - o*H
(8) K(X, Z2)= E [ﬂz.ﬁ.n(.\g)——fla.fi.u(:-)]m
.3 Lo UL

1| B o
“f‘Zmbz‘u(.}\)'(’)J_:x _I"L(n(-\)_“(’ (-—‘)]”*

la quantité ajoutée étant nulle. Or, les a, s ayant des dérivées con-
tinues par rapport aux z,, i, p, s p., 00 a

(’:/.,{j,n(x) - ‘7\7.."‘5.14,(3) p— (‘)[Lk"(x,- 5)]w

ce qui démontre la limitation de K.

De plus, si n=o0, la constante impliquée dans le symbole O est
aussi petite-qu’on veut, pourvu que R et v aient été pris assez petits;
on le voit en changeant R et en remplacant les z, u, p,, p. 5 par leurs
nouvelles valeurs; on trouve

o 3,0(X) — g5, (Z) = O[RbLA(X, E)],
la constante impliquée dans le nouveau symbole étant indépendante
de R. On aurait un résultat analogue pour ¢,(X)—c'(E) qui vaut
O[R? + RL(X, E)]. Enfin, les b, , sont O(R). On a donc bien, tant que
L(X, E) est borné,
Lm—k (X, Z) K (X, Z)= O(R%b).

En outre, la fonction K est identiquement nulle si 'on a a la fois
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L(0,X)>"2et L(0,Z)>=. En s’appuyant sur ce qui vient d’étre dit
et sur la limitation de la fonction G, de laquelle se déduit celle de H,
on trouve que

{ O[LA—m (X, Zy] si L(O. X0 <3, L(0, 2) < 3,

(X, Zy= _~ e e G . —
B IS YRR siL(O, X)23 ousi L(O,Z)>3;

on a posé _
,J}(X. E\) — er»—,'.:LL'O,XI-H;O,';‘]‘

g étant constant tant que les approximations ne s’éloignent pas trop
de U; pour n = o, les constantes impliquées dans les deux symboles O
sont aussi petites qu’on veut si R et v sont assez petits.
En nommant D le déterminant des a, 5 ,, nous poserons
oo {3"( A)

) /;,,X:*7./ X, A2l oy
(9 (X) ( )\’le\A)( A

Uintégrale étant étendue a tout I'espace; la nouvelle inconnue ¢,(A)
devra étre calculée par 'équation

o lin)

. o w (A
(10) O (X)) — /;/ KX, A) P_( )

——

AN = — T (u,).
NATESiL (wn)

Comme dans des cas analogues déja vus,.la théorie de Fredholm
sapplique.

Soit w I'exposant de continuité (L) des dérivées secondes de F.
Supposons que, jusqu’a n=p—1, on ait
N
(11) fep = - Nn—y

L - [J./.',,_l’
d’out
P — )l

/.',, pay
L A= e (e— ke

(p-<<1);

il est évidemment inutile de considérer le cas ou p.=1; nous suppo-
serons que .= a ', a étant un entier au moins égal a deux.

Soit M,e "% une limite supérieure des valeurs absolues de 7, et
de ses dérivées premiéres et secondes, M, étant aussi une limite supé-
rieure du coefficient de continuité (L) de ces dernikres pour I’expo-
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]
1]
O

sant k,. Supposons que
(12) M, << v (rR=p—1),

v étant une constante positive suffisamment petite; 'hypothése est en
particulier vérifiée si p =1, car elle se réduit & M, < v, ce qui est, car
si 7 est assez petit, F(u,) et son coeflicient de continuité (L) pour
I'exposant &, sont aussi voisins de zéro qu’on veut (n° 2).

On va voir que si R, v et v sont convenablement choisis (ind¢-
pendants de n) 'expression de k&, et la limitation de M, subsistent
pour n = p. '

Soit k,=0b""; 1l suffit de nous placer dans le cas oti b est entier.
Alors

o — 1 I

— s
"Th(a — yat—+ at —1 Dt 4 a" =" @ 1

b

c’est-d-dire que £, est I'inverse d’un nombre entier compris entre
ba" et (b—+1)a"(az ).

Pour résoudre I'équation de Fredholm en ¢,, nous devons prendre
le noyau itéré de rang £,' —+r1, qui est continu dans tout I'espace. De

- la limitation de M,, nous déduisons que, st L(0,X)<3,L(0,2)<3,

©
p—1

IR(X, Z)] <a|2 2 Lbm (X, E),

s, 6tant une constante. St L(0,X)>3 ousi L(0,Z)23, 0na

KX, Z)y=0[U(X, 2)];

en prenant R assez petit, la constante impliquée dans O sera inférieure
ag,v, ce qui permet d’écrire

PR (X,

Ll/l
7\_
Q
Ny
<
~
v

Soit, pour un instant, G(X,ZE) une fonction moindre en valeur
absolue que ¢L'(X,E) pour L(0,X)<(3, L(0,E)<3, et que
cb(X, E) dans le cas contraire. Soit H(X, E) une fonction ayant les
limitations obtenues en mettant £ et g a la place de A et de ¢. On
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trouve, en se reportant a des calculs déja faits ('), que le produit sym-
bolique

(1

G(X. .\\) “(‘\, E)[[\Y\

a, pour L(0,X) <3, L(0,E)<3, lalimitation

5.0 ! _i ‘ | ! hk—m (= -

J.“Jc-<1+ﬁ> (1-} /l_> (1—,—’“ T -/1,>L = (X, &) (fo 4+ k<< m),
! ! 7 C—

Gip5<l+ﬁ> <l+ /T> [Ogm (/I—l{—-/.___l)l.),

! 1 S — (k4> m)
a_,p.;(l—}—ﬁ I—i—z 1+/.'+/1—m. . (NN s

g, étant une certaine constante. Si L(0,X)>3, ousi L(0,E)23,0na
la limitation
I I —
0o — + - (X, ).
2 <l—+—,,> (. + ,‘<>9(X, )

Si I'on avait dans tout I'espace |K| << ol (X, E), on aurait pour le
produit symbolique la limitation

Ici K est une somme de p termes dont chacun a une limitation de ce
type avec
p=v¥, Jo= I,

On voit que la limitation de K+, ol r= k.., est une somme de
termes dont chacun a en facteur une puissance de v. Comme

r 71
) v r+1 .
< Z v'-’"> < < > (v <1).
1 -— vV

n=—0o

(r-+s)!

on voit que v~'*/ est obtenu d’au plus —%
rijt

facons. Limitons done
ce terme en v+,

Le coefficient comprend d’abord le facteur o, c|"'. Ensuite, il y a le

(*) B, § V, théor. 2, p. 197 & 199.
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. I
produit de » + 1 facteurs 1 + 7 ona
“n

2 W= T 4 f

et, par suite, en tenant compte de la valeur de £,, notre produit est
moindre que

(O 4 1)+t I I ar< (b4t l I A= (b + 1)y arti,

. . . . 1 -
Ensuite vient le produit des facteurs 1+ - avec Xk, < m; ce pro-
- N
duit est moindre que le précédent.

Enlin, vient le produit des facteurs ; dans un seul

b — Xl
d’entre eux, Xk, dépasse m. La valeur absolue de m — X%, est certai-

s

nement supérieure 4 I'inverse du produit des dénominateurs des £,,

donce a
bH—r—t l I a "> Hrt l I a—";

or, le produit est étendu a des valeurs dentellesque 2" =r + 1+ ;
il est donc supérieur & b=""'a~~'"/ et son inverse inférieur a a'~'+/.
Nous appliquerons cette limitation au facteur pour lequel 4, > m et
au plus grand de ceux pour lesquels X4, <m. Le produit du reste des

facteurs 1+ — est évidemment moindre que (b + 1)~ a '+,

1
Si 'une des sommes X4, devient ¢gale & m, le produit symbolique -
du logarithme qui en résulte par le facteur suivant introduit le pro-
duit de 4" par une constante, c¢’est-a-dire moins que le produit de a"
par une constante.
Finalement il existe une constante w telle que le terme en v='+/

soit moindre que son correspondant dans le développement de

wy r-1 - —_
( > (X, E).
I @Y

a
4

G0 A . \ 71
[ (_\...\).<< (op)] ) O(X. D),

Done, simv <1,

/ I — ®Y

VD (A)
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dans tout I'espace. Si v est assez petit, I’équation en g, est donc
soluble.
D’ailleurs,
| 7 () | = O[MZ_, e LOXT],
et le coefficient de continuité (L) de F(u,) pour 'exposant p.k, est
OQM_ ) ()
Aprés les itérations, le second membre de I'équation en ¢, devient

)
. " {m) _1
— F(u,) —Z ).ff KN, AYD 2(A) F[a, (A)] V.
Jj=1 .

Des calculs tout & fait semblables & ceux qu’on vient de voir, en consi-
dérant & (u,) comme un premier facteur symbolique, montrent que la
valeur absolue de cette expression est moindre que ‘

.
. -/ ®y N/ ) !
@ M2 —%—Z X, < ) e+ L0, X0
1 — WV
- j=0

&, étant une autre constante. Siv est assez petit, indépendant de r,
donc de p, ceci est moindre que

O[M_, e-#L0.XI],

la constante impliquée étant indépendante de p. Donc.
pp=0[M}_ ¢ LO,X; ),

le facteur impliqué étant indépendant de p, si v est assez pelit.

1l reste & en déduire une limitation de /,. En nous appuyant sur le
. calcul de la fonction G, de laquelle H se déduit immédiatement, nous
trouvons que, tant que les approximations ne s’¢loignent pas trop

de U,
HOX, A) (e la (AL X)) pour L(A, X) <1,

VvD(A) - ! oy WA, X) Cpour LIACX) 2.

Or
L(O, A)>L(0O, X) —L(A, X).

(') B, § VI, théor. k, p. 238 & 241.
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Par suite, en intégrant dans la région L(X, A) <1,

o) ) 0, :\\ R ‘ ne N
f (X, Ay L2 A:o[m,ﬂ,_l e 0. X, f Le= (X, A)eslXd gy,
. VDY) . *

!
=0 [_\I/‘-j_l e+l o,x,/ resr ,/,‘] = O[M2_, e—sLi0. X7,

0

D’autre part, pour L(X, A)21,

o A ]
j H(X, A) M dV,= 0O [MI‘-:__I e—=L0,X) [ e—25L:0,4) ([\'A]
\ D ( A )

o/

= O[ Mz, e~¢t0.X]

En ajoutant, il vient enfin
| A, (X) | < eM3_, el 0N))
~ ayant une valeur connue, indépendante de p, si v est assez petit.

En dérivant sous le signe somme, on aura une limitation semblable
pour les dérivées de /,,; on augmentera au besoin < de facon que

I ()/’/I < TI\’I;;..l e L“O,X»:

dy

Il faut maintenant, pour avoir les dérivées secondes de /,, étudier
la continuité (L) de ¢,. D’aprés ce que nous savons ('), J(u,) est con-
tinu (L) d’exposant p.k,_, et de coefficient égal & M}  multiplié par
une constante connue (?). Il est alors immédiat que, si v est assez
petit, le coefficient de continuité (L) de ¢,, pour I’exposant pk,_,, est
inférieur au produit de M;_, par une constante connue (il suffit de
faire le calcul pour des points X et Y de distance inférieure & un, a
cause de la limitation de g,). '

Ce résultat nous sert & calculer des limitations des dérivées secondes

de /%, dans la région L(O, X)<C3, en nous servant d’'une formule

(1) B, § VI, p. 240.

(%) Quoique X varie dans tout l'espace, il n'y a pas de difficulté &4 remplacer
les termes en 7/, dans le raisonnement cité, par des termes en 77, car F (1,)=o0
pour L(O, X) > 2.
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connue ('). Cette formule sera appliquée a la région L(0, A) <4 du
domaine auqu‘el est étendue I'intégrale qui donne g—g pour le reste de
I'intégrale, on dérivera sous le signe somme. Les différences

] A:x.fﬂ (X> - -‘\1,3(“—&) '

p
sont trouvées égales 4 O L*(X, A)—{—E v LM(X, A) |; le premier
n=o

terme O[L%(X, A)] est ce qui correspond a «,. Or la série Z£,'v*" est
convergente si v<{1, et sa somme est bornée siv est inférieur 4 un
nombre fixe inférieur & un. De la se tire enfin que, pour L(0, X) <3,
les dérivées secondes de /i, sont inférieures au produit de M;_, par
une constante connue.

D’autre part, si L(O, X)) > 2, &(u,) est nul et les a5, b.,, ¢, se
réduisent aux constantes qu’on sait. Par suite, les dérivées de tous les
ordres de 7, existent et sont continues. En introduisant la fonction de
Green relative a [’équation

2 0 u
= —— U= 0
s

2

pour la région L(0, X)> 2, on voit directement que toutes les déri-
vées jusqu’a un ordre donné de la fonction /4, ont la limitation

O[Mz_, 610,

dans la-région L(0, X) > 3. On peut en conclure immédiatement que
les coefficients de continuité (L), pour un exposant quelconque,
sont O(M}_ ).

Il nous faut enfin le coetficient de continuité (L) des dérivées
secondes de /,, dans tout I’espace, pour l'exposant 4,. On trouve
immédiatement, en sc servant de la continuité (L) de ¢, (*), que ce
coefficient est inférieur au produit de £,,M; | par une constante
connue.

(1) C, théor. I, p. 370.
(%) C, théor. 11, p. 372.
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I existe donc une constante =, indépendante de p, telle que si R, 7
et v sont inférieurs a certaines limites indépendantes de p, on ait, sous
I'hypothese (12), '

(13 M, <tarM}_,.
Or st
(14) M, << o'l Fin—2y (Ta?y, <Y 0 ==0,1,...,p—1),

les conditions (r2) sont remplies. Alors I'inégalité (13) prouve que
'inégalité (14) a lieu aussi pour n = p. L’inégalité (14) est donc
générale.

Les approximations successives se poursuivent donc indéfiniment,
et elles convergent uniformément dans tout 'espace, ainsi que leurs
dérivées premiéres et secondes. Elles ont donc une limite , = limu,,
dont les dérivées premicres et secondes sont continues, et qui satisfait
al’équation F = o. A 'infini, «, est nul, puisqu’il en est ainsi de tous
les u,. Mais il en est de méme de U. Si nous appliquons a

FUY —TF(u,)

le théoréeme des accroissements finis, nous voyons que

Z - (U —u,) +Z b, MU —uy) G e(U—u)=o
ws 0 duy diy . o, : ’

les a, s, b, ¢ étant calculés pour OU —+ (1 — 0)u, (o <0 < 1), en trai-
tant 6 comme une constante dans les dérivations, quoique 6 dépende
de X.U — «, ne peut donc¢ avoir ni maximum positif, ni minimum
négatif; cette fonction qui est nulle 4 U'infini, est donc identiquement

nulle,
w, = U.

Nous allons maintenant voir que «, a ses dérivées troisiémes conti-
nues a l'origine.

Toutes les fonctions «, ont des dérivées troisiemes continues (L) en
tout point d’'une région fermée intérieure 2 L(0, X)< 1. En effet, il
en est ainsi pour u, qui se réduit dans cette région a un polynome.
S’il en est ainsi pour u,, les @, g 4, ba,, ¢, Ont, d’aprés 'hypothése g2 2,
des dérivées continues (L) et il en est de méme de tT"(u,,); cela suffit
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(81, n° 6) pour que /,, et par suite u,.,, aient des dérivées troisiemes
continues (L). Si 'exposant de continuité (L) pour les dérivées troi-
siemes de A, est [,, on peut prendre

pourvu qu’on ait pris 4,<k,, ce qui est évidemment possible. En effet,

I'intégrale ‘qui figure dans I’équation définissant ¢,., a ses dérivées
/Il

14,

continues (L) d’exposant » car 1,< k,; les dérivées du second

. P, ' L, foco
membre sont continues (L) d’exposant H—; < 7 (n° 3); les dérivées

) , /
de ¢,., sont donc continues (L) d’exposant “T" En transportant ce

résultat dans 'expression de /,.,, on effectue. les trois dérivations, la
premiére sous le signe somme, les deux autres par application des
régles connues ('), et I'on en conclut (*) que ces dérivées troisiemes

sont continues (L) d’exposant - T Nous aurons donc
pr(e — ),

l,= .
(2 — @) + P2t — pt)/,

Soit R, un rayon décroissant quand n croit, et tendant vers une
limite positive R, ; par exemple

Ry=o2"1(1+ 3—71).

Soit N, une limite supérieure des valeurs absolues des dérivées troi-
siemes de /1, et de leurs coefficients de continuité (L) dans la région

L(O, X) <R,

en outre nous nous imposons la condition N, > M,. Nous allons voir
que la série LN, est convergente.

Cherchons N,., connaissant M, et N,. Nous devons d’abord limiter
les dérivees de F(u,.,) et leur coefficient de continuité (L). Il faut

(*) B, § I, théor. 1V, p. 144; C, théor, I, p. 370,
(*) G, théor. 11, p. 372, -
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pour cela tenir compte de ce que les dérivées troisicmes de 4, tigurent
linéairement, ce qui oblige & compléter le calcul déja fait (n° 3).

Considérons une fonction «w® (u, ¢) composée de X par 'intermé-
diaire de u, ¢, w et telle que, cu, oo et cw étant certaines fonctions
de X,

® o 4+ 1 6@ 4 P = o.

®, u, v, w, cu, or, ow sont d'ailleurs supposés satisfaire aux hypotheses
faites sur les fonctions G, u, v, cu, 20 (n° 3). Alors
Q(u+du, ¢+ 060) (a4 o)== w[D(uw +du, v +=00) — D, ¢) — 3D (u, )]

4+ o[ D+ du. ¢ +0p) —D(u. 0]

fci le role de u, ¢ est tenu par u, et par-ses dérivées premieres et
secondes, et le role de o par les dérivées troisiémes de w,; /., et ses
dérivées premiéres et secondes tiennent les roles de cu, o les déri-
vées troisiemes de /, tiennent le role de co. Si nous désignons par N
une limite supérieure des valeurs absolues des dérivées troisiémes
de u, et de leur coefficient de continuité (L) d’exposant /,, et que nous
posions

S, =N +N, 4+ N, +...+N,.

nous trouvons que les valeurs absolues des dérivées de 7 (u,.,) sont
O(N,M,+ S, M,"*), ou O(S,M,).
Si nous revenons a «®, nous aurons encore, avec des notations
déja employées (n° 3),
A[D (v~ Su, 0+ 60) (o~ o) |
= Aw[ Qw4 0u, v+ d0)—D(u, o) — oD, )]
40 Aw[D(u+ou, v+ 80y —D(u, )]
A= (- A ) A D (00 4 0w, 0= 00) — D (1, ¢) — oD (u, )]
+0(w -+ A ) A D(uw + du, ¢+ ap) — D(u, ¢)].

Iei nous en déduisons (n°® 3) que le coefficient de continuité (L) des
dérivées de F (u,..,) pour 'exposant 27" ul, est
(¢ M+5onw RTR
O(8,_ M, T4 N M, ) = O (S, M,).

"Nous devons maintenant limiter les dérivées de l'intégrale qui
figure dans I'équation en ¢,., et leur coefficient de continuité (L)
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pour 'exposant /,(1 + /,)~'. Nous supposerons

-

) b f QT
R, + R, 1+ 2.3

L(O, X) < ~10t =

2

Nous appliquerons au champ L(O, A) <R, la formule connue (') et
hors de ce champ nous dériverons sous le signe somme. La distance
de X & la frontiere du champ est au minimum

§ ] f R
G R,—R,, 3

2 2

Il nous faut aussi introduire les dérivées de K; en tenant compte,
comme ci-dessus, de la facon dont figurent les dérivées troisiemes
de u,, 1l vient

7) N , )
%;'(Xs A >‘ <o, S, L=(X, A),
ok K| e
iy 7)’}(_1' < g,S, L* (XL A

g, étant une constante. En tenant compte de ce que la valeur absolue
et le coefficient de continuité (L) de ¢,., pour I'exposant u.k, sont
O(M3), il vient pour limite supérieure de la valeur absolue de cette
partie de la dérivée de I'intégrale

O[ M3 3inr2m - ()= S, Ma1=0(S,M,).

Quant & la partie obtenue par dérivation sous le signe somme, nous
avons

< _.
Y [<ES LA RO, ) <5,
Ory, " -
17) (S . . ) -
s x,;\)|<a.zw(x‘f\) [L(O, A)> 3],
Oty - .

55 et o, étant des constantes; d’ou pour la dérivée de l'intégrale
étendue au champ L(0, A) > R, la limitation

O[(S,3mn 4 1)M2 ] = O (S, M,,).

Par conséquent les dérivées de ¢,., sont O(S,M,,).

(*) B, § I, théor. II, p. 141.
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-Cherchons maintenant leur coefficient de continuité (L) pour
'exposant 2='1./,. Pour cela nous cherchons le coefficient des déri-
vées de I'intégrale pour Pexposant w./,(1 + w,)~'. 1l nous suftit de
reprendre le calcul connu (') en supppsant

L(X,Y) << (27! 0)HWn;

le résultat est O(Z;'S, M) ou O(S,M,). Ce résultat subsiste quand
L(X, Y) dépasse la limite indiquée, car il suffit alors de multiplier
une puissance de l'inverse de cette limite par la limitation de la
dérivée. :

Ainsi le coefficient de continuité (L) des dérivées de ¢,.,, dans le
domaine indiqué, pour I'exposant 2=' wZ,, est O(S,M,).

Il reste a tirer parti de ce résultat pour limiter les dérivées troi-
siemes de /., et leur coefficient de continuité (L). Pour cela nous
écrivons les dérivées secondes en utilisant les dérivées de ¢,.,, qui
n’étaient pas utilisées quand nous avons limité ces dérivées secondes.

. H(X, A
En remplacant _%T_\:) par H,, nous trouvons (*)
vD(A)
2 s . i o H, 0* ”, . oH, ()’PlhrI -
S drydrg lvu/n, [<().1.'2 duy Al day, ()({3) P () +‘ Oy Dag AV

(220) "
- o*H .
— /.f ()_r_‘# Opv ( A ) dN As
Dy g UL

D, étant.la région
L(O, Ay <o (R, + R

et D, étant le reste de ’espace; on suppose L(O, X) < R,.,.

- La troisiéme dérivation se fait sous le signe somme pour I'intégrale
étendue & D,; on trouve aussitot O(3""M;). On peut méme dériver
une quatrieme fois ce terme sous le signe somme et obtenir une limi-
tation du méme type, qui est donc valable aussi pour le coefficient de
continuité (L), d’exposant quelconque, de cette partie des dérivées
troisiemes de A, -

Prenons maintenant Iintégrale étendue 4 D,. Nous employons le

(*) B, § I, théor. 3, p. 1

/
2.
(*) B, § 1, théor, &, p. 144.
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—_

procedé général connu ('), en faisant jouer a ¢,., et & ses dérivées,
ainsi qu'aux dérivées secondes et troisiémes de u,., le role des fone-
tions ', (A) de I"énoncé de ce procédé. En tenant compte de ce q'ue
les dérivées de g,., et les dérivées troisiemes de u,., figurent linéai-
rement, nous trouvons O[(3™+ [;")S,M>] ou O(S,M,) pour dérivée de
la premiére partie de I'intégrale, et O[(3"*+£,')S,M, ]| pour dérivée
de la seconde partie.

Pour les coefficients de continuité (L), nous employons le théoréme
adapté au procédé de dérivation employé (*). 11 faut supposer d’abord
L(X. Y )< (a2 3oy T

on trouve immédialement pour I'exposant

Pl

ol S

un coefficient O(Z,'S,M,). Si L(X, Y) dépasse la valeur précédente,
on trouve, a l'aide de la limitation des dérivées troisiémes de /,,,
elles-mémes, un coefficient

O] 3mn—+ 1;1) (o /32 Y0 s, M, .

Finalement il existe des constantes / et /4, telles que 'on puisse
prendre
N, ==h h"S,M,,
car en augmentant au besoin / et /,, on fera en sorte que le second
membre dépasse constamment M, > M, ,. On en tire

Sori== (1= M) S,

étant donnée la valeur de M, cela entraine l'existence d’une limite
pour S,. La série XN, est donc convergente, et par suite U a des déri-
pées trotsiemes continues dans la région L(0, X) < 27",

Ce point étant démontré, la suite, comme il a Zléjh été dit (%), n’offre
plus de difficulté. En dérivant une fois 1'équation aux dérivées par-

1) G, théor. 1, p. 3vo0.
2
I72%

(H G
(*) G, théor. II, p. 352.
(*) G, théor. VI, p. 385.
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tielles donnée, sur laquelle il n’est plus nécessaive d’avoir fait la pré-
paration (ui nous a servi, ontrouve qu'une dérivée quelconque o de
satisfait & I’équation

V % ’).—O =1\,

- 9
e, 14 2 A, Oy

ou / ne dépend que des dérivées de u jusqu'au second ordre. En se
servant d'un probléme de la chaleur dans une hypersphére suflisam-
ment petite, on en conclut que les dérivées secondes de 2, ¢’est-d-dire
les dérivées troisicmes de «, sont continues (L). Done les a, 5 et /(X)
ont des dérivées continues (L), ce qui entraine que p a des dérivées
troisiemes continues (lL); donc u a des dérivées quatriemes con-
tinues (L). Bt si ¢ > 2, le raisonnement continue comme il a été dit.

6. Nous pouvons maintenant reproduire 'énoncé suivant :

St ¥ est holomorphe par rapport a tous ses arguments, et si les deérivées
secondes de u sont continues (1.) dans (0, u est holomorphe en tout pornt
ntérieur a (.

La démonstration est compléte si nous rapprochons le résultat pré-
cédent de certaines démonstrations antérieures (').

7. Si F contient linéairement les p, g, les conclusions des deux der-
niéres propositions (n® 5 et 66) restent vraies dans des hypotheses plus
larges sur « : il suftit que les dérivées secondes de « existent et soient
continues.

8. Tutoring. — Sott S la [fronticre du domaine borné ouvert @, les
coordonnées des pornts de 'S pousvant s'exprimer par des fonctions de
m—1 paramélres dont les déterminants fonctionnels ne peuvent s’ an-
nuler ensemble et dont les déricées jusqu'a Uordre g+ 2 (q 2 3) existent
et sont continues (1.). On suppose que les hypothéses du n” 5 sont satis-
JSattes pour cette valeur de g enfin on suppose que u et ses dérivées jus-

(") B, § VIL théor. 1. p. 233, ou \, Chap. 1L n* 8, p. 118, ot I'énonceé
devrait étre le méme que dans B. Vodr aussi G, théor. V1L, p. 385,

Ann. Ee. Norm., (3), XLVIL. — Aocr igio. o1
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gu'au quatriéeme ordre sont continus meéme sur S et que les dérivées
d’ordre q + 2 des valeurs de u sur'$ par rapport aux m—1 paremétres

des points de 'S existent et sont continues (L). Alors les dérivées de u
jusqu’a Uordre g + 2 sont continues (L) dans 00 +'S.

Ce théoréme élargit les hypothéses d’une proposition antérieure-
ment démontrée ('). La démonstration se fait aisément en profitant
des perfectionnements apportés ici aux résultats sur lesquels on
s’appuyait.

Nous faisons d’abord un-changement de variables remplacant une
région de § pour laquelle nous voulons établir le théoréeme, par
x,= o, les fonctions qui définissent le changement de variables ayant
leurs dérivées d’ordre ¢+ 2 continues (L). Ensuite fious rempla-
cons D par un domaine tel qu’il est indiqué a endroit cité.

D’apres 'énoncé, les a, 4, considérés comme fonctions de X, ont
leurs dérivées secondes continues dans @ +'S. Nous pouvons donc
(811, n° 6) les prolonger hors de @ + 8 de facon & respecter la conti-
nuité (L) de leurs dérivées premicres; on arrétera le prolongement i
une surface assez voisine de $ de manicre que I'équation reste de type
elliptique dans le domaine total.

[l suffit de démontrer I'existence et la continuité (1) de celles des
dérivées de « qui résultent d’au plus une dérivation par rapport a x,,
et d'un nombre quelconque de dérivations par rapport aux autres
variables, car I'équation elle-méme permet de compléter le résultat.

Montrons d’abord que les dérivées quatriemes sont continues (L).
Pour cela, nous dérivons trois fois 'équation donnée, aucune dériva-
tion n’étant faite par rapport i x,,. En désignant par o la dérivée troi-
sieme correspondante de «, on trouve, en désignant par des d droits
les derivées des fonctions composées,

X d /. do .
> - (ﬂy“")' - -z /( \ )7
d ol \ T Dy, . :

J(X) ne dépendant que des dérivées quatriemes et étant par suite con-
tinu dans @ +$. Cela suffit (§ 11, n° 1) pour qu’on puisse affirmer la
continuité (1) des dérivées de o dans @ + 8.

(") B, § VI, théor. 2, p. 23], ot I'énoncé doit supposer ¢ = 7.
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Maintenant les dérivées secondes des fonctions composées a, 5 de X
sont continues (I.); on peut donc les prolonger hors de (0 + S en res-
pectant la continuité (L) des dérivées secondes (§ I, n° 6). L’équation
ci-dessus en o prouve donc que les dérivées secondes de 2 sont conti-
nues (L) dans @ + §; ilen est donc de méme des dérivées cinquiémes
de w.

Si g >3, la démonstration continue de méme; on réerit I'équation
en o ci-dessus, o désignant une dérivée d’ordre n —1 de u(n<q—+1)
pav rapport aux variables autres que x,,, et /" dépendant des dérivées
jusqu’a 'ordre n.

). Remarque. — Si, sans changer les autres hypotheses, on suppose
seulement que les dérivées quatriémes des valeurs de u sur 8 sont
continues (L), on peut affirmer que les dérivées quatricmes de u sont
continues (L) dans @ + &. '

10. TukoreME. — St ¥ est holomorphe parrapport atous ses arguments
et que u soit holomorphe dans le domaine oucert (D de frontiére S, st u
prend des valeurs holomorphes sur une partie réguliérement analytique
de S et que les dérivées de u jusqu'au quatriéme ordre soient continues
sur cette partie de 'S, u est prolongeable analytiquement au dela de cette
partie de 'S,

Ce résultat est immédiat en comparant le théoreme précédent (n° 8)

Y

avec une proposition antérieure (')
1. Siles dérivées secondes de u figurent linéairement dans F, on
peut, au n° 8, prendre ¢ = 2, et supposer seulement que les dérivées

troisiemes de u sont continues dans D + 8; de méme au n° 10. Au
n® 9, on peut remplacer partout quatriémes par trotsiémes.

12, TuioriMe. — Considérons I’équation de tvpe elliptique, dépendant
d’un paramétre t,

(1) Ty ly=F(pyyg; pas i xyil)=0 ozt

5

(") B, § VII, théor. 2, p. 275.
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=

d’autre part on se donne un domaine borné ouvert fize ( de frontiére S.
On suppose que Uéquation, le domaine et la fronticre satisfont aux
hypothéses du n° 8 acec q =3, les conditions de continuité (1.) ne dépen-
dant pas de t. On suppose de plus que ¥ et ses déricées jusqu’au troisiéme
ordre par rapport aux variables autres que t sont fonctions continues de
ces variables et det. On se donne une fonction continue 2(t; S,y ..., $u—,)
de t et des paramétres des points de'S, ayant par rapport a s, ..., S,
des deérivées jusqu’au quatrieme ordre qui sotent fonctions continues (1)

" de ces variables, avec un exposant et un coeffictent indépendants de (, et
Jonctions continues de ces variables et de t. On suppose connue une solu-
tion u, de U'équation relatice & t=o0, dont les dérivées jusqu’au qua-
tricine ordre sont continues dans (D —'S et qui se réduit sur's a

(03 81y «nney Sty )e

Enfin on suppose que I’ équation

. ) N e
(16 ‘ ? (1o 1y ——— b, —— -4 == O.
- e g Qe Dy }Jy_ *dy,

ou les coefficients a, s, by, ¢ correspondent @ u = u,,-t= o, n’admette
pas dans & d’autre solution nulle sur's que ¢ =o. Alors, dés que t est
asses petit, tl existe une solution u(x, ..., x,; t) de l'équation (15), con-
tinuwe par rapport a ’ensemble des variables, se réduisanta u, powr t =o,
et prenant sur'S les valeurs (t; Sty vy S )5 cette solution u est unique.

[l suffit de reprendre la démonstration donnée antériearement avec
des hypotheéses plus restreintes ('). A chaque approximation «,, les
dérivies secondes des ay 5,5 by, ¢, s0nt continues (L) dans @ + S et
Ion peut (§ 11, n® 6) les prolonger hors de & en respectant cette pro-
priété. Soit 2. exposant de continuité (L) des dérivées troisiemes
de F. Soit M, une limite supérieure des valeurs absolues de /, et de
ses dérivées jusqu'au quatrieme ordre, et du coefficient de conti-
nuité (L) de ces derniéres pour I'exposant ‘

P — Oy

(") B, § VI, théor. 3, p. 236.
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on trouve (n° 3) )
M, = a, M7,

ol a, est une fonction exponentielle de n; la convergence pour M,
assez pelit, c’est-a-dire pour z assez petit, en résulte. La solution
existe done pour ¢ assez petit, et I'on prouve de méme qu'elle est
unique.

13. Siles p, 4 figurent linéairement dans F, on peut, dans ’énoncé
précédent, faire ¢ = 2 et abaisser d’unc unité les ordres maxima des
dérivées qui interviennent.

14. Si, pour o<z</', on sait que (p, 43 py; w3 2,) reste dans un
domaine borné fermé intéricur & G, et tel que I'hypotheése relative a
I’équation (16) soit toujours satisfaite, et si en outre les dérivées troi-
sitmes et quatriemes de « sont bornées, on est certain de pouvoir, en
partant de t=o et en appliquant plusieurs fois le théoreme, arriver &
la valeur t =1

Ces hypothéses se simplifient si les p, o tigurent linéairement. La
simplification est plus grande si en outre les «, 4 ne dépendent pés
des p,, ou s’ils ne dépendent que de X.

1V. — Généralisation du probléme de la Chaleur.

1. Soit @ un domaine borné ouvert de I'espace & m dimensions,
dont la frontiere S se compose d'un ou de plusieurs contours sans
points communs deux 4 deux. Tout point de & est supposé intérieur a
une région de § ou les coordonnées des points s’expriment par des
fonctions de m — 1 paramétres dont les dérivées sont continues (L)
("exposant £ et dont les déterminants fonctionnels ne s’annulent pas
simultanément. Bn outre un nombre fini de telles représentations
suffit pour avoir & entier.

Nous reprenons I'équation de type elliptique

R~ Pu . du
(0 S A :z“.g 0.1 l——_—).rl ’)J'jﬂ -!—21/)1 m ~ =0

. . - .
( (g ==l 5 Uy 00 2y D=0, 20 0 I,
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On suppose que les coefficients @, 4, b,, ¢ sont continus (L) dans
@D+ 8, d’exposant it >1— 4.

Soient ¢ et f deux fonctions continues données d’un point de S.
Nommons @, les cosinus directeurs de la normale & 8 dirigée vers
['extérieur. Nous nous proposons de trouver une solution de (1),
existant dans D + S et 4 dérivées secondes continues dans @, telle
qu’on ait sur &

du .
(2) 2 . 5Ty 9 + bu=/f.

o3

Dans le cas particulier ot (1) est 'équation de Laplace, on recon-
nait le probléeme dit de la Chaleur. Si en outre U = o, c’est le pro-
bléme de Neumann.

9. Mise en équations. — Pour résoudre cette question, nous devons
d’abord définir les fonctions «, g, b, ¢ dans 'extérieur de @ + 8, ainsi
que certaines fonctions 0,(«, B =1, 2, ..., m)("). Comme pour le
probléeme de Dirichlet, ces définitions doivent étre telles qu'a I'exté-
rieur d’un certain domaine borné on ait

Ay =1, =0 (L),
by=o0. ¢ == constante négative, fy=—= 0.

En outre on doit avoir dans tout 'extérieur de @ + &
. , ( b,
(3) ¢ -+ Z —
o X v Oy
Dty / daw
-+ Apg(bx— T 0 7 —‘Z 2 L 0} < o
Ez(ﬁ LB( * v dry B ”‘> ( 73 o Oy 22Uy ) <o

Pour cela nous introduisons encore les paramétres s, ..., s, (*).
On sait qu'on construit d’abord des fonctions c,(z =1, 2, ..., m)
d’un point de 8, telles que Xc; =1 et Ewm,c, > o0, ces fonctions étant

proportionnelles sur § a m polynomes en x,, ..., a,,. Si
"l'y_::,/‘l(sl.‘ e S 71)
(1) B, § V. théor. 3. p. 210, ~
(%) B. § U1, p. 165,
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—
~.1

sont les expressions paramétriques des points de §, on pose

N LR TN S ) = S Cal Sy e Sy ) (% ==1.9 ....00).

etil yacorrespondance biunivoque entre (s,, ...,s,)et (2, ..., 2,)
dans une région |s,, | < «a.
Sur $ nous nous imposerons les conditions

O.J‘_.—_w‘zjy_'é (Z2==1., 9. ..., /).

Hors de @ + & et de larégiono <s, < a,les fonetions a,, 4, b,, ¢, 0,
recevront les valeurs constantes déja écrites. Il s’agit de les définir
dans la région o <s, < a. Les fonctions «, 4, b,, ¢ devront étre con-
tinues (L) dans cette région, ce qui fixe leurs valeurs sur les fron-
tieres; toutefois la valeur constante — ¢* de ¢ sur s, = «(g>o0) sera
seulement déterminée plus loin. Les fonctions 6, seront uniformément
continues dans cette région, ce qui fixe encore les valeurs sur les
frontiéres.

Soit A un nombre supérieur aux maxima sur § des |a, 4
[0,](2, B=1,2, ..., m).

Pour définir les «, 5( 3 5% @), nous formons la fonction o qui satis-
fait dans notre région i I'¢quation

et des

et qui prend surs, = o lesvaleurs (A + «, 4)* el surs, = alavaleur A,
el nous I)Y'CI]OI)S

(g 5==\ 9 — A

cette fonction est continue (L) d’exposant i + b —1 si £ <1, d’expo-
sant quelconque inférieur & 2 si k=1 (§1I, n* 7), etses dérivées sont

. sl . <
par rapport a s, d’ovdre sl k<1, d’ordre quelconque infé-
. o le—1 - A )
rieur & —— si k=13 par rapport & « —s,, ces dérivées sont d’ordre

h—1 ,. e
- (§ 11, n° 8).

négatif au plus égal a

Pour les a, ,, méme procédé, sauf qu’on prend

(yp==\ v — A+ Bs,(a— ).
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la constante B, indépendante de «, étant telle que I'équation soit de
type elliptique dans la région o <s,, < a.
Les b, seront simplement solutions de I"équation en 7. A
Pour les 0,, on forme la solution de I'équation en o qui prend
sur s, = o les valeurs (A +0,)* et sur s, = « la valeur A*. Puis on
choisit un nombre = satisfaisant aux inégalités
‘ o<t h-+L—1, Tl 0k
et 'on prend

a0 — A ey S5, (— s )T

Alors dans (3) 'ensemble des termes autres que 4e est O(s},™)
au voisinage de 5, = o, O[ (@ — 5, "' ] au voisinage de s, = a, et cet
ensemble est négatif au voisinage de ces deux frontieres (*).

On prend entin pour ¢ une solution de ’équation en 2, la constante g
étant assez grande pour que la condition (3) ait lieu dans toute la
région o < s, < a. ‘

Les fonctions a, s, b,, ¢ sont ainsi continues (L) dans tout ['es-
pace, et les O, continus en tout point extérieura . Hors de D + S et
de 5, = a, les dérivées des a, 4 et des 0, sont continues; leurs discon-
tinuités sur s, = o et surs,, =« n‘empéchent pas d’appliquer la for-
mule de Green relative & «F (u) (*).

Nous définissons encore ane fonction 7 (X) continue (L) dans tout
I'espace, nulle hors de @ —+ s et delarégion o <s, < a,ettelle qu'on
ait partout 7(X)2¢, 7(X)Zo.

Supposons maintenant 723 (*), nous formons pour I'équation

F(u)=yu,

la solution élémentaire G(X, Z) qui s’annule 4 l'infini, ainsi que ses
dérivées de tout ordre, de facon exponentielle (§ 1, n* 3 et 4).

(") B, § 1V, théor. 1, p. 175.

(*) B, § V, théor. 3, p. 209, formule (23). Les raisonnements subsistent si la
condition (3) actuelle est remplacée par I'égalité en certains points, el méme
dans des régions & m dimensions, pourvu que tout point extérieur & @ puisse
étre joint par un chemin continu sans point commun avec § & un point ot I'iné-
ealité (3) a lieu.

(*) Voir A, Chap. 1L, § I, n° 6, p. 13, une remarque permettant d’appliquer
au cas ot /2 == 2, eL mméme au cas ot m =1, les conclusions de ce qui suit.
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Enfin, en posant comme antérieurement

"n

. a7 )
r=—=uv g *T -—~l>.
2 /

nous exprimons la fonction cherchée « a 'aide de deux inconnues
auxiliaires z et 5 par la relation

P Al — 1

g 1/4’\'):-o.7./ GiNC Ao _\-{—-),7./ G ONL Aot A oS,y
’ o/ SIS
' . (po),

Pentier p ¢tant quelconque sous la condition écrite; on a supposé le
déterminant des «, 5 égal 4 un, et ’on a repris les notations (')
GV =G6G,=0.
ey

Gox, E‘.;:] Gr=1 (N, A )70 Gen, D) db

(4

. i
Gy G, = 01 Go,

les intégrales d’ordre medontle champ n’est pas indiqué étant étendues
i tout 'espace. .

On voit que I'inconnue ¢ est fonetion d’un point de I'espace, et
'inconnue g, fonction d’un point de S. ‘

Si I'on suppose que ¢ est continu (L), I'équation (1) est satisfaite

si(*)
(H) 9tN) — 7 / Z(NTGON, Ao A dV,

F (u) étant le double du premier membre.
Grace a notre choix des 6,, la condition (2) s'écrit, en introduisant
lopération © (*),
Ocu)y=/f:

(") B, § V, théor. 3, p. 213.
(%) B, § V, théor. 3, p. 214.
(*) B, § V, théor. 3, p. 209.
Ann. Ec. Norm., (3), XLVIl. — Aour 1930. 32
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elle se traduit done par (")
) 2N

16 glY ) — ‘17./ O[G (Y. Ao A dV,
ok O[GY )]s dS= S0,
s
Y étant un point quelconque de &.

On peut établir (*) que la théorie de Fredholm est applicable au
systeme des équations (5) et (6) et que, si ce systéme est soluble, la
fonction ¢ est continue (L.); par suite la relation (4) fait correspondre
a la solution de ce systéme une solution du probleme donné.

On doit toutefois remarquer que la fonction « obtenue est nécessai-
rement continue sur 8, car 5 est continu, mais que 'existence des
dérivées de « n’est pas démontrée pour les points de $. Pour attribuer
une signification a2 O(«), posons

=V Oy S (o= 1. 2 ..., ),

Ly,

les y, étant les coordonnées d’un point de S, et les ¢, étant des fonc-
tions de ce point, dont on a déja parlé. Les y, et les ¢, sont des fonc-
tions de s, s4, ..., s, dont les dérivées sont continues (L), etil y a
correspondance biunivoque entre (s, s., ..., s,)et (z,, ..., x,)dans
une région |s,| < «. Si X estdans cette région, on lui fait ainsi corres-
- pondre un point Y et un seul; on peut calculer les &, en ce point Y et
s’en servir pour calculer @(u) en X; c’est la limite de ce résultat
quand X tend vers un point de § en restant dans & qui est par défini-
tion la valeur de @(«) en ce point de 8.

Mais nous pouvons nous demander si ce procédé ne laisse pas
échapper de solution, c’est-i-dire si toute solution « du probléme est
susceptible d’une expression telle que (4). Les raisonnements qui
suivent précisent des cas ot il en est ainsi (*).

(") B, § V, théor. 3, p. 216. Voir aussi le passage correspondant de C.

(*) B, § HL, théor. 2, p. 168, et § V, théor. 3, p. 215.

(*) Ces raisonnements, ainsi que ceux de B, § V, théor. 3, procédent de ceux
de Josef Prewerns, Ueber lineare Randwertaufgaben der Potentialtheorie,
l. Teil. Monatshefte far Mathematil und Physik, B. 15, 1go4, S. 337-412;
1. Teil, id., B. 18, 1go7, S. 180-211. Voir aussi Prcarn, Selecta, p. 231.
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3. Lemme. — Si les fonctions o et 5 qui composent une solution du
systeme [(5), (6)] homogéne (c’est-d-dire avec f = o) représentent
3éro dans tout M, ¢ et ¢ sont identiquement nuls.

En effet la fonction « représentée par (4), et qui est nulle dans @,
satisfait hors de (D +$ & I"équation (1). A cause de la continuité,
cette solution de (1) s’annule quand X vient sur$ par points extérieurs
4 @; elle s’annule aussi & U'infini de facon exponentielle, 4 cause de
'expression (4) elle-méme [remarquer que, d’aprés (5), ¢ s’annule
avec 7 |. La condition (3) entraine donc que u est nul dans tout I’exté-
rieur de @, et par suite dans tout I’espace.

O(u) a donc la méme valeur zéro, que X tende vers & par points
de @ ou par points extérieurs & (. Donc s =o0.

On a donc

N

[T ‘37‘/ GONVA)Ye(A) ZAYE

F(uy=—n= p(\ ) -y,
d’ou, puisque u = o,

-0
H
i

4. THEOREME. — Si, pour [=o, le probleme posé n'a que la solu-
tion u = o, le probléme pour f continu quelconque a une solution et une
seule, et celle-ci est donnée par les équations (4), (5), (6).

Il est en effet d’abord évident que le probleme n’a pas plus d’une
solution. D’autre part, d’aprés le lemme, le systéme [(5), (6)] a une
solution et une seule; ’équation (4) lui fait donc correspondre une
solution du probléme.

On voit méme que si & (u), au lieu d’étre nul, devait étre égal &
une fonction donnée continue (L), le probleme aurait encore une
solution et une seule.

5. Sur un cas ou le théoréme s applique. — Supposons qu’il existe
des fonctions v,(% =1, 2, ..., m) continues ainsi que leurs dérivées

dans @ —+ S ainsi que les dérivées des «, 4, et telles qu'en les intro-
duisant & la place des 0, dans le premier membre de (3), celui-ci soit
négatif ou nul dans @ + 8. Alors, si ¢ >—Z,,7,, on peut affirmer
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que le probléeme a une solution et une seule ('); on peut méme avoir
)= — ¥m, 7, en certains points de §(mais non sur S entier) sans que
la conclusion change. Cela découle de la formule (*)

PRrIE ] Lhe
: : . )

/ 1/(-)(11)(/8:[ l’(,,_ (_ﬁ, R ﬂ),/\‘
. ., Ay,

(@D

ot O et P sont formés a I'aide des fonctions 7, ; la forme quadratique P
est donc positive ou nulle pour toutes valeurs des variables. On tire
en effet de [

Lm—1)
du -
u E Uy 5Ty ) dS
s NI Dy ‘

2

P (1re—1}
:] PV +f <dJ ---i—z z;r,,'n1> u* S
S

m

si donc /"= o, « est identiquement nul dans @.

6. Introduction de nouselles hypothéses. — Si I'on ne sait rien sur
les solutions du probléme homogéne, le lemme montre seulement que
le systéeme [(5), (6)] homogeéneaau plus autant de solution’s linéaire-
ment indépendantes que le probléme proposé. Nous irons plus loin
moyennant de nouvelles hypotheses.

\ous supposerons maintenant que ¢ et les dérivées d(’a et des

‘ dayg
b) -H 5 v Q. - S SO o
b, — X4 s ans @ + §; de plus nous supposerons
que’les dérivées secondes des coordonnées des points de & relative-
ment a s, §,, ..., S, existent et sont continues (L). Ou bien nous

supposerons que les a, g, b,, ¢ satisfont aux hypothésesindiquées dans
un domaine contenant D —+ S & son intérieur, et que les dérivées des
coordonnées des points de S sont continues (L). :

Dans ces conditions, nous pourrons définir les a, s, b,, ¢, 0,/ hors

(1) Si le premier membre de (3), aprés la substitution indiquée, n’est pas
nul dans toute ’é¢tendue de @ (supposé toujours d'un seul tenant), il suffit que
b2>— Xw,n,, Uégalité pouvant avoir lieu sur § entier. :

(?) Voir B, § V, théor. 3, p. 209.
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de @+ 8, de maniere & remplir les mémes conditions qu'il y a
quelques inqtants, et en plus celle que les dérivées des a, g et des
w Ody 3

bim=Zs 5

e\lbtentet,eowntcontmueb(l ) dans tout'espace. L'équa-

tion (4) sera supposée formée dans ces nouvelles hvpothése

7. Mise en équations de certains problemes. — Nous appellerons
maintenant «, 'inconnue de notre probleme, et ¢, et 5, les inconnues
auxiliaires; les équations (4), (5), (6) deviennent donc

(20t e —1|

() (X ) = -;1] GONL A o (AN 4 = -.).)f G, Az, (A) dS.,

v

ol 1t

(5) o, (N) — 7./ 2N GONL A p (A dVy
’ W1 -
=+ 7./'/ 7IN)GP(IN, Ao ) dS =0,
S
(69 s Yy u./ OLG (Y. N1 o (AN

A — 1)

4 0 f O[G (Y. A )]y (A) dS =111V ),
o

J1(y) ¢tantla fonction donnée sur S.
Nous chercherons en méme temps dans d une solution u, de I'équa-
tion adjointe

. du > 'w (/ ’)”x 4 ) " » X
(= ") —= YV p— /o 2 i = 0.
70 gl 2 s ()m Py, ()1, \" ,, das o=

telle que Z(u,) prenne sur & les valeurs données f5(y) (*). En posant

AN

(8) wy(N)y = — '47./ G (A XN o, (A dVys

.

(nr—1
-+ u,“/./‘ G, A X) o, (\)dSy,
gty

(*) Pour la délinition de Z, voir B, § V, théor. 3, p. 209.
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'intégrale d'ordre m étant étendue a tout I'espace, comme toujours
quand le domaine d’intégration n’est pas indiqué, on aura les équa-
tions

w2

(9) pa(X) — 2 / (X0 GUAL X)) (A dh
) 1)
~}—'/./'j 2N )G AN N o, ) dS =0,
S
(10) 2Y) =0k [ 2L GO Y (A dY

altn—1i
- za).[ ZIG A Yo A ) dSy = fu(Y m
o)

S

ces équations (9) et (10) forment un systeme de Fredholm.

Nous considérons en méme temps les deux problémes de Dirichlet
relatifs a I'extérieur du domaine @ (cet extérieur peutne pas étre d’un
seul tenant) et respectivement aux équations (1) et (7). Les fonctions
inconnues devront s’annuler a4 Uinfini de facon exponentielle. En
posant, pour ’équation (1),

(1) Uy N ) = — '/.f GONC A 70N ) pat Ay AN

A1)
- ',».1] LE6, X, X |20\ ) oSy
S

on obtient le systeme cde Fredholm

A

(1) PN — 2 [ GON N\ (A ) Y,
i X2 'vll
—{= '.7.7./'[ Zl_(;’/"( X, \ l‘[a;;( A (/S_\ O,
s
a(my
(13) 7Y ) - 7./ GOYo Az (A) pa(A) dV

W(m—1
+ 97.[ L[ G(Y . AY] ol A) dSy= f,(Y):

& (1) est le produit par 7 du premier membre dé(m). Deméme pour
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I'équation (7) nous écrivons
e lrnl

() (N ) = — ‘/./ G Xy ze o N dVy

Al Pl — 1"
2l / OG0\ N ]z, (A)ds,,

J
e 1Ly

(15) o Ny — 7. / GO Ny e\ dy

i
"

=1
+ -,»J.wf OG (A, X1 ]o (\ ) dS =0,
&

i

(16) 7 (Y ) — }‘/ GO Y )0\ 10,0 A) Y

W1 1)
—+ ».)./ OL G\ Y ) o, NS = [,V
S

8. Lemme. — Les systémes de Fredholm [(5), (6)] et [(13), (16)]
homogenes ( f,= /.= o) ont le méme nombre de solutions linéairement
indépendantes.

En effet, dans le systéme des équations (5) et (6), nous pouvons
remplacer I'équation (6) par celle qu'on obtient en changeant, dans
I'équation (5), X en B, puis en multipliant par 272.0[G,_, (Y, B)]dV,,
en intégrant dans tout I'espace et en ajoutant le résultat au premier
membre de (6); on obtient ainsi, en permutant des intégrations uni-
formément convergentes,

V1)
(6 bis) g (Y) — t».)/’[ OLG7Y, \yfo (N dV,

o

1
+ -),7.[ 0] Gup (Y, Ny o (N dSy= f0Y ).
. &

De méme 'équation (16) du systéme [(15), (16)] peut se remplacer
par celle qu'on obtient en remplacant dans (15) X par B, en multi-
pliant par 27(B)G,_ (B, Y) et en ajoutant le résultat au premier
membre de (16); on trouve ainsi

()

(16 bis) T, Y — 7./’/ G (A Yy 7\ o (N dNy

Al —1)

+ z»,‘/./ O Gapey (A Y ) [ 2,1 A ) dSy=/,(Y ).
o)

Il suffit maintenant de prendre pour inconnues, dans les deux sys-
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temes, (5, et /g, au lieu de 5, et de 5, pour voir qu’on adeux systémes
associés, d'ou résulte le lemme.

0. LemMe. — Les dewx problémes homogenes de la chaleur (/= [/,=0)
ont le méme nombre de solutions linéairement indépendantes, chacune
de ces solutions étant donnée par une solution et une seule du systeme de
Fredholm correspondant.

Soient ¢ le nombre de ces solutions linéairement indépendantes
pour 'équation (1) et 7le méme nombre pour I'équation (7) (7= 0,r>0).

Je dis que rest au plus égal au nombre des solutions linéairement
indépendantes du systeme [(15), (16)] homogene. Er effet nous pou-
vons appliquer la formule de Green a G,(A, X) et & «,(A), relative-
ment & A, dans la partie de (d extérieure & une hypersphere de centre X
et de rayon infiniment petit si X est dans @, dans @ entier si X n’ap-
partient pas & @+ S. On trouve ainsi, /, élant nul,

(12
(17) )./'f G (A, N7 (A) iy (A)dV
@

Lo : (] N dans @),
5 f OGN N1 sl A ) dlS, ) Xy (N dans @)
s

| o (N hors de @ + 8).
Donec, siI’on pose
1 ) n
_ Vo= 7.w~-~|f Gr (AL XD 7(A) s (A) eV s,
(IS) ; @ o
g, (Y)=— 2" u,(Y),

1

la fonction u, représentée par (14) satisfait dans @ et hors de D+ 8
a équation (7) et elle est nullehorsde @ + &5 ¢, et 5, satisfont donc
au systeme [(15), (16)] homogeéne. D’ailleurs ces fonctions ne sont
pas toutes deux identiquement nulles, sinon «, le serait aussi a cause
de (17); donc le nombre des solutions de [(15), (16)] homogeéne est
au moins 7.

Ce nombre est le méme que celui des solutions lincairement indé-
pendantes du systeme [ (5), (0)] homogéne (n° 8), donc au plus égal
ag(n°3). Donc gzr. Comme on peut échanger lesroles de 7 etde ¢,
il en résulte que g =r.

Notre lemme en résulte et 'on voit méme que les quatre systémes
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homogénes de Fredholm ont chacun ¢ solations linéairement indépen-
dantes (et seulement ¢ solutions).

10. TutorEME. — Quand un probléme de la chaleur relatif a l'équa-

tion (1) est soluble, toutes ses solutions sont données par les équations(4).,
(5), (())

[l est évident que si le systéme [(5), (6)] est soluble, il en est de
méme du probléme, et les solutions se correspondent une i une. Cest
la réciproque qu’il faut démontrer et pourlaquelle nous pouvons nous
borner au cas ot ¢ est positif.

Si (¢4, 0.) est une solution quelconque de | (15}, (16)] homogéne,
les conditions nécessaires et suffisantes pourla solubilité de [(3), (6) ]
sont que

. =1
(19) o, [ dS =0,
v &
ces conditions sont par suile suflisantes pour la solubilité de notre
probléme. Pour faire voir (u’elles sont en outre nécessaires, désignons
par ¢ une solution quelconque du probléeme homogeéne de la chaleur
pour (7). En appliquant la formule de Green & la fonction cherchée «,
etae, dans un domaine limité par une surface infiniment voisine de s, -

nous trouvons
a =i
f ofydS =o:
™

or, si l'on se reporte a la formule (18), on voit qu’on a ainsi les condi-
tions (19). au nombre de ¢. Le théoréme est établi.

I'1. Supposons qu’on veuille trouver la solution de [I'équation
F(u,)=h(X) telle que O(u,)=/, sur $,/(X) étant continue (L)
et f, continue. Nous prolongerons 4(X) hors de (0 + 8, en respectant
sa continuité (L) eten le prenant nul des que L(O, X) est assez grand.
Nous écrirons ensuite les équations (5) et (6 bis) en donnant comme
second membre & la premiére 2~' (X)), et & la seconde

o 110}
JoY ) - }./ O[ Gy (Y. B)]A(B) V.
Si nous sommes dans un cas ot le probléme homogéne a au moins
une solution non nulle, et si (¢, 5,) est une solution quelconque du
Ann. Fe. Norm., (3), XLVIl. — Aotr 1g30. 33
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systeme | (15), (16 bis)] homogene, les conditions nécessaires et suffi-
S

santes pour la solubilité du systeme [(5), (6 bis) ] actuel sont

.
{ Xy o, XN x
=1 M

- q‘/ :./; (Y )+ 7./ O Gy (Y. B)JA(B) o\ u:g.,n‘ ) edSy=o.
Jw : J

.

Ces conditions sont done suffisantes pour la solubilité de notre pro-
bleme. Pour vérilier leur nécessité, remplacons-y ¢, et s, par leurs
valeurs (18), : '

I

Al
'/,/"*’,‘/ [ G AN 0N (A dN | N dN
J, )

D

Ali—1i0 .
— / ;./'l(\") ~+ 1. /
v 3 o

En vérifiant que Pordre des intégrations peut étre modifié¢, ceci devient

W)

O[G, (Y. By A1)\ .;:

(YY) dSy-=—=o.

57‘/'-*[ G (AL N) (A Ay dN
( @ . .

/a IR

Al — 11

-3 / O[ G (e N ral Ny Sy LN

)
W (1 — 11
— JiOY )y u (Y ) dSy=o.

)

[ty

2 o e < N e I =N o1 N N @ .
Reportons-nous & la formule (17) olt nous changerons p en p— 1}
nous parvenons enlin a

(He—1)

[ /I(.X)l(._.(:,\)(/\x"“[ JiYyu, (Yydsy=o.

. ety

Nos ¢ conditions sont donc aussi nécessaires car, mises sous cetle der-
niére forme, elles peuvent s’obtenir en appliquant laformule de Green
oy oet .

V. — Sur certains problémes mixtes.

1. Enoncé duprobléme. — Supposons que le domaine borné ouvert @
soit limité par plusieurs contours sans points communs deux & deux,
dont les uns seront désignés par S et les autres par . Ces contours
et les coeflicients de (1) (§ V) devront remplir les conditions énon-
cées en dernier lieu (§ IV, n° 6); toutefois les dérivées secondes des
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coordonnées des points de S doivent étre continues (L). Nous nom-
merons &, la partie de I'extérieur de @ qui a pouar frontiére les con-
tours 8, &, celle qui a & pour fronticre.

Sur ®, nous nous donnons une fonetion continue 4 et nous posons
l.=—w.d(x=1,2, ..., m), les &, étaut les cosinus directeurs de
la normale dirigée vers I'extérieur de d (de méme plus loin, pour
les &, sur$). Sur'$, les O, sont arbitraires, nuls par exemple.

Nous nous proposons de trouver une fonction « satisfaisant dans
al'equation (1) (§IV), et telle que v, =/, sur S et O(u,) =9, sur,
/i etz etant des fonctions continues données.

Si 'on admet que & ou T puisse se réduire 4 séro el le nombre des
contours a un, ce prohléeme comprend comme cas particuliers, d’une
part celui de Divichlet, d’autre part celui de la chaleur. Nous suppo-
serons que ni & ni & ne se réduit a zéro.

2. Mise en équations. — Nous définirons d'abord dans &, + &, les
fonctions a, 4, by, ¢, 0, de facon & remplir les mémes conditions que
plus haut (3 1V, n> 2 et 6). Nous introduisons également la fonc-
tion 7 (X)) continue (L) dans tout 'espace, et la fonetion G(X, Z).

Nous posons alors

ety

(1) (N ) = /./ GENC Ny (N dNy

.

ai=— 1

— 1, ZLGL NG N o0\ yedsy

W=

GaeNe Nz o\ sy (p.

[

i, 71, 7 etantdes fonctions inconnues a définir, ¢, dans toul I'espace,
7, sur s, =, sur e.
L'équation (1) (§1V) sera vérifiée si, z, étant continu (L),

<

LUy

() PN — L / NGNS Ny e Ny
) =1
— 'a'/./‘/ ZINGALGr NG Ny g NSy
)N

(m—1)
Af—f),‘/./'/‘ 2N GPINL AT ) dSy —=o0;

O
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la condition sur § se traduit par

Linn

(3) 5 (1) — 7./ GOYo N o (A
. ) a1 — 11
— 527./ ZLGLOY . A ]2, () oS,
JE
=1,
+ 'fl.] GV s (A Sy = f,(Y),s
©
et la condition sur & par
J Catin ) :
() Y ) — ;./ O[GIY. N o (AN

=1
. __-.a'/.[ OVZ1 Gy ][ 0N Sy
J :
(1)
Sl O1G,(Y. \)

o

TN dSy T =0, (Y).

Les équations (2), (3), (4) forment un systéme de Fredhotm qu’il
s'agit d’¢tudier.

3. Lemwe. — S0z, 30, =, satisfont aw systemie [(2) & (4| homogene
(/1 ==2,=0) et ne sont pas identiguement nuls ensemble, la fonction u,
donnde par (1) n’est pas identiquement nulle dans (4.

Supposons «, nul dans tout @; on va voir que ¢,, 7,, 7, sont iden-
tiquement nuls.

Dans &,, u, satisfait & F(«,)=o0 ct est nul sur la fronticre &; si &,
n'est pas borné, u, 8’y annule aussi & Uinfini de facon exponentielle;
done u, est identiquement nul dans &,, d’apres la condition (3) (§1V).
Un raisonnement déja fait (3 IV, n° 3) prouve alors que =, = o.

Nous sommes ainsi ramenés & une proposition déja traitée en étu-
diant le probléeme de Dirichlet("); le fait que &, peut n’étre pas borné
n’empéche pas le raisonnement de s'appliquer. Donc ¢, =135,=o0 et
le lemme est établi.

(") B, §V, théor. &, p. 227. Les hypotheses plus larges o nous nous placons
ici n’empéchent pas les raisonnements el sont valables aussi pour le probleme
de Dirichlet. '
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4. Equations relatices a d’autres problémes. — En méme temps que

le probléme proposé, nous devons en considérer trois autres.

Tout d’abord, nous devons considérer le probléme de trouver une
fonetion u, définie dans @, satisfaisant & Uéquation (7) (3 IV), pre-
nant sur § les valeurs données /,(Y) et telle que sur &, Z(u,) = D,
/et oy ¢tant continues. En procédant comme il vient d’étre dit, on
est conduil aux équations

(D) Ul Ny ==~ 7./ G N o Ny dY
Al — 1
- 127./ O[G, A N oA S,
s

a1
- '».7./ Gl AN o0 ) dSy,
2 .

1M

(6) oy (N / ZINTGOA N o, (A Y
— L [ 7IN)O[ G A, N )] ot Ay dSy
N
I —
~+ z).]/’j 7N GO ND T (N S, = o,
(=) g (Y ) — // GOAL Y ) o, (A )V
et~
- A.n.j OGN, Y ) o, A ) dSy
e
At —1)
— :»,‘/.f Gt N Y ) m ) Sy = f,(Y),
(8) (YY) — 7./ ZLGA Y ) o AN
by — 1) !
————— g'/.[ 730G AN, Y )] o, () dS,
</
=1
i fn.f Z[G, A Y] m (A dSy =g, (Y.

Nous considérons encore la question de trouver une [onction u,
définie dans &, + &,, satisfaisant & 'équation F (u,) = o, s’annulant
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a I'infini de facon exponentielle et telle que O(u,) = f; sur's, uy; = o,
sur &, /, et o, étant des fonctions continues données. On a pour cela
les équations

(g N == — 7./ GINL AN zi ot A dyy
’ el — 1}
».'/./ Gt N Nyt N oSy
Jw
eutht— 11
_— ZLG, N A 2N dSy,
(10) o, ANy 2 / GENC A 7N ) o (A dY

W i
.-_».7./'/ GrON. N oA ) dS,
& -

-1

W1
—}= ‘),7./"/ Z[ G, A )'] T, ( \ )(/S\:’; O,

Sl

(i) P /./ OLGOY . AN ] 7zt A ) ot )Yy,

.

(== 11
._,,;_f O G, (Y. \ ) oy (A S,
N
AR )

OV ZLG Ot NS = [L0Y ).

~

(1) Y 7./ GOV NN o Ny
u/,r/uv 1
~~~~~ 27 GuitYo Ay g, LA ) oSy
[uat
i I

210G,y A T (A ) S = 2,0 Y).

l.e dernier probleme, dont nous nous abstiendrons d’écrire les
équations, est de trouver une fonction u, définie dans &, + &,, s’an-
nulant a 'infini de facon exponentielle, et telle que ¢ («,) = o dans
&+ &y, L(u,)=[f,sur$, u, = o, sur B, [, et o, étant des fonctions
continues données.

5. Lemme. — Les systémes [(G) a (8)] et [(10) & (12)] homogénes
(fo=0,=fy =2, =0) ont le mémne nombre de solutions linéairement
indépendantes.
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En effet, dans le systéme [(6) a(8)], les équations (7) el (8) peuvent,
en tenant compte de (6), étre remplacées par

o lh

(7 bis) oY) — ;_/»/ Gr A Y oAy d\

.
m—ti

— ol / O[ G i\ Y20l A) S,
[

&

the—1]
4= 21 f Gy (ALY ) 70 A fS, = /.Y,

o

(Shis)  =,(Y) — }_/'/ LEGP N Y ol Ay

Wt —1

_ad / 7000 Gy (N Y )] L ou (A ) dSy
»

i —1%
+u.).[ Z[Gup (A Y )]l N1 dSy =0,V ).

s

De méme, en tenant compte de (10), on peut remplacer les équa-
tions (11) et (12) par

o M)

(11 0is) oy (Y ) — 20 / O[ G/ (Yo A1) oy AV

.

Al =1}

o / O Gy 1Y A )] 70 A) Sy
Jis

=1
L) [ O 7 Grap Y A5l A fSa= [,(Y ).

S

e

(12 0is) (YY) — / GrOY, A (Ao (A dV o
N =1
— 0l f Gy (Y0 Ay o () Sy
S

Wl—1
) f ZLGo Y A ]2 A dS =0y (Y ).
R :

. . . — — -

Il suffit maintenant de prendre pour inconnues y'23,, \'20,, 1y27,,
z'\/z—.;‘ au liea de 5., o4, 7,, 7, pour arriver & deux systémes associés :
le lemme en résulte.

6. Lemve. — Les problémes homogeénes relatifs & u, et a u;
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ont le méme nombre de solutions linéairement indépendantes; chacune
de ces solutions est donnée par le systéme de Iredholm correspondant.

Soit ¢ le nombre des solutions linéairement indépendantes du pro-
bleme homogéne relatif & «,, et soit » le nombre analogue pour «..
Nous allons d’abord prouver que ¢g<r.

Soit, en effet, #, une solution du probléme homogene. La formule
de Green prouve que

(13) ,_w[ G X AT (A a (A dV
<@

=1
—_ [ G (X, AYO[w, (A)] Sy
s .

/18

=1 . - - N

R e . . y o, (X)) (X dans @),
S [ G T NS, = . cans @),
i LG, Tt dSy I o (X dans &, + &,).

Cela nous prouve ue les fonctions

! alni)

\ by (N ) = — )./ Gr=INL A) (), (A dY
@D

(rh) 4 . R
) ' g Y )= — 2 O, (Y)].
1

Y )=— o (Y)

composent une solution du systéeme [(10) & (12)] homogene, et celte
~solution n'est identiquement nulle que si z, (X)) I'est.

Donc ¢ est au plus égal au nombre des solutions linéairement indé-
pendantes du systéme [(10) & (12)} homogeéne. Ce dernier est égal au
nombre analogue pour le systeme [(6) 4 (8)] homogéne (n° 3), donc
au plus égal a r (n° 3).

Ainsi g<r. Mais en échangeant les roles des deux problémes, on
prouve que 7<q. Donc g =r et le lemme en résulte.

7. TugoriME. — Quand le probleme relatif a u, est soluble pour les
Jonctions données [, o, toutes ses solutions sont données par les équa-
tions (1) a (4).

Le seul cas ot il y ait lien & démonstration est celui ott le nombre
qu’on vient de nommer ¢ est positif, car si g=o, le systeme de
Fredholm [(2) & (4)] a une solution et une seule.

Si g > o, les conditions nécessaires et suffisantes de solubilité du
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systeme [(2) a (4)] sont que pour toute solution du systéme de
Fredholm homogeéne correspondant i «,, on ait

Al =1 e

Jio, dS — f 97, S = o. -
L) JE

Ces conditions sont donc évidemment suffisantes pour existence

de u,; leur nécessité résulte de la formule de Green qui donne

Al 1) ey I — 1]

j N2,y dsS — / Sy, dS =o.
» (RN

ce qui équivaut aux conditions ci-dessus, d’aprés les formules ana-
p o [
logues a (14).

8. Bemarque. — Si T (u,), an lieu d’étre nul, doit étre égal & une
fonction donnée A(X) continue (L), on trouve que les conditions
nécessaires et suffisantes pour 'existence de «, sont

1 TR . (i —1j
[ leay dV ~T—/ S,y ds — [ 1y dS = o.
] w Y

o/ (D S

pour toute fonction u, satisfaisant au probléme homogeéne relatif & ¢ 5
cela fait donc ¢ conditions. La démonstration est semblable & celles
qui ont ¢té données pour les problemes de Dirichlet et de la chaleur.

.

Addition.

Cette addition est destinée & résoudre une objection qui pourrait
étre faite & deux passages du Mémoire précédent ou I'on s’appuie sur
la solution du probleme de la chaleur précédemment donnée relati-
vement & un domaine homothétique d’un domaine tixe dans un rap-
port assez petit ('). '

Dans cette solution, on prouve bien que le systéme de Fredholm
formé fournit une solution et une seule du probléme, mais nullement
que celui-ci n’admet pas d’autres solutions ne pouvant pas se mettre
sous la forme d’'une somme de deux potentiels tels que ceux dont on

(1) C, p. 380 & 384.

Ann. Ec. Norm., (3), XLVII. — Aour 1(\';'30. 34
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se sert dans cet endroit. D’autre part, on peut conclure d’un théoréme
général (31V, ne 10), que si un probleme de la chaleur a toujours une
solution (¢’est-a-dire quels que soient le second membre et les valeurs
données sur &), il n’en a jamais qu'une; mais cetlte conclusion n’est
valable que moyennant des hypothéses plus restrictives (§ 1V, n°6).

On peut alors objecter (31, n° 3) que fes limitations trouvées dans
la recherche de G( X, A), au cas ot les a, 4, b, et ¢ sont seulement sup-
posés continus (L), ne s’appliquent peut-étre pas aux dérivées
secondes de la fonction qu’on a en vue. L’objection tombera d’elle-
méme si 'on remarque que, dans ce passage, on considére un pro-
bléme de la chaleur relatif & une équation dont les cocefficients sont
des polynomes, et pour laquelle done on peut (8 IV, n 10) aflirmer
que la solution est unigue.

En second lieu (§ HI, n® 5), on peut objecter & la démonstration
relative & I'existence des dérivées de certains ordres pour les solutions
des équations non linéaires, que la continuiteé des dérivées troisiemes
de « n’est pas suffisante pour les identifier avec les dérivées secondes
de la solution d’un probléme de la chaleur relatif & 'équation

o .
Zz.jﬂ s 7)777)72: '
formée & cet endroit, car il est seulement démontré que les «, 5 ont
des dérivées continues, ce qui est insuflisant pour appliquer la théorie
générale. On répondra & cela que la continuité des dérivées des a, 4
suftit pour appliquer une certaine condition d’unicité (§1V, n*5), qui
se trouve remplie ici pour un domaine assez petit dans toutes ses
dimensions, en prenant
J

Oy,

P log[ L2 — L2 O, X)].
L, étant supérieur au maximum de L(O,NX); ce choix résulte d'un
procédé général de M. Picard.

La solution de cette derniére objection montre toutefois que, dans
un exposé d’ensemble, ce qui concerne les équations linéaires, y com-
pris le probléeme de Dirichlet, le probléme de la chaleur et le probléme
mixte, devrait précéder tout ce qui regarde les équations non linéaires.



