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SUR D I F F É R E N T E S Q U E S T I O N S

RELATIVES AUX

ÉQUATIONS DE TYPE ELLIPTIQUE
PAR M. GEORGES G Î H A U D

Professeur a l 'Universi té de Clermonl-rerri ind.

Introduction.

Cet article fait par t ie d'un ensemble de travaux consacrés aux équa-
t ions aux dérivées partiel les du second ordre de type e l l i p t i q u e ,
l inéaires ou non, à m variables indépendan tes (').

Rela t ivement aux équations linéaires, des so lu t ions élémentaires
de cer ta ines équations dont les coefficients sont définis dans tout
l'espace et se réduisent à une certaine distance de l 'origine à ceux
de l 'équation

2 à'1 uà2 u
^ àj;ï^-^/==0 ^>0)'

( 1 ) Voici la liste de ceux de ces travaux auxquels nous aurons fréquemment à
renvoyer au cours de cet article, avec les abréviations par lesquelles nous les
désig'nerons :

A. Sur le problème de Diricîilet généralisé, équations non linéaires à
invariables (Ann. se. Le. Aorm. sup^ t. 43, 1926, p. 1 - 1 2 8 ) ,

B. Sur le problème de Dirichlet généralisé, deuxième mémoire (Ann. sc^
Ec. Norm. sup.^ t. 46. 1929, p. i3i-2/i5).

C. Sur les équations aux dérivées partielles du type elliptique (Bidl. Se.
math,,, t. 53, 1929, p. 36-j'3cfi).

Un article Sur les équations de type elliptique et la méthode des approxi-
mations successives {Journal de Math., t. 8, 1929, p. 269-800) traite rapide-
ment la question d^une façon intermédiaire entre celles de A et de B,
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le coefficient de // étant en outre négatif dans tout l'espace, jouent : un
rôle prépondérant . On verra ici que ces solutions élémentaires existent
si les coeff ic ients satisfont dans toutTespace à une condition de Lips-
cliitz généralisée et si en outre le coefficient de u est négatif ou nul
dans tout l'espace. On y trouvera en outre une étude plus détaillée de
ladérivabil i l 'é de ces solutions élémentaires.

Certaines équations sont identiques à leurs adjointes ; c'est le cas
no tamment de certaines équations^où figure l ' invariant différentiel du
second ordre de Beltrami pour une mult ipl ic i té à m d imensions dont
on donne l 'élément l inéa i re . On verra comment de^ résultats classiques
de la théorie de l 'équation de Fredholm permettent de généraliser pour
ces équa t ions un théorème de M. Picard sur l 'équation des membranes
vibrantes, théorème qui a déjà fait l'objet d'une première généralisa-
t ion due à M. Sanielevici.

L'allure des dérivées de la solution u d'un problème de Dirichlel
l inéaire sur la frontière du domaine est fondamentale pour la solution
des problèmes de Dirjchlet non linéaires. Cette étude est rapidement
reprise ici pour élargir les hypothèses faites précédemment. A ce sujet
se rattache la construction de fonct ions assujetties à des condi t ions aux
front ières données, portant sur les dérivées jusqu'à un ordre donné,
opération qui se présente à plusieurs reprises dans la théorie actuelle.

Cet article revient ensui te , pour le démontrer complètement, sur le
théorème concernan t les dérivées de u^ d^ordre supérieur au second,
quand on suppose que u satisfait à une équation, l i néa i r e ou non , de
type e l l ip t ique et que ses dérivées secondes satisfont à une condit ion
de Lipschitx généralisée. On passe a i sément de là au cas où l 'équation
donnée est holomorphe, cas où u l'est auss i ; cette proposition géné-
ralise un théorème bien connu de M. Serg-e Bernstein concernant le
cas de deux variables indépendantes. Le théorème sur le problème de
Dirichlet pour les équations non l inéaires est repris rapidement avec
des hypothèses plus larges que précédemment.

Le problème dit de la chaleur qu'il n'y a pas l ieu , à notre point de
vue, de considérer séparément de celui de Neuiïsann^ est généralisé
pour les équations linéaires quelconques. On y retrouvera un fait déjà
signalé'dans des circonstances plus étroites, savoir que les hypothèses
nécessaires à notre solution de ce problème sont plus larges que les
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hypothèses correspondantes relatives au problème de D i r i c h l e t ; les
raisonnements sont d 'ai l leurs p lus brefs.

ï l n'y a aucune di f f icul té à considérer un problème mixte, où cer-
taines frontières por tent les données d 'un problème de la chaleur, et
certaines autres celles d 'un problème de Dirichle.fc, ces f ront ières é tant
sans p o i n t s communs les unes avec les antres pour éviter les s ingula-
rités qui se produira ient à la séparat ion des deux sortes de données .
Cette é tude est d o n n é e ici avec des hypothèses un peu plus larges que
celles que nous avions faites antér ieurement pour le problème de
Dirichlet l inéa i re ; les nouve l les hypothèses s^appliquent d'ailleurs
aussi à ce dernier problème.

I. — Sur la solution élémentaire.

1. Si l'on donne l 'équation linéaire

( ^ à^ii • ^ , au
\ ^ ( a,} == > a.y, 3 -,——,— + 7 by —,— 4- eu = o

( i ) ' K ' ^^ ^ àx^àx^ ^ •̂0,

( (a, (3== i, -2, . . ., mn^^ ==<7^),

où les ciy^r^ les by, et c sont des fonctions données de x^ .^3, . . . , x^,
et où u est la fonct ion inconnue, on peut définir l 'équation adjointe
comme étant

^ à'1 (a y ^(/") ^ à(b^v}
( 9, ) 4 ( c ) -==. > ——v—— — > —.—— -4- cv =. o,
^ / £ } k / ^^.^ àx^àx^ ^a àxy,

et cette d é n n i t i o n est valide si les dérivées secondes des ^a,,3 et les
dérivées premières des &y, existent.

Mais si l 'on pose., dans l'équation (i),

^ à a y Q
by-=- b'o-\- y ———,a a A«!p àx^ .

de sorte que cette équation devient

^o à f au. \ ^ ,. au.
(3) ^^,)=^^(^^J+^^^+c»,=o,
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l 'équation adjointe devient, dans la même hypothèse,
^ à [ à^\ ^ à [ î : ) y y ' }( 4 ) ^ (,, ) ̂  \ ( a^ —— - •\ ———— + ̂  ==: o.
^J^</r3\ • ÛXyj ^a ^a

On remarque alors que, si l 'on prend cette nouvelle façon d'écrire
l'adjointe comme une dé f in i t i on , celle-ci a un sens pourvu que les a^^
et les Z4 <H1 ^s &a—^ (-^L^ aient des dérivées, et ces nouvelles hypo-
thèses sont plus larges que les anciennes .

C^est cette nowelle définition que nous adopterons désormais. Si les
dérivées des ^,'3 6t des b^ sont cont inues , les différentes conséquences
de la formule de Green ( 1 ) subsistent sans modification.

2. Si l 'on suppose que c et les dérivées premières des a^^ et des
b'^ sont cont inus (L)( 2 ) , les autres hypothèses relatives à l'existence
de G(X,S) subsistant (:>) (c'est-à-dire que, hors d'un certain domaine
borné, les ci^^ sont nuls si ? -=/=. a et égaux à un si [3== a, les by^ sont
n u l s e t c = = — g ' 2 , p é t a n t positif et constant, et que de plus c est négatif
dans tout l'espace), cette solution élémentaire G(X, S) satisfait , rela-
tivement à 3, à l 'équation adjointe. La démonstrat ion donnée dans un
cas plus particulier ('') subsiste en elfet.

3. Les hypothèses faites dans le travail cité pour parvenir a la fonc-
t ion G (X, S) peuvent être élargies : il suffit en effet de supposer que
tous les coefficients a ̂ 3, by^ c sont continus (L) dans tout F espace^ ces
coefficients gardant les mêmes valeurs que ci-dessus hors d 'un certain
domaine borné .et c étant négatif dans tout l'espace. Pour le voir, il

( 1 ) B, § V, ihéor. 3, p. 'KX) et a ïo .
( t 2 ) Je rappelle que je désigne ainsi les fonGtions satisfaisant à des conditions

de Lipschitz généralisées

\^(X)-^(Y)\<:/,U'-(X, Y) (Â ->O, o</^i),

ou L (X, Y) est la distance des deux points de l'espace à m dimensions, À- et h
étant constants; h est nommé V exposant et k, le coefficient de continuité (L).

( ; î) B, § V, théor. ^ p. 19.1.
( 4 ) B, §V, théor. 2, p. 200.
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suffit de modifier un seul point de la démonstrat ion ( ' " ) : pour l imi te r
dans 3e domaine L (0, X. ' )<<.R+o les dérivées secondes de C x ' — <&'
par rapport auxa^, les dérivées premières et la fonc t ion même ayant
déjà la l imitat ion 0 ["^-•^^-^^"'"j^ [\ suffit de considérer G' — ï^ comme
solution d'un problème de la Chaleur (2) dans une hvpersphère de
rayon assez pe t i t ; on sait en effet que ce problème est solu'Me si les
^a,::h les b^ et c sont con t inus (L), moyennant u n e condi t ion de signe
qu'on peut tou jours r empl i r , et pourvu q u e le rayon de Fhypersphère
soit assez pet i t ; les dérivées secondes de la solution peuvent être l im i -
tées dans les mêmes cond i t ions , ce qui suffi t .

4. La condition c <^ o clans tout l'espace peut être remplacée parc^o,
pourvu que, hors d'un certain domaine borné, on ait toujours
c=—g\ <§->o.

Plaçons-nous en ef fe tdans cette hypothèse et soit / ( X ) u n e fonction
con t inue ( L ) dans tout l'espace, n u l l e hors d'un certain domaine
borné , et telle que c — y soi t négatif dans tout l'espace. Soit G(X, S)
la solution élémentaire de la nature considérée, relative à l 'équation

^ (u)=yji.
Posons

. * ( / / / )
( 5 ) //.(,X, Z.)=—ï J G-(,X, A ) p ( A . , ^)d\r^

l 'intégrale é tant é tendue à tout l 'espace et A ayant, comme dans le tra-
vai l cité, la valeur

_ n1. / \
( 6) À = 2-^ 7T 2 F ( m — 1 ) ( m > 2 ) ;

p(X, S) est une fonction à déterminer par l 'équation de Fredholm (;i)
^m,

o(X, E) — A % ( X ) | G-(X, A.) p (À , S) 6/VA==A^-1 %(X) G^(X, 2)

(•2p > m),

( 1 ) B, §V, théor. 2, p. 207.
( 2 ) Voir G, p. 38o et suiv.
( 3 ) Voir B, p. 213, les définitions de'G^r, et de 0'^ ; ou ci-dessous, § IV, n° 2.

Ànn. Éc. Norm., (3), XLVII. — JUILLET igSo. 20
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ou r in tégra leesfc .é tendue à tout l'espace. La théorie de Fredholm s'ap-
plique à cause de la façon dont G- se comporte à r i n f in i et parce que '/
est iden t iquement nul .hors d 'un cer ta in domaine borné ( ' ) .

Pour prouver que p existe, il suffi t de prouver qu'il n'existe pas
d'autre solution que G- == o pour l 'équation

/-ïim!

( 7 ( X ) — / . ^ ( X ) ^ G(X. A ) < 7 ( A ) ^ V A = = o.

Soit en effet a une solut ion quelconque de cette équat ion et soit
^nù

if(X')=—'}. / G(X, A)cr (AWVA, ;

u satisfait à Inéqua t ion (i) et s 'annule à l ' inf in i . Je d i s q u e n est identi-
quement nu l . En effet, posons

u=(h — e-^)ç\

h et M étant des constantes positives qu^on va déterminer; /• est la dis-
tance de X à l 'or igine supposée placée en un point où c<^o; <' estime
nouvelle inconnue . Si A ^ > i , l e coefficient de v dans le second membre
est partout positif. D'autre part,

ff(h- e~^)= e-^[- 4M2 2a.3^^ -r^ -+- •îM J^O^ -4- b^x,:}— c] + hc;

il existe des constantes A^ B, C, D toutes positives telles que le crochet
soit moindre que

— ^^IVPA../-2-^ 2 M ( B r - + - G) -4-D;

supposons c<^o pour ^'^o ; nous pouvons prendre M assez grandpour
que ce crochet soittoujours négatif pour r^> j\; d'antre part, M étant
maintenant fixe, nous pouvons prendre h assez grand pour avoir

^ ( h — e-^) < o

quand r <^ ro ; alors il est visible que la même inégalité a lieu dans tout
l'espace. (-' ne peut donc avoir nulle part ni maximum positif ni mini-

( 1 ) B, §V, tbéor, 3, p. 2i5.
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mum n é g a t i f ^ ' ) ; mais i" s ' annu le a l ' i n f i n i ; donc r est i den t iquemen t
n u l et u de même. Donc e n f i n a, qui est. égal à y u, est nul .

Ainsi ? ( X , H), et par su i t e ?/(X,3\ ex is ten t . Alors la fonc t ion
G /, {X, 3 ) — ^ ( X, 3 } est la s o 1 u I. i o n é 1 é ni e n t a i re c 11 e rch é e d e 1 ' é (| u a-
tion (i). Cette s o l u t i o n est év idemment [inique.

5. Dans le but de rassembler des énoncés de môme nature; , repro-
duisons ici un résul ta t du travai! c i té( 2) :

AÏ les dérivées d'ordre q^ i des a:^ ̂ , d'ordre, q — i des 6 a ^t de c sont
continues (L), G peut être dérivé jusqu'à 2 y -^ i fois, dont q + i fois an
plus par rapport aux coordonnées' de X et q fois au plus par rapport aux
coordonnées de S.

Quand X tend vers 3, ces dérivées se compor tent comme celles de la
fonc t ion nommée ^ à l ' endro i t cité.

6. Si les dérivées d'ordre q ̂  o des Oy_^^ des b^ et de c sont conUnues(Ï^)y
G peut être dérivé jusqu'à 2 y -+- 2 \foiSy dont q + 2 fois au plus par
rapport aux coordonnées de X et q fois au plus par rapport aux coor-
données de 3.

La démonstrat ion est toujours la même et repose sur ce que ces
dérivées ex i s t en t pour la fonc t ion ^C3). Si l 'entier arbitraire qui. f igure
dans ^ a été pris assez ^rand, toutes ces dérivées de différents ordres
sont cont inues pour G — ^ (comme dans le cas précédent) .

Remarque. — Si ces hypothèses ou ce/lies du n" 5 sont vérifiées
seu lemen t dans une rég-ion de l 'espace, on p e u t dériver par rapport
à X le nombre de fois i n d i q u é si. X est dans la région et 3 n' importe
où. De même les poss ib i l i t és de dérivation par rapport à 3-dépendent
seulement de la région où est S.

7. Si les dérivées d^ ordre q^i des a^^^ d'1 ordre q—- î des b^ et d'ordre

( 1 ) B, § V, théor. 2, note de la pa^'e 200.
( 2 ) B, § V, théor.-2, p. 208. • - •
( 3 ) G, théor. 1 à 5, p. 870 à 3^8.
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q — 2 de c sont continues (L), onpeut écrire

G(X,S)=9(X)^ (a )N(X ,2 ) ,

o^ y ̂  ̂  n^ s^ annulent nulle part et ont leurs dérivées d''ordre q conti-
nues (L), et où N(X, Ë) peut être dérivé jusqu'à iq-\- i /b^ rfô/i^
^ + i fois au plus par rapport aux coordonnées de chaque point.

En effet, remarquons d'abord que G est positif ou nu l dans tout l'es-
pace, puisque autrement il devrait atteindre un min imum négatif, ce
qui est absurde [ceci suppose c<^o, mais la transformation employée
ci-dessus(n° 4) étend le résultat au cas où c peut s^annuler]. La fonc-

/
im)

tion G (X, A)rfV^ où l'intégrale est étendue à tout l'espace, est
donc positive 5 en outre elle est bornée ainsi que ses dérivées jusqu'à
l'ordre q et que les coefficients de continuité (L) de ces dernières
(n°5) ( 1 ) .

. Soit

(8) Qtn^^^i+V^^^,4-;;^!-/)^
A"i (y -h i)! /•! ' / p

L ^===1 ' J

de sorte que Q(o)= o, Q (i)= i, les dérivées jusqu'à l'ordre q+ i
ayant les racines zéro et un; de plus Q'Çf) est positif pour o <ï< i et
l'on a l ' identité

Q(^+Q(i- / )= i .

Nous allons changer d ' inconnue dans l'équation (i). H étant un
nombre positif assez grand, nous poserons, pour L(0, X)^R,

u=.\^ ^(X.A.)^^;

p o u r R < L ( 0 , X)^2R, nous poserons

„=»„Q[._•^)]J"c„x,A)rfV^„ç[L^-'-,];

enfin pour L (0, X)>2R, u==^\ Les coefficients de l'équation en ^

(1) Voir aussi B, § I, théor, 5 à 8, p. i46 et 147.
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satisfont aux mêmes hypothèses que ceux de l ' équat ion en u, car cqui
seul peut faire difficulté sera sûrement négatif dans tout l'espace si R
est assez grand; en particulier, pour L^C^X)^!^ c = = — - i . Nous
voyons en outre que si R est assez grand pour que l 'équation (i) se
réduise à

^ à'1 ii
7- ———- — ^" IL •===- 0
^^ôxï °

dès que L(0, X)^>R, le coeff icient analogue à c pour l 'équation en r
a ses dérivées d'ordre q— i continues (L). Donc la solut ion élémen-
taire de cette équation peut être dérivée jusqu'à 2/7-1- ï fois (n° 5) dont
q 4- T fois au plus par rapport aux coordonnées de X et y fois au plus
par rapport à celles de S. Soit N^ (X,3) cette solution élémentaire;
on a

G ( X , S ) = = Q ( X ) N , ( X , S),

où y (X) a ses dérivées d'ordre q continues (L) et ne s 'annule nulle
part.

Mais on peut échanger les rôles de X et de S et prouver ainsi que
G ( X . S ) = ^ ( a ) N , ( X , S),

^ (S) ne s 'annulant nulle part et ayant ses dérivées d'ordre ^cont i -
nues (L), et N.^ étant de la même nature que N( après échange des deux
points , car les coefficients de l 'adjointe satisfont, aux mêmes hypo-
thèses que ceux de 5^ sauf pour le signe de c, ce qui n'importe pas.
Donc si

N , ( X , a ) = ^ ( S ) N ( X , S ) ,

la fonct ion N jouit des propriétés énoncées.
On voit aisément ce qui arrive si les hypothèses ne sont remplies

que dans une région de l'espace.

8. Si les dérivées d'ordre q^ï des ciy.^ et des &a — S? -jjf-^ ^ d'ordre

q _ ï de c sont continues (L), G (X, &)peut être dérivé jusqu'à 2 q 4- ï fois
dont q •+-1 fois au plus par rapport aux coordonnées de chaque point.

En effet les hypothèses du n° 5 sont satisfaites pour l'équation
donnée et pour son adjointe.
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9. Nous pouvons remarquer que l'équation
à l auV(Q ) . ^, -,— Oa 8 -î— -+- ( 'u =- 0

'J / ^^ Ôœ^ \ • 6^a /

est identique à son adjointe. Si don'c les hypothèses relatives à rexrs-
tence de G(X, Ë) sont remplies, cette/onction est symétrique.

10. Ce qui précède nous permet d'élargir les hypothèses faites dans
la solution générale du problème de Dirichlet pour les équati.ons
linéaires ( 1 ) : il suffit que c et les dérivées des fonctions ciy,^ et by, —1^
—^ soient continus (L) dans un domaine contenant cP -h 5> à son inté-
àx^ v /

rieur', et que les coordonnées des points de'§ soient des fonctions de m— i
paramètres dont les dérivées sont continues (L) et dont les déterminants
fonctionnels ne .y*annulent pas ensemble.

- -En effet ces conditions suffisent pour que nous puissio.ns introduire
l 'adjointe; 11 nous suffit donc de voir qu'elles suffisent aussi pour-que
nous puissions prolonger les coefficients ^a,^ 6a? c dans tout l'espace,
de façon à rempl i r toutes les condi t ions .

Pour le voir, nous reprenons le polynôme Q(^) qui' nous a déjà servi
[ n° 7, relation (S)\. D'autre part n o u s i n t rodu i sons m fonctions c'a (^1,
,y_>, . . . , s,n-\ ) (a = i, 2, - . . y m) des paramètres des points de " S , les
dérivées de ces fonctions étant cont inues (L) ; ces fonctions doivent
satisfaire à Fi-dentité S.c;== ï et de plus, en désignant par CTa(a =^= i,
2, .. ., m) les cosinus directeurs de la normale à "S , Sm^Cy. ne doit
s 'annuler nul le part sur S; ces fonctions c^ existent (2). Désignant
alors par .y,,, un nouveau paramètre, nul sur S\ lié à x\, x^y . . ., x,,,
par les équat ions

^a ̂  J'y. ( ̂  i -, ^. • • ' • . S,,,.^ i ) + S,,, <-a ( -y i, ̂  . . . , ^m-A )

(a •==- i , 'î, . . ., /;z),

et positif hors de a) (ceci a l ieu en changeant au besoin les signes des
Cy.), nous n o m m o n s s'^ un nombre tel que la t ransformat ion ci-dessus

•

( 1 ) B, § V, théor. 3 et 4, p. 208 à 23o.
( 2 ) B, §111, généralisation du problème de Dirichlet, p. i65.
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entre (,?,, s^ . . . , ^) et (^,, ^2, • . ., ^m) soit b iun ivoque pour
0^^^^; de plus, ̂  doit être assez pet i t pour que tous les coeffi-
'cients a^j^ b^, c satisfassent dans cette région aux hypothèses énon-
cées.

Soit alors ô u n e - f o n c t i o n dont les dérivées soient c o n t i n u e s (L'K'Ians
le domaine fo rmé de d5 et de cet te région. Nous vouions ia modifier
dans cette rég ion , sans a l té rer la c o n t i n u i t é (L) des dérivées, et de
façon que, pour^,=^, la fonc t ion se réduise à la cons tante f^, et ses
dérivées à zéro. Il nous suff i t pour cela de remplacer ^ dans cette
région par

^n(.-^),-^Qf^L
\ ^/ 7 \ A'm /

le nombre q qui f igure dans Q ayant la valeur de zéro.
Si d; est seulement con t inu (L), le même procédé permet de le pro-

longer en respectant celte c o n t i n u i t é (L) ; on. peat même prendre
? = — ! •

• C'est ce procédé que n o u s a p p l i q u e r o n s d'abord aux r/^; nous ajou-
terons ensu i t e aux valeurs modif iées des (iy,^ une même fonction
^L (/m—•1^)2 d6 façon que l ' équa t ion modif iée reste de type ell ip-
tique. Puis le même procédé sera app l iqué aux by, — 1̂  î-^-ii, chacun

des b^ é t a n t modifié de ce qu' i l faut pour que le total ait la va leur
voulue. Ensuite on choisit les fonct ions 6a et c comme dans le travail
cité. Les r é su l t a t s subsis tent donc dans nos nouve l l e s hypothèses.

i 1. Si en p a r t i c u l i e r nous reprenons l ' équa t ion (9), les b^ —^ -̂ -2
p e u v e n t être pris n u l s dans tout l'espace; on constate alors que les
fonct ions Oy. peuvent être prises n u l l e s si. • c^o dans tout l 'extérieur
de cO, donc sur eS.

Que c soit ou non par tou t négat i f ou nul sur 2), si l'on est dans un
cas où le problème de Dir ichleta une solution et une seule, la f o n c t i o n
de Green est symétrique, ce qui fourn i t la général isa t ion de résul tats
connus . Ains i ily a uneinjinité de valeurs du paramètre 1^ toutes réelles
pour lesquelles I ' 1 équation

^ ô ( au \
7, -,—— ^a.y -)—— -+- f^'U •===. 0
^ r, M 00'^ \ ' ÔX., /•^y ( '̂3 V a '1 ' àxy.
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admet une solution nulle sur "S y non identiquement nulle dans cî). La
démonstration consiste d'abord à vérifier que la théorie de Fredholm
s'applique si l'on prend pour noyau la fonction de Green; cela n'offre
aucune difficulté. Si F(X,S) est cette fonction de Green pour l'équa-
tion (4),

^ () ( àu \^^v^^j-0-
T . F (X,S)
le noyau symétrique ^o/Yyn^est positif, D étant le déterminant
des ^a,;-^ car si

^ ( X ) - À-}, f / / / j F(X, A.) -^LdV,= o.
JcD ^D(A.)

u est nul sur. "S et satisfait à l 'équation .

V à ( àu\ ,^^r^^;4-^^0-
ce qui n'est possible que si k > o. Ce noyau est défini, car si

y*^) / A ^

f F(X,A)^A1^^<:,
JiQ ' ' \/D(A.)

l'équation aux dérivées partielles prouve que u == o. Il suffit alors de
considérer l'équation

^ ( X ) - Â - À r^x.A.^m u(^ ^v\^n.
-/^ • ' V^^UA)

pour achever la démonstration (2).

( 1 ) Cette fonction existe; voir B, deuxième application, p. 223.
('-) GOURSAT. Cours d'Analyse mathém, t. ^, ?/' édition, Chap. XXXII. Pour

deiix et trois variables, M. Sanieîevici, après M. Picard, a établi des cas par-
ticuliers de cette proposition [Sur les équations différentielles des cordes et
des membranes vibrantes {Ann. se. Éc. Norm. sup.', t. X 1909, p. iq à 91 )] ;
voir aussi PICARD, Sur une équation aux dérivées partielles \îu second ordre,
relatée à une surface fermée, correspondant d un équilibre calorifique (même
volume, p. o à 17).
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II. — Allure des dérivées de // sur le contour,
connaissant les valeurs de // sur le contour.

i . En reprenant l ' équat ion (f) (§ I), nous avons d'abord le résultat
suivant :

Si les dérivées secondes des coordonnées des points de Ï ) par rapport à
s^ ^, . . ., ^,_.,.i sont continues C L ) (les déterminants fonc t ionne l s ne
s ^ a n n u l a n t pas s i m u l t a n é m e n t ) et si c et les dérivées des a^^ et des
i y, àci^ s
°a.—-^ ~à^ exutent ^ ^ont continus (L) dans un domaine contenant

0) -{- S à son intérieur, si enfin [es valeurs prises par u sur S ont pur rap-
port à s ^ , s^y . . ., ,y^__, (/es dérivées continues (L ), toutes les dérivées de u
sont continues (L ) dans tD 4- ̂ .

Ce théorème élargit les hypothèses d 'un théorème démontré précé-
demment ( 1 ) . Il suffît , pour r é t ab l i r , de considérer u comme so lu t ion
du problème de Dirichlet re la t i f à un domaine de mesure assez pet i te ("2)
et don t la f ron t iè re comprenne la par t ie considérée de cS. La fonc-
tion u s'exprime alors par la somme d 'un potentiel, de domaine a t t i r a n t
et d 'un potent ie l de double couche, f o r m é s l'un et l 'autre au moyen
d'une de nos fonct ions G(X,3) . Le p o t e n t i e l de domaine a t t i r an t ne
donne l ieu à aucune diff icul té . Le po t en t i e l de doub l e couche s'étudie
comme dans le théorème dont, nous élargissons ici l 'hypothèse, en
remarquan t s implemen t que toutes les d é r i v a t i o n s d o n t on a besoin
sont possibles (§1., n° (S).

Si les dérivées des valeurs prises p a r / / sur cS é ta ient seulement sup-
posées cont inues , on pourrai t encore conc lu re que les dérivées
f)i/ ,(^a ==• i, 2, . . ., m —- i ) sont cont inues dans cO -+- ï) (" ').

2. Si les déniées troisièmes des coordonnées des poiîzts de'S sont con-
tinues (L) (les déterminants fonctionnels ne s'annulant pas simuitané-

( ' ) B, § IV, l l l éor . , 3, p. i85.
( 2 ) B, § V, 3e application, p. ^28.
( : ! ) P>, § IV, ihéor. -2, p. 181.

Ann. Éc. A'orm., (3 ) ,XLVI I . — JCILLET 1980. 27
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ment), et si les dérivées secondes des a^^ et premières des by, et la fonc'
tioncsontcontinues(L'}dansun.d()maine contenant CD 4- 'Sâson ultérieur,
si enfin les valeurs prises par u sur'S ont des dérivées secondes continues
(L), toutes les dérivées secondes de u sont continues (L ) dans à) -i- §\

On se ramène comme ci-dessus à l 'étude d'un potentiel de double
couche formé à l'aide de G(X,E) . L'expression déjà vue (§ I, n0 7)
de G-permet de décomposer ce potent ie l en deux autres, l 'un de simple
couche, l'autre de double couche, formés à l 'aide de la fonc t ion
N(,X, 3). Le potentiel de double couche s'étudie alors comme dans le
théorème que nous généralisons ici ( ' ) , et le potentiel de s imple
couche, dont la densi té a ses dérivées cont inues (L), ne donne lieu à
aucune diff iculté .

3. Si les dérivées secondes des ^a ,^? premières des ̂  et de c, sont
conl inues (L) les solut ions de Péqual ion . ( ' i ") (§ 1) on t leurs dérivées
troisièmes cont inues (L) dans tout domaine fermé in t é r i eu r à CO (§ I,
n°-5). Cela permet de dériver par rapport aux xi; et d'écrire

,-/ au \_ î ^a.^ à^n ^ Ob^ ( ) ( / ôc
\ ̂ •/J ~ Àâ^^ •' à.i'k O^y. àxi^ ^a àx/, dry, ()j:k / / î

où le second membre est con t inu ('L) si les va leurs données sur "S ont
des dérivées secondes c o n t i n u e s (L) . Nous pourrons donc prolonger
le second membre hors de c0 en respectant cette cont inui té (L). Si les
valeurs données de usur Sont leurs dérivées troisièmes continues (L) ,
on en, déduira que les dér ivées troisièmes de u sont cont inues (L) dans
d3+2? : on le verra en déduisant de l 'équation ci-dessus une expres-
sion de ̂ (^) (/O), où

« OU __^n OU </.27,

àsi ~j.J/,ô^, às[ î

et en remarquant que les dérivées secondes des valeurs prises sur S
par y; sont continues (L).

(H B, § IV, théor. ^, p. 189.
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Si les dérivées secondes des <7y.,s, des 63, et de c sont cont inues ( L ')^
u a ses dérivées qua t r i èmes cont inues (L ') dans tout doma ine fermé
intér ieur à c?. Cela permet de-dériver deux fois l 'équation donnée. Si
les dérivées quatrièmes des coordonnées des points de'S et des valeurs
prises par u sur '§ sont continues (L), on formera encore une équation

„/ ^u \
^ — ^ 1 onction cont inue ( L ),

\ ÔSf, ÔSf / - '

d'où l'on conclura que les dérivées quatrièmes de u. sont con t inues (L)
dans cO -i- cS\

Et ainsi de suite : si les dérivées d'ordre y ^.i^des coordonnées des
poin ts de 2Î et des valeurs prises par // sur 5> sont c o n t i n u e s (L) , et si
les dérivées d'ordre q — 2 des ^a. 'd? des h^ et de c par rappor t aux ..r/,
sont c o n t i n u e s ( L ) , les dérivées d'ordre q de u sont cont inues ( L )
dans i0 -+- cS.

4. THEOREME. — Soif n1 ( A ) une fonction continue (L) d'exposant h
et de coefficient M dans un domaine cO, de la multiplicité a,^ == o. Soit
(jr(X, A ) une fonction définie et continue ainsi que se.v déwées par rap-
port aux Xy^ quand X et A sont différents^ A appartenant à t0, et X se
projetant sur ,r,^ ^-o en un point Xi de a), et ayant sa coordonnée .r///
positive et bornée ; on suppose que, dans ces conditions^

I G ( X, À ) i < M/--77' ( X, A ) ( i - / / -</• ̂  i ).

. ^ <MA----'(X. À ) .; <^a |
Afo/'j' la fonction \

^ i /n . - î }

F ( X ) = ̂  [ l ï - ( X, ) - iv ( A ) ] G (: X, .A :) dS^
^i

est continue (L) d'exposant /•+// — i si /'<^ i, d^ exposant aussi peu
inférieur à h qu'on î'eut si k === i.

Nous nommerons , dans cette démonstra t ion, a) le domaine où peut
varier X. Soit cD" la par t ie commune à CQ et à une hypersphère de
centre X et de rayon 2L(X, Y ) , Y étant un second po in t de a):
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soient d?,', la partie commune à iV et à tP,, et cD, le reste de t0,. On a
/ » ! / / ( — I l

F ( X ) - F ( Y ) -=- ( [ n-fX, ) — <r( A ) ] G ( X, A ') dS^
J^[

- f [ i r (Y , ) - ( r (A) ]G(Y, A.WS.v
».W;

^v{ \ i ) — (r(A
('?';

r (m—l)

[ (v ( X i ) — œ ( A. ) j [ u ( x, A ) — or ( i, -v ) j ((^^
£?;

« ' ( Y , ) " l f G (Y, A)^S.Y.
CP'

- r [œ(X , ) — œ(A.)] [G(X, A ) — G(Y, A )] //S
Jo?\

- [ ( V ( X , ) — « ' ( Y , ) " | r G(Y, A)dS^
JL^'.

Or, k— m étant négatif et L(X,, A) au plus égal à L(X, A), on peut
écrire

G(X, Ai^OCL^^X.i, A ) J ,

et l'on voit a i n s i que chacune des intégrales étendues à iD\ est (')

^ j - M N — L ^ A - I ( X , Y)' ] .L /. + ii — i ]
Dans cD\ on trouve

G(X, A ) — G ( Y , A ) ^v^^^'-^NLt.X, Y)!^'-^-'(X, A ) .

Nous avons à mul t ip l ie r par ML^X, A) et à intégrer dans la région
sL(X, Y ) < L ( X , A ) < 2 L y ,

où L^ est supér ieur à la borne supérieure de L ( X , Y ) quand X et Y
var i en t dan$ cO; si /• 4- II <^ 2, on trouve ainsi

.0^^-^L——(X.Y,J

pour la première in tégra le é t e n d u e à dY,.
On peut aussi l imiter cette intégrale par un autre procédé appl icable

même si k +• h ==. 2. Cette intégrale est

[ /.2 L() / •4-A—// /—1 "î

0 Ml\L(X, Y) / p^-^p^ 4- . : r ^ ) ~ 1 , / p ,
J/. J

( 1) Pour les détails de cette démonstration, ro/r B, § I, théor. 1, p. 187 et sui-
vantes.
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où r== y^l-AX, Y') — .r^ si cette quant i té est réelle, etr=. o dans le
cas contraire. Si .2^^L(X, Y,), ce qu i en t r a îne r'^a',,^3, nous écri-
vons

F 2 L(J !^h—in—\
^ p//'- •2 (_?•-!__ ^.^ , Ï ^ / p

,..~^ ' /l-...^.,-.^—)

^ .̂̂ -2 ^ / / / / -^ ( l -j-. !-1 } 1 ( I t

/- ' '-/^ /-."'̂  1
< .r^-2 j t'11-'1 { i -r- t ' 1 } '1 dt 4- ^ /Â--/^.:i^

L- o ^i J

et 'nous remarquons que

^.-//- :;,// < i^2Î^ < {o^. __!!__.- j-^ - • i.( x. \ ) 5f '"^-/'-^:
' J i

l'intégrale étendue à lO', est donc dans ce cas

ofMNL ^ 4 l- / ' - -1(X, Y ) lo^ L'1

Si x^ <^L(X, Y) et par suite r>-L(X, Y )\ /3, nous écrivons

^L" ^+/<--^^---! /••^4 ^

/ û'"-'2 ( û'2 -r- xj,, ') 'J ^/O <. f Q/—/'-;; (./^ <^ f^-h-î [^ _:

J/. t 1 1 J/. 1

a L,< Ç^^-^L^-^X, Y ' ) lo^
' U X . Y ) ^

l ' in tégrale é t e n d u e à iP', est donc encore

ofMNL^-^X, Y)-1o^ L'rM.NL^^-|(X, Y)-1og^^1L(X.. Y

Enfin nous avons pour le dern ier terme la limitation

0 l ~ -̂ L^-^ ( X, Y )1 si A- > i,

et
o| MNL^X, Y ) l o g . ^ y - ] si / •== i .
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Finalement

,,-,v,-F,Vi- i "hO-TT-, -7-7.) L-"-^ v'] "••<•).

"H^'^^Crèd

ce q u i démontre le théorème.

5. Pour appliquer ce théorème, prenons une fonct ion u, satis-
faisant dans le domaine borné ouvert cD à l 'équat ion (i)(§ I ) e tp renan t
sur S des valeurs cont inues (L). Si S et les coefficients de l 'équation
remplissent des condit ions de régularité que nous al lons préciser, et si
^ est le paramètre déjà in t rodu i t (§ I, n° 10 ), on va prouver que les
dérivées, jusqu'à l'ordre p de s^u, où p est un entier arbitraire, sont
cont inues (L) dans le domaine .^.y/»^o, s'^ étant une constante assez
voisine de zéro pour que, dans ce domaine, .? / / / existe et ait ses dérivées
jusqu 'à l'ordre p , par rapport à ^,, a;,, . . ., x,^ continues ( L ) : cela
suppose gué les /onctions ^=/^ (.y,, ̂ , . . ., ^,_, ) par lesquelles
s'expriment les coordonnées des points de "£. ont toutes leurs dérivées
jusqu'à /'ordre p continues (L ).

Nous considérons // comme solut ion d 'un problème de Diriclilet
dans le domaine l imi té par les mult ipl ic i tés .^/==o, s^=s",^ et nous
prenons s"^ assez voisin de zéro pour qu'on puisse, sans d i m i n u e r la
généralité, supposer c <o dans ce domaine ( () . Alors // s'exprime par
un potentiel de double conche.

Tant que X reste hors des mul t ip l ic i tés attirantes, ce potentiel se
dérive sans difficulté (§ I, n° 9), pourvu que les dérivées d'ordre p des
ciy,^ et des by, — Zy •^^-^ ^ d'ordre p — i de c soient continues (L ). On
peut considérer les dérivations comme appliquées au noyau

"^S ^.^(.A.)^(A )
•'""'"-a.'-l '

^G-(X, A.)
()a^ 1

qui est 0[L^ ^"(X,. A) ] et chaque dérivation diminue l'ordre d'une
unité. Après /. dérivations ( k ^ p ) , le noyau sera donc 0 [L/^-' ^-^ (X, A];

(1) B, § Y, 3e application, p. 2^3.

•
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si nous remplaçons la dens i t é cr(A.) par ^(A) — crX;"), r iûus pourrons
appliquer le fciléorème précédent ( u n e dér ivat ion de plus par rapport
aux .:z'a é t an t possible) ; et si nous remplaçons cr(A') par c^'Xi), c'est
comme si nous avions dérivé un potent ie l de densité constante : les
p dérivations donnen t des résul ta is con t inus (L) dans c"0+ ' £ .

Toutes ces dérivées sont donc bien con t inues (L); comme toutes ,
excepté -y"^ o n t - u n e puissance de s,,, en facteur, toutes, sauf cette der-

us ni

nière, s^annu len t sur S; cette dernière prend sur S la valeur p ! u.
Si l'on suppose que les dérivées d'ordre q des valeurs prises par u

sur 2? sont cont inues (L)(y5:p), on t rouve de même que les dérivées
s^u jusqu'à l'ordre p sont cont inues (L) dans cD + S; mais les hypo-
thèses do iven t être complétées de façon à assurer la con t i nu i t é (L) des
dérivées de // jusqu'à l 'ordre q, c'est-à-dire que, si ^/<3, les dérivées
d'ordre q -J- ï des/^ doivent être con t inues (L) (n05 1 et 2).

6. Soit -y une f o n c t i o n dont les dérivées jusqu'à l'ordre p sont con-
t i nues ( L ) dans (.D -+- " S . Ce qui précède donne le moyen de construire
une d é f i n i t i o n de 9 hors de a), de façon que les dérivées jusqu'à
l'ordre p soient cont inues (L) dans le doma ine total, pourvu que les
dérivées d'ordre^ (d'ordre p -+- ï s i j - )<^3')des coordonnéesdes points
de S soient continues (L).

Il nous suffi t pour cela de montrer qu'on peut construire cette
fonction cp dans le domaine o ̂  ,̂ ; S •y,//. Sur .^==.y^, nous nous don-
nerons, par exemple, une valeur constante pour o, et la valeur o pour
ses dérivées jusqu'à l 'ordre p .

Nous prendrons pour 9 l'expression

„ ̂  / . ç \k

?=9o-(-Z,7^ I- ̂  ?^^ /• ! \ .ç/,/ /

les fonct ions cpo et cp/, se t r o u v a n t comme on va dire. Considérons
l 'équation

i i i .
^çi 6?2 // , __

JL^j""^--0-
a==i

©0 sera la solution de cette équation qui prend les valeurs données sur
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s^==o et sur ^ == .y^ : les dérivées jusqu ' à l 'ordre p de ces valeurs
étant con t inues (L), toutes les dérivées de Oo jusqu'à l'ordre _p sont
continues ( L).

o^ sera la solut ion de la même équation prenant sur les frontières
les valeurs de ( y, >po j ^ en. les changeant de signe sur .s^ =-. / : toutes

( ^ S / f i
les dérivées jusqu'à l 'ordre p du terme en y, sont cont inues ( L ) .

Et ainsi de suite : y/, est solut ion de la même équation et prend sur S
la valeur de la dérivée d'ordre /', par rapport à .^, de la différence
entre © et les k termes déjà obtenus dans le développement; sur
•^==^<. les valeurs de la même expression doivent être mul t ip l i ées
p a r ( — i y .

7. Supposons que les dérivées des expressions paramétriques des
coordonnées des points de "S soient continues (L) d 'exposant k, et que
les valeurs prises sur S* par une solution u de l 'équation

2 (^U

c ̂

soient cont inues (L) d'exposant A> i -- /-. Alors u est dans CO + S
continu (L) d'exposant h+k — i si A-< i, d'exposant aussi peu infé-
rieur à h qu'on veut si /• = T . Cela résulte imméd ia t emen t du n0 4
en remarquan t que, d'après la formule de Green, le potentiel de double
couche de densité constante est dérivable.

8. Soient ma in tenan t s^ ,^, . . ., ̂  les paramètres déjà introduits .
Le produi t s^ -^ où /// -+-/•> r est cont inu (L) d'exposant h-{-k— i
si /• < i, d'exposant aussi peu infér ieur à h qu'on veut si k = i. C'est
toujours la même démons t ra t ion .

III. — Propriétés des équations générales du type elliptique.

1. A titre de lemme, nous commençons par le théorème suivant :
THÉORÈME. — Soit (D un domaine borné ouvert; on suppose que les coor-

données des points de sa frontière eS s'expriment par des fonctions de
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m—ï paramètres dont les dérivées d'ordre p^j. sont continues (L)
d'exposant h et dont les déterminants fonctionnels ne s'annulent pas
simultanément. Soit u une fonction continue ou continue (L ) d'exposant h
dans C'O +"£ et dont certaines dérivées^ d'ordre au plus égal à p^ existent
et sont continues ou continues (L) d'exposant II dans 03-1-2'». Soit k un
nombre quelconque tel que o <^ k <^ h. On peut trouver un polynôme P tel
q^> p —/ / ^ celles de ses dérivées d'ordre au plus égal à p qui sont con-
tinues aient leurs valeurs absolues inférieures à un nombre positif donne
quelconque £, et que les coefficients de continuité (L) pour I''exposant A-
de celles de ces fonctions qui, d'après les hypothèses^ sont continues (L)^
soient inférieurs à £.

Nous allons voir d'abord qu'on peut trouver une fonct ion r(X) pos-
sédant dans tou t l'espace les mêmes dérivées con t inues ou continues
(L) que u dans cD -4-^, et telle que, dans cD -{- S>\ ^ — u et celles de
ses dérivées, d'ordre au plus égal âp, qui. sont continues, soient infé-
rieures en valeur absolue à £, et que celles de ces fonct ions qui sont
continues (L) admet ten t , pour l 'exposant Z', un coefficient au plus
é^'al à £. En outre, nous ferons en sorte que r (X) soit nul dès que X
sera assez loin de 0.

Soient
•z'a =fy. (^, < ^, . . ., ̂ -i ') ( a == ï , - î , . . ., m )

les expressions paramét r iques des points de S. Reprenons le paramètre
s,,, qui nous a déjà servi plusieurs fois. Soi t [^ << a la région où la
correspondance entre les x^ e l les ̂  est b iun ivoque (.s^ >- o hors de u)).
Soit ̂  une fonction de s,n déf inie par l 'équation

^ b ( s,,, -T- a \ ̂ '-1 , , , .
1,^-==. .s-/// -~- ——— ———— ( o < b < r/, | s,n \ < a ),^-4-1 V 2a y

où b est une constante, t,n est une fonction croissante de s,n dont les
dérivées jusqu'à l'ordre^ 4- ï sont continues; p o u r ^ , = = — ^ , î m = — û,
la dérivée de ^, est égale à un, et les dérivées suivantes, jusqu'à l'ordre?,
sont nulles; t^ s ' annule pour une va leur c de .?/» comprise entre o et a.

Soient /// et r' ce que d e v i e n n e n t la fonction donnée u et la fonction
cherchée c quand on les exprime à l 'aide de s ^ s ^ ^ . ..,^. Dans la

Ann. Éc. Norm.. (3), XLVIt. —JUILLET IQ^O. 28
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région — a << A^ ^'o, nous prendrons

dans le reste de cî), p== u. Nous dirons dans un instant comment nous
définissons ^ hors de c?. Vérifions immédiatement que ^ possède
dans t0 les propriétés imposées si b est assez petit. Il est tout cFabord
évident que P a les mêmes dérivées continues d'ordre 5:pque^, et que,
pour < ' — u, ces dérivées sont inférieures à £ en valeur absolue si b est
assez petit. Il est évident aussi que, & tendant vers zéro, les coefficients
de cont inui té (L), pour l 'exposant h, de celles de ces fonct ions qui
sont continues (L) , sont bornés. Soient u* et \^ deux dérivées con-
tinues (L) correspondantes, d'ordre ^p. On a

! u\X.) - p*(X) - ̂ (.Y) 4- rÏY) i < ̂ ML^(X, Y),

M étant indépendant de &. Mais, si Y] est un nombre positif donné , et
si b est assez petit, u* — ^ \ est infér ieur à T] et par suite

| u\X.) - ^(X) — ^(Y) -4- ^(Y) | <: 277.

Elevons la première l i m i t a t i o n à la puissance -? la deuxième à la puis-

sance —.—*-? et faisons le produ-it :
h-k K

- | ̂ (X) — r*(X) — ^(Y) + ^ ( Y ) ; < 2^ /t M^L^X, Y ) ;

le second membre est moindre que EL71 si Y], ou b, est assez petit, ce
qu'i l fallait démontrer.

Hors de a), dans la région o <^ s^ << c, n o u s prendrons

P^,,.^, ..., ̂ j^Q^i- ^L^(^,^, ...,^-,, ̂ ),

Q étant le polynôme déjà défini (§1, n0 7, égalité (8)], avec q =p— i.
Dans le reste de l'espacer == o. La fonct ion ^ jouit ainsi de toutes les
propriétés voulues.

Il suffit donc de démontrer le théorème pour une fonction telle que F,
car dans la définition de P on peut remplacer k et £ par l "+" ' et -c•5 et
faire dans la suite des changements analogues.
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Supposons donc que la fonction u et certaines de ses dérivées jus-
qu'à l'ordre p soient, dans tout l'espace;, les unes continues, les autres
continues (L) d'exposant A, et que u s'oit nul dès que X est assez loin
de 0. Nous pouvons trouver un domaine contenant cP, défini par des
inégalités.

^ ̂  .ïy, ̂  .Z-a ( •£= 1 , 9., . . . , m ),

dont la frontière soit tout entière dans la région où // est nul. En
changeante en x^ 4- -£-—^(.2^ — x^) (a == i, 2, . . ., rn ), nous nous
ramenons au cas où ce domaine est défini par

0 ^ «••/'a^ ^TT (. y. == 1 , 2, . . . , ï ) l ).

Nous formons alors les sommes de Féjer

. , /n. ra—ra)
:̂/«) , /" ^1M-—————^—————

S//, ( X ) = ( •? // 7- r^ ^ / / ( r , . . . . , r///. ') T| ——————<À——— cf{ T-, , .. ., r,n '},
J ^ ^q—j^a; ̂ ;: i » i ii

9.

les intégrales é tant étendues à notae domaine. Si n est assez grand, ^ et
celles de ses dérivées d'ordre^? qui sont con t inues sont représentés
par cette intégrale et ses dérivées correspondantes avec un écart infé-
r ieur à £ dans notre domaine. Pour montrer la propriété relative à la
cont inui té (L), des intégrat ions par parties permet tent de se borner
au cas où u est con t inu (L) d^exposant h. On a alors

' / 1 - - ( / / / 1 -./" - • • • -a . - -
S/, ( X ') = ( n TT r^ ^ ^(.r,-4-^.3,, . .., ^/-4--2^)r| ^——^1 d {.3,. . . , , .^),

J ' ' JLJL sin-.^^
a =: i

le domaine d ' intégration é tan t — —t <^ -^a <^ ^ — '-^(a = = 1 , 2 , . . . , ni),
ou s implement o<^^^<^r . , en modi f ian t la déf ini t ion de u hors du
domaine d ' in tégrat ion, de façon que u admette pour chaque variable
la période 2 T..

Avec cette convention, on a
^mi

S/,(X) — / / ( X ) •==- (//Tr)-^ [^(.r,4- '̂ i, ..., ^-4-2^)-- //(.r^ ...., x,n)}
in.

1-r s in 2 ( /^ .Sy) - ,
X | -—-——r/(^, ..., ,^//),

-,.B. sti l-^^
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l 'intégrale étant étendue au domaine o << .^a <^ ^(^ = = = 1 , 2 , . . . , m'). Si
Fon introduit un second poin tX/ , îa variat ion de Sn — u sera une inté-
grale analogue, sous laquelle le 'premier facteur est remplacé par

il (.r^ -+- - 2 ^ 1 , . . ., .r^ -4- 2,;/// )

—— ^(,r, -4- •-».;? i, .... ̂ -h ^.3/ / / ) —— ^(.•?''|, . . ., .-^/J .-4- ?/(...?',, . . ., .r///').

La valeur absolue de ce premier facteur est moindre que 2ML / /(X, X'),
M étant le coefficient de c o n t i n u i t é (L) de u; la var ia t ion de S/< — u est
donc aussi inférieure à ^ML/^X, X'). Mais le premier facteur a aussi la
l imitat ion

2'-^M(.3Î+...+.^,)7,

d^où, pour l ' intégrale, la l i m i t a t i o n arbitraire T[ si n est assez ^rand.
Un ra isonnement employé il y a un ins tan t m o n t r e qu'alors la variat ion
de S/,— u, si n est assez grand, est m o i n d r e que sL/^X, X/), ce que
nous voulions démontrer .

S/, n'est pas un polynôme, mais une f o n c t i o n entière. Le théorème
est donc év idemment vrai pour S/» dans n ' importe quel d o m a i n e . Il
Pest donc aussi pour toutes les fonctions // considérées.

2. Soit F(?z, <5) une fonction composée de certaines variables {x\,..., x,,^)
par F intermédiaire des fonctions iiy y dont le nombre est quelconque. On
suppose que //, c, u+ou., ^ + c^ sont continus (L) d'exposant h et de
coefficient M. On suppose que ou et o<' sont continus ( L) d''exposant h et
de coefficient^ et que \ au \ et §('[ sont inférieurs à Y]. Enfin on suppose
que 5 par rapport à u et à <1, F a des dérivées continues (L) d'exposant k
et de coefficient N et de valeurs absolues inférieures à N. Alors^ par rap-
port à X,

F ( u -h ô//, p ~\- ôv ) — ¥ ( ^/.. p )

est continu (L) d^exposant kh et de coefficient infiniment petit avec r^

Donnons à X un déplacement AX de longueur /; nous désignerons
par le symbole A les accroissements correspondants des fonctions que'
nous considérons. Nous regarderons ou, OP comme des différent ie l les
des variables indépendantes u et v e tA^/ , Ac^ comme les différen-
tielles oA^, oA^ de Au, A<\ Nous avons, en appliquant le tiléorème des
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accroissements finis à une fonction de u, r, Au, Ai.',
A[F( { / — 6^, i" — or) — F1^/, t ' )")^ Ao F( (.1 — ^ o//. c 4- ^ or)

(o< ^ < i ) ,
OU

A[F( // -4- ô//, r 4- or') — F( / / , r ) ]

== A o^ F// [ // 4- A// -i- 0 o ( K — A<7 ). F -4- Ar 4- ^ o (, <" 4- Ar ) J

— Q!( •J F//[ ̂  -i- A//. + 0 o [ n — A// ). r — Ar — 0 o( r -4- Ar ')]

— F,/ ( ̂  -i- ^ 0^, t11 -4- ^ O C - 1 ' ) [• -r- . . . ,

les points t enan t la place des termes obtenus par échange des rôles
de ii et de \\ Si? est le nombre des fonctions u, c, . . ., on voit que

i A [ F ( ' / / 4- o i / . ( t -i~ ôc.) — F(^/, r ) ] | </^N/ / '~i~p^.N(\••/^/ / <) / ,

ce q u i démontre la proposi t ion .

3. Avec"les mêmes /hypothèses y

|̂  // _;_. Q / / , (.< 4- ôf ) — F( /^ . c) — ô F^/, r )

<?.y^ continu (L) d'exposant akh et de coefficient O^r^^-"1'1']., a étant une
constante quelconque de l'intervalle o <^ a <^ i.

En etî'et,
A|"F ( / / — ô// , r' 4- of ) — F ( / / , r . ) — ôF(^, c)]

=r A [ o F ( / / ~h 6' o(i. r 4- ^ or ) 1— ô F ( // r . ç ' ) 1.

On v ien t de voir que si L est une l imi te supérieure de /;

\ ^ o F ( f f ^ - ^ o f ^ r 4- ^ô^»i<p7}N[L< l-^ / ' -4(v^^)^ ]^,

et l 'on a la même l imi ta t ion pour AoF(^ ^). Mais, d 'autre part,

; o F( ff 4- 0 OK. r 4~ ^ 'î^') — oF) / / , r') | </?YÎ N(^p'n) ',

et de même si l'on donne à X le déplacement AX. On en dédui t
| A l'F ( // 4- o^, c -4- oc ) ~- 17 ( / / , p ) — ô F ( / / , r ) ] ;
<.p^N|L---^^(^^)Â7/(^

ce qu'il f a l l a i t démontrer .
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4. Si F(^, r) <?^, par rapport à u et à ('5 continu (L) rf<? coefficient N
et d'exposant k^ si ̂  de plus ̂

\ A// | </(/). | A (^ 4- ô^ ) i </(7:). i ou ] < r/,

<^ <^ mÀ72<? j9ow ^ (fe nombre des variables u, v^ ... étant p)^ nous
écrirons

\ â [ F [ { f -4- ô^. p -4- m/') — F(^, î ' ) ] ] < 2 N[\/p/(T) l̂
[ A [ F ( //, ~|- of/, '̂ -h ôc ) ~ l7 ( //, p ) ] < -2 i'IN ( ̂ p-n Y\

d'où, si o <^a <^ j y
%

\à.[F(u + ou. r -h or) -- F(^. z ? ) ] | < ̂ (^yi'-^y/^/).

En particulier, si/(T) == M/7', ori aura

1 A [ F ( u 4- ô^, r -4- OP ) ~ F ( u, t.' )] [ < a ÎM ( IVl^ ,̂77 ̂  ̂ ^ ^^ i"^.

Si, notamment , F a des dérivées bornées relatives à // et à-^', on peut
faire l' == i et conclure que, par rapport à X, F a un exposant de con-
t inui té (L) aussi peu inférieur à h qu'on veut , ce qui ne résultait pas
du n° 2, où les hypothèses étaient plus restreintes; mais ici, l 'exposant
de ïj est i — a^ au lieu qu'au n°2 il était égal à un.

5. Soit ( ' )

^)=F(^,,;^; /,; ̂ )=o (p^= _^ ,^ : àu ^\ J_ '»'-.-; I / ^f. 1 7 •J. / ••- l / - ./. . . j ——— •> - 7 / ''Y ———— •>

V ' <Àra ôj'^ i a :̂ra /

une équation^ linéaire ou non, aux dérivées partielles du second ordre.
Considérons un domaine borné ouvert ff) et une solution u de P équation
dans ce domaine. On suppose : i° que les systèmes de variables pa 3, ,pa?
iiy x^ appartiennent à un domaine borné ouvert C dans lequel les dérivées

de F par rapport aux ^ àm "t-2 variables jusqu'à V ordre q^i existent

et sont continues (L)', 2° que l'équation est de type elliptique dans <2;
î

;̂ .3° que les dérivées secondes de u existent et sont continues (l^-dans <^).
Alors les dérivées de u jusqu'à l'ordre q -+- 2 existent et sont continues (L)
dans tout domaine fermé intérieur à a).

( 1 ) Notation introduite dans A, Chap. 111, p. 100, et dans B, § VI , p. a3 i .
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D'après des résultats antérieurs ( ! ) , ii suff i t d 'établir que u a des
dérivées troisièmes cont inues en tout point de d?.

Pour y parvenir , nous ferons d'abord subir à F certaines transfor-
mations;, puis nous emploierons, pour reproduire u^ un mode d'ap-
proximations successives.

Plaçons rorigine 0 des coordonnées en un point de cV où nous vou-
lons prouver l'existence et la cont inui té des dérivées troisièmes.
Posons

()V i f)F ,, , ()¥ à¥
( I ) a y y ——— -—————— î 0 y ^ = - -—————— ( '•J ~^- C/. } . U y, = ————— ? -• C == ———— •

^a,a ' 2 ^a.y ' ^a OU

Nous pouvons faire en sorte que, dans une hypersphère de centre 0 et
de rayon assez pet i t , on a i t ^ i j C < ^ o . En. effet, s'il n'en est pas, ainsi
de pr ime abord, soit u==w, (T ' é t an t la nouvelle inconnue et P une
fonct ion à déterminer; F devient une fonct ion des ^a.» de w et de ses
dérivées premières et secondes; la dérivée de F par rapport a ——
est a , j r, et la dérivée par rapport à w est

2 6^r ^ , àv
Oy ^ -——.— 4- >, by. -,— -4- <•<",

a,^ > '̂a ̂ 'y ^^a , ^'a

les ^a ,^? b^f c étant calculés pour u\ la question est donc la même que
pour une équat ion l inéa i r e (2), d'où résulte notre assertion. Dans la
suite de celte démons t ra t ion , nous admettrons donc que, dans une
hypersphère de centre 0 et de rayon assez petit, on a
( a ) a 1 . 1 > o, c -< o.

Maintenant nous fa isons subir aux^une transformation linéaire et
homogène telle que l'on ait en 0
(3 ) a.y,^-==:\, a^^=o ( jS ^a)(a, p==i, a. . . ., m ) ;

on constate que le calcul est encore te même que pour les équations
l inéa i res et qu'il ne dét ru i t pas le résultat ob tenu en premier lieu.

Dans un changement d ' i n c o n n u e u === (; -+- P où P est une fonct ion

( ' ) G, titéor. VI, p. 385, en tenant- compte de la Note.
('-)) B, § V, théor. 3, troisième application, page 223.
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déterminée,.les a^^, b^ et c lie changent pas. Nous prendrons pour P
un polynôme tel que, si

0 ( , r ) == ^•;! ( i, o — 1 5 x ~r- 6 .r^ )

[cas particulier dis polynôme déf in ie I, n" 7, égalité (8)], et si l'on
fait correspondre à la fonction u considérée la fonction

^oh - IlL̂ Jt 4, :p, [R < L(O, X) < 2R],

cette dernière fonct ion et ses dérivées premières et secondes et X for-
ment un élément du champ (?; R est une constante assez petite pour
que les c o n d i t i o n s (2) soient remplies pour L ( 0 , X ) ^ 2 R . Ce poly-
nôme P existe (n° 1); si l'on d i m i n u e B, P doi t changer.

Nous définissons maintenant de la façon suivante u n e nouvelle opé-
ra t ion 37! :

P o u r L ( 0 , X ) ^ R ,
^,(y)==:^(F -4-P) ;

P o u r R < L ( 0 , X ) < 2 B ,

r u'o. x")iy, ( ( - } = q ':>. — ——.— j. ( ç 4-1* )

^ r L ^ a x ) ~[ /^ ^p c \+ ( l ) —î—"1 Z.^-K- +cy '1 /v ^p

~ tJ(2.^
9 étant une fonction de X qui sera déterminée dans un in s t an t ;

P o u r L ( 0 , X ) ^ 2 R ,
-r ==V ^^' _ J'
' ' ^a^-â H^

La fonction o est telle que, y correspondant à la solut ion donnée,
dont les dérivées secondes sont continues (L), 57\ s 'annule si l'on
remplace P, pour R < L(0, X) < 2R par f)] 2 - ̂ -^—^t ^

Si l'on prend ç = o pour L(0, X)^R et pour L(0, X)^2B, et si la
fonction F( correspond à S^, comme F à ^, la fonction F, — ç admet ,
par rapport aux 2-'(m2 + 5m + 2) arguments, des dérivées secondes
continues (L). La fonction o(X) est cont inue (L) dans tout l'espace.

Si ^ correspond à la solution donnée de 37 = o, 'et si V=c pour
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L(0,X)^R, V=^Q^--M^"j pour B < L(0, X) < aB, V = o

pourL(0, X)^2R , on a dans tout l'espace ^",(V)= o, et les dérivées
secondes de V sont continues (L) dans tout l'espace.

Posons maintenani,^ = Ry^ Si l'on calcule les nouvel les valeurs
des 0^3, b.^ c 'pour l 'équation R^^o, ils dev iennent a^^^ïib^Wc.
En changeant la notat ion, nous nommerons de nouveau ^"a ces
variables y.^ et u la fonction inconnue de ces variables; R2?, e t 'R 2 ^,
seront notés ¥ et 37. L'équation F= o a la solution particulière V, que
nous appellerons maintenant U; U est n u l pour L (0 ,X)^2 , et ses
dérivées secondes sont continues (L) dans tout l'espace.

Les <^a,a sont égaux à un et les autres a^^ à zéro en 0 et pour
L(0, X ) ^ 2 ; si R est assez petit, leur osci l la t ion dans tout l'espace est,
aussi petite qu'on veut.

Les'&a sont nuls pour L(0, X)^2 et partout aussi petits qu'on veut
en valeur absolue si, R est assez petit.

Enfin, c==—ï pour L ( 0 , X ) ^ 2 , et si H est assez petit , c est aussi
voisin qu'on veut de zéro pour L ( 0 , X ) ^ ï et de — Q [ L ( 0 , X ) _ i ]
pour i < L ( 0 , X ) < 2 .

Soit maintenant À(X) un polynôme tel que les valeurs absolues de
/,-, [9 -L^(0. X)]-LÏ

et de ses dérivées premières et secondes, ainsi que le coefficient de
cont inui té (L) de ces dernières, pour un exposant ,̂ inférieur à ce lu i .
qu 'admettent les dérivées secondes de U, soient inférieurs a un
nombre T] > o choisi quelconque. La fonct ion u^, définie par les
relat ions

/^ == [ 9 --.- L'̂  ( 0,' X ) y h ( X ) [ 3. ( 0. X ) < 3 ].

^o'^o [L(0. X} ^ 3],

a ses dérivées secondes con t inues (L) dans tout l'espace avec l'expo-
sant A-o, et les valeurs absolues de U — ^o et de ses dérivées premières
et secondes, a ins i que le coefficient de con t inu i t é (L) de ces dernières
pour l 'exposant k^ sont dans tout l'espace aussi petits qu'on veut si ri
a été pris assez petit.

UQ est le point de départ d 'une suite d'approximations successives
destinées à reproduire U. D'une façon générale, ayant ^(/^o), on

Ann<, Éc. Norm., (3), XLVII. — JUILLET iQSo. 2û
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calcule les coefficients a^^^ &a^ Cn correspondants, c'est-à-dire ce
que deviennent les a^y, b^ c quand on y remplace u par u,,. On
cherche alors une fonction h,, telle que

^-^ à^hit ^ , ai 1 , 1 . ^ .
{4 ) Y Oa -^ /. -,————— -r- ̂ , ^./. -)— -+- ̂  ̂  =- — J< ^ ̂  ) ^
^' À»d^^ " • J - ÔJ:y,ÔX^ A^a ^a

7^ et toutes ses dérivées devant s 'annuler à l ' inf ini ; enfin, on pose

(5) Un^=lln~^hn.

et ainsi de suite.
Nous allons établir que, si R et r^ ont été pris assez petits : i° tous

les /^.existent; 2° les approximations convergent; 3° leur limite, u^ est
éo'ale à U; 4° u^ a ses dérivées troisièmes continues dans une certaine
hypersphère de centre 0.

Tant que U — u,, et ses dérivées premières et secondes restent assez
voisins de zéro, c/, est négatif dans tout l'espace. De plus, si R est assez
petit, en diffère aussi peu qu'on veut d'une fonction ^(X) égale à zéro
pour L(0,X)$i , à — Q [ L ( 0 , X ) - » i ] pour i<L(0 ,X)<2 , à — i •
pour L(0, X)^2 . Considérons l'équation

v^. à'1 P , ......W Z. -+-^(X)F==O;
^*» y. ^J- a

soit G(X,3) sa solution élémentaire nulle à l 'infini (§ I, n0 4). Nous
pouvons nous servir de G pour remplacer la puissance d'un polynôme
qui in tervient dans la méthode de E. E. Levi. Nous procéderons ainsi
qu'il sui t .

Soit S un point quelconque. Décomposons en carrés la forme qua-
dratique de variables pa?

V Àa.^(3)pa,^.
-*— a. S

en procédant de façon que pa ne figure pas dans les carrés de rang
supérieur à a ( a = = i , 2 , .. . ,m) ; c'est possible d'une façon et d 'une
seule, car la forme est définie positive. Soit

( \ 2

V. y^'a.?/^) (^a,,y=0 ^ ^>PL
-*a"a -"""S }
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cette décomposition ; nous choisissons tes signes de façon que les ̂  ^
soient positifs, et par sui te très voisins de un si K est assez petit; les
autres g-^^ seront alors très voisins de zéro. Nous exécutons main-
tenant sur les x^ le changement

<ra=^^^— ̂ ) + ̂

e t ' n o u s remplaçons dans G chaque œ^ par la fonction x^ de ^,,
^2, ...,^; nous obtenons ainsi une fonction H(X, S). Si nous posons
alors
( - \ k / V ^ \ V 6?21[ V 7 ^H
( y ) K (X, A) => ^.^ -+- ̂  /^./, ——— -4- ^.H,

——a.? ^^ a 6/.'r3 ^«la ' ^"y.

on a K=0|LÂ '"-w(X,a)], ,̂ é tant l'exposant de continuité (L) des
dérivées secondes de u,,, car on a

(8) K(X.£)= V [^.^(^-^.^(S)]-^
^-^a,^ ' ' ' ' ' ' 6/.r^ ̂ ;̂

^S ^..(X)^H+[^(X)-^(£)^H,
-——0. ^^-'x

la quantité ajoutée étant nulle. Or, les 0^3 ayant des dérivées con-
tinues par rapport aux x^, u,j)^^p^ on a

^a,^(X) —^.^.^(S)=:0[L^(X, £)],

ce qui démontre la l imitat ion de K.
De plus, si n=o, la constante impliquée dans le symbole 0 est

aussi pet i te-qu 'on veut, pourvu que ft et T] aient été pris assez petits;
on le voit en changeant H et en remplaçant les x^, u, pa?J^a/^par leurs
nouvelles valeurs; on trouve

^^ ,o(X)—^.^y(2)=0[R^L / - '> (X,a) ] ,

la constante impliquée dans le nouveau symbole étant indépendante
de IL On aurait un résultat analogue pour <^(X)—^(S) qui vaut
OIR^+R-HX^S^.Enf in , les é^o sontO(R). On a donc bien, tant que
L(X, S) est borné,

L^-^X, £) K.(X, ^rrrG^R^).

En outre^ la fonction K est identiquement nulle si l'on a à la fois
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L(0, X) >'2 et L(0, S) > 2. En s'appuyant sur ce qui vient d'être.dit
et sur la limitation de la fonction G, de laquelle se déduit celle de H,
on trouve que

," , , • ^ . ( OflA'-^X. 3.)] si. L(0. X ) < 3, L(0, S) < 3,
v('!' ' '"""") ~"~ / 0[^)X, .El)] si L(0, X) ^ 3 ou. si L(0, S) ^ 3 ;

on a posé
'li(X 3) r= ^•"^W0^1'4"1''.0'^1^

g- é tant constant tant que les approximations ne s 'éloignent pas trop
de U ; pourn = o, les constantes impliquées dans les deux symboles 0
sont aussi petites qu'on veut si H. et r\ sont assez petits.

lin nommant D le déterminant des a^^^,,, nous poserons

(9) h^X)=-hf \l(X.^)-9———dV\.
J \ / Î ) {A )

l ' intégrale étant étendue à tout l 'espace; la nouvelle i n c o n n u e o/,(A)
devra être calculée par l 'équat ion

( 1 0 ) ^ ( X . ) - À / ' 'K.(X, Aj^^^^-^W-
1 " / - / ' \ /D I(A)

Comme dans des cas ' ana logues déjà vus , , l a théorie de Fredholm
s'applique.

Soit ;x l 'exposant de cont inui té (L) des dérivées secondes de F.
Supposons que, jusqu'à n=p—i, on ait

(,,) /,„=: JJ^_,
l -i- ^À'^i

d'où
/ ^(i —;j.)/-,,/1•"= ——tTT^-I^F. { l J • < s ) ' -

i l est évidemment inut i le de considérer le cas où [-/-== i ; nous suppo-
serons que [j. = a~1, a étant un entier au moins égal à deux.

Soit M/^""^10'^ une l imite supérieure des valeurs absolues de 7^ et
de ses dérivées premières et secondes, M/^ étant aussi une l im i t e supé-
rieure du coefficient de continuité (L) de ces dernières pour Fexpo-
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sant kn. Supposons que

( i '2 " ) M f^ •< ^ ' t { n g // — i ),

v étant une constante posit ive suff i samment peti te; l'llypothèse est en
part iculier vérifiée si p == i , car elle se réduit à Mo <^ v, ce qui est, car
si TJ est assez peti t , ^ ( 1 1 ^ ) et son coefficient de cont inui té (L) pour
fexposant k^ sont aussi vois ins de zérocpron veut (n 0 '2).

On va voir que si R, ^ et v sont convenablement choisis (indé-
pendants de n) l 'expression de Z-// et la l imi ta t ion de M/,, subsistent
pour n = p . ' .

Soit k^==f}~ï ; il sufjît de nous pleicer dans le ccis ou b est entier.
Alors

a — i . i» , / ^ ^ ̂  — ^ ^ ̂  ̂  ̂  — ^ ^^ ̂  ^^_^ ^ ^^ _^ ^ ̂  ^

c'est-à-dire que /•//, est l ' inverse d 'un nombre ent ier compris entre
ba" et (6+1)^(^2).

Pour résoudre l 'équation de Fredholm en p^, nous devons prendre
le noyau itéré de rang Â^^+I , qui est con t inu dans tout l'espace. De
la l imi ta t ion de M// , nous déduisons que, si L(0, X)<^ 3, L(0, 3)<^ 3,

/;-i
K.(X, S) | <^Y ^MA^X, S),

0-1 étant une constante. Si L(0/X)^3 ou si L(0, S) ̂ 3, on a

K . ( X , S)=:(:)[^(X. S)];

en prenant R assez petit, la constante impliquée dans 0 sera inférieure
à G-, v, ce qui permet d'écrire

:.,'i.-
// •==. (i ,

K(X,S)i<^^4/(X, £).

Soit, pour un ins tant , G(X,Ë) une fonction moindre en valeur
absolue que pL^X^S) pour L(0,X)<3, L(0,Ë)<3, et que
p^(X,3) dans le cas contraire. Soit H(X,3) -une fonction ayant les
l imitat ions obtenues en mettant k et a à la place de h et de p. On
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trouve, en se reportant à des calculs déjà faits ( '), que le produit sym-
bolique

F G(X. A ) 1 I , ( A , S)^VA

a, pour L(0, X) <^ 3, L(0, Ë)<^ 3, la limitation

CT,> étant une certaine constante. Si L(0,X)^3, ou si L(0,S)^3, on a
la limitation

/ i \ / ,i\ . „ ^^pc r f i + ̂ n i. + ̂  i ̂ (x, ^).

Si l'on avait clans tout l'espace [ K <^CT^(X., S), on aurait pour le
produit symbolique la limitation

C7,pC7^1-4- ̂ (X, S).

Ici K est une somme dep termes dont chacun a une limitation de ce
type avec

p=^\ j i =/^.

On voit que la limitation.de K^"^, où r='k~~^^ est une somme de
termes dont chacun a en facteur une puissance de v. Comme

( f> \ r-H

V \ / v \7'4"1

1- ) <{T—.) ('<I)•
n=0 /

on voit que v^ "̂  est obtenu d'au plus ' ~ [ ~ J ) ' façons. Limitons donci l r\j\
ce terme en v7'-4-'-1-/.

Le coefficient comprend d'abord le facteur c^c^'4'1. Ensuite, il y a le

( ^ ) B, §V, théor.â,p. 197 à 199.
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produit de r-r-1 facteurs i -}- — on a^M

^ ,)/<==/• -4-1-h. /

et, par suite, en tenant compte de la valeur de Z'/,, notre produit est
moindre que

( / j 4- i)/'̂ !"!"!'̂ /^ {b -}- i)''-1--1"!"! '̂2"^ (^ -4- l)/l•-+-l^/'-^.l4-/\

Ensuite vient le produit des facteurs i + v-/- avec S/-/, <^ ^z; ce pro-
duit est moindre que le précédent.

Enfin, vient le produit des facteurs i+ ——[ ^ ; dans un seul\ / ^ — -"'/t n \
d'entre eux, SA',, dépasse m. La valeur absolue de m — SA'/, est certai-
nement supérieure à l ' inverse du produi t des dénominateurs des /.'//,
donc à

6- ĵF-«>^.-,jj „-..";

or, le produit est étendu à des valeurs de n telles que S 2" == 7*4- i+y;
il est donc supérieur à ^-/•-i^--/-'"./^ g^ son inverse inférieur à a'^1^.
Nous appliquerons cette l imitat ion au fadeur pour lequel SÂ'/,>m et
au plus grand de ceux pourlesquels ïk^<^m. Le produit du reste des
facteurs i -f- ——'-^-r- est évidemment moindre que (b -h i)'^1 a'^^-i,ff^ — ^ /^ ^

Si l'une des sommes S^ devient égale à m, le produit symbolique
du logarithme qui en résulte par le facteur suivant i n t rodu i t le pro-
duit: de /^1 par une constante, c'est-à-dire moins que le produit de a11

par une constante.
Fina lement il existe une constante CT telle que le terme en v7'-"1-^

soit moindre que son correspondant dans le développement de

(-^y'^x^)..\ i -^y l '
Donc, si CTV << i,

^^'•(X, A) | ^ ( w,___ < — — — ^(X,S),
V'D(A) \j-^;
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dans tout l'espace. Si v est assez petit, l 'équation en pp est donc
soluble.

D'ailleurs,
\^(^)\=0[M^e~^0^

et le coefficient de continuité (L) de ^ ( i i p ) pour l'exposant [jJ'p est
O(M;L,)C).

Après les itérations, le second membre de l'équation en p/, devient

"^^-S^f 'K ! / ) (X• Aîtr^A^^j^/^A)]^^.
y=:1

Des calculs tout à fait sembicibles à ceux qu'on v ien t de voir, en consi-
dérant ^(^//) comme un premier facteur symbolique, montrent que la
valeur absolue de cette expression est moindre que

l̂.. ./ V5V V" |M -̂) 1
7=0 J

«."-•- •+2;'•'7^) --•"•sl-

GT, étant une autre constante. Si v est assez pe t i t , indépendant de r,
donc dep, ceci est moindre que

O^^e^0^],

la constante impliquée étant indépendante de p . Donc

^ , p/^OEM^,^1-10.^],

le facteur impliqué étant indépendant dep, si v est assez petit. .
11 reste à en déduire une l imitat ion de h^. En nous appuyant sur le

calcul de la fonction G, de laquelle H se déduit immédiatement, nous
trouvons que, tant que les approximations ne s 'é loignent pas trop
de U,

, H ( X , A_) ^ ( ^^--^(A., X) pour L(A, X) <i ,
\/D(Al ^ ( (7:; ^ ( A - ^ . X ) , • pour L('A, X") ^ l.

Or
L(0, A.) >L(0, X ) — L ( A , X) .

( 1 ) B, § VI, théor. h, p. 288 à a^.r.
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Par suite, en intégrant dans la région L(X, A ) < ^ i ,

f H(X, A) -MM-^\\== 0 M-Li o--^'0^' ( L'-^X, A ) ̂ Lix^ ̂ \ .
J ' ' v 'D(A) L J ' •V 'D(A)

r / ' 1== 0 Mj_.i e--^.0'xf ^ r e^ dr =. 0[ M^_, e--^ (°«xi ].
L ^o J

D'autre part, pour L(X, A)^!,

J*'7"'' r ( \ \ r /'">1/") 1
.I:-Î(X, A.) VAt ' rf\\= 0 M- e-^0^ 1 e-^0^ dV\

\/1)[A) ^ L ^ J J
^OCM^,-,^^3-'0^'].

En ajoutant , il v ient enfin

[ / / . / . (X) <TM^l(?-^•LIO 'x),

T ayant une valeur connue , indépendante dejo, si v est assez petit.
En dérivant sous le signe somme, on aura une l imi ta t ion semblable

pour les dérivées de /^; on augmentera au besoin T de façon que

à-^ <TMj„,^•L)o>xl,

II faut maintenant, pour avoir les dérivées secondes de hp, étudier
la cont inui té (L) de p^. D'après ce que nous savons ( j ) , ^(u^ est con-
t i n u (L) d'exposant \^kp-\ et de coefficient égal à M " , mul t ip l ié par
une constante connue (2). Il est alors immédiat que, si v est assez
petit, le coefficient de cont inui té (L) de p/,, pour l'exposant [j.Ay-,, est
inférieur au produit de M " , par une constante connue (il suffit de
faire le calcul pour des points X et Y de distance inférieure à un, à
cause de la l imi ta t ion de pp).

Ce résultat nous sert à calculer des l imitat ions des dérivées secondes
de /^ dans la région L(0, X)<^3, en nous servant d'une formule

( 1 ) B, § VI, p. 240.
(2 ) Quoique X varie dans tout Fespace, il n^y a pas de difficulté à remplacer

les termes en /^, dans îe raiponnement cité, par des termes en /W, car t7'(//^)==o
pour L(0, X) > 2.

Ann, Éc. Norm., (3), X.LVIL •— AOUT igSo. 3o
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connue ( ' ) . Cette formule sera appliquée à la région L(0 ,A)<^4 du
domaine auque! est étendue l ' intégrale qui donne -,—; pour le reste de

OXy^

l'intégrale, on dérivera sous le signe somme. Les différences
! |A^(X)-A^(A)|

F ^ 1sont trouvées égales à 0 J?"(X, A)+V v'I/^X, A) ; . le premier
^=0 J

terme O^L^X, A ) ] est ce qui correspond à / . /y . Or la série 2/^' y" est
convergente si v<0, et sa somme est bornée si v est inférieur à un
nombre fixe inférieur à un. De là se tire enfin que, pour L(0, X) <^ 3,
les dérivées secondes de lip sont inférieures au produit de M^, par
une constante connue.

D'autre part, si L(0, X)^> 2.. ^(jip) eât nu l et les ^a,.3,p5 ^a,p? c? se
réduisent aux constantes qu'on sait. Par suite, les dérivées de tous les
ordres de pp existent et sont continues. En introduisant la fonction de
Green relative à l'équation

2 ^ll

àa's.

pour la région L(0, X);>2, on voit directement que toutes les déri-
vées jusqu 'à un ordre donné de la fonction hp ont la l imitat ion

0[M],„,^-^L '0 'X)]

dans la - rég ion L(0, X)^>3. On peut en conclure immédia tement que
les coefficients de cont inui té (L), pour un exposant quelconque,
sont ,0(M^,) .

Il nous faut enfin le coefficient de cont inui té (L) des dérivées
secondes de 7^, dans tout l'espace, pour l'exposant k^ On trouve
immédia tement , en se servant de la c o n t i n u i t é ( L ) de Q p Ç 1 ) ' , que ce
coefficient est inférieur au p r o d u i t de /^iM- par une constante
connue .

(r) G, théor. I, p. 870.
( î ) C, théor. Il, p. 872.
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II existe.donc/une constante, T., indépendante de p , telle que si R, TJ
etv.sont inférieurs à certaines limites indépendantes dep, on ait, sous
l 'hypothèse(12)5
03 M^<T^M^.

Or si
( i 4 ) M^T2"-1^"^-^-2^ (Tfl^,< ^ ; n = o, i, . . ., p — i ) ,

les condit ions (12) sont remplies. Alors l ' inégalité (i3) prouve que
Finégalilé (i4.) a lieu aussi pour n =p. L'inégalité (i4) est donc
générale.

Les approximations successives se poursuivent donc indéfiniment,
et elles convergent un i fo rmément dans tout l'espace, ainsi que leurs
dérivées premières et secondes. Elles on t donc une limite u,.^= lim^,,,
dont les dérivées premières et secondes sont continues, et qui satisfait
à Inéquation F = o. A. l ' inf ini , u^ est nul, puisqu'il en est ainsi de tous"
les ^/,. Mais il en est de même de U. Si nous appliquons à

^ ( ï ; ) — ^ ( / ^ )

le théorème des accroissements f inis , nous voyons que
„ ^c[j_^ ) ^ ^(i j ._^ 1) ^
y a o —-——-—— -4- y b^ ——————— -4- c -U — u^ ) == o,
-À^.3 ^ àxy, ôx^ ^^a àx^

les ûy^p, b^ c étant calculés pour OU 4-(i — 6)^(0 << 0 <^ ï), en trai-
tant 6 comme une constante dans les dérivations, quoique 6 dépende
de X .U —• u^ ne peut donc avoir ni maximum positif, ni minimum
négatif ; cette fonction qui est nulle à l'infini, est donc ident iquement
nulle,

u.^=\L

Nous allons main tenant voir que //, a ses dérivées troisièmes conti-
nues à l'origine.

Toutes les fonctions tin ont des dérivées troisièmes continues (L) en
tout point d 'une région fermée intérieure à L(0, JCx^i.'En ef fe t , i l !

en est ainsi pour i/o qui se réduit dans cette région à un polynôme.
S'il en est ainsi pour u^ les ^a,^, &a,^ ̂  ont, d'après l'hypothèse q ^2,
des dérivées continues (L) et il en est de même de ^"(z^); cela suffit
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(§•1, n0 6) pour que A/,, et par suite ^+1, aient des dérivées troisièmes
continues (L). Si l'exposant de continuité (L) pour les dérivées troi-
sièmes de /^ est In, on peut prendre

y-în-———- ^
•^^

pourvu qu'on ait pris lo^ko, ce qui est évidemment possible. En effet,
l'intégrale |qui figure dans l'équation définissant 0,^1 a ses dérivées
continues (LV d'exposant——, car 4<^,,; les dérivées du secondl -4- /,/

membre sont cont inues (L) d'exposant p;-^ <^ ——-(n° 3); les dérivées
•2 1 -4~- //;,

de Ori+i sont donc continues (L) d'exposant p—?t•' En transportant ce
résultat dans l'expression de À/^-i, on effectue les trois dérivations, la
première sous le signe somme, les deux autres par application des
règles connues ( ' ) , et l'on en conclut ( 2 ) que ces dérivées troisièmes
sont continues (L) d'exposant - I J ' lt ' Nous aurons donc

2 -+~ p- i i i .

p"(3--^Vo
•^ ( •2 — [J. ) -+- [J. [ <în — [M" ) /„

Soit R,, un rayon décroissant quand n croît, et tendant vers une
limite positive R, ; par exemple

R/,=r2^(l4-3^-"1).

Soit N,, une limite supérieure des valeurs absolues des dérivées troi-
sièmes de h,, et de leurs coefficients de continuité (L) dans la région

L ( 0 , X ) < R , ;

en outre nous nous imposons la condi t ion N/,^> M//. Nous allons voir
que la série SN,i est convergente.

Cherchons N/^i connaissant M,, et N^ Nous devons d'abord limiter
les dérivées de ^(^,) et leur coefficient de continuité (L). Il faut

(1) B, § I, théor. IV, p. 144; C, théor. 1, p, 870,
(2) G, théor. II, p. 3;2,
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pour cela tenir compte de ce que les dérivées troisièmes de h,, f igurent
l inéairement , ce qu i oblige à compléter le calcul déjà fa i t (n0 3).

Considérons une fonction'i ï .^I>(?/, f ) composée de X par rintermé-
diaire de u, ^, ir et telle que, ou, OP et w étant certaines fonctions

. de X,
<I> on1-' -4- H.' ô<& -4-- n'e> = o.

$, //, ^, H', o//, oi', ôip sont d'ailleurs supposés satisfaire aux hypothèses
faites sur les fonctions G, a, r, îii, w (n° 3). Alors
<î>( n -h- 0/7, c -4- OP ) (' \v -\- on') == (ï'I'<!>(// 4~ ô//, r — or ) — t&(^, r ) — o <!»( / / , r )"]

4- o (ï'["<I>(" ^ -(- ûff. F 4- op') — <!>( / / . P")" [ .

Ici le rôle de u, c est t enu par ?//, e tpar-ses dérivées premières et
secondes^ et le rôle de w par les dérivées troisièmes de ii,^ /^ et ses
dérivées premières et secondes t i e n n e n t les rôles de o//, $<'; les déri-
vées troisièmes de /^ t iennent le rôle de on'. Si nous désignons par N
une l imite supérieure des valeurs absolues des dérivées troisièmes
de //o et de leur coefficient de con t inu i t é (L) d'exposant /o, et que nous
posions

.S , ,= .N-hN,+N, -4- . . .+N, ,

n o u s trouvons que les valeurs absolues des dérivées de ^(^-n) sont
0(NA,-4- S,_, M;^), ou 0(SA).

Si nous revenons à (P<Ï>, nous aurons encore, avec des notations
déjà employées (n° 3),

Af€> ( u -\- ôff, r -(- QV ') ( tv 4- O'(-P) |

-=: A H-' [ <!> ( ( / '-+- au, ^4- of ) — ̂  ( f/, f ) — o <!> ( //., P ) "]

-4- ô A w [ <î> ( il. -h ÔM, P -t- or ) -- (I> ( //, v ) ]

-4- ( i-p -4- A«'-' ) A f <I> ( // + ô//, c -I- ôt-' ) — ̂  ( / / . f ) — o (lï ( //, p ) ')

4- ô(n/' 4- At.ï') A|^I>(^ -h ô^, (1 -4- ô^') — <ï>( r/. v}}.

Ici nous en déduisons (n° 3) que le coefficient de c o n t i n u i t é (L) des
dérivées de ^(/^i) pour l'exposant 2~1 ;j.//, est

o(s^M^^-hN^Mj^O(S,M,).

Nous devons maintenant limiter les dérivées de l ' intégrale qui
figure dans l 'équation en p/n.,, et leur coefficient de continuité (L)
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pour l'exposant 4\i -4- ^)~'. Nous supposerons

L(0, X ) < î-^l^i I -4- 2 . 3-""2

Nous appl iquerons au champ L(0, A)<^t i / , la formule connue ( ' ) et
hors de ce champ nous dériverons sous le signe somme. La distance
de X à la frontière du champ est au minimum

R.—R/,-, 3--2

I I nous faut aussi introduire les dérivées de K; en tenant compte,
comme ci-dessus, de la façon dont f igurent les dérivées troisièmes
de u^, il vient

,•) T.
7 - ( X , A.) <^,S,L—(X,A),

àXy,

àî\ c)K— -^ —
ôx^ ()a^ ^.S/JJ^-^X. A),

a,, étant une constante. En tenant compte de ce que la valeur absolue
et le coefficient de continuité (L) de p/,+i pour l'exposant [jJcn sont
O(M^), il vient pour limite supérieure de la valeur absolue de cette
partie de la dérivée de l'intégrale

0[M^3^^+(^/,)-'S,M^]=:0(S,M,).

Quant à la partie obtenue par dérivation sous le signe somme, nous
avons

/) k 1
-y— (X, A ) < o-,S/, L-7^ X, A ) [L( 0, A) < 3],
( j i l y,

à\\. (X, A) <o- ,d^(X, A.) [L(0, A ) > 3 ] ,

cr, et Œ,; étant des constantes; d'où pour la dérivée de l ' intégrale
étendue au champ L(0, A) > R,, la l imitat ion

0[(S,3^+i)M;n=0(SA). . -

Par conséquent les dérivées de p//.^ sont 0(S,,Mn).

nB, § î, théor.Il, p. 141.
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-Cherchons maintenant, leur coefficient de cont inu i té (L) pour
l'exposant 2-1 ;jJ/,. Pour cela nous cherchons le coefficient des déri-
vées de l'intégrale pour l'exposant ;jJ//,(i + ^)""'. Il nous suffit de
reprendre le calcul connu ( ^ ) en supppsant

L ^ X , Y) < (a-'ô)14-"-7";

le résultat est 0(7;:'S,, M;-;) ou 0(S,M/,). Ce résultât subsiste quand
L(X, Y) dépasse la limite indiquée, car il suffît alors de mul t ip l ie r
une puissance de l'inverse de cette l imite par la l imi ta t ion de la
dérivée.

Ainsi le'coefficient de cont inui té (L)des dérivées de p/,-^, dans le
domaine indiqué, pour l'exposant 2~1 ^4, est 0(S/,M,/).

Il reste à tirer parti de ce résultat pour l imi te r les dérivées troi-
sièmes de / / / , ^ i et leur coefficient de con t inu i t é (L). Pour cela nous
écrivons les dérivées secondes en uti l isant les dérivées de p/^o qui
n'étaient pas utilisées quand nous avons l imité ces dérivées secondes.
En remplaçant r—L^ par H , , nous trouvons ( 2 )

^4-1 - f^T/ ^Hi ^H, \ . </H, ôo,^' „ -, -——— i= — /.I -——' -+. ——— a ( A ) -4- ——' —^- ci\ 4
^a^rp J^ LV^^-S àxy,àa^}' t ï ' ôx^ àa^ A

r^ ^lî_.,r _Ln_p^^A)./v\,
J^ à.r^ àx^ l 1 /

DI étant la région
L(0, A^^l^+R/^i)-

et D^ étant le reste de l'espace; on suppose L(0, X)<^ K / / ^ , .
• La troisième dérivation se fait sous le signe somme pour l'intégrale

étendue à D^; on trouve aussitôt 0(3^1nM^). On peut même dériver
une quatrième fois ce terme sous le signe somme et obtenir une limi-
tation du même type, qui est donc valable aussi pour le coefficient de
cont inui té (L), d'exposant quelconque, de cette partie des dérivées
troisièmes de À/ ,+ i .

Prenons maintenant l ' intégrale étendue à D|. Nous employons le

( 1 ) B, § I, illéor. 3, p. 1.42.
H B, § I, théor. 4, p. i44.
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procédé général connu ( ' ) , en faisant jouer à p/,.+.,i et, à ses dérivées,
ainsi qu'aux dérivées secondes et troisièmes de u^^ le rôle des fonc-
tions ir//(A) de l 'énoncé de ce procédé. En tenant compte de ce que
les dérivées de p/^,, et les dérivées troisièmes de u^^ f igurent linéai-
rement, nous trouvons Olp^-^- ^')S^M^]ou 0(S/A) pour dérivée de
la première partie de l 'intégrale, et O^S^H-Ç')S,,M/,] pour dérivée
de la seconde partie.

Pour les coefficients de continuité (L), nous employons le théorème
adapté au procédé de dérivation employé ( t j). Il faut supposer d'abord

M^Y)^^"^1^;

on trouve immédiatement pour l'exposant
l^n _ _ .

^ + ^ / / / ^ 1

.un coefficient 0(^1 'S//.M/,). Si L(X, Y) dépasse la valeur précédente,
on trouve, à l'aide de la l imi ta t ion des dérivées troisièmes de ///^
elles-mêmes, un coefficient

o[>-+ //i') (^ v^y^sAj.
Finalement il existe des constantes h et À, telles que l'on puisse

prendre
N^,=/z^SA,

car en augmentant au besoin // et A / i , on fera en sorte que le second
membre dépasse constamment M,, > M,,,.n. On en tire

S,,-H:Z=([+A^MJS/,;

étant donnée la valeur de M,,, cela entraîne l'existence d 'une limite
pour S//. La série 2N,/ est donc convergente, et par su i t e U a des déri-
vées troisièmes continues dans la région L(0, X) <^ 2 ~~1 .

Ce point étant démontré, la suite, comme i l a déjà été d i t (:î'), n'offre
plus de difficulté. En dérivant une fois l 'équation aux dérivées par-

( 1 ) C, théor. I. p. 370.
( 2 ) G, ihéor. II, p. 872.
( 3 ) C, théor. VI, p. 385.
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tielles donnée, sur laquelle il n'est, p l u s nécessaire d'avoir fa i t la pré-
parat ion qui nous a servi, on trouve q u ' u n e dérivée quelconque 9 de u
satisfait à l 'équation

^ *7"0 /• \> a „ ———-—— -=. i ( \ > ,
^a.4 > à.ï^ô,r^ '' •

où f ne dépend que des dérivées de n jusqu'au second ordre. En se
servant d'un problème de la chaleur dans une hypersphère suffisam-
ment pet i te , on en conclut que les dérivées secondes de o, c'est-à-dire
les dérivées troisièmes de / / , son t c o n t i n u e s (L). Donc les <^^ et / ' (X)
ont des dérivées continues (1.), ce qui e n t r a i n e que ç a des dérivées
troisièmes con t inues ( ' . L ) ; donc u a, des dérivées quatr ièmes con-
tinues (L) . lit si y^> 2, le r a i sonnemen t c o n t i n u e comme il a été d i t .

6. Nous pouvons m a i n t e n a n t reproduire l 'énoncé suivant :

Si F est holornorphe par rapport à tous ses arguments, et si les dérivées
secondes de u sont continues (I.) dans iDy u est holomorplie en tout point
intérieur à cO.

La démonstrat ion est complète si nous rapprochons le résultat pré-
cédent de certaines démons t ra t ions antér ieures ( ' ).

7. Si F cont ient l inéa i rement les pa.p» l^s conclusions des deux der-
nières p ropos i t ions (n^ 5 et 6) restent vraies dans des hypothèses p lus
larges sur u : i l su f f i t que les dérivées secondes de // existent et soient
cont inues .

8. THÉOIŒAIE. — Soit y la frontière du do/naine borné ouvert tO, les
coordonnées des points de ^ pnu\'ant s'exprimer par des fonctions de
f^—î paramètres dont les détemunants fonctionnels ne peuvent s'an-
nuler ensemble et dont les dérivées jusqu 'à l'ordre q + 2 (y ^ 3 ) existent
et sont continues (L). On suppose que les hypothèses du n" 5 sont satis-
faites pour cette valeur de q : enfin on suppose que u et ses dérivées jus-

( ' ) B. ^ V i l , Ihéor. 1, p. ^3. on A. Chap. I l î . n0 8, p. 118, on l 'énoncé
devrait, être le même que dan^ B. î ' o i r a d ^ s i C. ihéor. V i l . p. 38 j.

Afin. Et:. A'or/n., (3 ) , XLV I1 . — Aon i<po. •:>i
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qu'au quatrième ordre sont continus même sur S) et que les dérivées
d\)rdre q-{- 2 des 'valeurs de u sur 'S par rapport aux- m— i paramètres
des points de §* existent et sont continues ( L). Alors les dérivées de u
jusqu'à l}ordre y+ 2 sont continues (L) dans iQ + cS.

Ce théorème élargit les hypothèses d 'une proposition antérieure-
ment démontrée ( ' ) . La démonstration se fait aisément en profitant
des perfectionnements apportés ici aux résultats sur lesquels on
s'appuyait.

Nous faisons d'abord un changement de variables remplaçant une
région de 2? pour laquel le nous voulons établir le théorème, par
x,n= o, les fonctions qui déf in i ssen t le changement, de variables ayant
leurs dérivées d'ordre q +2 con t inues (L). Ensuite €îous rempla-
çons cO par un domaine tel qu'il est, indiqué à l 'endroit cité.

D'après l 'énoncé, les Oy^^y considérés comme fonctions de X, ont
leurs dérivées secondes conl inues dans cP-+-cS. Nous pouvons donc
(§ II , n° 6) les prolonger hors de CD 4- "S de façon à respecter la conti-
nuité ( L ) de leurs dérivées premières ; on arrêtera le p ro longement à
une sur face assez voisine de S* de manière que l 'équation reste de type
ell ipt ique dans le domaine total.

Il suffit de démontrer l ' exis tence et la c o n t i n u i t é (L) de celles des
dérivées de / / qui résultent d'au plus u n e dér iva t ion par rapport à x,,,
et d 'un nombre que lconque de dér ivat ions par rapport aux autres
variables, car l 'équation e l le-même permet de compléter le résultat.

Mont rons d'abord que les dérivées quatrièmes sont continues (L).
Pour cela, nous dérivons trois fois l 'équation donnée , aucune dériva-
tion n 'é tant faite par rapport à x,^ En désignant par y la dérivée troi-
sième correspondante de //, on trouve, en désignant par des d droits
les dérivées des fonctions composées,

^ d /. ()^ \
>, —— ^a^——— = = - / ( X ) ,
^a.y ^•:j \ i ^'a/ t

/(X) ne dépendant que des dérivées quatrièmes et é tant par suite con-
tinu dans o)+S>\ Cela suffît (§ II, n0 1) pour qu'on puisse aff i rmer la
con t inu i t é (t.) des dérivées de 9 clans cD + " S ,

( 1 ) B, g V I , théor. 2. p. -234, un l 'énoncé doit supposer 7 ^ 7 .
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Maintenant les dérivées secondes des fonc t ions composées ay,^ de X
sont cont inues (L) ; on peut donc les prolonger hors de ^0 + S en res-
pectant la cont inui té (L") des dérivées secondes ('§ II, n° 6). L'équation
ci-dessus en o prouve donc q u e les dérivées secondes de y sont conti-
nues (L) dans a) -+~ ' § ' , il en est donc de même des dérivées cinquièmes
de u.

Si y^>3 , la démonstrat ion cont inue de même; on récrit l 'équation
en ® ci-dessus, y désignant, ime dérivée 'd'ordre n — i de ^ ( ^ S y + i )
par rapport aux variables autres 'que x,,^ et f dépendant des dérivées
jusqu'à l'ordre n.

() . Remarque. — Si, sans changer les autres hypothèses, on suppose
seulement que les dérivées quatrièmes des valeurs de u sur S sont
cont inues (L) , on peut affirmer que les dérivées quatrièmes de u sont
continues ( L) dans cO 4- S*.

1 0 . THÉORÈME. — Si F est ho l amorphe par rapport à tous ses arguments
et que u soit holomorplie dans le domaine ouvert (J? de frontière 3?\ si u
prend des valeurs holomorphes sur une partie régulièrement analytique
de S et que les dérivées de u jusqu'au quatrième ordre soient continues
sur cette partie de ?>*, // est prolonge able analytiquemeni an delà de cette
partie de 'S.

Ce résultat est I m m é d i a t en comparant le théorème précédent (n° 8)
avec une proposition a n t é r i e u r e ( 1 ) .

11. Si les dérivées secondes de u f igurent l inéairement dans F, on
peut, au n° <S, prendre q == 2, et supposer seulement que les dérivées
troisièmes de u sont continues dans d)4-S; de même au 11° 10. Au
n0 9, on peut remplacer partout quatrièmes par troisièmes.

1 '2. THÉOKÈME. — Considérons Inéquation de type elliptique^ dépendant
d'lin paramètre ty

( iF) ) ^ { ff ; / } = F(pa.^î P'J.\ <r- x'^ i } '-==• 0 <.0 ^ t ï t " ^

( 1 ) B, § Vil , t héor .2 , p. '^.
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d'autre part on se donne un domaine borné ouvert fixe (.0 de frontière '§.
On suppose que l'équation^ le domaine et la frontière satisfont aux
hypothèses du n^ 8 avec q -= 3., les conditions de continuité (L) ne dépen-
dant pas de t. On suppose de plus que F et ses dérivées jusqu'au troisième
ordre par rapport aux variables autres que t sont fonctions continues de
ces variables et de t. On se donne une fonction continue ç(î; .y, 5 ..., ̂ ,-i)
de t et des para/nôtres des points de cS., ayant par rapport à s \ , . . . 5 .y^-i
des dérivées jusqî^ au quatrième ordre qui soient fonctions continues (L)
de ces variables^ avec un exposant et un coefficient indépendants de /, et
fonctions continues de ces variables et de t. On suppose connue une solu-
tion UQ de l'équation relative à t==o, dont les défiées jusquau qua-
trième ordre sont continues dans cO 4- S' e£ qui se réduit sur cS* à

0(0; .s1), '. . ., .y^_i) .

î^njin on suppose que l'équation

,. , "in ^(' V / ^r
( l ( 3 ) . > ( ( y ^ -•———— 4- 7 Oy -,—— -\- ( ' • ( • = = : < ) . 1 .

AJ^ a-'^^ ^ '' dr^

ouïes coefficients ây^^y by^ c correspondent à u =- i/o, -^ == o, n'admette
pas dans (.D d^ autre' solution nulle sur S* que <'== o. Alors, dès que t est
usse^ petite il existe une solution u(ï\ ; ...; x,^ ; t) de Inéquation (i0)^ co/z-
tinue par rapport à ^ensemble des variables, se réduisantà u^ pour t === o,
et prenant sur 'S les valeurs Çt; .s'i, . . .-, ̂ -i); cette solution u est unique.

Il suffit de reprendre la démonstrat ion donnée antér ieurement avec
des hypothèses plus restreintes ( ' ) . A chaque approximation / / / / , les
dérivées secondes des ^a,y.// '-» ^a . / /? c// sont continues (L) dans cD—{-S et
l'on pent (§ II, n0 6) les prolonger hors de cï? en respectant cette pro-
priété. Soit 2[x l'exposant de c o n t i n u i t é (L ) des dérivées troisièmes
de F. Soit M,/ une l imi te supérieure des valeurs absolues de / / / / ' e t d e
ses dérivées jusqu'au quatr ième ordre/et du coefficient de conti-
nuité (L) de ces dernières pour l'exposant

/. — ^ ( I — ^)/.o
< / / — ( —^4- ^ ( i -,.,..„ ^./ /•)/»,/

( 1 ) B, § M, théor. 3. p. ^36.
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on trouve ( n° 3)
M^=a,M^.

où a^ est une fonction exponen t i e l l e de 72; la convergence pour M y
assez pe t i t , c 'est-à-dire pour ï assez p e t i t , en résulte. La so lu t ion
exis te donc pou r t assez pet i t , et l 'on prouve de même qu 'e l le est
u n i q u e .

13. Si lesy^^ figurent l inéa i rement dans F, on p e u t , dans l ' énonce
précédent, faire q-= 2 et abaisser d'une un i t é les ordres maxima des
dérivées qu i in te rv iennent .

14. Si, po-ur o^t^_t\ on sait que ( p a . ^ ; pa; ^; ^a) reste dans u n
doma ine borné fermé in té r i eu r à C\ et tel que l'hypothèse relative à
l 'équation (16) soit toujours sat isfai te , et si en out re les dérivées troi-
sièmes et qua t r ièmes de n sont bornées , on est certain de pouvo i r , en
pa r t an t de /=== o et en a p p l i q u a n t p lus i eu r s fois le théorème, ar r iver à
la valeur t== t ' .

Ces hypothèses se s i m p l i f i e n t si les pa.f-; f igurent l inéairement. La
simpl i f ica t ion est p lus grande si en out re les a^^ ne dépenden t pas
despy,, ou s 'ils ne dépenden t que de X.

IV. „ Généralisation du problème de la Chaleur.

1. Soit o? un domaine borné ouvert de l'espace à m d imens ions ,
dont la frontière S se compose d'un ou de plusieurs contours sans
points communs deux à deux. Tout point de S est supposé in té r ieur à
une région de S où les coordonnées des poin ts s 'expriment par des
f o n c t i o n s de m — ï paramètres dont les dérivées sont continues (L)
d'exposant k et dont les déterminants fonc t ionne l s ne s 'annulent pas
s imul tanément . En outre un nombre fini de telles représentat ions
suff i t pour avoir "§ en t i e r .

Nous reprenons l 'équation de type e l l ip t ique
à'1 u. . ̂ r-\ . à il

ï , y -^ —————.——— --(— / if y_ 1~~.———

^a ^ "' u•ry. O'ï'1^ ÀaJy '̂a

„ ^ 0- U. . -̂"1 , OU
;)• ( / / ) = : ̂  0^^ -————.'—— -|- ^, hy. -.—— -t- CIC --= 0

-^a/j ' '̂y. ^^'^ A^y (7,r^

(1 ay^f^=.~: ( . ( ' ^ ^ ; C ( y . . y . "> 0 : ^, |3 == 1 , '.:•>, . . . , t U } .
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On suppose que les coefficients ûx, ; - i? ^a» c sont continus (L) dans
cO + S, d'exposant À ^> i — Z-.

Soient 6 et /' deux fonct ions continues dopxnées d'un point de â\
Nommons ^a l^s cosinus directeurs de la no rma le à S? dirigée vers
l'extérieur. Nous nous proposons de trouver une solution de (ï),
existant dans o? -+- 2> et à dérivées secondes continues dans cO, telle
qu'on ait sur 'S

V au . ,.
( 2 ) ^. ^a.^a -.—— -+• 'hu-= f.

—"•"a. ̂  1 ^•^-l

Dans [e cas particulier où ( ï ) est l 'équat ion de Laplace, on recon-
naît le problème dit de la Cha leur . Si en out re d^ = o, c'est le pro-
blème de Neumann.

2. Mise en équations. — Pour résoudre cette question, nous devons
d'abord définir les fonctions c/a,^ ^7.7 ^dans l'extérieur de CQ -4- S, ainsi
que certaines fonctions OaC^ [î== ï , 2, . . ., rn) ( ^ ). Comme pour le
problème de Dirichlet , ces déf in i t ions doivent être telles qu'à l'exté-
rieur d'un certain domaine borné on ait

<^^:=:i, ^^=o ((3-^ a),

h^-==- o. c —: constante négative. ^yz=:o.

En outre on doit avoir dans tout l 'extérieur de a) + 2>

.. , / ^ ^ \( 3 ) ^/-s^)
^ i / / V ^-ï ^ \ / / X^ ^^•Y r \ùciy y \ / ^-^ àa^ v

-^^A..^-^^.-.^(^-^-^'-2^^? (̂ -2;̂  -1-35-) (,^?-2^ +a^) < l )-
Pour cela nous in t roduisons encore les paramètres ̂  . . ., s^ ( 2 ).

On sait qu'on construit d'abord des fonctions c^ ( a= i , 2, . . . , m )
d'un point de S\ telles que Sc^ == i et S^c,,^>o, ces fonct ions étant
proportionnelles sur S à m polynômes en x^ . . ., ^1///. Si

•^'a :::::: ,/y- ( '^i ? • • " » lç///- - 1 )

0) B, § V, tiléor. 3, p. 210.
( 2 ) B. § I I I , p. i65.
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sont les expressions paramétriques des points de S, on pose

,r^=fy_(s^ . . .. .V / / / - 1 ' ) - L - .<? / / / ^ 'a» 'A" i. • • - ^//. . . .-s ' '» ( y. -==- i. ^. . . ., m ).

et il y a correspondance biunivoque entre (.v,, . . ., j//;) et (^i, . . . 5 ^/")
dans une région .̂ ; <^ ^.

Sur eS nous nous imposerons les condit ions

^== — 757 y/ j; ( ^ ==; l , ->,. . . . , /^ '),

Hors de d'D 4- ÎS et de. la région o <^ s , , , <^ n, les fondions ^x,^ ^a? c? 9a
recevront les valeurs constantes déjà écrites. Il s'agit de les d é f i n i r
dans la région o<^.^<^. Les fonctions c/y. , '^? ^a? ^ d e v r o n t être con-
t inues (L) dans cette région, ce qui fîxe leurs valeurs sur les fron-
tières ; toutefois la va leur constante — g ' ' 2 de c sur .y///== ^C^^> o) sera
seulement déterminée p l u s lo in . Les folictions 6^. seront uniformément
continues dans cette région, ce qu i fixe encore les valeurs sur les
frontières.

Soit A un nombre supérieur aux maxima sur "S des \a^_^\ et des
[ 6 ^ 1 (a, p = i , 2, . . . , m).

Pour définir les c /a ,a (?7^a) , nous formons la fonct ion y qui satis-
fait dans notre région à l 'équat ion

^1 (^ 0^.^l-0-0-
et qui prend sur<s ' / /< = o les valeurs ( A 4- (i-j.^f et sur s,,, == a la valeur A,
et nous prenons

ay,^=\!^ — A.;

cette fonct ion est cont inue (L) d'exposant h -4- / '— i si k <^ i, d'expo-
sant que lconque infér ieur à // si k = i (§ II, n" 7 )^ et ses dérivées sont
par rapport à s,,, d'ordre --^—LZlJ gi /'<0, d'ordre quelconque infé-

r ieur à '/——l- si k == i ; par rapport à a —^, ces dérivées sont d'ordre

négat i f au plus égal à ' ~ ï (§ Ï^ no ^)-
Pour les c /a . a -» même procédé, sauf qu 'on prend

€iy,,y,= \^ -—— A -J- l'î .Ï/// ( ({ -—— .<>•///),
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la constante B, indépendante de a, é tant t e l l e que l ' équat ion soit de
type e l l ip t ique dans la région o <0^<^.

Les by^ seront s implement so lu t ions de réqual ion en ç.
Pour les 6^, on forme la solution de l 'équation en ç qui prend

sur^ /== o les valeurs (A. -4- Oa) 2 et •sur s^= a la valeur A^. Puis on
choisi t un nomS)re T sa t i s fa isant aux inégalités

et l 'on prend
^== V-îp — A. — ̂  s^ {/( — .s-/// )T.

Alors dans (3) l 'ensemble des termes autres que 4e est 0(.^7')
au voisinage de .^,,==- o, 0[(a — .y,//)'"1] au voisinage de s^= a, et cet
ensemble est négatif au voisinage de ces deux frontières (1).

On prend e n f i n pourc une solut ion de l 'équation en o, la constante g'
étant assez grande pour que la c o n d i t i o n (3) ai t lieu dans t o u t e la
région ô<.^<r/.

Les fonctions a^y, by^ c sont ainsi con t inues (L) dans tou t l'es-
pace, et les 6y. cont inus en tout po in t extérieur à cD. Hors de a) -4- eS et
de s,,, -= a, les dérivées des a^^ et des 9^ sont con t inues ; leurs discon-
t i n u i t é s sur.^=o et â u r . ? ^ = = ^ n 'empêchent pas d 'appliquer la for -
mule de Green re la t ive à ufP ( / / ) (2 ).

Nous définissons encore une fonction '/(X) cont inue (L) dans tout
Fespace, nul le hors de a) + ̂  et de la région o < .̂  < a, et tel le qu'on
ait partout ^(X)^c, / (X)>o .

Supposons m a i n t e n a n t m^3 ( : i), nous formons pour l 'équation
^ ( / / ) = ^ ? / ,

la solution élémentaire G(X, S) qui s'annule à l ' i n f in i , ainsi que ses
dérivées de tou t ordre, de façon exponentielle (S; I, n0" 3 et 4).

( ' ) B, § IV, ihéor. 1, p. ,175.
( ' î ) ^; § V, théor. 3, p. 209, formule (28). Les raisonnemenis subsistent si la

condition (3) actuelle est remplacée par l'ég-alité en certains points, et même
dans des régions à m dimensions, pourvu que tout point extérieur à (D puisse
être joint par un chemin continu sans point commi.m avec ^ à un point où Fine-
^ alité (3 ) a l ieu.

( J ) )oir A, Chap. II, § I , n0 (>, p. ,\3, une remarque permet tant cl 'appliqiier
au cas où /// = '2, et même au cas où /// ==: i , les conclusions de ce qui su i t .
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.Enfin, en posant comme an té r i eu rement .
ni

>.-———r^-,),

nous exprimons la fonction cherchée // à l'aide de 'deux inconnues
auxiliaires c et a par la relat ion

[ /- l / / / i l / . . / / / - i ,
, . \ ^ < \}=— ^ A f G ( V, A. i p ( À. ) ^/V., 4- ^ A | G// ( X. A. ) 7 { A. ) d^^

• ""• i * •' ». ' î

' 1 (p^^^

l 'entierp étant quelconque sous la condition écrite; on a supposé le
déterminant des a^^ égal à un, et Ton a repris les notations ( r)

_ G'-'^G^G.
.(^

G^' fX, £) ==: ^ G'^-^CX, A ) % ( A ) Gi .A, ;E.) (/\:'^

G/,== G•//_l-i-7. / /- ÎG• i / / ],

les intégrales d'ordre m. dont le champ n'est pas ind iqué étant étendues
à tout l'espace.

On voi t que l ' i nconnue o est fonct ion d 'un point de l'espace, et
l ' i nconnue CT, f o n c t i o n d 'un point de "S.

Si l'on suppose que ? est cont inu (L), l 'équation (î) est satisfaite
si ( '2)

, ' , . ' / / < •
( '> ) p ( X ) — /. 1 ^ ( X ) G- ( X, A ) a { A :) d\^

/ - l w -1 1

-4- A/' i. / ( X. ) G^ (X, A, ') /j (' A. ) ^-/S ̂ == o,
Jy

^ ( u ) étant le double du premier membre.
Grâce à notre choix des 9^? 1^ condi t ion (2) s'écrit, en introduisant

l 'opération @ ( ; i),
Q ( ^ ) = = y ;

( 1 ) B, § V, ihéor. 3, p. 2i3.
( 2 ) B, § V, théor. 3, p. a 14.
( 3 ) B, § V, théor. 3, p. 209.

Ànn. Ec. Norm., (3) , XLX^I. — AOUT ip3u. 32
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elle se t r a d u i t donc par { ' )
,,.» 1 fil !

( ( » ) ^( Y ) •-- ^/. ^ CfO ( Y , . \ . )" |p(A.WV"A

. 4- •^ ^ Ô[:G^ Y, A ) ] G - ) A . ) 6/SA=^AV).
»/:;•»•

Y étant un point quelconque de ^.
On peut établir ( > J ) que la théorie de Fredholm est applicable an

système des équatio-ns (5) et (6) el que, si ce système esl soluble, la
fonction a est cont inue (L) ; par suite la relation (4) fait correspondre
à la solution de ce système une so lu t ion du problème donné.

On doit toutefois remarquer que la fonction u ob tenue est nécessai-
rement c o n t i n u e sur S\ car G- est con t inu , mais que l'existence des
dérivées de u n'est pas démontrée pour les po in t s de S\ Pour at t r ibuer
une signification à ©( u), posons

.̂  =z y^ 4-- r^s,,, ( y. •== l . '̂  . . . , m ),

les y y. étant les coordonnées d'un point de S\ et les Cy. étant des fonc-
tions de ce poini , dont on a déjà parlé. Les yy. et les Cy, sont des fonc-
t ions de .^15 .s'a, . . ., s^\ dont: les dérivées sont cont inues (L), et i l y a
correspondance biunivoque entre ( ^ i , .v.^, . . ., ,$',//) et Çx^ y . . . y ^m) dans
une région s,n <^ d . Si X. est dans cette région, on lui fait ainsi corres-
pondre un point Y et un seul; on peu t calculer les n^ en ce point Y et
s'en servir pour calculer Q(^) en X; c'est la l imite de ce résultat
quand X tend vers un point de 2> en restant dans,c0 q u i est par dé f in i -
t ion la valeur de ©(^) en ce po in t de S\
' Mais nous pouvons nous demander si ce procédé ne laisse pas
échapper de solution, c'est-à-dire si toute solut ion a du problème est
susceptible d'une expression telle que (4)- Les raisonnements qui
suivent précisent des cas où i l en est ainsi ( : l).

( 1 ) B. § V, théor. 3, p. a 16. Voir aussi le passade correspondant, de G.
(••') B, § III, théor. à. p. 168, et § Y, théor. 3, p. 210 .
( : > > ) Ces raisonnements, ainsi que ceux dQ B, § V, théor. 3, procèdent de ceux

de Josef PLEMELJ, Ueber iineare Banclwertauf^'aben cler Potentialtheorie^
I. TeiL Monatsfiefte fur Mcithematik und Pflysik^ B. 13, 1904' S. 33^-4121;
II. Teil, id.^ B. 18, iço"", S- i8()-'2ii. Voir aussi PICARD, Seiecta, p. 23i.
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3. LEMME. — Si les fonctions p et G qui composent une solution du
système [(5), (6)] homogène (c'est-à-dire avec /"==o") représentent
zéro dans tout iP, a et a sont identiquement nuls.

En effet la fonction u représentée par (4); et qui est nulle dans <'D,
satisfait hors de a) -4- Ï> à l 'équation (i). A cause de la continuités
cette solution de (i) s 'annule quand X vient sur S par points extérieurs
à (P; elle s ' annule aussi à l ' infini de façon exponentiel le , à cause de
l'expression (4) elle-même [remarquer que, d'après (5), c s'annule
avec yj. La condition (3) entraîne donc que ;/ est nul dans tout l'exté-
rieur de iV, et par suite dans tout l'espace.

©(^) a donc la même valeur zéro, que X tende vers eS par points
de a? ou par points extérieurs à cp. Donc '7=0.

On a donc
...///. • •

u = — •:) /. i G- ( X , A ) p ( A ) cl\ A,

^ ( i l } =z '2 p ( X '» —- / //,

d'où, p u i s q u e u ==. c»,

4. THÉOHÈME. '— Si\ pour y===o, le problème posé n'a que la solu-
tion u = Oy le problème pour f continu quelconque n une solution et une
seule^ et celle-ci est donnée par les équations{ 4 )? (5 ), (6).

11 est en effet d'abord évident que le problème n'a pas plus d'une
solution. D'autre part, d'après le lemme, le système [(5), (6)] a une
solution et une seule ; l 'équation (4 ) lui fait donc correspondre une
solution du problème.

On voit même que si ^(?/), au lieu d'être nul , devait être égal à
une fonction donnée cont inue (L )y le problème aurait encore une
solution et une seule.

5. Sur un cas où le théorème s'applique. — Supposons qu'il existe
des fonc t ions T|a(^- === i? 2, . . ., m) continues ainsi que leurs dérivées
dans a) + S? ainsi que les dérivées des a^^, et telles qu'en les intro-
duisant à la place des 6a dans le premier membre de (3), celui-ci soit
négatif ou nu l dans cP -+- S1. Alors, si ^ >—Sa^a^a? on peut affirmer
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que le problème a une s o l u t i o n et une seule ( ' ) ; on peut même avoir
'L ==—Srï-^ïj^ en ce r t a ins points de 2>(mais non sur Sent ie r ) sans que
la conclusion change. Cela découle de la formule ( 2 )

r~'\^un^-= ^ W ^ ^ . . ^ ^ A ,
J^ Ja \ ^•1 ^'nj

où © et P sont formés à l 'aide des fonct ions r ja ; la forme quadra t ique P
est donc positive ou nul le pour toutes valeurs des var iables . On t i re
en effet de là

/. ;/// — i i / '» \r f ̂  au \
I U 7 f/a S CT y ——— 4- ^ // <Yb

Jy \-"oc,3 '• '^ 1 /

/. i / / / , ^(in~~ 1 ) / ^

== J î  ^/V + / ^ -(- ̂ , m, r^ } U 1 ̂ /S ;
Jo) J's \ ' '"— / •

si donc/== o, // est iden t iquement nul dans o\

6. Introduction de nouvelles hypothèses. — Si l 'on ne sait r ien sur
les solutions du problème homogène, le lemme montre seu lement que
le système [(^), (6) j homogène a au plus autant de so lu t ions l inéa i re-
ment indépendantes que le problème proposé. Nous irons plus lo in
moyennant de nouvelles hypothèses.

Nous supposerons ma in t enan t que c et les dérivées des dy,^ et des
by,— S?:,--—-^ sont continus (L) dans a) 4- 2î; de plus nous supposerons
que les dérivées secondes des coordonnées des points de S> relative-
ment à .y, , j-2, .. ., ^_i existent et sont continues (L). Ou bien nous
supposerons que les (^a ,p? &a» c satisfont aux hypothèses indiquées dans
un domaine contenant d?+3? à son in tér ieur , et que les dérivées des
coordonnées des points de S sont continues (L).

Dans ces conditions, nous pourrons définir les <2a,^? ^a? c? 9a» / hors

( 1 ) Si le preniier membre de (3 ) , après la substitution indiquée, n'est pas
nul dans toute rétendue de a) (supposé toujours d^un seul t enan t ) , il sufn t que
4'^— i-roa'^ai l'ég'alité pouvant avoir lieu sur ^ entier.

(• !) Voir B, § V, théor. 3, p. 209.
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de d3'4-cS\-de manière à remplir les • mêmes conditions qu'il v a
quelques instants , et en plus celle que les dérivées des ̂  et des
^a—^p - '̂J existent efsoient cont inues (L) dans tout l'espace, i/équa-
tion (4) sera supposée formée dans ces nouvelles hypothèses.

7. Mise en équations de certains problèmes. — Nous appellerons
main tenant z / , l ' i nconnue de notre problème, et ? , et cr, les inconnues
auxiliaires; les équations (4), (5\ (6) deviennent donc

,*(/". ' / , i / /7-l,

( 4 ) a, ( X ) ==. - ], /. f G ( X. A. ) p. ( A. ) d\ \ -4-- 2 7 | G,, [ X, A. ) o-, ( \} ^S.v,
^ ^'s

( ^ ) pi ^ (. X. ) •— /. / % (, X: ) G- ( X., A.,} • p » ( k} d \ ^ . •• • ' 1 1

. f"-" ' -
4- ^' / /(, X ) G'/'1 ( X, A, ) cr, ( A > ^/S.Y= o,

J'^

- / i l / / < '
( 6 ) cr, ( Y ) -- 'A /. J © [ G (; \', A. » ] p, ( A. ) c/\\

/, i' ///. — , 1 1
+ •^ © [ G /.( Y, À ) ] -7i ( A. ) </S.v = y, (. Y ),

»y'̂ '

y'it./) ( ' tant la fonction donnée sur S\
Nous cherclierons en même temps dans i0 une solution / /a de l'équa-

tion adjoin te

-, ^ ^ f ^ ( { \ V ^ [ f , "̂̂  ^y ^ \ "1
( 7 ) ^^^•^Z/ -y— ^a.3—— ->, -y- ^a-^, — — ^ ^ ^ Z - h - r - ^ ^ o .

'"—a. y ^^'^ \ > ^a/ -•"^a^'aLV -^-s1^ P'ï'^ ) J

telle que Z(^) prenne sur 'S les valeurs données/a (j) (1). En posant
.-» < / / / , !

^ 8 ) /^ ( X ) =: — ^}. / G: ( A,, X. ) p, ( A, ) //V A •

/, (7/7.— II

-+- -•-»/. 1 G^(A. X)G-,(A)<-/SA,
»y^

( 1 ) î^our la définiliôn de Z, z'ô/r B, § V, théor. 3, p. 209.
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l ' intégrale d'ordre rn étant étendue à tout l'espace, comme toujours
quand le domaine d ' intégrat ion n'est pas indiqué, on aura les équa-
tions

./.
< ,9 ) p2 ( x ) —— À ] '/S x ) ( " ( A- x ) p2 ( A ) ̂ A A

»^-1,

-h//' î ^ (X jG' /^A, \ . ' ) ^ ( . -V)^SA=O,
t,/a>*

^/ / / ,

( i o :) (7, ( Y ') - ^ 7. Z [ G (, A., Y ) ] p, ( A. ) d\\

+ ^ /. f Z[ G/.( A., Y ) ] G-, ( A ) ^SA =^ (: Y ^
^'af

ces équations (9 ) et (10) forment un système de Fredholm.
Nous considérons en même temps les deux problèmes de Dirichlet

relatifs à l'extérieur du domaine cO (cet extérieur peut ne pas être d'un
seul t enant ) et respectivement aux équations (i) et (7). Les fonctions
inconnues devront s 'annuler à l ' i n f in i de façon exponent ie l le . En
posant, pour l ' équa t ion ( i),

r " ^
( i l ) / / ; ( (X )=L- - /. l G(,X, A . ) ^ ( A . ) p ; ; (A ) </\A

X i m — - 1 )

4- ̂  Z[G^X, A ) |o- , (A }c/S^

on obtient le système de Fredholm

( i ^ ) o, ( X ) — /. / G ( X, \ ) 7 ( \ ) p, ( A. ) r/V'A

/» ' ///- - 1 !

4-2//' ^ Z C G ^ C X . A.)Jo- : i (A.) r /S^=:o,
J'^

/
.(//n

(„ 1 3 ) cr, ( Y » --. À G 0 , A ) y ( A) p:, ( A ) d\\

/{m—\i

+ -î A Z[ G,, ( Y, À ) ] cr, ( A, ) ^SA== f, ( Y ) ;

^(//s) est le produit par y du premier membre de(i2 ' ) . D e m ê m e p o u r
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l 'équation (7) nous écrivons
,-. \ f ' i i i

{ i .4 ) (t.. ( X ) =-- — /. / G ( A. X,) ^ ( A. ') p, ( A ) d\\

-r- l.>/. 1 ©[G/, ( A , X)]Œ,(A,),/S,,,

( i^) ) F,^-) — - ^ f G( A. X ) y\\.') pJlA.) ^/\\
</•'
f^-''

4- ^ /^ f 6 [ G 1 / ' 1 ( A, X ) ] 7, ( ,\. ) r/S.v = o,
«./^

r m
(' 1 6 ) cr, ( \ ) -— A ^ G ( A, \ } y { \ ) p,,( A. ) €/\\

<-/
^ ( / / / - - - 1 1

^ /. ^ © [ G ̂  t ;\., \ ) ; ̂  <: ,\ ) ,/S, =: ̂ \ ( \' ).
,'•.<•

<S. LEMME. — Les systèmes de Fredholm. [ ( 5 ) , (6) ] el [( i5), (i6)j
homo gènes (f^ ==//. ~= o ) OTI^ /<? même nombre de solutions linéairement
indépendantes.

En effet , dans le système des équc t t i ons (5) et ( 6 '), nous. pouvons
remplacer l 'équation (6) par celle qu'on obt ien t en changeant, dans
l'équation (5) , X en B, puis en mul t ip l ian t par 2A©[G^ (T, B)]rfV,,,
en in tégrant dans tout l'espace et en ajoutant le résultat au premier
membre de (6); on obtient a in s i , en permutant des intégrat ions uni-
fo rmément convergentes,

/ . ' / / / )
(6 In's) î7, 0" ) — ̂ f I Ô[ G'n 1 , A.) ] p, ( A ) cf\ A

^-n

+ ^"/. 1 © [ G^,,,., ( Y, A ) | y, ( A ) dS^= /', ( "i. ).
J'^

De même l 'équat ion ( i 6 ) d u système [(13)5 ( i 6 ) | peut se remplacer
par celle qu'on obtient en remplaçan t dans (i5') X par B, en multi-
p l ian t par À/^(B)G^..( (B, Y) et en ajoutant le résultat au premier
m e rnb re d e ( i ( ) ) ; o n trouve a i n s i

^ (///.
( ,16 b i s } 7 , [ V ') — }. "̂ f G'/^A. Y ) % ( A . ) p , ( A ) , / \ " A

X {/n-~ i )

+ ^ A © [ G,̂ ., ( A. Y ) ] '7, ( A ) ,/SA = y, (. Y ] .
„.,

Il suf f i t m a i n t e n a n t de prendre pour inconnues , dans les deux sys-



256 . GEORGES GUUUD.

ternes, i^^ et ?^ au l ieu de ^i et de cr,,. pour voir qu 'on a deux systèmes
associés, d'où résulte le lemme.

9. LEMME. — Les de ux problèmes fionio^'ènes de la chaleur { j ^ =J\== o)
ont le même nombre de solutions linéairement indépendantes^ chacune
de ces solutions étant donnée par une solution et une seule du système de
Fredholm correspondant:

Soient q le nombre de ces solutions l inéa i rement indépendantes
pour l 'équation (i) e t / ' le même nombre pomTéquation (7) (/7^o,/'^o).

Je dis que / 'est an plus égal au nombre des solutions l inéairement
indépendantes du système | (i5), ( ï6) ] homogène. En e f fe t nous pou-
vons appl iquer la formule de Green à G^(A, X) et à u^ (A), relative-
ment à A, dans la partie de cff extérieure à une hypersplière de centre X
et de rayon i n f i n i m e n t petit si X est dans cO, dans cD en t ie r si X n'ap-
partient pas à cO + S\ On trouve ainsi, /^ é tant nu l ,

^///.,
(i-) ^ G'^A., XJ7(À) / / , (A. )^ \ I I I IA

JLD

-A ^ - l l©l•G/,(A.X,^«.,(A)^^i"- ( x : ) ;x ; l i• I 1 s f )- ^J.^ i- / \ j - , ^ ^ ( X . h o r s < i e c 0 4 ~ < ^ ) .

Donc, si l'on pose
( , ^
\ o.(X.}=— /./""' / GJ / /- l !(A. X) / ( A ) n.,(\'} d\\.

( 1 8 ) . j 1 t - J^ ' ' "
[ a•,(J)=~-t^~ï u,{Y),

la fonction il,, représentée par ( r 4 ) satisfait dans CD et hors de cO+î?
à l 'équation (7) et el le est nulle hors de d? -4- S'1; 04 et o-,. satisfont donc
au système [(i5), ( ï6 ) ] homog'ène. D'ailleurs ces fonctions ne sont
pas toutes deux ident iquement nulles, sinon u^ le serait aussi à cause
de (17); donc le nombre des solutions de [ ( ïS) , ( ï6)] homogène est
au moins r.

Ce nombre est le même que celui des solutions l i n é a i r e m e n t indé-
pendantes du système [(5), (6)] homogène (n° 8), donc au plus égal
à q (n° 3 ). Donc q^r. Comme on peut échanger les rôles de ̂  et dec^
il en résulte que q == r.

Notre leiïime en résulte et l'on voi t même que les quatre systèmes
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homogènes de Fredholni ont chacun q solutions l inéa i rement indépen-
dantes ( et seulement q solutions).

10. THÉORÈME. — Quand un problème de la chaleur relatif à 'l'équa-
tion { 1 } est soliible^ toutes ses solutions sont données par les équations (4),
(5),(6).

Il est évident que si le système [(5), (6)| est soluble, i l en est de
même du problème, et les solut ions se correspondent une a u n e . C/est
la réciproque qu'il faut démontrer et pour laquel le nous pouvons nous
borner au cas où q est posi t i f .

Si (c/., cr.,) est u n e solut ion quelconque de | ( ï 5 ) , ( i ^ ) | homogène,
les conditions nécessaires et suffisantes pour la so lub i l i t é de [(5), (6) |
sont que
( 1 9 ) / 7./,,/S ==:<:>,

ces condit ions sont par sui le suflisantes pour la so lubi l i té de notre
problème. Pour faire voir qu'elles sont en outre nécessaires, désignons
par P une solut ion quelconque du problème homogène de la chaleur
pour (7). En appliquant la formule de Green à la fonction cherchée / / ,
e t à ^ , dans un domaine l imi t é par une surface i n f i n i m e n t vo i s ine de cS,
nous trouvons j:< r / i . /S=-o;

Jy

or, si l 'on se. reporte à la f o r m u l e (ï8), on voit qu'on a a ins i les condi-
t ions (19), au nombre de y. Le théorème est établi.

il. Supposons q u ' o n v e u i l l e trouver la solut ion de l 'équat ion
^ ( / / , ) == À(X) telle que © ( / / , ) = = / , sur S\/ /(X) étant con t inue (L)
el/i con t inue . Nous prolongerons Â(X) hors de a) -j" cS\ en respectant
sa con t inu i t é (L) et en le p r e n a n t nul dès que L( 0, X) est assez grand.
Nous écr i rons ensui te les équa t ions (5) et (6 bis) en donnan t comme
second membre à la première ^""'//(X), et à la seconde

/, ( Y ) -+- /. 1 ©[G/^, (Y, B ) ] h ( B ] rA",i.

Si nous sommes dans un cas ou le problème homogène a au moins
une solution non nulle, et si (p / , , a:/) est une solution quelconque du

Ânn. F.c. A'orm., (3 ) , XLVII. — AOUT igSo. 33
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système | (i5\ (16 bis)] homogène^ les condi t ions nécessaires et suffi-
santes pour la solubi l i té du système [(5), (6 bu)] actuel sont

r " ' 1 '
i / / . ( X ) p , ( X ) r ' / \ x

.t \IU -— 1 i - , ' / / / '

— -î 1 ^ /, ( Y ) -4- /. j 6 [ G^, < Y, 1 î ) ] h \ B ) ,/\ \, \ 7, ( Y ) ,/Sy == o.
Jy ', <^ )

Ces conditions sont donc suffisantes pour la so lub i l i t é de notre pro-
blème. Pour vérifier leur nécessité, remplaçons-y c,. et a., par leurs
valeurs (18),

..i,/") r ,̂ ". -)
^-1 / / G^-'^A, X)7 (A . . ) / / , ( A . ) ^ \ A / / . { X ) ^ / V xty L ^ ' . J

.,(^~i. . ..(///i ' ,
- | J,(Ï)+/. f e[G^,(V, B ) ] A O : i ) ^ \ f / ^ ( , Y ) , / S Y = = o .

*^"J) ( »-' )

En véri l iant que l'ordre des intégrat ions peut èire modi f ié , ceci devient
/'"""i ^ l / ' / i
| y./-' / G^-'^A., X) / (A . ) / ^ ( A ) ^\A

J f Jcp

/ - l m-1 1 j
— ). / 0[G/._, ( A., X) ] / / , ( A. ) ^/SA -A ( X ) (/\ x

^^ ^
(/.-i.

— 1 J\ {\ } it.A^ ) C./SY-= 0.
J'S

Heportons-nous à la formule (17) où n o u s changerons p en p — i ;
nous parvenons enfin à

/ > 1 / / / 1 ..l/"-!)

^ // ( X ) //, ( X. ) d\\ ~ 1 . y", (, Y ) //, ( 'Y ) </Sy =: o.
J J'^

Nos ^7 c o n d i t i o n s sont d o n c aussi nécessaires car, mises sous cette der-
nière forme, elles peuvent s'obtenir en appliquant la formule deGreen
à / / , et à / / a .

V. — Sur certains problèmes mixtes.

1. Enoncé du problème. — Supposons que. le domaine borné ouvert d)
soit l imi té par plusieurs contours sans points communs deux à deux,
dont les uns seront désignés par "S et les autres par î^ Ces contours
et les coefficients de (i) (§ I V ) devront remplir les condit ions énon-
cées en dernier lieu (§ IV, n° 6); toutefois les dérivées secondes des
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coordonnées des p o i n t s de S doivent être con t inues ( L). Nous nom-
merons d^ la part ie de l ' ex iér ieur de cO qui a pour front ière les con-
tours Ï», <&,, celle qui a *& pour f ront ière .

Surî\ nous nous d o n n o n s une fonct ion continue ^ et' nous posons
9a== — <^a^ (a ==i, 2, . . ., w\ les CT^ étant les cosinus directeurs de
la normale dir igée vers l 'extérieur de <i0 ( d e même plus l o i n , ' p o u r
les ÎT^ sur ^ ). Sur cS, les 0^ sont a rb i t ra i res , nu ls par exemple.

Nous nous proposons de t rouver une fonct ion // satisfaisant dans cO
à l 'équat ion (i) (^ IV1), et tel le que / / i ==/, sur S et © ( / / , ) = o, su rÇ,
/\ et '?i é tan t des fonc t ions con t inues données.

Si l 'on a d m e t que c^ ou ç puisse se rédui re à ^éro et le nombre des
contours à un, ce problème comprend comme cas particuliers, d 'une
part ce lu i de Di r i ch le t , d 'aut re part ce lu i de la cha leur . Nous suppo-
serons que n i ^> ni î° ne se rédu i t à ^éro.

'*2. Mise en équations. — Nous définirons d'abord dans ^i -f- <?^ les
fonctions </a.^ ^a? ̂  ^a de façon a remplir les mêmes conditions que
plus haut (§ 1,Y, n0' '•2 et ()). Nous iniroduisons és'alement la fonc-
tion y(X ) continue (L) dans tout l'espace, et la fonction C;(X, 2).

Nous posons alors

( ; i ) / / , ( \ ) =:-....- }. / G(,\. A ) ? , ( À x/\.v

/ • ! / ; / - ' 1

— 'u. j ^ [ ^ / -< ^. A : } ' \ 7 , [ \ . ) ^ /S .v
Jy

r 1 " - 1 1

-h •'.Z À ^ Ci^( \ , ,\ ) T, ( ,\ ) ^/SA ( // .̂  ':> ) •

pi, ^i, TI étant des fondions inconnues à définir, p, dans tout l'espace,
cri sur ̂ , T, s.ur ç.

L'é<|uation (i ) (^ IV) sera vérifiée si, p i étant continu (L),
- / / / ,

(' ' > . } p, ( X ) --"- ï ' / { \ } ( « ( \. A ) p, ( A ') d\ \

/ » ( / / < — i i
"- ^ ~/J1 j '/ ( \ ] 7\ G-/" [ \, A ) ] cr, ( A ) ^-/SA

(./^
/ » ( / / / — i )

-i- ->. 7./' i y {\. ) G ^' ( X, A.} T, ( A. ) ^/SA ^ == o ;
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la c jondi t ion sur S se t radui t par ^ . .
. / / / i

( 3 ) cr, ( Y ) — À i G <„ V, A ) p i (. A. ) f/\ .y
-/«-h

— • Î À | %[G/.(Y, A.)]^-,tAWS.Y
^'•cS'

4- ^ A f G/, ( Y. A. ) T, (: A- ) ,/S.y == y', ( V ),
Jç

et la condition sur S par

( 4 ) ^ ( Y ) - ^ f e [G (V . A ) ] p i ( A ) < 7 \ A

- • .̂ f 0 ; Z [ G ^ ( Y , A ) ] ! O - | ( A ) < / S A
'•A '̂

4- •î /. F C [ G/, ( \ , A ) ] T , (, A, ) <-/SA • =- ?, ( Y" :).
t-7 '̂

Les é q u a t i o n s (2), (3), ( 4 ) forment u n système de Fredhol-m q u ' i l
s^agil d 'é tudier-

3. LKMME. — Si C i , c7, , T, satisfont nu système [(2) a (4 )| homogène
( /^ :==Q^= o) ^^ /?^ sont pas identiquement niils ensemble^ la/onction / / ,
donnée par ( î ) n^ est pas identiquement nulle dans iV.

Supposons / / î nu l dans tou t cP; on va voir que c , , ^ , , ", sont iden-
t i q u e m e n t nuls.

Dans <î^, / / i sat isfait à ^(^i)==:o et est n u l sur la f ron t i è re %; si fi^
n'est pas borné, / ^ i s'y a n n u l e aussi à l ' i n f i n i de f a ç o n exponent ie l le ;
d o n c ^ i est i d e n t i q u e m e n t nu l dans 6,,, d'âpres la condit ion (3) (§ IV) .
Un ra i sonnement déjà fai t (^ IV, n" 3) prouve alors que T, = o.

Nous sommes ainsi ramenés à une proposi t ion déjà t ra i tée en étu-
d ian t le problème de D i r i c h l e t , ( ' ) ; le fait que <ë, peut n 'être pas borné
n'empêche pas le ra isonnement de s'appliquer. Donc p i = a^=o et
le lemme est établ i .

( ' ) B, § V, théor. ^, p. 2-27. Les hypothèses p lus larges où nous nous plaçons
ici n'empêchent pas les raisonnements et sont valables aussi pour le problème
de Dirichlet.



SUR LES ÉQUATIONS DE TYPE ELLIPTIQUE. ' 261

-4. Equations re/atiçes à (F autres problèmes. — En même temps que
le problème proposé, nous devons en considérer trois autres.

Tout d'abord, nous devons considérer le problème de trouver une
fonct ion n^ déf in ie dans o\ satisfaisant à l 'équation ( 7 ) < ^ . I V " ) , pre-
n a n t sur ^ les valeurs données /.j(Y) et telle que sur ç, ZO'^') = ^..,
f\ et 02 é t a n t cont inues . En procédant comme il v ien t d 'ê tre dit , on
est condu i t aux é q u a t i o n s

y» l / / / ,1

//,. ( X } = — }. / G { A . X ) p^ ( A. ) ^/\A

—^ 1 e[G^A, X ) ] ^ ( A W S ^
Jy

/ .^•/ / /- l l

-1- •^. y G^( A. X )T . , ( A.) c/S^
J-p

( 6 ) p^ (, .X » 1 — }. 1 y ( X' ? G ( A, X > ù., Ç A. ') / / \ "A
. / / / „ , ,

- •-» /.^ 1 ^ ( X ) 6 [ G •/ ' 1 (, A, X ) ] c^ ( .\. ) ^/SA
«-/ l.s'

-1- •> /./' J / (. X ) G'/" ( ,,\, X ) T., ( A. ) ^/SA -= o,
.y-^

. / l-a ' / / / l

( 7 ) c7, (Y ) — /. ^ G( A, \)o,(\.)r/\\

-^7. /' 0 [C^(A, Y) ] ^ (A) .7SA
t '̂U)'

i / / / _„ ! ,

-i- 1^ 7. / Cx/, (^ A , Y ) T.. ( A, ') ^/S, r= /', ( Y ),
J^

(8) - ^ (Y ) - 7 / Z [ G ( A , Y)]p,(A.) , / \ \
</ / , - , r ; ^

- -u. Z ; 6 [ G/. ( A, Y ) ] ; cr, ( A ) ,/SA
t7^' 1 1 1

/ - 1 / / / - 1 1

-r 2 7. ^ Z [ G/, ( A, Y ) ] T, ( A ) ^/SA = ç^ ( Y ).

Nous cons idé rons encore la question de trouver une fonction ?/;;
déf inie dans (î?i + ê_,, sa t is fa isant à l 'équat ion f^Çu^^-o, s 'annulant
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à l ' infini de façon exponent ie l le et telle que Q{n,')=f^ sur S, n,, == y:s
sur e, /3 et y, é tan t des fonct ions c o n t i n u e s données. On a pour cela
les équations- „ • / / / .
t c) i //, ( V ) == — ^ 1 (.:; i ̂  A- ) /' A ) r^( À ) (/Y^

f ^/// -ii
..,- ̂  1 G^ (X . ,\ ) v-, ( A. ) ^/S^

Jy

+^/. f Z [ G ^ ( X , A ) ] T , ( A W S A ,
«.'•' '̂ i

p, ( .X i - - /. 1 G ( X. A ") ^ ( A, ) p, (' A ) c/\ .y

— •^ ^ G'/^X. A )(7;;( A ) ^ / S A
J^'

,///„,,„,.„ i,
-h ^ V' j H O-7" ( X. A ) ] T, ( A ) ^/SA =- < - > .

J z'î

.,, I / / / 1

cr, { \ ) - - Y. 1 Q [. <-* (, Y < A ) ] / ( A. ) p, ( A ) d \ .y
£ \ni — 1 1

— ^7. e f G ^ ( , V . A ) - ] o - , ( A ) ^ / S A
«-. ^1

, / / . . .„.],
^ A ^ 0 ; Z[G^( ^ . A )] ; T,( A > ,/S^=/,( ^ ).

( i..., T, ( \" i — 7. y G (. Y. A > /( A ) ?, ( A. ) ^ / \ A
^.( / / / . . . . . . i ,

— \û. 1 G/, (A . A.) G-, ( A ) </S.v
*••"»'

4-^. / Z [ G ^ ( V . A I >: l ^ (A I ) ^S .v==9, (V) .
* '1-'

Le dernier problème, dont nous nous abstiendrons d'écrire les
équations, est de t rouver une fonc t ion u, dé f in i e dans <â,4-<^, s'an-
n u l a n t à r i n t i n i de façon exponent ie l l e , et telle que ^ ( / / , ) = = o dans
($, + 6,, 7.(u, ") =f, sur Ï), il, == y, sur %, /, et 9, é tan t des fonc t ions
continues données .

5. LEMME. - Les systèmes [(G) à (8)] et [('10) à ( 1 2 ) ] homogènes
^ r ^ ̂ ^ ̂  ̂  =, ^.^ -^ o) ont le même nombre de solutions linéairement

indépendantes,
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., En effet, dans le système [{6) à (8")j, les écjuations (7) el ("8) peuven t ,
en tenant compte de ((„) ' ) , être remplacées par

,.(/^
( 7 b/'s} G-, ( Ï ) — IP l G'/" [ A,, Y ) ?, ( A. ) / /VA

..(^-n
— ̂  e [G^ i [ À ' ^ ) ] ̂  ( A. ) ,/SA

t/^'
^-"

-^ •>. /. | G-,/._, ( \, n\"' ) -, ( A. ) /'/SA -= j\ ( Y" ),
Jç;

( 8 ^/'.s- ) -, ( \' ) — /./' 1 Z [ G^' { A , Y ) "| ̂  ( A. ) ^\ A

- ^ A f Z ; e [ G ^ _ , ( A , Y ) ] ! . ^ ( A ) . / S A
J yS'

.J:///-li
-I- ^ A / Z |" G,/,.... i f A., Y ) "] T,( A ) ^/SA == 9, ( Y ).Jç, ' ' . — . ^

De même, en t e n a n t compte de ( îo), on peut remplacer les équa-
t ions (i i ) et (12) par

r ' " "{ i i bis ) or, ( T:' ) — y./- j 6[ G-'/" { Y, A. ) "| ;/( .\. ) p;; ( A ) (/\ A

, .< / / / - i i
- 2 /. f 6 [ G-,/,.., ( Y, A. ) ] 7, ( ..V ) C/SA

«^LS

+ 2}. ( © ; Z[G-,/.._, ( Y , A ):] ; ̂ ( A ) ^S,^A(Y ),
,7^

/- ï l / / / l

[ l ' i b i s } T:; ( Y ) — /.^ ^ G'/" ( Y, A ) % ( A ) p:; [ A ) C/\ 'A

— 2 / . f G^.-,(Y, A)^ , (A) , /SA
^i1)'

(/^— i ^
-r- 2/. | ZfG^,,., (Y, A)'|r,( A ) r/S^= o:i( Y ).Jç; - - , . , , ^

I I suffit ma in tenan t de prendre pour inconnues v^û-.j, y 20";;, ^AIT^
?\/2-:;t au l i e u de cr^, <j;5, -:^, T:, pour arr iver à deux systèmes associés :
le lemrne en résulte.

6. LEMME. — Les problèmes homogènes relatifs à u\ et à u^

(/i == ,/̂  •= 9.1 == 9^ == o )
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071^ le même nombre de solutions linéairement indépendantes; chacune
de ces solutions est donnée par le système de Fredholm correspondant,

Soit a le nombre des solutions l inéa i rement indépendan tes du pro-
blème homogène relatif à / / , , et soit, r le nombre analogue pour ^.
Nous allons d'abord prouver que g^r.

Soit, en effet, u^ u n e so lu t ion du problème homogène. La formule
de Green prouve que

/»i//n
( 1 3 ) 7.̂  ^ G ̂  ' ( X. A ) y ( A. ) / / 1 ( A- ) ri \ " ..y

• Ja)

+/. f 'G/.(,X, A,ye|>,(A)]./s.Y
<-••">'

, r'^"0,-., - x - , .-, < . /c i ^ , ( X ) ( X d a n s ^ P ) .
- /- t ^L^(X. .A) ] . , (A)^ , = : ;^ 1 - ^,lans6,+6.,).

«- (.-'

Cela nous prouve que les fonct ions
. ,(/ / /)

\ o.. ( X ') ==-1 G1/-1 • ( X, A. ) y (' A ) / / , c A, ') ^/V,,

(ir^ / "v •' _ i ̂ (^^-^^[//.(YII.
f T , (Y )==—2- 1 / / , ( ¥ )

coniposent u n e so lu t ion du système [(10) à ( 1 2 ) ] homogène, et cette
- so lu t ion n'est iden t iquement nul le que si ^ (X) l'est.

Donc q est au plus ég'al au nombre des so lu t ions l inéa i rement indé-
pendantes du système [(ïo) à (12)]. homogène. Ce dernier est égal au
nombre analogue pour le système |(6) à (8)] homogène (n° 3 ), donc
au plus égal à ;• (n0 3).

Ains i <7^7 \ .Mais en échangeant les rôles des deux problèmes, on
prouve que r^q. Donc r/ =r et le l emme en résulte.

7. THÉORÈME. — Quand le problème relatif à u^ est soluble pour les
fonctions données f\ y ^, toutes ses solutions sont données par les équa-
tions (i) à (4\

Le seul cas où il y ait l ieu à démons t ra t ion est celui où le nombre
qu'on vient de n o m m e r q est p o s i t i f , car si q == o, le système de
Fredholm [(-2) à Ç.^.}] a une s o l u t i o n et u n e seule.

Si q^>0y les condi t ions nécessaires et suffisantes de solubi l i té du



SUK LES ÉQU-VnO:NS DE TYPE ELLIPTIQUE. 263

système [(-2) à (4)] sont que pour toule solut ion du système de
Fredholm homogène correspondant à ^4 , on ait

^-n ^-.n
• | f^.dS — | 9,T,/7S =o.

'L'y ' J^

Ces condi t ions sont donc évidemment suffisantes pour l 'existence
de ^ i ; leur nécessité résulte de la formule de Green ciui. donne

1 j\ Z { a, ) /7S — 1 o, //., dS = o,
^y ' ' J-y

ce qui équivaut aux conditions ci-dessus, d'après les formules ana-
logues à ( ï4) -

8. Remarque. — Si ^ (^ i ) , au lieu d'être n u l , doi t être égal à une
fonc t ion donnée /z(X) cont inue (L), on trouve que les cond i t i ons
nécessaires et suffisantes pour l'existence de / / , sont

£ ! / / / ) /-,im--|l , { ^ / — — l )

li ii^ d\ 4- | ./', Z ( //, ) cIS — 9, //., f/S = o.
Jy t ' ~ ' J-p

pour toute fonction ii^ sa t isfa isant au problème liomogène relatif à ^ ;
cela fait donc q cond i t ions . La démonst ra l ion est semblable à celles
qui ont été données pour les problèmes de Dir ichlet et de la chaleur.

Addition.

Cette addi t ion est dest inée à résoudre une objec t ion q u i pourrai t
être faite à deux passades du Mémoire précédent où l'on s 'appuie sur
la solut ion du problème de la chaleur précédemment donnée relati-
vement à u n domaine homot l i é t i que d ^ u n domaine fixe dans un rap-
port assez petit ( ' ).

Dans cette solution, on prouve bien que le système de Fredholm
formé fourn i t une solut ion et une seule du problème, mais nullement
que celui-ci n 'admet pas d'antres solut ions ne pouvant pas se mettre
sous la forme d 'une somme de deux potentiels tels que ceux dont on

( ' ) C,.p. 38o ù 38/S.
Ann. Éc. Norm^ (3 ) , XL VII. •— AOUT 19^0. 34
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se sert dans cet endroit,. D'autre part, on peut conclure d 'un théorème
général (^ IV, n0 10), que si u n problème de la chaleur a toujours une
solut ion (c ' es t -à -d i re que ls que soient le second membre et les valeurs
données sur ^), il n'eu a j amais qu^u'ne; mais celle conclus ion n'est
v a l a b l e que m o y e n n a n t des hypothèses plus restrictives (^ IV, n0 6).

On peut, alors objecter (^1, n° 3) que l'es l imi t a t ions trouvées dans
la recherche de G( X, A), au cas où. les a^^ b^ et c sont seulement sup-
posés continus (L), ne s 'appl iquent peut-être pas aux dérivées
secondes de la fonction qu 'on a en vue. L 'objec t ion tombera d'elle-
même si Pon remarque que, dans ce passage-, on considère un pro-
blème de la chaleur relatif à une équat ion dont les coeff ic ients sont
des polynômes, et pour laquelle donc on peut ( ^ IV, n" '10) aff i rmer
q u e • 1 a sol u t i o n es t u n i q u e.

En second l i e u (^ IIÎ, n° .V), on p e u t objecter à la démons t ra t ion
relative à l 'exis tence des dérivées de certains ordres pour les solu t ions
des équa t ions n o n l inéa i res , que la c o n t i n u i t é des dérivées troisièmes
de // n'est pas suffisante pour les iden t i f i e r avec les dérivées secondes
de la solution d 'un problème de la chaleur relatif à l ' équat ion

V ^^ .„ r^^^^^ ^ . .
^y. ,^ J'" àj^ ().r^

formée à cet endroi t , car il est seulement démontré que les Oy,^ ont
des dérivées continues. , ce qui , est i n s u f f i s a n t pour appl iquer la théorie
générale. On répondra à cela que la c o n t i n u i t é des dérivées des ciy_^
suff i t pour app l ique r u n e certaine condi t ion d 'un ic i té ( ^ l¥, n0 5 ), qui
se trouve rempl ie ici, pour un domaine assez petit, dans toutes ses
dimensions, en prenant

ï .^^^io^f i^-L^.o, x:ri,
6U a

Lo étant s u p é r i e u r au maximum de L ( 0 , X ) ; ce choix résulte d'un
procédé .général de AI. Picard.

La so lu t ion de cette dernière objection montre toutefois que, dans
un exposé d 'ensemble, ce qui concerne les équations linéaires, y com-
pris ' le problème de Dir ichle t , le problème de la chaleur et le problème
mixte, devrai t précéder tout ce qui regarde les équations non linéaires.


