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DU

M O U V E M E N T D'UN CORPS SOLIDE
RELIÉ A UN SYSTÈME MATÉRIEL

ANIMÉ D'UN MOUVEMENT RELATIF PAR RAPPORT A CE CORPS,

PAR M. H. RESAL,
P R O F E S S E U R A L ' É C O L E P O L Y T E C H N I Q U E .

Faire ressortir l'influence sur le mouvement d'un corps solide (S) de
l'inertie due au mouvement relatif d'un système Çs} dont les points
d'appui se trouvent sur le corps, tel est le problème que je me suis
proposé de résoudre d'une manière générale, et qui comprend notam-
ment) comme cas particuliers, l 'étude des mouvements nuisibles d'une
locomotive, celle de quelques appareils giratoires, la recherche des
moments, par rapport aux axes principaux d'inertie de la Terre, aux-
quels donnent lieu les oscillations de la mer et de l'atmosphère.

Parmi les théorèmes spéciaux dont je dois faire usage, je citerai :
i° celui de Coriolis sur les forces apparentes dans les mouvements rela-
tifs, et qui est suffisamment connu pour que j'aie à en rappeler ici
l'énoncé; 2° les deux propositions suivantes, dont l'application est bien
moins répandue dans l'enseignement, et pour les démonstrations des-
quelles je renverrai à mon Traité de Cinématique pure :

1° Si l'on regarde une rotation et une vitesse comme respectivement
composées de plusieurs autres, l'accélération centrifuge composée est la
résultante des accélérations semblables obtenues en considérant chaque
rotation partielle avec chacune des composantes de la vitesse;

^° L'accélération en un point d'un corps solide mobile autour d 'un
i5.
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point fixe, est la résultante de celle qui est due a l'accélération angu-
laire, et de l'accélération centripète correspondant à la rotation instan-
tanée comme si elle était permanente (théorème de M. Rivais).

§ I. — Du mouvement de translation du corps solide.

1. Ce cas ne présente aucune difficulté que le corps soit l ibre on
non.

Soient :

AX, AY, AZ Irois axes rectangulaires de directions fixes passant par
un point A de l'espace;

X, Y, Z les coordonnées du centre de gravité 0;
M' la masse de (S) ;
M' la masse totale de (^ ) ;
X', Y^, Z' les coordonnées de l'un de ses éléments matériels w;
F^., Fy, F^ les projections sur AX, AY, AZ de la résultante des forces

extérieures qui sollicitent l'ensemble de (S) et {$).
On sait que l 'on a

^^X , ^ ^X/ .,M^^m^=^

ou
(M+M^Ç^I^^ t r -X)^^ ,

Soient x, y, z les coordonnées de m par rapport à trois axes O^Oy,
Oz parallèles aux précédents passant par le centre de gravité 0 de (S) :
l 'équation ci-dessus' devient(') '"^^--^s-"..

Si la loi do mouvement relatif est connue, 30, y , z sont (les fooction.s
données du temps.

2. Application à la stabilité des machines à vapeur. ~ L'équation (i j
est notamment applicable à la stabilité des machines à vapeur en con-
sidérant (S) comme représentant le bâti, et le massif lorsque la ma-
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chine est fixe, et (^) comme l'assemblage des pistons, bielles, mani-
velles, etc. En supposant que le mouvement soit arrivé à l'uniformité

CÎ^ 3C2 m -j— est de la formedt2

2(An cosnQt "4- BnSinnQ^),

12 étant la vitesse angulaire de l'arbre moteur, n un nombre entier et
An, TSn des constantes.

Dans le cas d'une machine fixe, nous supposerons que OX est une
horizontale comprise dans un plan vertical parallèle au mouvement des

d^zorganes mobiles, et que OZ est vertical; y est constant et -,- de Ïa
forme

2(Â^cos7îÛ^-4-B^sin^Q^);

F .̂ est l'effort F^ transmis par la machine, estimé dans le sens hori-
zontal diminué de la réaction horizontale du sol dont le maximum est
(M -+- W}gfî f étant le coefficient de frottement et ^l'accélération de
la pesanteur. Pour que la machine soit stable, il faut que •— == o, et
que l'on ait constamment

d'où
2(AnCOS7^Q^-^-B„sin7^Q^$(M•4-M')/§>—F^

F^-+- maxim.2(AnCOS7iû/4- 'KnS'mnQt](M+M^g-^b =
/

En désignant par F^ la composante verticale de l'effort transmis par la
machine, il faut de même que

(M "hM^^F.s 4- maxim.2(A^cos7îQ^-+-B^sin^Q^,

La plus grande des valeurs des seconds membres de ces inégalités fera
connaître une limite inférieure du poids que doit avoir tout le système
et, par suite, de la masse des fondations.

En supposant OX et OZ respectivement parallèles et perpendiculaires
à la voie, F, étant nul, le mouvement moyen d'une locomotive sera
défini par les équations

/M-L-MU^1 T7 Û?2Z1(M4-M-)y=F,, ^r=o,
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et en posant X == X^ 4- /y Z c= Z^ •+• ç» on aura

/Tt/T , Tl/T^^ ^ ^•y /x / r n/r/^Ç V ^( M + M - ) - ^ + 2 m - ^ = o , (M^M^+^^^o,

équations qui, intégrées deux fois, feront connaître les éléments des
mouvements oscillatoires parallèles (tangage) et normal à la voie (tré-
pidations).

§ II. — Du mouvement de rotation des corps autour
d'un point fixe.

9. Les équations d'Euler reçoivent immédiatement leur application,
en tenant compte des moments des pressions variables exercées sur les
appuis par {s}. Le résultant de ces moments est identique à celui qui
est dû à l'accélération absolue des éléments matériels de {$} et des
forces extérieures agissant sur le système prises en sens contraire.

On sait que l'accélération absolue a pour composantes :
L'accélération relative, — l'accélération d'entraînement, — l'accélé-

ration centripète composée.
Il résulte de là qu'il fau t introduire dans les équations d'Euler Iw

termes correspondant à la masse {$] considérée : 1° comme faisant par-
tie intégrante de (S); ^ co..mma animée des accélérations relative et
centripète composée. De plus, il faut tenir compte, dans les aeecmdH
membres, de toutes les forces extérieures agissant sur (S) et {$}.

Fig. !,

-Soient {fig. i) :.
0^ Oy, Oz les axea d'inertie principaux de fS) passant par son centre

de gravité 0 ;
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A, B, C ses moments d'inertie par rapport à ces axes;
x, y, z les coordonnées parallèles aux mêmes axes d'un point m de (S)

ou (^);
n, p , q les composantes de la rotation instantanée &) de (S) suivant Qx,

Oy, Oz (elles seront considérées comme positives ou négatives,
selon qu'elles auront lieu de la gauche vers la droite ou inversement,
pour l'observateur couché suivant la partie positive de l'axe en ayant
les pieds en 0; la même convention s'appliquera aux moments des
forces);

OP la direction de l'axe instantané de (S);
a, ?,y les angles qu'il forme avecOa?, Oy, Os;
P la projection de m sur OP.

Nous rappellerons que ̂  ̂  ̂  sont les composantes de l'accé-
lération angulaire de (S) suivant Qoc, Oy^ Oz.

0-n a
wsix == - ? cosB == ' 5 cosy == •L ?

û) &) &)

OP == x cosa -+-y cosp -4- z cosy.

On sait que l'accélération d'entraînement se compose :

ï0 Del^ accélération centripète : La projection de mP sur Oa? étant

OPcosa—^^^cos^a+ycosacosp -+- zcosûccos-y — ^

_ — ̂ ' (co2 — ̂ ) •^ynp '^r znq
~ ————————————^———————————— 9

celîe de l'accélération centripète c^mP est
— ^ ( c a 2 — 1 ^ ï } ^ y n p ~ } - ^ n q ^

La projection de cette accélération sur Oy est de rnênae
^.yÇ^ ^. p t ) 4- ̂ n 4- zpq.

Ajoutant ces deux expressions multipliées respectivement par —my
et wa?, puis faisant la somme des résultats semblables relatifs à tous
les points matériels de (S) et (^), on obtient, pour le moment total dû
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à la force centripète par rapport à Oz,

(^2--.^2)^^^y^_ np^m^—y^—pq^mz^ -4- ̂ ^wy-

Si l'on considère la portion de cette somme qui se rapporte H (S),
tous les doubles produits disparaissent, et il reste

, ^ ( B — A ) .

Actuellement, le signe 2 se rapportant uniquement à ( s ) , le moment
total par rapport à Oz se réduit à

{a) jy?[B—A4-2w(^2--^2) ] 4- nqlmzy — pq Imzsc.

2° De l'accélération due à l'accélération angulaire. — Cette accéléra-
tion a pour composantes

• dp dû , .
^'dÏ^^dt smvanto<y»

dû dn
"^^'-Jt 3uivsmt(^

En multipliant ces deux expressions par — my et mx et faisant, la
somme pour tous les points de (S) et {s}, on trouve, pour le moment
par rapport à Oz, dû à l'accélération angulaire,

^Z^^r2)-^^^^^^^
ou

(&) â[c+2m(^-t-^)-^2/,^-^2/^j.

L'accélération relative donne le moment

(<-) îm^^-y^Y\ dr J dt1 )
^'accélération centripète composée a pour composantes

/ dz dr\
' • [P -d t - ^d t ) ^^0^

l dx dz \
a^^.~/,^.J suivant 0^
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d'où le moment

W g^Sm^+y^^^nSm^^^^pSmr^'

L'équation différentielle da problème, en projection sur 0-s, s'obtien-
dra donc en égalant la somme des expressions (a), (&), (<-), [d] au
moment ̂  des forces extérieures agissant sur (S) et 0) par rapport à
cet axe, ce qui donne

€'1

§[C+2m(^+^)1^^^^^^^

-+-7yo[B — A.^-2m(^2—-^)]
+ (/î2 — p2) ïmxy + nq 2 w^y — pql^mzx

^ImL^^^^}
\ dt2 J dt2 ]

+^2^(^+^)-^2^^^^^^^^^

et de même

/ dn
^[A+2m(^+^)]--. ̂ 2m^«^2^^

-+'pq[C—S^I.m(y2—^)]
-h f^2 — ^2) ïmzy -4- /î^ 2w^^ — nqîmxy
, v / ^2^ ^rN+2m ^——^^__ ,^2 "'3F

^
^ / +^2m^2+^~^)2m^^.p2my^=^,

^ [B ̂ S^^ ̂  - ̂ 2^. - ̂ 2^^

-4 - ^ [À—C-4-2w(^ 2 —^^

•^•(g2•—n2)Sm^z-^pqSm^-^rlp2my-z
, - /' rf2^ d2^\+Zm [z—» — sc—L\

\ dt2 w d t 1 ]

+^^2m(^+^)^^2m^^-^2m^^:=^.

Ces équations sont compmes implicitement dans celles du problème
Annales de l'Ecole Normale. ^ Série. Tome ï. g
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suivant, dont la solution est beaucoup plus simple qu'on ne pourrait le
supposer à priori.

4. Équations du mouvement d'un système matériel rapporté à trois
axes rectangulaires mobiles autour de leur origine. — Soient :

n, p , q les composantes suivant Ose, Oy, Oz de la rotation de l'ensem-
ble des trois axes;

V la vitesse absolue du point m du système matériel (o) dont les
coordonnées sont se, y, z;

OP, OS/ÏL les axes des moments des quantités de mouvement des élé-
ments matériels de {a} et des forces extérieures agissant, sur cr
système par rapport au point 0 ;

?„, 31^, V» les projections de OP, OOTL, V aur un axe quelconque ()„.

La vitesse V étant la résultante de la vitesse relative de (?) par rap-
port aux trois axes et de la vitesse d'entraînement, on a

M

d'où

,, dxy ^ ^ + p z - q y ,

,, r/r
V,==^-.4-^~^,

»» dz\^-^+ny-px.

'-^^^--^^-^•'l^^--2^-.-»^'..^...-,.^

(8) ) ̂ ^[^-^^p^..^.....^,.^

l\ == îm [ x-^ - y ̂ ' + ̂ ^^~. z [nx + py) 1.

On sait que 0^ n'est autre chose que la dérivée géométrique, par rap-
Port au temps de OP, ou la vitesse absolue du point P consllénLonul.

un mobile et dont la vitesse relative estimée suivant (te serait -^ï; d<.
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sorte que, par un changement de lettres, les équations {e} donnent les
les suivantes :

/ r/p
3ÏL^-^+pf,-q^,

//P
( g ) . ^=^+(?P.-^

/7P
^==-^+r2P,~pP.,

et en y substituant les valeurs (/) on obtient, pour les équations
cherchées,

^Swfy2-}-^)"-^^/^^- -^îmxz

-4- pq ̂  m (y3 — ,s2 ) — /ip .S m xz-^nqi. m xy -4- ( q2 — p'2 ) ï rny'z
d ^ , . -, dx ^ dx d ^ [ (h dy\ ,,̂ .

+n^lm(y^^)-^my^ ̂ ^mz^+^m [y^ z ̂ )•;1:•:-)k-

^Im^^^^^myz^ ^2myz

(A) ( +^2w(22—^2} — pnl.myz -+- pqlLmfoc + ̂ —q'^ïmyz
d v / , „ x-, dv ^ dr d ^ I dx ,dz\ ...,-{-D -7- 2m(^î-4--^2) —^n^mx — — laLmz^ -(--r- zm -s -—— ^s-— =:;)lty,ut a^ a^ M^ \ dt (il/

-^ 1 m ( xï -+-72) ~ ̂  2w^ - ̂  2m^

-h ̂  1 m (^—y2 ) — nq î rnzy 4- ̂  2 m -s^ + (p2— ̂  ) 2 w .r'r

i ^^^^w^^^^-a^iw^^-apimy^+^lm^^

En désignant par ^ le travail en forces extérieures et moléculaires
qui agissent sur {a) augmenté d'une constante, on a l'équation des
forces vives 1 i;w(v.,2-+-v^-4-v3 ) == a es,
ou

%22w(y2+^2)+p2I;/n(^2+22)•+.g22m(^-^72)
— pql^mzy — nq^mûcz — npïmxy

m ' ^(^-4)^(4-,^,^(4_,^
Y-, /dûc^ dr^ d^X-+-lm[ -— ^•^+.-—} =:2S.

^ dt2 dt2 dt2 )
16.
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Cas particuliers. — i°Sl Fon suppose x, y , z indépendants du temps,
les équations (A.) deviennent celles de Lagrange, relatives au mouve-
ment d'un corps solide rapporté à trois axes fixes dans ce corps, et celles
(FEuler, en supposant de plus que ces axes sont des axes principaux.

2° Si le système (c7) se compose de deux, parties, l'une solide (S)
dont Oœ^ Oy, Oz sont des axes principaux d'inertie passant par le
point 0 de ce corps, et l 'autre relativement mobile, on retombe sur les
équations (2).

5. Application au mouvement d'un système de corps solides qui réa-
gissent les uns sur les autres en ayant eyard aux ébranlements des molé-
cules; théorème de Coriolis. — On peut toujours considérer un corps so-
lide comme libre en introduisant dans les équations du mouvement les
réactions dues aux liaisons.

Soient :
M la masse du corps vibrant (o');
fer ' ) un corps solide fictif identique a,u précédent, mais absolumeul,

dur /don t le mouvement est produit par les mûrm^ forces exté-
rieures que celles qui agissent sur (c r ) .

Si nous supposons qu'à un inslani quelconque les doux cenires de
gravité coïncident et ont la même vitesse, ils <îoïucideront pcndaui
toute la durée du mouvement, et nous appellerons U leur vitale com-
mune au bout du temps t.

La force vive de1 (cr) sera égale à MU2 augmentée du premier iiumibrc
de l'équation (3), en considérant Qx, Qy, Oz comme étant fixes dans
(cr ') dont 0 est censé le centre de cavité, c l ( —^ ̂  ̂  comme He rap-
portant au mouvement vibratoire.

Soient :

^(P^O» ^o les coordonnées de la position moyenne de m, c'est-à-dire du
point de [ a ' } dontw s'écarte constamment peu;

Pô = \/̂ JT7IT ;̂
îK s= ̂  4- f)^, y =: y^ 4, §y^ ^ ̂  ̂  4» ̂  $

p == V^2 4- y2 ^^. ̂  pQ 4- Sp ;
0^, Oy, Oz les axesprincipaux de (V},
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Nous supposerons que § ,̂ §y, S z sont assez petits pour qu'on puisse
les négliger par rapport aux dimensions de (</) , mais nous tiendrons
compte des vitesses correspondantes qui peuvent être très-grandes,
comme dans le cas où l'on aurait S se == a eos{ù •+• e), a, i étant deux
constantes respectivement très-petites et très-grandes, s une constante
quelconque.

D'après la définition même du mouvement de (a') on a

A^4-(C-B)j9î=OT^

et la première des équations (A) donne

^ dSp ^ dS^ ^ dôr y 'dSz2 n 2 m po -— — 2 n 2 w;z'o "-7— — a/? 2 my'o —r— — 2^2- w-So -—7-
(B) /
' / l d ^ ( dz dr\-+- -7; 2<w r-T" — ^ — = o.a^ Y a^ dt 1

Si Y et Z sont deux fonctions d'une même variable ^ et dont la
seconde diffère constamment très-peu d'une constante ^o> / YrfZ ïie
diffère d'une constante que d'une quantité du second ordre, car on a

fYr fZ==YZ—fzr fY^YZo— fZorfY=YZo~Za pY.

On reconnaît, par suite, en intégrant l'équation (C), que le moment
^/n (y—5- — z - ^ ) par rapport à Ox de la quantité de mouvement vi-
bratoire est une constante que nous supposerons très-petite ou nulle, et
nous admettronsqu'il en est aussi de même pour les deux autres axes.

La force vive de {a) égale au premier membre de Téquation (3) aug-
menté de MU2 est, par suite,

( ri y'2 //v2 ^/7-'\
A^B^C^MIP+1/n ̂ -,-|̂ ),

c'est-à-dire qu'<3& est égale à la force vive due au mowemeni moyen
augmentée de celle qui est due au mouvement vibratoire. Ce théorème dû
à Coriolis, qui y est arrivé d'une autre manière, s'étend évidemment à
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un nombre quelconque de corps solides réagissant les ans sur les
autres*

Soient ;
V,,, la vitesse moyenne de w;
V^ sa vitesse vibratoire;
^/, ^\ ^w les travaux des forces extérieures estimés dans le .mouve-

ment de (<7) , dans son mouvement vibratoire, et dans le mouve-
ment de (a');

s/ le travail des forces moléculai res ;
^ le travail des forces d ' en t ra înement estimé dans le mouvement vi-

bratoire.
Nous aurons, d'après ce qui précède, en donnant à la caractéristique

A la signification ordinaire d'accroissement,
1 •|•A2wVl4-•|A.SwV lî,=©/+^

el dans le mouvement relatif

ïAImV^^e".^^-^
et commeet comme

il" vient,
î^^^-h C^,

il" vient,
iASV^^S^-.j1-^.

Donc le principe des forces vices s'applique au mowwnwl moyen pourvu
que l'on ajoute au trawil de fî forces extérieures le travail estimé daw le
mouvement vibratoire, celui des forces capables de produire wr les mo(^
.cules leur mouvement moyen.

Soient :

d§ un élément de chemin décrit par rn dans son mouvement vibratoire ;
y la projection de la force d'entrainement de m sur la direction de cet

élément.

Le terme de ^ qui correspond à la masge west ( ' ^ds.
Pour effectuer cette intégration, il suffit (f ajouter les intégrales sem-

blables prises pomr toua les intervalles pour chacun desquels df eorî-
§erve le même signe; 1 1
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Soient :

t' et t" les limites de l'un de ces intervalles ;
y', (f'\ s\ s^ les valeurs correspondantes de y et s,

Nous aurons

{ t " r^e'
^ds^^s"—(pY—- | ^rfy;

«-. t/^

/v/
mais rfy conservant le même signe, | sdcp est de la forme ^ (y" — (/L

^ étant du même ordre de grandeur que s : l'expression ci-dessus
devient

?"(^-^)-9^-^)

et est du même ordre de grandeur que les amplitudes des vibrations,
ou négligeable; il en est par suite de même de ̂ . Donc, l'équation des
forces vices rapplique au mouvement moyen, en faisant abstraction des
vibrations de molécules.

§ III.— Examen de quelques cas particuliers dans lesquels
la loi du mouvement relatif de (s) est connue.

6. Les équations (a ) qui s'appliquent au mouvement d'un corps
solide libre (S) autour de son centre de gravité sont suffisantes (en y
joignant celles qui permettent de fixer à chaque instant la position de
ce corps par rapport à trois axes de directions fixes, et que nous
n'avons pas à reproduire) pour déterminer le mouvement de ce corps
lorsque la loi du mouvement relatif de (^) est donnée ou que^y, z
sont des fonctions connues du temps.

7* Equations générales des petits mouvements ; application aux mou-
vements secondaires des locomotives et des véhicules de chemins de fer. —
Supposons qu'à une certaine époque n, p , q soient très-petits ; que j^,
x .̂, ̂  et l.es termes dépendant de m dans les équations (2 ) soum
constamment du même ordre de grandeur; n , p , q resteront toujours
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très-petits, et, en négligeant les termes du second ordre, nous aurons
.. dn d ^ f dz dr\ ^

A —- -+- --.- 2 m r — — z -r = S^xydt dt y dt dt] 9

dp d ^ ! dx dz\ ^B ̂  + "n 2 ̂  ̂  "77 --^ ~r- = ̂ r»dt dt \ dt dt] J

^ dq d ^ 1 dr dx\
•c^+3^2w("i-^^)=^1LI•

Ces formules sont notamment applicables : i° au mouvement de lacet
d'une locomotive et, en général, d'un véhicule faisant partie d'un
train; mais, cette question d'application exigeant quelques développe-
ments, j'ai cru devoir en faire l'objet d'une Note spéciale placée à la
lin de ce Mémoire; 2° aux mouvements de roulis et de galop que tend
à prendre une locomotive.

8. Équations faisant connaître les variations éprouvées par les éléments
en mouvement de (^) , quelle que soit leur grandeur, quand les moments
dus à [s) restent constamment très-petits. — Supposons que n, p^ y,
M^, ^Ky, M^se rapponentà l'hypothèse de m=o; que n-+-Qn,jp-+-âp.,
q+Sq, ̂ +cbn^ jpLy+çbn^, M^+(bïL^ sont ce qu'ils deviennent
en tenant compte de l'influence de (.?). Les équations (2) donnent

d^q , dq .„ dn ., dp ^
C A + ^ 2 w ( ' ? + ^ ) ~ ^ - ^ m ^ ^ d f À W ^

^(nâp+pân)(B~A)4-np2m(^24-y2)+(^~p2)2m^7+7^ç2w^y

-pqÏmzx^îm^x^-y^^ +^2m(^+72)

— inILmx -Y—2p2my^==(îDTC^
. d^n
A — — -+•-..,dt

B dt

d'où l'on déduira an, àp, ïSq lorsque n,p, q auront été obtenus au moyen
des équations d^Euler.

9. De l'influence des oscillations de la mer et de l'atmosphère sur le
mouvement de la Terre autour de son centre de gravité. — Considérons
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le solide fictif formé par le noyau terrestre, la mer et l'atmosphère, dans
l'hypothèse où elles seraient en équilibre-relatif sous l'action de la pe-
santeur, et soient

Qx, Oy, Oz les axes principaux d'inertie passant parle centre de gra-
vité 0 de ce corps;

A, B, G les moments d'inertie correspondants;
Oz celui de ces axes principaux dont la direction diffère constamment

très-peu de celle de l'axe instantané de rotation de la Terre;
yo la valeur moyenne de cette rotation;
^,yo» zo les valeurs moyennes des coordonnées d'un point m de la nier

ou de l'atmosphère,

q — q ^ , n et p restent constamment très-petits, comme les moments
JIL^., JlLy, JlL.s, dus à l'attraction du Soleil et de la Lune, qui peuvent
être regardés comme se rapportant au solide fictif ci-dessus.

Reportons-nous aux équations (A) : la masse totale de la mer el de
l'atmosphère étant très-faible par rapport à celle du système terrestre,
nous pourrons, sans erreur appréciable, remplacer les coordonnées de
leurs éléments matériels par leurs valeurs moyennes; les termes en
Smyz, imxy^ ïmxz disparaîtront ainsi, et, en négligeant les termes
du second ordre en q — q^ n, p y nous aurons

. an ,^ T^ v f dr dz\ ^ dx ^ dsc
A^•+?(C"-B)+2^ 2m^o^+^j7)~2^1m^o7^~2^1m^^

^ / (Fz rf'^A ^+^m^o^-~^^-J = ,̂

B^+nîo(A—C)4-2p2m(^o^+^o—)—27î2w^^

^ / d'x d2z\ ...
^M^0^^0"^) r5

^-'^'"(-â-^S)-"^^-"'^^
<. / d^r d'^^ ^^-^{^^-r^)=^

le signe 2 se rapportant aux molécules de la mer et de l'atmosphère;
Ânnale$ de l'École Normale. 2e Séné. Tome L ^
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mais les termes tels que îmy, ̂ \ îmy^^-^ sont du même ordre

de grandeur que ^r» ^r? ̂  ou ̂  ? — ^o» n ^.pî ^ vlent d0116 tout

simplement
A ̂  +/^o(C - B)- 2gol mzo ̂  =^

B ̂  + ̂ o(A - C) - 2go2/n^ ̂  =^y,

^ AJ ^ / rfr , doc \C^+?o2m^o^4-^^ )=^ .

Posons n == 7^ + c?^, p ==p.i 4- c?/̂  q=q,+ Sq, n^,?,, y^ se rappor-
tant à Fhypothese où la mer, l'atmosphère et le noyau terrestre ne for-
meraient qu'un seul corps solide. Les équations ci-dessus donnent

A^-^ -4- ( C — ï}q^p=^q^mz^,j^

B ̂  + ( A - C)q,ôn = ̂ q^m.z, ̂

^dQq ^ ( d-r . d^\C^Z==-.^lm^^4-^^.

^ ^ „ / . i* dx dr dz , ,On voit ainsi que Qn, âp, âq sont périodiques comme -^ ? 'j^ ̂  c est-
à-dire comme les marées, et les marées atmosphériques, qui n' influent
ainsi en aucune façon sur la précession des équinoxes et la nu ta t ion ;
en d'autres termes :

<c Les phénomènes de la précession des équinoxes et de la nutaîion
sont exactement les mêmes que si la mer et l 'atmosphère formaient une
masse solide avec le sphéroïde qu'elles recouvrent. » (Laplace.)

§ IV. — Solution de quelques questions dans lesquelles certains
éléments du mouvement absolu de (<?) sont connus.

10. Il peut être avantageux, dans quelques questions, de déterminer
des relations entre la vitesse absolue, la vitesse relative des points de {s)
et le temps. Il me paraît impossible, à ce sujet, d'indiquer une règle
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générale, et c'est en se rendant bien compte de la nature de chaque pro-
blème que l'on sera conduit au mode de solution qui présente le plus
de simplicité.

11. Le corps (S), n'étant sollicité par aucune force extérieure, ne pos-
sède comme mobiles que des solides de révolution tournant d\in mouve-
ment uniforme autour de leurs axes parallèles à un axe principal d'inertie
de ce corps. — Supposons en premier lieu qu'il n'y ait qu'un seul solide
de révolution dont l'axe soit perpendiculaire au plan zQoc\ les résul-
tats obtenus s'étendront facilement à un nombre quelconque de corps
semblables.

La vitesse angulaire absolue de (.?), û, reste constante, puisque le
mobile n'est sollicité par aucune force extérieure; sa vitesse angulaire
relative par rapport à (S) est Cl —p.

Soient
a, b les coordonnées de l'axe de {s} parallèles à Ox et Oy;
M' et 1 la masse et le moment d'inertie de (^),

Posons
y === X' -+- a, y===y'4-&

et
.Sw^r^JMry2,

7 étant une constante dépendant de la forme et de la'nature du mobile;
nous aurons évidemment

Ï===2w(.^2-+-^'2), 2m.5'^'==:o, ïmx'^-o^ ïmz^o^ ïmx^^ïmz^^ "-?

et en supposant que {s) est symétrique par rapport au plan z0x^
dx r. dz^=o, imr^2w^y===o, 2/n^y;==o, ïmy-jj ==-o, 2wy*-y" == o.

On a d^utre part
duc , /^ , , dz . /-v -> ,^(û~p)^ ^=^(Q^)^

puis
2 mzsc == Wab, 2 mzy === o, 2 mscy == o, 2 mx^ = - -r Wa^

3

., , 1 .,,,-, „ dz QI ., dx ÛI
Zmz^ == - + m-'b^, ïmoG -rr =?;— -—•5. z^mz -r: ̂  — •2 ^<? s a^ 2

i7.
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Si Fon pose
A f = = A + I - 4 - M / ( y 2 + a 2 %

B^B+^.+M^a2-.-}-^),

C^C-^+M^-i-ô2),2

les équations (2) deviennent

C ̂  - M'ab [pq + ̂  + np J B - A ̂  ^ + M- (^ - ̂ )1 + 1(0 -/.) ^ =. o,

.V^ +M/a6^ ~ ̂  ̂ pq [c - B - ̂  + M^y-- ^) J~ I(a~-/>)^=:o,

B7 ̂  + ng [A - C + 3T( i2 - a2)] + ( g2 - /z2) M^^ == o.

Ces formules s'appliqueront à plusieurs solides de révolution animés
de la même vitesse angulaire, en y supposant que Ï est la somme de
leurs moments d'inertie, et remplaçant Wah et M^è2 — a2) par l'Wab
etSM^2-^2) .

Si, à une certaine époque, les valeurs de n, p , q sont très-petites, elles
le seront également pour les valeurs du temps qui ne dépasseront pas
certaines limites. D'après la troisième équation, p ne variera que d 'une
quantité du second ordre, et si sa valeur initiale est nulle, les deux
premières pourront se réduire aux suivantes

C^-MW^^QI^=o,

A^M^^m^o,

dont les intégrales sont

^N^cos^i^LiL-,
,/A' C' — M'û6

^N^sin-B îL,
^.\.'C-Wal>

N et e étant deux constantes arbitraires.
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Si le corps (S) est muni de deux solides de révolution identiques
symétriquement situés par rapport àj0^, et dont les axes soient situés
dans un plan parallèle àyOo?, Wab disparaît dans les équations précé-
dentes, et l'on a tout simplement

.- ,7- QI^-h e)n == N ^ (7 cos — '__... / 9
V^A' C7

—. /— . QI cosd -+- s)q = N JA! sm ———==——- y1 • ^A'C'

et les espaces angulaires parcourus en vertu de ces relations sont

r£ , N i / A 7 r • Û I ( ^ - + - e ) . ûle 1I n dt == —Y— sm ——=— — sm •——== -,
Jo 01 L ^A'C' ^'^j

r ' , Ns/IVr ^ 1 ( ^ + 6 ) û ïe 11 g dt =— —Y-.— COS ———=— — COS —..__. •Jo ' ^I L ^/A'cy ^cj

Les amplitudes sont d'autant plus petites et leurs durées plus grandes
que û est plus grand, ce qui pourrait peut-être expliquer certains faits
relatifs aux mouvements secondaires des véhicules de chemins de fer.

12. Une sphère homogène (^), animée d'un mouvement de translation,
qui n^est sollicité par aucune force extérieure^ pénètre dans un canal de
même diamètre^ d'une forme déterminée y relié invariablement à (S) ; quel
est le mouvement que prendra ce dernier corps ? — En négligeant le frot-
tement, le mouvement absolu de la sphère circulant dans le canal ne
cesse pas d'être une translation dont la vitesse V est constante; de sorte
que l'on est ramené à supposer que toute la masse W de {s} se trouve
concentrée en son centre de gravité; et pour appliquer les équations (%)
il suffit d'y supprimer le signe 2, d'y remplacer m par M', et enfin d'y
considérera, j, z comme étant les coordonnées du centre de la sphère.

A la relation

(K) V-=(g+/..-î/)2+(^4-^-^)2-t-(^-^-^-^)^
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nous joindrons les équations

r=F(^J, z^V(x),

qui définissent la forme du canal; nous aurons ainsi le nombre d'équa-
tions voulu pour déterminer les six inconnues n, ?, q, x, y, z en fonc-
tions du temps; mais on est arrêté de suite, même dans des cas très-
simples, à l'exception de celui des petits mouvements, par des difficultés
de calcul insurmontables.

Cas particulier. •— Supposons que la masse W et ses produits par ses
coordonnées prises deux à deux soient relativement et respectivement
très-petits par rapport à M et à A, B, G; que q diffère peu d'une con-
stante yo; que, d'après leurs valeurs initiales, p , q restent dû même
ordre de grandeur que les termes en M'; enfin que ̂  == o, WLy == o,
OTL^ === o. •

Les équations (a) donnent, aux termes du second ordre près,

^-"'^-r^M.^-^)^,

A$+^.(C-B)-^,,,^+M-(^-^)=o

B ̂  + »,,A - Cl-,M.,.4 ̂  M-(, ̂  - ̂ )

L'équation (K) se réduit à

Bi4-^(A-C)-.M^^-.M'(^-^)=o.

,,, dx'1 dy1 dz1

v=^+^+^+^'+^

4- ̂ (pz- qy) -f- ̂  ̂  _ nz) -.- ̂ .(ny-p^).

Les équations ci-dessus sont encore trop compliquées pour qu'on
puisse en tirer parti; pour simplifier la question, considérons le cas où
M'parcourrait un cercle de rayon R, décentre 0, compris dans le
plan zQsc, et soient y Fangle que forme le rayon vecteur OM' avec 07
V=K7 . On a " . ,

.r=Rsin(p, -?==Bcos9, j-==p,
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et
C^+M^sln.4^0,

A ̂  4-pgo(C - B) - M^/oR2^ + cos^y ) ̂  == o,

B^4^îo(A-C)=o,

d^co2

72 :=: rf^ "+"^1 •4-COS2?)7?— ( I — cosay)^

ou encore, en comptant l'origine du temps à partir d'une coïncidence
de OW avec Qz, d'après le mode d'approximation adopté,

c5_7 + M / y o R 2 y s m a y ^ = = o ,

A — -^ -p^ (C—B)—M^oB 2 " / (^ + cos-2y^)=:o ,

B ^ 4 - ^ î o ( A — C ) = o .

Ces équations s'intègrent facilement et donnent pour n, p , €/ des
fondions périodiques du temps; pour que ces rotations restent très-
petites, comme on l'a supposé, il suffit que le quotient de &TB2 par le
plus petit moment d'inertie principal de (S) soit une petite fraction.

§ V. — Cas général où les éléments du, mouvement relata de (.v)
.font eux-mêmes des inconnues du problème.

13. Si le mouvement relatif du système {s} n'est défini que par les
forces qui le sollicitent et par des équations de liaisons, un certain
nombre i des coordonnées x, y, z sonty comme n, p , q^ des inconnues
du problème, et l'on devra joindre aux équations ( 2 ) i équations com-
plémentaires. Ces dernières ne seront autre chose que celles du mou-
vement relatif de [ s " ) par rapport à (S), et que je crois inutile de repro-
duire ici.

Par exemple, si {s} tourne autour d'un axe fixe dans (S), x^ y, s
s'expriment en fonction de l'angle variable y, que fait un plan méridien
déterminé de (^) avec .un plan relativement fixe passant par Faxe, et
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l'on a, entre les inconnues n, p , q, y, les équations (2) et l'équation du
mouvement relatif de {s).

Si (s) tourne autour d'un point relativement fixe, sa position par
rapport à (S) est, comme on le sait, définie par trois angles y, ^> ^ au

moyen desquels on peut exprimer les x , y ^ z, et l'on a trois équaïions
du mouvement relatif entre les angles et leurs dérivées par rapport au
temps, qui, jointes aux équations (^s) , déterminent complètement les
éléments de la question.

Il peut arriver qu'il soit plus simple de substituer à une ou plusieurs
équations du mouvement relatif autant d'équations résultant de la con-
sidération de l'ensemble de (S) et (.?), comme nous le verrons dans
l'exemple ci-après.

Les équations des problèmes de la nature de ceux dont nous nous
occupons sont loin d'être simples, et ce n'est que très-exceptionnelle-
ment que l'on peut en tirer parti.

14, Le corps (S) étant assujetti à tourner autour d'un axe vertical Oz
[fig\ a), en Vun de ses points Or est fixé V axe (Y G d^un solide pesant de

Fig. ï.

o'/^ -'^ . y——^ ./ . /
y /

révolution (^), assujetti à rester constamment dans une même section
méridienne zQQ'x de (S). Trouver la loi en mouvement de (S) et (.s'). —
Soient :

O'G '•== l la distance du point 0' au centre de gravité G de (^ ) ;
ocy==a;
y l'angle variableformé par (VG avec Oz;
w la vitesse angulaire absolue de {$) autour de (Y G, <jui, en vertu

d'une équation d'Enler, restera constante.
La vitesse angulaire relative de {s} est évidemment G) — ys iny»
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On s'ait que l 'une des équations du mouvement d'un corps autour
d 'un point fixe s'applique au cas où le mouvement a lieu autour d'un
axe fixe, sans faire cette restriction que ce dernier est un axe principal
d'inertie.

On a oïL^ = o, n==o , / ?==o, et la première des équations ( i ) de-
vient

(B) [C+2m(^^^)]^+y^m(^+^)^^2m^^~7^y-o.

Soient z ' et x ' les coordonnées du point m par rapport au prolonge-
ment Qz' de 0''G, et sa perpendiculaire Gx^ en G dans le plan zOsc;
Gy' la parallèle en G à Oy. On a

x == a -4 -1 coso? -4- x' siny -4- z' cosep, z == l siny -i- z' sincp — ^coscp,

2 w .t̂  == o, 2 m 5' = o, .E w ̂ 'j1^ =--": o,

^mx^^-W {€t-\- lcos^Y-\- (lw2(fïrnxr2-Jr• sin'^f-Smz"^.

Soient :

ï =; 2m(72 -{- ^'2) == ^2wy2 == 22m^% l/ == 2w(^2 •4- .y2)

les moments d'inertie de (^) par rapport à Glz/ et ( y y 1 ou G^'; il vient

.Sm.s^rr---- -5 2^^= M (a -+"/cosy)2-!- - cos'y 4- [l! — - ) sin'cp,

et l 'équation (B) prend la forme

\C-^W{a+ l ces 9 ̂  4-1 sin2 <p -h l7 cos2 y ] ̂ •

-+" q— [W[a+-lcos^y-^ Isîn^ •+-Fcos29] -h — 2 m (.y— —y^) :=•1•0^

d'où, en désignant par K une constante,

( C ) [C+M'(<:^^cosy)2+lsin294-^cos29]</4-2m^^—7^

Pour estimer le moment 1m{oc— —•y^^ des quantités de mou-
vement relatif de (^), nous remarquerons que ce mouvement se corn-

Ânnales de l'École Normale. 2e Série. Tome î. ï8
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pose : i °de la rotation ^ — y s i n y , déterminant des quantités de mou-
venlenî qui forment un couple dont le moment est I ( c x ) — y ^ i n y ) ,
et le moment de ce couple par rapport à Oz est I ( tô — q s iny) sin y ;
a° de la rotation — autour de la parallèle à Oy menée par le point 0'.
Or, si l'on considère deux points symétriques de {s) par rapport au
plan zQx, on reconnaît que leurs quantités de mouvement dues à —L

se composent en une seule située dans le plan zOoc", d'où il suit que
cette vitesse angulaire ne donne pas de moment par rapport à Oz.

L'équation fC) devient ainsi
(D) [C4- W(a + /ces y)2-}- F ces2y]ç ~4- lys ine? =-- K;

c'est l 'équation qui résulte de Inapplication du principe des aires et que
l'on aurait pu poser immédiatement.

Il nous reste maintenant à déterminer Inéquation complémentaire
qui doit résulter du mode de liaison existant entre (S) et (.y}, c'est-
à-dire l'équation du mouvement relatif de (^) autour de la parallèle en
(Y à Oy. Mais i l nous a paru plus simple d^y substituer l'équation des
forces vives établie pour l'ensemble de (S) et (s1).

La force vive de (S) est Cy2 ; le travail dû à la pesanteur donne le
terme — Wg'isïn y.

En transportant, parallèlement à elles-mêmes en G, les rotations y
autour de Oz et -^ autour d'une parallèle à Oy menée par le point 0',
on obtient deux rotations pareilles, et les translations y ( a 4 - / c o s ^ )
parallèle à Oy et /^suivant G x ' . La composante ys iny de y suivant
Gz\ ajoutée à la rotation relative de (S) autour de Gz\ donne G»).

En résumé, le mouvement absolu de { s ) se compose des rotations

œ, —yco .S9 , ""-̂  suivant G z ' y G^', G y ' y •

el de la translation

^^+(^+7cosy)V.

Mais, d'après mï principe connu, la force vive d 'un corps solide est
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égale à celle qui est due à son mouvement de rotation au tour du centre
de gravité, augmenté de celle de ce centre où toute la niasse serait con-
centrée.

La force vive de ( s ) est, par suite,

Ic^ -4- F(^ cos"^ -4- ̂ U M'f ̂  + q^a + l cosy)2 ]

^ io '+ t rco^y+M^a-^/cosç) 2 ]^ 2 -}- ^(r+M^2),

Oiî a donc, en désignant par H une constante dépendant des éléments
du mouvement initial,

(E ) [C4-^cos 2 9H-M / (Y^^^cos9) 2 ]^+(^+M' / 2 ) ' ^==~2^M / / s i l i 9 4-H.

En él iminant y, entre (D) et (E) , on trouve une formule analogue
a celles auxquelles donnent lieu les théories de l'appareil de Bohen"
berger et de la toupie, et qu'il nous paraît inuti le de discuter ici.

NOTE I.
EQUATIONS DU MOI.JV.EMEJST DE TRANSLATION LATÉRAL ET DU MOUVEMENT DE LACET

DE^ VÉHICULES D'UN TliAiN DE CHEMIN DE VElf..

Considérations sénérales sur le mouvement des véhicules.&

Pour simplifier le langage, nous appellerons plan méridien d'un
véhicule le plan passant par son centre de gravité (abstraction fai te de
la charge) perpendiculaire à la direction des axes des essieax.

La voie étant censée horizontale, lorsque le centre de gravité G du
véhicule chargé et l 'effort horizontal F sont situés dans le plan méri-
dien, que les roues et les fusées sont respectivement de moine dia-
mètre, que le graissage est uniforme, on reconnaît que F est représenté
par la différence de deux termes, l'un proportionnel au poids to ta l ,

18.
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l'autre à celui des pièces tournantes (* ) ; les résultantes des réactions
horizontales de la voie de part et d'autre du plan méridien sont chacune
égale à la moitié de F.

Supposons maintenant que G se trouve en dehors du plan méridien,
que l'effort de traction horizontal reste constamment parallèle à un
même plan vertical; transportons F parallèlement à lui-même en G ;
il en résultera un couple donnant lieu à un mouvement de lacet; la
composante Fg de l'effort de traction perpendiculaire au plan méridien
donnera lieu à un déplacement translatoire; la composante F^ paral-
lèle à ce plan se décomposera en deux autres F, , F^ compris dans les
pians moyens des deux systèmes de roues situés de part et d'autre du
méridien, efc qui détermineront le rou lement ; chacune de ces forces
sera représentée pa r l a différence de deux termes, l 'un proportionnel à
la pression exercée parle-système de roues, l 'autre à la moitié du poids
de toutes les pièces tournantes,

Si la voie a une légère pente, on peut calculer la pression totale
exercée par chaque système de roues comme si la pente était nul le;
mais il faut tenir compte de la composante due à la pesanteur estimée
dans le sens du m o u v e m e n t ; la réaction long i tud ina le de la voie est, par
suite, égale à la différence des deux termes respectivement proportion-
nels au poids total et à celui des pièces tournantes.

Si le véhicule est soutenu par des couples de roues de différents dia-
mètres, sur lesquels la pression est répartie d'une manière déterminée,
en réglant convenablement les ressorts de suspension, on voi t égale-
ment que la réaction longitudinale delà voie est également représentée
par une expression de la même forme que ci-dessus.

Cas des chemins de fer. — Les crochets d^attelage d'un véhicule de
chemin de fer sont situés dans son plan méridien.

( ' ) L'effort de traction F relatif à nn couple de roues de rayon r ost donné par ia formait1

F = Q ^ + ^ ( Q - î ) = ^ ( ^ / p ) - Û y ,

dans laquelle Q représente la pression totale exercée par le couple sur la voie, q le poids des
pièces tournantes, p le rayon des fusées, rJ et /les coefficients du frottement de roulement
des roues et du frottement de glissement développé dans le mouvement de rotation des
moyeux des roues ou des fusées,
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Considérons un train composé de n véhicules circulant d'un moyen
mouvement uniforme sur un raiiway rectiligne. En raison de la forme
conique qu'affectent les jantes des roues, on peut supposer, sans erreur
appréciable, que tous leurs points de contact avec un rail se trouvent
constamment sur une même parallèle à l'axe de la voie, quels que
soient les petits déplacements dus aux mouvements oscillatoires que
nous avons en vue d'étudier.

Nous ne considérerons que le cas où ces déplacements sont suffisam-
ment petits pour que les rebords des roues ne v iennent pas s'appuyer
contre les rails.

Les vitesses des roues en leurs points de contact avec les rails, dues
an lacet, étant généralement supérieures à la vitesse de translation la té-
rale, la résultante des frottements de glissement est à peu près nul le
lorsque le véhicule a un nombre pair d'essieux; dans le cas contraire,
elle se r édu i t au frottement des roues du milieu et peut être négligée,
de sorte que, dans l 'étude du mouvement l a té ra l , on peut faire abs-
traction des résistances passives.

En ce qui concerne le m o u v e m e n t de lacet, les résistances donnen t
l ien à un moment comparable à celui des causes qui .déterminent le
mouvement . Mais, comme le frottement n'a pour effet que de réduire
les amplitudes des oscillations en dé te rminan t entre elles des temps
d'arrêt ( 1 ) , il y a avantage à en faire abstraction, en faisant intervenir
dans la question l'élément relatif à la sécurité, po in t de vue qui a con-
d u i t à désigner sous le nom de nuisibles les mouvements secondaires
don t il s'agit.

Equations des mouvements secondaires.

Soient (fig. 3) :

M( la masse totale du véhicule qui occupe le rang i dans un train de
n wagons;

1( son moment d'inertie par rapport à la perpendiculaire à la voie pas-
sant par le centre de gravité Gi du véhicule;

F'oir plus loin la Note II»
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i^.===G^ la distance supposée très-petite de G^ au plan méridien A,B^
A^ et B^- représentant les positions des crochets d'attelage d'avant
et d'arrière ;

Fig. 3.

[ T

vk.

^i -!- .

'Çi^gihi la distance de gi à l'axe XY de la voie (Ç^ et ^ seront con-
sidérés comme positifs ou négatifs, selon qu'ils seront situés à
droite ou à gauche de XY et A(B( pour l'observateur placé dans
l'axe de la voie et dirigeant ses regards dans le sens du mouve-
ment moyen);

A,Gr,==^, gi^i=bi-,
^ ==: B(A^ la longueur de la barre d'attelage qui relie le premier véhi-

cule au (ï+i)^;
Ï/ la tension de 4-» ïo ^t T^ étant nuls;
ç^, ^fi les angles formés par g^i et A^i B/ avec le plan moyen vertical

de la voie. (Ces angles seront considérés comme positifs ou né-
gatifs, selon qu'en regardant dans le sens du mouvement moyen
ils seront situés à droite ou à gauche de XY.)

Nous négligerons les i/ernaes du second ordre en y^ ^, dV, Ç^
Nous pourrons sans inconvénient calculer T^ comme dans le mou-

vement moyen, c'est-à-dire en faisant abstraction des mouvements
nuisibles; de sorte que T( sera très-sensiblement égal à la somme
M^.i -h M^ît -h ... + M^ multipliée par un coefficient constant.
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En projetant la ligne brisée g^B^A,^- sur une perpendiculaire
à XY, on trouve

Ç, — ai sin 9,-h ^_.i sin ̂ '-i — ^-i sin cp/-.i — Çi_i == o
ou

(I ) S.~ S^i = a^i + &^i <p,_, — li^ ̂ _,,

et l'on a, en négligeant le frottement, conformément à ce qui a été d i t
plus haut,

W ^=T,^—T^^,.

La traction T, agissant sur M, a pour composantes I\- et T^, paral-
lèle et perpendiculaire a XY, d'où le moment par rapport à la perpen-
dicula i re en G/ à la voie
( a ) — T,^ ( ai 9, -4- Si) — T^, 4^1 ̂  === — T^. [^( y, ̂  ̂ , ) 4- ^•').

La résistance 1\- donne de même le moment
( & ) -T,(A,y,-â/)-T^,^==—T,[6.(9,4-^)—^].

La partie principale de la réaction longi tudinale des rails, propor-
tionnelle au poids total» ne donne aucun moment; l'autre, que l'on
peut représenter par y,, et qui ne dépend que du poids des pièces tour-
nantes, est dirigée suivant XY et donne le moment
(<•) ~Ç/(o / .4-Ç<) .

Pour plus de généralité, nous supposerons que chaque véhicule peut
être muni de pièces oscillantes. Désignant par ^ la vitesse angulaire
des roues motrices d'une machine ou de l'une des machines, représen-
tons par

— -S ( AJ cosj ûo / 4" B) sin,/ &) t )

le moment des forces d'inertie dues au mouvement des pièces oscil-
lantes de M.i, le signe 2 se rapportant à une suite de nombres connus 7
et aux constantes correspondantes A), B^. Dans le cas d'une seule
machine, on a AJ= o, B}==o pour i> i, et j représente un nombre
entier. S'il y a double traction, ces coefficients sont nuls pour des
valeurs de i différentes de r et 3; et si les roues motrices des deux ma-
chines ont le même diamètre,^ continue à représenter un nombre entier.

Nous aurons donc, d'après ce que nous avons vu dans le corps du
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(3 ) S I.^=--T^[^.(?.+^-.)+ ^] -W(?< + ^) - ô-,]
^(0(+ Çt) -+- I(AJcosjW"4- B^s in jûû^) .

En faisant varier i depuis i jusqu'à n, les équations ( i ) , ( û ) et (3)
nous donneront ïn — } équations entre autant d'inconnues Ç ^ , Ç a » * • • »
Ç,^, y ^ , y a » - - - » y/?» ^o ^ 2 » - - ? ^-r ^ est inutile d'intégrer ces équa-
tions : il suffit d'y satisfaire en partant de ce principe, que les effets
dus aux conditions initiales du mouvement ont bientôt disparu sous
l'influence des résistances passives lorsque la vitesse moyenne du train
est devenue uniforme. Mais la résolution des équations du premier degré
auxquelles on est ramené ne présente réellement de l'intérêt au point
de vue de la symétrie des calculs que dans le cas suivant :

Cas où le centre de gravité de chaque véhicule se ïrowe dans son plan
méridien. — On a q^ == o, ^ == o.

Considérons en particulier les termes A^cos/o^, et posons
Ç, ==Z» cosjo)/, y(== ^icosjwl, ^,== Wicosjwl,

Z;, <5>t, ¥, étant des constantes dont il s'agit de déterminer la valeur*
En substituant, les équations ( î ) , (2) et (3) deviennent

Z, — Z, == l, ¥1 — 6, <t, - ci, <I^
,, , , Zî ~ .z ,==/ ,¥2—^<I^—^^3,
(4) {

Z^-Z.==Z^¥,

—j^^Z^—

'n—i S- n-^i ~

T^i
M,

•6,,_i<E>»_i- a«$n;

(5) -y'o'z,^ Ï,¥,-T,Y,
— l x '

-/M'Z^

Wl 1 n

Mn

(6)

- I, a'y'a'i =: A,! - T, b, ( $. + ¥,}
- I, (uV2^, = A2 - T, û, ( <I), -4- ¥, ) — T, 6, ( <I>, 4- y, ),
• • • • * • * • • • • • • • • . * • . • • * , • * « • . . • • • . • • • . . . . • • • • « j j ,

- I^)'j'^== A/"- T,-i fl4^ + T»_,).
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Des équations (5) on tire

^zl -z2):==T•¥lte+^)-1ïJ'
T "W / T T \ T "vy

,,.».(Z. - Z,) = - 1^ + T,Y. („; + ̂ )- 1^,

/••«•(Z. - Z.) = - ̂  + M. (^ + ̂ ) - T^,

;?, .2/ '7 7 \ __ j^-2 J'»—3 rp -m- / ï 1 \j G.) (/«-.ï- Z,) — — —,———- + l̂ ^F î ( •..— ̂  M ^
.l-N rt— ï \ 1VJ n— t w ri f

d'où, en vertu des équations (4) .

' ^(/,T, - M>, - ...,$,) .- ï, T, (^ + ̂ ) - ̂ ,

^ , ,/-.-(^F,- ̂ <l,- ..̂ ) =- ̂  H-M, (^ ̂  ̂ ) - T^

y'f,)' ( /„_, y,,_, -- &„-, <i>,..., - ^(i>«} = - I—ï"-2 + T,.., -y,,_, f— + -, ").
lyi rt»-. i \^ Jyj /•ï™ ï JVJ /^ j

Si dans ces équations on porte les valeurs des <t>/ déduites des for-
mules (6), on trouve

VF, [̂  (/. _, ̂ ,̂ ̂  ̂ _^^^) - T, (-^ „ ̂ ) ]

-^(^'^Ï1^^4-^)
_ _ , . , / A; 6, A^a, \
—"./ ^ï,/,,—l,M^''ï7û7+^^^^

w (' _(y^./2T•ai62 _ .̂IL\
' \Ïia,-+-1, &,— i,w2/:! Ms,/

+y rn2/2^ + • w , T^^ _T r-' 4-^-VI
L •/ \ T^^ï^.'-i^2/2 T,«3+T,^-I,M^' '^M^Mjj
/ • ^T^A ï,_-\

' '^T^+T,A3-ÏM27Ï'•-MJ
_ ,., / _ hfjbt ^ ^J^L— - \
~ " -/ Vjra,'-•^-'T,6s-—~Ï,w2J2 "+' Ï^aa'+ '̂é, - isû^/1;- '' " "

Annales clé l'École Normale. 2° Série. Tome I. IQ
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II nous reste ainsi, au lieu de 3n — i , n équations, dont la loi des
coefficients est facile à reconnaître.

NOTE IL
DE L'INFLUENCE D'UNE RÉSISTANCE CONSTANTE SUR LE MOUVEMENT OSCILLATOIRE D'UN CORPS,

PRODUIT PAR UNE CAUSE PÉRIODIQUE.

1. Il est à peu près impossible de se rendre compte, à priori, de l'effet
produit par une résistance constante ou un moment constant sur un
mouvement oscillatoire de translation ou de rotation autour d'un axe,
d'un corps solide, dû à une cause périodique.

Je ne m'occuperai ici que d'un cas particulier du problème ci-dessus
énoncé, et auquel j 'ai été conduit en traitant le sujet qui a fait l 'objet
de la Note précédente.

Je ne considérerai que l'une des causes périodiques qui donnent lieu
au lacet, la plus importante si l'on veut, en négligeant les autres causes
perturbatrices qui ont été analysées plus haut.

Dans cette hypothèse, le mouvement oscillatoire sera défini par une
équation de la forme

d2 sA ,— =. Bcos(^4~ e ' ) ± ô ,

s étant l'angle que forme le plan méridien d'un véhicule avec un plan
vertical de direction fixe, A, B, n, e étant des constantes de même que à,
qui représente le terme dû à la résistance, et que l'on devra prendre
avec le signe --"" ou le signe +, selon que la vitesse sera positive ou
négative.

Si l'on choisit convenablement l'origine du temps, on peut supposer
e == o; en remplaçant n^par t, s par ^- ri^ g par y, l'équation ci-dessus
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prend la forme plus simple

dîs -L-^=cos/±y.

dsPar la nature même du problème, la vitesse -j- sera nulle à certains
instants; si y était supérieur à l 'unité, il y arriverait un moment ou le
mouvement oscillatoire ne pourrait plus se continuer; laissons de
côté ce cas, qui ne présente aucun intérêt, et posons y==cosa. Nous
aurons

(PS
—— == COS/±COSûC.( ^ ) dt1

Nous pouvons, si l'on veut, considérer cette équation comme étant celle
du mouvement d'un point oscillant suivant une ligne droite, s repré-
sentant le chemin parcouru.

2. Décrivons une circonférence d'un rayon quelconque OA, de
centre 0, et soient

AOA', BOB' (fig. 4 ©t 5) deux diamètres rectangulaires;

t l'angle que le rayon Om fait avec OA;
i le nombre de circonférences que comprend cet angle;
a le point de la circonférence OA défini par l'angle aOA= a.

Nous rappellerons que l'angle ^, immédiatement supérieur à t, et qui
a le même sinus, est

/ '==(4/-+' i)7r—^
Ï9•
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lorsque m se trouve entre A et B; et

^===(4 f+5)7T— t

quand m se trouve entre A' et B/
Soit ÏQ le temps au bout duquel le mobile atteint une position pour

laquelle sa vitesse est nulle. Si l'on a cos^o > o, on doit prendre, tant
que la vitesse ne change pas de signe ni de sens,

/ > d^s(^ -y- ==:cosf— cosa.
€U2

Dans le cas où cos^o serait négatif, il faudrait employer l 'équation
^îg

(^) -r. == cos^+ cosa,

qui rentre dans la précédente, en y changeant t ' e n 14- n et s en -- s;
nous sommes ainsi conduit à supposer ces to >o, et à faire usage de
Inéquation (^).

3. Si cosa=cos^o, on ne voit pas à priori ce qui doit se passer. Il
est clair que le mobile reste d'abord au repos pour t= ̂ . Quand on a
sin^o > o, ces t allant en diminuant, le mobile continue à rester au repos;
cost devient ensuite négatif, et alors on doit prendre la formule (a ' ) ,
qui ne sera, toutefois applicable qu'à partir du moment où l'on aura
~-cos^> cosa, et c'est alors seulement que le mouvement oscillatoire
continuera.

Lorsque sin^o<o, cos<? va en augmentante et le mouvement a lieu
sans délai.

L'équation (2) donne, en appelant Via vitesse,

( 3 ) v== 37 ^^^---snU'o,---- [t— t^ cosa,

et, en mesurant le chemin parcouru s à partir du point correspondant
\t=t^

(4 ) s == — ces t -+- ces t, — ( t — t, ) sin t, — cosa (£-^10 \a.
v 2 /
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Comme pour 1=1^ le second membre de l'équation (2) est positif,
V croît à partir de zéro et est positif; il atteint son maximum lorsque
cos^=== cosa, et enfin devient nul pour la racine t^ immédiatement su-
périeure à IQ, de l'équation

(5) sîn^i — sirKo — cosa(^ •— t^ == o.

De ce que V>opour cos^=cosa, la position m^ de m correspondant
à t= ̂  ne peut se trouver qu'au delà du point a.

Pour une même valeur de t, mais en faisant varier l'angle a, on a

dV-,- =sinoc(t — t,};

V croît donc avec a et atteint son maximum lorsque a == 90°; il suit de
laque, généralement, ̂  est inférieur à la valeur qui correspond àa===qo°.
Car si, pour une certaine valeur de a, V est nul, pour une valeur plus
grande, V est positif. Dans le cas limite on a sin £\ = sin t^ et en substi-
tuant cette valeur dans le second membre de l'équation (3), on obtient

— COSa(^—/o)y

qui est effectivement négatif, comme cela devait être.

Première oscillation.

A. PREMIER CAS : s in^>o {fig. 4 ) » ce qui, avec la supposition de
cos^o > o, indique que le point m^ de la circonférence correspondant à
l'angle ^o, se trouve sur ce premier quadrant AB, et est placé entre a
et A, puisque cos^,o ^> cosa.

Soient

WQ, a! les symétriques de m^ et a par rapport à B'B;
a", a'" les symétriques de a! et a par rapport à AA'; m^ correspond à

( ^ i + î ] n — t 0 , d'où il suit que m, ne peut se trouver .que sur
l'arc a'Km'Q.

Si le mouvement oscillatoire continue immédiatement après que Fori
a t-== t^ il est défini par la condition (^ /), pourvu que

— cos^ ;>cosa,
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ce qui exige que la position m^ correspondant à ^ se trouve entre a'
et m'ç. Il faut donc pour cela que .^ ==== azTr-t- n — a == (2î'-f- i)7r_ a
rende V positif, ou que

(6) s ina— sinio — cosa[(2^+ 1)71—a— A»] >o.

Si l'on désigne, pour abréger, le premier membre de cette inégalité
par y, en faisant varier to depuis 2 in jusque 2171 -4- a, on a

d<QT == — ços fo 4- cos a << o.
(2/0

La fonction y de ^o €îst donc décroissante et sera positive pour t^= ̂ in si

tanga>7T—a ou a;>64^

et négative pour <?o=^^+a. Pour toutes les valeurs de a comprises
entre 64 et 90°, il y a donc une valeur ^ ^ S U 7 T + <x ̂  annule <p, et

^^ 3 c 7T

lorsque to < ̂  la condition (6) est satisfaite.
On a pour

oc. ===64° ^==az7T

70 2 Î7T -+- 2l4°

80 2Z7r+38°

85 a ̂ •4-65°
90 2.17: -4" 00°

Lorsque l'on aura ^^ ^ ou a<64°, le mouvement s'arrêtera jusqu'au
moment où le point m viendra en a\ et c'est seulement à partir de ce
moment que commencera la seconde oscillation.

5. DEUXIÈME CAS : sin^ < o [fig. 5), ce qui, avec cos^ > o, indique
que Wo se trouve sur le quatrième quadrant, et, comme cos^o> cosa,
il ne peut être situé qu'entre ^w et A* Dans le cas actuel, on a

^(4^ •+•5)7:— ^;

cette limite supérieure correspond au symétrique m^ de m^ par rap-
port à BB\
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Comme V est maximum en a, le point m^ ne peut se trouver que sur
l'arc aB/7/(,. S^il tombe entre m^ et a', on a — cos<?> cosa, et le mou-

» vement oscillatoire continue sans interruption; pour qu'il en soit ainsi,
il faut que

tt X^z -4- 2)7T •4- w •+• a == (2 if + 3)7: — a,

ou que cette limite, substituée à t, rende V positif, ou enfin que

sina — s'mto — cosa[(2Z-+- 3)7r — a — ^o]ï>o.

Désignant par y le premier membre de cette inégalité, on a

rfïo — cos?o + ces a,

qui est pégatifpour toutes les valeurs admissibles de ^o, c^est-à-dire poiir
^ ^ ( 2 ï 2 7 r — a ^ p^ conséquent y est une fonction décroissante <le ^

entre les deux limites ci-dessus.
Lorsque

i° £ o ^ ( î i i - ^ - 2 ) - n — c € f

on a
9 == 2 sin a — TT cas a,

et cette valeur sera positive si

tanga>>- ou a>57°3o' environ;

2° ^== (2Z+ 2)7r,

y est positif si
t anga+a>w ou a>64°.

Pour a compris entre 57° 3o' et 64°, il y a donc une valeur ^o^ 2 ( 4 ^7rwa

de lo qui annule y, et pour ^o <^ ^o ^e mouveniûnt oscillatoire ïî 'éproîive
pas d ' in te r rup t ion , comme pour <%>>640 .
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„ Lorsque
a==57°3o', on a ^ = = ( 2 ^ - h 2)7: — 57°3o'

60 (2; -h 2)7; — 22°
64 (2^-4-2)7:

Si w, tombe entre B et a', on a — cos^ < cosa; le mouvement s'ar-
rête jusqu'au moment où — cos^== cosa, c'est-à-dire lorsque m est venu
en af. Cette circonstance se présente quand t== ( 2 î + ^ ) 7 T + - rend V
positif, ou quand

i — sin/o — cosa (2^' -4- 2)7:-4- - — te ( > o.; ( 2 f -4- 2)7T-4- - — ÏQ \
S 2

Si le premier membre y de cette inégalité est une fonction décroissante
de ^o entre ^o ^/ • ^ » cette fonction est positive pour a ===00°

>( 21+2)71:—a A l l/

et uê-gative pour a== o. Elle s'annule pour a== 4o°^ environ; de sorte
que m^ se trouve entre a' et B pour les valeurs de a comprises entre
4oo3o /et5703c/.

Pour a<4o°3o^ T^ tombe entre a et B; cos^ est positif, mais infé-
rieur à cosa; il y a donc un temps d'arrêt jusqu'au moment où, m ayant
dépassé B, arrive en a!, et c'est seulement alors que commence la seconde
oscillation.

En résumé, pour qu'il n'y ait pas d'interruption dans le mouvemenfcy
il faut que a > 64° 3e' ou, a>57030/*

v <^ ̂ o

Oscillations successives.

6. Examinons maintenant ce qui se produit à la fin de la seconde
oscillation.

De la formule (2') on tire

/ x .,,. ds\ 7 ) V = = - / , = : — smf 4~sin^ — cos<a:(^— ^),

ou, en ayant égard à l'équation (5),

' (8) V == —. sint 4- 2sin/< — sin h — (l — ^) cosa.
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T» / ^ , \ sin^>o sin^>o a>64° i,PREMIER CAS (fig. 4) : , ' » l ^ - » , ^ . . - : en d'autres\^ 0 -••/ COSto^>0 COS^i<<0 ^o<<S

termes, w^ tombe entre a' et m'o.
Soient ^ le temps au bout duquel se termine la seconde oscillation

et Wa la position correspondante de m. On a
(9) — sin^+sin^i — ( ^ — ^)cosa==o.

Si dans l'équation (8) on fait t=== ty -h ^TT, on trouve

V== 2(s in^ -— suKo)— (^o -4-27:— ^)cosa,

d'où, en vertu de la relation (5),

V== 2cosa( /, — SQ -— 7:) <; o.

Le point m^ se trouve ainsi au-dessous de r/^, et, à fortiori, d'après
ce que Fon a vu plus haut, m^ est-il compris entre a! et la symétrique m^
de m^ la quatrième oscillation succède donc immédiatement à la
troisième.

Les points m^ m^... s^approchant de plus en plus de a\ il arrivera
un moment où m^ se trouvera entre a!" et a", et il y aura un arrêt en c^
entre la a/'^ et la {^j+i}1^ oscillation; mais, à partir de ce moment,
le mouvement prendra un caractère périodique, et il y aura un arrêt
constant entre une oscillation de rang pair et la suivante.

DEUXIÈME CAS : Des conditions précédentes, sln ̂ ^ sln °1 cos^o>Q cos^<^o
sont les seules qui subsistent; en d'autres termes, m^ tombe en deçà
de a', et il y a un arrêt en ce point; mais à partir de là tout devient
périodique. Les oscillations seront donc toutes périodiques et séparées
l'une de l'autre par un arrêt constant.

^ ^>64° • •
TROISIÈME CAS ; cos °"^° ou <;57°3oS où (Jig. 5) le point m^

<^ ^9
tombe entre a! et m^.

Les circonstances se produiront de la même manière que dans le
premier cas, c'est-à-dire qu'au bout d'un certain temps les oscillations
de rang pair commenceront à partir de a", seront identiques et sépa-
rées des oscillations de rang impair par un arrêt constant.

annales de l'École Normale, a® Série. Tome I. 20
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QUATRIÈME CAS : Des conditions précédentes, les suivantes seules
subsistent :

cosfo^>o, sîn?o<o.

Il y a un arrêt entre la première et la seconde oscillation, puis les
choses se passent comme dans le premier cas.

Des oscillations périodiques.

7. Nous sommes, par ce qui précède, ramenés aux oscillations qui
ont pour point de départ a\ af' ou a ' " . Nous choisirons le dernier de ces
points.

Reprenons l'équation (5), en y supposant t^ = 2177 — a, si l'on pose
^ == 2in 4- 3^9 nous aurons

sin.37 — x cos a = a cos a — sin <x,

d'où l'on déduit les résultats suivants :
a == o, x o,

10°, 20°,
s»o°, 89°,
3o°, 61°,
4o°, 82°,
5o0, io4°2o',
60°, ï28° So',
70°, ï58°,
80°, i89°3o',
9°°? ^P00-

Pour que la seconde oscillation succède immédiatement à la pre-
mière, il faut que l'on ait x^>n—(x., ce qui n'a lieu qu'à partir de
o:==6o°. Au-dessous de cet angle, on a , pour la durée de l'arrêt
TT — a — x^ entre la première et la seconde oscillation,

i5ô° pour oc.= 10°,
ï % î ° . 2-0°,
8q0 3o°,
58° 4ov

, - ! ! 1 1 ^ ' î!s0°4o' 5o°.

La seconde oscillation est identique ^ la première, et ainsi de suite.
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Pour calculer la durée de la seconde oscillation lorsque a > 5o°,
nous appliqueronsTéquation (9), qui donne, en y faisant ^==.2^-4-^
et tf == 2in •+• x^

sïnz -4- z cosa == sin,r -4- x cosa, «

pour a==6o°, 2=:i38°, ^ — ^ (durée de l'oscillation )== 9°3o^
70°, i6(A ( ^ ) 20»
80°, i66°3(/, ( » ) —-23°.

La dernière des valeurs de z — x étant négative, il en résulte que les
premières oscillations de rang pair n'existent plus à partir de a= 80°,
comme pour a ==90°, cas pour lequel le mouvement est continu.

Les arrêts entre les oscillations de rang impair et celles de rang
pair, mesurées par n —• z -+- {ir — oc) == 271 — ( z -4- a), sont :

pour a ==6o°, 162°,
70°, i3o°.

Pour <%== 80°, l'arrêt entre deux oscillations consécutives est

TT — .sr-t-TT — at==9i°.

Ainsi, au bout d'un certain temps, qui pourra être très-long si a est
très-voisin de 90 degrés, le mouvement devient périodique; mais deux
périodes consécutives sont séparées par un arrêt constant.

En résumé :
i° Au bout d'un certain temps, dépendant des conditions initiales

du mouvement, et qui sera d'autant plus long que a différera moins
de 90 degrés, le mouvement devient périodique;

^° Au-dessous d 'une valeur o^ de a comprise entre 5o et 60 degrés,
deux oscillations sont identiques, mais sont séparées par un arrêt con-
stant ;

3° Dans les autres cas, on a u n e série de groupes de deux oscil-
lations consécutives non identiques; deux groupes successifs sont sé-
parés par un arrêt constant, qui devient nul lorsque a at teint 90 de-
grés.

Ces différents résultats sont en désaccord avec ce principe à priori
posé par La pi ace : V état d^un système matériel dans lequel les influences

w,
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des conditions initiales du mouvement ont disparu par suite des résistances
développées dans ce mouvement est périodique comme les forces qui solli-
citent ce système.

La périodicité, telle qu'elle est comprise dans cet énoncé, ne peut
avoir lieu que si les résistances sont des fonctions impaires de la
vitesse.


