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DE
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SUR LES

DÉRIVÉES SUCCESSIVES DES FONCTIONS ANALYTIQUES

CENEKALISATÎOIN DE LA. SÉRIE D'A BEL

PAK M. W. (xUNI'CHAIiOFF

INTRODUCTION.

Le b u t que je me suis proposé en e n t r e p r e n a n t le présent t ravai l est
de con t r i bue r à l 'étude de la fami l le des dérivées successives d'une
fonction analyt ique. On ne saurait dire que le sujet soit nouveau. Par
l'usage c o n t i n u e l des séries de ïaylor, on est familiarisé avec les rap-
ports q u i ex i s ten t entre la nature ana ly t ique d 'une fonc t i on et la sui te
des valeurs que les dérivées successives p rennen t en un point donné et
qui p e r m e t t e n t de former ce qu 'on appelle « é lément » d ' u n e fonct ion :
c'est le nom de M. Hadamard qu i d o m i n e les recherches si profondes
et poussées si loin qu'on a faites dans cet ordre d'idées. Or, la man iè re
dont les dérivées successives se compor t en t dam un domaine paraî t
avoir été peu é tudiée jusqu'ici . I l est vrai que nombre d 'auteurs ont
été conduits à s'occuper des propriétés des dérivées d ' u n e fonct ion
réelle i n d é f i n i m e n t dérivable sur un segment f ini . I l suffit de n o m m e r
M. T. Carlemari qui , par sa théorie des fonctions quasi ana ly t iques , a
rattaché la poss ib i l i t é du prolongement à la croissance des maxima
absolus des dérivées successives; M. S. Berns te in à q u i l 'on doit ce
fait fondamental qu 'une fonct ion abso lument (ou régul iè rement)
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monotone sur un segment y est nécessairement ana ly t ique ( ' ) , a ins i
que les développements récents relatifs au même sujet où in t e rv i en t la
loi de succession des signes des dérivées ( 2 ) : je puis encore citer une
petite Note de M. Hadamard (3) , où l 'on trouve des inégali tés que
vérifient les maxima absolus de trois dérivées. Cependant l 'étude
directe et explici te de la f a m i l l e des dérivées successives est à peine
commencée. Les résultats i na t t endus , remarquables par leur simpli-
cité et, leur élégance, que M. G. Polya a ob t enus dans un travail con-
sacré à l 'ensemble des zéros de, toutes les dér ivées 'successives ( /1),
nous laissent pressentir qu'i l y a beaucoup de recherches intéres-
santes à entreprendre en s'engageant dans celte voie .

Dans le Chapi t re ' I de mon t ravai l , j ' in t roduis des séries qu'on
pourrai t n o m m e r séries d'Abel généralisées el que j 'appelle tou t cour t
séries CL'}. Kl les paraissent être aussi bien appropriées à l 'é tude de la
f a m i l l e des dérivées dans un domaine que le sont les séries de Taylor,

lorsqu'il s'agit des valeurs que les dérivées p r ennen t en u n p o i n t ,
donné. Une série (S) associée a la suite de points

et correspondant à u n e fonc t ion f ( x ) , procède suivant les polynômes

l \ ( .r)== f d.r' 1 d.r" . . . ( d^

et possède des coefficients respectivement égaux à / l^(<21/,}. Une série
d'Abel proprement di te est caractérisée par ce fait que les affixes des
points Xn forment une progression arithmétique : de telles séries ont
été étudiées d'une manière dé ta i l lée par iïalphen ( î ) ) . Une inégali té
fondamentale

1 p^ ( •r ) i è — [ 1 ' ï ' — ^'o ! -+- ! ^'o — •r! i -+- • • <•"•'-" 1 -^ ï — • 7 ' / / - 1 1 ! l"

( 1 ) Sur les propriétés réelles clés fonctions analytiques {Mcilh. Ann., i ( ) i4).
i * 2 ) Sur les/onctions absolument monotones (Açta math., t. 52;; Sur quelquea

propriétés clés ^fonctions rég'ulière/nelU monotones ( Communications de la Soc.
math. de Kharkojd ^ 4e série; fc. ^).

( ; J ) C. R. des Séances de Ici Soc. math. de France^ 1 9 1 4 .
i 4 } (Jeber die Nu liste lien der .^uccessiven Derivierlen (Math. Zeitschrift, t. là,

1922).
f 5 ) Sur une série d^Abel ( OEu^res, t. ^).
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permet d'aborder la ques t ion de convergence des séries (£). En
m^appuyant là-dessus, f é tab l i s les conditions pour que toute fonction
d^une classe considérée soit développable en une série (S). Je passe
en revue les fondions holomorphes dans un cercle de rayon f ini
(Chap. II), les fonctions entières d'ordre fini non nul (Chap. III) et les
fonctions entières d'ordre nul ou. i n f i n i (Chap. .IV), au moins sous la
restriction que le module maximum de la fonction considérée, pour
l . r j croissant i n d é f i n i m e n t , soit comparable à

^K lu^l.r; (^ ̂  ̂  ̂

o u a
.kl •'•i'7 i- -.<?'" ( K >• (:.). or > (:.» l.

Si, par exemple, une fonc t ion J\x) est supposée ana ly t ique au
point » r==X, i l suffi t q u e les points x,, 'convergent vers X et que la
série

^ | •ï'n ~ ^"//..-M i

soit convergente. Si fÇx) est une fonction ent iè re d'ordre c ( f in i et.
non nul) et de degré A ( 2 ) , i l suffît, que l'on ait

{ pA. ) ' J lit'n —^ ^ | ,i\) — ,/.'v.4.i ' << o.) ( ï 4- ^ '̂
^ :, Âwà

n0 ^-=0

où co est la racine positive de l 'équat ion
ojpe^4-1:^:!.

Il en résulte des conséquences importantes qu i concernent la dis-
t r ibut ion des zéros des dérivées successives ou, si Fon'veut, 1^ déter-
mination des fonctions par les va leurs des dérivées en une suite de
points (généralisation de la propriété classique des séries de puis-
sances). Citons deux propositions particulières : x,^ étant un zéro de la
n'"'^ dérivée, si la série ï.\x^—x^^\ est convergente, la fonction
admet le p o i n f X == lim.r// comme point s ingu l i e r essentiel ; si tous les
points x^(7î=o, ï , 2, ...) sont contenus dans un domaine f in i , la

1) Voir leé déf in i t ions de la page •>.4.
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fonc t i on ne saurait être entière d'ordre infér ieur à on , ou d'ordre un
et de degré zéro.

La méthode employée permet aussi d'aborder l 'étude des fonct ions
non analyt iques indéf in iment dérivables sur un segment, et l 'on
obtient une re la t ion entre la croissance des maxima absolus des dér i -
vées successives et la densité des zéros (.Chap. V).

On trouve, dans le Chapitre VI, une discussion d 'un problème
d' interpolat ion relié d 'une manière évidente aux séries (H) et caracté-
risé par les équat ions ^ . ,

/^'(.r/J^C/, {n=o, i., ^ . . .) ,

où les C// sont des constantes, et la fonct ion f(x) est assujet t ie à faire
partie d 'une classe donnée . Dans des condi t ions assez larges, je cons-
truis une solut ion et je prouve qu'elle est u n i q u e .

• Le Chapitre VII est consacré à quelques extensions des résul ta ts
précédents : il s'agit de borner in tér ieurement les m i n i m a absolus des
dérivées successives sur une suite de cercles concent r iques , la. crois-
sance de la fonct ion elle-même étant supposée connue, ,1e passe ensu i t e
à une H m i Ê a t i o n d'en h a u t pour la va r i a t i on du logar i thme do module
d 'une suite partielle de dérivées successives. Les résultats acquis
comme suite d'un calcul assez délicat paraissent ne pas a t te indre le
degré de précision qi^on pourrait a t tendre . Inversement , en imposant
u n e l imitat ion d'en haut pour les variations du logar i thme du module
de toutes les dérivées successives, je cherche à préciser la na ture ana-
lyt ique de la fonction considérée. Cette dernière recherche, basée sur
une inégalité de MM. E. Landau et 0. Toeplitz, est é lémenta i re et
condui t à des résul ta ts plus satisfaisants. Dans le Chapitre VI I I , je me
demande si les propositions relatives à la suite des var ia t ions du loga-
ri thme du module sont susceptibles d'être transportées dans le
domaine réel : en se servant , une fois de plus, des développements en
séries (S), on pa rv ien t à un théorème précisant, en quelque sorte, les
résultats de M. Bernstein sur les fonct ions régul ièrement mono-
tones.

Une certaine partie des résultats de ce travail ont été publiés dans
les Comptes rendus de P Académie des Sciences de Paris {Sur les suites de
z'éros des dérivées successives^ le 7 mai 1928). Une autre note (Sur la
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détermination des fonctions par les zéros de leurs dérivées^ le 2^ dé-
cembre 1927 ( '\ parait ne pas être étrangère au sujet t r a i t é ici.

ïîn t e rminan t cette in t roduc t ion , il. me reste à exprim.er ma recon-
naissance très vive et sincère :

A l ' In ternat ional Educat ion Board (ac tuel lement Rockefeller Foun-
da t ion) , dont le sout ien généreux me'permit de réaliser mon séjour à.
Paris, où ce travail fut conçu et commencé;

A M. Paul Monte! sous la direction de q u i je puis me fé l ic i ter d'avoir
t ravai l lé , et dont les conseils et les encouragements m'ont été si
précieux ;

A mon cher maiire M. Serge Berns te in a qui je dois la format ion de
mon esprit scient if ique et qui a t a n t contribué à tous mes progrès
ultérieurs.

CHAPITRE i.
1. Cn problème d^ interpolation. l^es polynômes P/^.r). — Elant

-donnés n nombres complexes

on cons t ru i t f ac i lement un polynôme P(.-r; x^y ..r,,..., j1,/ i ), de degré n
par rapport à la variable x, d é f in i par les égalités s u i v a n t e s :

( P'7"' {.ffii ; .'/•((, , / • , . . . . . ./•/;,..,..) ) :== o ( ni -==. o, i, . . ., n --- i ),
/ | > 1 / < 1 / » . • y. r - /•• \ -—— l ( '2. \' 1 ( , . / , . / ( , . ./ i . . . . , . / / , _ ) ; === 1, [ ) .

Pour obtenir V(x ; x^, x\, .. .,,2^-1), i l suffit d 'e f fec tuer successivement
n intégrations mdé f în i e s en prenant Puni té comme première fonction
a intégrer, et en déterminant les constantes d ' intégrat ion de manière
que les conditions précédentes soient vérifiées. On trouve ainsi
l 'expression expl ic i te

P ( .r ; .r». .r,..... .///„, ) -=: f dx1 f d.r" . . . ( ^r /",
^.r-« *<>•, ^r,, -,

(r) Voir aussi Corn/n. de la Soc. math. de Kharkof/^ 4e sme, t . 2; p. 49-56.
cîm

( 2 ) ' ^ " ^ ( a ; ' ) désigne 1 H dérivée d'ordre /n '. —,——® (« '^ ) . On considère 3 a fonction elle-
même comme la dérivée d^ordre o,
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les chemins d'intégration étant arbitraires. Dans le cas où 7?, == o, on
pose, par définition,

P(,:2 ')^î .

Observons que l'on a iden t iquement pour m^n

P'^ ( ,ï:\ .rn. . / • i , . . .. .r^_i ) == P (.r; -r/^ .r/,,..H. • • - >T^.-~\ ̂

d'où l'on déduit

( 9,} P(.r: j'o, <.r,, . . ., .r̂ ., )

=:: [ dx' 1 cLr . . . ( P^.r'7"; .r,/,, .r̂ ,, . . . . ,r,,_, ) ̂ r"".

En particulier, si m ^ o, on obtient, en remplaçant n par n -h T ,

( 9/ } P < -r ; ^•n. .r,, . . . , ../.•,/ ) =: ^ Î  ( .r ; .r,, ./-,. . . ., .r,, ) A-.

Nous disons que le système des polynômes P/,(.r) (^ =-<"», î , 2, . . . ) ,
définis par les identi tés

P()(.r) ŒEE î . P/,(.^) ^= ^ ! P(1^; ^•(,, . . /• î , . . . . J'n - î ) ( /A > 0 ).

est associé à la Silite des points

./•(,, .r,, ,/^. . . . . ./•„. . . . .

On calcule les polynômes P/,(^') de proche en proche en se servant de
la formule (2^) :

P,(.rj=:i.

P,(..r)r=,:r—.ro,

•P^x)^-(x-j',Y-{x,-..^Y.

}\ ( x ) ?== ( .r — x^f — 3 ( .r, — ^2 )2 ( .r — .î^ ) — ( ,r^ — .r^ Y,

i\ ( ,z- •) == ( .r -.- ..̂  y — 6 ( ,r, — .2-a )2 ( ..̂  — .r, ̂

— 4(. r i— .r,)^^—.^)-^ G^yo—.-r.,)^,^—.^)2-" (.^—^3)^ .

Le polynôme P(.r; .T), .^2? • • - ? •^-i) peut être mis sous la forme d'un
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déterminant
./"

..ro
( i !

./.'"-
0- î

./,'''
?,

.r
i

o

. r " -
( ^ —

1 ' -^
( ^ —

.r-
c /? —

.:̂ -
c /?. —

- '
i '} \...... ;
i: ') !

-2

^ ) '.

3 ) 1

j.:""
n \

•v'»
fi \

.^n—\
•*-' |

( ^ , - i •) \

J:^""2

( n -- 9. ") !

•^7-1

)

Exemples. — 1° Si les points ^ forment une progression ar i thmé-
tique

,,/;„ r= a 4- ^/,

on vér i f ie immédia tement que

î;\ (.,/; ) == ( j' — a ) ( ,/• — <7 — //./ j""""' (' n ^ i ).

Le cas ^= o nous d o n n e
S\ ( ..̂  ) =r (,.r — ^/ / .

2° Si les points *r// sont en progression géométrique
• • ,r,,-=:al"^

les polynoines P/,(.r) sont liés par la relation récurrente, suivante :

I \..,, ( ,/• ) - = : ( / i -4- i ) / / / ^ I\ ( - - \ dy.
'•'n \ /

Pour le voir, i l faut teni r compte de 1/homogénéité

P0..x", Â,r<-i, Â.ri, .. ., /../•//„,,') =-=/./A P ( .r ; ./•(,. ,rp . . ., .r//_i').

Si / r=: — i, il vient,

?„,.„,, (./•') =: (— 1 . 1 7 7 ( n -r- i") ^ Pn (— r ) <r.

Les polynômes P/,(.T*) qu 'on obtient dans ce dernier cas sont liés aux
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polynômes classiques d'Euler E,/(.r), définis par l ' ident i té

^[E«( . r ) 4-1^(^+1.)]==.^

ou, ce qu i revient au même, par les formules récurrentes .

E^ (, /• ) == ^ n 1 1^,,_, ( ./;• ) .̂ r, , .
«./o

E ,̂.., ( . r ) ̂  (:ui 4- 0 ^ ^^<(-?') d.r ( ' ).

lin eilet, eu ra i sonnant de proche en proche^ on vérif ie que

I\/(.^^(,I<)/Œ^^^^^^^^

ou
Î^C./-)^^^)^^^1^1).

suivant que /?/ est pai r ou impair.

2. Les séries ('.E). — Dans ce qui suit , nous aurons à étudier des
séries procédant suivant les polynômes P///.^) associés à une certaine
suite de points, c'est-à-dire les séries de la forme générale

r, Pô (,2-) 4- c, P, (,r) 4- c, 1\ (.;/•) 4- ... 4- r, Pn(.^} 4- .....

Supposons qu'une telle série soit un i formément convergente dans un
domaine (D), qui est supposé comprendre tous les points Xn de la
suite à laquelle les polynômes P/,(^) sont associés. Soit/f^r) la somme
de la série. En dérivant n foi? l 'identité

f(x)^^ <,?,(>)
o

et en posant ensuite x = x,^ on obtient, en vertu des formules fonda-

( ' ) Voir N. E.NÔRLUND, VorUsiingen liber Di^'erenzenrechnung^ i(p4.
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mentales (0, les valeurs des coef f ic ien ts c//

r-o = f( ./•<,}, ! r,, -=. -^, /!/" (: ./•/, ) ( n Z ï ),

de manière que la fonc t ion f(.r) se t r o u v e développée, dans le
domaine ( D ) , en la série su ivan te :

f{^)=f(.{^} 4- -^.rf./-,) l ' i c . / - ) -4- ^ j " ' { . ^ \ } ^ \ { - ^ ) - 4 - - . . .
-4 - l , . / ' ! / / i ( ^ / / ' ) ^ / ( . / • J 4-. . ..

Inve r semen t , une f o n c t i o n f(x) é l an t donnée, si e l le est ho lomorphe
clans un domaine (D) qui comprend les points x,,(n == o, i, -2, ...), on
peut construire une série qui sera dite scric (S) correspondant à la
fonction f(^x ) et procédant suivant les polynômes !\ (.r)

( ̂  ) /'( ./• ) r^ fi ,r, ) -r- -1-, / / ( ,r, ) 1 ) , ( .r ) -1 - ^ , /' ( .r, > • {\ ( .r ) 4" . . .

-4 - - -, ./' '"'(..r,,) P / / f . r ) +. . - .

Rien n'empêche de considérer les séries (^) dans u n domaine réel à
c o n d i t i o n q u e la fonct ion f ( x ) y soit ^ndé j l in imen t dé r ivab le .

Si tous les po in t s de la su i t e .r/, co ïncident , la série (I;) se r é d u i t à
celle de Taylor, dont el le représente a ins i u n e géné ra l i s a t i on na tu re l l e .

Si les po in ts ,x,, son t s i tués en progression a r i thmét ique x^^a-^-nt,
la série (S) prerrd la forme

( 3 ) / ( .r ) r^ f { a ) -r- -^ f ' ( a 4- / ) ( • r — a )

..4- .^ f " {a 4-' ^ / ) (•./-• --- ^) (•^ — ^ — ^ ( )

4- . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

4- -'..- / ' ( / /1 ( a 4- il! ' } ( ̂ ' — r( ') f ̂  — a— n( ) " -'
n I < / • "
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Cette série, introduite par Abel ( ' ) , a été étudiée par Halphen (2) .
Signalons encore un cas particulier des séries (S) où in t e rv i ennen t
les polynômes d'Euler. En faisant

on trouve

( 4 ) /{ x ) r^ j\ a} 4-- -'-, / ' ( — a } . ^ a E, ( •2——-^ ]

' /.,/ ! - , , , ^ fa — .z' \
-r- -y, / • • ( ^ ) . H. 0^ L, —————

-^.rc-.M. ̂ ^(^-)

+^•f'ïn'^•{-r{a)î'•l^^)

...-^^,/.-..(..-.U^)-•K.„..,(fl^;

Nous nous proposons d'étudier l eA séries (S) dans toute l eu r géné-
ralité. Une fonction/(a?), holomorphe dans tout le plan ou dans une
région du plan étant donnée , i l s'agit de reconnai t re à quel les condi-
t ions une suite de poinis ,,x1// doit être soumise pour que. la série (2)
correspondante soit convergente et a i t pour somme/(,z*). Ou bien,
une suite de p o i n t s ^, étant donnée , quelles sont les fonctions f(x)
qui se laissent développer en sériel) procédant suivant les polynômes
associés 'PnÇxy!

Pour que la série (S) correspondant à une fonc t ion /(.r) soit con-
vergente et ait pour somme /(.z-), il esl nécessaire et suff isant que le
reste R/,(^) défini par la formule

// -.... i -
A'2') ̂ .S TT-.^' ̂ ) ̂ (O'^ H»( - / - >

tende vers zéro lorsque n—x. On vérifie sans pe ine que IV .r) peut

t1) N. H. ABEL, Sur les/onctions génératrices et leurs déter minantes (OEuvres, t. 'à).
(2) G. H. HALPHEN, Sur une série d'Abel [ C . R. Acad. Se., t. 93/p. roo3); voir

aussi OEuvres^ t. '2.



SUR LES DÉRIVÉES SUCCESSIVES DES FONCTIONS ANALYTIQUES. 1 1

être mis sous la forme

R ^ ( . r ) : ÇH. r - f ^ . r - . . . j [ f:"' (.r'"') /-/.r".

3. Une lirhite supérieure pour le. module des polynomee P/,(^) et pour
le module du reste de la série (SV — Nous al lons considérer l'expres-
sion un peu plus générale

f..'•"••• ' f " 1 - ' • • • f F(,.y'"1 ) da,.•.'n\ \ ri -r""'

Soient /,., le segment rect iHigne qu i jo in t les atïixes des poin ts x et.ro,
Z, celui, qui joint .2*0 et .r,, . . ' . , enfin 4_i celui q u i j o in t x,^ et a-:^......,.

Désignons par L la l igne brisée formée par les segments /o, / , , . . .,
4,-i; elle peut avoir des points mult iples ou bien se recouvrir elle-
même. Admettons que la fonction F(^1) soit holomorphe dans un

^ domaine en touran t la ligne L et que. l'on y ait
;S^ r ) | ^M .

On choisit les chemins d ' in tég ra l ion dans l 'expression 1 de manière à
suivre le contour brisé T. dans le sens des indices décroissants des
points x,. En posant

r,;..,̂  — ,/-„,„,;; | -••. . . "-1- ; •f'i..^ i-m ^i ,

//,_i ==o, / --=. /n -1-- : „/• ~~ ,r. !,

et en désignant par ( ^ ( k == i , 2,,. . . , n) la l ongueur de la l igne brisée
j^^pZ-'7" (en suivant toujours le contour L) , on obtient successivement

/• / /-*•*'' /••'•" / . . ' • " • 1

( i ) I 1 ! ̂  | df j d.ï-" j d . i - " ' . . . F ( . c [ n i l } dx^
v f^ w , < ' '-'.«"„ " - ' ' n

( dx" ( d^ ... i ¥(^)dx

r 1 1 r - ' " ' / -> r " - 1

g , | d t " f d . r " ' . .. ^ F(,^)^.^
ty/, -' .^ ^.^n-i

,n-.

V { x ^ " } d x [ n } ^ M | dt^".
€//,,. <
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Par conséquent,
r' r 1 ' r f " " 1

[ 1 i ̂  M ^ df' c W ' . . . dt^ -=- P { / ; / . „ / , , . . . , fn.-, ).
^/., -//, -7//, - i

Or, en vertu des inégalités évidentes,
/ <" f 1 < " i t <' i " ^ /"' > / <"" / 1 " ] <" " / l / / • - - l l t •' n ^ " ^ * ? -i = ( = ' ? ' • • ' ' < i - ~ \ = ' = ' ? •

^--MÈ^ ( 0 ^ / ^ / ? • —— '̂

la dernière intégrale ne saurai t qu 'augmenter lorsqu'on remplace
toutes les l imites inférieures d ' in tégrat ion par ^i=o, ce qui nous
donne

,/ ^' / . / " ' ,/,/ ^f ./" '
^ M I ^// ^ ^/\ . . ^ <// l / / i

<.'o </' o «- '«
M l df I f f l " . . . I ,/^=M - , .

/i !

L'égalité est effectivement atteinte dans le cas où les points x^, x^ ...,
x^^ sont confondus.

En tenant compte de la signification de /, nous en tirons deux con-
séquences.

En posant d'abord F(^)=E=Ï, on trouve une limitation pour le poly-
nôme P(^; x^x,, . . ., .r/,_,) .

(6) | P(.z-; ,ro, .r,, .... .r/^ ) | ̂ ^ [\ .,• — .,,„ | -4- [ .,•,— .r, | -4-...4- | ,r/,,..^— .r̂  |)/'

ou bien, si Ton pose

/^== i.^~,^^^, ^ O^o) ,
ni— i

^=1 o. ^«= i ^•o —'.r^ + | .:r, — .r^ | -l- ... 4- | -r///_, — .r/n j ==: V ̂  (m ̂  j ) ,
'/ =: oon a

( 6 / ) l ^ ) / . (^ ) l ^ ( l ^—•^ l^ -^ - - l ) " (^^ i ) ,

inégalité dont nous aurons besoin.
Ensuite, en posant- 'VÇx'^f^^x} et en dés ignant par M,/ le maxi-

mum du module de/^Qz-) sur la ligne brisée xx,x, . . . .z^, on
obt ien t

. (7\ , lR»(^)l^^ /(i^--^l+-^:l) / ( (^i),
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à condition que la fonction /(<r) soit holomorphe dans un domaine
entourant la ligne brisée nommée.

CHAPITRE 18.

4. Convergence des séries (S). Cas on la fonction f\x} est holomorphe
dans un cercle de rayon fini,

THÉORÈME I. — Si : 1° la séné S/^= S oc.,— .r, ,1 | est convergente^ ce
qui entraîne nécessairement V existence de la limite l im . r /<==X, 2° la
1 1 n -^ ^

fonction f(x) est holomorphe (/ans le cercle de centre X et de rayon R,
alors f(x) est représentable par la série (S), cette série étant uniformé-
ment convergente dans tout cercle intérieur au cercle d'Iiolomorphie.

Démonstration. — Soit, pour s impl i f i e r , X =o.
Nous allons voir d'abord que la série Ç^) est un i fo rmémen t conver-

gente dans le cercle |.r|:pV, où o<^R/<R. . Soit ïT un nombre tel
que R^IV^R. La sériel ')^—.r,^, étant convergente, d'après
notre hypothèse, so i t

î ""̂
^n~~ / , \ • f ' ^ " - • /^ ,- i |.

On peut assigner un ent ier N s u f f i s a m m e n t grand pour que l 'on ait

( 8 ) ?N< .1: (H '— H..').

Désignons, en g-énéral, par M ( 9 , / " ) le , module m a x i m u m pour
l ^ ' l ^ r de la fonction 9^)? cette dernière é tant supposée holomorphe
dans un cercle de centre origine et de rayon plus grand que "i\

L'inégali té suivant-," conséquence immédia te de l ' intégrale de
Cauchy, est bien p<)nnue

"'^^^^ ."•<")•
Considép^hs la série qu'on obtient en d i f f é r e n l i a n t N fois la série pro-
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posée (S). En vertu de l'inégalité précédente ainsi que de l ' inégal i té (6)
du paragraphe 3, on obtient une l imi ta t ion pour le module du terme
général (n é tant assez grand pour que l 'on ait |^ | < B." et n > N)

f n\ , y> » P'Ni ( r' \
—f ,/ t• f/' ' " // ' ' .

^ M(/'^, I.r/.D.i P(<r; -r^, .r î. . . ., .r, î) ;

Mij1^, m
< (71 — N)!^R'--l.rJr"-N

X .———.-.— ( i ..r — .r^ I -i- ! ..r̂  — .r̂ , | -h... -r ! ..̂ -a — •Vn-\ \ )ft~~' *
( lî, —— L\ ) .

Puisque

et
| ,r —• ^ 1 ^ 1 ^ 1 + 1 . /N ^ ^ H' -+- ON

' | .x^ — .r̂ .,,.1 | — . . . -\- \ .r,,..,.. — ./•//„, | $ p^,

il vient, en définitive,

^/-z^T^) -"^.«••(^^
Lorsque n augmenle indéf iniment , on 'a l im^n==o , donc la racine

n1^ du module du terme général considéré a la l imi te supérieure qui
ne dépasse pas ^"p;^ , et ce nombre, d'après. (8), est inférieur à
l 'unité.

Par conséquent, la convergence uniforme et absolue a lieu dans le
cercle \x ^IT. On remonte sans difficulté à la série (2). Donc, la
somme de la série (S) est une fonction holomorphe à l ' intérieur du
cercle ^ |<^R. ' '

Passons main tenant à la considération du reste de la série qu'on
obtient en dérivant N fois la série (S), le nombre ent ier N étant cette
fois déterminé de telle manière que l'on ait

FN-^ (c^R^R). . ' ,::„

Admettons encore que x se trouve dans le cercle

,...,..^
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Alors i l résulte, d'après le paragraphe 3,

1 ^•(•'•' i < -,7— -̂yr M (/ "'• l î - ) ( i •'•' ~ •^ j + ON '"-'

.. J^O^——i :./. + .^)"-^ M( ?\ R'-) ( -4———^

'(H--^) ' \ -^ .

— -''- 2Û.N

I.e noînbre -i—,——— étant inférieur à Punité, on voit que
^-R/

/ ^^On en conclut KOUjonrs pour .r ^ • y ~ i qu< :

liiïi | H//,( .:r )

Donc, pour |.r ^ H^ la série (S) a la somme /O). Or, la somme de
cette série étant holornorphe dans le cercle x < R, ta somme est.
é^ale à/(.r) dans ce cercle^ntier.

5. Distribution des zéros des dérivées successwes.. — On dédui t du
théorème 1 une conséquence intéressante relat ive aux zéros des dér i -
vées successives : une fonction f ( . r ' ) ( ^ . o " ) étant holomorphe dam un
domaine (D), si unendte de points x^ x^ a^, ..., x,,, ... est déterminée
dans (D), de telle manière quex,, soit un zéro de la n " ' " " dérivée

y/"(,/.•) (n =z o, i, '^ ... ).

la série ï.iin ne saurait être convergente à moins que la limite X des
points Xn ri appartienne à la frontière du domaine.

En effet, si. le point X était intérieur a (D), la convergence deS^,
entraînerai t la possib-Hîté de développer f(x} en une série (S) dans
un cercle |.r <ït<'de rayon non nul. Op tons les termes de cette série
étant égaux à zéro, il s 'ensuivrait f{x} === o.

En particulier., on obt ien t pour les fonct ions entières le résultat sui-
vant : toute'série de la forme 2]^—.xv-..., | (où x,, est un zéro quel-
conque^ laj^'"'. dérivée) est nécessairement divergente.
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Considérons, à litre d'exemple, la fonction /'(x) = e r. On a
lim/^ (,r) ==o.

.<• -> o " '

lorsque .2; tend vers zéro en passant par les valeurs positives, et ceci
quel que soit n. D'autre part, ff!(^î-\=o. D'après le théorème de
Rolle, il existe des xéros positifs x^ des dérivées f^^x^Çn ^> 2) tels
que x^ > x^ > . . . > x,, >. . . > o. On a

X r= II in ,j'̂ r=: (,),

et c'est un po in t s i n g u l i e r de la fonction.
On peut encore énoncer la proposition précédente sous la forme

suivante : une fonct ion analyt ique f{x} est ent ièrement dé terminée
par la connaissance des valeurs /(//) (a-^) (n = o, ï , 2, . . .), à cond i t ion
que la série S|.'r,—.z^., | soit convergente. C'est, é v i d e m m e n t , une
généra l i sa t ion de la propriété classique : U n e fonc l ion a n a l y t i q u e est
ent ièrement déterminée par un « é lément », c'est-à-dire par l 'en-
semble de valeurs de toutes ses dérivées 'en un poin t donné.

Signalons qu'on ne pourrait pas s'attendre à se passer de l'hypo-
thèse de la convergence absolue de la suite.S(,2^— .r,, , ,). C'est ce q u i
est mis en lumière par des fonctions tel les que —l—; ou ^ •*'". En ei le l ,
dans ces exemples, quel que soit le po in t réel X, il est possible de
déterminer une suite de zéros x,, de manière que les x,, convergent
vers X. Or, ici , la convergence de'la série S(.2^~- .̂.,., ) n'est pas
absolue.

Il est à remarquer, d'autre part, que la série ^\a^--x^^ peu t
diverger aussi lentement qu'on le veut, et ceci même dans le cas des
fonctions entières. Plus précisément, quel le que soit la suite des
nombres positifs a,, croissant indéf in iment

' ' ffn •< ^n 4-1 ? \\in (.(„=. w ( n > i ).
// •>- V,

il existe une fonction en t i è re /(.r) et une s u i t e cor respondante x^
telle que l 'on ait

//

2



SUR LES DÉRIVÉES S U C C E S S I V E S - D E S FONCTIONS ANALYTIQUES, î 7

G on sir ni, s on s une fonction ent ière rée l le qui possède les zéros
a^ (/?,== G), 1 ,2 , . . .) et soi t a^=^ o; dé s ignons par a'^ le zéro (ou un
des zéros) de /"'(.2") qu i se t rouve dans l ' in te rva l le a,, <^x <^ ^// ,^i ,
par a"^ ee lui des zéros de y'C.r) qui se trouve dans l ' interval le
a^^x <^ a^,^ et ainsi de sui te . En général, on a

a'^< nf;^1.

En posant .2^== a^ , on obt ient ,:r//_i <<.r/,, et d'autre part,

,r/,.m- ^( / / 1 -<; a ' ^ " 1 ' <^ ('71.,//"1"'2' <^ . . . <^ <'•//.,,

donc

^ | J\ , 1 — .^•^ | rr: ,r//< <// / .

D ans 1 ' e x e in pie p r é c é (I eut, 1 e s [ ) o i n 1 s x,, n ' on t p a s d e 1 i n » i l e fi 11 i e.
Les choses se passent d ' u n e m a n i è r e dil îerente si les x,, convergent.
vers une l i m i t e f in ie . Dans ce cas, nous ob tenons le théorème sui-
vant :

TIIKOKÈME I I . — i^ne fonction / ( ' t ' ) ( ̂  o) étant supposée liolomorplie
dans le cercle \x — X <; B, sou .r,, un ^éro de la • n " " " ' dérù'ée /'""(.r),
^'// << R(^ ==o, 1 ,2 , . . . ). .SÏ l'on a :

i" J i i n -r/,=r X,

' ) 1 > 1 i 11 > // // /, ~= ], ( if,, = |. /^ —, ./•^ _ i |, î^ >. o ),

le rayon d'holomorphie au point X est borné

^•^Le.

Par contre, si /(.r) ̂ i o et que l'on ai t

II m ,ï •//==: X, {ini n //„== o,
fi -:>- y- i i l . •'^ v.

la fonction /(^) ne peut être analytique au point x == X.

Démonstration. — Soit X = o.

s étant un nombre positif arbi trairement petit , on a, d'après nos
Ànn. Éc. Norm^ (3 ) , XLVIL — .LvNvililî 19^0 , 3
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hypothèses, pour les valeurs clé l ' i nd ice /? suff isamment grandes (n > n,

( i o *

En vertu des égalités /""(..r/,) == o, on obt ien t , // et/) étant, des ent iers
p o s i ti fs q i2 e 1 cou q u es,

J'\,r }-:-=. 1 rf.r' 1 ^./•" . .. / / ' " - /"( . r / ' ' / " ) d , r ' • ' l • ^ f "

.Dérivons n fois et faisons e n s u i t e x == o,

/ ' / / (.<»= f f f r ' 1 ' [ Ç ^/. /• / / ^ . . / ^' / / "/' ( , / - / / - /" » ^,r " l i i • l • / i " .

Si // > /?„ la var iable a'^1^ sera en module i n f é r i e u r e a £, et l 'applica-
t ion de l ' inégalité fondamenta le , du paragraphe 3 nous donne

L/'"^) ; < - M.f/—7-. £) [ | .^ | + //,.+. /,,,, +.. . .4» ,̂,,,,̂ ,,|̂

Grâce à la seconde des inégal i tés (1.0 ), i l v ient

i l , , -IL- //„-,„, 4- . . . -i- ^̂ ...,...> •< ( 1. --h c ) ( •i-•i•-î-— + . . . -.+. ,-.̂ ,..̂ ..,,„„-T.»..,...,..,-.. ^
\ / / -+ T /? -( - / / - - I )

« (,,-,,. ^ »(,^/\ .,.fr
' \ // /

el en t enan t compte de la première, on obtient
i -rn \ -i- //«-4- ( ln . . \ •4- . . . -4- ffn^/i-.ï •< £ -4- ( I,. -i" c i Ic^ 11

D'autre part,
1 ^i(/• l / /••---Y^31<(^4-/.)!M l / t j i^^ l.7 ! ( R — ^s- ' j^-/^

Par conséquent, il résulte, en posant Al(/1, R — s) = K,

-r" f l . 4- £) }o^( i 4- // }
' \ n /1 / - / . (0 ) i<4K^——Z^L

• /^ ( {^"..r^g^T/r'1'"""'''"'" •• "?
donc

.y17^z^t^ < K^y^-±^i £ 4- (L4- £ ) lo^( r 4- /^ j" .
/z,
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Faisons dans cette inégal i té p =-- [an ) où a est un nombre posit if
arbitraire et \ii \ désigne la partie entière de / / .

Si n tend vers l ' i n f i n i , le second m e m b r e au ra la l imi te

( ,̂  ^- [ j'a-M j' g ...̂  ( J ^ ^ ) }o^.( i .̂ _ ^ ^ ja
1 ^ a ^ ^ - — — . ^ - ^ 5

tandis que le p remie r aura la l i m i t e supé r i eu re

-....- / / / j / < i / / • • ( 0 ) ' 1
l î l » i/1 l——1—————— ";rl' p "/ / . ^ y ri • î »

Ainsi obtenons-nous

1 ^ ( 0 — 1 1^" ' | & -i- ( 1.. -r- £ ' ) ' Io^ ^ I, 1 - ! - - ^ I p
'H 1= '""""^a1 '1~ --•-1••111-1•••-•111 '1••111••-••11^-^-_•1-^-^1-^ ̂ ^^--.-~-

Le nombre £ étant a rb i t r a i r emen t pet i t , fa isons- le t endre vers %éro

î .„- ( a '•J- r )a""< ' { I , j | < > H ' ( i -i-a ) { a

R ": ••••1-1"11^^1-——1- '- '-"-"g.îi.-a1-1- • ' 1 - ^

donc
a . i i

,» ... • • 1 y' J0^'( 1 - - ( • • • - ^ ).K.sL( ^ -s- i i J- ——-ii —- 5
•y.

So.it^ e n f i n , a tendant vers zéro. On o b t i e n t f i n a l e m e n t

H ^ i .r. , c. Q . p. T> .

6. Application à F étude de V ensemble des points ( P). — En étudiant
l ' ensemble E des zéros de toutes les dérivées successives d 'une fonc-
t ion analytique. M.. G. Pôlya a été c o n d u i t à considérer l 'ensemble
dérivé E ' d e l 'ensemble E ou, e n ^ d ^ u t r e s termes, l 'ensemble de
points X au voisinage desquels i l existe u n e i n f i n i t é de zéros de déri-
vées successives ( ' ) .

Nous appellerons de tels points des points ( P ). .
Un point (P).y== X sera dit régulier s'il est possible d'assigner une

» 3 ) G. PÔLYA, Ueber die NuMstellen der siu'cesfiiveiz /)erivier(,en {Math. Zeitschr.
Bd là, 199^/1.
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suite de points ,r^n == o, i, 12, . . . ) te ls que : î° .r// soit u n ' z é r o
de/^ (.r); 2° on ai t .lim.r//== X. D'après les résu l ta t s de M. Pôtya,

71,-^ V.

l o u l e fonc t ion méromorphe nou entière ne possède q u e des p o i n t s ( P )
r égu l i e r s ; la condi t ion nécessaire et suf l i san te pour (sue ,.r == X. soit
un p o i n t ( P ) consis te dans ce cas en ce que le point X soit éga lemen t
é l o i g n é de deux pôles les p lus proches. Un exemple des p o i n t s ( P )

irréguliers est f o u r n i pâî\/'(^) == sin.r, X. = K i: (K e n t i e r ).
Soit ,-r -=== X un point ( P ) régul ie r d 'une f o n c t i o n /'(,r), supposée

a n a l y t i q u e en ce p o i n t . On désignera, dans ce qu i su i t » par x,, un zéro
de / '^(.r) Jouissant de la p r o p r i é t é qu' i l n 'en exis te pas d'autres dans
le cercle } , r - — X , <^ [ a : / , — X ^ [.^/ est le po in t .X l u i -même si / ^ { x )
s'y a n n u l e j. Faisons correspondre au po in t X un nombre a, qu'on p e u t
nommer Vordrç du point (P ) , et. q u i est d é f i n i par l 'égal i té

<'. î î ) -- .=r _ li ni /^ .r/^— X. ,,
y- * ^ // ^ -y.

où R est le rayon d ' Iudomorphic de la fonc t ion /Y.z") par rappor t au
point X [/(.r) é tant , par hypothèse, une f o n c t i o n non ent ière |,

Le théorème 11 nous apprend q u e l'ordre d ' u n point ( P) ne peul
jamais cire supérieur à le. En e f l e t , on a

^ ^ ^.jim //|.r/,—^.,.,^ ^(iîin/z|.r//~ X i -4- lim ii\ .r/,,,, •1-..-1 X \}=i ^,

donc
y. ':.: •>.r.

A t i t re d'exemple, plaçons-nous dans le cas ie p l u s simple, où / (< r )
est une fonct ion r a t i onne l i e ayan t deux pôles, soit

,. î
/ ( . / • ) -= .....——-——-, / ( ^> o^

" ' ! ,/•'" -— ( ( ' "

Les points (P) sont tous les points de l'axe réel. Les dérivées f ! i n ' ( x }
(n = î , 2,3, . . .) ne possédant que des zéros réels, soient .r^ et x^
deux zéros consécutifs de /'"'(.r ) q u i comprennen t entre eux le point
lixe a"==,X, les égalités .z^ ^= X ou .2^ == X n 'é tant pas exclues. On
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t rouve facilement
7T / n ~^~ 1 <Ï.r..zzz fi co î --••-—1--1- { ——--- nrr l ï\ n ̂  „

//•-+- I \ T: ' A.

7: | //. -}- ï . a

donc
F ^-4- X4-O/; .rr= , ! • „ • — . < • „ r^j — -..-.-..--.-.... -.
// n

En dés ignan t par x^ celui des po in t s ^'/, et x^ q u i est plus proche
de X, on ob t i en t pour toutes les valeurs < l e l ' i n d i c e n,

e t , d 'autre pa r i , on a pou r une i n f i n i t é de va l eu r s de l ' indice

s étant pos i t i f , a rb i t ra i rement p e t i t . PcU'conseq l ient , connne B est égal
k \j a1 4- X1'2, ou à

oa bien, en dés ignan t par y l 'angle sous l e q u e l le seginent( — ai, -+- ai}
est vu du p o i n t X,

^^îTm^.|./,-X.|=? ...±. y. == -' si il - 1 - •
7: 2

Evidemment, l'ordre a est m a x i m u m lorsque X = o, ç == T.; alors

/ „. ____ /y , \ // 4,-1

( 1 ) L'équation/'^^(.r) =.. o se réduisant a ( l-———- Sl-———; j ^ T {es zéros de /^('.r jont
.y --r- c:/./. / ' ^ • -•'^i./; ) ont

la forme aç,o{. — — — ( A en t i e r » . 11 reste 9 d é t e r m i n e r À de le l îe manière que l'manière que l'on ailn ••-';- ,i " / 1 , 1 '

( /. -- l ') r. , .. ,, )> T.( { C9t, ———--•-.- <^ \ ,̂ a col. —1—1-- •
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Considérons encore la fonct ion

/'( .r) rr: —————• ( a -=zr~ <">, p entier '> •:>. ),
• ' .r'^ --i- n t 1 "' '

en nous bornant à F é t u d e du point X •-= o. Toutes les dérivées d o n t
l'ordre n'est pas multiple d e p s 'annulent en ce point. Posons

////.^ .r ) =- (^-r- ̂ /-i./- /• ////" ( aj-} .
( i n p ) ! ' \ mP )

En développant, suivant les puissances croissantes de x^ on obt ient

/• Y- V ^ / l \ // '•>- '\ ( V P \ x > ! >

i,n.p^r\= >, (— 1 »' ï 4- -— i4" —— . . . i + .--.L- ———
-—^ \ inp ) \ ni]) j \ ï n p î [ ^ ^ } \

Lorsque/^ tend vers l ' i n f i n i , la f o n c t i o n f^^\x) tend (uni forniément
par rapport a x dans tout doma ine f i n i ) vers

y.

o^ ( ...r ) -==. V (" — i ̂  —t— —: 1 ( ^- .4- e^i^' -l- ... -1- c^ l '> ' \
1 1 • ^é • ( , ^ ) î ? "

où l'on a posé

^=^~.

Or, on s'aperçoit que, par l ' identité
y/, (.r) -=. E^(—.^ ) . f

que ^ p { x ) est liée à la fonction bien connue de Mittag-Lefller

p v -rv
!^-(•r)~ln7^---^)i

'/ —. o

Coulînejy est un nombre supér ieur a 2, tous les zéros de E^('.y) sont
négatif s ( 1 ) , soit — / ^ le plus pe t i t , on module, d 'entre eux. Alors
^(.r) possède p zéros de la forme

i
tandis que d'autres zéros ont leurs modules plus grands que /À

0; A. WIMAN. U'eber die Nullstellen der Fanktion Ëa(» {Acta mathematica^
t. 49, p. a^3) ; aiiâél G. PÔLYA, Bemerkuny liber Miïta^-Lefflerscîien Funktionen
Ea(^ ) > Thé To/io/ai Ma/h. ,/o^/m.. l. 19, p. •^n.
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En désignant par ^/,^ celui des zéros de la fonction f^^,{x) qui.
i

tend, par exemple, vers / / ' lorsque m augmente indéf in iment , on
trouve la va leur du zéro correspondant de la dérivée / ^ ^ ( x ) ,

^^L tL^
inp n i i >

donc

Finalement, on obtient

1 1 in n ./„ ~r: y.7' y.

Il est facile de l imi t e r / ^ inférieurerne.nt. Ce nombre doit satisfaire
à l'équation E ^ ( — X ) === o. Or, si A^p! , les ternies du développement
taylorien vont en d i m i n u a n t en valeur absolue; par conséquent,

donc

II s 'ensui t que l 'ordre a est infér ieur à ji~^ •
\7^

Pour p = 2, on trouve a <^ — == o, j'o . . . ( nous avons trouvé

7. = ^ == o, 6,3 . . . ) ; pour p == 3, on a

i
. ^ ̂  — o.,..). . . . .

i
Le nombre p7— décroît avec {- et, pour / ;^co, tend vers zéro.\ / p . /> i ^
Ce qui précède rend assez probable que, pour les fonctions

méromorphes ou. même pour les fonct ions qui n 'on t pas de singu-
larités essentielles sur le cercle d'holomorphie dont le centre est le
poin t considéré x = X, ^ est la plus grande valeur que puisse efïecti"
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veinent atteindre Fordre d\m point (P). 11 faudrait s^ttendre à
o b t e n i r des valeurs plus grandes dans le cas où interviendraient des
singulari tés essentielles.

CHAP1TKE III.

7. Croissance des dérivées successives des fonctions entières d'ordre
fini. Limitation d ' e n haut. — Désignons par M(F,r) le module maxi-
mum de la fonction F(^) sur le cercle |^|^r, F(<r) étant supposée
holomorphe dans ce cercle et cont inue sur la circonférence

( i . ; > ) M ( F , / • ) :== inax \ P ( r e ' { ) ) \ .
" ' 4 " ' O^O-OT:

L'ordre a de la fonct ion entière f{x) étant déf ini par l'égalité

Y — l o ^ l o ^ M ( /', / • )
( , 3 ) P-^-'—îo^—— '

le nombre A, donné par la formule suivante et qui peut être égal à
zéro, fini ou in f in i ,
,^ A=ii7^-^,

/• -,>•• ^ • •

sera dit le degré de la fonction /(^). On sait que, si l'on pose
vs

-f{x}=^c^^

la relation _ i _ _i
( i5) . - l im .7^Ç / ' l ^ |==(Aêp)P ( •

II -> se

est vérifiée, en sorte qu'elle peut servir aussi de définition pour le
degré ( ' ) .

( 1 ) Pour le choix du terme, je suis ici M. S. Bernstein ÇLeçons sur les propriétés
i

extrémales^ etc. Gauthiers-VilIars, r9->(). p. 80). Or, c'est l'ex.pressîon p-^iA.ep'^
que M. Bernstein appelle de^ré.
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Nous al lons utiliser Finégalité (9) du paragraphe 4 pour obtenir une
limitation d'en haut pour le module max imum de la /? ieIne dérivée
/^(.r) sur le cercle de rayon fixe ou variable r,, -== a/r (a > o, ~^o) ,
lorsque l'ordre et le degré de la fonct ion y(rr) sont donnés.

Admettons que l'on ait, pour des valeurs de /• assez grandes,
M (/, r ) < e11'^ ( H > o. o- > o ).

Alors, il résulte de l ' inégalité fondamenta le , R étant suffisamment
grand et supérieur à r,

^^ ^ ^^
10§ 4 / —————,———— < ———— -,.. Io^( S< — / • ) ,O 1 / ^ l ^
0§' v

donc, à part i r d'une certaine va leur de n, on a

/./MC /' ! /<), a/'^) HR0'( , ( ) ) jon' A / —J-—\——— <' —.,- — jo^( R. ....... ^n^-),
' y n î ^ '//

quel que so i tR , supposé supérieur à z/r. Déterminons B de manière
que le second membre de Pinégalilé précédente soit m i n i m u m . La
dérivation nous fournit l 'équation

( . 1 7 ) P^-K/H—a^)^: n .
,rî o"

Considérons trois cas : 1° ^ <^ ~ < 2° •T == -1-» 3° ^ ^> -•
îr ,7 ç'

1° Si T <^ ^5 posons
-l 1

.— ^^d110 ') '7 , ,_. Bdio-)^
^G--' ^

Alors notre équation prend la forme
r'7-1 (y •— ,2;') == î .

Lorsque n -->-oc, ^ tend vers zéro, et l'on voit immédiatement que y
tend vers î . Par conséquent, lorsque n croît indéfiniment , R croît
aussi, et l'on a

-(^'-
Âttu, jKc, Norm.^ (3 ) , XLVIl, — JANVIER ic)3o. L\
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En substi tuant cette valeur dans l ' inégali té ( ï6) , on trouve

loo../Mî .̂l) <-., ilo^.-l-lo^tl-I^1,77--.!-..,
^ y // ' cr

où £/, tend vers zéro avec "•
Par suite, _____

^ /' /M{ f ' ' " ' . y.n~' ) . . .. 'fj
/^ i / —'-•/——,———— < \ 1 -I- £/, ) (, 1 - i ec- ) ,

V ^ •

donc, si " <^ - ?
î"

—— " / / /M( / ' ' / ' . a / l T ) ,, ,, ,7
( ^<;, i-im ̂  i / —'——,-—- S ( i 1 /' <7 ) •.... V fi\

^ So i t -== ï-- Dans ce cas, l ' équa t ion ( 1 7 ) se laisse résoudre b i e n
cr

facilement. On en tire i
\\=1.n\

où 7. est la racine positive de l 'équation

-̂.-| ( -) __ y^ ̂  .

i-I fj

Bien e n t e n d u , cette racine existe quels que soient les nombres H et. a
et elle est supér ieure à a. La subst i tu t ion de la valeur R nous donne

/ / /y^^-y7/l~~-y~^T, ,
[oo- A / ...^.A....^.^,.^.,^ <^ „ - lo^ .4- 1 1 /.cr--- lo^( A — y . } ." y n\ o- <

donc, si T =---•»
C7

...„ ^ ^^Y^-771^^ '̂-^ ^n/,.
.^, . . ^ ^^,^^^.^_

Posons, pour un moîne î i t ,

^^Hy/^-1^'.

En considérant 7, comme une fonction de a et [j. comme une fonct ion
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de A, on obt ient
( H . A Ilo-/.^
f / y . /. •+- ( î- — i\ ( /. — a ) HT A'7--:- '7 — i

!'1^ = 1 i (7/.-7 ï ^ï/f7 { \\7^ -7 — 1 1 .
( I L

do î le
-^n^/a

Puisque , pour a == o, on à

7 = ( ,,— ) , a —- ( 1 S ea- ]

i l en résulle que , lorsque a parcourt, tontes les valeurs de o à co, le
second membre de ( 19) croît d 'une manière monotone de la valeur

i
( He^f jusqu'à 'F i n f i n i

3° Si T ^> - y posons
i H

H o'oc'7 //f7T 1 î ' a/^

L'équation (17) se simplifie :

^ • r T I • - l ( , ) • •- i > ==./•.

Lorsque // augniente i n d é t i n i m e n i , x tend vers zéro en parcourant
les valeurs pos i t ives . On en conclut que r tend vers i. Comme y se
laisse développer en une série de puissances

on obt ient la va leur a svmpto t ique de l î ,

r [j y^- • I ̂ T- T-.l 1 • " • '

les termes non écrits étant d'ordre —J—,. Par conséquent,•i,n. - - [ ,—-. -i •»

^ ̂ .̂̂ ^ .̂̂

^v"—•--n-;-""11" - 1 < < 1 ( -^{}^n-•^
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donc

1 •)0 > • .V^nZ^L^ - .n- îHa^-
V n\ '

^ étant un nombre qui tend vers zéro avec - •
Admettons main tenan t que la fonction /(rr) soit d'ordre c et de

degré A. On pourra poser
(7==û, H = = A , — £ .

s élant un nombre positif arbi trairement petit. Les inéga l i t é s ( 1 8 - 2 0 )
nous donnen t alors, après qu'on a fait tendre £ vers xéro,

-p— ~ /'/M ( / '<r t ). a n^ } , \ i . i \
( -m h m n' i/ —••—-——;———• s < k e o } ^ si T <" - >n->.^ y ^ î ~ l ^, ^ p /

_ ^/^^l,^^ ^ ^ 1 ) ,
\ •>. l, ) l i ï t i / / t y îi \ - ' \ û /

/; ';!- ^ •

où A est la racine positive de Inéqua t ion

AJ.P-1 ( y . — a")==. - ' - î
o

et enfin
7— i , / / / [VI( /'•7/1, a /^) / . , / . i \( ••> i • • ) l:i m -—— lop' & / ——^—-——— < .V aF si T "> - .
/<,.. /<FT-•1 & V / / ' "-- \ " r , )

Dans le cas très important où o == L , ces foriï ïules deviennent

— /2/M( /'1//', a 7^')
(22 , ) Irmni/—.^—1———•^Aft ' • ^<.i).H > ^ y ^ ?

c^-) n^^/îœ^^ <^ .̂..v <^,,,,^^ y • /iî

<:-":> l--,-.-Tlogt/MIZ l̂,A.(.) ,.>,,/? ->• w ' r y /(• •

( 1 ) L'exemple/( A-} :== e^' nous montre que l'égalité est eOect ivemenL atteinte dans
les relations ( •22). (â^), ( ^ ' î " ) . On peai s'assurer qu'elle est atteinte même pour les
relations plus générales (n) , ( • A I ' ) , •21" ) et cela, pour toutes les fonctions entières
d'ordre et de degré fini sans aucune exception (Voir, à ce sujet, mon ar t ic le dans
le Bulletin de l 'Académie des Sciences de l ' U R S S . iq3o.
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(S. Convergence des séries^). Cas des fonctions entières d'ordre fini.
— Revenons m a i n t e n a n t au problème que nous nous sommes pro-
posé, celui de développer âne fonction f ( x ) en une série (il) procédant
suivant les polynômes l\(.r) associés à u n e su i te x ^ { n -==- o, 1 ,2 . . . /).
Après avoir étudié le cas où la série S//// est convergente, plaçons-
nous dans l'hypothèse contraire et admet tons d'abord que les sommes

/;, — i / / i
', •^,) '^^S ̂ ^S i •zlv ~ '^-r-1

croissent comme une puissance de n.

THEOREME III. — Si les sommes s,^ déf/nies par ? égalité (2.3), satisfont
à la condition limite

..— -v//
1 1 1 1 1 —!- _=- 7 , ( ? _,>• < ), T ^ (.) ) ,

// .> x .
n*

toute fonction entière d\)rdre inférieur à p, ou bien d'ordre p et de
de^ré A, vérifiant l ) inégalité

( ^ /! ) ' p A. ̂  •< QJ P ^ 1 -r- ûJ ) ' •" P,

où co est la racine positive de l'équation

{'^ » c^P e'^ ' ==- i.,

^.y^ (lévei(^[)f)able en uiie série (S) correspondafU à la suite de points
.̂  (n==ro, ï y 2, . . . ),7r/ convergence étant absolue et uniforme dans tout
domaine fini.

lïémon.sfration. -"-- Reportons-nous à ia limitation du reste de la
série (S) obtenue a la tin du paragraphe ^>.

Supposons que le domaine considéré soit compris dans le cercle
.r[^R. On a, évidemment, pour des valeurs de // assez grandes,

/ ^ J
^•. -..-.- ./•(, ^ -i.-^^, .,^ l\ — ^ ,/•(.» ^ -r .V,,.. r< 1 ^ -i-- ; ./•n | -r- [ï --T- ;- ) {n •— î )p < (^T -t- S) /^^

où £ est un nombre positif arbitrairement petit. D'autre part, posons
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A cause de l 'inégalité évidente
,-r//, ̂  ; ./'n ^ -r" ; • / ' i — ^'o ; •+" • • - "̂  ; -r///.- i — ï m

( fïf ^ fi — l ).

on a

La l igne brisée.r.z'o.r, . . ..^,.1 reste dans le cercle de centre origine,
dont le rayon, égal ou plus grand des nombres x\ et c,,, est, par suite,
infér ieur a

H • • i - - 'In^ H -4- 1 • / • ( . 1 -4- ^'p ï •< ( T -r- t i / /^ .

Si l 'ordre de la f o n c t i o n f ( ^ ) est p 'p lus petit que p, alors, en vertu de
l'inégalité (21 ), pour des valeurs su f f i s amment grandes de l ' indice //,
le module maximum M// de /'"'(.r), sur la ligne brisée considérée,
satisfait à l ' inégali té //

Mn< MV^, ̂ -l- R) < M^f"^ (T4 - - £ ) ^ ) < n\ \ ( ï -r- . » .^-1 ,

donc nous aurons

. M, & ) (, , \ e .0

d'où i l sait que K/,(.r) tend uniformément vers zéro avec •
Si l'ordre de /(.r) est égal à o, il résul te de l ' inégal i té ( ^ r / )

( ^6 ) i R^J-J i < • f ( j - 4 - e ) (T-+- £ ) A o ) . P - - 1 e^l7', où A/.?-- ' [ / — ( T -»•- c ) ] '= I-
, ' " 0

Par conséquent , il suffit que l 'on ait
( •>,'-/} TA.pÀP-' <?A•/•Î( <; J . •

avec

pour que le reste tende uniformément vers zéro, car t est arbi trai-
rement petit.

Or, à l'aide de (28), on peut écrire l'inégalité ( 2 7 ) sous la forme
(Ap/ .p— i ) ̂ •u?< i,



SUR LES ÔÉÏUVEES SUCCESSIVES DES FONCTIONS AÎS'ALYTIQIÎES. 3î

ce qui v e u t dire que Ap/^ — î est i n t é r i e u r à la racine co de l'équa-
tion co^'"' = .1. Or, l ' inégal i té A p A ° — î < co (29) équivaut à f a4 ) .
En effet,

'ii ( fj0 ) == r,jP ( I. -r- ^> > ' F

étant une f o n c t i o n croissante de Fars'urnent positif û), on peut écrire,
au lieu de ( -29),

r ^ j /\ p/.p ..,-- 1 j ,<^ ^(G,.) » ,

et l 'on a, 2;ràce à ( 2 ^ ) ,

'!/( . V O A F - - l 1 ==( V p/. ? .••--• 1 ) P ( \ F/.P l'-P^-r ( \ ? T Â P • - • 1 » P ( ,\0/.P t'-'-P^ ? A - ? .

Notre théorènie est démon Ire.
Le cas particulier le plus intéressant est ce in i de l'ordre / / / / .La con-

dition (24.') devient

( ^ ' > ^-.<...

où <o est la racine de l'équation co^" "! ' === t . On trouve

(,} r-:^: o.1^^

lin preinier exelnpie est fourni par la série d'Ahel ( n0 '2). Si

../•^ rrr' a r / / / .

on obtient
T .=;::: 1Tm ^- „ ^ /

/^ -. ^ '̂

Une tonction ./'(.r) d'ordre p ̂  î est développable en série d'Abel
pourvu que, dans le cas p==i , la raison de la progression arithmé-

tique que forment les a;//soit inférieure en module à ~—^—-, où A est

le de^ré de ./Ï^). C'est le résultat dû à Ilalphen.
Supposons encore que l'on ait

T •= lilll -:^ ( 0 ^ T < ̂  I ;
n -;> •x \j fl

le développement sera possible pour toutes les fonct ions entières
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^V^'1'^^^^ d'ordre , p ^ 2 à condition que le degré A vérifie l ' inégalité

^>^^" , r . ' ,) \^/-Ji!!. — - "
"•-"'111'""""1

 •'

M " 1 1 1 ' ^ <,.) -+-1 1 ' 1 ' ' - ' • • • • '

car, celte fois, co est égal à 0 , 4 7 7 . . . . .
Signalons encore le cas limite suivant du théorème III : si l'on a

imr^^o,/,-^log/i

le développement (^) a lieu pour toutes les fonctions entières d'ordre
! f in i .

Dans ce qui précède, nous n avons fait aucune autre hypothèse rela-
tive à la suite x,, que celle de la l imi ta t ion de la croissance des
sommes s,^ Or, il peut se faire que la d is t r ibut ion des x,, soit tel le
que ^ croisse moins vite que .^, le cas où les ç/, sont bornés n 'é tant
pas exclu.

Les résultats qu'on ob t ien t en l i m i t a n t la croissance des ^ sont un
peu plus précis que ceux du théorème précédent.

COMPLÉMENT AU THÉORÈME III . •— &'; aux hypothèses du théorème 111\
on ajoute la restriction

_ ; .^. i
( 3o ) iïm —!— ----: (n [ o < Q < i ),

;( •->- v: . -̂

I I ' i

les fonctions entières d'ordre p et de degré A admettent le développe-
ment (S), même dans le cas où Von a

( 31 ) . ' û A. ( ÇT ) P < G.) F ( (, ) 4- i ') ' ••• • P,

(o désignant la racine positive de V équation

(3->,) ^P-O^-' TZZ ^P.

En effet ( 1) , l 'inégalité (26) subsiste dans le cas considéré, A dési-

( l) Observons que l'on a
_ i /« i s
i • I "-' ti ' • T-— Ç n11 m —— == li m -—•

n ->• oe î. n -> se .!

n0 nP
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Siiant, cette fois, la racine positive de l 'équation

À/.P-1?. ~ (OT -i- £)]-=: - 1 - .

La condition de convergence (27) a lieu aussi , À étant donné par

.V / .F 1 - 1 1 » / .— QT')= - 1 - ,
P

et elle est équivalente à la suivante
(ÂpiF---]:)^^ &

ou bien à
A-p'ÀP— i < u.

co étant définie par (32). La transformation f ina le avec la fonction ^(^
nous ramène enf in à (3i).

Si 9 tend vers zéro, oj, d'après (32), est asymptot iquement égal
à —,? et l'inégalité ( 3 î ) devient
^

( S i 7 ) p.\.TP< - 1 - .

Aussi, le cas important où l'on a

( S e / ) lim. 1^1 ==o
//. -;>• ^ -^-

/^'"/

(c'est-à-dire 6 ==o), n est-il pas exclu^ mais Vinégalùé (3i) 6<^ r^m-
placée alors par une inégalité plus si/npie et moins restrictive (3I/).

En écrivant (3ï) sous la forme

' G) \ F
pATP< ( ^'\ (^ •••1- I )1-^

et, en désignant le second membre par <1>, on trouve

</<i> /^y1 1 _p
•^ ^iilil" [ j ) •(,,~Ï:7^ < 0'

et l 'on vér i f ie aisément que <l> croît lorsque Û décroit de ï jusqu'à o.
Un exemple, qu i correspond au cas 0 == o, est fourni par le dévelop-

pement procédant suivant les polynômes d'Euler (4) du n° 2; cette
Afin. Éc. Norm.., (3) , XLVII. — FÉVRIER 1930. 5
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formule est valable pour toutes les fonctions entières d'ordre inférieur
oa égal à i à condi t ion, toutefois, que, si c == i, le degré A satisfasse
à l'inégalité

(?T a e ; a |

CHAPITRE IV.

9. Distribution des ^éros des dérivées successives. Les fonctions
entières d''ordre fini. — Le théorème II] nous donne des rensei-
gnements sur les zéros des dérivées des fonc t ions entières d'ordre
t in i .

Une/onction entière /(.r) étant d'ordre c et de degré A

( 0 -< Q -< CC, 0 -< A. -< CC ),

si une suite de points n'y, ,r^, ,2'̂  . . ., x^ . . . est déterminée de telle
manière que x,, soit un ^éro de la n"''^ dérivée f'{i>}Çœ') (n = = 0 , 1 , 2 , . . . ),
on a nécessairenien/

/ < ! j '
.) Q ^ ! • l V ' ff} ( rf) ""i" 1 ) ? 1 1( o ' > ) T ^j^— J . ^^à ————r~~ (,,^== [..^— .̂ .̂ i | ).

"^ -^ ̂ =0 (A.p'^ • •

o?/ co est la racine positive de F équation

( •25) {,)? e^"'•=-{.

Si le degré A est égal a zéro, o/? c/ même

T' =: l'un —- ^ // ^̂==^<
^F v=..=o

c^/^' dernière relation étant encore valable pour toutes les fonctions
d'ordre inférieur à c.«y &

11 est à remarquer que c'est la l imite infér ieure qui ligure dans le
premier membre de l ' inégali té (33), tandis que c'est la l imi te supé-
rieure correspondante qui figurait dans l 'énoncé du théorème III. Ceci
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t i en t à ce que, en vertu des .hypothèses / '^ ' ( . r) = o ( w ^ o ' ) , on a
f( ,,r ) == P»/,( .r )

et, pour faire voir que l 'on a /'(^•)^o, i l sufiit clé démontrer

lim | R/;.( .z'} | r-= o.
// ->- x

et c'est ce qu'on démontre justement en partant de l'inégalité contraire
à(33). • '

D'une manière semblable, on obtient le corollaire suivant du com-
plément au théorème lit (p. 32 ).

Une fonction entière / ' ( . r ) ( r^Eo) étant (l\}rdre ? et de degré A
( o <^ o <^ oc, o <^ A <^ x; ) e( la signification des x,,, et de^ 1 1 , ^ (m^o)
restant la incine que précédemment^ V hypothèse

<,tF( /,) -1- •i ) 1 - -?- .< Û/-VT'F.< -,i /•'

où oj est défini par F é(f nation œ^0" 1 •=- ï, et où l'on a posé
n — l,

1 '̂7 == Ilm i2d / / v<
/ /—^F, , , . ,

entraine la reloHon
"Ûiu" .i-̂ 1 ̂ -/.

n^

0' étant lié à ~~J par le systé/ne des équations

p A. ( h 1 r' )P == ûo'F ( ^/ -h- i j1 P.
r,/F ^^^.i ^^ ^p.

Voici une conséquence particulière in té ressante : si f ( x } e s t iine
fonction d'ordre tin et de de^ré A ( ^>o ), il est impossible que toutes les
dérivées /'^'(.r) Çn =- o, ï , 2, . . . ) possèdent des ^éros dans un cercle de
rayon H fixe tel que

^<^-
Si / ( j e ) est d\>rdre inférieur à un ou d'1 ordre un ci de de^ré zéro^ il

est impossible que toutes les dérivées possèdent des zéros dans un domaine
fini.
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Admettons le contraire. Si chacune des 'dérivées /^(^r) possède

au moins un zéro x^ dans le cercle de rayon R infér ieur à ^-^ on a,
év idemment ,

-^R-<-—,
Àe

donc

Comme

on doit avoir

ce qui entraîne

^•<^
l.m '•"'" -=:o.

•'ô^o,

r,..) ' == (.,), ^ ' == (,:>,
À e '

et ceci est une contradiction avec notre hypothèse.
On peut énoncer autrement les propositions de ce paragraphe,

par exemple, une fonction entière quelconque f{x) d'ordre p et de
degré A est entièrement déterminée par l'ensemble des valeurs f^ (x,^
(n = o, i, 2, . . . ), si la condition

i
G ) ( Q J - + - l ) P '1 VS , , CxJ { ûû -+- 1

lim — ̂  ^—x..A —— ^V-4-.l. <
1 ̂ d1 ' ' 1

n>w ^Pv=:o (A.p)^

açy'c ôj^^0'"1 == 1 est vérifiée^ etc.

Exemples, — i° Soit

On trouve

En posant

il s'ensuit

f[.i:}=xe^ (A> o).

f^(..c}=Ane^(^^n'\

n
•^-r
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et l'inégalité

est satisfaite.

2° Posons

^ y- " ^" i i -j ( .r ) = s 4- j^ ————— (; a i ^ i, a r.± o, a ̂ . i ).

On a l ' ident i té immédia t e
/ ' ( . / . • }==:/{ a.r

donc, en général,
/ ' ' " • t ,r') = a 2 _ / ' ( a7'./••"').

Par suite, les zéros de/(;r) et de/ '^Gr) se correspondent , un à un
de telle manière que, ^ é t a n t un zéro de /(".r), '^r" est le zéro homo-
logue de/^"(j-).

Soit
y. rr: e'^ ( 0 «< Cp -< '.•> 7: ).

Posons

alors

donc

1 1 Y 1 • co

.r/,1— ^+1 | = = ^ [ Ç ] sin ;-;

T / ^2 !E | s i n 2.

D'après notre théorème, on a

ou bien

. 03
9.e sin:'-1-

On en conclut que ./'(.z1) ne s 'annule pas dans le cercle de cent re
origine et de ravon —i—• Lorsque o tend vers zéro, ce ravon aug-

- 0 ' */ fTj 1 t • v r j. cp
--i e s in —

mente indéf in iment ainsi qu ' i l f a l l a i t s'y a t t end re , car/(a;;) converge
alors vers c - 1 ' ,
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3° Considérons/^r) -= ^"(A > o). Le calcul nous donne

'"•^•^^/•l••l^)=i(-)^.-^^»)•(3•'•tA)"=°•("•s^)•
'<• = 0 '

on l'on a pose

v / ^ / ^ \ / ^ """" ̂  ^<2 '
--^^'-^'(/-^^"-.^••^'•-^(^

Or, o/,( // ) tend d 'une nninière uniforme vers cos^ dans tout domcune
t i n i . Par suite, le plus peti t zéro de ^(^(positif, pour fixer les idées)
tend vers le plus petit zéro positif de ces//, c'est-à-dire vers — II en
résulte que le plus petit zéro posit if de /'^(.r), soit x^,, satisfait à
l 'égalité asymptotique

7: •. /• , . r^j ——• .
" ^.\n

En posant .r̂ , , 1 = o, on obt ient

.̂ .-,i r^j s^= \ J\H — ,r ,̂..,.i 1 — 1 -r^ i ~ ./^,, ,̂  | + . . .-i- 1 .r.^ --- .r, | r>u

/^
r^tî]^•l'^r^^\/ ~^'.

i
Donc

^ . __ • , . . , ^n _, ^

n-^ .% ^/n ^^, A.

résultat c o n f o r m e a l ' inégal i té exigée

\^

4° Soit y"(.z')== e ' ' ' — e ^ ' , z étant un noinbre tel que \z ^ r , Z^É i .
(Le cas | ^ [^> ï se ramène à celui que nous envisageons.') On a

/ ' '" '(.r )==(?• ' '— ^ e ^ ' .

Les zéros de^/'^'(.r) sont compris dans la formule
n io^Z •+ 9,À-ÎT/'

}. e n 1 1 e ï • a r I» 1 1 1 • a î rk (k ) .
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Posons

Ioi>3

la dé te rmina t ion du logarithme étant choisie de telle manière que
| iogs\ soit le plus petit possible. Comme tons les po in t s x,, sont situés
sur la même demi-droite, on obt ient

d\)ù il r ésu l te
A> A.,-=^

Déterminons la suite x,, d 'une autre manière , en cho i s i s san t j'// de
s o r t e q u e | .-r/, soit m i n i m u m :

f/ , .[ i l 0^3 lT\
n lo^- ^ — -AT:/ n -—'— -\-~ j ( l ).

On t rouve
( 3 1 )

Calcu lons ~. On a

,. j ,/•// i __ ^ _ îo^ | .z

lo^.; - \>.rJ ion^'n.,,,—./•,,^= ——————-on.

s u i v a n t qu ' i l existe ou non un nombre ent ie r dans l ' i n t e r v a l l e
^ ïlo^ i , llo^
^ ——EL- 4- „ , ( f) + I ) ———"—

^ 27: •-Î 'AT.

Par conséquent,

•^^^l-^
s^=zz^\•^~••i^

•^==0

( lo^'^ — ' Î T T Z ) , { ̂  — ^ ̂ log^

où m désigne le nombre des ent iers compris dans l ' intervalle
/ i . . Ho^ i \

~ ? ( n -r-1 )
'}. 7" '>-

Puisque

(1 ) On suppose o < I log^ < 2 ^.
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on obtient
-— r ^ 1 lo^,S (log.S — â 7 T l )

4- i 1
ï log^\ | 102^

2-7r

Les valeurs de T e t 'O étant définies, en fonction de ^, par les éga-
lités (34) et (35), on conclut que

(j0
A.^A.,==y-,

co étant la racine de l 'équation oj^0"4"' == 9. D'après notre théorie,
i l faudra i t choisir le p lus grand des nombres A^ e t A a .

Poussons notre étude un peu p lus loin en supposant que Fon ait
^ = e^(o<^ ç^). On obtient dans ce cas

. 0':>. c.) s in J-
(' OÙ. <»,) (o(t)''"1 == î.\

• v•>.7r s in —

e ̂  ( 2.7: —- o \

On s'assure a i sé inen t que , lorsque op croit de o à T., l 'expression A
, ':>. G.)décroi t de co à — et l 'expression A-, croît de — à ::-tt On a A| '>-A., ou7: i " ' ' : > . r ' er, \ ̂  -

A, << As suivant que 9 <^ 9* on ^ >- o^, où

''j*=rr_- ( '>, — —— j7r^^0,6^7r.
\ e^} /

10. Convergence des séries (^). Fonctions entières d'ordre zéro ou
injini. — Passons en revue brièvement l'étude des séries (S) dans le

n =::: l

cas où les sommes sections -^/^y1^» supposées indéf in iment crois"
'-' = il

santés, sont d 'un ordre de croissance plus élevé ou moins élevé qu 'une
puissance que l conque de /?. Il suffîra de considérer deux cas typiques.

THÉORÈME IV. — Si l'on a

IT !̂»
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toute fonction entière fÇx} d'ordre zéro et satisfaisant à la condition

' ̂ l^^=^ ( A > O ),-^ (logr)^? • = ;

est développa blé en une série (i;) correspondant à la suite

a\) {v=zo^ J , '^ . . . ),

la convergence étant absolue et uniforme dans tout domaine fînî\ pou/ru
que la relation

(36) .\-p< _P__( r — ? > ' •> r-'
,î0iï vérifiée,

Démonstration. —Comme précédemment , nous pa r t i rons de l ' iné-
galité

,,-, , , M î / " ^ , S n }|R , ( . / . , 1 ,< ; _^——^,;;.

c étant un nombre positif a rb i t r a i r emen t p é t i t i o n a, pour // assez
û;rand,

1
v//,< e^^.

En posant, dans l' inégalité fondamentale (q) dn n0 4,

/•=^^1^, J.^^^L.^T^T""?'.!^

ce qui est possible car, en vertu, de (3^), R est supé r i eu r à /• pour des
valeurs de n s u f f i s a m m e n t grandes , on obt ient , en vertu de nos hypo-
thèses,

. (_)'.i^û/Ma-uj ^A-^,^-..?R .̂,j ' t j ^
^^ ^-r^'l-p;

n[ "^ (}\ „...„..,.. / • • ) / / . "~"' r 1 "
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Comme £ est arbitrairenient petit, la quantité entre parenthèses
diffère aussi peu qu'on le veut de

—————^-T (;s iÀ>o),

A^i-t-p^ °

et cette dernière quan t i t é , d'après (36), est positive. I l en résulte que
s é l a n t choisi suffisamment petit, le second membre de (37), donc le
premier aussi, tend vers zéro. La même conclusion a l ieu , si A==o .

CO^OLLAÏBE. — N/, .r// étant un zéro de la n1^^ dérù'ée f ' " ^ .r), on n
y,......... i

lim — [oo, ̂  //,/==T (' u^==. .TV— .r,̂  ], ,p >> o, T^O' ) ,

la fonction /'(.r) supposée non identiquement nulle ^ jouit de la propriété
suivante

——lo^M(/ ' . r) . ûF i{un —°——.̂ L-—' > -——L--— — ( si T > o )
/..,, ('logrV'-P ^ ( l '+p ) 1 ^ -? -P ' 'l'"" ' •

ou bien n'est pas entière. Dans le cas ou T == o, la, dernière inégalité doit
être remplacée par /a suù'ante

-p—lo^M( /", / • )
lini ———-——-=.w./.,,.. ( lo^rV^-P

Exemple. — Revenons à la fonction f(^) considérée dans
l'exemple ( 2 ) du n° 9, en supposant cette fois j a | <; i. ^ étant un zéro
de f(.x)^ Ha"" est un zéro de/"" (.2?). En posant .^== Ça"'71, on obt ient

]im "^^.S^^10^ Lu^
n '-'Ad " [ a

'> -=-0
i l —••: y, " alloua Gt,

v •=- ft

Par suite, on doit avoir

Tim-10^^_1
lirn log^r - i4 l o g ^
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T H É O R È M E V. — Si Fon a

iim ——^—^ ̂  ̂  . . ( p > o, T ̂  o ),
/l-»- ao - ' '

( logn) '

toute /(motion entière f(x') satisfaisant à la condition

l < ^ l o ^ M < /', / • ) ,
| l t » l ——„,——_•.._._.-„.„„•..__.__„. :̂ \ ( A . - > < • > )

/• . -r. /'•'

esl (lé^eloppahic en série (H ) correspondant à la s u i l e

. r i , ( /}. ===<-), T , ^.i, . . . ),

^/ convergence étant uniforme dans tout do/naine j i n i , pourvu f/f/e /a
relation

( 3 8 ) ATP<- •——!——( r — i ) P

soit vérijiee.

COMPI,EMENT. — Si l'on adjoint, ai/.r liypotin'ses du théorème précèdent,
la condition

\ i m —^-^ = 0- ( o ^ '9 < i ).
/ / ^ x

loi;^/?.

/</ relation {3<S ) penf ed'e remplacée par une relation /noins resfrictù'e

( ?>() ) À.-P <<" ———————————— .• ; - ( e -4- ^p

lîenionsfration. — Coinine le théorème V n'esl que le cas l imi te du
c o n i p l é r n e n t , lorsque 0 = = i , il suffira de dén ion t re r le complémen i .

Ot i a, pour // sufiisamment graud,
•r f J... 1 .//

| H/,(^') i < -,-7 M [/1/^ ( ̂  -t- s ) \c^n \ ( - -i- e ' Y 1 ( Io^/^)^

»
£ élant un nombre pos i t i f a rb i t ra i rement petit. Posons, dans l ' iné-
ga l i t é ( 9 ) du n° 4,

r=(^4-Qiog^, R^^^y
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ce qui est possible grâce à (Sg)] ; nous obtenons comme plus haut

^Mij^. ^+a)(:log/n°]<
R _ (Ç-.4-.2) (log'^)F j ^

(?

Il en résulte
R » ( , r » i <

Kr-riJ-^-1

D'après ('39), on peut choisir £ tellement petit que la quantité entre
parenthèses soit infér ieure à l ' un i té , et le reste R/ , (^ 1) tend vers zéro
avec ~-H

COROLLAIRE. — Si x,, i'tanf un zéro (te la n 1 ' ' " ^ déniée /'1/" (.r), on a

^ p^/.^^

la fonction f(,r), supposée no7i idenf iqiiement nulle ^ joiiù de la propriété
suivante

— l o ^ l o ^ M f f, / > ) ,. [' idm -——'•————— ^ !————
/•.. .. / •P ~ ( e -\- i''
.—lo^ lo^MC/ ' , / > ) ,. [' i '|Fdm -——:————— ^ !——————
/•- - { ' ç ~ U^ -\- l ) T j

(' si T ^> c> )

ou bien n'est pas entière. Dans le cas où ~==: o, la dernière inégalùé doit
être remplacée par

-y—lo^ lo^ M ( /'. n(lin —:——————'-——— :r=co.

Si l ? o n j o int à ( 4 o ) la co nditio n

-ïï«Ti^i
""losP«

on obtient une inégalité plus restrictive

^ i o g ] o g M ( / , . , r
,.0 ^ }r>^ , ^ L

i ~ir-
(<?4-^ )T .
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11 parait v avoir peu d'intérêt à poursuivre Fétude de la convergence
des séries (S) en admet tant que les sommes s,, croissent de pjus en
plus rapidement ou de plus en plus l en temen t , ou b ien en caracté-
risant l 'ordre de croissance des ^ par des relations asymptotiques
plus précises que celles dont on s'est servi dans les théorèmes Itl-V.

Ce qui précède suffit pour énoncer ce fait général : plus faible est la
croissance'des sommes ^, plus vaste est .la classe des fonct ions qui
admettent le développement (S) correspondant .

il. Remarque sur le ch.oix des points x,,. — Dans les théorèmes 1 ..If-Y
rien n 'étai t supposé- sur la distribution des points x,, dans le plan,
sauf la restr ict ion relative a la croissance des sommes ̂ . D'autre part,
la fonction j\oc) était soumise à la seule l imitat ion concernant la
croissance. Ces deux c o n d i t i o n s remplies; la fonct ion /'(-£') admet le
développement (2) correspondant . Or, si une fonct ion f(x) é tant
donnée , on choisit convenab lement les po in t s x,,^ le développement
peut avoir l ieu avec des hypothèses beaucoup moins restrictives que
celles de nos théorèmes. Quelques exemples suff i ront pour le faire
voir.

D'après le théorème 1.1.1, toute fonction ent ière d'ordre i et de
de^'ré i est développable en une série (2) pourvu que l'on ait

l im '-n- < oj ==. o, y-8 . . . .
n^^ ^ ' '

Soit, en part iculier , /(^') === sin.r. On choisira tous les points x,, réels.
On a sur l'axe réel, pour toutes les valeprs de n,

d'1 .
—,— sin.z.' < 1 -1 .
d^ ' =

C^est pourquoi , i l s 'ensuit
» T / / = '< • "

R,,(.r)K-i,.s-;;--== '̂ )iR^r

II s uflit d 'avoir
imt —' <^ - rr::u.36"". . .

n -... ^ n e '

pour que le développement soit possible.
L'exemple suivant est dû à Halphen et concerne les séries d'Abel.
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Soi! j\/ == ̂ (^ =o, i , 2 , . . .\ /(^) = ^'. Ainsi que le théorème 111
nous l'a appris, le développement

v^ ,r(.r — ni'Y'""'
1 1 ) ^•'•= ï 4-j^ ̂ // ———^————

est valable dans tout le plan de la va r iab le .z', si le paramètre t rempl i t
la condit ion ^ j<co . ( . ) r , le module du //u>l ï l e terme de la série précé-
dente é t an t asympto t iquement égal à

_=_ 'L e ' ~^ ( ; / 1 e^-'1 r ' ^ ( / ̂  o ),
- V ^ î - / '/^

on cassure d i rec lemeni que la série est d ivergente ou convergente
suivant que l ' express ion

T = j / 1 e^4-1

est supérieurç on i n f é r i e u r e à ï . Remarquons en passani qu ' i l y a diver-
gence pour t = eu + s, q u e l q u e petit que soit c ̂ > o, de inauière que,
sans in t rodui re d 'hypothèses part iculières, le théorème [11 nous d o n n e
une borne exacte pour le degré de la fonct ion à développer, au mo ins
dans le cas où c=i . La région du plan d é f i n i e par l'inégalité T == ï
est formée de deux part ies dont la première (cl) correspondant à

^ f,^ — ï

a l 'aspect d 'une bonde en touran t l 'origiue, [andis que la seconde ^<J3),
qui correspond a oi-t'^—ï, s'étend à l ' i n f i n i ; elles n^on t qu'un seul
point x =— i c o m m u n . En désignant par ^(.r, t ) la somme de la
série dans le second membre de (S), on s'assure que ^ ( x , l ) est une
fonc t ion holômorphe des deux var iables .2' et t faut q u e z reste compris
dans un des domaines (Cl) ou (<J3). Comme ^(<z', t ) se rédui t à e ' ' dans
le cercle 11\ <; co qu i fait part ie du domaine (cl), on doit avoir

^(^. /) =:e^

dans tout le domaine (cl). Par conséquent , le déve loppement (2) a
lieu dans tout ce domaine .
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Clî A PITRE V.

12. Fonctions indéfiniment dérivables sur un segment. Distribution
des z'éros des dérivées successives. — II a été é tabl i ( n° 4) que, si u n e
fonction est analytique au po in t ^ = X, aucune suite, de zéros des
dérivées successives .z',,, ^',, .r.̂  . . ., .r//, . . . ne peut converger vers
le p o i n t considéré sans que la série ^ .z\—.z\,,, soit divergente. Or,
même dans le cas où la fonc t ion n'est pas analyt ique ( tou tes les
données é t a n t , cette fo i s , supposées réelles ), notre méthode permet
quelquefo is d 'obtenir cer ta ins rense ignements sur la dis t r ibut ion des
zéros j'/,. La proposi t ion su ivan t e nous en présentera un exemple .

THÉORÈME. VI. — Soit / {^) une fonction d'une variable réelle *z',
définie dans l^inteî'valle ci^x^b^ où elle esl indéfiniment dérivable.
Désignons par M// le maximuîn du module de la n 1 1 ' 1 " " dérwée /'^"(.r) dans
l'intervalle considéré. Soit^ diantre part, x^^ .i,, . . . ^ x,^ . . . une suite
de zéros des dérivées successives convergeant vers un point X ( a <^ X <^ b} ;
la série Ï j .2̂  •— x^ .,,.1 j == ^.11^ esl. supposée convergente et Von pose

p,^^//,,

S( ^(n) est une fonction croissante de l^ indice n^ jouissant des pro-
î) ri été s

,. io2' ̂ n j -i- /' ) / / 1 /
1 0 1 y { fi ) -===. -30, 1 1 t t l ——'•——-————————! ==. 1 ( /,• > 0 ).
. -/ ' n . r 10^ 0( ^ )

alors /'//yj>othése

,/ ^ ./. lo^ 9 ( n )

entranic la conséquence
io^ '

,. ' p//
I l tH -————'——

——— Io^' ^( //.
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Démonstratio n. — De la formule

, ^(x-):= f^1-1- f^'r1 ^•—.•- r"1" l/l/^)(^l/^)^l//+^
J.,̂  .̂r̂  ^-/,-i

on déduit «.-,/^-2 , ••• /'

^/'-(X)^-.;,M/,.^ 2 i^-^-i) <^M-^2P"yl^
\ '/ •— 77 /

donc i

^ "A/^TXÏT.;, ."/(̂ iin [ --M"^-1 " i :.. p, ? = ABC .(4n y—nï ' =\/ rt '^' L^1-^^) '- !
Soit, par Impossible,

l o g 1 -
liin ,———^——^-^Xî.
—^ [ o g w ( n )

Désignons par /• un enher tel que

1.4'.'.) . , /'^'^"""T

et posons, dans (4i), 7) ==/•«. On trouve alors, si '«, augmente incléfi-

"i["e"t' (Â+i»^
( i l1»-! A. == ———T-T—— *A"1

D^autre part,
,-,, ,. , ', 'cr 'r' s ' (1 "r n ) __ .1' G- -}.- £l U. 4- /^ log ̂  [U. 4- À) /iî.
B •< (û(n -\- p ) — e ' '

(L

ç ^ [ .„„. 2 .1 /A -=. 9.1- e~^-^ ̂ w,
^^(nY^]

Par conséqoent,
r ;rï-^-£i(l,—/:j; lUe,-^[tl4-/C)nJ"|

. - ̂  ̂  -£ ' ^s':?lnl 1 - —r^ir —Tog^ iJ(43) , ÀBL<k^ L . . . .

Lorsque n croit indéfiniment, la quant i té entre parenthèses tend
^rs i— ( g + g ) ^ - ^ ) , g; I 'Q^ choisit £ suffisamment petit, cette

expression, d'après (42), est positive. Il en résulte que le second
membre, donc le premier, de l'inégalité (43) est infiniment petit,
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avec -1- • Donc, en vertu de (^4 O?

Or, ceci est incompat ib le avec l'hypothèse lim;z'«-=X (théorème I).
n -^ 0-

Par suite, notre proposition est établie. i
A ti tre d'exemple, considérons la fonction f^^)=e'^ dans l'inter-

valle (— i^<2^o); on pose / '^(o) == o (^= o, i, 2, . . .). On trouve

/?, ! ( // — 1 ) 1
f ^ ( j ^ ) = ( ,— i)"^

m \ {m — i ) ! ( n — m ) \ ^'n+m

x é tant un nombre négatif, on a

' n -T- m >/^-- /"
< ( //,' -r- rn ) !.

Par conséquent,

|^ l / / ](• r ) i<2 fi \ ( // ..._„ i'] ^ ( ̂  _^. /^ f ') ;
m \ ( //i — i l ! (n — ///.') 1

-•i;
^ (, '--> ri ) 1^

-< /i > —
^à I

, =(^n)[ ^lt-',
iï \ ( m — i ) ! ( n — m ) î

donc
( ^ ̂ }- . . /<—i \ _ _ j ^<- ••J —~~i—

d'où l'on obtient enfin
/ / /M. 8//

D'après notre théorème, l ' inégal i té
, ./M/;"

—^V'Tn-i i in ——-—
H^^ iOR^

// /YI~

( 1 ) Obscr\ons que l'on a, d'autre part, à / — ^ > — - Ha effet, h étant un nombre1 • 1 ' Y n- ~ fî
Ann, Éc. Norm^ ( 3 ) , XLVn. — Fi^vRiER ig.'Sc. 7
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ent ra ine
loi;

loi*'^ =
i • p^ '/[iiti -—s— ^ r .

où l'on entend par ^•// le plus petit, en module, zéro négatif de la
^ i t lm(> dérivée, ou bien

le0' -,——
Ï"5 1 „. ;

[ i iit —- i / 1 ^ 1 ' •::; i ( voir n " 5 ).
—— lo°-/z

Autrement di t ; I I existe âne in f in i t é de valeurs de l ' indice/? , telles que

quelque pet i t que soit le. nombre p o s i t i f s .

cn.mTi^ vi.

13. Les séîies générales procédant suivant les polynômes P/^.r). —
Soit une suite de points «To, x^ ..., x^ ..., et P/,(.r)(/2==o, i, 2, ...),
les polynômes associés à cette suite. Nous allons rechercher sous
quelles conditions une série de la forme

os

( ^ 1 ) ^^1\ ( : • ' • )
//::::: 0

est convergente et que l l e est la nature de la fonct ion qu'elle repré-
sente. .

Observons d'abord que, x et r étant deux nombres non négat i fs ,

tel que o -< A -< i, Papplicalion de la formule de Taylor nous donne

y'i— h\ •.^. — {— h y 1 / ' ' . ' 1 ' ' (— 0 k ' ) < o - < Ô ' i i ,

donc

$f^l/'"-(-OA)l=^^..

En posant // = -5 on obtient Piné^Ulc clifiretiée.//-
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riné2:ali,té
( ,f „„ ^ y^ a"-' ./^ -4- p^-'j^ < a, ? > i :^)

^ rr A •«•> ; fi ., t"> <- l 'A < » n --t <• ; ri 1 ta toujours l ieu, si a et. 3 vér i f ien t l 'équation

a p

On le démontre bien taci lei i ient en d é t e r m i n a n t le m a x i m u m de la
fonct ion de / ( / ^> o )

' ' ' ' • ^-l+ i11

A l'aide de la dérivée
^'i/) _
ÎJTTT — "^ ( rj./'-' -^ /// ) ( ( 4- /

,^' i „_ //<

on s assure que ie scissure que le maximain de '^(t ) est a t t e in t pour ( =.-. y. et est égal

a,r de man iè re que l'on a, pOLir toutes les valeurs positives

de t,

11 sutïira de poser
^-' 4- i" - \ [J-

y y, i u -4- i.
^=y -^-^^

pour ob ten i r l 'inégalité proposée.
Occupons-nous main tenan t de la série (44)- En s'appuyant sur

l ' inégal i té (6'') du n0 3 a ins i que sur la relation (45), on ob t i en t

2cn p/((-^ ^ 2i ' " ; i ̂ •^; < '<il ̂ "S! ( ' ' t 1 (•'y/;"" / " 0 ) / /

<l^;-i-y!^h.^;• l•s;;+?;^ l /•;;)

< ^o + 7. 1 ( ' " \ a/;<s// "^ 2.1 ̂  ' F/' / <• ^|^i^;;^;--^i^!P;;^.

où l'on a pose
n—- l

.s\,==:y, /^..s-,/==V /^.
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et a,, et 3» sont des nombres réels supérieurs à i, vérifiant l'égalité

(47:
l^ (n=ï, i, j,

Élucidons d'abord le cas où la série S^, est convergente. Soit
Ihn 0.^,.'==- X,
" > %

et posons
Q{•'r)=^cn{''ï>~x)n'

n = 0

en désignant par R le rayon de convergence de cette dernière série.
Écrivons l 'inégalité (46) pour la série qu'on obt ien t en di f férent iant

m fois la série (44)

(48) ^ C.PT(^} <!^|+ ^
//, = m u •~ m •-'

-i
n • I /, ; y I I ,..//

(n-m)!1^ '^^

!</J^;i^.

où l'on a posé

^njn= ^j^-v"

Soit c pos i t i f arbitrairement petit . On peut choisir m suffisamment
grand pour que l'on ait ^,,/,<£ quel que soit n(>m). Si l'on pose
encore

\\ _ ^
^ ̂  ——————": ( ̂  ̂  /y^, ,_j_ ^ v) ^

la première des séries dans le second membre de (48) sera conver-
gente. D'après (47)? on trouve les valeurs de Q//

R .
( n ^ m ~-r- i ).r^ ' :R — 9. £

En tenant compte de ce que l'on a, dans l'hypothèse j . r — X ^R\

• ^^|..,.__X!+i.2/,-X|<.R /-i-£,

on voit que la seconde série dans le second membre de (48) sera aussi
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convergente dans le cercle |.r — X | ^ R / , pourvu que l'on ait

R - £ ,,/ „ ,,———— ( R • 4- £ ) <^ H.
-I i !— ?. £ •

Comme, par un choix convenable de £, la différence R — R / peut
être rendue aussi pe t i t e qu'on le veut , il est évident que la somme de
la série (48) est une fonct ion holomorphe dans le cercle j . r — X |<^R.

Soit/(^) la somme de la série (44)- ^i ^{x) es^ une f onc t ion entière,
fÇ^) l'est aussi. De plus, l 'application de l ' inégalité (46) nous fait voir
que l'on a, quelque pe t i t que soit £, pourvu que |.r] = / 'soit su f f i sam-
ment grand,

M(/, /•) .< M[>, ( i — s ) / - ' ] .

de sorte que la croissance de f ( ' r ) est à peu près la même que celle
de ©(.x").

Passons au cas où lim.s-//==co, et admettons pour s imp l i f i e r <z^= o,// ->- x ' '
donc 7-0 = r. Faisons l 'hypothèse que la série

2i <-;;
est convergente ('). Alors, Â/,( / i>o) é t an t une sui te de nombres positifs
plus grands que u n , si la série

' 27•/^"l•s';;

est encore convergente, on a nécessairement

( 4 9 ) ^ i ( \^^ ,<K4^^• < / / ! / - -^^
1 /<=• \ ' — 77-=- /

\/ . / . /

où K est un nombre cons tan t . Pour le voir, il s u f f i t de faire dans P iné -

( ' ) iVa i l I eu r s j ' h y { ) o l h c s e con t ra i re i^esl pas i i i con ipa t î b l e . avec la convergence de
la série ( 1 1 , ) . Par exemple , co étant, la racine p o s i t i v e de l 'équatio'n ( O c ' ^ 1 1 ^ ! , la

e/ttù
série ( 4 4 / ) ^sl- conver^'ente uniforiïiémeri.t (lans tout do m aine O n i , si <:;'//=- —-?
,r^==; /K»), sans que la série S \Cn \ s ' ^ soit convergente,
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galité (48 ) „ _
a//=\'7./;,

donc

V^

Lorsque la série dans le second membre de (49) est convergente (au
moins dan-s an cercle de centre origine), on obtient une l imitation de
croissance pour la loncl ion /(<r).

Considérons, par exemple, la série, procédant s u i v a n t les poly-
nômes d 'Ahel

'e,̂  . / • ( . / ' —- / / } " ' './••r)=^-l--."^^ï- l o < s î < " •
7}.—- 1

En posant À,, =: ^>f /, on obt ient une série convergente
y - • > / / ^? î^:^.^-^-^;

par conséquent ,

M../-, r;)<K ̂ -^T^f ——'——^ yn " - ^ - " .
n—ï \ j _ e

et un calcul facile nous montre que f{x} est une fonct ion entière
d'ordre o = -3- et de de^ré f in i .

Ik y '--/

Mais le seul cas q u i nous intéresse dans ce q u i suit est celui où
l'on a __ __

Ihn A'/, \/| ( ' „ \ = /. < i.
/ / - •>• Vi'

4lors, on peut poser
/ i ^ / /

'••=(r^;-
£ étant un nombre arbitrairement petit, et l 'on obtient

^a-l)<^---l-il--(-^^^ •
En d'autres termes, on a, pour des valeurs suff isamment grandes de /',

( oo ) M ( /. /• ) < M j 9, f^-y + ^) r\.
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En par t icul ier , admettons

lî ni' n0 \/| r,i \ =- (, A <?p ')p ( 7, p >• o \ T, .V ^ o ).

Si a == - î on a
P

donc
M </. / • i < M [9. ( i, — £ ) / • ] ,

de sorte que l'ordre et le de^ré de f{^} ne s a u r a i e n t surpasser ceux
de /Y.'r). Si ^== -3 on a

/. —— ii ( 1 1 .S'// Ç' \<',,\ = T (' •V ̂  p );"'; ;"

par sui te , à condition que cette quanti té soit in fé r i eu re a T ,

M(/, /• ' ) < M o.

i — -: (' À e o 'i °

donc l'ordre de /(^)est é^'al à celui de 9(^)5 c'est-à-dire à p, tandis
que le degré de f('^) est in fér ieur ou égal à

\

[^--(\e^\

On peut résuraer les résultats essent ie ls de l'étude précédente sous
la forme du

THÉORÈME VII. — Soit I\(;r)(/z=o, i, 2, . . .) le système des poly-
nômes associés à une suite donnée x^^ x ^ , x^^ . . . . Posons

K^Z. \ ,zv— .r,̂ . .̂ ===^ ^v (fi ^ l 1 ) -

V — O

^o?^ d'autre part, Co, c^ c^ ... une suite de nombres complexes.

Désignons par /(^) et par o(^) les sommes des séries ̂  <?„?,/ (.2') ^
0

y c/,a7" ^071^ ciu elles sont convergentes^
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i° Si la suite des Sn est bornée, le rayon d'holomorphie de la fonc-
tion f{x) au point x==X= liffî^ ne peut être inférieur à celui de la
fonction ç(^); si o(^) est une fonction entière^ on a la relation

( 5 i ) ^ [ ( /, /• ) < M [ 9 (, i: — s ) r ] (, r > /'. )

quelque petit que soit £.
2° En nous plaçant dans l'hypothèse lim.y// ==oc, supposons que l'on

n >• x

ait 1 __ __
l i n i ^^ l ( ' n = /. < i.

f{ .;>, go

La fonction ç(.2-Q étant dans ce cas nécessaiwnerzt entière, (a fonc-
tion f(^) rest aussi et la relation (5o) est satisfaite.

3° ÀÏC5C.Z?) est d'ordre fini p et de degré A, V ordre de /"(.^) est inférieur
ou égal à o, le degré de f(x) dans ce dernier cas ne dépassant pas ^ _^p •

14. Un problème d'interpolation transcendant. E.rislence et unicité
de la solution. — Proposons-nous de déterminer une t onc l i on sa t is fa i -
sant à une i n f i n i t é de relat ions
( 5^ ) J ' " ^ (,r,,;} -=. n \ ( • „ ( // •==. o, i , • > . . . . ) ,

où c,, et.r/, sont deux suites de nombres données.
Le cas classique bien connu est celui où l'on a^/, == X(/i =0,1,2,. . .) .

On sait que, pour qu^il existe une solution analytique au point.r == X,
il est nécessaire que les constantes c/, satisfassent à la condition l i m i t e
(53) .lim Vl^ | < co;

//. -^ X

cette condition supposée vérifiée, une solution est donnée par la série
de Taylor

/(.r:)^^-/^,
/ /1= 0

et c'est la seule q u i soi t ana ly t ique au point oc = X; il existe cependant
une inf in i té de solutions qui ne sont pas analytiques.

Les choses se passent d 'une manière analogue dans le cas général.
Il suffira, pour s'en convaincre, de considérer des hypothèses particu-
lières qui paraissent les plus importantes,
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THÉORÈME VI II a. — Admettons que l'on ait lim.r// = X. La condition
n ^i- 30

nécessaire de l'existence d^une fonction analYtique au point .r===X et
satisfaisant aux égalités (02) consiste en ce que l'inégalité (53) soit
vérifiée. Si\ de plus y la série ^u^est convergente^ cette condition est aussi
suffisante. Alors, il ny a qu'une seule solution du problème posé et e l l e
est donnée par la série

O.i ) •f'{•r)'==z^ <-n ? / / ( • / • ) <

les polynômes P ^ ( x ) étant associés à la suite x ^ ( n = o, i, 2, ... ). La
/onction f(x} est holomorphe dans le cercle x—X | <^ R a^ec

Démonstration. — Soit X == o. La nécessité de l ' inégal i té (53) est
une conséquence de l ' inés 'al i té iondanie i i ta le (9) du paragraphe 4.
Désignons par p le rayon d 'un cercle \x ^ p dans lequel une solution
/'(<r) reste holomorphe et bornée. On o b t i e n t , si n est suf t i samment
grand,,

, M ( f " \ M (./'iû

donc

Inversement , supposons qzie la cond i t ion C'53 ') soit remplie. Alors,
la fonct ion

9^-)=^ ^(.,y-~ X./'1

n -̂: n

est holomorphe dans un cercle | ^ j < < R , donc, en vertu du théo-
rème Vit , 1°, la série (54), qui donne une solution formelle de notre
problème, est convergente dans ce même cercle et converge unifor-
mément dans tout domaine intér ieur . Par suite, /(<r) est hoiômorphe
pour x\ <^ R. En vertu du théorème 1 la solution est unique.

11 n'est pas douteux qu'il existe des fonctions qui satisfont aux
Ann. Éc. Nonn., (3 ) , XLVÎI. — FÉVRIER igSo. 8
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équations (32) sans être analytiques au point .r == X, mais, bien
entendu, notre procédé de construction ne permet pas de les obtenir .

L'autre éventualité à considérer est caractérisée par le fait que les
sommes^ croissent comme une puissance de n. On fera une hypothèse
restrictive sur les nombres c,(n == o, i, -2, . . .) qui remplacera riné-
^alité ( b ' î } du cas considéré tout à l'heure, e t ' l 'on se proposera de
trouver une so lu t ion de notre problème dans la classe des fonctions
ent iè res de croissance convenablement l i m i t é e , ce qu i remplacera
Fanaly t ic i té .

THÉORÈME V I I I é. — Posons

Ti7iT^:=T, TiTiT -i^— == ̂ , J^n^yr^^K.,
„ ..» ^ ^ ' // -^ >• 7 // ̂  ^

/ ? ' n'

o// c, -, 6, K .^7?^ r/^y nombres réels tels que

o > o, '•^o, o^ ' 9 ^ 1 , K ^ o.

i° ÀÏ -: == o, la condition nécessaire e( slifjlsanie^ pour qnil existe une
fonction entière d'ordre c et de degré A.(^o) ('), qui vérifie les équa"
tionsÇ^ \ est

K,^ ( \.eo'^.

La solution du problème est fournie par la série

( 5 4 ) ' .A^^^^1^'^
7?,=0

et elle est unique.
2° Si T^>O, la condition nécessairepour que le problème précédent

soit résoluble prend la forme
K^K,,

et la condition suffisante sera

(55) K < K 2 ,

( 1 ) On considère ici les fonctions d'ordre inférieur à p comme étant d'ordre p et
de degré zéro.
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A ^<77U défini pur l'équation

,)() !

(̂

( A, e o ) r"

l -T( , \^p^

/.rt solution quon trouve dans VIrvpoîJiesc (55) // toujours In jornïe ( :)4 ).
L/? condition d'unicité est

p \ ( (y7')°< <,>?<'/,» -i- i " ) ' F.

co ^////?^ ̂  racine positive de F équation oj0^" ' ' == O^.

némonstrntfon. — On s'assure d'ahord (ine K i ^K^ . En diet, on
déduit de (5())

donc

et , par suite,
K.,> (A.eo'}9.

D^autre part, évidemment ,
K^tA^o^ .

Le cas 1° s'obtenant par le passage à la l imite du cas 2% il suffira de
se placer dans l'hypothèse T> o. On trouve immédiatement

.- f^{xflï\< i< — — M f^, ( ^ T - 4 - £ ) / 2 ° ,
// 1 | - // 1 l-' . "

donc, d'après (21'),
_ i __ _ i n / " r ~ r

: .== lim /?.? y'. ̂  ; ^ lim /z" i/ -^ ML/'1"1. (:^ -+- £ ) / z ? _
// -> ^ /? ->- w y n •

K == lim n} '\/\ Cn \ ̂  lim n^ { / -^ M [/17<}. ( ÇT -+- £ ) /^J ^ A. pA"1 e^^,
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A étant la racine de l'équation
Y/.?-' (/. — 9-r— î ' 1 = —

Comme £ est arbitrairement pet i t , l'égalité (56) en résulte.
Admet tons , d'autre part, que l'on ait l 'inégalité (55). Il en résulte

( 5 , V ) '^-l-

Alors, il v ien t
ïim\, Ç/lT^ 'Ïîm- . Jîm^ "^ I =='- k < ' -

l^

donc, en vertu du théorème VII, 3% la série (54) est convergente et sa
somme ./\ .2;) est une fonction entière d'ordre p et de degré ne dépas-
sant pas

F KP
e a { \ — K T ) P

Or, en vertu de (55), cette dernière quantité est infér ieure ou
é^ale à A.
°En ce-qui concerne la condition d/unicité, elle a été obtenue dans

les n^S etâ).

Exemples. — i° Soit à déterminer une fonction entière d'ordre i
vérifiant les équations

f^ ( t . " ) == a2'2, y'^-r-i) (.„ i j == a2"'-1-1.

On trouve
0=1, T==^, ^==0, K.=ze\y.\.

La condition K^K, se réduit à A^ |a | , donc le degré de la fonction
cherchée ne peut être inférieur à a|. Le développement fo rmel
(voir n° 2 ),

/,,, ̂ , _ .̂  i, c-^), '̂  i,(4.'-). ̂  F,,, (4--").-...
est certainement convergent dans tout le plan de x si | a | <^ et ^
somme /(a?) est alors une fonction entière d'ordre i et de

desré <———\—.-0 ^ :i — ^ e ' y . \
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Lorsque | a ^ — * on peut affirmer que y*(^).esfc une solution de
degré mminium.

2° Considérons le système des équations
n

/ ' ' f t { \ n ) == / / " (//.==:o. i, • - » , . . . » .
Ici, on a

La série .<.... =2 ,,;P..(-|/i. ——;— •

où P , , { x ' ) ( n == o, i, '2 , . . .) sont les polynômes associés à la suite de
nombres \fn, résout le problème. C'est une fonct ion entière d'ordre ^

et de degré ? 7; \c, et c'est la seule solut ion du problème parmi les

fonc t ions entières d 'ordre 2 et de de^ré : —GJ—— ? où oj est défini par0 • - ^ ( ï _4- r.) ) _ V
l 'équation œ2^ ' ( = i.

3° Reprenons l 'exemple du n° 12 et proposons-nous de résoudre
le système

f 1 / < ' ( /? / )==: e^ ( // = o. i, a, . . . " ) .

Si. T == \ t \ e^ l ' "~ i <^ i , on Irouve une solut ion

'̂ 1 , j c ( j : — n t y ^ 1
( 37 ) J , ( .r ) = i + ̂  e-' -———^——— ,

n--\

q u i est une fonction entière d^ordre i et dont le degré ne dépasse pas

i — T

Or, dans la boucle (£1) {voir le paragraphe 12), fi^x} est égale à <?'-',
donc le degré s'abaisse effectivement jusqu'à i. D'autre part, dans le
domaine ((%), 'ft(^) est certainement différente de e^ car, lorsque t va
à l'infini par valeurs négatives, la quantité A tend vers zéro. On déter-
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mine la fonct ion ftÇ^) dans ce cas par un artifice ( ' ) . La variable t '
étant assujettie à rester dans le domaine (et) et la variable t dans le
domaine (cB), on' établit une correspondance b iunivoque entre les
points de ces deux domaines par la relation

(58) . l ' ^ ' z ^ i e 1 .

Ceci fait, on a -

. / • ( , , r — / / Y ' " 1 1 ̂  , ,. . :r( ,z '—n)'1"1'%-̂  . / • ( ,r — // )" • ' x"^ , ,, 'ï{ ^ — ^ ) /. ,. /
/, 1 1 ..r ) = i + ̂  ( / e' )" -——^——— = i ^ ̂  (, f e' )" ^, / ==y<- ( <'^ ).

1 J

Comme il est démontré que, pour t' compris dans (cl), on a

^{/'..v^e''-'^

où doit avoir, pou r / c o m p r i s dans (cB),

/\U^}=z^\

fA^'}-^^ .

t1
On voi t b ien que le degré - de la fonction /i(^) tend vers zéro
lorsque t~>—ce.

Nous civons trouvé deux solutions différentes de notre problème
d'interpolation. Or, en abordant directement les équations (82) et en
cherchant à en obtenir une solution sous la forme d'une fonction
exponen t i e l l e

/ ( . / 1 - ' ) :=:<^-'',

on serait condu i t à considérer une infinité de solutions

• 1'^ [ ,r ) r=- e:'" ̂  '' ( - J ===: ( ) ; l, ^ , . . . i,

les paramètres ^i, étant définis par Inéquat ion t ranscendante

( 1 ) Voir G. POLVA / / . G. SXEGÔ, Aufg'aben u. Leîtrsdt^e aiis der Anaîfsiiî^ I,
il1'260. p. i3^.
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Des combinaisons l inéaires

seraient encore des solutions.
La cont r ibu t ion essentielle que nous apportons à l 'étude de cet

exemple classique consiste dans le fai t qu' i l n'existe qu 'une seule
solution du problème posé qui soit d'ordre un et de degré in fé r i eu r
à T^-? où eu est dé t in i par l 'équation co^0 ' ' == i. On en conclut que la série
(57) donne cer ta inement la solution,, pour ainsi dire la moins crois-
sante dans le cercle ï << co et, d 'antre part , dans le domaine | /' | -< CL»,
image du cercle précédent que fou rn i t la transformation (58). Pour
des valeurs de t qui correspondent aux points se t rouvant en dehors
des domaines (cl) et (tô), i l faudrait chercher la solut ion la moins
croissante sous des formes autres que la série d 'Abel ( 5 7 ' ) .

4° Considérons enf in le système des équat ions

( // — i » 1 ,
/ ( ( ) ) = = ( ) , / / / ( ffi ) == ( -—— I ) u ~ - 1 -———————— ( / /==: 1 . •Jl, .), ... : / ^± 0 1 .

•• • ' '• ' • • ( l -i~ / / / )^

On a

Malgré que l 'on ai t KT== j , la série
i , . , ±

2 ( //, — ï ) ! .r( .r --- / / / p--1 ^-^ ./• / n{ ) i \ \ i --.._ ï » / / • • - - 1 ______ _________ -— ^ _____,_ j __„-.„...„,_
' " / ( ï .1- n / } ' 1 // ! ^ n ( / / / — .r i \ \

II.- 1 " // -r] 1 \ I 4- •—,
/ / / ,

est u n i f o r m é m e n t convergente dans tout d o m a i n e , et sa somme f (x ) ,
comme on s'assure faci lement , est une fonction entière d'ordre î et de
degré ne dépassant pas —• Ce dernier nombre étant supérieur à —^?
notre méthode ne permet pas de conclure immédiatement que j\oc)
est la solution la moins croissante. Il est intéressant de signaler que
log'O +.r) est encore une solution du problème considéré. Dans son
Mémoire, Abel a affirmé que la somme de la série (59) est égale
à log(i +^"\ à quoi el le se réduit en réalité lorsqu'on fait / == o.
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CHAPITRE Vil.

15. Les modules minima des dérivées successives. — F(;r) étant une
fonction holomorphe dans ' ie cercle ^ I ^ B ( R ^ o ) , on désignera par
7??,(F,R)-le module minimum de cette fonction dans le cercle con-
sidéré

ni (F, R)== min 1 F(o e ' 6 } i.
^R

Si o ^ r ^ R , on a, évidemment,

/ ^ (F , /• ) ^ / / / ( F , R ) .

THÉORÈME IX a. — Si f{x) est une fonction analytique au point x == o
et possédant en ce point le rayon d^holoinorphie R., on a

,-.—.»////(/'"". / , ) ^ t
^\/——^——^R5

pourvu que la série S/'/, soit convergente.

D émonstra tio n. —'Soit x,i il n p o i n t te 1 <..] u e ^

l^i^/.. \f^u'n)\^m{j''h',/\).

Comme la série S j^,—^._-i est aussi convergente, la fonction f{x)
est développable en série (2) procédant suivant les polynômes Pn(^')
associés à la suite . r / , (n==o, i, 2, . . .) , la série étant convergente
à l ' intérieur du cercle .r[<^R (théorème I). Les coefficients c,, de
cette série avant les valeurs

on a
— „ — ..._ „ if^ ( ^/ii ^ )

iim y' \Cn = : l imA/ ,—^———•iim ^[^ =: lii i t , i / ,
^so , M>^ V

Si, par impossible, cette limite était inférieure à-p la somme de la
série, c'est-à-dire la fonct ion f{x) aurait au point x==o un rayon
d'holomorphie supérieur à R (théorème VII), ce qui est contraire
à l'hypothèse.
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Puisqu'on dédu i t imméd ia t emen t deTmé^cûité fondamentale (9.)du
paragraphe 4,

/ / / M ( / ' / / ! . / • / / ) . i•^———^ ^,^IV' ——,71——-R;

à la seule condi t ion l i m / ^ = = - o , on obt ient ce corol laire : f(-v) étant.
n^ x.

une fonction a n a l y t i q u e au poin t 0 et y possédant le rayon d'holo-
morphie R, on a

— /yy^-^-y— ^
il m i / U.——^— =:

,/.., , y // I ! S

pourvu que la série £ x'a \ soit convergente. En particulier, siy'(.r) est
une fonction en t iè re , l ' é^a l i îé précédente est remplacée par la sui-
vante : „

(un & / .,̂ ..,_,,̂ ——— = o.
// . . V // !

THÉORÈME IX b. — Si / \ x ) est une fonction entière d\)rdre p ( ^> o) et
de degré exact A(^> o ), on a

n r
l î i ( 7' ! / / !, a/^ J / ., i V ^ p )1''
._„_ ̂ —— — -^ —

\

liiti / / p 'iiti / / p ^ ,

-r- '.>, y.D ( .•\-<? Çj ) /J

pou/vu que a vérifie Finég'alùé

( 60 ) a •<' — • ( A c o ) ^ .
^ '-> û • ' "

Démomiraiion .. — Supposons, par impossible;, que l ' i néga l i t é (60)
étant satisfaite, on a i t en même temps

/ r ^ i r ^ 1 / nt^ !'u^ y•t^ ') - ( \e^)^( f ) { ) E\ =r j l l t l / / - • % / ——^————,—————• <, —-—————-———.——• ^ à / / / / ( / " / / J , ^^p

- i l l t l / / - • i / ——^————,——y ^ -
i + :^y.p( \eo^

Soit .r// un p o i n l ( e l que

^/J^a/^"' ' , ;/'^(^) i^/^V'1^, a/z? '),
on trouve

n —' i //, — 1 tt- ^

.̂ =^ | .A — .^•v.+.î 1 ̂ ^ ^ ^v | •"i- | ••^-M i ) i<>' ̂ ^ ^p ~ '-î ̂ p^^

^^^. /;;c•. 7Vû/-w.. (3) , X L V I L — M A R S 19,30. 9
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donc
Tiln '^-^a? .

{ 6:1 » / / . .^ ^ ;.
n.i/

L'hypothèse ( 3 ï 1 ) du paragraphe 8,

é tan t vérifiée lorsqu'on pose -: == 20?, en ver tu de ( G o ) , la fonction
/'(\r) est développable en série ( ï ) procédant suivant les poly-
nômes Pn(^) associés à la suite .r//,,,,,̂ ,,,.,,,".;̂ .
li en résulte

, ^ . . , P / / » . / ' ) ^ ( / - , l - 1 ' ) [ ^n-^ '
- ^ • / " ) -=^ L / ' / ' l < t ' / / l i ~7ïT~ = 2 J / / / J • a / / ' /——~r7\——'• î l ^L / ' 7 ' 1»^!

/ /~o ' ^:=n

Pu i sque l'on ob t ien t , à l'aide de ( G i ) et (62),

-.—— , / /^( / ' l / / f , an^""1} . -,— ^ m\/>i//!. a / / P ~ ' )jini ̂  l / —-^-——————J- ^ ̂ ^p Inii ny l/ ——1-———j————- ^= aap K < i ,
/.' >- -w y' ^ ' " ^ -^ v^ ^ •

le théorème VII , à0, nous montre que/(^) est entière d'ordre p et de
degré infér ieur ou égal à

^ r, ( i ...,...- 9, ̂  S\ )?

Or^ d'après (61), cette dernière quanti té est in fé r ieure à A , ce qui
est en contradiction avec l'hypothèse que le degré de /(.r) est égal
à A.

Faisons remarquer un cas par t i cu l i e r du théorème IX : si •': <^ - — i,
on a

,.1— r " ///^ ( / ' / / i , a//.^ } . . , 7
Jun ï i ^ i / —•-•-—-,——-— > ( \.eo}^ ..-,... v n-

Plus généralement, si l im£ , , == o, on a
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On dédu i t de cette inégal i té , à l'aide de l ' inégali té (2,1 ) du para-
graphe 7, la relat ion s u i v a n t e qui parait . ' intéressante : si les points
;v^(n •=-=- o, i , 0 , . . . ) j ou i s s en t de la propriété

on a
,,.. . , - . - ^ ./"•/•-T:r;'r111 ;

( 60 ) S u r i //••' 1 / • - —.--..-. - - :-'-::: < \ r o \ ' ' .. / , . . v // •
.11 est encore à noter q u e , dans le théorème IX 65 l 'exposant ^ -- i

ne peu t être remplacé par un nombre, plus grand, a ins i que le fait voir
l 'exemple /'( .2'') == e ' ' \ n i le. c o e f f i c i e n t a n^ p e u t c ro î t re i n d é f i n i m e n t
ave (.' n- y < • e q u e î n <) ît l r e ! ' e x (;l ni | ) l e

Par cont re^ i l n'es! pas exc lu q u e la b o r n e ' i C i o ) , q u i i t i ipose u n e
l i m i t a t i o n à la croissance de a ne soit pas précise.

Le théorème . IX. b présente une extension de la proposit ion suivante,
qui est une conséquence du théorème III : si, /Ï'.'r1') é t a n t une fonct ion
d'ordre c et de de^ré A, .r,, esl un zéro de la'//"'""' dérivée, i l est impos-
s ib le que Fon a i l

II est na tu re l de jux tapose r le t h é o r è m e I X A au hnl bien connu sui-
vant : si l ' on a

-lin, .^yL/:''177^. K. -
//-.. V f > -

K^la fonct ion y'ï.r).est ent ière d'ordre ^el. de degré i n f é r i eu r ou égal. à —9
ou bien elle n'est pas analytique au point .v = o. D'une manière.sem-
blable, on déduit de noire théorème : si l'on a

, / / / / . '- •n,. ^ .A / in\ I // , a / /^ / ,h lit /7 ' i / ...-.----̂ -.--.-,-..-———— •:„ k (7^ p j ,
^/ /'/ î '• ••- • '

la fonc t ion /ï.r) esî en t iè re d 'ordre ^ et de degré inférieur ou égal
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à — î ou b ien elle n'est pas ent ière d'ordre p et de degré fini A satis-

laisant à ( 60 ).
On pour ra i t ob ten i r des résultats analogues pour les fonct ions

ent ières d'ordre nul ou i n f i n i .

J6. La variation du logaritlune du module des dérivées successives
dans une suite de cercles. — Sôien t R un nombre positif et F une fonction
réelle d 'une variable complexe .2.' et qu i est dé f in ie et, continue en
chaque p o i n t du cercle x ^R. Nous appellerons variation V ( F , R )
de F dans le cercle i - ^ I ^ R la d i f férence en t re le m a x i m u m et le mini-
m u m de F dans ce cercle :

I / inégal i té T<^ R en t ra ine , é v i d e m m e n t ,

V ( F . r\^ V ( F . R ) .

Dans ce qu i s u i t , on posera

F=lo^/(,^)|.

où j\x) est u n e fonc t ion a n a l y t i q u e .

THF.OKÈME \a. — Si f^x) est nn.e fonction liolomorphe au voisinage
du point x == o, on a

A i ^ \ } ' • • ' tnn - \ ( io^ l /'1/" ',\ /•„ ) =: o,
/( •11*- •X

poinvii (]ue la série ï/"/, soit coîi^er^'ente.

Dé/Honsiration, — Soit, contrairement à l'hypothèse,

- \ (i(.^\f n' , /•// ) > Ô > 0.

11 s 'ensui l

donc
lo;,- M f / 7 " . /•// ) — lo^ /// ( f ' 1 '. / „ ) > n o,

^^r^ ,̂ ,,,,,..ç .'/^T^^^
V rt\ " '^c V n[
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ou bien
..— ^ / m { f / ' \ f - n ) , ^ ^ y— 'S'^LL-G^J-Z^
//Hn V ^ = ( //nn V // :

Les deux limites supérieures é t a n t , d 'après le ihéorcme I X (Y ( , [ ) . ( S ^ ) ,
positives et égales entre elles, cette i n é g a l i t é est imposs ib le .

THÉORÈME \b. — Si f(.r} es/ une fonction entière d'ordre fini c(;> o )
et de désiré A, on a

( 65 » un V ^ loi; / ' / / ' , y./i^ ' ^ li»^ | î 4- • • ï ^ p t A ^ p 1°

a condition que F on nit

( 66 ) ' ^ •<•: • - 1 - • • ( A ^ o ) ;'.•^ </

Démonstradon, — Admetions, par impossible,
/ ji ' ^

( 6- ) -L- V ( lo^! /' ! " ', ^ / /^ l > o > lo^' 1 ••4- '>.ao( \€ù ^

Alors, on o b t i t M i t

lo^' \ê ( / ' / / , a / / ? ~ ') — Io^ ///(./ / / 1 , ff.ii^ ] > // Go^ \ê ( / ' / / , a / / ? " / — Io^ / / / ( , / / / 1 , a//1''' / > // û
oïl bien

n i l ,\ / / / / '

,.- À / / / / ( / • 1 / / , ^/^;~ ) ^, 5 T—— i / ^l/ '1"1- a//'|̂ ,i i / ————-————<:e^ l,m l/ ————^———
/< -^ -^ ^/ // • /» > -^ }• " •

Comme la l i m i t e supérieure du premier m e m b r e est supér ieure ou

égale a — — ( - ^P ' ^——^( théo rème (X//), t a n d i s que cel le du second
i -4~ '.\ ap( A.^p j'0

membre est p lus pet i te que (AecY ( § 7), on a

( A. <? o ) ̂ • < ̂ ~•s( l A.e o )? '7

î -h '>.y.Q( A ^p) 1 0

ce qui contredit l'inégalité (67).

neman/ue. — On ne pourrait pas s'attendre à remplacer la limite
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ultérieure dans l 'énoncé des théorèmes X par la l imite supérieure. En
effet, une inf in i té de dérivées, mais c e r t a i n e m e n t pas toutes, peuvent:
s ' annuler dans les cercles considérés.

17. D'après les théorèmes précédents, la nature analyt ique d ' u n e
fonction/'(^) étant connue, on sait l imi te r , dans cer ta ins cas, la crois-
sance d 'une suite par t ie l le des variations

( ̂  » V^r^V^'io^l/^1 |. r/,).

I c i ^ j e nie propose d 'é tudier la question inverse , de caractère plus
élémentaire : les var ia t ions V/, é tant don nées ( ' / / == o, 1,2, . . . ) , qu'est-ce
qu 'on peul en" conclure au sujet de la fonction f ( a ' ) ' !

11. est nat|rel de s'appuyer sur une inégalité qu 'on trouve dans un
article de MM. E. Landau et 0. Tœpli tz( ' ' ) , et qui , avec nos notations,
se laisse écrire de la manière suivante :

s 69) F^o i ^—VC^F. H.]
TC h.

où uiF est la partie réelle de F et la fonction F(<r) est supposée holo-
morphe dans le cercle [^ ^'R. Si l'on admet que F(.r) ne s'y annule
pas, on peut remplacer V ( x ) par logF(.r), et l 'on obtient

F / ( o )
V i lo^l F;. H > .( 70 »

Soit y ^.z?) ̂  ^cm'Â'fil ^^ fonct ion , holomorphe dans une suite de
TOssO

cercles \x ^/\(n == o, i, ^5 ...), et telle qu'aucune des dérivées/^ ( x }
ne s 'annule dans le cercle correspondant ; introduisons les quanti tés ¥„
déf in ies par la formule ('68). L'inégalité (70), où l'on écrit f ' ^ Ç x } au
l ieu de F(^), et l 'on pose R ̂  / ' ^ nous donne

On en t ire , en l iRi lLip l ian t ,

Arck. der Mathemutik nud P l i . ' y s i k ^ ','• série, t . 1 ! . p. :»o^.
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où ̂  est déf in i par l'égalité

^^^1/'^^^
T: V ^n7 ' ! • • • /'/' 1

11 en résulte le théorème su ivant :

THÉORÈME Xt. — AÏ l ' o n a

ii ni n^ g,^ =z H i fj >• — i. B ̂  o ),
// - y.

la fonction f\x ) est entière (F ordre G === ——et de de^'ré A satisfaisantJ J •- ' \ ç. _;_ ^ 0 J

à ^inégalité

\ :: ( <7

Si l^on a

~Ïmi^ -=B ( l 1 ! > o ) .
n^-^ ^ " '

la fonction f( x) est fiolomorphe dans le cercle \ x \ <^ K, o// R est égal à p

( pour B ̂ > o) o^ est arbitrairement grand ( poiir B = o ).

Pour la démons t ra t ion , i l suf f i t de se reporter à la r e l a t ion ( i 5 ) d u
paragraphe 7.

ŒAPÎTRE Vl i l .

1 <S. Variation du logarithme du module dans le domaine réel. — 11 v
a l ieu de se demander si les résul ta ts du paragraphe précédent
subsis tent lorsqu'on se place dans le cas d 'un domaine réel. Bornons-
nous à considérer un seg'ment f i n i et fixe, soi t o^-r^ i .

A ce s u j e t , nous a l l o n s é t ab l i r préalable nient une inégal i té que
vé r i f i en t les va leurs absolues m i n i n i a des dér ivées successives d 'une
fonct ion réelle f('^\ supposée r é g u l i è r e m e n t monotone dans cet
i n t e rva l l e , c 'est-à-dire î e l l e q u ' a u c u n e de ses dérivées successives n'y
change de si^'ne.

Appelons ( C / . ) la classe des polynômes P / ^ ^ ) de la forme

P/.( , r ) = [ ( l . v 1 ( d . r " . . . / d a ' l - .
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où les nombres «^/(o^^—ï) sont assujettis à ne prendre que deux
valeurs : o et i. Je dis que P/,(^) étant un polynôme de la classe (C/,),

W. GONTCHAROFF.

l 'une des inégalités
~xf

est satisfaite pour toutes tes valeurs de œ dans l ' intervalle o^ . r^ ï .
Cela est évident pour Z '== i , car alors, la ciasse des polynômes consi"
dérés se réduit à deux : «r et ï —x. Procédons de proche en proche.

Admettons que notre assert ion soit démontrée pour /•== n — i. On
obt ient

P^)'== f, " •P,,_, (.r) dx

où P/^(.r) est un polynôme d e l à classe (C,/_i) . En vertu des iné-
galités (71), il en résulte l 'une des inégalités

P,(\r)'= f il\^(^)|^.i P/,..-..! (^-) \€lx f:
( ï -— a-)'1-^
( n — ï ) !

Le nombre .2*0 pouvant être égal à o on à ï , il faut que l 'une au
moins des quatre inégali tés

\ / -' /
^(./•>^,p

/ 1l" ( ,a•} i^—^^—'
-(•^^-n-'
w,1—^

soit satisfaite. Or, en vertu de la relation
^n 4- ( t _ ,.yy^ [,y 4_ ( ï „ ̂  ]/^r== ï ,

la seconde et la quatrième des inégalités (72) en t ra înen t respecti-
vement la troisième et la première. Il en résulte notre proposition
pour k = n^ donc pour toutes les valeurs de k En particulier, si
x,, ==o, la seconde des inégalités (71) ne peut être satisfaite; par con-
séquent, c'est la première qui a l ieu. En y posant ;r= ï , on obtient

(73) ;p,(i)|^.

Soient maintenant M,, le maximum et m,/ le minimum de \f{n\x)\
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dans l ' in terval le o^.r^i ; désignons par ^ le nombre -+- i ou -- i, sui-
v a n t q u e l'on a/'7 ')(.z-)^o olï/ ( / / ](.^)^o(7?, = o, i, 2, . . .). Appelons j'/,
le point où \ f f l ! Çx ' ) \ a t te int sa valeur m i n i m u m m,.,, de sorte que l'on a

/ ' t / / ( ,(•„} == Sri^ïff

Evidemment , x,, est égal à o ou à i, su ivant que £/,£/ ,+i est égal à •+1
ou à — i . Grâce à cette remarque, on s'aperçoit que le nombre des
uni tés dans la suite

../•o. .ri, . . . . . r/,,..,,

est égal au nombre des changements de signes dans la suite

Soit a/, ce nombre. Observons que l'on a ,

(;.1 ) (— r)^ coc/.== i .

Nous allons nous servir de la fo rmu le ( 5 ) du paragraphe 2, en dési-
gnant par P(,(;r) les polynômes associés à la suite x,,(^v = o. 1 ,2 , . . .).
Soit, po.ur fixer les idées, .r^ == o, £y==-|- i ; on posera dans la for-
mule ^S) .régal à i. Puisque

/ (n=M,,
on obt ient

( 75 ) Mu ̂ V £/-^/- ?/• ( 1 ) -h -H/, ...i ( l ),

/• = u

où l'on a

P , ( i ) = f d x ' f d.^ . . . f cL^,
* ' f i t- /.'•^ ^.r/..-,)

R/,,-, ( i) = r ̂  f ^r^.. . ( y //-.(.,^/-4-i;) ̂ .'̂ -r.
«YO *j i. *j,..

Si l'on interver t i t les l imi tes d' intégration dans l'expression P/,. (i),
toutes les fois que la l imi t e infér ieure est égale à i , le signe sera
changé a/, fois et le résultat sera positif; donc

P ^ ( J ) = = ( — I ) ^ J P ^ ( J ) J {k^n),

et, d 'une manière analogue,
R,^, ( i ) == (-- r )a- » £/„,, ; R/^-,, ( i ) i .

Ann. Èc. Norm., ( 3 ), XLVIÏ . — MARS igSo. 10



74 W- <«ONTCHAROFF.

La substi tution dans la formule (75 ) nous donne
// "" .

M,==^(- i)^,,«,!p^i)i+(- i-i»" •.£„,,! p.,,
i; :.. i i

En ver tu de ^7-4) et de ( '78 ), on en dédu i t
^ il

M.=^ w,| P,( il | + 1 R,,., riii ̂  M.,] P,(i) 1 ̂  ̂ .

Lorsque n augmente indéf in iment , cette inégalité donne, à la l imi te ,

<;<." "^i^- •
i. = u

I I est facile de vérifier que le signe d'égalité n ' in t e rv ien t que pour
les fonctions absolument monotones, c'est-à-dire telles que l'on ait

La re la t ion ( 7 6 ) étant établie/posons, en adme t t an t m,, ̂ > o,

7 ) M/,^ (i --!-• y-,,. } i ) i , i ( y-n~> o').

(le sorte que la variat ion \, du logar i thme du module de la dérivée
/'"'(.r) est inférieure ou égale a l og ( i 4- a//). Nous supposons que les
nombres a/, sont connus et nous essaierons d'en t i rer des conséquences
relatives à la fonction/^ ).

En app l iquan t l ' inégal i té ( 7 6 ) aux dérivées de tous les ordres / i^o ,
on ob t i en t le système d ' i n é g a l i t é s

^ m ,^i, ^ ,
Z^~~J~ = ̂ ^ u +' a/')/n^

d'où il s u i t

.-^. • .̂  ̂ -^ /- . . .1 , " l ' ? . —.-,— 1; y. i i rn,i { / i =---: o, i, '2. . . . ).
/,-i

Ceci doniu-1 u n e l i m i t a t i o n pour chacun des nombres/^. On dédui t ,
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en effet, de ^78),

/ / / „ / /z- ,

Soir

Le complément algébrique de l 'é lément qui se trouve à l ' intersection
de la À1^0 l i^ne et de la dernière co lonne est é^'al à

,V//....i y./,y.f,, i . . . y. „ . i.
t

Ers déveioppant A / / , suivant les é léments de la dernière colonne, on
obtient

A-,-.; — A , À^.,;a/,..,i t- -7, A/ / ..:;^//...,^a,,_.,, | - . . .

\ i y.., a:; . . . y./i a, a., a.. ... a//.. , 1 ,

Un r a i son t i emen i par induc t ion nous assure que chacun des déter-
m i n a n t s A,/, a ins i que les compléments algébriques des é léments de la
dern ière colonne sont posi t i fs . En m u l L i p l i a n t les inégali tés du système
(79 ) P^* ces c o m p l é m e n t s a lgébr iques et en les a joutant ensu i t e , on
obt ien t

^ • n ^ t i i : y'^y'\ ' • - y ' t i - [ / ^^
donc

bn
y.,, y., . . . y.,.. i ( y . / , - • - • i i
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Cette inégali té va nous permettre de démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME XÎI. — Soitf(x) une/onction indéfiniment dérù'able sur
le segment o ̂  x ̂  i, et telle qu'aucune de ses dérivées ne s^y annule. Soient
M,, le maximum etm^ le minimum de \f(n} {.r) | dans l'inteîvafle considéré

M
et V,, le logarithme du quotient ''—n 'nf n

La relation

{8-2 ) îïm n17 \ „ •-= R ( a- > — i., B ̂  o )

entraîne que f(x} est une fonction entière d'ordre c == ———î et dont le

degré A véri/ie l'inégalité

\ ̂  i cr + i ) B'7".

Démonstration. — Soit £ nn nombre positif â rh i t r a i r e inen t p e t i t :
posons

B'=B4-2 , B ' ^ rB+^S .

D'après (82), on a, pour les valeurs de n suf f i samment grandes,

^<n̂^
donc

( 8 3 ) ' ^ v "— i .< ^ lr— i.

Je dis que, lorsque n augmente indéf in iment , Finégalité

H'

(84) ^—i B'7 e'7 y1 ̂ i i " (n -- y 'f~\n- -v

~7^~J ^'yl ^—jl^-^—J
' B'7 e'7 y1 ̂ i i " (n -- y 'f~\n- -v

~7^~J ^'yl ----j^^r

finit par avoir lieu.
Pour s'en assurer^ nous considérerons trois cas :

ï° C T ^ > O . Le premier membre de (84) est asvmptotiquement égal
à -^- Or, le premier terme seul de la somme qui est au second membre
se réduit à

[ i n —Y\'i-\ lo- / . \ tics . \\n
y e^ L̂ L-Jl-. = B// ̂  ( j - - ) ——l__ ̂  —.

[_ //" J \ n ) ( / / — . 1 ^ n^

Puisque B^B^ l'inégalité (84) est démontrée.



^) 7< o. ^inégal i té (84) prend la forme évidente

^-.<-V^.-^ ^ [

.. 3 ~ Î < ( J < 0 • En P0^111 ^—^(.°<-<^. on écrit riné^a-
me (84 ) de la maniè re suivante :

ou

r -h —— , „ .:,.// — v / \ //

C a l c u l o n s la valeur asymptofc ique du terme q u i correspond à
^fB^1==Â-.

un trouve
i i ' /B"/^^ /' /• \ / / :lw=- ̂ ^ (-<-) + ' t r^{ l - ̂ ) - ̂ ^ -^

i ' /Wn^^ / /. ,,
^^ / . t^-)-*1-- ^lo,(,4.-.^

/•TÏO^^^^^^.
\ ^/ n

Î0^///,r^ /• r^ B'7//.^,

Par conséquent ,

donc, pour // -x, on a

lî'/^-.c: ioiL;///.< io^ i ..,,y //^ \
1 /

et l lnégali lé (84) est vérif iée dans tous les cas.
En vertu de (83) et (84), on voit que r i néga l i t e ( ^ } est satisfai te

(au moins pour des valeurs de n suffisamment srandes), à condition
de poser

//
f ^ , „ _ ( H " ̂ Y v l { n - ̂  /; 7

' " • " - [ ^" ) ^y1 -^r^-

En nnsan t , daiis ia re la t ion récur renfe (80), la transformation

on obt ient
A^== 5^. a., a., ... a»

y .'3 _ F^-'i , ^/?--2 , . (3i i
"' — ̂  -rl- -.T--1-----'- (7T~,yi -".i t n ï 1 ) -



?8 W. GONTCHAROFF. — SCT LES DERIVEES 'SUCCESSIVES, ETC.

Cette dernière formule permet de calculer les nombres ^lorsque
les ^ sont donnés et inversement . On voit immédiatement que, dans
le cas où les a// sont d é f i n i s par ( ' ' ^ ), les valeurs de 3// sont

f^ \''
1^7^

donc
\.=(^j a, a,... a,,

et l ' inégal i té (81 ) nous donne enfin
,. ^ . i /B- '^V-
M,,/.,a,.,^^,--.(--^J ,

d^où l 'on déduit
,,/^.u-
^7!

/ ^ • l à / ^ ^ B - ^ - .

Comme ii est possible de faire tendre c vers zéro, on remplacm
dans cette inégal i té B" par B, et, notre théorème sera prouvé.

Exemple. — On trouve, pour /(^^^'(A ^>o),
M^A/'^. .mn^:\.\ \ / ,= : , \ , . ̂ :o. R=:; \ , ?:-i.

on a donc l 'égalité
i

A. ==«7 -,.-1 1 ) l^71"-7.

On pourrai t encore é tudier le cas plus délicat où l'on a cr
qui conduirait à des fonctions holomorphes dans u n domaine entou-

l, re

rant le serment (o , i ) .


