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ANNALENS

SCIENTIFIQUES

DE

[’ECOLE NORMALE SUPERIEURE

RECHERCHES

DERIVEES SUCCESSIVES DES FONCTIONS ANALYTIQUES
GENERALISATION DE LA SERIE D'ABEL '

Pie M. W. GONTCHAROFF

INTRODUCTION.

Le but que je e suis proposé en entreprenant le présent travail est
de contribuer & I’étude de la famille des dérivées successives d’une
fonction analytique. On ne saurait dire que le sujet soit nouveau. Par
'usage continuel des séries de Taylor, on est familiarisé avec les rap-
ports qui existent entre la nature analytique d'une fonction et la suite
desvaleurs que les dérivées successives prennent en un point donné et
qui permettent de former ce qu’on appelle « élément» d’une fonction :
c’est le nom de M. Hadamard qui domine les recherches si profondes
et poussées si loin qu’on a faites dans cet ordre d’idées. Or, la maniere
dont les dérivées successives se comportent dans un domaine parait
avoir été peu étudiée jusqu’ici. Il est vrai que nombre d’auteurs ont
été conduits a s’occuper des propriétés des dérivées d’une fonction
réelle indétiniment dérivable sur un segment fini. Il suffit de nommer
M. T. Carleman qui, par sa théorie des fonctions quasi analytiques, a
rattaché¢ la possibilité du prolongement & la croissance des maxima
absolus des dérivées successives; M. S. Bernstein a qui I"on doit ce
fait fondamental qu’une fonction absolument (ou réguliérement)
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monotone sur un segment v est nécessairement analytique ('), ainsi
que les développements récents relatifs au méme sujet out intervient la
loi de succession des signes des dérivées (*) : je puis encore citer une
petite Note de M. Hadamard (*), ou I'on trouve des inégalités que
vérifient les maxima absolus de trois dérivées. Gependant I'étude
directe et explicite de la famille des dérivées successives esl a peine
commencée. Les résultats inattendus, remarquables par leur simpli-
cité et leur ¢légance, que M. G. Polya a obtenus dans un travail con-
sacré 2 I'ensemble des zéros de toutes les dérivées successives ("),
nous laissent pressentir qu’il y a beaucoup de recherches intéres-
santes & entreprendre en s’engageant dans celte voie.

Dans le Chapitre-1 de mon travail, j’introduis des séries qu'on
pourrait nommer séries d’Abel généralisées et que jappelle tout conrt
séries (X). Elles paraissent élre aussi bien appropriées a I'étude de la
famille des dérivées dans un domaine que le sont les séries de Taylor,
lorsqu’il s'agit des valeurs que les dérivées prennent en un point
donné. Une série (X) associée a la suite de points

B Y N N R

et correspondant & une fonction f(a), procéde suivant les polynomes

1

R ar o
1',,(.r)::/ (./,r'/ (/.:-".../ o

Yoy oy Cnoyg

et possede des coefficients respectivement égaux a /(). Une série
d’Abel proprement dite est caractérisée par ce fait que les affixes des
points X, forment une progression arithmétique : de telles séries ont
été étudiées d’'une maniére détaillée par Halphen (7). Une inégalité
fondamentale '

[ Pute) s

1
N I B TR R TR B R I b Lo . |
IH{J" e e e R e R R &

(Y) Sur les propriétés réelles des fonctions analyiiques (Math. Ann., 1914).

(2) Sur les fonctions absolument monotones (Acta math., t. 52); Sur quelques
propriétés des fonctions réguliérement monotones ( Communications de la Soc.
math. de Kharko/f], 4¢ série, t. 2).

(%) C. R. des Séances de la Soc. math. de France, 1gi4.

(+) Ueber die Nullstellen der successiven Derivierten (Math. Zeitschrift, t. 12,
1922).

(%) Sur une série d’Abel ( OBuvres, t. 2).
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permet d'aborder la question de convergence des séries (X). En
m'appuyant la-dessus, jétablis les conditions pour que toute fonction
d’une classe considérée soit développable en une série (X). Je passe
en revue les fonctions holomorphes dans un cercle de rayon fini
(Chap. 1I), les fonctions entieres d’ordre {ini non nul (Chap. III) et les
fonctions entiéres d’ordre nul ou infini (Chap. IV), au moins sous la
restriction que le module maximum de la fonction considérée, pour

|| croissant indéfiniment, soit comparable &
e losT e (K>o0.0>1)
ou i
Pl (K >o0.6>0).

Si, par exemple, une fonction f(a) est supposée analytique au
point z = X, il suffit que les points @, convergent vers X et que la
série
Y |2y = iy
2 !
soit convergente. Si f(x) est une fonction enticre d’ordre ¢ (fini el
non nul) et de degré A (*), il suffit que I'on ait

n--1
| l

se— 1R P
(aA)? lim — 2 Ty — Iy << (14 »)?

n o> =

ne =

ou w est la racine positive de 'équation

WP eWH+ =,

Il en résulte des conséquences importantes qui concernent la dis-
tribution des zéros des dérivées successives ou, si I'on'veut, la déter-
mination des fonctions par les valeurs des dérivées en une suite de
points (généralisation de la propriété classique des séries de puis-
sances). Citons deux propositions particuliéres : z, étant un zéro de la
niee dérivée, si la série X|x, — x,.,| est convergente, la fonction

admet le point X = lim 2, comme point singulier essentiel; si tous les

points x,(n=o0, 1, 2, ...) sont contenus dans un domaine fini, la

(1) Voir les définitions de la page »4.
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fonction ne saurait étre entiere d'ordre inférieur & un, ou d’ordre un
et de degré zéro.

La méthode mnployée permet aussi d’aborder I'étude des fonctions
non analytiques indéfiniment dériva_bles sur un segment, et Pon
obtient une relation cntre la croissance des maxima absolus des déri-
vées successives et la densité des zéros (Chap. V).

On trouve, dans le Chapitre VI, une discussion d’un probléme
d’interpolation relié¢ d’une maniére évidente aux séries (X) et caracté-
risé par les équations

S (e, = C, (n==0,1,2....),

ou les C, sont des constantes, et la fonction /(&) est assujettie i faire
partie d'une classe donnéc. Dans des conditions assez larges, je cons-
truis une solution et je prouve qu’elle est unique.

[.e Chapitre VII est consacré & quelques extensions des résultats
précédents il s'agit de bornerinférieurement les minima absolus des
dérivées successives sur une suite de cercles concentriques, la crois-
sance de la fonction elle-méme ¢tant supposée connue. Je passe ensuite
a unc limitation d’en haut pour la variation du logarithme du module
d’une suite partielle de dérivées successives. Les résultats acquis
comme suite d’un calcul assez délicat paraissent ne pas atteindre le
degré de précision qu’on pourrait attendre. Inversement, en tmposant
une limitation d’en haut pour les variations du logarithme du module
de toutes les dérivées successives, je cherche & préciser la nature ana-
Iytique de la fonction considérée. Cette derniére recherche, basée sur
une inégalité de MM. E. Landau et O. Toeplitz, est ¢lémentaire ot
conduit a des résultats plus satisfaisants. Dans le Chapitre VIII, je me
demande si les propositions relatives a la suite des variations du loga-
rithme du module sont susceptibles d’étre transportées dans le
domaine réel: en se servant, une fois de plus, des développements en
séries (L), on parvient & un théoréme précisant, en quelque sorte, les
résultats de M. Bernstein sur les fonctions réguliérement mono-
tones.

Une certaine partie des résultats de ce travail ont é(é publiés dans
les Comptes rendus de I Académuie des Sciences de Paris (Sur les suites de
séros des dérivées successies, le 7 mai 1928). Une autre note (Sur la
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détermination des fonctions par les zéros de leurs déricées, le 27 dé-
cembre 1927 ('), parait ne pas étre étrangere au sujet traité ici.

En terminant cette introduction, il me reste a exprimer ma recon-
naissance tres vive et sincere : ‘

‘A I'International Education Board (actuellement Rockefeller Foun-
dation), dont le soutien généreux me permit de réaliser mon séjour a
Paris. ol ce travail fut concu et commencé;

A M. Paul Montel sous la direction de qui je puis me féliciter d’avoir
travaillé, et dont les conseils et les encouragements m’ont été si
précieux ; ’

A mon cher maitre M. Serge Bernstein a qui je dois la formation de
mon esprit scientifique et qui a tant contribu¢ a tous mes progres
ultérieurs.

CHAPITRE I.

1. Un probleme d’interpolation. Les polynomes P,(x). — Ktant
donnés n nombres complexes

B S LN

on construit facilement un polynome P (x;.xy, 2\, ..., 2, ), dedegré n
par rapport a la variable &, défini par les égalités suivantes :

0 { P (e, s g,y e s )0 (m=—o,1,....0-—1),

L R O Y S R I B D

Pour obtenir P(z; x,, xy, ..., 2, ), il suffit d’effectuer successivement
n intégrations indéfinies en prenant 'unité comme premiere fonction
a intégrer, et en déterminant les constantes d’intégration de maniere
que les conditions précédentes soient vérifiées. On trouve ainsi
'expression explicite

ol —id a2
P(rs g o oo y) :/ (/.r’/ de’ ... [ do,
RN ary .

Wy

(1) Voir aussi Comm. de la Soc. math. de Kharkoy], §¢ série, t. 2, p. 49-56.
olm

9y ) ( tet 0 dérivée d'or .
(%) otm) (x) désigne la dérivée d'ordre m : o

o («). On considere la fonction elle-

méme comme la dérivée d’ordre o,
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les chemins d'intégration étant arbitraires. Dans le cas ot n =0, on

pose, par définition,
P{x)=1.

Observons que I'on a identiquement pour m<n
P (e g oy oo By ) = PO Ly gy ooy ey )y
d’ou ’on déduit

(2 Plrsrg, 2y «oon Thuy)

s et

e A~
— [ dx’ / da" ... / Py iy Compgs + o ooty ) i,

e . .
£y Yy -t

En particulier, si m = o, on obtient, en remplacant n par n +1,

(2" Plrirg oy, oo Iy == Py gy, rae ooy da

Nous disons que le systeme des polynomes P, (x)(rn =0, 1, 2, ...),
définis par les identités

Potey =1. Poaey=n!Plr; vy oy .0 ry ) (>0,
est associé a la suite des points
APPSR £

On calcule les polynomes P, () de proche en proche en se servant de
la formule (2") :

Polr)=
Py =a — .r,

(=g ) — (g — 2y )%
Py = (& — ) — 6 (, — 2y)2 (0 — )2
— Ay — ) (= xg) A O (g— oy )2y — oy ) (g — 24),

Le polynome P(x; x,, x,, ..., x,,) peut étre mis sous la forme d’un
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déterminant
2t Bl v/
T — .
1! ! (n—ra). n!
P V2 I n
AT o !
19! (n-—1). n'
lAl IJ‘I—‘.‘ LIIL——I
N . L0 ! "i R = -
11,.1::J',,‘.r,,...,.r,,__,):(——x)"‘ 1! (n—o2)" (n—r1)!
‘ L= e
oo 1 2 =
1 (n—3), (n-—a)l|
| (8] (8] O e e e e e e e e e
{ |
f A — |
o O 3 1
| |

Exemples. — 1° Si les points x, forment une progression arithmé-
tique
Ly = a 4+ nl,

on vérifie immédiatement que
Polr)= (r—a)(r —a-—nt)y"! ().

Le cas t= o nous donne

P, ()= {0 —a).

2° Siles points x, sont en progression géomeétrique
== aln,
les polvnomes P, (ir) sont liés par la relation récurrente suivante :

A 7 )‘~

P ()= (n 41 )l,”[ P, <-—-> dy.
“u \I 7/

Pour le voir, il faut tenir compte de 'homogénéité

P(hoy hrg, by, ooy b ) == 2P g ey ey )

Sit= —1, il vient
Py (o)== (— 1) (n +1) {

Ya

ol

Po(-—ydv.

Les polynomes P, () qu’on obtient dans ce dernier cas sont liés aux
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polynomes classiques d’Euler E,(2), définis par I'identité
DR () By e 1) ] =

ou, ce qui revient au méme, par les formules récurrentes

Egt)y =1,
At

E,.(ey =an / [y (1) dor,
<0

o

Fop o)y = (2n + 1)/ Fo (rydr ().
ol

o

Iin eflet, en raisonnant de proche en proche, on vérifie que

| . . o — 0
l’/:('") = (ha) E, <—7"f ">
gt

‘ yowas [+ o
Py = (ja) 15, < »—7'7/~-~) s

ou

'

suivant que n est pair ou impair.

2. Les séries (X). — Dans ce qui suit, nous aurons a étudier des
séries procédant suivant les polynomes P, () associés 4 une certaine
suite de points, c’est-a-dirve les séries de la forme générale

co Py() ey Pr(e) 4+, Pty oo, Py(r) .. L.

Supposons qu’une telle série soit uniformément convergente dans un
domaine (D), qui est supposé comprendre tous les points x, de la

suite & laquelle les polynomes P,(x) sont associés. Soit /(=) la somme
de la série. En dérivant n fois 'identité

K3

Jeey = e Pyt

0

et en posant ensuite z = x,, on obtient, en vertu des formules fonda-

(') Voir N. E. NorLunw, Forlesungen iiber Diflerenzenrechnung, 1g-4.
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mentales (1), les valeurs des coeflicients ¢,

. 1 .
o= [(.rg). Cp== — [y (721),
. !l =

de maniére que la fonction f(.r) se trouve développée, dans le
domaine (D), en la série suivante :

. . 1 ., . ) 1
Jlry = ftry) + R ARY P+ Sid () Pote) -

”y‘/' )P, ey 4

Inversement, une fonction /(x) étant donnée, si elle est holomorphe
dans un domaine (D) qui comprend les points z,(n = o, 1, 2, ..2), 0n
peut construire une série qui sera dite série (X) correspondant  la
Jonction J(x) et procédant suicant les polynomes P, ()

.. . . R I , I .y .
(X) [y~ [(ry) -+ = St Py A o S v Py L

1 .
b Sy Pty e

Rien nempéche de considérer les séries (X) dans un domaine réel a
condition que la fonction /(2)y soit indéfiniment dérivable.
Si tous les points de la suite .z, coincident, la série (X) se réduit a
celle de Taylor, dont elle représente ainsi une généralisation naturelle.
Si les points x, sont situés en progression arithmétique .z, =« + nt,
la série (X) prend la forme

(3) Sy~ fla) + ~,—l‘, Ja 4ty (e — a)
- "]'1'./‘”((’ = al) (2 —a)(r —a—nal)
9 .
R R N T e

e

Ann, Ec. Norm., (3), XLVIL. — Jaxvier 1930. ]
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Cette série, introduite par Abel ('), a été étudiée par Halphen (*).
Signalons encore un cas particulier des séries (X£) ou interviennent
les polynomes d’Euler. En faisant

Lap == d. gy == — d,
on trouve
. . o, . a4
(4 fla)y~fia)+ S faks, (——,‘—ﬂ* )
ro, L, o fa— 2
= [Ta).(ha)? l(———~>
2! . aa
Sl f e (O a2
-t :'3’_7 '/ (- a)y.( lfl) [,13 (“W_)

. . [Ja-—.r
[ gy (far By, ——
(‘).12)!‘/ ! N fa

(an —+4-1)!" T Aa

Nous nous propesons d’étudier les séries (X) dans toute leur géne-
ralité. Une fonction /'(), holomorphe dans tout le plan ou dans une
région du plan étant donnée, il s’agit de reconnaitre a quelles condi-
tions une suite de points .z, doit étre soumise pour que la série (X)
correspondante soit convergente et ait pour somme /(). Ou bien,
une suite de points &, étant donnée, quelles sont les fonctions /()
quise laissent développer en série (X) procédant suivant les polynomes
associés P,(x)?

Pour que la série (X) correspondant a une fonction /() soit con-
vergente et ait pour somme f(x), il est nécessaire et suffisant que le
reste R, (.x) défini par la formule

" -
- . oL
(2) /(«'1"22 JT./‘)!("";) P, () 4 I»{n("')
0

tende vers zéro lorsque n—. On vérifie sans peine (que R,(x) peut

(1) N.H. ABEv, Sur les fonctions géncratrices et leurs déterminantes (O uores, t.2).
(\-). G. H. HavpneN, Sur une série d’Abel (C. R. Acad. Sc., v. 93, p. 1003); voir
aussi OFuvres, t. 2.
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étre mis sous la forme

ot

A a
Rty = / dr’ [ dr’.. j freemyden,
=y R X

1 Ty

3. Une lirnite supéricure pour le module des polynomee P,(x) et pour
le module du reste de la série (X). — Nous allons considérer 'expres-
sion un peu plus générale

N ' ."'
[ = a";z'/f dr’ ...
'y Ty

Soient /, le segment rectiligne qui joint les aflixes des points & et .,

"t

/ F(axmydrm.

My

{, celui qui joint .r, et oy, ..., enfin /,_, celui qui joint x,_, et x, .

Désignons par L la ligne brisée formée par les segments /,, /,, .. .,
l,—.; elle peut avoir des points multiples ou bien se recouvrir elle-
méme. Admettons que la fonction F(x) soit holomorphe dans un
~domaine entourant la ligne L et que 'on y ait

Foey <M.
On choisit les chemins d’intégration dans 'expression 1 de maniére a

suivre le contour brisé I. dans le sens des indices décroissants des
points x;. En posant

R Ll B el R T o B T == 0y be e ens 12,

ey == 0O, (==l 4~ o — 2y |,

et en désignant par ¢ (k =1, 2, ..., n) la longueur de la ligne brisée
x,_, 2" (en suivant toujours le contour L), on obtient successivement

2l
(1) ;115/ dl
4

o

B » Lot

f d.x” / dr” .. / F(.rmy dapm

1 neoy

. 2 N

F (' ) d.ort J'

[y 2 e
, Al e wa et |
_‘ f//”/ (/r"".../ l‘(:’“)d(”“
Es 2y ey
t / I ( e ».) (l',lﬂlly g I\[f den
Ay Iy
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Par conséquent,

n—1

M [ n'l’/ dai’”. At =Pl by by oo tamy).

vl 1
Or, en vertu des inégalités évidentes,

l‘“'; [!; /, 11;\; [/lé /,:’ v II"l ,/u /:nr»lx;i

lin S0 (oZi<n — ),

la derniere integrale ne saurait qu’augmenter lorsqu’on remplace
toutes les lnmteb inférieures d’intégration par ¢,,=o0, ce qui nous
donne

Lt

! 3 . ,u
%l!-;M[(//'/ r/l"’.../ drr=M
0 0 “ 0

L'égalité est effectivement atteinte dans le casou les points x,, x,, ...,
a,_, sont confondus.

En tenant compte de la signification de ¢, nous en tirons deux con-
séquences.

En posant d’abord F(x)==1, on trouve une limitation pour le poly-
nome P(x; 2y, ., ..., 2, )

1
(6) VP ry wgry,y ves ey ) | S G — 2y | = | g — A Ly )

=n!
ou bien, si I'on pose
Uy == |y = 2y | (vzo),
B -1
1 ﬁ ~, 0
Sp== 0, Sm== |y — oy | A Ly — ey A e — | :}d iy, (m 21,
V=0
on a
(‘Hl) l n 1)1 (il"— ’n “} S'/l~-1), (_Ilzl),

inégalité dont nous aurons besoin.

Ensuite, en posant F(x)== /() et en doslqnant par M, le maxi-
mum du module de /" (2) sur la ligne brisée xxyz, ..., ,, on
obtient

1

(7). PRa(2) [ S = (T — iy | 5, )" (nzn),
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a condition que la fonction f(x) soit holomorphe dans un domaine
entourant la ligne brisée nommeée.

CHAPITRE H.

4. Convergence des séries (X). Cas otl la fonction f(x) est holomorphe
dans un cercle de rayon fini.

Tutorene I. — St o 10 la série Su,= X x,— x, ., | est convergente, ce
qui entraine nécessairement 'existence de la limite lima, =X, 2° lu

ny> =
Joncuon [(x) est holomorphe dans le cercle de centre X et de rayon R,
alors [ (x) est représentable par la série (X), cette série étant uniformé-
ment convergente dans tout cercle intériewr aw cercle d’holomorphie.

Démonstration. — Soit, pour simplifier, X = o.

Nous allons voir d’abord que la série (X) est uniformément conver-
gente dans le cercle | |<R/, o o< R'<R. Soit R” un nombre tel
que R'<<R"<R. La série EI.‘Z?:,—-——;I'.,‘ /| étant convergente, d’aprés
notre hypothése, soit

P
pN
r,  —— e
bn== | Ay |
n

I

On peut assigner un entier N suffisamment grand pour que I'on ait

() < L),
2

Désignons, en général, par M(g;r) le module maximum pour
z|=r de lafonction o (), cette derniére étant supposée holomorphe
dans un cercle de centre origine et de rayon plus grand que r.

L’inégalité suivante, conséquence immédiate de l'intégrale de
Cauchy, est bien connue

Moo, ry Mg, R)

( RS SRR LA
9) ! (R =y

Considérans la série qu'on obtient en différentiant N fois la série pro-

-
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posée (X). En vertu de I'inégalité précédente ainsi que de 'inégalité (6)
du paragraphe 3, on obtient une limitation pour le module du terme
général (n étant assez grand pour que P'on ait |z, | <<R"et n > N)

{

b . I
;__'_ /‘”‘(.I',,) P}‘)‘\.I‘)
fn': .

Mo b, ) Plars oxe xeye ooy Ly ) |
M/, RY
(n— N "—z—,,—'—"'—.——,*-’—»
< ) . N N
P ! ' '-'\‘- N ! R N { yn—N
[‘;:—.Q;F(\'I"Ixfmr‘"l‘-\.—_'lﬂ\‘ﬁ-l:—‘.""T—E'I“"'l Ly i) .
Puisque
v oy Sl ey SRy
el
' IJ‘.\'“’ AN | = |y — 1y s Pxs

il vient, en définitive,

[ e - N T
!;ﬁ fmory) l",-‘"(.l:)léz\/l AR H’)(

Lorsque n augmente indéfiniment, on'a lima,= o, donc la racine
nv du module du terme général considéré a la limite supérieure qui

S

: R+ 2py
ne dépasse pas ———

et ce nombre, d’apres (8), est inférieur 4
IManité. ,

Par conséquent, la convergence uniforme et absolue a lieu dans le
cercle |x|<R’. On remonte sans difficulté a la série (). Done, la
somme de la série (X) est une fonction holomorphe & 'intérieur du
cercle || <R. '

Passons maintenant a la considération du reste de la série qu’on
obtient en dérivant N fois la série (X), le nombre entier N étant cette
fois déterminé de telle maniére que 1'on ait
0\<lj:_ (o << R'<<R).

Admettons encore que = se trouve dans le cercle

R/

LI S
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31 Ag v AQ ap 2
Alors il résulte, d’apres le paragraphe 3,

Sl 1 Ry . !
Ry () < ——— M (/ n ——,/) (L — oy | Aoy )Y
‘ (n— N\ A
/1 n—N\
_— — = 2oy
M /N, R Ny . . ! ;
< _J"‘l“};—’_'—:l:?( 2 a0y =N < \1(\./ YR | .
(“l‘“ 7\—5 })IR'
i 1 /
l).’
— - 20y
Le nombre *— étant inférieur a 'unité, on voit que
9D
71)"
I N
1 2N IR
T [ R¥ (el == o.
1= 7

On en conclut (toujmu-s pour |.r|

\

) que

hm [ R, () =o0.
, R N | . ‘
Done, pour |x|< - la série (X)a lasomme /(). Or, la somme de
=7 : A
cette série étant holomorphe dans le cercle || <R, la somme est
égale & f(r) dans ce cercle entier.

5. Distrcbution des zéros des dérivées successives. — On déduit du
théoreme | une conséquence intéressante relative aux zéros des déri-
vées successives : une fonction [(x)(z£ o) étant holomorphe dans un
domaine (D), st une sutte de points x,, 2, Xy, ..., Z,, ... ¢st déterminée
dans (D), de telle maniére que x, sott un zéro de la n'"" dérivée

S (ar) (=0, 1, 2, ...).

la série Xu, ne saurait éore convergente @ moins que la limite X des
points x, n’appartienne « la fronticre du domarne.

En effet, si le point X était intérieur a (D), la convergence de Zu,
entrainerait la possibilité de développer /(xz)en une série (X) dans
un cercle || < R; de rayon non nul. Or, tous les termes de cette série
étant égaux a zéro, il s’ensuivrait f(z)=o.

En particulier, on obtient pour les fonctions entiéres le résultat sui-
vant : toute série de la forme X|a, — x,_, | (o0 2, est un zéro quel-
conque de la 1™ dérivée) est nécessairement divergente.
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i |
Considérons, i titre d’exemple, la fonction f(x)=e . Ona

lim [ (ry=o.

@0
lorsque @ tend vers zéro en passant par les valeurs positives, et ceci

. o {1 ) N P .

quel que soit n. D’autre part, /”(5) =o. D'aprés le théoréme de
Rolle, il existe des zéros positifs x, des dérivées /"' (x)(n > 2) tels

que ry >y >. .. >x,>...>0.0na

N = lim.r,=o,

n-o>- -z

et ¢’est un point singulier de la fonction.

On peut encore ¢noncer la proposition précédente sous la forme
suivante : une fonction analytique /() est entierement déterminée
par la connaissance des valeurs /' (2,)(n=0, 1, 2, ...), & condition
que la série X]ax,—a,_, | soit convergente. Cest, ¢videmmeut, une
généralisation de la propriété classique : Une fonction analytique est
enticrement déterminée par un « élément », c’est-a-dire par l'en-
semble de valeurs de toutes ses dérivées en-un point donné.
Signalons qu’on ne pourrait pas s’attendre & se passer de 'hypo-
these de la convergence absolue de la suite X(a, — 2, ., ). (est ce qui

est mis en lumiere par des fonctions telles que - ou ¢ ™. En ellet,

~+
dans ces exemples, quel que soit le point réel X, il est possible de
déterminer une suite de zéros x, de maniére que les z, convergent
vers X. Or, ici, la 0611\ferge11C(a de la série Z(x, — 2, ) n’est pas
absolue. '

Il est 4 remarquer, d’autre part, que la série X|a, — 2y | peut
diverger aussi lentement qu’on le veut, et ceci méme dans le cas des
fonctions entiéres. Plus précisément, quelle que soit la suite des
nombres positifs a, croissant indéfiniment

U gy I, == (nzun),
"o
1l existe une fonction entiére f(x) el une suite correspondante x,
telle que 'on ait

n

N . N —
| Ly =y l Uy



SUR LES DERIVEES SUCCESSIVES DES FONCTIONS ANALYTIQUES. [

Construisons une fonction entiere véelle qui possede les zéros
a,(n=o0,1,2,...)ct soit ¢,= o: désignons par «, le zéro (ou un
des zéros) de /() qui se trouve dans Uintervalle o, <<ax <<a,.,,
par a, celui des zéros de /"(x) qui se trouve dans Uintervalle
a,<x<a,  etainsi de suite. En général, on a

fe—=11

e
@y < a5

En posant.x, = «", on obuient ., _, <.r,, et d’autre part,

' Dy e

e M e N2y ey
T T Ay S = Uy

done

n

S A DR
Ly oy ==y, < 0y,

Dans I'exemple précédent, les points @, n’ont pas de limite finic.
Les choses se passent d’une manicve diflérente si les x, convergent
vers une limite {inie, Dans ce cas, nous obtenons le théoréme sui-
vant :

Tutorime II. — {re fonction [(.x) (== 0) étant supposée holomorphe
dans le cercle | — X | <R, soit x, un séro de la n" déricée [ (x),
2,/ <R(n=o0,1,2,...).5lona:

v

o i, ==\,

no» =
00 i e, — 1, (ty=="ry—ry 1, L>>0),
">z '

le rayon d’holomorphie au point X est borné

Par contre, st f'(x) = o et que 'on ait

limear, = X\, lim nu,=—o,

N Nz
la fonction f() ne peut étre analytique au point z = X.
Démonstration. — Soit X = o.

¢ étant un nombre positif arbitrairement petit, on a, d’aprés nos

Ann. Ee. Norm., (3), XLVIL. — JasviER 190, 3
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hypol‘héSeS, pourles valeurs de I'indice » suffisamment grandes (2> n,)

(ron ‘-1'113<5f

En vertu des égalités /' (.r,) = o, on obtient, n et p étant des entiers
positifs quelconques,

e

‘/" ) / //.l‘, / f,/.l", . f’"’/"l-l' nap )d"-‘”~/l“

2 sy ey

Dérivons » fois et faisons ensuite x == o,
) A RIR e tep ot
A/.n“”::/ ,/l.n-l //',.‘u LR / ‘/‘nr/:“l./w/l‘l,{',,.n./:.
g ey Yrap
Si n > n,, la variable 27 sera en module inférieure a ¢, et Papplica-

tion de I'inégalité fondamentale du paragraphe 3 nous donne
.l M ,/.‘“'" r.oe| ‘, -"11? ety T .

o)< K
- /o

Grace i la seconde des inégalités (10), il vient

‘ 3 ] 1 A
P e TP S Il DI S (e e
YR N )

')’.
;(L—‘«E»h»;:(] - ),

elen tenant compte de la premniere, on obtient

] Il ) N .

R e i L e R L T L&) |f\;;( - =
\ n
N .

r )
D'autre part,

. Mi/.R—¢
M frusm ey < (n+p)! 1./, R —£)

MR oy

Par conséquent, il résulte, en posant M( /, R — ¢) =K,

- . Vi 2
) Ve z'(L—i'iilQQ(“"{" '/“>
o (n o) \ n
| / woy | I B iy o~ LA S,
E k Spl (R — oz ynvr
done
7
4 ) n
— - SR PR PP e I I .
nfLe ] /e ‘ S 3l

\ n' o / nip. I
(Roagy
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.

Faisons dans cette inégalité p =|an] ot = est un nombre positif
arbitraire et [« | désigne la partie entiére de .
St n tend vers Uinfini, le second membre aura la limite

(7= 0% e (L e logun +- o %

o> (R oz vz ’
tandis que le premier aura la limite supérieure
Ly |
I j — T
" ,“, \/ n' I
Ainsi obtenons-nous
otz n® e (L 2y log o o

TR gy

Le nombre = étant arbitrairement petit, faisons-le tendre vers zéro

1 toe 0 Lloger oy |#
R=  a* Rz ’
donc
) o ogtn 4 o
Rtz -1y 7 . S,
P

Soit, enfin, « tendant vers zéro. On obtient flinalement

R<Le. C.Q. F.D.

6. Application a I’étude de Uensemble des points (P). — En étudiant
'ensemble E des zéros de toutes les dérivées successives d’une fone-
tion analytique, M. G. Polya a ¢té conduit & considérer I'ensemble
dérivée B de P'ensemble E ou, e¢n d’autres termes, 'ensemble de
points X au voisinage desquels il existe une infinité de zéros de déri-
vées successives ().

Nous appellerons de tels points des points ().

Un point (P)a = X sera dit régulier s’il est possible d’assigner une

(1) G. PoLxa, Ueber die Nullstellen der successiven Derivierten (Mccth. Zeitschr.,

Bd 12, 1999.1.
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suite de points 2, (n=o0, 1, 2, ...)tels que : 1" 2, soit un zéro
de /v (@2); 2° on ait lima, = X. D'apres les résultats de M. Polya,

’
n-w =

(oute tonction méromorphe non entiére ne possede que des points (P)
réguliers; la condition nécessaire et sufflisante pour que xr = X soil
un point (P) consiste dans ce cas en ce que le point X soit également
éloigné de deux poles les plus proches. Un exemple des points (P)
irréguliers est fournt par /(&) =sinx, N=K :) (K entier).

Soit .r = X un point (P) régulier d’une fonetion /(.x), supposée
analytique en ce point. On désignera, dans ce qui suit, par x, un zéro
de /"' (x) jouissant de la propriété qu’il n’en existe pas d’autres dans
le cercle | — X|<|x,— N [, est le point X lui-méme si /v ()
s'vannule]. Faisons correspondre au point X un nombre 2, qu’on peut
nomuwer Cordre du point (P), et qui est défini par Pégalité

L

(1) — == lim o r,— X .
2 l‘/l»'l_ '

ot Rest Ie rayon d’holomorphice de la fonction /() par rapport au
point X[ /(.r) étant, par hypothese, une foncetion non entiére|.
Le théoréme Il nous apprend que ordre dun point (P) ne peut
Jamais cire supéricur a 2e. En effet, on a
I I

el F F TR Oy S
we T o R e =

(Hmoge oy, — Nkl e, -- X1)=—,
! ’ 24

donc

A titre d'exemple, placons-nous dans le cas le plus simple ot /()
est une fonction rationnelle avant deux péles, soit

Les points (P) sont tous les points de I'axe réel. Les dérivées /™ (x)
(n=1,2,3,...) ne possédant que des zéros réels, soient 2, et
deux zéros consécutifs de /'(x) qui comprennent entre eux le point
fixe @ = X, les égalités @, = X on a2 = X n’étant pas exclues. On
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trouve facilement

2T Ot
1

2 A
—aretang o | 4+ 1 )
T \ y
@

" 1 T n -1 ) .
A, == Ol e —- arctany €.
” 1o 7 TN

done
N p . ot -+ \?
Op == 4y A~ . *
n 2
En désignant parx, celui des points @, et &) qui est plus proche
de X, on ohtient pour toutes les valeurs de U'indice n,
1

N
2y — \ < N D

et, d'autre part, on a pour une infinité de valeurs de I'indice

B I
O U R SAES Ons

étant positif, arbitrairement petit. Par conséquent, comme R est égal

)

Aa® + X2, ona

— , e I)\'
oz -\ == 20y
' o

ou bien, en désignant par o langle sous lequel le segment( — at, + ar)
est vu du point \,

1 1 R ER
= hmaplr, —Nl= - 7 == - sin-
oz R ' ' B s 2

Evidemment, Uordre « est maximum lorsque XN=o0, 9 = =; alors

)
g T= -
T
. . . . - Lo — i A . .
(1) L'équation fi*) () = o se réduisant a < ) =1, les zéros de fi#i( .z )ont
Py ’
| AT o . R , . - o s .
a forme wcot pra l(A entier). Il reste & déterminer 2 de telle maniére que l'on ait
(h=1)= : 7=

(ot < NXNZacol —
- n

7 -1
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Considérons encore la fonction

. : 1 p : -
() =— — (== o p entier > 2),
It al = al : /

en nous bornant a I'étude du point X = o. Toutes les dérivées dout
I'ordre n’est pas multiple de p s’annulent en ce point. Posons

(e 11 a.a

/‘m'/“ g m— e " /;‘/‘ mpn ( ,,____) .

Tompy! mp

En développant, suivant les puissances croissantes de x, on obtient

* \,

. ) o 1\ [/ o / yp v
/m./}“l')—'s‘ (“-'l))( [ *‘) l+-——)..-<l“‘.‘*i‘) T
’ <ol y mp mp . mp Jivp).

7/
i}

Lorsque s tend vers l'infini, la fonction /), () tend (uniformément
par rapport & x dans tout domaine fini) vers

) R ,_v M av’ N e 0 e
vyl = ¥ (1 = (e e e e e .
‘.J/(l.’ pa ) (va /’( )
] ’
ol I'on a posé .
Hinds
my=e’ .

Or, on s’apercoit que, par I'identité
9, ()= B, (—.er).

que 9,(x)est liée & la fonction bien connue de Mittag-Leffler

By - _i‘ <

o) = T v

Vom0
Comme p est un nombre supérieur i 2, lous les zéros de E,(x) sout

négatifs ('), soit — 7, le plus petit, en module, d’entre eux. Alors
o, () possede p zéros de la forme

1

w1 (=000 oo p—1),

1
tandis que d’autres zéros ont leurs modules plus grands que /;

(1) A, Winan, Ueber die Nullstellen der Funktion Ey(x) (Acta mathematica,
L. 29, p. 203); aussi G, Pouva, Bemerkung iiber Mittag-Leflersclien Funktionen
Kyix)i The Tohokwu Matl. Journ.. t. 19, p. 2410,
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En désignant par %, , celui des zéros de la fonction f,, ,(x) qui

1
tend, par exemple, vers 2.7 lorsque m augmente indéfiniment, on
trouve la valeur du zéro correspondant de la dérivée [ r'(x),
t

. -
o, el
p— 2 f\n-——/lq

Ay ==

Ill/l /N/i

done

1

B 'y, == 117.55.
Finalement, on obtient

1
! f— : I n Y P — };'[ P A— _I_l.
Z o ' —
-3
"
Il est facile de limiter 7., inférieurement. Ce nombre doit satisfaire
al'équation E,(—7.) = 0. Or, si 2<p!, les termes du développement
taylorien vont en diminuant en valeur absolue: par conséquent,

0 0 >0

done
Il s’ensuit que U'ordre « est inféricur a 7=
\’/).

/

1
Pour p==2, on trouve z<{ —==0,70... (pous avons trouve
\ 9% :

o o o ,
% = T_T__(),() )LL)y pour p=>75, ona
I -~
2R A e § N B9}
\ O

1
L.e nombre /v’",/—’—, décroit avee - e, pour p -, tend vers zéro.
. /l
Ce qui précede rend assez probable que, pour les fonctions
méromorphes ou méme pour les fonctions qui n’ont pas de singu-
larités essentielles sur le cercle d’holomorphie dont le centre est le

. . B . - 9 1 . .
point considéré o = X, - est la plus grande valeur que puisse effecti-
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vement atteindre l'ordre d’'un point (P). Il faudrait s'attendre &
obtenir des valeurs plus grandes dans le cas ou interviendraient des
singularités essentielles.

CHAPITRE 111

7. Croissance des dérivées successives des fonctions entiéres dordre
fini. Limitation d’en haut. — Désignons par M(F,r) le module maxi-
mum de la fonction F(x) sur le cercle |x|<r, F(x) étant supposée
holomorphe dans ce cercle et continue sur la circonférence

(12) M(F, )= max |F(ref)".
||§0<:f'.’7.

L’ordre o de la fonction entiére /() étant défini par 'égalité

. — loglog M( [, r
(13) o= lim -l—l—Lw——),
' "> n I()g.l‘

le nombre A, donné par la formule suivante el qui peut étre égal &
zéro, fini ou infini,

(1) A =T '_‘_)I:"i‘%&u) ,

s

sera dit le degré de la fonction f(x). On sait que, si l'on pose

[y = 2 g,
U

1
(15) , mnfyle, =(Aeo

N> =

la relation

1
V%

)

est vérifiée, en sorte qu’elle peut servir aussi de définition pour le
degré ().

(1) Pour le choix du terme, je suis ici M. S. Bernstein (Lecons sur les propriétés

1

extrémales, etc. Gauthiers-Villars, 1926, p. 8o). Or, c’est Pexpression p= (Aeo)’
que M. Bernstein appelle degré.
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Nous allons utiliser 'inégalité (9) du paragraphe 4 pour obtenir une
limitation d’en haut pour le module maximum de la n®" dérivée
S (a) sur le cercle de rayon fixe ou variable », = «n* (¢« >0,720),
lorsque 'ordre et le degré de la fonction f(z) sont donnés.

Admettons que I'on ait, pour des valeurs de 7 assez grandes,

M f, ry<cetr (H>o0.0>0).

Alors, il résulte de I'inégalité fondamentale, R étant suffisamment
grand et supérieur ar,

log

g — log (R — ),

n!

n/Mfory  HRT

//’ — . < —_—
n

donc, & partir d’une certaine valeur de », on a

M(fm, an® HRR7
(16) log \”/ /™, ent) & e logt R — an™).

n. n

quel que soit R, supposé supérieur a zn". Déterminons R de maniére
que le second membre de I'inégalité précédente soit minimum. La
dérivation nous fournit I’équation

(17) Ro=(R — an®) = [—[,}

Considérons trois cas : 1° 7 <

- 1
1° Siz 5> bosons

1 1
: a(‘llc)E RiHo)®
ro— = ) )= — .

na‘" "
Alors notre équation prend la forme
2y — ) =1.
Lorsque n -, x tend vers zéro, et 'on voit immédiatement que y
tend vers 1. Par conséquent, lorsque n croit indéfiniment, R croit
aussi, et 'on a
s n ""
R <Ha>

Ann, Ec, Norm., (3), XLVIl, — JANVIER 1930,

LN
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En substituant cette valeur dans 'inégalité (16), on trouve

1
M fn //r) ; 5
log / e T ~logn 4+ logiHes 17 - 2,

1
a7

’ 1
ol ¢, tend vers zéro avec p
]

Par suite,

1 1
= N /" ant) =
n7y w--(—-/ e {1 gy, (Hee)?
/ n!
. 1
done, st =< -,
T
! M7 znt) . 4
118 Tim »° (/ ) < les)”?

"ne» z

. { ., . . , .
2* Soit == -- Dans ce cas, I'équation (17 ) se laisse résoudre bien

7

facilement. On en tire

Sl -

ol 7. est la racine positive de I"équation
10T — o) ==

Bien entendu, cette racine existe quels que soient les nombres H et o
et elle est supérieure & «. La substitution de la valeur R nous donne

+

u/\l( ", ant) . 1
[u;:\/ / T < logn 4 1125 log( 7 — =),
! b3

done, si 7=

Q-

ol ,,/\]‘ ?:"1,,5',' v i .
Lrg) . liny /1'7\/ e s = g1 7,

n. A4

"o oz

Posons, pour un moment,

wo= Hgho=t ",

En considérant’ comme une fonction de # et v comme une fonction
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de 7., on obtient

7. 7. oo
— T - Ce T ey
o ) — 1y b — 2 HAo w5 —
. N . R
= 1g2% 2T (515 -7 — )
1.
donce
dp. R -
= 22T PTG O.

ol

Puisque, pour z = o, on a

o N7 2
‘/.:( - ) s ‘uA::lHRc'lq,

il en résulte que, lorsque « parcourt toutes les valeurs de o a =, le
second membre de (1g) croit d’une maniére monotone de la valeur

(Hes)” jusqu’a Uinfini

G0 @ o~
3" 8% > - posons

—— I » — ).
" Mgamarr 0
L’équation (17) se simplifie :
REARN I EE B i

Lorsque n augmente indéfiniment, x tend vers zéro en parcourant
les valeurs positives. On en conclut que v tend vers 1. Comme y se
laisse développer en une série de puissances

L B It L RN

on obtient la valeur asvmptotique de R,

1

T T T
| oo e e

, . ) y 1 )
les termes non écrits étant d’ordre —-——. Par consequent,
n-rr. 1 v

vy \/' e SRR | L7 LR
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done
{20 “,/N“./.‘m‘ ant) << pll+sa oo pr—t

\/ n!

. , I
z, étant un nombre qui tend vers zéro avec o
Admettons maintenant que la fonction /(a) soit d’ordre ¢ et de
degré A. On pourra poser
g—=o0. H=A +c.

: élant un nombre positif arbitrairement petit. Les inégalités (18-20)
nous donnent alors, aprés qu’on a fait tendre ¢ vers zéro,

- ! e | .
- 7 n /M ( /‘”', ant ) . 3 . 1
(21) lim n? —L 27T < (Aeo) (sic<-),
"o - n. - ' . o
—_— —
" . ; .
| M( e zn-‘) . " . 1
/ - ————L,———A TApre—tedt si T== |,
a1 lim n? n' = \ o,

ns =
ou ~ est la racine positive de I'équation

- - I
AP —a)= —,

o
et enfin )
. — M( [, an®y | . \
T lim ——— log ) -————‘/—,—I——lf \of (51 = ).
o NPT \/ n! = \ o
Dans le cas trés important oit ¢ = 1, ces formules deviennent
— N[ -'uu’ oanty
(22) lim IL\M/MSJ\H ) (T < 1),
" - n. -
‘ —— M(fm, an
(227) lim n \,/_(—/—n'*——) SAelrad (T=1),
n-> = N
: - 1 M(fn, an®
(22") lim Flog\’/._(-j__n_"____)‘éjka(l) (7> 1),
n-» '

(1) L’exemple f(2 )= e * nous montre que 'égalité est effectivement atteinte dans
les relations (22), (227), (22"). On peut s’assurer qu’elle est atteinte méme pour les
relations plus générales (21), (21"), 21" ) et cela, pour toutes les fonctions entiéres
dordre et de degré fini sans aucune erception (Voir, i ce sujet, mon article dans
le Bulletin de I’ \cadémic des Sciences de P'URSS, 1430.
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8. Congergence des séries (X). Cas des Jonctions entiéres d ordre fin:.
— Revenons maintenant au probléme que nous nous sommes pro-
posé, celui de développer une fonction /() en une série () procédant
sutvant les polynomes P,( 2 ) associés & une suite.r, (=0, 1,2, ...).
Aprés avoir étudié le cas ou la série u, est convergente, placons-
nous dans I’hypothése contraire et admettons d’abord que les sommes

n—1 n |

oy W W

(20) Sp= Uy — |y — Ly
V== ¥ ==0

croissent comme une puissance de n.

Turoreme HI. — ST les sonunes s
« lu condition limaie

Wy défintes par Uégalité (23), satisfont

T Sn
lim =% =7 1022007200,

n o> »
g

nt

toute fonction enticre d’ordre inférieur a g, ou bien d’ordre o et de
degré A, vértfiant Uinégalité

[

(21 p.‘\':‘ TP )8,

ott w est lu rucine positive de [’équation

(20 P e

est diveloppable en une série (X) correspondant a la suite de points
x,(n=o0,1,2,...),laconcergence étant absolue et uniforme dans tout
domaine fint.

Démonstration. — Reportons-nous i la limitation du reste de la
série (X) obtenue & la tin du paragraphe 3.
Supposons que le domaine considéré soit compris dans le cercle
2] <R. On a, évidemment, pour des valeurs de n assez grandes,
. ! 1
SR e s, el R e <7 - ; ) (n—1)¥<(t-e)nf,

R T I R VA

i
/

ou z est un nombre positif arbitrairement petit. D'autre part, posons
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A cause de I'inégalité évidente

< ' . R N N fer ]
U A LA T L i1 e P B 'IV/IIWIA"—Q Yoz
(=2 = 1),
on a

- < ol .
n= el T S

La ligne brisée xa,.v, . ...r,_, reste dans le cercle de centre origine,
dont le ravon, égal ou plus grand des nombres || et &, est, pavsuite,
inférieur a '

1

> .- L O - = E
R ns I A= S, T o E .

Si lordre de la fonction f(2) est &' plus petit que 3, alors, en vertu de
'inégalité (21), pour des valeurs suffisamment grandes de 'indice »,
le module maximum M, de f"(.xr), sur la ligne bhrisée considérée,
satisfait a 'inégalité

n
1 o e
N . \en' 1P
M, < M/, 2, -+ Ry« r\'l( [T e)nx") <l (- ~»-d—1 N
J 2 ) s
donc nous aurons
- | §22
, oM, ) (:»—'a)(\(’r';""
(Rt 2 LT,) (fer =y | == Sy ) | = 8) | 1 - ’
S Il“ {‘ -
L. . n ; , I
d’ot il suit que R, () tend uniformément vers zéro avec =
Si lordre de f(.r) est égal a ¢, il résulte de inégalité (21")
T ) - e . - - 1
(26) [Ry(w) <1 +¢e)(7+ 2 \pie 'P“’"‘]”. ot AN D —(T+e)]==—-
, . o

i

Par conséquent, il suffit que ["on ait

(27) TAphe! Mty
avec
. . I
(28) AR =)= =y -
) s

pour que le reste tende uniformément vers zéro, car ¢ est arhitrai-
rement petit.

Or, 4 I'aide de (28), on peut écrire I'inégalité (27) sous la forme

(Aphf——1) PR
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ce qui veut dire que Az2* — r est intérieur a la racine o de 'équa-
tion wfe” ' = 1. Or, inégalité \z77 — 1 <w (29) équivaut a (24).
En effet,

'!Jl M) =Pl (== E

étant une fonction croissante de argument positif @, on peut écrire,
au lieu de (2¢), '

T A N TRAR R

et I'on a, grace a ( 28),

DN 0 == 0N RE e P N BRP e \oTh PN ) P g A D

Notre théoreme est démontre.
Le cas particulier le plus intéressant est celui de lovdre un. La con-
dition (24) devient

(279 Az

ou w est la racine de I'équation we™' ' = 1. On {rouve

M == 078 L

Un premier exemple est fourni par la serie d"Abel (n” 2). Si

dpsma vl
on obtient
e § :
e i Lo
nor ow I

Une fonction f(x) d'ordre ¢ <1 est développable en série d’Abel

pourvu que, dans le cas ¢ ==1, la raison de la progression arithmeé-

. \ .. L. IR I N
tique que forment les @, soit inférieure en module 4 ——— ol A est

le degré de /(). Cest le résultat du a Halphen.
Supposons encore que on ait

Sy ‘ Lo
T = lim -2 (OLT <)
no- % \‘n

le développement sera possible pour toutes les fonctions entieres
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d'ordre 2 <22 condition que le degré A vérifie I'inégalité

Vo=

(21" AT ——=0add ..., .

car, cette fois, o est égal ho,477.. ..
Signalons encore le cas limite suivant du théoréme [ : si P'on a

- IOO'S
lim —2%
0 lOQN

le développement (X) a lieu pour toutes les fonctions entiéres d’ordre
fini.

Dans ce qui précéde, nous n'avons fait aucune autre hypothese rela-
tive & la suite @, que celle de la limitation de la croissance des
sommes s,. Or, il peut se faire que la distribution des x, soit telle
que %, croisse moins vite que s,, le cas olt les &, sont bornés n’étant
pas exclu.

Les résultats qu'on obtient en limitant la croissance des Z, sont un

peu plus précis que ceux du théoréeme précédent.
CompLEMENT AU tHEOREME LI, — St awa hypothéses du théoréme 111,
on ajoute la restriction

L

. 0 Ly

(30) lim 2t ==t (o< <),
>z

e n $

les fonctions entieres d’ordre ¢ et de degré A admettent le déceloppe-
ment (L), méme dans le cas ot U'on a
(31) ' oA (IT)P << P (0 1) 8,

w désignant la racine positive de ['équation

(32) P e =00,

En effet ('), I'inégalité (26) subsiste dans le cas considéré, % dési-

(1) Observons que 'on a
1w 1
T | Lyt b
lim =2~ = Iim °Z.
nH e - nyw
nf n¥
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gnant, cette fois, la racine positive de 'équation

A= 72 — (Ir+2) = -;

La condition de convergence (27) a lieu aussi, 2 étant donné par

ou bien &
Aol — 1 <.
o étant définie par(32). La transformation finale avec la fonction d(w)
nous ramene enfin a (31).
Si 6 tend vers zéro, o, d’aprés (32), est asymptotiquement égal
4 - et 'inégalité (31) devient
1

(31 R
{ -

Aussi, le cas unportant ot Uon a
|

v
a : | on —
(30") lim = =0

N

(¢est-d-dive 0 =0), nest-il pas exclu, mais Uinégalité (31) est rem-
placée alors par une inégalité plus simple et moins restrictice (317).
Kn écrivant (31) sous la forme

et, en désignant le second membre par @, on trouve

ol (m fit o )

0 (e
et on véritie aisément que &d croit lorsque 0 décroit de 1 jusqu’a o.
t l t que P t 1 O d tde 1]

n exemple, qui correspond au cas 0 = o, es ‘ni par le dévelop-
Un exemple, e laucas 0 est fourni par le dévelo
pement procédant suivant les polynomes d’Euler (4) du n° 2; cette
Ann. Ee. Norm., (3), XLVII. — FivRIER 1930. 5
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formule est valable pour toutes les fonctions entiéres d’ordre inférieur
ou égal & 1 & condition, toutefois, que, si g =1, le degré A satisfasse

a l'inégalité ;
I

1
A< —= — -
eT Y-SR

CHAPITRE 1V.

9. Distrtbutton  des zéros des dérivées successives. Les  fonctions
cntieres d’ordre fini. — Le théoreme III nous donne des rensei-
gnements sur les zéros des dérivées des fonctions entieres d’ordre
fini.

Une fonction entiére [(2) étant d ordre ¢ el de degré A

(o< o< %, o< N < %),

st une suile de poinls x,. Xy, Xy, . ... Ly ... eSL déterminée de telle
maniére que x, sotl un séro de la i dérivée f"'(x)(n=o0,1,2,...),
on a nécessatrement

ol —

P

o . 1 WM L) ,
(33) 7= ;111| — E "y2 ————— (=1 Ly — Ly |}
% % Z
nt =0 (A o ’.’

ol w est la racine positive de [’ équation

(2d) WP eWHl—1,

St le degré \ est égal a zéro, on a méme

=1

, . 1
= lim — "y — %,

N

ntv=o
celle derniere relation étant encore valable pour toutes les [onctions
d’ordre in férreur a e

Il est & remarquer que ¢’est la limite inféricure qui figure dans le
premier membre de I'inégalité (33), tandis que c’est la limite supé-
rieure correspondante qui figurair dans I'énoncé du théoreme 1. Cecel
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tient & ce que, en vertu des hypotheses /" (x) = o (m20), ona
Jrei=R, 0
et, pour faire voir que l'on a /()= o, il sutlit de démontrer

lim [ R, (z) = o.
P
et ¢’est ce qu’ondémontre justement en partant de U'inégalité contraire
a(33).
D’une maniere semblable, on obtient le corollaire suivant du com-
plément au théoreme HI (p. 32).
Une fonction entiére [(x)(zz=0) dlant d’ordre 5 et de degré A\
(o< e <=, 0 AL %) el lu signification des x,, et des u, (mz o)
restant la méme que précédenunent, I hypothese

e -1 Pl o AT < s
{ .
ot w est défint par Iéquation w?e™ ' =1, et ot l'on a posé
n—1
P . 1
— l,_'_“? - 2 ",.
Ho- ,lZ )
. 1)
entraine la relation
1
T Ao
lJllJ 2 .
no-r % =
nv

0" étant lié @ <" par le systéme des équations

cA(O T = (w41 e,
)

P e = e,

Voict une conséquence particuliere intéressante @ s /() est une
Jonction d’ordre un et de degré A (T>0), il est impossible que toutes les
dérivées [ (x)(n==0,1,2,...) possédent des zéros dans un cercle de
rayon R fizxe tel que

I

e - .
k< neA

Si f(x) est d’ordre inférieur @ un ou d’ordre un ct de degré séro, il
est impossible que toutes les dérivées possédent des zéros dans un domaine
fint. '
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Admettons le contraire. Si chacune des dérivées [ (x) posséde

; ' : . safarienr 5 o
au moins un zéro ., dans le cercle de rayon R inférieur a —x’ on &,

évidemment,
1
=L o Rat —
= ~ e’
done
\t'< !
€
Comme
. £, |
ltm { ]I“ —0
n>® =
n’
on doit avoir
T"J’:u,
ce qui entraine
, 1
m' = 0, G'=o0, = —

et cect est une contradiction avec notre hypothése.

On peut énoncer autrement les propositions de ce paragraphe,
par exemple, une fonction entiéere quelconque [(x) d’ordre ¢ et de
degré A est entiérement déterminée par ['cnsemble des valeurs [ (x,)
(n=o0,1,2,...), st la condition

—1

n-—1 _‘.
o (w-+1)f

A ¢
lim — Z |y — gy | << .
ll%mn{)v:o (,‘\p)p

avec wfe ! =1 est vértfiée, etc.

Exemples. — 1° Soit

Jley=wet (Ao
On trouve

/"w(.l.) — 1,\/1 (_J’A\.r (.[. - 7’{_) .

En posant

il s’ensuit



W
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et I'inégalite

;o 027N
T2
= .l\
est satisfaite.
2° Posons
V=1
. o *oav ) . )
/(\.7'):1—{«2»«ﬁ—,———-— iz, a0, a=1).
. o [Zis . E
o

On a l'identité immeédiate

Jeey=[ftz.r)
donc, en général,

nen—1

Sy = Sfrorte).

Par suite, les zéros de /(i) et de /() se correspondent un 2 un
de telle manic¢re que, % étant un zéro de f(x), 527 est le zéro homo-

logue de f"'(.r).

Soit
2= e'¥ (0 <o« om)
Posons
r,= Lo—N— 1L p—ing
alors
, .9
o= Tpay | =2|E|sin =3
done
.
o/—alE|sin T .
o )
D’aprés notre théoréme, on a
1
o= P
ou bien
HEE
2 ¢ sins-
%

On en conclut que /(xr)ne s’annule pas dans le cercle de centre

. . I .
origine et de rayon ————- Lorsque ¢ tend vers zéro, ce rayon aug-
9 ' v ’

o esin -
9

mente indéfiniment ainsi qu'il fallait s’y attendre, car /() converge
alors vers ",
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2
v'o]

30 Considérons f(a) = ¢™*"(A > o0). Le calcul nous donune

L (— 0 n! n! —\ a2y —_—
A [ = — 1)V 2 \VA)Y =o,(2x\An
[ X (»‘.!H) (l) Z( ]) ——-’J\'(‘)‘J)l< \ > ‘u< \ s

V=0

ot 'on a posé

e A 9y

N 2 ‘. vy
— Kl —— — - ... — .
”"’”“}_-‘ -1 (l )\[ <[ n ,,)(').v)!

)

Or, z,(«) tend d’une manicre uniforme vers cosu dans tout domaine
tini. Par suite, le plus petit zéro de 2, () (positif, pour fixer les idées)
tend vers le plus petit zéro positif de cosu, c'est-a-dire vers 7—3 Il en
résulte que le plus petit zéro positif de /**"'(2), soit x,,, s ltlbfdll a
’égalité asymptotique

e
in-posant .y, = 0, on ohtient

. 5o e— . " ] . . 1, o
Son1 ™ Sop==  Lap  Lup -+ I:H IR T AT I o {7 A lN

Done
’ , . s T
== lim =2 = .

>
no-=n\in Ve A

résultat conforme & 'inégalité exigée

1

Ty Ae

—

4v Soit f(x)=e"— ¢, 5 étant un nombre tel que |5|<7, :# I.
(Le cas |5[>1 se rameéne & celui que nous envisageons.) On

fwu (x ) — e 3l @S,

Les zéros de /"' (z) sont compris dans la formule

nlogz 4+ olmi N . .
_ (7. enlier arbitraire .

- -
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Posons

]

log

L= n >

la détermination du logarithme étant choisie de telle maniére que

log =] soit le plus petit possible. Comme tous les points 2, sont situés
3 p ;

sur la méme demi-droite, on obtient

.

. e .
i ——=lim £ =
n poe o 1

|

o | logs |
B3|
n o= z 1 I

d’ou 1l résulte

avee m et l—

Déterminons la suite x, d'une autre maniére, en choisissant @, de
soit minimum :

, .
1 . [ log s 1

e (n logs — :17:1’ n—>-"= o D (Y. -
1 — 3 92T B

ot
0Dz M i
30 lim —2— =
(D7 "

sorte que |,

On trouve

Caleulons <. On 4

A

Ny A=

suivant qu’il existe ou non un nombre entier dans I'intervalle

1logs 1 1logs 1
(n 2 -t—~,(n~{—1)—"+-—)~
2T ) T Y

\

Par conséquent,

n 1
) (logz —ame) ) logs
Sp= S |y — vy P =m| S 4 (n—m) - — |
T~

V=0

ou m désigne le nombre des entiers compris dans intervalle

Puisque
Ilogsz
meon —=2,
B

(1) On suppose o < Ilogs < 2=
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on obtient

o . sy, llogs|(logs — 2ml) / Ilogs\ | logs
(39) = lm == - = ~|-
o= 1 2T I—Z 2T I— 3

Les valeurs de = et' étant définies, en fonction de s, par les éga-
lités (34) et (35), on conclut que

w étant la racine de l'équation we**'=10. D’aprés notre théorie,
il faudrait choisir le plus grand des nombres A, et A,. '

Poussons notre é¢tude un peu plus loin en supposant que l'on ait
s =e¢%(0<@<mw). On obtient dans ce cas

.
26 81n -
2 . ‘ \
= — (ol m e =1),
p :
o
amsind .
2
\._,: ————rr
enlom—0)

On s'assure aisément que, lorsque @ croit de o a =, lexpression A,

| 2
a---0OnaA >A, ou
e e

, R ) . .
décroit de o a — et 'expression A, eroit de

Ay <A, suivant que 2 < 2" ou > 2" ol

\

1 v
o — (A)‘ I )7:(\;(),()9‘:1.
en

3

LO. Concergence des séries (X). Fonctions entiéres d'ordre zéro ou
infini. — Passons en revue brievement I'étude des séries (X) dans le

3 n=—1
cas ol les sommes sections s,,:Zu.,, supposées indéfiniment crois-
v=0
santes, sont d’un ordre de croissance plus élevé ou moins élevé qu’une
puissance queleonque de 2. 11 suffira de considérer deux cas typiques.

Tueorime V. — 87 0on «a

—logs
< mon N
—— = (o6>o0,720
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toute fonction entiére f(x) d ordre zéro et satisfavsant a la condition

EM—(—/'—Q =A (A>0)

re= (logr)y=e
est développable en une série (L) correspondant a lu suite
ay (V=0, 1, 2, ...),

la convergence étant absolue et uniforme dans tout domaine fint, pourcu
que la relation :

. of
36 \ P ——
(20) Tren)ep

sout vérifiée.

Démonstration. — Comme précédemment, nous partirons de I'iné-
oalite

Mofm s,
1 e

'R, (<
' C n.

¢ étant un nombre positif arbitrairement petit, on a, pour » assez
grand.

En posant, dans I'inégalité fondamentale () du n® 4,

" 7

1
(RS EEARE ]

"3";. R—=r¢

;o=

N

ce qui est possible car, en vertu de (36), R est supérieur a r pour des
valeurs de n suffisamment grandes, on obtient, en vertu de nos hypo-
theses,

[
-‘_—‘1 142
1 n oy ? ~
- 3 (‘14 (,/) e pn v
i) A2 logt PR 7 ! 4
M(\j Sl _em T _— e et A2 lian

" SR AT T i B
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Comme = est arbitrairement petit, la quantité entre parenthéses

differe aussi peu qu’on le veut de
— 7 (siA>o0),
et cette dernitre quantité, d’aprés (36), est positive. Il en résulte que

¢ élant choisi suffisamment petit, le second membre de (37), done le
premier aussi, tend vers zéro. La méme conclusion a lieu, st A =o.

COROLLAIRE. — ST, v, étantun zéro de la n'éme déricée (), on
n--1
. 1 ,
lim — log‘Z Hy=—7 (ty=\|a,— 2y |, p>0,720),
nom - ?, —0

la fonction [(x)supposée non identiquement nulle, jouit de la propriété
suteante

(s1T>0)

ou bien n'est pas enticre. Dans le cas ot = = o, la derntére inégalité doit
étre remplacée par la suicante

———log M( f, 1)

lim S — o0,
,1,m, (logryi+e ” .
Exemple. — Revenons & la fonction f(2) considérée dans

exemple (2) du n® 9, en supposant cette fois |« | < 1. £ étant un zéro
de / (), Zz" est un zéro de /" (z). En posant ,, = E«, on obtient

el

1=

.

Iim - log » w,=log

! ”E ’ 5
=0

Par suite, on doit avoir
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TuionemMe V. — 87 'on «a

L8]

—_— 8
lim —% v (p>0,720),

> »

ol -

(logn

\

toute fonction entiere [(x) sats faisant @ la condition

L

=\ (Ao

est déceloppable en série (X) correspondant & la sutte
x, (=0, 1,2, ...),

la concergence étant uniforme dans tout domaine fini, pourvu que lu
relation

(38 AP~

SOU VErtfiée.

CoMPLEMENT. — St [lon adjoint, aux lypotheses du théoreme précédent,
la condition
—_— o .
T =/ 0<5 <1
"o 7 ‘r‘ ’ -
log®n

la relution (38 ) peut étre remplacée par une relation moins restrictive

(e - 9)¢

a
)

(390 A

Démonstration. — Comme le théoreme V n'est gue le cas limite du
complément, lorsque 0 =1, il suffira de démontrer le complément.
On a, pour » suffisamment grand,

b

O f

. 1
| ., [ , | — | -
PR Gy | < L M/ (742 logf’n] (7 4= e)(logn)?,

= élant un nombre positif arbitrairement petit. Posons, dans 'iné-
galité (o) dun° 4,

, .
A logn
r= (9 +z)logfn, H:;.:( = )
AN
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[ce qui est possible grace & (39)]; nous obtenons comme plus haut

1 pe e R?
%“bwﬁ%+wubwm]< T
n! = i ‘ ki
‘ R— (6 +2) {\logn)f'] =
e “in 1
= T n
( : .)?“# (G 2) (logn)?
\ +z T
Il en résulte )
: , N e(t—+¢) 4
Ryl << T
N
( '\-—*‘—’) — (bt 3¢ i

D’apres (39), on peut choisir < tellement petit que la quantité entre
parenthéses soit inférieure a 'unité, et le reste R, () tend vers zéro

1
avec —-
n

COROLIAIRE. — ST &, élant un 3éro de la " dérivée [" (x), on a

n-1

. 1 .
s ~ N . ~ -
(Jos |”“» e ; oy, =7 (ty="ay— .y L p>0,720),

"=z

l(,.(_u"”’ PET)

la fonction f(x), supposée non identiquement nulle, jout de la propriété
suteante

———logloa M ([, 1) . 1 e .
hm ——2— L/ 2 - (siT>0)
o n " TLle--1)T

ou bien n'est pas entiére. Dans le cas ot == o, la derniére inégalité dott

cétre remplacée par
——— log log M( [ r)
< -0

lim =
ron re
St Uon joint i (40) la condition
fim = — e (0<6 < 1),
no e -
()“_:r' n

on obtient une inégalité plus restrictice

T log log M(f. r) .

ro e

/

v

0 =
e

{

) 1 4
Le+9ﬁJ'
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Il parait v avoir peu d’intéreét i poursuivre I'étude de la convergence
des séries (Z) en admettant que les sommes s, croissent de plus en
plus rapidement ou de plus en plus lentement, ou bien en caracté-
risant 'ordre de croissance des s, par des relations asymptotiques
plus précises que celles dont on s’est servi dans les théorémes ITI-V.

Ce qui précede suffit pour énoncer ce fait général : plus faible est la
croissance des sommes s,, plus vaste est la classe des fonctions qui
admettent le développement () correspondant.

11. Remarque sur le choix des points x,. — Daus les théoremes 11V
rien n’était supposé sur la distribution des points .z, dans le plan,
sauf la restriction relative a la croissance des sommes s,. D’aulre part,
la fonction f(z) était soumise 2 la seule limitation concernant la
croissance. Ces deux conditions remplies, la fonction f(x) admet le
développement (X) correspondant. Or, si une fonction f(a) étant
donnée, on choisit convenablement les points «,, le développement
peut avoir lieu avec des hypothéses beaucoup moins restrictives que
celles de nos théorémes. Quelques exemples suffiront pour le faire
voir.

D’apres le théoreme 111, toute fonction entiere d'ordre 1 et de
degré 1 est développable en une série (X) pourvu que 'on ait

—— S,
Ihm = <w=—=o0,278. ...

no =

Soit, en particulier, f(x) = sinz. On choisira tous les points a, réels.
On a sur l'axe réel, pour toutes les valeurs de »,

o
—— SINnX
dxn

S

C'est pourquoi, 1l s’ensuit
I

, , 1 I esy !
PR ) | <2 — st~ v-*—:< ——") .
n!

I suflit d’avoir

- S . ! Dt
m — <7 - ==0,507. ..

"nr s

pour que le développement soit possible.
I’exemple suivant est da & Halphen et concerne les séries d’Abel.
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nous ['a appris, le développement

Soitw,=nt(n=o0,1,2 ...), f(2)=e" Alusi que le théoréme 1

. . 2l — n!
X i ent ———
L= ¢ E n!
I
est valable dans tout le plan de la variable .z, si le paramétre ¢ remplit
la condition |t] << w. Or, le module du 7z terme de la série précé-
dente étant asvmptotiquement égal &

—(élw“‘"";“ (L=0),

1
1 —
| 73

on sassure directement que la série est divergente ou convergente
sutvant que 'expression
T=\1]eqrt

estsupérieure ou inférieure a 1. Remarquons en passant qu'il y a diver-
gence pour ! = w -z, quelque petit que soit ¢ > o, de maniére que,
sans introduire d’hypotheses particulieres, le théoreme [11 nous donne
une borne exacte pour le degré de la fonction & développer, au moins
dans le cas ou c=1. La région du plan définie par I'inégalité T ==
est formée de deux parties dont la premicre.(EA) correspondant a

RIZ—1

a Paspect d'une boucle entourant lorigine, tandis que la seconde (43),
qui correspond & Re<—1, s'¢tend & U'infini; elles n’ont qu'un seul
point @ = — 1 commun. En désignant par F(z, ¢) la somme de la
série dans le seccond membre de (X); on s’assure que & (., () est une
fonction holomorphe des deux variables a- et ¢ tant que ¢ reste compris
dans un des domaines (@) ou (B). Comme F (2, t) se réduil 2 ¢~ dans
le cercle | 7] < w qui fait partie du domaine (&), on doit avoir

:F ( .’L', () _ L’""

dans tout le domaine (). Par conséquent, le développement (X) a
lieu dans toul ce domaine.
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CHAPITRE V.

2. Fonctions indéfiniment dérivables sur un segment. Distribution
des zéros des dérivées successives. — 11 a ¢té établi (n° 4) que, si une
fonction est analytique au point x =X, aucune suite de zéros des
dérivées successives .x,, 2, &y, ...,.r,, ... ne peut converger vers
le point considéré sans que la série Y|, — 2, | soit divergente. Or,
méme dans le cas ou la fonction n’est pas analytique (toutes les
données étant, cette fois, supposées réelles), notre méthode permet
quelquefois d’obtenir certains renseignements sur la distribution des
zéros 2. La proposition suivante nous en présentera un exemple.

Tutoreme. V1. — Soit f(x) une fonction d’une variable réelle x,
définte dans Uintelvalle aZx<b, ot elle est tndéfiniment déricable.
Désignons par M, le mazinuun du module de la " dérivée /" (x) dans
UEntervalle considéré. Sou, d’autre part, x,, x, ..., x,, ... une suite
de zéros des dérivées successives conscergeant vers un pornt X (« < X< by
la série X w, — x| = Zu, est supposée convergente et Lon pose

St w(n) est une fonction crovssante de Uindice n, joutssant des pro-

Drictés
. . ogul = A .
Il o (n) = =. figy —2 P (h > 0).
' h)},"iﬂ n)

nor "o r
alors 'hypotheése

n ‘/’\l"

low g/
e '\/ n!
lim ——m—— =7 (g 20)
nee l02 o0

entraimne la conséquence

lim ————— 5.
——loguiny =
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Démonstration. — De la formule

X RS e np 1
f’“(k) :/‘ l['L.‘n»‘rlvf o J /“Il—'r—[l\(.l;\'"—%-[ll) doapnrr,
v Xn R R Cnp—t
on déduit
e )2 r
e b - . NI LY .
AR o Mopl N — |+ 2‘ ] =1 Mop(2pn)s
[ ) v=n /
donc
1
N n+p) [ Mo, T £ o
(41) "/‘/ |_l_,»; " Ul:’—[‘:) 'H/“ (20, = ABC.
n. - n.p! (n-+p)-_ !
Soit, par impossible,
) I
“!ll l,__‘_‘_”_. =T >0C
i 108 o(n)
Désignons par & un entier tel que
T
4 >
(40) ) ) /\ = P

et posons, dans (41), p = /kn. On trouve alors, si'n augmente indéfi-

niment,
(A == 1)kd

lim A = G

D’autre part,

Gz (1oL i
’ ’<. ' u):e«a-s-s;.x-m-)low[u+»c',n1_.

L
o 7
C< "\ _ — 2/;&-—/:{1-—5.10;':.0[/11.
~ . (”‘ )'r-«;
Par conséquent,
e i " G811 log @ [+ ki nj -
. kg legoi 1 — Ty .
(43) ABC < Ke [< T2k log 9in) J

Lorsque »n croit indéliniment, la quantité entre parenthéses tend
o)1+ k)
(z—e)k
expression, d’aprés (42), est positive. Il en résulte que le second
membre, donc le premier, de l'inégalité (43) est infiniment petit

vers 1 - St T'on choisit ¢ suffisamment petit, cette
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I - PN
avec —- Done, en vertu de (41),

].llll\ “ ( L —0

Or, ceci est incompatible avec I'hypothése lima, = X (théoréme I).
o
Par suite, notre proposition est ¢tablie.
1

A titre d’e\;emple considérons la fonction /(a)=e" dans I'inter-
valle (—122<0); on pose [ (o)=o0(n=0, 1,2, ...). On trouve

h

: 2: nlin—i)! g L
/"“(J.‘) —_ (‘,___ 1 )n - — ‘ - e
HIA(I)I—I)‘(_‘]'[——])Z)L penEm

m=1

a étant un nombre négatif, on a

1
qpntm

1 N

= o m

e"é( ) < (n -+ m)!.
- [ /

Par conséquent,

n

Lo /2 nl(n—ulin—+m)!
o)
. ) 1= m!(m—n!(n—m)!

m=1
n
. (7 4 1my! o —1)!
=n! E : 5
me'! (m — 1)l (n—m)!
m=—1
n
ENEEEE (e —1)! ) A
< n. Z ; == (2n )t
= !t (m—u)l(n—m)! (2r) ’
m=1
donce
g 1
Mo e (2
n! n!

A’ou 'on obtient enfin
M, S
\/—\ — ().
; n! e

D’apres notre théoréme, Uinégalité

| n/ \l,,
oY \/
Tim =1
N n Of‘n
. /M, .
(1) Observons que 'on a, d'autre pal‘t —l"-' _>_ . En effet, & ¢tant un nombre
; e >

Ann, Ec. Norm.. (3), XLVIL. — FivRiEr 1930. 7
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entraine

ot on entend par 2, le plus petit, en module, zéro négatif de la
nitme dépivée, ou bien

log —— .
. | L . o8
limn oo <1 (voirn®9).
— = ‘
n - x L,éll

Autrement dit, il existe une infinité de valeurs de 'indice n telles que

1
Ly T e
i nt+2

quelque petit que soit le nombre positif z.

CHAPITRE VI

13. Les séries générales procédant suivant les polynomes P, (x). —
Soit une suite de points &g, £\, ..., L4, -.., et P, (2)(n=0, 1, 2, ...),
les polynomes associés i cette suite. Nous allons rechercher sous
quelles conditions une série de la forme ,

<%

} z e, P,

=l

—~
—_

est convergente et quelle est la nature de la fonction qu’elle repre-
sente. ‘
Observons d’abord que, = et ¥ étant deux nombres non négatifs,

tel que o < A <1, Papplication de la formule de Taylor nous donne

Si—=h) = ;}-; (— 2y [ (— O 1) o787,
done

M o L . 1 L
T?é,—ﬂ(/"“(‘—(’/‘H: o € .

En posant £ == —, on obtient Pinégalité cherchée.
n i
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Pinégalité
<
(49)

(0 =y "u;: ol ;31171 Rz

a toujours lieu, si z et 3 vérifient 'équation

R
o] —

On le démontre bien facilement en déterminant le maximum de la
fonction de ((¢>0)

L (1= 1)" .
Ul) = ———— (U >0,
T / IJ.““‘I = t

A laide de la dérivée

‘,J_ll | I //1 !

(T ) ()
on

stssure que le maximum de (1) est atteinl pour ¢ = . et est égal
a ()
{J

N . ..
> de maniére que l'on a, pour toutes les valeurs positives
de ¢,

(I—Q—[)” _,("J-*‘r" e
, - ‘,J'IA**I —+ Iz = . 1""
Il suffiva de poser
_ _ 2 pr
t="2, = =6

pour obtenir I'inégalité proposée.

Occupons-nous maintenant de la série (44). En s’appuyant sur
I'mmégalité (67) du n® 3 ainsi que sur la relation (45), on obtient

7y W . P N e .
(300 | > Pt @) s 2‘ [On P, () | <
" "

o .
H g ? ! ! Y
<,y O Sy )
- P P ]
%
. Wl ) -
oo D Len e s B )
n==

“w @
3 | U i/ non
<l + 2 Lealaist = 3 Lol Bl
n=1

whou
n==1
ou 'on a pose .

n—1
[p——
re=

. - . ,_.S
b — vy, Sp= ¥ Uy,

a1
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et @, et 3, sont des nombres réels supérieurs a 1, vérifiant ’égalite

R 1 [ v Y
(47) — = =1 (n=1, 2.3, ...). .
’ Sn ~n

Elucidons d’abord le cas ou la série Xu, est convergente. Soit

lhma, =\,
no-»

Q) :2 (e — X)),

n=>0

et posons

en désignant par R le rayon de convergence de cette derniére série.
Ecrivons I'inégalité (46) pour la série qu'on obtient cn différentiant
m fois la série (44)

£ *®
)1
. Wl n.
C4AS E P ey | 2 i ylten
(‘4‘5) (,,l,, () < Cm |+ (Il—l)l‘)!“(";:z“.s"’m
n==m n== e
“ 1
-l n.
| [P IS
e e D
' 2‘ (10— eyl 2
nT=me-
A Y .
ou l'on a posé
"1
g —_— - . g —
Ppe== | & — L'y !7 Snon=— E { Uy,
v=m

Soit & positif arbitrairement petit. On peut choisir 7, suffisamment
grand pour que l'on ait s, ,,< = quel que soit n(>m). Si 'on pose
encore

— (rezne—+1),

o
In=— "
<

la premiére des séries dans le second membre de (48) sera conver-
gente. D’apres (47), on trouve les valeurs de 3,

R—c¢ .
Gu= H‘~— s (2 m—+1).
En tenant compte de ce que I'on a, dans I’hypothése |« — X| <R/,

"mé | X ! -+ E-l'm — X i < R’ ¢,

on voit que la seconde série dans le second membre de (48) sera aussi
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convergente dans le cercle | — X| <R/, pourvu que l'on ait

(R'+—z) < R

Comme, par un choix convenable de ¢, la différence R — R’ peut
étre rendue aussi petite qu'on le veut, il est évident que la somme de
la série (48) est une fonction holomorphe dans le cercle |.» — X|<CR.

Soit f(x) la somme de lasérie (44). Si o(x) est une fonction entiere,
S (@) Uest aussi. De plus, 'application de 'inégalité (46) nous fait voir
que I'on a, quelque petit que soit ¢, pourvu que | x| = r soit suftisam-

ment grand,
MoforyZ Mo, tcr-+ 2.

de sorte que la croissance de /() est a peu pres la méme ue celle
de o(x).
Passons au cas ou lims, =, et admettons pour simplifier x,= o,

2oz

donc r, = r. Faisons hvpotheése que la série

N s
oy Cu Sy

est convergente ('). Alors, 7.,,(n>0) é¢tant une suite de nombres positifs
plus grands que un, si la sérice

N 5 et
PRATAL

est encore convergente, on a nécessairement

= / . on
("9 ) \] ( /‘ ") < N “IF—Z ' (] ‘ ( l““VI'L \ y
o/

e

==l

Rl

-~

ot K est un nombre constant. Pour le voir, il suffit de faire dans I'in¢-

ailleurs I'hypothése contraire n’est pas incompatible avee la convergence de
(1) Daill Phypothése t | I Q
la série (44). Par exemple, o détant la racine positive de équation we® ! =1, la
" . . .. enw
séric (14) est convergente uniformément dans tout domaine f(ini, si ¢, = —;—l-,
[

ry= nw, sans que la série 2] ¢, | s) soit convergente,
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34
NIy
galité (48) L
Tp =\ tu-
done
1= 1
on= '
I ===
V//.,,

Lorsque fa série dans le second membre de (49) est convergente (au
moins dans un cercle de centre origine), on obtient une limitation de
eroissance pour la fonction f(a).

Consideérons, par exemple, la série, procédant suivant les poly-

nomes d’Abel
” 1

L 2 —
»/‘.I'):[—FZW*’?W (0 < o<T1).

n=1

[n posant 2, = ¢"", on obtient une série convergente
~ . <
PN X

par conséquent,
. O 1 r "
“ ( ./‘ r ») < [\ _*_Z nltt pn™ ( : ) ’

N\

P —e /

et un caleul facile nous montre que /() est une fonction enticre

1 P
¢ = — et de degré fini.
' 24

d’ordre ¢
Mais le seal cas qui nous intéresse dans ce qui suit est celui ou

I'on a
lim .s',,('/1 ol =k << 0.
N
Alors, on peut poser
. o\~
b= (7:?‘5 ’

¢ étant un nombre arbitrairement petit, et Fon obtient

L 3 = ’ n
M ( /. 1"y < K - E | “n ! <-*‘—.~—-—> .
. ’ [ -/ —

\
n=1

En d’autres termes, on a, pour des valeurs suffisamment grandes de r,

(50) M(f. < Kl[@, (x—}_/ -+ e)r].
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Lin particulier, admettons

1
- S — T - .
lim == ==, I 22\, i=(\en)? (z.o>0:17, A 2o
5 LOn | ! =
no= =z no> =

- I
Si sg=->0na
]
! - . N
7. —lim Sp\ Cp =0,

"= z
donc
Mofory << Mo (i),
de sorte que Uordre et e degré de /(@) ne sauraient surpasser ceux

oo ~- [ .
de f(x).Siz=->ona
v p

O -

- o HnoTTTTTTT
r=hms,\ | =7(\es)":

par suite, a condition que cette quantité soit inféricure & 1,

Mofor <M o, ~~x:-:——~~l /'—i,

1—T(Aes \?
done Tordre de /() est égal & celui de o (), c’est-a-dire a ¢, tandis
que le degre de f(z) est inféricur ou égal a '
A
[1 — (A ep')f‘_l

On peut résumer les résultats essentiels de I'étude précédente sous
la forme du

Trtorime VII. — Soit P, (x)(n=o0, 1, 2, ...) le systtme des poly-
nomes associés a une suite donnée x,, x,, ., . ... Posons

n—1

. Sp= E u, (n21).

V=0

1y==\ay — 1y,

Sott, d’autre part, c,, c,, ¢y, ... une suite de nombres complexes.

%

Désignons par [(x) et par o(x) les sommes des séries Z c.P.(x) et

0
»

2 c,x" tant qu’elles sont convergentes.,
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1° St la suite des s, est bornée, le rayon d’holomorphie de la fonc-
tion f(x) au point x =X = limx, ne peut étre inférieur a celur de la
fonction o(x); si o(x) est une fonction enticre, on a la relation

(1) M/, ry << M[o(r 4-207] (r>r:

quelque petit que sott <.
2" En nous placant dans Uhypothése lim s, ==, supposons que ['on

no> =z

ait
— n——— -
s, yie, =n<r1.

P
La fonction o(x) étant dans ce cas nécessairement entiere, la fonc-
tion f(z) Uest ausst et la relation (50) est satisfazite.
3° Sto(x)est d'ordre finip etde degré A, Uordre de [(x) est tn férieur
owégal @ g, ledegré de [(x) dans ce dernier cas ne dépassant pas m .
4. Un probleme dinterpolation transcendani. Fristence et unicité
de la solution. — Proposons-nous de déterminer une fonction satisfai-
sant # une infinité de relations

(39) Sty =nte, (n==o0,1,2, ...),

ol ¢, et ., sont deux suites de nombres données.

Le cas classique bien connu est celuioul’onax, =NXN(rn=o0,1,2,...).
On sait que, pour qu’il existe une solution analytique au point x = X,
il est nécessaire que les constantes ¢, satisfassent a la condition limite

" TN T
(53) lim \/'Ir'“! < 0]

0o s

cette condition supposée vérifiée, une solution est donnée par la série

de Taylor
Jla) :Z Cp

7m0

et ¢’est la scule qui soitanalytique au point 2 = X il existe cependant
une infinité de solutions qui ne sont pas analytiques.

Les choses se passent d’'une maniére analogue dans le eas général.
Il suffira, pour s’en convaincre, de considérer des hypothéses particu-
lieres qui paraissent les plus importantes,
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7/

TutoreMe VI . — Admetions que U'on ait lima,, = X. La condition

0o
nécessaire de [’existence d’une fonction analytique au point x =X et
satisfaisant auwx égalités (52) consiste en ce que ['inégalité (53) soit
vértfiée. St, de plus, la série Xu, est convergente, cette condition est ausst
suffisante. Alors, il 'y a qi’une seule solution du probléme posé et elle
est donnée par la série

(D5 ./.(,I']:Z cn P,
(i)

1 ‘

les polynomes P, (a) étant associés a la suite x,(n=o0,1,2,...). Lu
JSonction f(x) est holomorphe dans le cercle | x— X | <R avec

I —_—
&= lim '\,
l. nor 7z '

Démonsiration. — Soit X = o. La nécessité de I'incégalité (53) est
une conséquence de Pinégalite fondamentale () du paragraphe 4.
Désignons par s le rayon d’un cercle 2| <z dans lequel une solution
J(r) reste holomorphe et bornée. On obtient, si z est suffisamment

grand,
AN . Lo fio)
;4',, ::l /,,,—_(' 2 l SN e,y r—v*——~———jl‘J :
| n' |7 onl | o L L]
done

1

—— i
Inversement, supposons que la condition (53 ) soit remplie. Alors,
la fonetion

“

ola) == E cple— X

n=sn

est holomorphe dans un cercle |2| <R, donc, en vertu du théo-
reme VI, 1°, la série (54), qui donne une solution formelle de notre
probleme, est convergente dans ce méme cercle et converge unifor-
mément dans tout domaine intérieur. Par suite, /() est holomorphe
pour | x| < R. En vertu du théoréme I la solution est unique.

Il n’est pas douteux qu’il existe des fonctions qui satisfont aux

Ann. Ee. Norm., (3), XLVII. — FEvRIER 1930. 8
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équations (52) sans etre analytiques au point 2= X, mais, bien
entendu, notre procédé de construction ne permet pas de les obtenir.

L’autre éventualité d considérer est caractérisée par le fait que les
sommes s, croissent comme une puissance de n. On fera une hypothése
restrictive sur les nombres ¢,(n =0, 1,2, ...) qui remplacera l'iné-
galité (53) du cas considéré tout i Uheure, et''on se proposera de
trouver une solution de notre probleme dans la classe des fonctions
enticres de croissance convenablement limitée, ce qui remplacera
Fanalytieite.

Turoreme VI b. — Posons
< U | L
lim —1'7 ==, lim — '|' =z, Jdim n? /\'/§ ol =K,
nor 7 n-» z -I‘ n-»
nv n’
o ¢, =, 0, K sont des nombres réels tels que

1° 8t = =0, la condition nécessaire el suffisante, pour qu'il existe une
JSonction enticre d’ordre g et de degré A(20) ('), qui vérific les équa-
tions (52)), est

o) =

KZ(ANeo).

La solution du probléme est fournie par la série

»%

(54) i) —_—E en Pul ),
n=0
et elle est unique. .
2° St = >0, la condition nécessaire pour que le probléme précédent
sout résoluble prend la _forme ‘

K<K,,

et la condition suf fisante sera

(55) K < K,,

(*) On considére ici les fonctions d’ordre inférieur & p comme étant d’ordre o et
de degré zéro.
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on .
l\l: \ 2001 e

1 étant défini par [’équation

- - - 1
(a6 \N2E =)= —
4
el

1

(Nen?
N,om — —
1= T(\es?

La solution qu’on trouve dans Uh v])ol/'u‘as‘c (35) a toujours la jorie SH.
La condition d’unicité est

o NPl P 1) 2,
w étant la racine positice de Uéquation w?e™ ' = 07,

Démonstration. — On s'assure d’ahord que K,2K,. En effet, on
déduit de (56)

\./1" "‘*«
g
donc
’ !
73 ( LY
- : \P b
et, par suite,
1
K,>(Aen)?.

D’autre part, évidemment,

Le cas 1° s’obtenant par le passage a la limite du cas 2°, il suffirade
se placer dans I’hypothése = > 0. On tréuve immédiatement

HA

Co e
[ Cni = i
. n!

1
;I-I-; M [/ mo (G 4+ 2) 115]‘

donc, d’aprés (217),

: _
@ _I <A pa—t oM,

R — IL/I )
- 0 n .
K= lim n® \/‘I cp S lim n? o M Lf‘“‘. (7 =+ z)nf

1
=

Ol —

"o % nom oz
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7. étant la racine de I'équation

- - . 1

AR —fr—e) =~

e

Comme ¢ est arbitrairement petit, I’égalité (56) en résulte.
Admettons, d’autre part, que l'on ait 'inégalité (55). Il en résulte

1
') N

ot

(

Alors, 1l vient
1

e n——— v —S8n = In L B
hs, yie, < lim =l n? Ve b =t K<,
n-»> = no>- - n-» =z

o

n

donc, en vertu du théoréme VII, 3°, la série (54) est convergente et sa
somme /() est une fonction entiére d’ordre ¢ et de degré ne dépas-
sant pas

P

ke

enit — k7

Or, en vertu de (55), cette derniére quantité est inférieure ou
égale & A.

En ce-qui concerne la condition d’unicité, elle a été obtenue dans
les n° 8 et 9).

Exemples. — 1° Soit & déterminer une fonction entiére d’ordre 1
vérifiant les équations
f;-_*m( l” f—— Z-ln‘ f‘wzn»‘rl;(__ 1) = gnael

On trouve
b=, T=, 0 =o, K=e|al.

La condition K<K, se réduit & AZ|«|, donc le degré de la fonction

cherchée ne peut étre inférieur & |«|. Le développement formel
(voir n° 2),

4 / \ ’ 9 R T N
) D frey o (ot L 1 —a\ (qa)? A
.f(-I' )~ N I, ( ”‘,] ) R E, """‘/"“"’—) B A e ) =

. - I
est certainement convergent dans tout le plan de x si|a[<— etla

somme f(x) est alors une fonction entiere d’ordre 1 et de
L]

6 <—~1 .
degré Yy
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L ‘. . N .
Lorsque |« |< —. on peut affirmer que x) est une solution de
=75 p . ) 4

degré minimum.

2° Considérons le systéme des équations

n

/""(\/’7):/1;" (R==o0.1, 2, ...

Ici, on a
.O:_’ TI= 0, l\::t’.

La série

. gP,L('.‘l')
_/(.1‘;:211 PR
- !
ot P,(x)(n=o0,1,2,...)sont les polynomes associés a la suite de

— 2
nombres 7z, résout le probleme. Cest une fonction entiére d’ordre =

P R . N .
et de degré = - ye, et c'est la seule solution du probléme parmi les

3 . [N .o ) N I
fonctions enticres d'ordre 2 et de degré STy Ow e est défini par

équation w?e ' =1.

3° Reprenons 'exemple du n° 12 el proposons-nous de résoudre
k !
le systéme
Jrent) =en (=0, 1, 2, ...

SiT=|t|e®* <1, on trouve une solution

» R O, Al yret
(57 Sty =1 4—2‘ L )

n—1

gui est une fonction entiere d’ordre 1 et dont le degré ne dépasse pas

et
A=
1—T
Or, dans la boucle (&) (woir le paragraphe 12), f,(a) est égale a ¢v,
donc le degré s’abaisse effectivement jusqu’a 1. D’autre part, dans le
domaine (®), f.(x) est certainement différente de ¢* car, lorsque ¢ va
a 'infini par valeurs négatives, la quantité A tend vers zéro. On déter-
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mine la fonction /(&) dans ce cas par un artifice ('). La variable ¢
étant assujettie 4 rester dans le domaine (€L) et la variable z dans le
domaine (@), on” établit une correspondance biunivoque entre les
points de ces deux domaines par la relation

193 t'e'=1te'.
Cect fait, on a

2 —— ! € — )t ,
jlxllbzlq—y(l(ﬂ "~—--—»- _IT'S’ (el yn ———— ) = fr(l'x).

n' n!

Comme il est démontré que, pour ¢ compris dans (1), on a

Joit ey =e’"",

on doit avoir, pour £ compris dans (@),

fiitw)=el",
donc
I’ .
el

Sl =

On voit bien que le degré ’ de la fonction f,(x) tend vers zéro

lorsque ¢ ——=.
Nous avons trouvé deux solutions diftférentes de notre probléeme

{"interpolation. Or, en abordant directement les équations (52) et en
cherchant & en obtenir une solution sous la forme d’une fonction

exponentielle
/‘ ‘1.1) _— (,34:"

on serait conduit & considérer une infinité de solutions
Joray==er (V== O, by, 2 oah,

les paramétres s, étant définis par Péquation transcendante

seil=¢el.

(1) Foir G. Pouya n. G. Szeeo, Adufgaben w. Lelirsitse aus der Analysis, |,
n® 260, p. 135, ‘
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Des combinaisons linéaires
[l = X7, et

seraient encore des solutions.

La contribution essentielle que nous appoxton: a I'élude de cel
exemple classique consiste dans le fait qu'il n'existe qu'une seule
solution du probléme posé qui soit d’ordre un et de degré inférieur
a %’ ol w est détini par'¢quation we” " '=1.0n en conclut que lasérie
(57) donne certainement la solution, pour ainsi dire la moins crois-
sante dans le cercle et, d’autre part, dans le domaine | /| < w,
image du cercle précédent que fournit la transformation (58). Pour
des valeurs de z qui correspondent aux points se trouvant en dehors
des domaines (L) et (), il faudrait chercher la solution la moins
croissante sous des formes autres que lasérie ’Abel (57).

4° Considérons enfin le systeme des équations

. . : no—1y! .
Jror=o0, [ itn)=(—1)"" ((Tm-;rl)" 23=——N ESTN T <X IO R
: T
Ona
. I
=1, T 1, =1. KN—e —-.
‘ o L
Malgré que Uon ait K==1, la sérice
/ o\ o
P
. (n—1)! 111»-A/1[)“' nt
(D¢ (e )] —N
0 > (L= nty" 51n(//l } 1
n I 4= —
" nl

est uuiformément convergente dans tout domaine, el sa somme /(2),
comme on s’assure facilement, est une fonction entiere d’ordre 1 et de

, , 1 B . , - )
degré ne dépassant pas 1k Ce dernier nombre étant supérieur & —»
| | ]

notre méthode ne permet pas de conclure immédiatement que /()
est la solution la moins croissante. Il est intéressant de signaler que
log(1—+x) est encore une solution du probléeme considéré. Dans son
Mémoire, Abel a affirmé que la somme de la série (59) est égale

alog(1—+a), & quoi elle se réduit en réalité lorsqu’on fait 1 =
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CHAPITRE VII.

5. Les modules nmunima des dérivées successives. — F(x) étant une
fonction holomorphe dans’le cercle ||<R(R2o0), on désignera par
m(F,R) le module minimum de cette fonction dans le cercle con-
sidéré

m(F, R)y=min|F(oel)].
2SR

Sto<r<R, on a, évidemment,

m(F, ryzm(F.R)

TugoreMe INa. — 81 f(a) est une fonction analytique au point x =0
P
et possédant en cc point le rayon d’holomorphie R, on a
T " m(/‘"‘ )t
n! =R

nor
pourcu que lu série Xr, sott convergente.
Démonstration. — Soit x, un point tel que
ey | <. L) f=ne [, ry).

Comme la série X |, — z,., | est aussi convergente, la fonction /()
est développable en série (X) procédant suivant les polynomes P,(z)
associés a la suite x,(n=o0,1, 2, ...), la série étant convergente
a I'intérieur du cercle 2| <R (théoréme I). Les coeflicients ¢, de
cette série avant les valeurs

) L)
== __._”._!_.._.’
on a
----- m(f ", I,‘J

Tt \I’n! = lim \/

nom = N
. . . o by e, . , . N
Si, par impossible, cetle limite était inférieure & ¢, la somme de la

série, ¢’est-a-dire la fonction f(2) aurait au point 2 = o un rayon
d’holomorphie supérieur a R (théoréme VII), ce qui est contraire
a 'hypotheése.
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Puisqu’on déduit immédiatement de.I'inégalité fondamentale () du
paragraphe 4,

R i\] Cne e 7
i \ _‘_l# L
PR Y n' = R
4 la seule condition lim s, = o, on obtient ce corvollaire : /() étant

na=x
une fonction analytique au point O ety possédant le rayon d’holo-
morphie R, on a

pourvu que la série X| &, | soit convergente. En particulier, si f(x) est
une fonction entiere, I'égalité prvcedenl(, est remplacée par la sui-
vante :

lim

"oz

Ty e T\ L N e e L Tt [ THREIN & I SN
I'ngorime IN 6. — S /() est une fonction entiére d’ordre (> 0) et
de degré exact A(>0), on a

1

l
| L -
— = m( /'“, .//1~ ) i \ep)
Tim /t"\ ———te >

l
"o oz z
- naplNep) ¥
pourvi que o vérdfie 'inégalité
1
. I Tz
(60) ol —-(Nep) ©.
4
Démonstration. — Supposons, par impossible, que I'inégalité (6o)
étant satisfaite, on ait en méme temps ‘
e |
N //5'4) (\ep)?
Il[ ! 2
(61) N e \/ . <Z ;
o :l

4 nap( Neg)

Soit .z, un point tel que

R}

Ann. Ee. Norm., (3), XLVIL. — Mags 1930. 9
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done
. Tim 2 o

(Hhna) nomw 17 !

n’

L'hypothéese (31" du paragraphe 8,
1
o \zho -
p

étant vérifiee lorsqu'on pose = = 2ug, en vertu de (6o), la fonction

)
J(x) est développable en série (__.. ) procedant sun’ant les poly-
nomes P, () associés a la suite v,

. Pll)
/(_.I')L':,?L / "y l,,)—f;~————-

!

n=0
'

If en résulte
H

. ‘ ’/1 AP, ~ (. JESTRNR NI
1_/(.1‘)‘;2‘i”/‘“‘t.r,/);' “ i:::\ /n(‘/”‘.zn-‘ )—"——‘

n' - n.

noo=

Puisque l'on obtient, a laide de ("(51) et (62),

n TN ! n ( 1 T
Z I . P
— " / ", un‘ ) - m [ gn? )
lim s,,\ oz i pf ——;——TT——‘—::galol\<1,
n-» % n o>z .

le théoreme VII, 2°, nous montre que /() est entiere d’ordre ¢ el de
degré inférieur ou égal a ’
NS
en(1— aapKHP )

Or, d’aprés (G1), cette derniére quantité est inférieure a A\, ce qui
est en contradiction avec 'hypothése que le degre de f(.x) est égal
a A

I . . L . . 1

Faisons remarquer un cas particulier du théoreme IX @ s1 = < ;D

J
ona

deee o it
Fn nf \/ L I—AA-—- z(\Nep)®.

"= %

Plus généralement, silime, = 0, on a

R
-1

/11 “.- n ) . ,'

Tim m‘\ —e et 2 (N e n)?,

"o
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/

On déduit de cette inégalité, a Paide de inégalité (21) du para-
graphe 7, la relation suivante qui parait intéressante : i les points

Z,(n=o0,1,2,...) jouwissent de la propriéte

Iii,li ,VYIV,',‘_ o,

P ’ 1

n
on 4
. SN TR '
GEE Min om® g L L N et
L Py :

. : . . - ‘ |
I est encore a noter que, dans le théoveme IX b, I'exposant - — 1
]
ne peut etre remplacé par un nombre plus grand, ainsi que le fait voir
Pexemple f(x)=-+¢", ni le coefficient z ne peut croitre indéfiniment
avec n, ce que montre exemple

S = ~in( r ? ) .

Par contre, il nest pas exclu que la horne (60), qui impose une

limitation a la croissance de % ne soit pas précise.

Le théoréme IX 6 présente unc extension de la proposition suivante,
qui est une conséquence du théoreme Il : s1, /() étant une fonction
d’ordre ¢ et de degré A, v, est un zéro de la ' dérivée, il est impos-
sthle que Pon ait

lim 1'1',_ o= Neows

woronoo i 20

n

Il est naturel de juxtaposer le théoceme IX 4 au tait bien connu sui-

vant : st 'on a
/ n , ( .
llm n \/ L .
ns oz 2. -
Ko’

la fonction f(.x)estentiere d’ordre 7 et de degré inférieurou égal a Pt

ou hien elle n’est pas anal\nqm, au pmnl = 0. D’une maniére sem-
hlable, on déduit de notre théorime @ st Fon a

. ( ')
T \/ mir '-j.f.lm__n' EEN (7:2p),
" o=z

a fonetion /(a') est entiere d'ordre 5 et de degré inférieur ou égal
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a

he . s . s P .
s ou bien elle n'est pas entiére d'ordre 7 et de degré fini A satis-

[~
faisant a (6o).

On pourrait obtenir des résultats analogues pour les fonctions
entiéres d’ordre nul ou infini.

16. La variation du logarithme du module des dérivées successives
duns une sutte de cercles. — Soient R un nombre positif et F une fonction
réelle d'une variable complexe z et qui est définie et continue en
chaque point du cercle |x|<R. Nous appellerons variution V(F,R)
de F dans le cercle || <R la différence entre le maximum et le mini-
mum de F dans ce cercle :

Vi Ry = mavy F— min I,
1<R

I -
[-"[;l‘ l"tz

Linégalité = <R entraine, évidemment,

ViE, mz VFD R,
Dans ce qui suit, on posera

== |u¥ ‘/'( x

ou /() est une fonction analytique.

Tuorine Na. — St f(@x) est une fonction holomorphe au voisinage
du point x = o0, on a
. . L . .
(67 lim =\ (log, [ ry) = o0,
PRl

pourcu que la série Zr, soit concergente.
Démonstration. — Soit, contrairement & Uhypothese,

1 .
n Vi ln_::”/ P e 4> o0,

11 s'ensuit

log M f ry) — logmd f 70, 1y ) > nd,
done
w/mi Fal o /ML fm, Tn)

/ . e

/ n! !

n.
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ou bhien
Y T T A ¥ 1) ",1,_
lim \/———/—,——L <e % lim \l, /—|——'
"er n' - P n'

Les deux limites supérieures étant, d’apreés le theoréme INw (. 6! 1,
positives et ¢gales entre elles, cette inégalité est impossible.

TueorEMe NXb. — SC f(.x) est une fonction enticre d’ordre fini ¢(>>0)
et de degré A, on

. 1
i . ! o Z ) -
(65) lim n Vilog /7 an? "_;lugl 1ol Nes)? |,

O -

"oz

a condition que Uon att

o

1
(66 ) . 2T e LNy T
7 '
Démonstration. — Admettons, par impossible,
X I ( R et P ,1
(67) ~NVlogl [t an g > logl - o Aeo)?
o,V Logl ‘ .

Alors, on obtient

. . .
. - ) ;1 R
log \l(_/ "wooan? - log m‘-A/ "ogn® )~ n3

ou bien

) —‘—““"“Tﬁl
. ! ) ~ i o )
lim \//]L'”‘i"_‘iﬁ—"“ < e" Tim \/ \] S an .

nez no

Comme la limito supérieure du premier membre est supérieure ou

o

. . (Nep)
égale |

ao

- (theoreme IX 0), tandis que celle du second

1 uap(Nep)?

membre est plus petite que (Aeg )” (§7), ona

NI

tAen)
B A R YT

€

oi—

[ ‘IJD( Nep)
ce qui contredit 'inégalité (67).

Remarque. — On ne pourrait pas s’altendre & remplacer la limite
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inférieure dans ’énonce des théorémes X par la limite supérieure. En
effet, une infinité de dérivées, mais certainement pas toutes, peuvent
s'annuler dans les cercles considérés.

[7. D’aprés les théorémes précédents, la nature analytique d’une
fonetion f(x)étant connue, on sait limiter, dans certains cas, lacrois-
sance d’une suite partielle des variations

{63 Vo=V, (logl frori ra.

lei, je me propose d'étudier la question inverse, de caractére plus
élémentaire : les variations V, étant données (n = o, 1,2,...), qu’est-ce
qu'on peat en conclure au sujet de la forction f(a)?

Il est natgrel de s’appuyer sur une inégalité qu’on trouve dans un
article de MM. E. Landau et O. Teeplitz ('), et qui, avec nos notations,
se laisse écrire de la maniére suivante :

L6g) Fl01 S e V(RELR),

ou RF est la partie réelle de F et la fonction F(a) est supposée holo-
morphe dans le cercle | |<R. Si I'on admet que F(z) ne s’y annule
pas, on peut remplacer F(x) par logF(z), et 'on obtient

Froy o .
(¢ RIS I ol iRy,
70 jl*‘((»\!‘:ﬂ tlog! Fio Ry
Soit fla) = 20"“""' une fonction, holomorphe dans une suite de
m=0

cercles|a|<r,(n=o0,1,2,...), ettellequ’aucune des dérivées /" (x)
nes’annule dans le cercle correspondant; introduisons les quantités V,,
définies par la formule (68). L’inégalite (50), ou 'on écrit £ (&) au
lieu de F(ar), et 'on pose R == 7,. nous donne

| € 2\
(7 1;'51‘—'—‘; e
i " (& T Iy
On en tire, en multipliant,
ol
en Sl |2

n.

by dreh, der Mathematih und Plyysik. 3¢ sévie. 1, |1, p. 3o,
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ol g, est défini par I'égalité
s n /NN N,
= =\ ) S
i ! /lr/.l n 1
Il en résulte le théoréme suivant :
Takorkme XI. — St l7on a
Tin neg,== B ig>—1.B>o0).
n o= - -
la fonction f(x) est entiére d’ordre ¢ = -—— et de degré \ satisfarsant
— .
a l'inégalité
1
’ l))\ﬁ 1
\ Do) ( )
Stl’on a
limn 2 =B (Bzo
n-»r g -

la fonction f(x) est holomorphe dans le cercle || <R, ot R est égal 4 l§l
o . « (l
(pour B > 0) ou est arbitrairement grand (pour B = o).

Pour la démonstration, il suffit de se reporter & la relation (15)du
paragraphe 7.

CHAPITRE VIII.

I8. Vartation du logarithme du module dans le domaine réel. — 1l v
a lieu de se demander si les résultats du paragraphe précédent
subsistent lorsqu’on se place dans le cas d'un domaine réel. Bornons-
nous i considérer un segment fini et fixe, soil o Zx<1.

A ce sujet, nous allons établir préalablement une inégalité que
verifient les valeurs absolues minima des dérivées successives d’une
fonction réelle (), supposée régulicrement monotone dans cel
intervalle, ¢’est-d-dire telle qu’aucune de ses dérivées successives n'y
change de signe. '

Appelons (C,) la classe des polynomes Pi(2) de la forme

”» " L k=t

TN — /.' e’ / e’ / dat,

LAt vy L —
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ot les nombres x{0<7</k—1) sont assujettis & ne prendre que deux
valeurs : o et 1. Je dis que P,(x) étant un polynome de la classe (C,),
I'une des inégalités

e Y
7 , l1—a
. ou Pelry iz ——F——)—

1AV

| &

(71) Pl

est satisfaite pour toutes les valeurs de 2 dans I'intervalle o2 <.

Cela est évident pour # =1, car alors, la classe des polynomes consi-

dérés se réduit & deux: @ et 1 — 2. Procédons de proche en proche.
Admettons que notre assertion soit démontrée pour / =n — 1. On

obtient
[P, )' = ’ f P (x)yder),

ot P,_(x) est un polynome de la classe (C, ,). En vertu des iné-
galités (71), il en résulte 'une des inégalités
—_— n—1
\ / R ) dr
(n— [)

v P et
] .
/: .‘lnl(l Il/ll ‘/' (n_-——~—|—)![/‘l

Le nombre x, pouvant étre égal & o ou a 1, il faut que 'une au
moins des quatre inégalités

ou

1Ave

v

} Pn ( &) =

{1y Rl [ — 2
SRR P L) S
( \;l’u(-l)i;:hf’ ‘ 1'1;(-1);7: PR
=) ‘
/ “ ; B
N (L — ) o 1 — (1 — )
> RN e SRS
(llu(_l)@-———m , | Pu(@) |2 —————

soit satisfaite. Or, en vertu de la relation
a4 (1 — )l + (1—x)P=1,

la seconde et la quatrieme des inégalités (72) entrainent respecti-
vement la troisiéme et la premiére. Il en résulte notre proposition
pour k=n, donc pour toutes les valeurs de £ En particulier, si
x, =0, la seconde des inégalités (71) ne peut étre satisfaite; par con-
séquent, c’est la premiére qui a lieu. En y posant = 1, on obtient

(73) P02 7

Soient maintenant M, le maximum et 7, le minimum de | /()]
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dans l'intervalle o= <1; désignons par ¢, le nombre + 1 ou — 1, sui-
vantque 'ona /"' (x)Zoou /" (r)So(n=o0,1,2,...). Appelons z,
le point out | /()| atteint sa valeur minimum ., de sorte que 'on a

‘/.‘”‘( Xy) =&, my,.

Evidemment, x, est égal 4 o ou & 1, suivant que ,¢,., est égal & 41
ou a —1. Grace a cette remarque, on s’apercoit que le nombre des
unités dans la suite

T Y &

est égal au nombre des changements de signes dans la suite
Sur G s e G

Soit 2, ce nombre. Observons que I'on a

(=1 (— 1)* g ep=—1.

Nous allons nous servir de la formule (5) du paragraphe 2, en dési-
gnant par P,(z) les polynomes associés a la suite 2, (¢ =o. 1,2, ...).
Soit, pour fixer les idées, 2, = o0, ¢, =+ 1; on posera dans la for-
mule (5)x égal & 1. Puisque

. ./.(',):*“(n
on obtient
7n
(=5) 3]022 ermy PR, (1),
h=0
oul’on a
1 a a k-1
i (1) :f (/‘L‘,f dir’ .. f dx'k,
' ey

o

“ 1 (1 ) ___f f [ / //»Hw('vl.‘n-«‘-lv) (/J.-/H«l:'

Si 'on intervertit les limites d’intégration dans 'expression P, (1),
toutes les fois que la limite inférieure est égale 2 1, le signe sera
changé =, fois et le résultat sera positif; donc

Pr(r)y = (—1)* [ Pg(1)] (k<n),
et, d’une maniére analogue,

le-: (1)=(— I)x" PEpaa ; R/H—) (1) E-

Ann. Ec. Norm., (3), XLVII. — Mars 1g30. 10
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~J

La substitution dans la formule (75) nous donne
"~
“«:2 (— 0%z Prinya= (— 0, | Ry oo
St
En vertu de (74) et de (73), on en déduit

n n

- ‘ , , my
M(,:Z mpl Proy =R, ) ;Z ny| Prin) | 22 /—

kb= W0

Lorsque n augmente indéfiniment, cette inégalité donne, dla limite,

. m/
(769 f.“v

/‘u

[l est facile de vérifier que le signe d’égalité n’intervient que pour
les fonctions absolument monotones, c’est-d-dire tellex que I'on ait

[ —— | (=0, 1,92, ...).

La relation (76) étant établie, posons, en admettant m, > o,

(== ML S0 7 ), (2, >>0).

S

de sorte que la variation V, du logarithme du module de la dérivée
S () est inférieure ou égale a logu + =,). Nous supposons que les
nombles %, sont connus el nous essaierons d’en tirer des conséquences
relatives & la fonction f(a).

En appliquant I'inégalité (76) aux dérvivées de tous les ordres n-o
on obtient le svstéme d’inégalités

\ ny, .
2 /“' SM T a2, .
JAET) ’
d’ou 1l suit
o QY Ml - o
(=¥ }_, R (R=20, 1, 2, «..),
k=1

Ceei donne une limitation pour chacun des nombres m,. On déduit,
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en effet, de (78),

", m, o om, 723 0, )
— o e e —_ Lo, m
1! ot 5! (n —1)! n' =TT
Mo M ", m
L el e - . “ - 20,
R (70— 2t (20— 1 1.7
L7g) / . 1 m
’ Ly A~ e S <o
1 i n e R
m,
! Zn 1 ey, [ | 1 0.
N
1 1 1 1 1
oal ‘n 1! n'
1 1 1 |
7 § . e
Lot tn)l n !
."\“ e | | 1
T T e
N 1 (W ) (N 2
1
) 0 O Zu -
[

Le complément algébrique de I’élément qui se trouve a intersection
de la 2% ligne et de la derniére colonne est égal &

\./,,,,a/,a/,. oo e Py
. f

kn développant A, , suivant les éléments de la derniére colonne, on

obtient

180 A, - 7 S L - T NPy Wy
1 !

e N ST Ky

i N - AR A R R
[N 2 2 O I "

Un raisonnemen( par induction nous assure que chacun des déter-
minants \,, ainsi que les compléments algébriques des éléments de la
derniére colonne sont positifs. En multipliant les inégalités dusystéme
(79) par ces compléments algébriques et en les ajoutant ensuite, on
ubtient

NPy Ty Zy e K 1L,
done

) A T N - S
(81 M, e s ey, TR e ny,.



76 W. GONTCHAROFF.
Cette inégalité va nous permettre de démontrer le théoréme suivant :
Tutorine XII. — Soit f() une fonction indéfiniment dérivable sur
le segment 0 <2 <1, ettelle qu'aucune de ses dérivées ne s’y annule. Sotent
M, le maximum et m, le minimum de | f\"(2)| dans Uintercalle considiré
. . . M
et V, le logarithme du quotient =" -

n

La relation

(82) lim n%\ , = B fe>—1.BZ0)

no- oz

. . . . -y » I
entraine que f(a) est une fonction entiére d’ordre & = - ¢ dont le
, . 7
degré A vérifie 'inégalité
|

\Sig+11B7 0
Démonstration. — Soit = un nombre positif arbitrairement petit:
posons
B'=B =, B"=DB + 2:z.

D’aprés (82), on a, pour les valeurs de n suffisamment grandes,

13’

V< ek
donc
_|§'
N (8:; ) eVa 1< ()“‘ —_.

Je dis que, lorsque n augmente indéfiniment, 'inégalité
n

B
. - 137 e\ 2 1
, 7 P
(84) ell — 1 < ( _/—rl_.) .__'
¢ V.

\

TRes

B (” . \J')G_]lkf‘l

V=1

finit par avoir lieu.

Pour s’en assurer, nous considérerons trois cas :

1° 6 >o0. Le premier membre de (8/4) est asymptotiquement égal
. B’ . ' .
a5+ Or, le premier terme seul delasomme qui est au second membre
se réduit a

. (n—y)1 @ 1\"° 1 B”
B” es —’—-————’——« =B eS| — — ——— A
nt n (rn—u1)° ne

Puisque B'<B’, I'inégalité (84) est démontrée.



2" 5 < o. L'inégalité (84) prend la forme évidente

n
) B
o< ——
S el !

V=1

oy

3" —1<e<o. En posant 5 =—x (0 <7< 1), on écrit I'inéga-
lité (84) de la maniére suivante :

n
s ;
[ E Uy

=1

1 /B nsyY v o\ / v
"y = — = ( = L— — ) .
V. [ \ n—yv n

Caleulons la valeur asvimptotique du terme qui correspond
v=|B"'n*]=4A.

ol

On trouve o , : \
log = log /T‘ (BM_f_':)/ - nT In,\;(l - ~ﬁL_) + I log ( [ *_/'.)-

SR n—f Y n
1/ B aT A Ao
log ;( =) o~ — Tk nzlogl 1+ — ) ~Th,
AN et N 1w N
Ao At
hzlog(1— = )~z
n n

Par conséquent,
logupro ko B 07,
donc, pour 2 -, on a

" .
_ O
B logu, << Iug(l \ ™

\, I

et 'inégalité (84 ) est vériliée dans tous les cas.

invertu de (83) et (84), on voit que U'inégalité (77) est satisfaite
(au moins pour des valeurs de n suffisamment grandes), & condition
de poser

"

B LA T S I TRV L K
(R85 e ( s \ 0 3'7"7;,— '
) . n” o Y 1B
. K|

En faisant, dans la relation récurrente (80), la transformation

Ap=Bno o, ... op,
on obtient

e I

{ ‘ 1
2 n—1 79 1 ) o
B P N PP



" W. GONTCHARQFY. — SUR LES DERIVEES SUCCESSIVES, ETC.

i

Cette derniere formule permet de calculer les nombres «, lorsque
les 3, sont donnés et inversement. On voit immédiatement que, dans
le cas ot les =, sont définis par (85). les valeurs de 3, sont

done
N

\, = ( .

et 'inégalite (81) nous donne enfin

5
o7

B eo\
e b

2, 1
“n R - (
- 7
Iy AR

d'ot T'on dédwit
M
fine %! \I/——f' LBTeT
o /onl T
Comme il est possible de faire (endre & vers zéro, on remplacera
dans cette inégalité B” par B, el notre théoréme sera prouve.

Exemple. — On trouve, pour /(a)=¢*(A >0),
\[,, = Ao, Ny \”, \ p = \. GO0 B =\, o

on a done P'égalité
|
\ = (g1 BT,
On pourrait encore étudier le cas plus délicat ou 'ona 5= —1, ce
qui condutrait & des fonctions holomorphes dans un domaine entou-
rant le segment (o, 1),



