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HEVÎAl ' îQlIS^S

SUR

» LA MEILLEURE APPROXIMATION EN MOYENNE »
ET SUR

LE P R O B L È M E DE D I R I C H L E T

PAR M. GASTON JUDA

Introduction, — J'ai montré, dans un Mémoire inséré aux Comptes
rendus du Congrès International de Bologne de septembre 1928, et
exposant une Communica t ion faite à ce Congrès, comment on pouvait
résoudre le problème de Dirichlet relatif à l'aire bornée l imi tée par une
courbe de Jordan simple fermée par le procédé d^approximation sui'
vant : f(m} é tant la l'onction donnée, continue sur C, vers laquelle
doit tendre la fonction V ( x , y ) cherchée, harmonique dans'C quand le
point (.^y) tend vers m de C, on détermine le (ou les) polynôme har-
monique P n ( x ^ y ) de degré^ n dont « V écart àf(m} surC » estminimum.;
lorsque n devient infini, P,,(.z-,y) converge uniformément dans C e t
sur C vers la fonction F(.r,j) cherchée. Dans le Mémoire précédent,
l'écart de f(rn} à P/,('/^) sur C a été défini comme le maximum de
\fffn}—P//w)| lorsque m décrit C. On va résoudre maintenant le
même problème en donnant de l'écart une autre défini t ion. La courbe
de Jordan C é t an t représentée paramétr iquement par x=x{t),
y = = y ( / ) et la donnée f{m) sur C étant une fonct ion du paramètre t
dénommée f(t}-s nous appellerons ici écart à/(/) ,sur C, du polynôme
P(.z-,y) rintési^le

^7.

1 \ f { t ) — P\.rU),y(t}]'/'f/f,
«Jo

p étant un nombre fixe quelconque > i. Nous montrerons l'existence
d'un polynôme harmonique d'ordre ^n don t l'écart à / ( ^ ) su r C est
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minimum., et nous montrerons qu' i l tend dans Cvers F(.z',r)y solution
du problème de Diri'chlet relatif à la donnée f(t)'

Mais^ a priori^ la représentation paramétrique de C é tant dans une
large mesure indéterminée, si l'on veut que cette indéterminat ion
n'influe pas sur le polynôme P^(.r,y) d'écart m i n i m u m , il faut choisir
un paramètre de représentation 6 qui ait un sens géométrique. Une
courbe de Jordan simple, fermée n'étant pas rectiflable en général, il
n'est pas possible de songer au paramètre s, abscisse curviligne,
comme l'ont fait pour le cas particulier p = 2, M. Serge Bernstein
ÇCon/ftes rendus de F Académie des Sciences de Paris, 148, 17 mai 1909),
et après lui, M. Marcel Bri l louin et M. Picone [V. PICONE, Bendiconti
délia reale Accadernia déi Lincei^ 1922^ p. 35^ ].

Nous choisirons ici pour paramètre 0, celui sur lequel la représen-
tation conforme a attiré l 'a t tent ion, et grâce auquel on peut notam-
ment, comme l'a montré M. Fejér, représenter paramétriquement
toute courbe de Jordan simple fermée par des fonct ions ,z'(6), y (6),
continues et dé^eloppnbley en série de Fourie/\ Nous utiliserons ici sur-
tout des propriétés de la représentation conforme, les travaux précé-
demment cités se rattachant surtout à la théorie des séries de fonct ions
orthogonales.

Définition du paramètre Q. — 1. Imaginons la courbe de Jordan C du
plan z.=x-\-iyy représentée paramétriquement à l'aide du para-
mètre ^ (o^9^2r . ) dont le sens géométrique est le suivant :

On sait que 0, origine du plan z , étant un point intérieur à C, on
peut représenter l'intérieur <le C d'une manière conforme sur l'inté-
rieur du cercle F du plan Z ayant pour centre d'origine 0 du plan Z
et pour rayon l'unité. La fonction de correspondance conforme
Z==^'(^) est parfaitement définie si l'on donne l 'argument de ^(o);
nous choisissons ici ^(o) réel et positif [arg. de g Ço) nul]. Alors, on
sait ( Carathéodory) que g ' ( s ) est continue sur C et fait correspondre à
chaque point m de G un point M et un seul de F, la correspondance
entre m et M étant biunivoque et bicontinue. Appelons ô Pargument
du point M de F qui correspond ainsi au point m d'affixe (^) de C. Les
coordonnées de m seront ainsi des fonctions ^(Q^etj^O) continues et
périodiques au moyen desquelles C sera représenté paramétriquement
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et correspondra d'une manière biunivoque et bicontinue au cercle F.
On remarquera que, si l'argument de ̂ (o) est choisi 7= o, cela revient,
comme on sait^ à multiplier gÇs) par une constante ^/a (a réel), donc
à augmenter tous les 6 d'une même constante, et ceci-n 'a aucune
importance pour ce qui va suivre (1).

'2. La représentation de C sur F par z == ;y(9)+ i y ( Q ) étant ainsi
faite, une fonction con t inue fÇîn) de m sur C devient une fonction
cont inue de Q que nous désignons par/Y6). Soit ©(a?,y) une fonction
continue de x et y dans C et sur G, nous appellerons ici écart de ç à f

( i ) A vrai dire, le point M de F (et, par suite, ia valeur de 6 ) correspondant à un
point m de G, dépend du point. 0 choisi pour origine dans le plan z. Ce que l'on
dira dans la suite, par exemple, la définition do polynôme harmonique P/; de degré /î,
qui s'écarte le moins dcf(/n) sur C, dépendra évidemment du choix de 0. Rem-
placer 0 par un autre point Oi, revient a faire correspondre à m (intérieur a C)
successivement M et M^ (intérieurs à F ) et liés entre eux par une relation homog'ra-—
hique conservant le cercle F

f y - aZ-^-l
L " - c X - d J '

cette relation donne la relation qui lie 6.1 (argument de Zi lorsque m est sur G) à 6
(argument de Z). L'intégrale définissant Pécari, avec le nouveau choix Ûi de l'ori-
g'ine, sera , , ' .

f"\f(.m)—ff(m-)\l'd9,=: f \f{m.)—g(,n)\^'d—.dQ.
t-'O ''-•'O

On reconnaît aisément que 6 1 ( 6 ) est toujours croissante et que l'on a, Z étant sur F,

^Oi I ciel— bc \
CÎ^ ^\(crL-~r-€lf\

Lorsque z décrit G," Z décrit F, c7^—d ne s^annule pas sur F, le point Z ===—-

étant certainement extérieur à F, donc —— reste compris entre deux limites positives.

Le changement de 0 et son remplacement par Ci équivaut, par conséquent, à rem-
placer la moyenne qui définit l'écart par une moyenne où chaque élément diffé-

rentiel est affecté d'un poids ( —— )•

Gette modification, bien qu'entraînant avec elle une modification des polynômes Pn
de meilleure approximation, n'infirme aucune des conclusions qui suivent : existence;
unicité, convergence des polynômes de meilleure approximation.

^«.J?c.7Vorw. , (3 ) ,XLVÎ .—AouTi929. 32
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^
l | f\0 ] — 9! .r( ^ ),j( '9 ) ] 1 /^/0.

*"• 0

jy élan/ lin nombre positif ^> i.

3. Existence. — Parmi tous les polynômes harmoniques en (^j),
de degré ̂ t ils dépendent de 2/?-.+i paramètres réels linéairement
indépendants ), en existe-t-i l un ou plusieurs P/;(.r,y) pour lesquels
l'écart à y 'sur C

I: ( 1 \ ) = ( \./'( 0 ) - - S > / / [ .r ( 0 ), J- ( 0 ) ] i^ </^
J^

soit m i n i m u m ?
Observons que l'écart, 1(.P/<) est fonc t ion c o n t i n u e des 2/14-1 para-

mètres figurant dâns-P/ / , . .De plus, x est un polynôme harmonique de
degré ^n. Si. donc on ne considère que les P,, dont l'écart à/' est
moindre que ce lu i de x^ ils seront tels que

I II./ — P/^ ̂  d() i ( \f[ rj ) x C ° ) ^ ( / 0 =7-

Or, on sait que pourjJ ^> i,

[ r ^ ' " 1 "
eii posant

P,,-f\'-^\ -!-
^-'z "j^ 2 -'
/ ; / '// ̂ ^ Ê //' •+• ^/; î

f'L/'l^.f\^l0=p..
t/!l

Les P/< en i r i^ lesquels il faul choisir sont donc tels que

Or,

f 1 R//'^7^ ^ -s" ̂

f |p//|wo<Ï1 ip,j^.1 P// |/^ < \ \ P/.!// ̂  puisque /^ > i.

Il en résulte que les j P/, | sont bornés dans tout domaine intér ieur
à C . ,11 ^ 1 ! ^ ! • , ' 1 1 ! ! ! . , 1 1 1 ^ ! ! !
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En effet, si l'on fait correspondre ^=-=,y-}-n' intérieur à C et
Z == X -+" ^'Y i n t é r i eu r à .F parZ === g\^) ou la fonction inverse ^ == À ( Z ) ,
P//J/', r) devient u n e fonction ^/ / (X, Y) hannonique dans .1.' et con-
t i n u e sur F : on a

Donc, ^ ^ i-j//
^ ; ̂  { ces '9. si n ̂  ) | d'j < /.^ -r- u.̂  j .

La fonction harmonique ^(X/Y') ayant son module borné en
moyenne sur F sera el le-même bornée en module dans tout domaine
in t é r i eu r à F. En elîet ( X , Y) é tant un point i n t é r i e u r au cercle F
et (A/B^) un point de ce cercle, la foncÊion de Green G ( X , Y ; A , B) et
sa dérivée normale au point (A, B), ̂  restent uniformément bornées
tant que ( X , Y') appart ient à un domaine fermé A intér ieur à F; par
suite, puisque

cî„ ( .r. r ) — — ( ^ ( A . ! î ) — ̂ .
9. T. J,, <ïn
- r^A.>>- ̂  j,

on aura , dans A,

:^^•V'i<^J"^^^.l^>|^<^^i

si l 'on a dans A
< M.

1 1 en résulte que les V,, envisagés sont tous en rilMiile <^JK^]^aant
un nombre constant) lorsque ( x , y ) reste dans un^TAatfte^n^
à C. Les coefficients de ces P,, sont donc, eux aussi, bornés ttegAhil̂ 5- ;
dans l'espace à (a/? -+- î ) dimensions, le point ayant pour coordonnées
ces (and- î') coefficients, resie dans un domaine borné a\ I(P») est
iine fonction continue posi t ive de ce point dans cD, elle atteint, son
minimum en un point au moins de a». L'existence d'un polynôme P»
au moins, dont l'écart à/sur C soit minimum, est donc établie de ce
fait. [Nous appellerons £„ l 'écart minimum ainsi défini pour chaque

degré n.]

4. Unicité. — S'il y en avait deux, P» etQ,,, tout polynôme «P« + &Q,,
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( a et b réels) serait harmonique comme eux, en particulier

ip.,+i(X=K..

Puisque

et puisque

e.= F^f-Pn^d^ f !..
t.7» ^ft

/•_ç,,;/'^,

/- ̂ -^^r/- ̂ ) +(./•- Q^-
r"i/-R« 1/^/9= rTC i ̂  - P^-i-^'-Q"''7'

2
r^.

»-/() «-/U

Or ,pourp> i ,
: -4- 6 l/^ [ a!^ -4- ! & !/' / , . p ._Z_±- < '—J——•J—- (excepte si a = = p )

[car^^unepart , -^^ ^Jjî——iÈL et, d'autre part, p o u r p > T , la
courbe j^^' étant concave vers le haut, on aura

-HP /'̂  |aK-HPn
"^—— <——.——J*

II en résulte que

ou

r'^ i { r^
\f-R.^dO<^ |.,

^U ""' \ ̂ 0

r17-
/•— p,, !/'(/$+ r |/-Q"K'

»/ (1 ••

—OJ/^Ô1

. R/, \ / ' cie < s/,

sans égalité possible, à moins que P/, ne soit égal à Q,, en tout/point
de G, ce qui entraînerait P^^Q^ Le polynôme R,, aurait donc sur C
un écart à/moindre que celui de P/, et de Q,,, moindre que £/,, ce qui
est impossible puisque £,,est l'écart min imum pour le degré n. Le poly-
nôme Pn est donc unique, on l'appelle polynôme harmonique d'écart
minimum £^ surC.

5. En particulier supposons p == 2 et supposons que C soit un
cercle de centre 0, de rayon i. Alors

. ; 1 ^(ô)=:cos@, , j(0)=$m@, / : .
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puisque
z=h{rL)•^^L et ^{^}==z.

Le polynôme harmonique général de degré n est
F/, (.2", j)=.: P/ , ( rcos6^r s ine?)

= -10 4- r (a ;cos 0 4- p.i sin Ô ) 4- . .. -+- /""• {y'n cos //^ -1- ̂  sin /?,. Ô ),

en posant
.2;== /• cos@,

y = r sin 9.

/(9) étant continue, le polynôme d'écart minimum est celui pour
lequel l'intégrale

r^ \ y
1 ( P/, ) = j f { Q } ~ -^ -l- (^, cos 9 4- (3, sin 6 ) 4-.. .

4-(a//,cos/^ 4-p/,sinn0) û^

est minimum. Ce polynôme a donc pour coefficients a/, j3, les coeffi-
cient de Fourier de /(ô)- Si le développement de Fourier de/((:() est

_1 -4-. ^ (^cos/<6'4- buS'mriQ).

le polynôme d'écart minimum sur G sera pour chaque degré n
A-==/i

?,/,(/• cosô, /" sin 0) ss •̂  4-V r^(a/,cos/.Ô 4- ^:smÂ:0).

On sait que, dans ce cas particulier, le polynôme P,,(rcos9, r s inô)
converge uniformément dans toute aire intérieure à C vers la somme
de la série• * , » - '

^ -4-y/^(</./.cosÂ-9+^sin/^),
•a Ari

•i. , '

qm n'est autre que la valeur au point œ == rcosô, y =rs in6 (r<i)
de la fonction harmonique dans G prenant sur C la valeur/(6) au
point d'argument Û. On sait d'ailleurs a priori (Du Bois-Beymond,
Fejér, Lebesgue) que, la série de Fourier d'une fonction continue/(9)
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pouvant être divergente, P/,(cos6, s i n O ) peut n'avoir pas de l imi te ,
c'est-à-dire que le polynôme I\ d'écart nunùnuni peut nuwir aucune
limue sur C. Nous allons main tenant étudier la convergence des F// à
l ' in té r ieur de G dans le cas général.

6. Convergence des P/, dans le cas général. — Prouvons d'abord que

H m c^== o.
. fl =• V.

J'ai en eiïet démontré dans le Mémoire an té r ieurement cité [Congrès
de Bologne, 1928) qu'il, est possible de développer toute fonction
harmonique dans C et cont inue sur G, en série de polynômes harmo-
niques convergeant uniformément danst:; et sur C, c'est-à-dire que,
pour tout s positif donné, on peut trouver un polynôme harmonique
Q//(.r,y) de degré n assez élevé, tel que

\ J \ 0 ) — ^ n [ ^ ( 6 } ; r ( Q }

quel que soit 0. L'écart de ce Q// à y" sur C sera donc < 2?:^. L'écart
min imum, c/, cor respondant au degré n sera donc a fortioli <^ 27:^/\
c'est-à-dire que lim c/,== o.

n-^.:: » -
On a donc

y»-^
liin 1 [ f ( 0 ) ~ P, , r ( 0 ) , r { 0 } I j /^ /^^o,«=^,4

et en a p p e l a n t ^/.(X, Y) la fonction harmonique dans F issue
de P/,(^9 y ) par la représentation conforme z = A(Z1), on aura

^•IT. t

Inn j \ f( 0 ) — c?/, (' cos 0, sin 0 ) \f'dQ :
n := wJ'Q " ' ! ' ' :

Par l 'exemple de p = 2 et G cercle unité, nous savons qu ' i l ne faut
pas chercher à prouver la convergence de €n vers/(0) sur F. ^ïais.
que la convergence de ^//(r c p s Q ^ r s i n O ) vers la fonction h a r m o n i q u e
dans F, prenant sur F les valeurs /(6), est plausible.

Démontrons/en effet cette convergence.

7. .Désigno-ns par F(^ y ) la fonction, iiarmonique dans C cont inue



sur G p renan t sur C les valeurs données/(O), c'est-à-dire telle que

^ , . , F|,r(^),r(^:|^/(^).
rar la transîon'nation

; -=: ,/.• -4- /y =: // ( .\. 4- /Y ),

elle devient la fonct ion ^(X, Y) harmonique dans F, continue sur T,
et l'on a

;T'(cos^. sin^ ]—.j'( 0 ).

Envisageons l ' intégrale

£ / / ( / • ) = ^ j ^ ( r cos^ / • s i n ^ ) — ' » : / / ( / ' c o s O , / • s i n ^ ) ^ '^/O.
^o

Puisque ^ et ^// sont un i for raément continues, dans ei sur r on. a
, li m £/,( /• )==£,/.

Adînettons, c^ f/ne nous démontrerons plus loi/î^ que LJ(X, Y) étant
hannoniqne dans C et continue sur G, l ' intégrale

f l .U(/ 'cos'9, / • s i nO ) '^d^
1 u

est une fonction croissante de r pour /•<< i , lorsque p ^> T .
Ce point étant admis, on aura

£^ (n<^

et, par conséquent , quel que soifc /•
1 irn &//( '/")=:: o.
n = r.

un i fo rmé tnen t dans tout F.
I l va en résulter que

î i i r i ^/((X,,Y )== ^ f \, y ) ,
n = x'

uni fbrn ién ien t dans tout domaine A in té r ieur à F.
En effet, de la relation

^r.

z,,:-=•=. l i / ^ î — ^ / . C c o s ^ s i n O ) ^ / 1 / ^ ! ' !

^o
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on a vu qu'il résulte que

i^i/^ ^^-t- r !/(T)|^ / î.
/.27; ^•ir^.

Les | ®/, ^rfO et par suite les j ^ ]rf9 sont donc bornés supé-
JQ J Q

rieurementquel que soit n par un même nombre [M. Le raisonnement
fait au n° 3, prouve d'autre part que, clans un domaine quelconque A
intérieur à F, toutes les fonct ions harmoniques ^î//. auront leur
module | ̂ J limité supérieurement par un même nombre 3TI.

Ces fonctions harmoniques ^ forment donc dans A u n e famille
également continue dont il est possible d^extraire une suite partielle
t?-^, S^,..., convergeant uniformément dans A vers une limite <1>(X, Y)
qui est nécessairement 'harmonique [cela se voit aisément par la for-
mule classique ] :WY)=^ Lr^'^^ •^rr^(A,B)fJ,

ïfi [Jo • dn J

On aura évidemment

^ j ^(rcosQ, /• sinQ)— ^(/'cosO, fsmO) \^d(f
i/o

r - 1 1

•=: lirn f | ̂ (rcosô, rsinQ)— ^^(rcosQ, r sinô) \PclQ -==. l im£,^.(r)==o,
;•==» JQ • . '' ' '

pour toute valeur de r d o n n a n t un cercle intérieur à A, c'est-à-dire, en
définitive, puisque A est arbitrairement voisin de F, pour tout r<^ i .

i?foi^^
.,-'1-11'•::^,1^':^

./;C ,";;^ - /^"^^^(/•cosS', rs in^)— 4>(/ 'cos^, rsi^É')i/ /^==o
/̂ l?''11!̂ !- :lu.̂  1 1 . , .

lî^1^^ 1 1 . 1 . 1

'liC^^y'̂  ^ 1 1 1 1

^^^^^li^^^^^^^^^^

^(rcosQ, r s in (9 )==<^( rcos0 , r s in6 ' ) ,

pour toute valeur de Ô et pour toute valeur r<^ i.
, 1 1 1 1 ! Donc,. 1 1 1 1 , 1 1 ! 1 1 1 1 1 , ! ; - ! , ! . .!

' . . . , . ' . , , . (D(X,Y)^CX, \) , ' : 1 ' ,
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d'ans F, ce qui démontre que la suite des ^(X, Y) a pour l imite-
^'(X, Y), et uniformément, dans tout domaine intér ieur à F.

Il en résulte quCy pourp^>ï, les polynômes'harrnoniques P//(.r,j)
d'écart minimum à /(6) sur C ont pour limite dans C la fonction harmo-
nique F(.r, y) solution cil/problème de Dirichlet relatif à la donnée f(Q)
sur C., la convergence ayant lieu dans tout C et uniformément dam tout
domaine intérieur à G. L'exemple dep == ^5 G cercle unité, nous avertit
que la convergence peut ne pas se produire sur G et dépend des pro-
priétés différentielles de/"(O).

<S. Il reste, pour terminer, à prouver le lemme invoqué au n° 7.
Pour toute fonction U(r, 6) harmonique dans F la fonction de r

ï ( r ' )= f [U(r, e}\f'de
JQ

est croissante lorsque j» ^> i.
On reconnaît aussitôt que la fonction

V(/ - , C}=\\3(r, C ) ^
est dérivable et l'on a

f^v ,/ i r d\ ,
l/ ( r ] == f — dô = - \ —— ds,

Jo àr r J^ dîïtf

v étant le cercle de centre 0 de ravon r et — la dérivée normale* ' . . w cirie
extérieure de Y. On a d'ailleurs

Lï-'-f^""
Nous montrerons que !(/•) croît avec r, si nous prouvons que

f f AV da^> o, pour tout cercle y de centre 0 de rayon r<^ i.
t./ .y y

Or ceci résulte de l'inégalité AV ^>o, vérifiée dans tout F comme on
le reconnaît aussitôt.

En effet, un calcul simple donne

AV = ̂  4- ̂  = ( 2p -- 9. ) 1 U !/- ( l̂  + î  ), . •

Ânn. Kc. A'orw., (3), XLVÏ. —SEPTEMBRE 1929. o3
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en tenant compte de la relation AU == o. Du fait que p ^> i on a AV ^> o
et, d'autre part? (p — 2) étant ^>i il n'y a ' p a s de difficulté réelle.
dans l'intégrale i | AV^/cr le long des lignes éventuelles où U peut
s'annuler.

Le lemme invoqué au n0 7 est donc démontré. I l résulte d 'a i l leurs
immédiatement des travaux bien connus de NL F. .Riesz sur les fonc-
tions subharmonù/ues.


