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SUR

LE PROBLÈME DE DIRÏCHLET GÉNÉRALISÉ
( O K U X I È M I ï MÉMOIRE.)

PAR M. GEORGES GIRAUD

Introduction.

On connaî t la difficulté à laque l le se heurtent les tentatives de ré-
soudre par approximat ions successives le problème de Dirichlet géné-
ralisé pour des équations non linéaires. Si par exemple on considère
dans Pespace à trois d imens ions le potentiel.

(,) ,._-^J- -^V.

il ne suffit pas que la densité p soit cont inue pour que l'on puisse en
déduire la relation aux dérivées partielles
/ , f)'2 u (^u à^u
( 2 ) —— + —— 4~ •—— = p.

ôx1 àv^ àz- 1

Si pases dérivées partielles continues, on peut faire cette déduct ion;
mais si p contient les dérivées partielles jusqu'au second ordre d 'une
fonction prise dans une suite d'approximations successives, on ne
pourra calculer les dérivées secondes de u qu'à condition de connaître
les dérivées troisièmes de la fonction précédente; on ne rencontre pas
ainsi d'élément lié à chaque approximation et s'exprimant à l'aide de
l 'élément analogue lié àTapproximation précédente. La difficulté est
la même si l'on remplace r"', dans la définition de u, par une fonction
de Green.

Dans un Mémoire antérieur (r), on a cherché dans les propriétés

( 1 ) Sur le problème de Dirichlet généralisé; équatiofis non linéaires à r/rvcï-
ricibles {Annales scient, de l'Ec. Nonn. Knp^ t. XL1.ÎI, 19-26, p. l-r28). Ce Mémoire
sera par la suite désigné par la lettre D.
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des fonctions de variables complexes un élémentpouv.antjouer ce rôle.
On trouvait une limite supérieure de la valeur absolue de chaque ap-
proximation dans un domaine complexe 'à 2m dimensions (/?? étant le
nombre des variables') contenant à son intérieur le domaine i? où l'on
veut résoudre le problème : dès lors toutes les dérivées étaient.limitées
dans un domaine à 2m dimensions intérieur au premier et un mode
convenable d'approximations successives donnait la solution..Toute-
fois cette solution était soumise à des restrictions gênantes : il va sans
dire que les données devaient être holomorphes, et en outre cP devait
être assez petit dans toutes ses dimensions et borné par un seul con-
tour ( ').

Or il n'est pas nécessaire que p ait ses dérivées continues pour que
l'on puisse passer de (i) à (2). M'. D in i a montré ( 2 ) qu'il suffît que p
satisfasse à une condition de Lipschitx généralisée

//.
(3) [ p (^, r, .s) — p (a, b, c) | < Â-[(^ — af 4- (j — bf -i- {z — c)2]2 (o < h ̂  i).

On peut démontrer-qu'alors non seulement les dérivées secondes de
u existent, mais elles satisfont à une condition analogue, h étant rem-
placé par hÇi + À)"' . Ce résultât toutefois n'a lieu que dans un doùiaine
fermé intérieur à celui dans lequel l'intégrale est prise et il doit être con-
sidérablement étendu pour s'adapter convenablement à notre objet.
Quoi qu'il en soit, on voit se manifester là le phénomène analytique
qui permet de découvrir, ^ans sortir du domaine réel, l 'élément dont
nous parlions plus haut. Simplement en ajoutant ce genre de considé-
rations à celles du Mémoire cité, il est démontré dans un autre tra-
vail ( 3 ) que si l'on désigne par Mn. une limite supérieure de là valeur
absolue de la différence //,^ — ̂  de deux approximations successives^
de ses dérivées jusqu'au huitième ordre et du coefficient analogue à k
relatif aux dérivées huitièmes pour un certain exposant ^analogue à A
et qui tend vers zéro quand n croît indéfiniment/on a une relation de
récurrence

M^i= a^M^y

(t) Cette dernière hypothèse n'était pas indiquée, mais elle était nécessaire.
C'2) DINI, Acta mathematicct, t. 25, 1902, p. ï85-23o; voir D, p. 38 et suivantes.
(3) Journal de Mathématiques^ y série, t. VIII, i9'29.
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où a,, augmente indéf iniment , .mais d'une façon telle que l'on est as-
suré de la convergence dès que Mo est assez peti t . Toutefois le do-
maine (©doit encore, avec ce mode de raisonnement, être pet i t dans
toutes ses dimensions et borné par un seul contour. •

Le présent travail ajoute aux méthodes précédentes deux nouveaux
moyens d'investigations, dont l'un commande l'autre. Les approxima-
tions successives étant formées par la résolution d'une suite d'équa-
tions linéaires, il est évident que la théorie du problème de Dirichlet
pour les équations linéaires doit être étudiée d'abord. Dans les travaux
cités, on se sert d'une solution élémentaire de l 'équat ion, selon le nom
donné par M. Hadamard (r). Cette solution élémentaire est formée par
ta méthode de M. E. E. Lévi\ en résolvant une équat ion de Fredholm.
Puis de cette solution ^élémentai re une autre équation de Fredholm
permet de déduire la solution du problème de Dirichlet généralisé. Ici
nous remplaçons/ces deux équations de Fredholm successives par un
seul système de Fredholm, contenant des intégrales d'ordres m et
m — i et deux fonctions inconnues, l 'une de m, Fautre de m — i va-

• riables; il. est certainement avantageux pour le raisonnement d'avoir
ainsi une seule fois à examiner si l'on est ou non dans le cas d 'un pôle
de la résolvante de Fredholm.

D'autre part il est un cas depuis longtemps signalé par M. Picard où
les raisonnements se simplifient beaucoup; c'est, en nous bornant à
l'équation

6?" // à2 u r)u , ( ) ( {_+. _^ 4- 0 _4_ fy 4- f.n -^ o,
</,Z- <7)'" {)X ()V

le cas où c est négatif., et plus .particulièrement le cas où a = = A == o,
c étant constant et négatif (2). En nous plaçant daAs le cas de l'équa-
tion linéaire générale du type elliptique à m variables, , .
, , ^ . * . x"^ ^ï (i, ^ , au
( 4 ) ^ ( U ) == >, a,^ <^a/j -T-—T— +• /_ a ̂ a -]—— 4- OU. = Ô ( O^y, > 0 ) ,

•<'—— ' . ' t/.'Z'y^ ^/l'Z'y JeuU (JSCy,

où les coefficients satisfont à certaines conditions'de jrégularité et se

( 1 ) HADAMARD, C. lî.AcacL des Sc.^ t. 170, TQ^O, p. 149.
C2) ¥oir par exemple PICARD, Selecfa, p. 109, 1^3, ï3î. M. Picard a aussi insisté

sur ces cas dans son enseignement, par exemple en 1910.
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réduisent, hors d'une certaine hypersphère, à ceux de l'équation
/n

^ ̂  — S''u ̂  ° ( S' consl- )î(5 )

il est possible d'établir que cette équation possède, si c est négatif
dans tout l'espace, une solut ion élémentaire qui tend vers zéro, ainsi
que ses dérivées, d\ine façon exponentiel le quand la distance des
deux points augmente i n d é f i n i m e n t . Or là réside la raison du suacès
complet avec lequel l 'emploi de la solution élémentaire permet,
comme l'a montré M. Picard (''), de traiter le problème de Dirichlet
pour l'équation (5). On peut donc s'attendre à pouvoir traiter complè-
tement ce problème pour l 'équation (4.) si c est négatif dans d5, du
moins si le coefficient analogue de l 'adjointe est aussi négatif, car on
pourra, si certaines c o n d i t i o n s de régularité sont satisfaites, prolon-
ger les coefficients hors de (D de manière à remplir toutes les hypo-
thèses. .Mais il y a plus ; on peut dans tous les cas choisir -une fonc-
tion y nulle hors d 'une certaine hypersphère, etpartout supérieure à c
et au coefficient analogue de l 'adjointe; en introduisant alors la solu-
t ion élémentaire dont il vient d'être question, relative à ^ { u ) — ' / ^ ,
on peut former, pour résoudre le problème de Dirichlet relatif à (4)»
un, système de Fredholm à deux fonctions inconnues l 'une de m,
l'autre de m —- i variables, dont la discussion est entièrement parallèle
à celle du problème de Dirichlet considéré : si ce dernier problème,
quand les valeurs données sur le contour S sont nulles, n'a que la
so lu t ion zéro, le système de Fredholm homogène n'a que la solu-
t ion zéro, et par suite le problème de Dirichlet à données non
nulles a une solution et une seule; si le problème de Dirichlet à
données nul les a des solutions non nulles, il en est de même du sys-
tème de Fredholm homogène, et le problème de Dirichlet à données
quelconques n'est soluble que si le système de Fredholm l'est, chaque
solution du problème étant donnée par une solution et une seule du
système de Fredholm. Une autre conséquence de l 'é tude ici faite est
que les problèmes de Dirichlet à données nulles relatifs à-5^ et à son

( 1 ) PÏCARD, Selecta^ p. a3i. M. Picard n'a traité explicitement que le cas de trois
variables, mais ses démonstrations attendent d'elles-mêmes,
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adjointe ont le même nombre de solutions l inéairement indépendantes.
Ces résultats ont lieu quels que soient la mesure de ri? et le nombre
des contours.

La répercussion sur la question relative aux équations non linéaires
est immédiate : si l'on se donne une équation de type elliptique

^ . , ^ f ^ a au
^ { u ) == y -.-—.—• ~—• u ; Xy \ t ) =-. o,

\d:rad-r^ 6h^ '

dépendant d ' un paramètre t, et si les données sur S dépendent aussi
de tet que l 'on connaisse une solution ?/o relative à la valeur t^ de ce pa-
ramètre, il existe, sous certaines conditions de régularité, une solu-
tion relative aux 'valeurs de t voisines de î^ pourvu seulement que
l'équation linéaire qu'on peut appeler équation aux solutions inf ini-
ment voisines n'ait pas d'autre so lu t ion nu l le sur S que la solution
zéro.

Dans .les deux premières sections de ce Mémoire sont. étudiées des
fonctions représentées par des intégrales analogues à des potentiels,
puis la composition de ce qu'on peut appeler les noyaux de ces inté-
grales. La troisième section voit in t rodui re le problème de Dirichlet
généralisé pour les équations linéaires1 et le système de Fredholm qui
permet de le résoudre' pour un domaine suffisamment petit et à un
seul contour. Le résultat est appliqué dans la section suivante à"
l'étude des dérivées premières et secondes de la solution u sur la mul-
t i p l i c i t é S, conna i ssan t les valeurs de u sur 3L La cinquième section
est consacrée au problème de Dirichlet pour un domaine quelconque.
On établit alors (sixième section) le résultat qui vient d'être annoncé,
relatif aux équat ions non linéaires. Enfin une septième section est
consacrée au cas où les données sont holomorphes; on y établit, par
la combinaison des méthodes actuelles avec la considération du do-
maine complexe, deux théorèmes donnant des conditions suffisantes
l'un pour que u soit holomorphe dans cî), l'autre pour que u soit pro-
longeable analyfciquement au delà de S.

On a laissé entièrement de côté Pétude des cas où les valeurs don-
nées sur S ne sont pas continues, des cas où le contour t? offre des
singularités et de tous les cas analogues. De même on ne s'est pas
occupé des problèmes autres que îe problème de Dirichlet intérieur;
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une exception a pourtant été faite pour le problème de Neumann ex-
térieur, mais dans un cas de nature tout à fait artificielle et seulement
comme moyen de démonstration en vue du problème de Dirichlet
intérieur (section V).

On voit que,, dans ce travail encore, l ' instrument essent iel , pour les
équations non linéaires, est la méthode des approximations succes-
sives de M. Picard. Certaines hypothèses paraissent^ il est vrai, plus
restrictives que ne comporte la quest ion; la chose est certaine
dans le cas de deux variables, comme on peut s'en rendre compte par
la comparaison des résultats des sections VI et VII avec ceux de
M. Serge Bernstein ( { ) ; cette imperfect ion a pour cause l'imperfec-
tion des connaissances relatives aux équations linéaires, et les résul-
tats si, intéressants obtenus par M. Gevrey (2), combinés avec les
méthodes de ce travail, doivent donner une extension nouvelle à
l'étude da problème de Dirichlet relatif aux équations non linéaires
et des problèmes analogues ( : i).

' ' \ ' I.

Définition. — Nous aurons souvent à considérer, dans le cours de
ce travail, des fonctions satisfaisant à une condition de Lipschitz géné-
ralisée. On entend par là des fonct ions 9 (^1 ,^2 y . . . , ^///,), ou
ç(X), X étant lepoint (.y;,, .z^, . . . , .r,/,), satisfaisant, quels que
soient les points X et Y, à la condition

! | © ( X ) - 9 ( Y ) | < A - L ^ X , Y ) , : ! . , •

( 1 ) Serge BEKNSTEÏN, S'ar la nature analytique des solutions des équcUions aux
dérivées partf'ellea du second ordre 5 Thèse, Paris, 1903; voir aussi Mathernatùehe
Annalen, t. 62, 1906, p. ^53-271, et t. 69, 1910, p. 8â"i36; Annales scient, clé l'Éc.
Nonn. su,p^ L'H, 1910 , p. 233-'?,56.

(2) GEVUEY, C.R. Acad. des Se.. t. 4^8, 1 9 1 4 , p. iGSa; t.. ni, lyio, p. 6 ï oe t 839;
t. 173, 1921 , p. 761 ; t. 182, 1926, p. 36 et 754; t. 184, 1927, p. 1 1 0 9 et ï63%; t. 185,
1927, p. i565; Ann. scient, de l'Ec. Nonn. sup^t. 35, 1918 , p. i29~i9o. M. Gevrey
a aussi considéré des équations d/ordre supérieur au second et des équations întégro-
difÏcrentielles.

(3) Les résultats de ce travail ont fait l'objet de plusieurs Notes (C.R. Acad. des Se.
t. 187, i9%8, p. .'198 et 63%; t. i 88, 19-29, p. 765, 976 et 1221). Certaines de ces Notes
restreîg-nRnt des hypothèses trop larges faites dans les précédentes.
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où k et h sont des constantes positives (/^i), et où L(X, Y) est la dis-
tance des deux points :

L ( X, Y ) = \l~(x^ — y., )^7^Ç3Ty^ -+- . . . 4- ( ̂  — y^ y-.

'Pour abréger, nous dirons alors que 9(X) est continu (L) d^expo-
sant h et de coefficient k. La mention de l'exposant et celle du coef-
ficient pourront être supprimées.

THÉORÈME 1 . — Dans l^ espace (<x'j, x^, ... ; x^\ soient (S^ un
domaine borné owert de la multiplicité x^= o, et S^ sa frontière. Soient
d'autre part cD et S les ensembles des points dont les m— i premières
coordonnées sont respectivement celles de points de iD^ et de S,, et dont
la dernière coordonnée x,n est comprise entre ̂ éro (compris) et un nombre
positif donné. Soient H'(A) une fonction continue dans (-P., + 2^
et G(X, A) une/onction continue quand X appartient à à)-{-S et A•\f~^
^ ̂  _(- 3^ çt quç ces deu^ points ne coïncident pas, les déniées -.— étant

continues dans les mêmes conditions et ces fonctions étant telles que

àG
^^•"\à^

(o <"^i; a==i , 2 , . . . , .w) ,

(i) \G(X,A)\<:m>~fîi^(X, A), —— <NIA--m(X,Â.)
OSC y,

où N est une constante. Alors la fonction

^t/n—i)

F(X) = i G(X, A.) w( ̂ ) ̂ Y, [^VA= ̂ (ai, a^ . .., a^ )]
J(D^

est continue (L) d'exposant À si X <; i et d'exposant aussi voisin de un
qu'on veut si À == i.

Soient en effet X et Y deux points de tP, tV la partie commune à CO
et à une hypersphère de centre X et de rayon aL(X, Y), C^\ la partie
commune à W et à â3.i, et (J^\ le reste de <-©,. <:P^ peut ne pas exister;
c'est une hvpersphère à m —-1 dimensions ayant pour centre le point X <
de coordonnées {x,, x^ . . ., .2^-1, o) (nous continuerons à désigner

Ànn. Éc. Norm^ (3), XLVI. — MAI 1929. ï 8
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par M, , avec un indice i, la projection d 'un point M quelconque
sur t0i ), et pour rayon \/4 L2 ( X, Y) — ,r^.

On a
^[m—\) (,n—\}

F ( X ) ~ F ( Y ) = = ^ G(X, A ) ^ ( A . ) ^ V A — ^ G(Y, A.)^(À)<-n\
<A^ J^

^(W—l)

+ •f |:G-(X, A) - G-(Y, Ay] M' (A ) dV^
J(^\

Comme L(X|, A ) < < L ( X , A), on peut remplacer X par X, dans les
seconds membres de (i) (si m ̂ > i, comme nous le supposons toujours),
et i l en résulte (1) que. chacune des intégrales étendues à iff\ est
moindre que ie produit de MNÀ""~ I L A (X, Y) par un nombre dépendant
seulement de m; M désigne le maximum'de |n'(A)|.

Reste l'intégrale étendue à c0\. Nous avons, en désignant par S un
point du segment de droite XY,

m

G{X, A) - G(Y, A)==^ (,r,-r.)^(^ A),
1 a==:T

d'où _
i G(X, A.) — G(Y, A) ; <v'7« NL(X, Y,) L>-'"(3l, A).

D'ailleurs, A appartenant à cO'i,

L(S, A ) ^ L ( X , A ) - L( X, 2) > ^ L ( X , A ) ;

. ^\UÎ)

( l) Soit à limiter rintégrale f ç~-Pd(a^ ..., a,n), <;P étant un domaine de l'es-
t/<:P

pace à m dimensions, ayant pour mesure Q, et p désignant la distance L(A, X) où X
est un point fixe; p est une constante positive inférieure à m. En partageant l'inté-
grale en deux, à Paide d.^une hypersphère de centre X et de rayon arbitraire r on voit
qu'elle est moindre que

IL r / m \ ~\ —i
ir.'1 \ ( m — P ) ^ [ — ] \ rm'-P-+-Qr-P. •

Quand r varie, le minimum de cette fonction est

- / ) / W N /? F /m\'~\—p w-^
m(m.—p)-\p ^^V r(-21) Û"777".

_^p ^_ "
Or p "̂  e''^ , et les facteurs qui suivent ont un produit moindre que le plus grand
des nombres un et

/ m^t\ (m\~}-^
A^) [r(^)] •
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donc
|G(X, A . )—G( 'Y , À ) ; <v'w2 /"-ANL(X, YU^-^X., A).

En multipliant par M, on aura une l imi te supérieure de la valeur
absolue de la fonction intégrée dans d), ; nous "intégrerons le résultat
dans la région

2 :Lo>L(X, A.) > 2 L ( X , Y) ,

qui cont ient 0?, ; Lo est une longueur supérieure au maximum de
L(X, Y) dans cD -4- S. Soit c == L (X, , A); posons

notre in tégra le est moindre que ( ' " ) le produit de
/^t-iLO À—m

MNLcX, Y ) j Fm.-.2(p2^_^^——^p^
J\.

par un facteur dépendant seulement de m; rdésigne ̂ L^X, Y) —n^
si cette quanti té est réelle, et zéro dans le cas contraire. Si d'abord

71 ̂ /«V3?
c'est à dire si

^L(X, Y),

l ' in tégra le ci-dessus est moindre que
24

ç^ Vn--cU
,-.-./,—l j ___________ .

H ! CT—A î
- " ( l - ^ )————

si À <^ i , ceci est moindre que

, , r r1 //"-2^' r " . , 1tr^! ; —————^-1 +/ ^dt h
L'0 (i-i-^}~ Jî J . 1

ou que le produit de ( i—X) 1^"1 par une fonction de m, ou enfin
que le produit de (i — À)"11} '""'' (X, Y) par une fonction de 772 ; si À == i ,
c'est moindre que

r ' t_^ ^Lo^'
/ , f l4~ ^) 2 ^--2^-4- / —,

<^o ^i ^

(^ ) Foi/- D., p. 28.
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ou que le produit de log— par une fonction de/n, ou enfin que le

produit de log -j—^ y , par une fonction de m. Si maintenantr D L(.X, Ï )

ce qui entraîne
r'>^^\/3,

r > L ( X , Y'yy/S;

cette intégrale est moindre que

/^2Lo )̂ i. T 'À- l /V- Y'^
/ .̂̂  < Z___ < L ^^^ ( A < 1 ),7 d — À i — À*-/,.

et, si A == ï , elle est moindre que

, 2 LO , Lo , 2log—1 <log ^\. + log ̂ .
7 ^(,A-, 1 ; ^/3

On voit donc que
^M'NÀ-^I —À^L^X, Y) a<i) ,

;a) ^^'-•""'^j/.MKHX.Y,^,^ ,̂ ,,

À' dépendant seulement de m.
•v/-i

THÉORÈME 2. — AÏ, en plus des hypothèses du théorème i, les -5—
(^a = i, 2, , . . 5 m — i) existent et sont continus pour X ̂  A ̂  si

• ( 3 ) , ^^^G <NL)^l-//t(:X, A) ( i -À<Agr, a=i,^ ...,^-1),
0SC y^ (JCt'y

et si w (A) ^^ continu (L) ^exposant hy F(X) admet par rapport aux
variables autres que x^ des dérivées continues en tout point de (î)+§*
non situé sur'S^.

Soient, sur x^= o, ̂  l'intérieur d 'une hypersphère de centre X,t
et de rayon arbitraire r, 2^ sa frontière, û^, la partie de û3, extérieure
a^;. On a

/-»(/"— i)
F(X)==limF,.(X),F,,(X)=: L ^ G(X, A ) w ( A ) ^VA.

- , ' , ' /-=0 ' , J(D' . ' .
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Désignons par dS l'élément de l/hypersurface S, :

/ / / /~'
^^i // 1 ̂ /^ ̂ -n . . ., a,,^, a,, .... Oa-i )2,

y a--=i

et soit encore, en prenant Ï>\ dans le sens associé au sens (a,, a^, .. .,
^_,)de^,

" ^a(A}^v=(—I)mla-')^(a^I, ...,aa-i) (a=i,^ . . . , m — i ) ,

celte relation définissant ^a(A); (û^i, . . . , ^_,) désigne ce qu'on
obtient en permutant circulairement a^ . . ., û,,,_, de façon à amener
a^ en tète, puis en supprimant <^. On aura, si r est assez petit pour
que S, soit intérieur à a),,

vp ^î /n .—j 1 ) ,^? /.(W-—2)

——=: | ,—^(A)^VA- f G(:X, A..)».r(A)^(A)^S^
^^a J^^ ^^a J^^

Ceci s'écrit
t -S? , ^ { m — 1 ) )/•-» /^(^i—.li / \r> \f> \^^ r ^G [ , ,(A)-^(x,)]^v,4-^-rx,) r f^^w,
^•a J '̂, àx^ •' ; 1 - J •ll 1/,/^ \^ ^^/ 1

/, ( m — l ) ^ p , ( m — 2 )

-^(XQ 1 ^__^V^- / „ 'G(X,A)w(A;)^{A)dS^
J(D\ oa'^ Jy'

et les deux derniers termes peuvent être remplacés par
/» (m—2) l

-^(X,) / G(X,.A..)^(A)^SA
J^\

( //il, — -J )

-+-^(X,) ^ G(X,A)[^(X,) -^(A) ]^(A)^SA-
^'1

Si r tend vers zéro, les différents termes tendent vers dçs limites, uni-
formément par rapport à X; donc -y— existe et est continu, et

.-, i in — i ) - -^
/ , , Or / Ô\J p . ̂  / • « - , -, ^r
( 4 } à^J^ ^["•(,A)-».(XjJ.A,,

j' )-}^ —— 1 1 , -n-̂  -\/~'< \

.„, r' / <7(jr ^(jr\. ^^.(X) / -r-+ ->—p^
J^ \^^ ^^/

-w(X,o f G'(X,,A)^(A)^SA. ^
^ • ! ^s", ^ ! !
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Le théorème est démontré et nous allons, de plus, utiliser cette
formule pour limiter, ces dérivées. Soit M une limite supérieure de
[ t ï ' ( A ) | et da coefficient de continuité (L) de ir et considérons les
points X dont la distance à S, est au moins égale au nombre positif o;
alors
(5) àF_

àx-,, < MN ô^-^1 a- 4-
À - r - A — i

À-)- / / -~-t \
^ / / t-1 ,

a étant'ia mesure de S*i, D celle de cPi et k ne dépendant que de in.
(Ï-G

THÉORÈME 3- — 5Ï, en plus des îlypothèses du théorème 2, les -r-—-^

existent (^sauf peut-être si a === m) et sont continus pour X ̂  A, et si

^G .NV-^-^X^A),(6)
6 r̂;y. ̂ "^ 1

les dérivées de F par rapport aux variable!; autres que x,,^ sont continues ( L)

d 1 exposant——^—T" dans tout domaine fermé appartenant à iO+'S,

mais sans point commun avec S1,.
-Si'

En effet, soir o^>o une borne inférieure de la distance de X à S*i
et soit /==(i 4" À ) " 1 , II nous suffît de considérer le cas où

" 1. ( X, Y} < a-"1 "h ô1-^, L ( X /Y ) < i . ,

Soient alors cD', la part ie de (D) intérieure à une hypersphère de
centre X et de rayon 2L /(X, Y ) ' , S, la frontière de i0'\ prise dans le
sens associé au sens (a \ , . . ., ^m-i) de t0',, o3\ la partie restante
de cî ){ . On a, d'après la formule (4)7

àV ̂  r 1 1 ' - 1 '
à^~~ j^

+^(x.o r
J cP

• àG
. âx.

, i m. — 1 1 ^)(}
^..(A^V^ f
^ , Jm

• -,—|,ir(A.,)—ir(:Xj'[^V^
^ u'l'y'à-x

)JV.,-<(.T.-fX,) f
J's'

àQ_
àcty, G(X, À)OTa(A.)<^SA.,

et la formule subsiste si l 'on remplace X par Y. Si (D\ n'existe pas, le
premier terme subsiste seul. Or, quand A appartient à d3',, on a

,)P /)(, _
^ (X, A) ~ —— (Y, A) <V^NL(K, Y)^^(S, A) ,àx^àxy.
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où S est un point du segment de droite XY. D'ailleurs on a, comme
.dans la démonstration du théorème i, L(Ë, A)> 2""' L(X, A). Le pro-
cédé, employé déjà dans ce théorème, nous donne comme contri-
but ion de l ' intégrale étendue à a)\ dans la variation de -j—? une
quantité inférieure en valeur absolue au produit de

T A — m — 1

M N L ( X , Y ) f °F^ (p- 4-.2:^) ' da
Jr

par une fonction de m seulement; r désigne \ /4L^(X, Y) — x^ si cette
quant i té est réelle et zéro dans le cas contraire. Si r^<r^y3, c'est-
à-dire si. ̂ ^^((X, Y), la dernière intégrale est moindre que

r r1 ^ • r 1
^n"1 ? (i -1- ^) 2 l " 1 - ' 1 dt -4- f ^••":i dt \,

L"" ^î J

ou que le produi t de (2 -— A)~'^~ 2 par une fonction de m, ou enfin
que le produit de I/^-^CX, Y) par une fonction de /n. Si r>^ v3,
ce qui. entraine r> L^X, Y7") /3, cette intégrale est moindre que

F ° ̂  ̂  ̂  ̂  „ ̂ -.i ̂ -2 ̂  L^-"^ (X, Y).
v r

En déf in i t ive , l ' intégrale étendue à a), a, dans la variation de la
dérivée, une con t r ibu t ion moindre en valeur absolue que le pro-
du i t de

MNL^-^.^Y)

par une fonction de m seul ; l'exposant de L est , ——•
Ensuite, les intégrales é tendues à a)',, prises en X ou en Y, sont

toutes moindres en valeur absolue que le produit de

(^.+. k — ï )-1 MNJL/^--^ (X, Y)

par des fonctions de m seul; l'exposant de L est le même que ci-
dessus'.
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Pour l'intégrale étendue à '§\, on écrit la différence

[<Y,)-»^(X,)] F G(X,A)zna(A,)^
^^\

-^-(Y/j ^ [G(X,A)~G(Y,A)lCT.a(A)^.
J^

En tenant compte de la valeur absolue constante de L(X, A) sur e ,̂ et
de ce que le rayon rde Ï>\ est moindre que ^L^X^Y), on voit que le
premier terme est' moindre en valeur absolue que le produit d'une
fonction de m par

MNL^X,, Y^siL^X, Y)]^--^ /tm^ ̂  ̂  -i MNLA+^-l)(X, Y),

où l'exposant de L est plus grand que --^—i~^. Dans le second terme,
on applique la formule des accroissements finis, ce qui donne moins
que le produit d^une fonction de m par

M:NL(X, Y ) [ a L ^ ( X , Y)]^-7»^"-2 < 2)l-2M,NLl-+-/^Â-25(X, Y),

Ainsi,

c)¥ àF ' • A -^^~ l

(7) à ^ w ' ~ ~ ^ ^ { J i ) <Â•(À^ ^-I^1MN•L ̂  ( X , Y ) ,

k ne dépendant que de m, de à et du domaine CD.

THÉORÈME 4. — Si, en plus des hypothèses du théorème 3, (p(A) a des
dérivées premières continues et si les -p- + y- ont y par rapport à x^
x^y .. ., x^, des dérivées continues pour X ̂  A et telles que ( } )

( 8 ) : , ' • '^ ^(^,^^ <NL^^^^^^^^^^^^^
• • • • àxy\àx^^ àay.j . . v ? / î

les dérivées de F(X) par rapport aux variables autres que x,n sont conti-
nues (L) dans tout domaine fermé appartenant à d? + '§ et sans point corn»

i ) Cette partie de Thyprothése n'intervient pas dans la démonstration de la for-
mule (9).
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miin avec cS'i, a\'ec r exposant A + h — E ,,̂  A + h — i <^ 1 5 ^ <^w /^
exposant aussi voisin de un qu'on veut si A ==/?.== i.

En effet, Fexpression de la dérivée de F/.(X), trouvée au théorème'2,
peut s'écrire

^F. ^--') / <Xr ^G \ / , , , -(—^ (^ 4--,- iv(A)^x,^•a ^/ ^^^ 6?aa^
£- i m.—l) jp 1 ' p ( n t - — - l }

— —-! n '(A.^/V\ — / G('X, A) i r (A, )^ . \ ' ) r /Sv.
..../ ^a l "' " ,̂ .̂  . / - . , / . . /Ji^ {)a^ t ' J^

ou, à l 'aide d 'une inlé^'ration par parties,

dry r u ) l ~•^ r / (}(^ f)Q\ ( ) \ r ' } ,..
-.—— = 1 ——— 4- —— ^{ A ) -r- G( X. .\.) ——— f/\ .y
à^r J,^ LV^. <^hJ àa'j.\

- I G(X, .\)ir(A.)^(,V)^SA.
-/^,

d'où, en faisant tendre rvers zéro,

^F r [ m ~ " ^ / f ) G ()G\ . . „ , . - ^ ^ v " «.
( û ) -.— = ( -,— + -,— n"( A. ) -i- G( X, A -— c/\ ^
"/ ^•a J^ lA^a ^a/ ^a .

,, ^ - F G(X ,A) i r (A )^ (A )^SA.
^t.s',

La eont inui lé (L) se dédui t alors du théorème 1 pour l ' intégrale
é tendue à cO, [remarquer que I/-^4:1 (X/Y)< L;,--//I/-//'+//(X, Y), ce
qui permet d 'appliquer les mêmes conclusions aux deux termes de
l ' in tégra le ) et du fait qu'on peut dériver sous le signe J pour l 'inté-
grale étendue à S»*,. On voi t que l 'exposant de c o n t i n u i t é (L), fourni
par ce théorème, est plus grand que celui qu'on déduit du théorème
précédent. •

S\ M est supérieur aux valeurs absolues de ir et de ses dérivées, la
formule (9) nous montre que

âV ! , ! MX . ! !

(Io) ^ ^rT-T—^ ; 1 1 ' • : ' i ' ' 1 1 •1 ÔXy, \ À -4- fl ——• I

où k ne dépend que de m, de d) et de o (min imum des distances de X
Ànn. Éc. Norm., ( 3 ) , XLVI . — MAI 1929. 19
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à S,). Ensuite, d'après le théorème 1,

(____...A^_____T^.,.-X Y)
l ( A + A - i ) ( 2 - Â - A , ) ^ ' /

, dF .„., ^F , ] ( À 4 - A < ' ? )(ii) (X,)-.-0:) <.
a • r/ ^ J /livi ^- ^ - ' i -^O^ /•JM..iN.L(X, \ Jioo; < >

. . (X.Y)
, \ (À •==- h ==ï),

Z" dépendant toujours seulement de m, de a? et de o.
Toutes ces dérnonsi ra t ions s u b s i s t e n t si cOse rédp i tà cP,,, mais, dans

ce cas, il n'y a plus jamais lieu de dériver G par rapport à a',,,. Chan-
geons m en m 4- ï, et posons

d\\=:d{a^ . . ., a,n)^

nous parvenons aux théorèmes suivants qu ' i l suffît d'énoncer :

TiîitORÉaîE 5. — Soit cD un domaine borné ouvert de F espace à m dimen-
nons et wit '£ sa frontière. Soient IF (A) une fonction continue dans
(D -4- 5> et GÇXy A) une fonction continue ainsi que yes dérivées par rap-
port aux .2"a(a = i., 5^ .. ̂  m') quand X et A appartiennent à iD + '§ et
ne comcident pas^ et telle que ( ^ )

^G
^

Alors la fonction

G ( X., A. ) === 0 [ LÀ-^ ( X, A. )], - 1 0 [ }>-'— • ( X, A )-] ( o < 1 < i ).
' f j . Ï ' . . ~ ' ~~• '

F(X)r=: f 'G(X,A. )^ (A)^V,(X ,A . ) ^ (A)^VA,
J(.Q

est continue (L) d'exposant A .̂  À <^ î y et à''exposant aussi voisin de un
qu^on veut si A = î.

\/^
THÉORÈME 6. — Si. en plus des' hYpothèses du théorème 5, les <— sont

. , ' " ? , ' ()a^
continus pour X^A, et si • ' 1 . ' •

i/^* i/'^
Ir;^^^0^1^^^^^^^^^ ^ ( i -X<A^ i ; a=i,2, ...,m), •

(1 ) i.a ïiotation y = 0(5} signifie que ys-"1 est borné, et la notation y =^ o (^) signifie
que lîiïi^'^:"1 === o.' ' - 1 1 1 1 : 1 • • ! • 1 1 . 1 ' 1 ' ^ ! " , , ' !
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e't si i^(A) est continu (L") d ° " exposant h, ¥{K} a des dérivées premières
continues en tout point de d).

THÉORÈME 7. — Si. en plus des hypothèses du théorème 6» les -—^—5 J ! *• 1 ' àxy, àx^
sont continus pour X ̂  A, et si '

\.t .pi
• --1^ == ô [ l/-^-2 (X, A-1)"] / a, ? = i, a. . ... 7?i ),

^.r^rÀr^ L • • J '• " i ' '1

lesdérù'éesdef .soni continues (L'')rf''exposant —.——— rf^7^ tô/^ domaine

fermé intérieur à cO.

THÉORÈME <S. — Si, en plus des hypot/fèses du théorème 7 5 ïr a des dén-
. f)Cr (Kf J 1 ' • '. vees continues, et si — 4- .— a^ par rapport aux x^ des (îewees con-

tinues pour X -=1- A, et telles que

à ( fL ,^^=: 0 [ L>——A- ( X. A.)] ( a, p = i, 2, .. ., m,).
^\^a ^a,/ ' - J ' i

et si X rôy^ f/^/z,? un domaine fermé intérieur à cO, les dérivées de F(X)
sont continues (L) d'exposant À + // — i .̂  X 4- // < 2 ^ d'exposant
aussi voisin de un qu^on veut si À == h = i.

Iî.

THÉORÈME 1. — 5W^ G(X, A) une fonction définie et continue quand
les points X et A appartiennent au domaine 03 du théorème i de la sec-
tion 1 et que leurs m— i premières coordonnées ne sont pas les mêmes;
soit H ("A, S) une autre fonction définie et continue quand A et S appar-
tiennent à cO et que leurs m—i pi ornières coordonnées ne sont pas les
mêmes; supposons^ en outre^ que

( i ) |G-(X,Â.) |<ML^^(X, ,A,0,
SH/À^XNL^^^KAi.Si ) , ( o < Â < w — i ; o < p < m — i )

('l'indice un servant, comme plus haut, à désigner les projections
sur (.0). Alors la fonction

/•», (w'I •
K(X,S)== ^ G ( X , A ) H ( A , S ) ^ V A

i/,rt 1 t ' 1 1
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est continue si X, -=f- S, <^

/ O^L^.-m+i (^ ̂  ^ + ̂  < /n, — i),

K(X,3)= onog-F-1^] a^^=m-^
j L M^ l î ^ - î j j

0(i) (A+^>m-- i ) ;

rffmj c^ dernier cas, K(X, S) est partout continu.

Par une liomothétie suivie d.\m déplacement, nous pouvons fa'ire
revenir sur el le-même la mul t ip l ic i té a,,, = o de façon que le point X,
vienne à Porigine et le point Ë, en (i, o, . . ., o). Alors

i Iv ( X, -S)-| < MNL^-4-^-7^1-' ( X^ . S.,,)x/"1
m. --- A -- i /" •- 'J- •— 1

^,]—————( ^2 + .. .-+- a^i) ^ [(a,, — ï )2 -l- ̂ j 4- . . . 4- a^._.ij

l ' intégrale étant prise dans le domaine

0 < €l,n < -Lo-L-'ÇX.i, Si ), 0] --1- ... -1- ̂ -i < L;-; „Ï../-2(X,, Si).

En effectuant d'abord, l 'intégration par rapport à a,n, nous avons

iK(X,^) |<MNLoL /--^^^^^^x/ d(a\, ..., a/«.-i )
J m-A-l ^^-P-'

(a2^-1...-}-^-!) :2 [(^--ï)2-!-...^-^,^] ^

Si A.+ ;x<^ /^ /—, i , nous intégrons, dans . l'espace (<r / i , . . . , ^,,/,-i)
entier; en intégrant séparément dans deux hypersphères de centres
respectifs l'origine et le point (i, o, ..., o) et de même rayon un demi^
puis dans la région extérieure à ces hypersphères et iritérieurfâ à une
hypersphère ayant pour centre, l'origine et pour rayon deux, puis dans
tout l'extérieur de cette dernière, nous trouvons

(2) I K (X, 2) | < A-[^ [m — À — ̂ - ï Yl-1 M'NL^"^-1 {X, ,^0 0 4- ̂  < m "- i ),

k ne dépendant que de m et du domaine CD.
Si },-4_ rj,' == rn—ï, la dernière intégrale sera seulement étendue à

la région comprise entï*e les hypersphères de rayons respectifs deux
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et Lo L"' (X, , Ëi), ce qui donne

(2 b i s ) | K-(X^) | < — M N log.-—--^- ( Â - - | - f J L = / n — i ) .

Ent in , si À -+- ;j. ̂ > m — ï , le même procédé conduit à
( 2 ter} | K. ( X, S ) | < k [ ̂  ( A 4- p. — w .-4- ï )]-1 M N ( 7. -4- ̂  > ;n — i ̂

L'intégrale est, dans ce cas, continue, même si Xi et 3, v i ennen t se
confondre; en effet , si l'on étend l ' intégrale à, la région des points qui
satisfont à l 'une au moins des inégalités

L(X,,A,)<r, L ( £ , . A , ) < / - , •

, 'où r est une longueur quelconque (région qui contient les sinHii-
larités), cette intégrale est moindre en valeur absolue que

^ m } • ! ! A+P.

2MNJ (^-4-...+^-,)~'~ /"+^/V^

cette nouvelle intégrale étant étendue à la région

o <ia m < Le,. , a]'-{~ . . . 4- a/7/.__i < r%

et étant, par suite, i n f i n i m e n t petite avec r; il" y à donc convergence
uniforme et la con t inu i t é en résulte ( l i).

THÉORÈME 2. — Si G(X,A) est défini et continu quand X,i et A sont
différents, le second de ces points appartenant à cDi etX étant quelconque
dans CD; ^ 1 1 (A, 3) est défini et continu quand K et&^ sont différents^
A appartenant à (.Oi et 3 étant quelconque dam 60; si\ enfin,

|G(X,A,) |<ML^^(X, ,A.) ,
; [-I(A, 3)1 < NL^--^ (A, 3,), (o < À < m. — r, o < ^ < m — ï),

( 1 ) La démonstration prouve qiTon peut, dans les limitations (a), (2 bis), (a £er)y
remplacer les inverses des produits A p . ( / n — X — ( J L — ï , X^.y ... par la somme des
inverses des facteurs

T I ï r ï
Y -+- — -P- ——————ï:———————————— OU ,- -{-• — y . . .,À ^ , m — À — u — i . A ^

De même dans la suite de cette section,
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la fonction

K ( X , S ) = F G ( X , A ) , H ( A , A ) ^ ( a , , . . . , a^)
«AP,

est continue pour X 72^ S et

R(X,S)== 0 log-

0|_LA-HJ-m-hl()<^^^

Ln

^ 1 ? Yl-j^.Vl, i

0[i]

(À-4 -^<m —i) ,

( X 4- ̂  == m — i ),

(l-i-^>m — ï ) ;

A;/^ c^ dernier cas, la fonction est toujours continue.

Il suff î t , pour le voir, de considérer G(X, A) et H(A^ H) comme des
fonctions de deux points de d)^ toutes deux indépendantes de a,n. La
fonction K est alors le produit d 'un facteur constant par rintégrale

/» ( m \

j G (X ,A . ) !1 (A ,3 )^VA,
Ju)

ce qui nous ramène au théorème précédent.

THÉORÈME 3. — Si CD est un domaine borné de / ) espace à rn dimensions
et si G (X, A) et H (A, S) sont deux/onctions définies et continues quand
X et A ou A et S sont différents et appartiennent à cO ; siy enfin^

| G ( X , A ) | < M ' L > • • : - • • - / / / ( X , A J ,
| H ( A, £1) | < XL^-^ ( A, 3. ; ( o < ?. < m, o < p < m ).

la fonction

K ( X. S ) == / G( X, A) H ( A, 3 ) rfV'A . , .
J (X>

est continue pour X ̂  3 et

0[ï}^-^(K,Z.}] , • (^+^<m),
K(.X,A)=/ 0[logLû-~logL(X.^)] (À+p.=^),

0[i] ( A + ^ > m ) î

la fonction est ̂  dans le dernier cas ̂  toujours continue.

Cette proposition, d'ailleurs classique, se ramène aussi au théo-
rème i. 11 suffit de considérer G et H comme fonctions de deux pointa
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d'un espace à m 4-1 dimensions, Indépendantes des dernières coor-
données 'ï^f,+^ <^-nî Sm-Mî q^ i pourront varier de ^éro à un. L' inté-
grale qu i d é f i n i t K peut être remplacée par une intégrale d'ordre
m -+-1 ; on retrouve le théorème il au changement près de m. en m-r-1.

THÉORÈNE 4. •— 6oiïG(X, A) une fonction définie et continue quandX
et A appartiennent au domaine iD du théorème 1 de lu .section 1 et que
leurs m — î premières coordonnées sont différentes^ et telle que

I G ( X., A ) ; < M:];.7-7"4-1 ( X,. A , } ( o < A < m — î ) ;

soit^ en outre^ H (A, S) une fonction définie et continue quand A et S
appartiennent au domaine cO et sont différents, et telle que

\ 1 1 ( A, Z. ") | < .X Lv'-"1 ( A,, E ) ( o < p. < m ) ;

^fo/y /^/ fonction
/-» î w '

K ( X. S ) = / G ( X, A ) H ( A. 3. ) //VA
^(.D

est continue po^/'X^^S, ^

( OI^IA^-^-'-^.X.I, Sli) ( À 4-^. < w ~-l) .
K,( X, S.)== ) 0[logLo — l û g L ( X ^ ^,1) ( ' k -41- ^ =: m -—11) ,

î (,.) r î ' î ( À -!"- ^ >• //î — î. ) ;

dans ce dernier cas, la fonction est toujours continue.

"Nous voyons immédiatement que
^( m. ]

; K(X. ̂ )| < MX ^ LA--/^M (Xi , AOL^-^A. S)^VA.
^d?

Une homotliétie suivie d'un dép lacement peuvent f a i r e revenir là mul-
tiplicité a^ === o sur elle-même, .mais en amenan t X, à l 'o r ig ine et£<
en ( î , o, . . . , o); on voit ainsi que

|K,(X.^:)|<MNL)-+lJ-/^
r' " 1 1 _____ ______d\^___________

x J ~ ^^ ~"" • "^-^
' - (a^4-...+^L--i) ' '[(^—ï)^--4-...-t-<^..i4~^—^)^
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avec h == ^// /L~"1 ( X i , H, '); .le doma ine d'intégralion est,
a'] -r r^ -+-. . . -T- fl^-i < L^ L-"1^' X , , E, ). o < ^/// < L,) L"1 ( X.i. ̂  ).

Pour limiter cette intégrale , nous remarquons que, si a > 7 et !^> o,

r" _!_=^ r^ ^ ^^( f'—^L^ FM
Jo (.^+^)a J, ( i+.^)^^' ,\^^7"ï~^ / -^/ ;

cette intégrale est donc moindre que / " ( ' 2 a — ^ y i / i - ^ a ^ j^ ^^{ cons-
tant si a est borné supérieurenient. Dans notre i i m i f c a t i o n d e K ( X , Ë),
nous pouvons intégrer par rapporta a^ et appliquer le résul tat ci-dessus
si a < ^ m — i ; le résultat est infér ieur au produit d\ine cons tan te par

MNl}^u-"M^X.^^^
m — p. — ï

^ 1 m, ,1r r/(ff,.,. .... rt///-..i)X. ————————— !n.^—[ . . ,n—^-
(rtf-+-...-1-^..,) ^ [(^1— ï)2-}-^ +... -h-a^-i] 2

or la dernière intégrale a déjà été rencontrée (théor, 1). On voit ainsi
que

^_______________^i1]^^____________ LA-HX-./+1 ( X, , S, }
À p. ( //z — p. — ï ) ( rn •-— À — [j. — :i ) ^ 's 1 ' ""'

, (7. -hp < m — ï ) .

(3) i K.(X. 3) ; < J —-/-MN—— lo^—1—— a -^y^m - ï),
^ / ' • / i 11 Âp.(/7? — p . — i ^Lt^X.,,^)

/•M,N
l[i ( //-?. — [J. — ï ) ( ). -+- [M — //^. '4- î ) . ! . ,

( \ 4-. y. > ///• — ï . y. < rn -- ï. ) ;

dans ce dernier cas, on démontre à peu près, comme plus haut
(théor. 1 ), que K est toujours continu. Si y^rn— ï , ori peut le rem-
placer par ;j/ <; in — ï , de façon que A + \jJ > m — ï ; en mul t ip l iant
le résultat par L^\ la l imi t a t i on en sera augmentée ; en particulari-
sant p/, on aura unelimitâtion de la fonction partout continue K(X, S) ;
par exemple, si

jj/ =: m—ï—a""1!,
on trouve
(3 bis) 1 ' , ! | K ( X , À ) | < / ' A - M N ' , 1 , , , !' , . . \

pans ces l imitat ionSy k ne dépend que de m et de <J?, .
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ÏHÉOSUÏME 5. — iSÏ, (/ans les hypothèses du théorème 3 et en puis de
„ • 7 r * dG dG ^H • - ^ y 4celles-ci y les fonctions -y—- ? -,—? ~y— existent et sont continues pour X 72= A

et A y^ S, ̂  si i/-)
—— <.^iL /~ / / /- l(X.A.),
dz

^G f)G
à Cl y

< M.L^-^-1 ( X, E. ) (' i — A < I I ^ i . h > ô ),

^1 ..... „ . . . . -.Nl.l-'-^-^A.,^),
àcf^

é^ siy en outrCy la /'onction ^(A) est continue ( L) ^zn^ d? ^t^c l/expo-
sant h et le coe f /icienï x, r/ï^c la condition

Ici fonction
| ( r(A)|<z,

K.(X.3)=.= f ' G ( X . A ) < r ( A ) H ( A , £)./¥.,
^ip

adrnct une dérivée —— continue quand X appartient à dp ̂  est différent

clé S; de plus ^ si X reste dans un domaine fermé intérieur à cP,

âK.
ÔXy

. (:)[ L^-'^ (X, 3:)] (À + p. < /^ + i),
: 0[îogLo — log,L(X, £)] _ 0 -{- ^ ̂  /^. + i.).'

( 0 ( i ) ( À ;-1- ,a > w -}- i ) ;

dans le dernier cas,, cette dérivée est toujours continue.

Tout d'abord, si X ;> i , —'- se calcule par dérivation sous le si^ne ^ ,
et le théorème 3 fourni t les conclusions annoncées sans intervention

, ôG . Mdes lïvpothèses relatives à —9 à — et à la continuité (L) de ip.*' l nrï.. nn». • \ /•-, y ci ~ \ ^ tacty, àct^ •
Si A ^ I , soient S/, la frontière d 'une hypersphère de centre X et de

rayon arbitraire r<;L(X,S), prise dans le sens associé au sens
(a,, . . . , û^) de son intérieur, (Dr là partie restante de cî), et soit

K,(X,2)== ^ / 'G(X,A)^(A)H(A,S)^VA.
*A ,̂.

Posons symboliquement, sur une m u l t i p l i c i t é à m—i dimensions
4n.n, Éc. Norm., (3), XLVL -- MAI 1929. 20
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prise dans un certain sens,

CTa(A) ^SA= ( -- i)^-11'^-1'^^--!' . . ., a^ ) (a :==i, 2, . . ., m),

(^,,.,1, . . ., ^..,) désignant ce qu'on obtient en permutant circukn-
rement al, a^ . . ., ' <?/« de façon à amener a^ en tête, puis en suppri-
mant a y,.

On a

l ! /" )^i^(A :)i!(A.^)^V^- f1" 'G(X.A)< ï - (A)n(A,£)^ (A . )^SA.^=f>!l'(^^(^n^^dV^ F1 "G(X.A)<r(À)H(A.£)^(A. )JSA.
wa JCQ ()x^ . -/^,.'-'y. JCQ. ovc^ . V ,̂.

Introduisons un domaine iV contenant X et%1/. mais non A, et dont
la partie commune avec c'O/. est cD';. ; sa frontière prise dans le sens
associé au sens ( a , , ..•1.,^,) de ,d)"sera nommée 3>^ et la partie
restante de a) sera o?'. Nous avons

^^ f ( / / '4G^(A)II(A^)^V.+ f / / ' ^ [ •^ (A)~-^- (X)^H.(A,S)J\A •
< '̂a Jo)' ^1^ ' ' ' J^r âljc^ '

,-^X) r(^ ^ àG} IICA^Î./V1,^ ,nX) r'GfX.A'l^^V,
.' JtD';. V '̂'̂  ôay^ ^^r. } J'

('///,—f )

—^(XU G(X,A)SI (A,S)^(A)^S.v
'̂..s''

^ ̂ - f G (1 X. A ) [ w (. X ) - n- ( A. ) "1 H ( A, H ) ̂  ( A ) ̂ S.y.
J^,,

Si /ï tend vers zéro» les d i f fé ren ts termes tendent u n i f o r m é m e n t vers
des t imites , ce qui prouve que

\ ï • - • » 1 / / / 1 i /"^, ylv. , / ' ô^j , . . ... .. * — - / ï '
(4 ; .--J ,r(A)H,(A^,).A,

^a J<p' ^^'y.

r'^^G, \,. ,.^,,r ^[u.(A)~^(X)-]H(A,.£)^V^
J^ ^a. . • .

r^' [ f âO ()G \ , , , , ^ .., .̂ - ,, àll ~ ,.,
-4-- t-v ( X ) 1 -,—, •+- -:— ) l.i ( A, ̂  ) -t- G X. A ) —— d\ A

' "Un- LV^ ^a/ ' àa,^

+ / ——[(T . (A)~^ (X}

iD"
^m-ï} .

. ^ ( X ) ! / G ( X , A ) H ( A . S ) C T a ( A ) 6 / S ^ .
^ • ' J^
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Reste la l i m i t a t i o n . Soit ï le m i n i m u m de la distance des points X
considérés à la f ront ière^ . Cou sidérons d'abord le cas où I^X^S'X^o.
Alors nous prendrons pour ' à ' une hypersphère de centre X et de
rayon 2~-11 L(X,3). Limitons d'abord l'intég-rale é tendue à a)\ et consi-
dérons d'abord la partie de cV comprise entre S' et Fhypersphère de
centre X et de rayon 2L(X,S). Dans cette partie de cffy- la va leur
absolue de la dérivée de G est. moindre que 2 / / /•4 ' !ML /~ / / /~ i (X.,3) et la
mesure du. champ d ' intégrat ion est moindre que le produit de L/^X, 3)
par une fonction de m; en. tenant compte de la l i m i t a t i o n de H, on voit
que cette partie d'intégrale est moindre que le produit de

[j~1 M N x L/.+p.-///- ' ( X, Sj

par une fonction de m. Dans la partie restante de cV, on a
L(A,S) z L(A. ,X) -- L(X. ;E.) ^ -2-1 L( A, X) ;

l ' intégrale correspondante est donc (pu isque A + a <^ m 4-1) infé-
rieure au produit de

( /^ 4_ i „ A — [J, )-1 M'N •/. 'U^~m~ l ( X. S ),

par une fonc t ion de m (voir^ t, la démonst ra t ion du théorème 1).
Dans dy,-

L(A..3)^2--1L(X,.E);

on voit a ins i que les intégrales portant sur H sont moindres que le
produi t de

( / -i- - li — i )-' M'N x LA-^-+.//-///-I ( x. 3 )

par des f o n c t i o n s de m, et Pintégra le restante.» moindre que le pro-
du i t de

À--• lMN7LA- l i-u•--"^~ l( IX..E:) . , ^

par une fonc t ion de m.
Enfin sur y la fonct ion intégrée est

OI^L^-^-^^X,^)'),

pendant que la mesure du champ est le produit ; de L^"1 (X,3) par une
fonct ion de m.

Si L(X,3)^2o, en prenant pour S' une hypersphère décentre X.
et de rayon a, on arrive à une l i m i t a t i o n dépendant, de m, de o et de
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L(.>, mais indépendante de X et de S. Ainsi
À- MN z[( 1 4- A — i ) [J. ( m -r- i — À — |UL )]-1 L^~/"--i ( X. S ) ( À ^ i ).
k MN x [( À — i ) p. ( m 4- i — A — ^ )]-1 L^-^"-1 ( X, 31 )

àK
àXy,

( / . >r, /. -h- ;JL< 7'».-+- i) ,
Â - M N x [ ( À — I ) ^ ] - l [ l o g L o — Iog..L(X,£)' | ( À - + - ^ = = w 4-i),
Â'-M'NX^'X — i") p-d --4- ^ — /»/ — iyj-i (^ 4- .̂ >. ,̂, -.i_ i ) .

Le facteur /• dépend seulement de m, de o et de L,,- dans le premier
cas, seulement de m dans les autres'.

Remarque. — Si l'on avait considéré la fonction

K, (X,S) = Ç G(X,A) r< r (A) - (.-v(3)J H:(A,£)^V^
JtO

en supposant — i <; a<<m (au lieu de o<< ;j.<^m), et en ajoutant
l'hypothèse h ̂ > — y^ le même procédé exactement aurait fourni

r)Kl= f i^. [^(A.) - ̂ (S)1 H ̂ \A+ Ç -^[^(A) - (T'(X)] {1 dV^^
)x..^y. »y(?' ^^a i/^" '̂ay. Je?' àXy,

4-|"w(X) —i.v'(S)'] f
J^"

\^" àXy,

imluàQ ^^î-i-G^-l./V,^11,/
^aj.̂Z'-y ÔCty. ^«a/

[w(X)-(p(S)] CïSisy^^S ^.

à HTHÉORÈME 6- — Si^ en plus des hypothèses du théorème 5, .-^r existe et
'' " fî/ta

est continu quand A et B «îo/?^ distincts^ et si

-^-l--^ <NLa4-A-7//-l(A,a) (A>i~p.),
. (Kly, OCy.

la dérivée -—existe et est continue quand X et & sont distincts dans CP età'^. ' , ! , ^ J

0 [L>--+-P-^"-/"-i ( X. 2 )] ; ( À + p. + A < m -+. i ), <

0[Iog-Lo — 5ôgL(X,2)] (À 4- F + /<- == m -+•' ï ) ,
0 ( I) (^ -+- ̂  -+- À > m -h i),

àK àK
àXy, ' ^^a

pourvu que X <?iî S restent dans un domaine fermé intérieur à CO.
Tout d'abord, si A ^ > I , ^^> ï , on a

-^,4- ̂  = r ] ^ H(A.£)^ GfX.A)^] .(A)^V.
i (m) . 1 - •>/-^</Gr

^, ^ ,J^ 1,^, . 1 ' 1 1 : 1 ' 1 ' 1 - • ' / ^aj ; / A^^, ^ ,J^ 1,..̂
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OU

"WàK àl\.
^ + ̂ ^B- HCA. ,31) 4- G(X.A) { m - \ hrCA) - ̂ (X:}]d\\

^•^•x, (}':-^ Ji^

, ..̂  f ' ^ fY^G • àG\ ., . ^
^-^ / -— + -—- ) 1S (A,.«.!1(A, .Z)

4-G(X.A;^^-^)h.A-,
' V^a ^;a7J

' Jo L \àa^ àa^ / ••

/•»!/»-—1 j

— « ' ( X ) 1 G(X...\.) H(A,£)^(A.)^S.v
i/l.s'

(dans le raisonnemeni:,,, avant d'intégrer par parties, oîi a int rodui t des
hypersphères in f in imen t petites de .centres X et. Ë). L'intégrale
étendue à '§ a iine valeur absolue moindre que le produit, de MNx par
un facteur dépendant de m, de c'D et de o (bo rne" inférieure des
distances de X et de S à Ï î ) . Les autres intégrales ont une l imi-
tation du type de l 'énoncé (théorème 3). Le théorème se vérifie
donc.

Si, A ^ I ^ ^>i , on constate, d'après le théorème précédent, que la
même formule (5) est valable; l 'énoncé se vérifie encore.

S1 "^i. t-^ ï ? "eus partageons i0 en, une région cD" contenant X et
une région cff c o n t e n a n t 3; soient ' S ' et 2^ les frontières complètes de
d)' et de c^, prises dans les sens associés aux sens ( < ^ i , . . ., a,n} de
(.ff et de oT respectivement. La partie de Ç^- + àK qui, provient de cV

(ÎXy. ' UCy, -
Ça

se déduit de (5) en remplaçant lO et S par iV etS^; Fautre partie se
déduit de (3) en remplaçant t..p(X) par <P(S) et CD et S par cV et S\
La partie commune à S'' et à eS^ peut être l'hypersphère de centre X et
de rayon ^"-^(X.S); l ' intégrale, correspondante ayant w('X) — ^(S}.
en facteur, l'énoncé se vérifie encore*

Ainsi
^MN^L^-^-^-' (X.S)

- I ) ( //// ~r~ Ï — À — p. — h )( A "r- h — 1 ) ( [J. -h h

( A -4- ̂ + fi < m. "4- ï ) ,
/^^IQ^LO— logL(X, S)]

' ̂  -4- /^ — j j ( ̂  ^_. /^
àK

<i (A
à^y, ï)

/•MNĵ

: /?? ^)î

( À - + - A 1 I ) (^ 4- A — I ) (À -4- /J. -4- A — 7?z — l)
(X 4~'^ "1- A > rn -}- i );
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dans le dernier cas, il y a cont inui té même pour X == E; k ne dépend
' ciue de w, de d? et. de o.

THÉORÈME 7.. — ÀY, CT. j-̂ .y des hypothèses élu théorème 6, les dorures
^ G ^2 lii - l " . V- / / . i / -——^—^—^,^- existent et sont continues pour X-^ A et pour A =^ .a,dzj(X?'.< ()€ty()'a-\ • l • 7^ i / ?

^^J^-m-2(^^_\^ ^^a-^-2(A..31),

^K
fo dérivée ^—~^ exùte et est continue pour X -4=- S f^<Ar,̂ ^ • • • - .̂  - - ̂

( /. -+" [ j , -< m "r- 2 ),(:) r L/.-u... -///...-.-. ï ( \ , Z }

^K ==' <:)| ' IO^L,,-IO£;L(X- ( /. 4- jj. r= m -4- 9. ) '
" "' ' [ ^3 (î ) (' /. 4- ^ > ///. 4- 2 ),

powvu que K etS restent dans un domaine fermé intérieur à (.0.

En effet, dans l'expression (4"), l ' intégrale é tendue à cD' se dérive
par rapport à $p en eniployant la marche du théorème 5 ; les intégrales
étendues à CV et à S' se dérivent sous le signe j .

Pour la l imitation, supposons d'abord L(X,,S) < 20,, o étant le
TOininium des distances de X et de 3 aux po in t s de S>. Soient C^ et iV
des hypersphères de centres S et X et de niê'me rayon 2"' L(X,S), ̂
et S^ leurs frontières1-prises dans les sens associés aux sens. (a^ . . .,
a^) de leurs intérieurs, tV le reste de cO; on a

^K. •"•"^[,,,,V)-"^)]^<V,O^y. Ur<AJ(Ç>

4-^(^)
^G . . , , , „. âG f m ^ir/» fOT) r-

•'^}
JiD' L

______ l.ï / A T7 \ _i ___, ( ..__ i __
, .. A ,1 \ .i ï., >wfJ 1 —t— "r^-'--'-' 1 - . — T"~ ,.̂

ôxy,()a^ ' ôx^ \àa^ oc^,
dV.

r^ àCr Ji-'i ",4_ / ^ [ ^ (A^-^CX^- I——^VAJ^ ,^ ' ' ̂ v— t-<- ï A
<A;̂

6?G û'GA^H ..„ . . à2 H. ~4- — ] 4, G( X.,,A) -———
ox^ àcfy,/ âf^ - / da^a'^^

..(/"•)r
•4-^(X) \

J^" L
^V,

,(/?/.-
,,r(3)f ' ' '^H(A.,3)^(A)^

^G
J^' ^• '̂y.
, (/??.--! 5r P / -V ^H / • Y " /ci ' r àG / v ^ 1 1 n-(m} ̂ G

àx^-w(X) j G(X,A)—.^(A)dS^ / .— ̂ (A) -^ à\^
J^" uc^ Jo^ ox^ 0^
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On évalue alors des l imites supérieures de chaque terme, en consi-
dérant à part, comme an théorènie û, la partie de iP'" intér ieure à une
hypersplière de centre X, et de rayon 2L(X,,E1), on considère enfin le
cas où L(X,S) ^> 20, et l'on trouve

Â•i\lNzL/•-i-[J--//'--2(X.3:) • ^ .4- ^ <^ /;/, -4- 3 ),
( À -}-• fi — i ) ( [J. -!-- li — i . } ( in -\- '2 — •A — [ j . }

à2 K . ! /. M: N z |" 102 L, — 1 oiï I. ( X. S )
( /. -— u = ni -4- ^ ) ,•àx^ 6^-j \. ( ). ~i- h — i ) ( [j. -i- / / — i )

f / . ' M X z ( /..-+-1 ^ > ni -\- 2 "),; ( /. -),.... /^ _..„ i j ( ̂  ..-.̂ , /f -_ s ) ( ^ ._^ ̂  — /^..._ ^ )

la fonct ion é tant , dans te dernier cas, toujours con t inue , et les facteurs
/• ne ^dépendant que de rn, 'de rt5 et de o.

THÉOBÊME 8. — Si^ en. plus des hypothèfîes (f(i théon'fne 7, les/onctions
. G et 1:1 peuvent être dérù'ées jusquà 2p fou (p '> ^ ), dont 'p demr/tions au
plus par rapport au.r coordonnées de chacun des deux points^ dans ïin
ordre quelconque, les dérivées obtenues étant continues quand, les deux
points sont différents; si le résultat de n^démritions de cette sorte (n^ 2/})

appliquées à G vaut 0[V~~!11~"'1(X.,A)] et s i . les opérations -y— -+- -,—

appliquées une ou plusieurs J'ois, quand cela est possible d'après ces hypo-
thèses^ à G ou a une de ces. dérivées d'ordre n^ n''en change pas r ordre par
rapport à L(X,A), exception faite du cas où Pon applique? de ces opé-
rations à (j, cas où le résultat est 01 ]y---^---1^1-11---1 (^X, A) [ -, s'il en est de me/ne
pour H. en remplaçant 7. par y. et X. et A. par A et S; si n.1 a toutes ses déri-
vées jusqu'à l } ordre, p—ï continues^ celles d'ordre p — ï étant continues
CL) d'exposant h; si toutes ces conditions sont remplies^ K. possède les
mêmes propriétés que G ou H, en remplaçant A ou p. par 7.-^- ^5 tant que
les exposants restent négatifs et pourvu que X et S restent dans un
domaine fermé intérieur à CD.

En effet on constate qu'on peiït calculer toutes ces dérivées1 par
application, des théorèmes précédents; tant qu'il y a au plus p — ï
dérivations par rapport à, chacun des systèmes de variables Xy^ ou'$^
on -peut procéder connne' si:. ̂  = ï ? Qû soudant le iacfceur ^' à l'une des
fonctions G ou H. Pour les opérations — +- —? on emploie.le théo-

^ 1 • 1 ' " ! ! 1 1 , O'^y, OC,y.

rème 6.. . • .
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ni.
Soit cO un domaine borné ouvert de l'espace a m dimensions où

l'équation
(z) ^(^^^,^.,,^^ 4-3^^ +-c^/(X)

(a, (3 ==i , a, . . . , . . m.)

soit de type elliptique; on suppose que a,y,^= û^a- Les ^a,^? by^ c et^f
sont des fonctions de .F! , <z1^ . . ., .21/// ; les fonctions 6a? c, f et les déri-
vées partielles des o^y sont continues (L) dans cP.

Dire que cette équat ion est du type ell iptique, c^est dire que la
forme quadratique 2^y^,;:s(X)paJ^ en pi 9 7^2, . . . » piu est définie ; nous
la supposerons po,ntwe; nous désignerons par g une limite inférieure
positive des racines ^ du discriminant de

. ̂ a,^a,3/W^ ~ ̂ a/^

quand X est quelconque dans d?.
Soit D le déterminant des <^y(D;>o); soit Aa,^ le quot ient pari)

du mineur de a^ ̂ ; nous poserons

(2) ^ H(^^) : := l l^a,yAa,^(3)(.ra—^)(^—^);

soit encore, en supposant m ̂ 3, cas auquel nous nous bornerons ( ' \

( ^ b i s ) . ' ^ A^a-^^^rf^-.i.V
\ 2 /

On peat chercher à satisfaire à l'équation (i) par une fonction // du
type

/»(///) î ~ ni —1
(3) u(X:)=.~-A .l["—"(X,.El)DT(21)p(.S)^V^,

JCD

oîi p est une fonction à déterminer. Les dérivées premières de u se
calculent par dérivation sous le sigrte j . &*p(3) est continu (L), les
dérivées secondes de u se calcul eut alors par application du théorème 6,

(i) Voir D., p. 43.
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section I, et l'on arrive ( ' ') à l 'équation

( 4 ) o { X } - l f 'K,(X,2)-^=—^Vs==/'(X),
Jo) . vD(S)

P (. •
^S)

avec r ^_^. -i
K ( X , ^ ) = ^ [ H 2 (X,3)J .

C'est une équation de Fredholm, d.ont la fonction déterminante n'est
certainement pas nulle si la mesure de cO est assez petite (2).

Quand cette fonction déterminante n'est pas nulle, la solution p(X)
de cette équation est certainement continue si /'(X) l'est. Mais alors
l'intégrale figurant au premier membre est certainement continue (L).
En effet,

W-t-'J

(5 ) K.(X,3)=:(/ /^--2)H~'~ ^ ' (X,S)^^^,5[^,3(X) — O a ^ ( S ) ]
x [m.A.a,y(Sl) A^o(£) — Aa^(S) Ay,s(S)] (^y— ̂ ) (^ô— '^"f

Vï.

~ (m — 3) H'^X^) Ia,^a(X) Aa,Q('£.) r.TQ— £3)

+c(X)H= —(X,S);

à la partie d ' intégrale provenant de la première somme s'applique le
théorème 5, section I ; l a seconde somme donne lieu à m, intégrales
dont chacune est multipliée par l'un des 6a(X), et à chacune desquelles
s'applique le même théorème; enfin le dernier terme conduit au pro-
du i t de c(X) par une intégrale dérivable sous le signe f . L'intégrale
du premier membre de (4) <îst donc continue (L) avec un exposant
égal au plus petit de ceux des &a et dec si celui-ci est inférieur à un,
et avec un exposant aussi voisin de un qu'on veut dans le cas con-
traire.

Mais nous avons supposé/(X) continu (L). Donc p(X), somme de
deux fonctions cont inues (L), est continu (L), avec un exposant égal
au plus petit de ceux des b^ de c et def si celui-ci est inférieur à un^
et avec un exposant aussi voisin de un qu'on veut dans le cas con-
traire.

0) D., p. 3^i à 43.
( 2 ) D., p. 52 à 55.

Ann. Éc. Norm., (3), XLVL — JUIN 1929. a ï
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Donc (§ I, théorèmes (> et T^'ies dérivées secondes de ^(X) existent
et sont cont inues (L) d'exposant h{î-+-h)~\ h étant l'exposant qui
vient d'être trouvé pour p ; en outre l 'équation (i) est satisfaite; ces
conclusions ne sont toutefois valables que dans un domaine fermé
quelconque intérieur à tD,

THÉORÈME 1 . — Dans une hypersphère suffisamment petite ayant pour
centre un point quelconque intérieur à cO, un changement simultané de
fonction inconnue et de variables indépendantes permet de remplacer
F équation (i) par une autre de même type mais où les coefficients corres-
pondant aux b^ et à c sont nuls.

Pour le démontrer, remarquons que si, dans les formules (3) et (4),
on remplace cî) par une hypersphère de rayon variable r et de centre
donné intérieur à a), et si M est une l imi te supérieure de ]/('X)[, on
aura, dès que /' sera assez petit,

p ( X ) ! < Â - M ,

k étant une constante; par suite

' | M ( X ) | < AV^M, -u- < ÂyM (a=i, 2, . . ., m ),ojc^

Â'| et / 'a étant d'autres constantes.
Déterminons alors, par les formules (3) et (4) où a) sera remplacé

par notre hypersphère, une fonction y(X) telle que
^[^(X.}]=c(X).

D'après ce qui vient d'être dit, i — ç(X) ne s'annulera nulle part
dans rhypersphère, pourvu que r soitassez petit. Nous poserons alors

^(X):^!-— c p ( X ) ] ^ ( X ) ,

où 9(X) est une nouvelle fonction inconnue; en substituant dans ( i )
et en divisant par i ~ ç(X), nous obtenons une équation de même
type, mais où c est remplacé par zéro; les coefficients des dérivées
secondes ne sont pas changés; 6^ est remplacé par

: : ^^[^ç(X^-i2^a,8^;,
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y est remplacé par [t—^(X)]1"""1/. Cette première opération réussirait,
aussi bien si, au lieu d'une hypersphère de rayon r, W prenait un
domaine de mesure suffisamment petite.

Après cette première opération, nous allons reprendre l'équation
(i) en ajoutant aux hypothèses déjà faites celle que c = a (c'est en
somme un changement de no ta t ion) . Nous allons main tenan t déte-r-
miner, par les équations (3) et (4-) où o? est remplacé par notre
hypersphère, des fonctions /^(X) telles que

^ [ J \ ( X ) ] = l ^ ( \ ) .

D'après ce qui ci été dit, le déterminant fonctionnel des m fonctions
^a—/'a (^ ' t? • • . » -^m) ne s 'annulera pas dans l'hypersphère si 7' est
assez petit. Nous ferons alors le changement de variables défini par
les équations

/^ =: ,r̂  — j 'y , ( .r i, .r;,, . . ., .r//, ) { v . ==: i, 2, . . ., m » ,

où les ty^ sont les nouvelles variables. Ce changement est va l ide dans
une hypersphère de rayon suffisamment petit ayant le centre donné ;
les? dérivées partielles premières et secondes des 4. par rapport aux a\
et des ^a p^11 rapport aux ^ existent et sont continues (L) dans une
hypersphère concentrique à cette dernière et de rayon plus petit. Si
nous écrivons la nouvelle équation

,,, / ( ^ / f ^ , , au , .., , .
^a,^a,, ^ -,—.- -+• la ̂ a -TT + <" ({ = ' ' [ f-\ ? • • - • t'n Y.

Ofy.Ot^ àty.

où y7 est ce que devienty par le changement de variables, les formules
liant les'nouveaux coefficients aux anciens sont (en ne supposant pas
C= 0)

/ . y ^ ()f^
^?=-y^y,Ô^^

( 6 ) ! ,/ ., ^^ v / ô(^
i^^^^o^^^+

/ . y ^ ()f^
^?=-y^y,Ô^^.

„ , ^t^ , ,

Ici nous en concluons que

c''==: b'y, === o , ( a -—: i, 2. . . ,, in' ) .
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D'ailleurs les a^,^ considérés comme fonctions de .-r-i, a^, . . . . x,n^
ont des dérivées continues (L); il en est donc de même si on les con-
sidère comme fonctions de t^ t^, . . ., t,n ('). Le théorème est démon-
tré. Il suffît de reprendre le calcul pour voir que l'exposant de conti-
nuité ('L) des dérivées des a^p, est /?.(ï + À)"1 si h <^ i est le plus petit
de ceux des 65, et de c et que 7z(.i -+- A)""'1 ne dépasse pas l'exposant de
continuité (L) des dérivées des a^^\ si, A(i -h- A.)"'"1 dépasse ce dernier
exposant, c'est ce dernier qu'il faut prendre; si h=-1, il faut le rem-
placer par un nombre infér ieur et la suite s'applique.

Généralisation du problème de Dirichlet. — Revenons à l 'équation (i).
Nous supposerons' que la frontière '§ de a) est telle que les coordonnées
de ses^ points puissent s'exprimer à l 'aide de m — î paramètres s^
s ^ y . . ., ^,.,_, par des fonctions dont les dérivées partielles existent et
sont continues (L) et dont les m déterminants fonctionnels ne peuvent
s'annuler ensemble ; il n'est pas nécessaire que la même représentation
soit valable pour la multiplicité "S entière, mais nous supposerons que
chaque p o i n t de 2Ï est intérieur à une partie de 2? dans toute l 'étendue
de laquelle une même représentation paramétrique est valable, et que
le nombre total des représentations nécessaires est fini.

Nous nous donnerons une fonction y,, (Y), définie quand Y est un
point de S\ et qui soit alors fonction continue de .y, 5 s ^ , . . ., .y^.,. Nous
nous proposons de trouver u n e fonction iiy continue dans cO + 3),
ayant ses dérivées secondes continues dans CO, satisfaisant dans ce
domaine à l'équation (i), et prenant sur S les valeurs f^ (Y). C'est ce
que nous entendons par problème de Dirichlet généralisé pour les équa-
tions linéaires.

On peut, comme plus haut, décomposer K(X, S) en une combi-

( î ) Si (.0 ==f (?/,i, ^-25 • " • y f1? ) e?^ une fonction de u^^ ?/2, . . . 3 Un continue ( L)
d'exposant A et de coefficient M, et que u^ u^ ..., u.p soient des fonctions de

;ri, .Tg^ .. .. .:r//,, 1 -

continues (L) d'exposant À' et de coefficient N, o> est une fonction composée de

^•1:3 .2-2, . . ., X^

qui est continue (L) d^exposant ÂÀ" et de coefficient M (^N)72.
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naison linéaire de m. + 2 fonctions, dont m 4- i sont multipliées soit par
l'un des 6y.(X), soifc par c(X), et qui toutes satisfont aux mêmes hypo-
thèses que la fonction G du théorème 7 de ia section II; ici A == i /et/ i
est l 'exposant de cont inui té (L) des &^ de c, et des dérivées des ciy,^.
Posons

^"w l _i
( 7 ) K^(X,^)= K ( X , A . ) D ^A^K^-^A, SIWV^ K^rrrK;

JdO

on voit de proche en proche (§ II, théor. 3, 5, 6, 7) que les K'^ sont
susceptibles de la même décomposition que K, A étant seulement rem-
placé parp, en convenant que, dans les limitations des K^' et de leurs
dérivées, quand on est condui t à un exposant nul. pour L(X, S), il
faut ajouter le facteur 0[ logLo—logL(X, S)], et quand on esfccondui t
à un exposant positif, il faut seulement affirmer que la fonction corres-
pondante est cont inue même pour X == S (1).

Celles de ces conclusions qui. concernent les dérivées des K^ ne
sont pourtant valables que si les points X et S restent à une distance

•de 2> supérieure à un min imum positif d'ailleurs quelconque. Pour y
obvier nous supposerons que les a^^y les b^ et c satisfont aux hypo-
thèses déjà dites dans un domaine <.P,| comprenan t c'O à son intérieur.
Les intégrat ions qui servent à former les K^'' seront étendues au
domaine d3,, au lieu de d3. De la sorte, les propriétés que nous avons
en vue auront lieu dans tout domaine fermé intérieur à <©i , en parti-
culier dans cO 4- 2>.

Si les coefficients de ^ ' ( u ) é ta ient donnés seulement dans CD + 2>,
on pourrait procéder de la façon suivante, qui suppose qu^aux points
de ' S , les a^^ ont leurs dérivées secondes continues (L). En désignant,
comme nous l'avons déjà fai t , par ^i, cr^, . . ., ^^ les cosinus direc-
teurs de la normale à S\ nous choisirons m fonctions c^y Ça,1 . .., c^
dont les dérivées par rapport à ,?i; s ^ y . . ., s^n..^ soient continues (L),
dont la somme des carrés fasse un,, et qui soient telles que Sa^a^a
ne soit jamais nul. Pour cela on pourra d'abord former m fonctions
continues sur S'et dans son intér ieur et s.e réduisant sur S1 respecti-

( 1 ) C'est par erreur que dans D., pag'e 56, on n'a pas supposé îa continuité ( L ) d e s
dérivées des ^0,3.
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v e m e n t à ^ ,5 ^? . . ., m//, (ces fonctions seront, par exemple, des
solut ions du problème de Diriclilet ordinaire., et si c^ se compose de
plusieurs contours séparés, on pourra opérer séparément, pour chacun
de ceux-ci); puis on formera m. polynômes en x^ o^ . • • » ^m dont
chacun représente l'une des fonctions précédentes à l ' intérieur de S

•i
(ou d 'un des contours formant ^) avec un écart moindre que m '-i;
enfin C i , Ça, . , ., c,,, seront proport ionnels , en chaque po in t de 5?\
ces polynômes. On considérera e n s u i t e les équat ions

où x^= cpa est une représentation paramétrique de S; ces équations
définissent s ^ , s^, . . . , s,,, comme fonct ions continues et à dérivées con-
t inues (L) de ^'j, .z'2, • • • » -^m? tant qu'on ne s'éloigne pas trop de S>\
On limitera l ' intervalle d 'oscil lat ion de Srn à deux constantes opposées,
telles qu'on obtienne un champ où il y ait ainsi correspondance b i u n i -
voque, et telles qu 'un même p o i n t de ce champ ne puisse être obtenu
à partir de deux points de 'S situés dans des régions admettant des
représentations paramétriques différentes. Dans la partie de ce champ
extérieure à u>, on prendra pour les ^/a,? des fonct ions linéaires de ^,
a coefficients dépendant de .y,, .v:̂  . . ., .v,/,, i , choisies de façon que ces
fonctions et leurs dérivées par rapport à ^/, soient cont inues sur 5>;
d'après notre hypothèse, les (-rh^- ont d'es dérivées continues (L) par
rapport à . y i , .^, . . . . .y,/,^ ; les fonctions obtenues ont donc, par rap-
port à s\ , s ^ , . . ., .^- i , leurs dérivées continues (L) et remplissant les
conditions imposées. On d iminuera au besoin l'intervalle de variat ion
de s,n de façon que l 'équation reste de type elliptique dans le doma ine
étendu.'Les coefficients b^ et c pourront recevoir, en dehors de cî), des
valeurs indépendantes de .^//, de façon à respecter la continui té sur S\

Les K^1 étant ainsi formés à Paide de <1?) y la fonct ion

/»(ffî) li—m 1 ! !

f H~~('X, A ) D ~ ' ( A ) K t / / ! ( A , :SWV111^ ' • , . '! «•A'? ' ; . ! ! ' • , • ! ! ,

vaut 0| .U^'^'^Xy 3) | Çp -h 2 <^rn) sa dérivée par rapport à x^ cal"
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culée par dérivation sous le signe f , vaut

0 [ LP-^1-"1 ( X, 2 ) ( p -r-1 < m ) ;

à2

on peut encore (S II, théorèmes 5 à 7) calculer ses dérivées -,—— quiA \o ? . àx^ôx^ i

valent 0\LP~m('K.. S) ( p <<m)1, les combinaisons -,—-— -4- -;——qui1 • / " " i y-f (jx^àx^ àx^ffa^1
7^y.î

(^valent OfL^-^-^fX, S)') (p-\-h<^m\ et les dérivées -.—-—— qui
- ' -* "- ' Ar^w^w.^ 1

va]entO[L /^m" -1(X, S)] (p<^m + i); si p atteint les bornes indiquées,
il faut remplacer OfI/ 'CX, S)] par O f l o g L o — logL(X, 3)'j, et si p
dépasse ces bornes, les fonctions correspondantes sont continues
même pour X =S (toutes ces fonctions sont continues pour X^S).
Ces résultats sont valables pour tout domaine fermé intérieur à d D ^ , en
particulier dans (î? + S.

Nous poserons alors

( 8 ) H ( X , ^ ; ^ ) = H ^ (X , S:

f* tm^ 2—^ _ 1

-h V//1 j H~~(X, A).D~' : ï(A)K• / ^ ' t(A, 31 }dV^
—^ J^, ' ' i ' ' . ' '

A étant toujours défini par (2 bis). Cette fonction peut être dérivée
jusqu'à trois fois, dont deux fois par rapport aux ac^ et une fois par
rapport aux a^ dans un ordre quelconque; toutes ces dérivées et les

i • - à à à'- à2 . .• v / ^combinaisons "5— + -^—? -^—.— •+" -,—.— sont continues pour X =f= &ôx^ (70 a àx^ôsc^ jx^àa^ s- f

et ont des l imitations de même sorte que les résultats des mêmes opé-
2 — Ht

rations appliquées à H '2 (X, S). On trouve d'ailleurs que

( 9 ) ' . ^ x [ H ( X , S;p)]=:Â/ ?K,^4 1-• l(•X, S).

Soit ePs un domaine ouvert, de frontière 5*a? t^lle que (D^ -4- Sa soit
intér ieur à à), et contienne cD, Nous supposons que la fonction y(X)
soit continue (L) en tout point de ^©2, ou bien que nous l'avons pro-
longée dans ce domaine comme il a été dit. Nous allons chercher, pour
notre problème de Dirichlet généralisé, une solution qui soit du
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type
^ i m } 2 —• ni —l_

( ïo) i/.(K)=—A f H 2 (X, Z.)'D~~'^^^Ç^dV^ .
•Ji'D.,

. f^"" a(A) ^ . û?H(X,A;p) „ . ,
— 2 / . 1 ; / 2q.3^,3(A)————————^CTa(A)^

Jy V/'.D(A,) ' > 6fa?

où p et cr sont deux fonctions inconnues dépendant la première d'un
point de cD^, la deuxième d'un po in t de S>; S est pris dans le sens
associé au sens (a , 5 . . ., ^/ / / ) de cO; on supposer ^2.

Nous supposerons que p est continu (L) dans tout domaine fermé
intérieur à cOa, et que a est continu. Dans ces condi t ions . Inéquation (i )
se traduit par

/T|I in i . / ^ ,

( ï i ) p ( X ) — 7 ^ K,(X, rl)-^i^=.^V3
tAp, v/D(S)

, . , r^"""1 ^ ( A ) ^ ^ K ^ ' f X ^ A )
— 9. ^y"-7-1 1 •————— la0 ̂ a, ̂  ( A ) —————,—————— CTy. ( A ) <-/S y == / ( ̂ X ),J^ v / D(A) " ' </a^ . - - ^

et la condition sur S* par ( ' )

( i^) ^ (Y)- / . f l^S—"(Y,.El)D'""?(£)p(Sl)^V2
^<i?^

^m~-!) ^('A.) ^ ï - i f Y A • /^

——•X VDTÏI^^^A.)^ ^^^^(A)^=/.(Y).

Nous dirons que la première intégrale de (ïo) est un potentiel de
domaine attirante et la seconde, un potentiel de double couche : o et 07
sont les densités de ces potentiels. Si cî^ déborde (35, Inéquation (11)
signifie que, dans tout <IL sauf sur S\ l'équation (i) est satisfaite par
la somme de nos deux potentiels; l 'équation (12) entraîne que la l imi te
de u(K) esty^Y) quand X tend vers Y par points intérieurs à d).

Le système formé par les équations (i i) et (12) peut être considéré ,
comme un système de Fredholm. En effet on peut tout d'abord rem-

( 1 ) D., p. 69 à 80; une modification n^altérant en rien la marche générale du rai-
sonnement vient de ce qu^actuellement nous ne supposons pas Inexistence des dérivées
secondes des coordonnées des points de ^?; à cause de cela, dans rintégrale d'or-
dre m.— i de (ï'2), la fonction est d'ordre 14- h—m quand les deux points viennent
se confondre; voir ci-après (§ IV).
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placera par une fonction dépendant non seulement des m — i para-
mètres des points de cS\ mais d'une variable supplémentaire t, et l'on
superposera aux intégrales d'ordre m — i une intégration par rapport
à centre les l imites ̂ ro et un : toutes les intégrales du système sont
alors d'ordre 7?'?; mais, sur les quatre ternies de l 'équation remplaçant
(12), G- est le seul qui puisse dépendre de t : il n'en dépend donc pas
en réalité, de sorte que toute solution du système ainsi transformé
donne une solution du système des équations ( ï i ) et (12). Or pour
prouver que ce système transformé est un système de Fredholm, il
suffit de prouver qpe le procédé classique de l'itération conduit à un
noyau borné; c'est ce qui est(§ II, théorèmes i à 4), car les noyaux
des intégrales d^ordre m sonfc respectivement

O I ^ L ' - ' - ^ f X , 3)] et 0[L2--"'(Y, El)] ,

et ceux des autres intégrales, après la transformation ci-dessus, sont
0 [ L/-7" ( S,. T, ) ] et 0 [ L'-^— ( S „ T, ) ],

où Si et ï.i désignent les points de cS qui, correspondent respective-
ment a Y et à A :

L ( S.,, T., ) == ̂ /^-^^y^^^-^^^^ ^ ̂  ̂  _ ^^ y ^

//désigne l'exposant de continuité (L) des dérivées des coordonnées
des points de.S; il. suffit donc d'appliquer F'itération un nombre de
fois supérieur à m — i et à (m-— i — h } h 1 pour avoir un noyau
borné ( ').

Montrons maintenant que, si le système des équations (n) et (12)
estsoluble, / / ( X ) satisfait à l 'équation (i) et à la condition sur S\ Tout
d'abord p et crsont continus, ce qui d'après (12) entraîne la condition
sur 25. Alors l'intégrale d'ordre rn—i figurant dans ( ï i ) représente
(§ I, théorème i) une fonction continue (L); il en est de même (§ I,
théorème 5) de l'intégrale d'ordre m', or le second membre/(X) est-
lui-mème continu (L) par hypothèse; donc p(X), seul terme restant,
est continu (L), et par suite l'équation (n) entraine l'équation (i).

( i ) Dans une Note {Comptes rendus, 187, p. 499)? J^i parlé de m itérations, ce
qui est Ventier correspondant à h == ï . ^

Ànn. Éc, Norm., (3) , XLVL — JUIN i9'29. 22
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Or il y a un cas où nous sommes sûrs que la fonctioo déterûlinante
de notre système deFredholm n'est pas nul le : le cas du problème de
Dirichlet classique, et plus généralement le cas où les <^a,3 sont cons-
tantes et où b^= c == o (a === i, 2, . . . 5 m) (ce cas se ramène au cas
classique), quand le contour '§ est d'un seul tenant. Dans ce cas, en
effet, K(X, 3) est. nul , de sorte que l 'équation (i i) se réduit à

p ( X 11) -= / ( X )

et l 'équation (12) introduit un potentiel de double couche au sens
classique du mot. On sa i t ( ' ) que le problème a alors une solution et
une seule, quel que soit/i (Y).

Mais on peut établir que si les coeff ic ients ciy,^, by,, c et les dérivées
des <2a,p sont fonctions continues d'un paramètre» la fonction détermi-
nante correspondant à un noyau itéré t i n i quelconque varie aussi peu
qu'on veut ( 2 ) quand le paramètre varie assez peu.

Or si l'on transforme cO par homothétie de rapport k variable sans
que ce domaine sorte de la région où les hypothèses sur les coefficients
sont remplies, cela revient à remplacer l 'équation par une autre dans
laquelle, si k est assez petit, les a^^ ont dans d? des oscillations aussi
petites qu'on voudra pendant que leurs dérivées et les fonctions &a et c
restent aussi petites qu'on voudra. Si donc k est assez petit et que S>
soit d'un seul tenant, la résolvante du système des équations (U)
et (12) existe, et le problème a une solution et une seule (3). On a
donc le théorème suivant :

THÉORÈME 2. -— Si y(X),, les coefficients by^ et c et lesdérivées des coef-

( 1 ) Voir par exemple E, GOXJRSAT, Cours d 1 Analyse mathématique^ t. III, 2e édi-
tion, p. 5 l'a; ou HEYWOOD ex FRECHET; Inéquation de Fredhol/n et ses applications
à la Physique mathématique, p. iï3. Si ̂  se compose de (7-4-1 contours, dont a
sont situés à l'intérieur du dernier, on voit facilement que l'équation de Fredholni
formée à la manière classique -n'est soluble que moyennant q conditions. Cela ne
signifie pas que îe problème ne soit pas possible dans ce cas (on sait au contraire
qu^îl Pest), mais seulement que sa solution n^est pas représentable par un potentiel
ordinaire.

(2) D., p. 83; l'adaptation des raisonnements au cas présent n^off're aucune difficulté.
( 3 ) On peut prouver (voir § V ci-après) qu'il ne peut y avoir plusieurs fonctions if

si À: est assez petit; celle qu'on représente par l'expression (10) est donc la seule
solution.
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jîcients ^a.? sont continus CL)-flans une région débordant cD', et si le
domaine 0)5 homothétique d\m domaine fixe dans un rapport suffisam-
ment petit, a un contour d^un seul tenant et satisfaisant aux hypothèses
déjà énoncées^ le problème de Dirichlet admet une solution et une seule.

IV.

Nous nous proposons maintenant d'étudier ce que deviennent sur le
contour S* d'un domaine c0 quelconque les dérivées des solutions du
problème de Dirichlet généralisé. Nous ne pourrons le faire qu'en
imposant aux coefficients de l'équation et à '§ des condit ions supplé-
mentaires de régularité.

Même si 6? n'est pas très petit dans toutes ses dimensions, le cas qui
fait l'objet du théorème 2 de la section précédente suffira à notre étude.
En effet, en procédant comme pour le prolongement des coefficients
hors de cO, nous introduirons des variables .^, .^, . . ., s^ corespon-
dant d'une façon biunivoque à .r,, x^, . . ., .z^ tant qu'on ne s'éloigne
pas trop de 2>, qui correspond à ^==0. Faisons en sorte que s^=o
(a == i ^ 2, . . ., m) corresponde à un point donné de cS. En supposant
s^<^ o dans cD, nous pourrons considérer le domaine des points rem-
plissant soit les conditions simultanées

soit les conditions simultanées

.Ç'Ï'4-- A1:] -+-... 4- sjn _ , ï 4 r^

(^+^4--. . .4-^— r t^m-^-4^2)2< lôr2^-^ . .-4-^-i).

r étant une longueur aussi petite qu'on veut. En revenant à ^y.Ta, . . .,
.r,/,, on constate que la frontière de ce domaine remplit les conditions
imposées à t5; si r est assez petit, ce domaine est intérieur à d? et la
méthode de la section III permet de résoudre pour lui le problème de
Dirichlet (même raisonnement que pour des domaines homofchétiques
à un domaine fixe). Il suffira donc de considérer u comme donné sur
la frontière de ce domaine, et d'étudier ce que deviennent ses dérivées
quand X tend vers la partie ^== o de cette frontière,
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Il nous sera commode (Topérer dans le système des variables (^'i,
.?3, . . . . j,». Nous nommerons (s^ s^, . . ., ^//) ou S ce que devient X,
et (^ y t.^y .. * , ^,) ou T ce que devient S.

Des formules de transformation [§ III, (6)], il résul te que le déter-
minant W des </a,s vaut

(1 ) n/-^y('çl^2l——^1<>II')1 / - - -L^(^,^, ...,.r,,)J 1 - -

H(X, S) devient une fonction H/(S, ï) qui n'est pas un polynôme
en ^ i , «y^ , .. ., ̂ , mais

H^S, T)=:^3A^ç(S)(^-^)(^-c5)

^^,^5A^(£)^^(^-^)(.93~^)+0[L^(S,T)]

A étant l'exposant de continuité (L) des dérivées de ^ , , ^., . . ., ^//. Or
dans'^^1-^^, le mineur relatif à ̂  est ^^——i-^ $1. On end{^ . .., ^//^ d^y c/(^. . . ., ̂ /j ^^
conclut

A ' r,~V .4 .^Ï^S,A,,p_^,,A^^ ̂ ,

et par suite

( 2 ) H^S, ï )^=2a^Aa^(T)(^-4)C^-^) - t -0[L^(S,T)] .

Cherchons ce quedevientl ' intégrâle d 'ordrem— ï delaformule (10)
de la section III .EndésignantparH /(S/^;^)cequedevientI ï (X,A;^) ,
nous aurons l'égalité symbolique

2a,s(-ï)<w--l(^"ll)aa.^(A)(^^^ .,., a^)

= ̂  ̂  5( - I)fm-^—>aa^(A) ̂ r(s- T; ̂ ) 4^ ̂ a+" '-^)
' ' ' > . • 'j ' , àt^ àa^ ô{t^, ..., to^)

X ^(^4-1. • . • î ^-l)

— v - r rV^-it(5-i). .^^H^S, T;p) d(a,, .. , ̂ )—^y,û(,—i) • 1 ' ^ ,0 (1)———,——— - j————————
^Uy ^(^ly • • " 5 ^m)

X. a(iî§^_,-,i, . . ., t^.^')y . , .

les a^s étant définis par la première équation (6) de la section III.



SUR LE PROBLÈME DE DIRICHLET GÉNÉRALISÉ. 1^3

Puisque 'S est la mult ipl ic i té ^== o, on a, en posant cr(A) == ^(.T), '

r-'-^-L^ ^ ,,̂ ,.-., ,^^(^A;^- ^ v^^^ ) ' ^( ) 1 ^
x ^(Oa-M? . -, aa-> )--•^m^^^--"^
x ^(^i. ..., ^.-i).

L'intégrale doit être prise dans le sens associé an sens (t^ .. ., ?/,,.)
de c9 ou dans le sens opposé selon que ~,^—^~^^ est positif ou
négatif ; on peut la prendre toujours dans le sens associé au sens
( ^ i , . . ., t,^) à condition de remplacer le déterminant fonctionnel par
sa valeur absolue, ce qui donne :

1 D^OY^.-x, ————— ̂ (A)^^2

i X ^((^.a-M^. . • • ^a-i)

j ^0/-1(Ï,^,^.,.-,,,,-,,^,(T)^^ -

\ X dlty^, .... <a-i'.>.

. /.c'1-1) ^(A) , , ^,^H(X, A ; p )

X iTi^-?'-1^""-""-1'^?^^—^—
( 4 ) ^ X d(a^, .... aa.-i)\ ^.-^••-v^..,^-v^^,. .„<„-,,

Si l'on veut regarder f / (^ , , . . ., t,n-, ) comme positif, il faudra mul-
tiplier par (—1)^ si t,n est positif dans a), et.par ( — i)^-1 si t,n est
négatif clans 6î).

Cherchons la part ie d'ordre i — rn dans le second membre de (3);
elle provient exclusivement de

i ///, ^)H7/ ̂  T \
l—^'Tr^r-^s, T^^-^-^^'a^T)^u^ )

X d{ta,^ . . ., fa-i)-
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Mais
^H^S^r") ^ âïî(X,M à a., ^ , , <^y
———\———- ==X,———————— —— =z— •2 la.vA^v(A) —— (J -a—^a)

àt^ • i </0y àt^ ' * ^y

-4-0[L 2(S, T)]
, -- ̂ a.T.ôA^(A)^ ^(>ô- / o ) + OLL'-^S, T ) ] ,

A étant l'exposant de continuité (L) des dérivées des coordonnées des
points de 2Î ( ^ ) ; cela s'écrit '

<M-^^ =~ ^5À^(T)(^- / , ) 4- 0[L'^(S, T)].

Cette partie d'ordre ï — m est donc
i m

( ̂ . -- 2 ) D^'2 ( T ) il7"'7 (.s, T } is ( — i r^"-11 !ô-1 ' ( ̂ 0 — /s ) ̂  ( ̂ -i '.... ̂ --i ) ;
si T est sur S, il faut donner à o la seule valeur în.

Pour manier commodément la différence entre I^û^(T)———!
et sa partie du premier ordre — 2(^/« — ^), nous emploierons la nota-
tion suivante. Nous poserons

, • Sy. — ty, == rî/y. ( a = i, 2, . . ., n i ) , ,

en considérant cela comme une difÏerentielle de la variable indépen-
dante t^ Si F(^| , . . ., t^) est une fonction quelconque, nous note-
rons oF, o2?, . . . les différentielles totales correspondantes du pre-
mier, du second ordre, . . . ; AF désignera F(.9i, . . . , \ y / / , ) — F ( ^ i , ...,^).
Alors , • ' • ^ -

^ , ,, ^l . r(S,T) ^ , ,,„ , . . àa^
^?^w,p ( 1 ) ———J——— = ~ 2 ^a,[d.y ^m,i3 ( l- ) A-a,^ ( A. ) Aa^ ̂

v , ^. cMy ô ( A ) àay. . .
+i.,p,,,8^(l)-^^A^Aas.

( l) Si F ( ^ î . .... ^///) a ses dérivées continues (L) d'exposant h et de coefficient M.

F(^i, s^ .... ,P^)—F(^, ^, ..., /1^)

= ^aC^x— ^)<^t[l^-r- 8(^1— ^ )., . .- hn- Ô(^m— ^m)] (o < 0 < ,1),
^ty.

d'bù

\ F(.?î, . . ., S,n} — F(^i, .. ., ^ )—^a(^a"—^a) -v7- (^i.1 . • • ? ̂ ) |
^"a

< M O A L A ( S , Ï ) ^ a l . ^ a — ^ l g M v / ^ L • l ^ ( S , T ) . , • . 1
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Retranchons
- 2la,3.Y^,p(Ï,)Aa,y(A)——^Ôrty,

àa^
}^

qui , on l'a va, se réduit à —20^ ; il reste

• 2jî;a,?.Yffm.p(T)Aa,y(A)^(AaY — Ôf/y',
<^

( ^,v;^(T^^A^.àay. àt^

Nous pouvons dériver par rapport à ^ cette expression qui vaut
OÏL^S.T)]; la dérivée est

àa^
— 'ï 2a,3,y «m,? ( Ï ) A.a.y ( A ) A —^'Jt^

^ , , rp, ^Ay g ^Oa ^AY .+^a,^^(A)^- ^^Aa,;

ce résultat vaut 0| L^CS, ï)].
Donc, dans l'intégrale du second membre de (4)? si S est sur 33, le

coefficient de cr^T) est OI^I/'^'^S, T)] et ses dérivées par rapport
à ,^, . , ., ̂  valent O^-^S, T')]. Cela suf f î t (§ I, théor. à) à prou-
ver que, si cr^T) ou cr(A) est con t inu , l ' intégrale est cont inue (L).
Or cette intégrale est la seconde de celles de l'équation (12 ) de la sec-
tion îll ; la première intégrale de cette même équation est dérivable
sous le signe ï ; donc, si f\CY) est cont inu (L), il en est de même
de o-(Y). Si l'exposant de continuité (L) de ,/i(Y) par rapport à
.y,, . . ., ̂  est A-, celui de o- est le plus petit des nombres h et ky à
moins que h=k==ï; dans ce dernier cas, l'exposant est, pour o-,
aussi peu inférieur à un qu'on veut.

THÉORÈME 1 . — Si les / onctions by,, c^ f et les dérivées des a^^ sont
continues (L) clans un domaine débordant (D et que les dérivées des
coordonnées des points de 'S par rapport à s^ s^y . . . 5 s^-^ soient con-
tinues (L), si^ en outre, une solution u de V équation (ï) de la section III
est continue dans d)4- S, et que ses dérivées secondes soient continues en

tout point de d5, les produits —o tendent uniformément vers zéro en
U<Xy,

même temps que la plus courte distance S de X aux points de S.
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Pour le démontrer, nous allons remplacer cD par le domaine défini
au début de cette section, de façon à pouvoir utiliser les équations (10)
à (12) de la section III. Nous savons que, dans nos hypothèses, cr(Y)
est continu; il suff î t donc de démontrer que la fonction u représentée
par l'équation (10) ('§ III) a des dérivées dont le produit par s,n tend
vers zéro avec ̂ , pourvu que .07 soit continu. Pour simplifier la nota-
t ion, nous confondrons les systèmes de variables Ç s ^ s ^ y . . . ,^ / )
et (.ri, .2;'.̂  . . . , x,^-, ce que nous allons dire sera vrai, quel que soit
le système qui a servi à former la fonction H(X,A;p) . Ainsi, une
partie de S se réduit à x,^=-o9, forigine est à l'intérieur de cette
partie de S et nous avons à démontrer que x',n -r— tend vers zéro

OXg^

quand X tend vers l'origine.
Or, la première intégrale du second membre de ( io)(§ III) a des

dérivées continues même sur "S. Il nous suffit donc de nous occuper
de la seconde intégrale. Dans celle-ci, nous pouvons, de même, laisser
de côté l'intégrale é tendue à une partie de S ne contenant pas l'ori-
gine. Nous avons donc à démontrer que

. r^'"^ (7(A) à ^ . ^ H ( X . A . ; p ) ,.
2 À X,n j . 11111-_____ -y— i8 ̂ m 8 ( A. ) ———————/— d(a^ . . ., a,n~~i}

J v/D(À) ^•a 1 ' • • • - - àa^

tend vers zéro quand X tend vers 0 les a^^ ne sont autres, à l'aide

du système primitif de variables, que les IL ç^,/ ,-^L -SI; ne pas
" 1 , •l i ' J i ' J ^y^ ()gc^3 A

oublier, en effet/que, dans nos hypothèses, il n'y a pas d'équation
analogue à (i)(§ III) pour les variables ,s',, . . ., ̂  puisque les fonc-
tions Xy^ de 5^5 . . . ,^ n'ont pas de dérivées secondes assurées ;
dÇa^ . . . , f// /^i) est regardé comme positif et l'intégrale est étendue à
la région

a\ -4- ... -4- afn^ < r', dm. ==- o :

x,,, est supposé positif dans Cî).
Nous pouvons encore laisser de côté, sous le signe ^, toute fonc-

tion O^-'^X.A)], car l'intégrale correspondante vaut

r r'' ^-^ i f /̂ -"w.1 /l~~m "1
0 1 (s2^^) 2 s^ds =0 a/^ j (i+^) 2 V^dt ;

L^o J L ^o . J
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si A < i , cela f a i t 0(^"'), car l'intégrale de zéro à l ' i n f in i existe;
si h = i, l'intégrale est moindre que

r 1 1 l-^ ,.
I ( ï -4- r21) î t " 1 -î dt -r- los, ——,

Jo ' ^^m

où ^ == 7'L;;"', Lo étant supérieur au maximum de la distance mutuelle
de deux points de cî); dans les deux cas, celte intégrale esto(^')et
nous pouvons la laisser de côté.

Nous sommes ainsi ramenés à

, f-11 c 7 ( A ) à _______^___________,
^A,Trn / .. ' '. • -.——————————————————————————————————————-ûf^,. . . . . a^_i).

J ^DiA.) à^ m • ' •. v . v , / ^ ̂ ^ ̂ ^ ( ̂  j ^ ̂  _ ̂  ) ( ̂  ~ ay )] •2

en négligeant un facteur constant; en ajoutant encore une fonction
OfL '^CX, A)] à la fonction intégrée, cela devient

. f^"'0 o-(A) ^ ^-^________.. ., 1 .-- -^ À .:r//, 1 ,——— .— ——————————————————————^ d {a ï . .... a//^ ).
J . v'D(A) ^a ^^^^^^x.)(^^..-^)(^_^)p

On peut faire passera sous le signe / en le remplaçant par x,n — f f / ^ î

on a ainsi le produit de o'(A)D ^(A)^,»—a^)d(a^ . . ., a^) par

à ___________^m — G-m___________
! w.?

a [ 2p .YAp,y (X) (^3—a3) ( . ^ •Y—^y) ] T

qui est u n e fonction homogène d'ordre —m des ay,—,z^. Cette fonc-
tion a le signe de

(.-^m — a^)2^Aa,^(X) (^ — a^) . (a>f m),
m(.y/«, -— a,«)^^A^,,^(X) (.z .̂ — a^) — 1^^A.ft^(X) (^j — a^)(^y— ay) • (a -=•- m),

c'est-à-dire le signe d'une forme quadratique. On peut décomposer
cette forme en deux autres formées l 'une de carrés positifs, l'autre de
carrés négatifs, et l'on verra comme dans un travail antérieur ( j) qu'en

remplaçant o"(A)D "'(A) par un et en étendant Pintégrale à une frac-

( ï ) D., p. 73 a 76. ^ , 1 ' \ . ' , ^
^/in. Éc, Norm.y (3), XL VI. — JUIN 1929. 23
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tion quelconque de la région donnée» la valeur absolue du résultat est
inférieure à un nombre fixe. On en conclut, comme dans ce même
travail, que si a est nul à l 'origine, notre expression tend vers zéro
quand X t e n d vers l'origine.

Il suffit de voir maintenant ce qui arrive si c-(A)D '(A) est constant,.
égal à u/iy par exemple. Dans ce cas, nous remplacerons

(_ i^-i (^ _ a,,,) d{a^ . . . , a^-i) par I-a(^'a — ^a)^a(.,A.) C/SA,

et nous intégrerons sur une surface fermée, comprenant la multi-
plicité d'intégration que nous avions déjà. Nous ferons sur les a^—Xy,
un changement linéaire de variables tel que

^TA.^tX)^ —^3)(^'Y — '̂} =^^,

les ^ étant -les nouvelles variables. On a alors des combinaisons
linéaires d'intégrales

/^ III — 1 ' : ) / . '
/ u _____l^ V ; . , \ iw—l ) (Y- - ï | / / • / / ' / 1 / 1î ————————————-^ ̂  (— i ) n . f^ a { .̂-.M , . . . , ^v.-.-.J

a (, ̂ +...-+-^)T

qu'on peut prendre sur la multiplicité ^4-. . . 4- ̂  = const., car on
peut déformer la multiplici té d'intégration sans altérer la valeur de
l'intégrale ( ' ) . On a ainsi des intégrales

^im—l)

j ^t^(—lym~^^-^t.d{t^.^ . . ., ̂ -i) (a^p) ,

/..(///— i »
• ̂  ( ̂  4- ^ --T- . . . +• ̂  — m<à ) 2v ( — i )•m"-•l 1 ^-î» ̂  ̂ ( ̂ ^,, ..., ̂ } ( a = p ),

c^est-à-dire zéro dans les deux cas, d'après la formule de Green. Le
théorème est démontré.

Supposons maintenant que les dérivées secondes clés a^p et les dérivées
des by. et de c sont continues (L) d9 exposant hy ainsi que les dérivées
secondes des coordonnée!! des points de "S pcn rapport à s ^ , s ^ y . . . , s^^
(pour les ^a,3? &a ^t <*? les conditions sont supposées remplies dans le
domaine CD\ débordant dO; on suppose toujours que les déterminants

( i ) D., p. 69.
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fonctionnels des coordonnées des points de 2? ne peuvent, s 'annuler
ensemble).

Alors, d'après le théorème 8 de la section II, on peut dériver
H(X, A ;yj) jusqu'à cinq fois, dont trois par rapport aux x\ et deux par
rapport aux a^; l'ordre par rapport à L(X,A} d iminue d 'une unité à
chaque dérivation; une opération —4- -^ ne change pas l'ordre,
mais deux telles opérations de suite l'abaissent de i — h .

L'expression (5) est du second ordre par rapport à L(S ,T) et ses
dérivées par rapport aux ^ sont du premier ordre. L'opération

^ "̂  Tiïy' appliquée à1 l'expression (5), donne
y ' rp 4 . , àay, ( . àa^ ^ àa^' \- ̂ ,,a^( 1,A^A.)^(A^ -o-^)

+a^.,,<,(:T)^^A^A^1 't ^^ ^^ ^^

-2la.fd,T^r^?(:ï)A^(A)^1(A^^

v ^ [ ' rr ^A -e àa^~] . .-1 ,̂,̂  ̂ ,^(r)^ ^jAa-,,A«,

ce qui est O^L'^^S, T)]. Ce résultat lui-même à une dérivée par rap-
port à ^ et elle est OrL^S,!)]. Donc le noyau de la seconde inté-
grale de l'équation (12) de la section III peut être dérivé deux fois par
rapport aux Sy^ et u n e fois par rapport aux ^, chaque dérivation abais-
sant l'ordre d'une un i té et l^opérat ion — + — l'abaissant seulement

^Sr, àt^

de i ~ À.

LEMME. — Soit H*(X, A;J[)) la fonction jouant le même râle pour
l'équation
( a , ^ ( , ^ V ^(^a,^') v ^aO(, 0 ) ^. ( p ) = 2^8 —.———7—— — ^a —.——— 4- ̂ ' == 0

• ÔXy, QX^ àXy,

adjointe à êF(u) == o, gué H (X, A ̂ p)pour ^ {u) == o. On a . -

(7) H c X , E ^ p ) - I-r(E, X;p)-=0[L^;i"l-m(X, S}] (p -h 3 < m), -

pourvu que X et 3 restent à une distance de la frontière de (J^\ supé-
rieure à une longueur positive Jixe.
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Soient u et r des fonctions du point A, continues ainsi que leurs
dérivées secondes. O.n a la formule de Green

/» ( m )

j [ P ^ ( « ) — / / ^ ( ( ' ) ] ^ V A

/ Y ( v F ai/ à { a y ^ v } ~ \ - ) , ,/-,
la;^[^^-..^^J+^«.^

Nous allons appliquer cette formule aux fonctions u ==II(A, S;//),
v = H^(A,X;_p). Les intégrales seront étendues au domaine a), et à
sa frontière cSi prise dans le sens associé au sens (û,,, . .., a,n) de a), ;
on isole préalablement les points X et S par de petites hypersphèîes
dont on fait tendre le rayon vers zéro [remarquer que H ^ A y X î p )
peut être dérivé deux fois par rapport aux ^a, une fois par rapport
aux .2'&]. On trouve a i n s i ( 1 )

' ! / H(x.a^/-i-r(3,x,p)
W ' =-^""-".̂ ,[».,,.̂ -„ ]̂- .̂„„ .̂(A)^

-4-À / . ^ [ ^ ( f / ) - — u(§.(P)]dV^.

Or [§ III, (9)], ^[H(A, E;J^]=0[L^1-"m(A,B)] et de même
pour g/(H*)(p<m— r). Donc |§ II, théor. 3], l'intégrale d'ordre m
vaut OI'L^—CX, S)] si p + 3 < m , 0[ logLo—logL(X, 3)] si
p4-3=m, 0(i) s ip+3>m, la fonction étant, dans ce dernier cas,
continue. Dans l'intégrale d'ordre m—i, tout est continu et borné
si les distances à S, de X et de S ont une borne inférieure positive.
La proposition est démontrée, et l'on voit ce qui arrive si p "+- S^m.

COROLLAIRE. — On a
, ^.a[H(X,S;p)]==0[L^r-w(X,aJ] (^<m~i),

^^s[H(X,S;p)]==Op—(X,S)] (p<m).

En effet [voir§lïl, (9)], on peut effectuer l'opération ^ sur l'inté-
grale d'ordre m au second membre de (8) en appliquant le théorème 5
de la section II, et l'on parvient ainsi au résultat annoncé. La déri-

( l ) Calcul analogue à celui de D., p. 87.
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vation par rapport à Xy, ne nécessite aucune nouvelle explication. Si
p^rn— î ; on voit aussi qu'il fa ut modifier les l imitations à la manière
ordinaire.

THÉORÈME 2.*— 5?/(X), c, les dérivées des 6 a ̂  ̂  dérivées secondes
des a^^ sont continus (L), ainsi que les dérivées secondes par rapport
à .?i, .y.j, . . ., ^_i â?^ coordonnées des points de '§ y et si les valeurs
f\ (Y) de u sur "S ont des déwées continues, u admet par rapport à S i ,

.y_>, . . ., s^^ des dérivées continues me/ne sur S.

Nous remplacerons d) par le domaine décrit au début de cette sec-
t ion, r é tant assez petit pour qu'on puisse employer les équations ( 10)
à (12) de la section III. A l'aide du théorème 1 de la section III, nous
pouvons changer de fonction inconnue de manière à annuler c; les b^
et les a^^ satisferont encore aux conditions de l'énoncé; ainsi on peut,
sans d iminuer la généralité,, supposer que c a, comme les b^y des déri-
vées continues (L).

D'après ce que nous avons déjà vu, cr(A) est cont inu (L); donc
[§ I, théor. (3), l'intégrale d'ordre m — i de l 'équation (12) (§111) à
des dérivées continues; comme il en est de même de l'autre Intégrale
et de/i(Y), o-(Y) a lui-même des dérivées continues.

Nous allons maintenant calculer les dérivées de //, cette fonction
étant donnée par la formule (10) (§ III). Comme pour le théorème 1,
i l suffit de nous occuper de l'intégrale d'ordre m— i ; nous pourrons,
dans la suite du calcul, confondre les variables .?,, s.r, . . . , ' V m avec
.2",, .r,, . .., se,,, et ne considérer que la partie d'intégrale étendue à

a.,, == o. a2 -h a:-; -4-. . . + a2/^, < r^
c'est-à-dire

irn^) ^^ ^^H(X,A.;p)^
2Â ( —===:I^A^K{ A)———.——— d(€t^ . . ., ^//,....,),,

J vT)(A) ' ! • àa^

la mult ipl ic i té d'intégration étant prise dans le sens(<ao .. ., ^ / / / - i ) .
Tant que x,n n'est pas nul, la dérivée à étudier est

[ . /• lw 1 ) o-(A) / à à \^ ^,àR X,A;p)
9J. ; —v—^ -.— 4" —— pf^/n,p(A)——-,-———d(a^..^€i,,t-î)

\ J vD(A)v^a àavj ' ?

i - f'""" ^(A) à ^ ^H(X,A:;p) . • . '
\ — 2 À ( . ' •;_——: -,—2-3a/»,p(A)——-T-———cïia^ .....a/ «-i,5.

(10) \

[ J \/D(A) ̂  k (}a?
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-Occupons-nous d'abord de la première intégrale. Nous pouvons y
2 — w

remplacer H(X,A;p ) et ses dérivées par H 2 (X,A) et ses dérivées,
car cela ajoute une intégrale portant sur 0[L'2"~~'m(X, A)], et qui , par
suite, est continue (L) (§ I, théor. 1); cela donne

,, /-lw-^i o-(A) / à à \
2 ( in — 2 ) /. / ——— . -.— 4~ -.—

J v'DCA) V^'a àa^)
\ ...m 1

x l il '1 (X, A.) (x,n — am)\ d(a^ . . ., a^^ -4-. . .,

les points tenant lieu d'une intégrale c o n t i n u e (L), même sur "§,
comme portant sur une fonct ion 0[L ' r / / ^(X, A)] ayant des dérivées
ÔIT^CX, A)]. En négligeant encore une fonction 0 [ L a - m ( X , A ) ]
ayant des dérivées OtL^^fX., A)], on aura

f ^ + ^ ^ ' i r ^ X . A ) ! . ^ - - ^ / ) ]
v ffit'y. âa^ I ~

m -4- 'ï \ À

=: _ m: (^ ̂  a,,}R"~ (X,A)2;B.T—^ ̂ y - ̂ ) (^ - av) +....
2 * cfay,

Nous somines donc ramenés à l'intégrale
^l jn — - 1 1 / A \

- f ':r(A•) ^m—a,n. -»,,,»^.^ .̂ -̂.r̂ -,
x ^3 " -"-£^ ('.rr^ — 03') (".rv— Ov') <^(a.i, . . . . a,n-\)-' • •1 ' 1 ^cty. • > ' ' ' ' ' ' .

Nous pouvons remplacer ^(A) par ^(X,), Xi étant le point
(^'i, . . . , .r//^. o),

H(X, A ) par S^A^(X)(^ — ^p)(^ —'^) et prendre •en X, au lieu
de A, les fonctions Ap,^ et leurs dérivées; D(A) sera remplacé par
DCX); toutes ces opérations reviennent, en effet, à ajouter une inté-
grale portant sur u n e fonct ion OfL^-^^X, A)], ayant des dérivées
0[L}~'n('îi, A)]. L'intégrale porte alors sur le produit de

(x,,t — fhn) d(a^, . .., a^n-^ )

par une fonction homogène d'ordre — m des .z^ — a^ dépendant aussi
de x^ . .., x^. Nous pouvons y remplacer (a^—cc^)d(a^ .. '., a^/)
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par2,(—I) ( l m•- l ?(£-" l )( .T,—^)rf(û,^, , . . ., ^,.,/'), l ' intégrale étantprise
dans le sens qui correspond au sens (a.,, . . . . a^) de €0, puisque-
a,,,==o sur notre multiplicité. Nous ajouterons ensuite à cette multi-
plicité une autre multiplicité de manière à former une multiplicité M
fermée. Alors, selon une proposition déjà invoquée, on peut défor-
mer M sans changer l'intégrale pourvu que M ne rencontre pas X.

Remarquons même qu'une intégrale

L; f^ — 1 ;

S. ( _ T \im—cp(^. ,. . ., .r^) Ia(— i)^--1)^-!)^ ^(^a-m . . ., â ,,,.

( y homogène d'ordre —m') ne change pas si M se déjorme en passant
continuellement par 0 tangentiellement à un plan fixe. En effet, on peut
supposer que ce plan soit ,z1,/, = o; en 0 et dans son voisinage, x,,, est
une fonction continue et à dérivées continues de .r.,, . . . , .z'^_i. On
peut passer d 'une position de M à une autre en faisant dépendre x,,,
d'un paramètre î, de façon que les dérivées—^-- et-—— soient con-

1 l €).Ty, Ôt àt ÔXy,

tinues, et, par suite, nu l les en 0, ainsi que—^? quel que soit ï. Or
la dérivée de ce qui reste de notre intégrale, si l'on isole 0 par le con-
tour C, intersection de M avec

.r"f -+-... -4- .x -̂i ==•- a\
estC)

in — 1^ \ m —- î ) ^
/ / ' V ôx^ J x
f ^ (. .^j, . . . ; ̂ m ) ,7, -^a -J- d{ X^. .... .ra-i. ^a-n , • - - ^m--i) ,

3C ïï= 1

car, sur C, x\, ..., x,^ . . î ne dépendent pas de t. Or, sur C, —— est
inférieur à u n e fonction o(a), indépendante de t. Donc la fonction
intégrée esto^"77'), pendant que la mesure de C est OCa^""2). Donc
l'intégrale tend vers zéro avec a, uni formément par rapport à t. Donc
l'intégrale étendue à M est indépendante de t.

Ici, tant que X n'est pas sur S\ nous pouvons intégrer sur l'hyper-
surface

2^A^( X) (^ — a^) (>Y— a^) == a2,

0) D.,p.,r8.' , • ! • ! , -
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ce qui donne
. g(X.)

/«(m-^X^^a-"-

/m — •I ) ^ i , -X7-

x 2i3)ï ^ ' (^Q—a^)(^—a^)S^^—a^)^(A)dS^.

La formule de Green permet de rem placer l'intégrale par une d'ordre m
portant sur

— ( ///- -+- '2 ) ̂ ^ ( ' r ^ > ( ' i " ' ( ^S — ̂  ) ( .̂ ' — ^-) ^VA.
O^Cy^ « i - t

Effectuons sur les (i^—x^ une transformation linéaire et homogène,
de dé te rminan t yD(X), qui ramène le domaine d^intégration à

ct2+6^]4-...+c^<a2;

la fonction intégrée devient une forme quadrat ique Sp .,Ag .^c^ et
l'on a ( 1 )

m.
..i /;/• i • —"

a-"-2 / - ̂ ^h^^c^ d(c^ . .. , c,,) -= ——^——- 2^ p.
' 2 r ( — - + - 2 )Y 2 y

Or 2^/^^.i est le coefficient de ^"'1 dans le discriminant de

-^•"rh^^ 61? c- + tç rc2 + • • • + c'^ ),

qui est le produit par D(X) de celui de
Ôk^ ..('X)

-P.- —^—— (•z•;j —.^^) (AT — OY ) -}- .?I^A^(X) (^ — ap). (^— av) ;

donc
^ ^^P.^^^T^Ï^^-)--^

t/tA/ ̂

t^n tenant compte de la valeur de À, on trouve pour notre intégrale la
valeur
( i ï ) ! , ^ ~cr(X./)I;^^.(X)^^ ^ ^

- ' •k • * • - àxy. ! , ^ • ^

(1) Ces intégrales se ramènent aux intégrales de Dirichlet, en posant c| == ^3,
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Si maintenant X est sur S\ on a une , multiplicité d'intégration
formée d'une partie de â^,==o, et dont le reste peut être pris comme
ci-dessus. On arrive ainsi à la moitié de l'expression précédente où X;
ne diffère plus de X.

Par conséquenty la première intégrale (10) coïncide dans iD wec une
fonction continue dans cO+SÎ; sa limite quand X vient sur S s'obtient
en ajoutant à l'intégrale elle-même la moitié de l'expression (n),
où X , = = X . . ' • ' ' -1' ' •

Passons à l'autre intégrale (10) que nous étendrons seulement à la
même partie de û,,,== o que la première; soit <3 la frontière prise dans
le sens associé à celui qu'on a choisi dans son intérieur. Ici in tervient
Phypothèse a ̂  m, grâce à laquelle cette intégrale devient

/ ,m,a il - ^ (w-2 f (7CA) „ , . ^ H ( X , A ; D ) ,,
- (- I)m!a-- l)2AJ — — ^ ^ ^ ^ ( A ) ———^ ^ ^04-1 > • < • . ̂ -i. ̂ r • • • , ^a-i)

, , f1""" ^' ^(A.) .,^H(X.A;p^ . .
^^j ^ 7^Tï7^a//^(A)—^^ d(a- •-a'^

L^intégrale d'ordre m—2 représente une fonction continue. L'autre
intégrale est un potentiel de double couche; elle coïncide dans cD avec
une fonction cont inue dans (S +S\ et sa l imite, quand X vient sur S>,
s'obtient en retranchant de l'intégrale elle-même l'expression

VD<^^4^.' ' àx^ vD(Xy

Ainsi^.— coïncide dans cD avec une fonction cont inue dans CD -+- '§
Wa

[du moins continue sur la partie spécifiée de S, où les dérivées
de/i(Y) sont continues j ; quand X tend vers un point de cette partie
de S, il y a donc une limite atteinte uniformément, donc cette limite
est la valeur de ^- sur S. Le théorè'me est démontré.

âz-a

THÉORÈME 3. —*5Ï, en plus des hypothèses du théorème 2, les dérivées
de f\ (Y) sont continues (L), toutes les dérivées de u sont continues (L).

Nous procéderons comme pour le théorème précédent. Il n'y a rien
à changer à ce que nous avons dit pour la première intégrale (10)7

Ann. Éc\ •Norm., (3), XLVL — JUIN 1929. 2^
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même pour a = m; toutes les intégrales que nous avons négligées en
cours de route sont continues (L) et il en est de même de l'expres-
sion ( i i ) à laquelle nous sonimes parvenus. Dans la seconde inté-
grale (io\ il n'y a r ien à changer non plus si oc<^m. : des deux
intégrales auxquelles nous nous ramenons, celle d'ordre m — 2 est
non seulement continue (L) mais dérivable, et le potentiel de double
couche a une densité cont inue (L); en effet l 'intégrale d'ordre m—i
de Inéquation (12.) de la section Itl a des dérivées continues (L)
(§ I, théorème 7), et puisqu'il en est de même de /i(Y) et de l'autre
intégrale, il en est de même de cr(Y); or les raisonnements qui ont
servi à prouver que la première intégrale (10) est con t inue ( L) peuvent
évidemment être répétés pour un potentiel de double couche à densité
continue (L) .

Il nous reste donc seulement à étudier la seconde intégrale (10)
quand a ^= m. Dans ce cas le corollaire de l'identité (8) nous donne

\ ^ , ^ H ( X , A ; ^ ) v ^ ^H(X ,A ;py
^a,n^)—^^^ i^^-^^——.^oa^^

i a"=i .S-ri , ,

+ O^/^-^X, A) - + - . . . ,

les points tenant lieu d 'une fonction linéaire et homogène de H et de
ses dérivées par rapport aux a^ La fonction OÏL^^^X,, A)] donne
lieu (§ I, théorème 1) à une intégrale continue (L). Les termes
contenant les dérivées secondes s'intégreront par parties par rapport
à a^, et les intégrales étendues à C seront continues (L) et même
dérivables.

Nous obtenons ainsi une intégrale portant sur une fonction l inéaire
de H et de ses dérivées par rapport aux a^. Le terme en H est
continu (L) (§ I, théorème 1). Nous pouvons retrancher encore un
potentiel de double, couche choisi ,de façon à faire disparaître la dérivée
par rapport à a^ ce potentiel ayant une densité continue (L), il est
continu (L).

Ce qui reste cont ient seulement les dérivées de II par rapport
à a\, a^, ..., û^_, ; les coefficients de ces dérivées contiennent linéaire-

•i ! ! - ! ^ ! i
menta(A)D '2 (A) et ses dérivées ; la partie qui provient de o'(A)D ^(A)
peut être intégrée par parties^ et l'on voit ainsi qu'elle est continue (L).
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Nous avons donc seulement à considérer des intégrales telles que

, , • f17""'' à < 7 f A ) , . ^ H f X ^ A ; / ? ) -( 1 2 ) f -;— ——— ® A ) —————/— ^ ^, . . . , f//,,-.i )J àcf^ ^D(A) 1 • ^ .. /" .1^
/, im — i ) i r T ; v ^• F ^ „ , r) l-l X, A.;/^

=J ^(A;———^^^, ...,a^;,

où ^(A) est continu. (L) (3 =^m). Or cela, s'écrit,

' " ' ^ï///'"l|:^(IA.^--d.(XJ:l^^^ .., a^

, / ^ - f'^'^S^A.;//) -4- ^ ( X,i ) | ——^———7- ^( ai, . . .. a,,...., ) . .^ ^ )J __^___^,

Le second terme se réduit à une intégrale étendue à (?; il est donc
continu (L). En appelant F(X) le premier terme, nous ' allons
former F(Y) — F(X). Soient Si la multiplicité d'intégration sur a,,,= o,
S" l'ensemble des points A de ̂  tels que L(X, A) < 2L(X, Y), ^ le
reste de 5^ :

F ( X ) - F ( Y ) = = f '[^{^—^(X.^^^^^dia^ . . ., a,n-, )
J^-" ' ^"'^

- ^"'""[^(A) -^(Y,)]^1^^^ ^cKa^ .. ., a,n...,)
«-' i ^ " ' " ' '^

•̂-i:,,.,-,̂ ,,̂ -̂ ^
^ H ( Y , A ; p )

r/(a^ .. ., a/n-i)
^3

..,- [ ̂  ( Y,, ) - d. ( X, ) ] f ^H (^A ; p > d { a ! ' • • - arï1^}'

Si h est l'exposant de ôontinui té (L) de 6(A), les deux premiers
termes sont ÔIL^X, Y)]; en remarquant que l'intégrale du dernier
terme peut être remplacée par une intégrale d'ordre m— 2 étendue à
la frontière de S'y on voitque ce terme est aussi 0[L\X,Y)], pourvu
que Y ne soit pas trop voisin de <3, ce qui évidemment est sans incon-
vénient à cause de l'arbitraire du choix de <3. Enfin la formule des
accroissements finis (voir § I, théorème 1) prouve que le troisième
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terme est de la même forme si h<^ i, de la forme
I. f X. Y ) 0 [ log Lo — log- L ( X, Y 5 ]

si h ==-1.
Notre théorème, est donc démontré.
Nom voulons maintenant trou ver des limitations des valeurs absolues

de // et de ses dérivées et du coefficient de continuité (L) de 'ces
dernières ainsi que l'exposant correspondant, dans les conditions
suivantes : les valeurs absolues des coefficients de ^(^)? des dérivées
premières et secondes des-a^s et des dérivées des 6 y, et de c, et les
coefficients de continuité (L) des dérivées des 6 y. et de cet des dérivées
secondes des a^^ sont bornés; en outre, fêtant, une constante positive,

^^a.^^p^p^<,glyj)^

quels que soient les pa; ̂  et par suite û),i sont fixes ; f\ (Y) est nul sur
la partie de S? dont on s'approche, et sa valeur absolue est inférieure à
un nombre variable M sur le reste dé S; la valeur absolue et le
coefficient de continuité (L) de /(X) sont inférieurs à M; enfin
l'exposant de continuité (L) de/(X\ des dérivées secondes des a^
et des dérivées des by, et de c est un nombre variable h m o i n d r e / q u e
Fexposanfc de continuité (L) des expressions paramétriques des
coordonnées des points de S, lui-même infér ieur à un,

On suppose o? assez petit dans toutes ses dimensions pour que. le
système de Fredholm [ ( î i ) et (12), § III] soit toujours soluble dans
ces conditions.

Pour abréger, nous désignerons par Q un facteur constant dans les
conditions où nous sommes, c'est-à-dire quand M et h seuls varient .

Alors .
\ H(X, A,,) ; < QL——(X, A), ^ii^Al^ <QV—(X, À),

.̂ Ai£)̂ !̂̂ ^ <QL-(X,A), ^^^^ <OL-(X,A).
6^0 àay, v v ' / - à^^àx^ '- v /

On voit alors que j p | et [ a ] sont moindres que QML Le noyau de la
seconde intégrale (12) (§ III) est moindre que QP^^Y, A). Le
coefficient de continuité (L) de a, pour l'exposant un demi, est QM;
on en déduit que cr a desdérivées de valeur absolue moindre que
QMÀ~1, ainsi que leur coefficient de continuité (L), l'exposant corres-
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pondant étant égal au plus petit des nombres // et un tiers; niais alors
on peut dériver les deux membres de l'équation (12) (§ III) e n '
utilisant le théorème 8 delà section I; en appliquant le théorème 5 de
la.section 1 à Pexpression obtenue, on remontera l'exposant de conti-
nuité (L) des dérivés de a à la valeur //, le coefficient gardant la même
limitation.

Nous avons maintenant à suivre, à l'aide de ces résultats,, l 'étude
faite plus haut des dérivées de u (il est immédiat que u \ <^ Q.M). On
voit ainsi que les valeurs absolues des dérivées sont moindres
que QM/r~' et leur coefficient de continuité (L) moindre que QiMA""2,
l'exposant correspondant étant h.

THÉORÈME 4. — Si les dérivées troisièmes des ûy.^, les dérivées secondes
des by, et les dérivées de c sont continues Ci) et que les dérivées troisièmes
des coordonnées des points de S par rapport à s i; .v^, ...;, .y^_i s oient con-
tinues (L), et si les dérivées secondes de J\ÇÏ} sont continues (L)^ les
dérivées secondes de u sont continues (L) dans CD -h eS\ ;

Nous commencerons par montrer que, dans toute hypersphère
suffisamment petite, la transformation du théorème 1 delà section III
nous permet d'annuler c sans altérer le reste de l'hypothèse. Il suffit-
de prouver que le rapport des deux fonctions inconnues a des dérivées
troisièmes continues (L). Nous savons déjà que la densité p correspon-
dante est continue (L) ; donc (§ I, théorème 6) l'intégrale

Ç ^(X^D"^)?^)^:

a des dérivées continues; le second membre c ayant lui-même des
dérivées continues, il en est de même de p ; mais alors en dérivant les
deux membres de l'équation (4) (§ III), où /(X) est remplacé par G,
on obtient (§ I, théorème 8) une équation dont.tous les termes autres
que —'-• sont continus (L); donc— J^ est continu (L). En transportant
ce résultat dans l'expression (3) (§ III), nous en déduisons (§ I,
théorème 8) une expression des dérivées secondes de l ' inconnue d'où
nous concluons enfin (§ I, théorèmes 6 et 7) que les dérivées troisièmes
sont continues (L).
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Nous ne diminuerons donc pas la généralité en admettant, dans les
calculs ultérieurs, que c a des dérivées secondes continues (L).

Nous procéderons encore comme au théorème 2. Les x\ ont
maintenant, par rapport à s^ s ^ y .. ., .̂ , des dérivées troisièmes
continues (L). Nous confondrons encore les deux systèmes de variables ;
la fonction H(X, A; p ) peut être dérivée trois fois par rapport au^z'a et
trois fois par rapport aux a^ (avant le changement de variables, on
pouvait même dériver quatre fois par rapport aux Xy^).

Alors la fonction a de l'équation (12) de la section III admet, comîne
/^(Y), des dérivées secondes cont inues (L). En effet, nous savons
déjà que les dérivées de a sont cont inues (L); en dérivant (§ I,
théorème 8) cette équation (12) (§111), on constate que les intégrales
ont des dérivées continues (§ I, théorème G) ; donc cr a des dérivées
secondes continues; une nouvelle dérivation montre que ces dérivées
secondes sont continues (L).

Nous devons alors étudier les dérivées secondes de la seconde
intégrale de l'équation (10) de la section III, l 'autre intégrale ayant des
dérives secondes continues (L). Nous aurons une simplification
importante en étudiant seulement les dérivées -—u— où a ^ m ; en- ôx^ àx^ j '
effet Fordre des dérivations est indifférent à cause de la con t inu i t é en
tout point de cO, et d'autre part l'équation £F(^)==/(X) elle-même
nous donnera le résul ta t pour -—^- quand nous Paurons établi pour les(îx^i
autres dérivées.

Or — est une somme d'intéffrales dont les unes, d'ordre m, ou
OXy^ °

étendues à des mult ipl ic i tés ne contenant pas les positions considérées
deX, se dérivent sans difficulté et leurs dérivées sont continues (L) ;
les autres sont

.X fl'""n-4^(^+-^)^o^(A)"lI(x•A;^^.., ..., «,„-,)
J vD(A.) V^-a. àay,) ' • ' • àa^

- ^""-" à r ^ ( ' A ) - ] „ . , ,(HI(X, A ; / ^ ) - .
-^'J ^[^^)\ ̂ "''T( A ) ^ I ! d ^ • • - a " ^

ces intégraleis étant étendues à. â^^o^ d\ -+" , ,'. -+" a^^i. <^r2., La
seconde de ces intégrales est un potentiel de double couche dont la
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densité a des dérivées continues (L); les raisonnements des théorèmes
2 et 3 prouvent donc qu'elle admet, par rapport à <z^(P = = 1 , 2 ^ . . . , m)
des dérivées cont inues (,L).

La1 première intégrale se traite tout à fait de même, la fonction
L— +. — remplaçant H dans la formation, d 'une, sorte de potent ie l de
OXr^ V^y.

double couche. Le seul po in t qui appelle un nouveau calcul est
l 'évaluation de

/ ,- ^ ( X , )Ul f (JL^
X")J \à^ '

-i— 3 ( m — 2 ) A ——-=—
' ' VD(X

à \ l à
. àx-,

±:\
àCly. /

-... X[iy,^A^5(X)(^-^)(^ô-^)]~"T^(^-^)^(A)^SA,

étendue à une multiplici té fermée; on trouve, X étant à l ' intér ieur ,

<^A^ à^^

xa (X , )
2^Y.o,2.ï

à^'y. àxy,
à^^ à^

; àx^
^0,£ ^0,:

., „ . ^Â.Y,5
-- 3^y,Ç ^y,o —T——— X 2»y,o 0^ ̂

àx, ï'0 à^
-t~ 2. ; <^Y.5

(y- Ày^
'Y 0 '-''••y.O ~i——— î" "1 àx^àx^

expression continue (L); si X est sur la mult ipl ic i té , on n'a p lus que
ia moitié de cette valeur.

Le théorème est démont ré . On. peut remarquer que si a et p sont
tous deux différents de m, la continuité des dérivées secondes de f\
suffit pour assurer la cont inui té d e ^ , ! . ^ -

Nous allons ma in t enan t appliquer ce résultat dans des condi t ions
analogues à ce que nous avons fait pour le théorème 3. Nous ajouterons
seulement aux hypothèses faites alors que les dérivées troisièmes
des û^^ secondes des Z^et dec, et leurs coefficients de continuité (L)
sont bornés, et que les dérivées t rois ièmes des coordonnées des points
de §' ont un exposant de cont inui té (L) inférieur à un et plus grand
que l'exposant h qu i convient aux dérivées troisièmes des <îa,s.
secondes des &a et de c, et à/(X).

La première intégrale de l'équation (12) de la section III admet
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maintenant des dérivées secondes continues (L) d'exposant hÇî + A)""1

et de coefficient QM/r"\ Q désignant encore n'importe quel coefficient
constant dans les conditions où nous nous plaçons.

Pour voir ce qu'il advient de la seconde intégrale de la même équa-
tion, nous devons étudier la répercussion de nos nouvelles hypothèses
sur son noyau. Celui-ci peut être dérivé trois fois par rapport aux'^ç,
deux fois par rapport aux t^y chaque opération abaissant d'au plus une
unité l'ordre par rapport àL(S , T); l'opération (— + -7-) (— + —)
appliquée à (5) donne, en négligeant des termes d'ordre supérieur,

^ r / rn 4 / t . àây, ( , à2 ŒV ^ à2 <ZY \-•^,^,p(ljA^(A)^^A^-o^-J, .

c'est-à-dire 0[ L^^S, T) j. Donc les dérivées secondes de a sont con-
tinues (L) de coefficient QM/r"' et d'exposant A(i •4- À)""1 (§1, théo-
rèmes 6 à 8).

Il reste alors à suivre le calcul des dérivées de u jusqu'au second
ordre. On trouve immédiatement que

! u | < QM, ^ < Q M' ^'/ < Q M A-1 ;
• ÔXy, . • '̂a ÔX^ v

enfin le coefficient de continuité (L) des dérivées secondes est QM/r^,
et l'exposant est A(i 4- Ï i y ~ ' .

: , , V.

Dans cette se6tion,nous allons nous affranchir de la restriction que
cO est suffisamment petit dans toutes ses dimensions et que son con-
tour est d''un seul tenant. Nous verrons que, moyennant seulement des
conditions de régularité pour les coefficients de ^ ( u ) , /(X), la multi-
plicité S et/i (Y), la résolution du problème de Dirichlet est exacte-
ment équivalente à celle d'un système de Fredholm analogue au sys-
tème des équations (il) et (12) de la section III.

THÉORÈME 1 .—Sou ç (X) une solution de V équation
. . . , _ , .. ^ • à^ u, ^ - ou1'
(i.| ,,,(</,)=^^^^4-^&«^+c«==o,

qui est de type elliptique (^a,a^>°)? et ou Von suppose que c, les dérivées
des by, et les dérivées secondes des ci ̂ ^ sont continue s (J^) dans CO. On sup-
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pose que y(X) // ses dérivées secondes continues en tout point du
domaine cO, sauf peut-être en un point S; de plus-5 quand X tend vers S,

©(X^o^-^'X, ;=:)], -^ ==o[L'-^(X. 3)].
C/»3?,3;

J7<w ç(X) 6^ ses dérivées jusqu'au second ordre sont continues en S.

Soit

(.) ! g.(.)^^^2(gaf^)^2^(6a^-4-.^o,1 àxy,àx^ .)scy,

l 'équation adjointe à (i) et soit
K * ( X , Y)=:^[jl~^~^X, Y ) J .

Nous remplacerons <x) par une hypersphère a), de centre A et de
rayon assez petit pour que la série

%i
^/ .»K*'» ' ' (X,Y),
n—i

où l'on a posé
rw — î

K^^K*, K*^(X, Y)=: ^ K-'(X, À j D ^ÀIK^'^- '^A, Y ) Y / V A .
^CD/

soit convergente dans a),. On fait en outre en sorte que c ait ses déri-
vées continues (L) dans <-0r(§ III, théorème 1). La fonction

F(X, Y)==H~(X, Y ) ^ V/." f ll^CX. Ayïr^M^^iÂ.'YïdV^
^ J^

satisfait à ^•x(F) =o. Soient cD1 une hypersphèr^/^tEeriè^^ à c0i et
dont . la frontière est S^, et iV une hypersphère int^fê^e'à^^
la frontière est 3>^; on suppose que ff)' et iV on^lîô^tôp^^^^^^^^
2^ et S^ sont prises dans les sens associés aux senâ,%^, ^.G^^m^dç
leurs intérieur&. ! . , '''^-^'^ ^,1^"1':>,. ' l . • l l ; f l : l .

Appliquons la formule de Green (§ IV, lemme) dan^^
CV— ̂  aux fonctions' u = o(X), v=i : ' At•l"'•l:^®^^^

/» (W—1) f- / \ 1 \ ~1 ,-tfTt]t ^ \^ f àço àa^^\ , | ,„., , F ' ,-^ 141^^a•?^-ç^^^a?IOTa(x}</AX+X-^^
/•''n-1' r., / <)© àa^-i\ , ~\ ,. ,"X" 14^v<a•^-o^-)-6z?J5r%(x)^s-
^f»7î. £c. ^VOT-W., (3), XLVL —JUILLET 19211 . 25
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L'intégrale de cç étant convergente dans dY, il en résulte'que rinté-
rale étendue à eS^ tend vers une l imi te / quand le rayon de ?^ tend

S?)

vers zéro.
Soit main tenant Y un point quelconque de dY — iV; nous isolons Y

par un contour in f in iment petit dans toutes ses dimensions. Nous
appliquons la formule de Green à ^==ç- (X) , F=F(X, Y ) , dans la
partie restante de o^'— iV et nous passons à la l i m i t e :

...r-,
J;.',"—y"

Ù. / la -Syffa.yFiX. V
^

--^^X,^^1^6?.ry
-l- by, { X ) y ( X ) F (. X', Y ) {?na ( Y ) '^ == 9 ( Y

Faisons tendre vers zéro le rayon de cS^. L'intégrale correspondante
tend vers une l imite; car si l 'on remplace F(X, Y) par F(X, Y)—F(3, Y ),
Fintégrale ajoutée tend vers une limite, et il est évident que l 'intégrale
obtenue tend vers zéro. Nous voyons donc que

,_ ^ | a y ^ F ( X , Y ) | . ,, , ,, ) . - .^_„ ̂  o ̂ L-̂ i.—-—l——' + hy oF ( \, \ ) ^ ?^( X ) d^^.
• ' àx^ ' > )

Mais 1= o sans quoi ^ (Y^ = 0| L'-^CY, 3) | et non o[L2 "^.Y, Ë)|;
donc ^ ( Y ) est égal à l ' in tégrale étendue à y, d'oh résulte le théorème.

Ce théorème nous montre en particulier que les solutions élémentaires .

de l 'équation ( i ) [selon le nom donné par M. Hadamard aux solutions
-.î—m

équivalentes à H'^^ÇX, S) quand X tend vers S ne diffèrent les unes
des autres que par des fonctions continues ainsi que leurs dérivées
premières et secondes,

THÉORÈME 2. — Supposons que. dans tout l'espace, les coefficients b^
et c de T équation (i)y ainsi que les dérivées des a»,^ soient continus ( L);
de pliis^ à F extérieur d'une certaine hypersphèrCy on a identiquement

(3r " a^^ï, . ^^=o(p^a)1 , ^a=o, 1 ^==.—^S •
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ou g est une constante positive; enfin c est négatif dans 'tout l espace.
Dans ces conditions, l''è''quation (i) admet une et une seule solution élémen-
taire G("X, 3) existant dans tout T espace pou/vu que X et'S soient dis-
tincts et tendant, ainsi que ses dérivées par rapport aux Xy,, vers zéro plus
rapidement que toute puissance négative de L(X, 3) quand cette distance
a u g'me n te indéfin imen t,

Si les identi tés (3) avaient lieu dans tout l'espace, la proposition
serait immédiatement vérifiée. En cherchant la solution élémentaire
parmi les fonct ions de r= L(X, S), on a pour cela l 'équation

c/"2 // m — i du ,_^ 4, ———— _ — ^- // = o
dr1 r c/r

qui est une équation de Bessel. Elle admet la solution ( ! )
m — :\ f/i^—S
^- ,^_^ ^ ^-•i / t \ ï

(.^ F(/z.)=——^———^./.,.—— / / 2 ( i 4 - _ — — ) e - ' d t .{ ' [ ) • r ( w — 2 ) J, \ ' î ^ r j

qui pour / '=o équivaut à r •"m et qui, pour r i n f i n i , admet le dévelop-
pement asymptotique indéf in iment dérivable terme à terme

/m~-i\ , ,, „l . _^i ^^ ^ __ ^ _ ^ / _ .̂  -.Thr-^^1 ̂ r 1 ---^-^-nL^)-^^^', n .=-1. / / = l , /

ce qui vérifie en t iè rement notre énoncé dans ce cas.
Nous allons considérer l'équation

( F ) ) . ^( / / ; / / )= : / / , ̂  («)+(, l —h (la (—— — ̂ ) =<) ( o^ ^^ i ) 1

\ ^^'à /

pour laquelle nous connaissons la solution annoncée quand A=-o.
Connaissant cette solution pour ^ ' ( u ; A) , où h a une valeur déterminée,

( 1 ) WHITTAKKR et WATSON, Modem Anatysis, 3e édition; Chap XVI et XVII. Voir
PICARD, Selecta, p. 2'h (reproduction d'un article des Rendiconti di Pcdermo.
L 37, 1914. p. 249-261), où dans le cas ni == 3 [cas où F( r ) == r^e-ë-'-] se t rouve Fex-
tension de la théorie classique du problème de Dirichlet au cas où les identités (3) ont
liôu dans tout l'espace; la démons t ra t ion de M. Picard s'étend d'eHe-même au cas
où /// est d i f l e ren t de ùw'.y,
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nous allons chercher à en déduire celle de ^ Ç n ; h-}- \/i)Çàh'^> o } ^ de
manière à arriver f inalement à // = i.

Posons
O a . ^ C X : ; h } -=-

^ ^a.y(X) (p F^ a);

// ^a,a ( '̂ ) -+- I — ^ ( (3 = a ) ;

soient D(X; //.) le déterminant des a^^ÇX ; h) etA^(X;' A) le quotient
• par I) du mineur de a^. Posons

(6) H(X. S; A)==^^A.^.^(31; h}(.ï'^-~1^} {x^— c3'),

(7) T(X. S; ^)=:F[v / IH(X, .El; A'ï],
( 8 ) K f X , 3;// .)==^x[¥(X. H; ^); //'[.

Cette dernière fonction est nu l le pour / /===o; si l i y ^ o el qu'en
outre X et 3 soient dans la région des identités (3), K est encore nul.
Il existe un nombre positif cr, indépendant de X, de 3 et de h, tel que

^^_^-^ ̂  ^ L ( X , £ ) .

Par suite, si L(Xy S) dépasse une longueur positive fixe, on a

^ o < y (X, s; h ) < /•^^cx^jiT-r (x, 3),
À* étant une constante. On peut aussi écrire, quels que soient X et S.,

r i_^ . , -i
<.)< ¥(:X, S;; À) < ^--^(^^[A-L •1 ( X , S) 4- A^L^-^fX, S)J.

/• et /i' étant des constantes.
Supposons maintenant que les-.dérivées cinquièmes des ^a.^ qua-

trièmes des by^ troisièmes de c existent et soient continues (L). Nous
allons prouver que dans cette hypothèse, plus restreinte que celle de
l'énoncé, non seulementia fonction G(X, 3) existe, mais elle satisfait,
relativement à S, à l 'équation adjointe (2).

Nous distinguerons par une étoile ce qui se rapporte à l 'adjointe;
ainsi

», àdy. (•{
a^=a^ ^==.^^4"^-^>

et ainsi de suite.
Nous constatons que ̂ Ir est identique à W* et peut être dérivé jusqu/à

trois fois par rapport à ^ i , ' ^ y . . . , ^, et indéfiniment par rapport
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aux.z^. Il en résulte que K et K* se comportent comme les fonct ions
G et. 11 du théorème 8 de la section II, avec p == 3.

Les dérivées d'ordre quelconque de W sont aussi O j ^- / L I X*-^ pour
L^X, 3) très grand,, en posant v = = c g ' ; nous supposerons G<^Î de
sorte que v -< g\ K el 1C et leurs dérivées de tout ordre ont donc la
même sorte de limitation quand L(X, S) est grand.

Soit R — 5 (o> o) le rayon d'une sphère de centre 0 telle que les
identités (3) a i en t lieu dans tout son extérieur.-Alors on peut écrire

OI'L1--^ X. 3)'] si L (0 , X ) < R et L(0, 3.) < H,
K ( X . .E; I ) 1 >== < Of ' J^X. 31)1, avec ^ ( X . ;=:) ==. e -p^ .o .x—Lio. 2 -1

si L ( 0, X ) > R ou L ( 0, .El ) ̂  R ( o < p. < v ).

Cette dernière l imita t ion se prouve en remarquant que K est nul si
les deux points sont hors de Fllypersphère de centre 0 et de ravon B,
et que si un seul, X par exemple, y est, on peut écrire

L ( •X, £ ) ̂  L ( 0. X ) — L { 0 , E ) > L ( (:). X ) -+- L ( 0, El ) — a R,
^L,X,E)^^IÎ^:^ ^^

K^ a les mêmes l imitations. Les dérivées de tout ordre de K et de K* ont
les mêmes-l imitat ions si L(0, X)^R ou si L(0, S)>R, et l'on a vu
comment elles se comportent dans la région restante.

Nous pouvons alors poser, en étendant les intégrales à tout l'espace,
/.(mi l

K/^r^K. K'^X, S; h )=: j K.(X. A : A ) D '^A; h ^K^-^fA. . S; A ) d\\,
^ ' f f r ' 1 , 'i

K*'11 -==K\ K^' ( X, S ; A ) ̂  K*( X. A. ; h) D^f À. ; h )K* (7^-1i ( A. £ ; A ) ^V.y.

On constate que, si L(0, X) < K et L(0, 3) < R, ' ' ^ ,
O I^L^-^ rx .S ) ] , ' .•••.-••• '(^ <//q.''.,

K^ ( X. E ; //, ) =r ^ 0 [ log ( 3 R " ) — î og L ( X. £ ) ] ' ' ! ( /z;s==.//z ), ' ' ,. ^ ,
0 ( i ) ^ . , ( /^ >w;1)," . • • • ' ':•

et les dérivées se comportent comme dans le théorème,'S^de: la' sec-
tion II, a v e c _ p = = 3 ; on peut en dire autant de K^'^.^.xian'â.la^régîon
resta'nte, ces fonctions sont toutes 0[^(X,.S)|. En effet, si l'on
suppose les propriétés vraies pour K^"'1^ on aura, si L ( 0 , X ) ^ > R
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etL(0,S)>R,
r ^ -i

K..^(X, ,£; //,) = 0 ^ d.(X. A)^(A. 3) -</VA h

l'intégrale étant étendue seulement à la région L(0, A) <^ R; ou'bien
r r^ 1K^X, £; /0=:0 d^(X, 3.) | (r-^L.o.A^VA ;
L <-' J

on majorera le résultat en étendant l 'intégrale à tout; l'espace, cas où
/• i f ) t ' \ in .-

i ^.^.i.o.^^v.^ar1 r( '^\ - l ^ r /? / ) ( ^u ) - / / / .J ' I... ' 9-.,./... ' l '
Si L(0, X) > R, L(0, 3) < R, on aura

r r ^ " }
K^(X. 3; //,)== 0 j ^.-..vL,x.Ai|,//.-.-//.-i^ ^ ^) ,/VA

r ^ \
:== 0 ^-vi-'x,Si / L//,-,//-^ ̂  ̂  ^ ^v-^ ,

L iJ 1

l ' intégrale é tant étendue à L( 0, A) <; R, car
^—v L i X, A. ) < ̂  L i A, E ,1 — ^ •L i X , S 1 < ̂  '/ II — '/ î. i X, S ) .

or l'intégrale est moindre que le produit de 1P~ ' par une fonction de rn,
et l'on a déjà va que l'autre facteur se l i m i t e à l'aide clé ^(X, S).
Si L(0, X)<R, L(0, S)>R, on écrit:

/ * ' / / / ' -1

K ^ f X . i:; h)==: j K ; / / - - ' 1 ( X . A ; /Q.D ^ ( A ; A ) . K ( A . S; A ) f/\\,

et l'on a des calculs analogues. Enfin si. L(0, X) < R et L(0, S) < ft,
l'intégrale étendue à L(0, A) <R donne OfL'-^^S)^^ II, théor.3),
et l 'intégrale étendue au reste de l'espace donne

°[/' J fKX> AI)ri;(AÎ a)^vj^o[d;(x:, s):|.

La vérification est faite pour les K^, et elle s'applique aussi aux K*^.
Pour les dérivées de tout ordre (jusqu'à trois dérivations relatives
aux^a et trois dérivations relatives aux ^), on peut recommencer les
calculs des théorèmes 5 à 8 de la section II : on étend d'abord les
intégrales à Une hypersphère de rayon f in i^ et l'on fait croître indéfi-
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niment le rayon; toutes les intégrales tendent uniformément vers des
/limites, et en particulier celles qui sont étendues au contour de
rhypersphère infiniment grande tendent vers zéro; on retrouve
pour ces dérivées de tout ordre la limitation 0[^("X, S)] valable
si L(0, X) > R ou L(0, S) > R.

Nous poserons enfin
(9) ^(X, S; A)=y(X . S; / i )

; i / i i } ' _i
-{-y/^ 1 TCX. A ; //rn'^A: //^.^(A, El; h}d\\,

p é tant un entier fixe quelconque au moins égal à m 4- 4; /- ^ la valeur
déjà dite [§ I t l , (2 te')'); de même.pour <I>\ Ces fonct ions peuvent
être dérivées jusqu'à sept fois, d o n i quatre au plus par rapport aux^y.
et t rois au plus par rapport aux E^., car toutes les intégrales introduites
dans le calcul sont uni formément convergentes, et les limitations sont
toujours du même type; par exemple, en intégrant dans tout l'espace,

,7m)

À F ' 4/ ( A, ̂  ) L2-7"' ( X, A, ) e-^ L lx ' A ) dV^
-(m)

< H ( X. S ) | e^-^ L ̂  ̂  L2-7^ (;X, A ) dV^

=(w.,—3')- l(y--^)~'2^(X,S). t

Tous les calculs antér ieurs s'appliquant, on voit que
( 1 0 ) ^xE^ (X. S.; h');.h]==^K'^(_X. S; //.),
f i o b / s } ^.x[<Ï»'(X, E: / / ) ; h]^7./fyl/t+^(X.,Z.\ //.).

Les seconds membres sont continus dans tout l'espace ainsi que leurs
dérivées jusqu 'au qliÊltrième ordre, pourvu qu'il y ait au plus trois
dérivations par rapport aux coordonnées de chacun des deux points.
Ces seconds membres et ces dérivées jusqu'au quatrième ordre sont,
dans tout l'espace, 0[^(X, S) j.

Par rapport à h, toutes les fonctions introduites jusqu'ici peuvent
être dérivées un nombre arbitraire de fois, toutes ces dérivées ayant
des limitations de même sorte que les fonctions dont elles proviennent;
les dérivations par rapport à h et aux autres variables peuvent se
permuter d 'une manière quelconque.
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•Supposons qu'il existe des solutions élémentaires, jouissant des
propriétés annoncées/pour ^ ( u ; / i ) et pour son adjointe <^( / / ; A)
[bien que ^(X; //) ne soit pas nécessairement négatif dans tout
l'espace]; soient G(X, S; h) et (y (S, X; h} ces solutions. Je dis que
( î i ) G*(X, 3; À ) = G ( X X ; // ).

Pour le voir, nous appl iquons la formule de Green aux fonc-
tions //. === G(A, X; A), P== G*(A,S;À), dans la région limitée extérieu-
rement par une hvpersphère C i n f i n i m e n t grande de centre 0 et
intér ieurement par des hypersphères c" et C" in f in iment petites de
centre X et 3; nous obtenons, en suppr imant la m e n t i o n de //,

•»(//ï.—l) / w< / » v- .

^ ^G-rA.Z)^,^^,^^-'-^1/-(//-% (
Je 'T' C { ùa^

.w^^^^^^-^'
• àa^

/ » ; / « — — 1 1 ^ \ I H — — I I

• ! + / /a (A)G(A, XjG^A., S.) j^(A)^= ^ + ^
• Je' ^ c "

les fonctions intégrées étant les mêmes partout, et les trois hyper-
sphères étant prises dans les sens associés aux sens (a, , .. . y a,n) de
leurs intérieurs. A la limite le premier membre tend vers ^éro et le
second vers A""' [G(Ë ,X)— G*(X, S) [, d'où résulte l ' identi té (n).

Remarquons maintenant que
(12) £rx[G(X.S; h ) - - ^ ( X , E ; A ) ; / ^^—X^K'^^X, S, A ) .

Or quand X est quelconque dans l'espace et h quelconque entre
zéro et un, le second membre est 0[ e "i11^0'^ j. D'autre, part nous
chercherons G parmi les fonctions telles que G •— î> et ses dérivées
jusqu'au second ordre par rapport aux Xy, soient continues (théor. 1)
et nulles à l 'infini. Comme c est négatif, G — <I> ne peut avoir ( 1 ) ni
maximum supérieur au maximum de

— /^r--1 (X }K^4-1' ( X,! 2 ;, h ),

( 1 ) On s^appuie ici sur la proposition suivante : si ^a/j^aJ^'a^'y et ^aJ^a^^a^'S
sont deux formes quadratiques, la première définie positive, la seconde décomposable
en carrés tous positifs, .Sa,3^a,S^a/:i est positif (on suppose <^a,8 == ^9,a; ^a,^^ ̂  a)*
EiietTet soit ^ a, y ̂ a, 3.̂ 7,.̂  3 . la' forme qui a pour adjointe la première forme
donnée. 'Notre expression n'est autre que le coefficient de A* dans le discriminant
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ni minimum inférieur au miî.iiîïinni de celte dernière fonction. Toutes
ces fon-ctions étant nulles à l ' i n f i r i i , j G---<I> | reste inférieur
au maximum de p^c1-"1 K ^ - ' ' ! quand 3 reste fixe, c'est-à-dire

^ àO^"-^10^].
Appl iquons maintenant la formule de Green à

G(A, S; h) —(Î»(A. ri; h')

et à <D*(A, X; A); après u n passage à la l i m i [ e , nous obtenons, en
suppr imant encore //,
( i 3 ) G(\ , ;=1)~<NX, E.}

/,///)
== •- ).//-!-11 j \ [ G < A, S ) - <P( A, .£ )] Iv^-i • s A, X j ^ , :

— K'/^1-1' ( A, S ) <r'( A. X ) ; f/\\.

On voit que le premier terme de notre intégrale est l imi t é par
- ^m}

-̂...-.-a L.. 0, - ) i ^ ( A, X ) d\\ == F (' ///. ) ̂ -"/" ̂  ( X, 2. ) ;

on a une l imi t a t ion semblable pour le second terme et l'on en conclut
•(i.^) G(X. :E.)~<Ï»(X, 2)==0;4/( X, S)'l.

En outre on peut dériver (i3) jusqu'à trois fois par rapport aux Xy,, et
l'on trouve a ins i que les dérivées de G "— <I> par rapport aux x^^
jusqu'au troisième ordre, sont toutes 0|\L( X, S)]. Pour G — <t> et pour
ces dérivées, les constantes impliquées dans les symboles 0 sont indé-
pendantes de À ( o ^ Â $ r) .

Pour une.certaine valeur de A, regardons G<X, S; À) comme conna
et posons ; • ,
G-(X, £; h -i- M ) == G(X,,.E1; A ) — <3>(X, 3; li ) 4- <Ï>(X, .=1; h ~r- A A ) — u{ X, 3 },

// étant une fonction qui doit satisfaire à l'équation
^ [ // ( X, 3: ) ; h + M ] := ^x[G( X, S ; h } — <F( X, S ; h ')

4- <1>( X, S ; h -}- AA ) ; h -+-A//J

de ^a3(^a3 -•1— sôy,^ )./'^x-^. Un changement linéaire de variables nous ramène a 11 cas
où tous les by,^ sont nuls, sauf certains des /->a,a C[ui sont positifs, et dans ce cas la
proposition est évidente.

On en déduit que l'ensemble des termes contenant les dérivées premières et secondes
de F(^) est négatif ou nul pour un maximum de ?./, positif ou nul pour un ïninimum.

Ânn. Éc. Norm., (3), X.LVI. — JUILLET 1929. 20
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dont nous désignerons le second membre par Û^X., -^); // doit 'être
continu dans tout l'espace, ainsi, que ses dérivées jusqu'au second
ordre, et s'annuler à rinfîni plus rapidement que toute puissance
négative de L(X, S). Or on a

Û(X, ̂ ^^[K^^X, A; À+A/n—K^-1 '1^ 2; h)]
- i -AAi^x[G(X, S; A ) — < t ( X , S; À ) ; i]
-^[G-(X, S; A ) - ^ (X , ^ ;A ) ; o ] | , •

On voit que
^(X, ;H . ) |< / -AA^(X ,2 ) ,

k étant indépendant de X, de 5, de h et de A//, (o^< A 4-A/^s);
les dérivées de il par rapport aux .ry. on t une l i m i t a t i o n pareille. Pour
calculer u nous poserons

^ (X , ^•)=—1 f , p ( .V , . Ï ) [G(X, A . ; / / ) — € ) ( X , A . ; / / )

-+- ^(X, A; A 4- AÂ)]!)"^,^; h) d\^

o devant lui-même satisfaire à l'équation

p ( X , £ ) - A / " ' p ( A , S)^(X, À)!)"^; hjdV^^KX, S).

Soient

^ 1 1 1 -= ^2, ^/" ( X, ^ ) == r ^ (: X, A. ) D"^ ( A ; /^ ) ^•//-•t il (• .A,, S ) ^VA. ;

si AA est assez peti t , on aura
û(x^ ^Ï^^^-^'^C^- ;E-^

/ï==t

il suffît pour cela que le gecond membre soit convergent et ait des dé-
—JL

rivées continues par rapport aux Xy,. Or si D 2 <; k\ K étant une cons-
tante,

iÀ^)(X,S)| l<^Â• /Â> s{A^)2^(X, S ) f ^--:iaLfo'A)^V^, ,

d'où1 ' 1 ! . 1 1 ' ! 1 1 . lii , 1 1 1 ^ ! ! -
• |À^(X,3)| <( /n—^)- l (^^)" - - -m^(w)À< /Â-2<A^)34/^ '

i^^^^CX, a)|<[(m—s)wl(2pL)-w^(w)^ / ]n- l^(A/^)^^(X,^£)5
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il y a donc convergence si
( ï 3 ) A// < {m — y » ('^^"/•'-^-"^iTl'/yz')}1"1.

et alors la série des dérivées converge elle-même uniformément
puisqu'on peut dériver sous le signe | la relation qui donne û'^.

Mais ^(X, 3;À)~$(3,X;A)=0[d;(X,3)] , comme on le voit.
en r ep renan t le lemme de la section IV. Donc aussi

G(S, X; h} —<r(X. 3; A')=0[ 'L(X, S-)].

On p e u t alors récrire ( i3 ) en échangeant les rôles de ff et de Çç. Un
en déduit qoe les dérivées jusqu'au troisième ordre de

G (S, X; A ) — <Iî*(X. E: h } .

par rapport aux .z'a sont aussi 0[^(X, 3)"j, la constance impliquée
dans 0 étant indépendante de A. Les calculs ultérieurs peuvent être
repris en substi tuant ^ à 57 (quoique c^ puisse ne pas être partout
négatif) ; la conclusion est que, moyennant une condition analogue
à ( ï b ) , G-"'(X, 3; À + AA) existe aussi, et est par suite égal à

G(:3, X; /i-^àh).

Comme la l imite supérieure trouvée pour A/? est indépendanle de A,
un nombre fini d'opérations suffit pour arriver à // == i. Le .théorème
est donc vérif ié , avec des hypothèses plus étroites que celles de
renoncé, et nous savons en outre que, dans ces hypothèses plus
étroites, G(X, 3) satisfait, relativement à 3, à l 'équation adjointe.

Il s'agit maintenant de revenir aux hypothèses de l'énoncé lui-même.
Pour cela nous allons former des fonctions t endan t uni formément vers
les coefficients de 31\ de la façon suivante. Soit/(X) une fonction qui
soit constante pour L(0, X ) ^ R — o ; supposons que/(X) ait des dé-
rivées de certains ordres cont inues (L); so i tp un entier supérieur au
plus grand des ordres de ces dérivées. Considérons la fonction ég-ale a
[y(X)—/(Qo)|[R2---L2(0, X)]^ pourL(0, X ) < R et à zéro pour
L(0, X ) Z R . Cette fonction admet, dans tout l'espace, autant de déri-
vées continues ou continues (L) que /(X); nous pouvotis la repré-
senter dans le domaine x^\ < R(a =1,2, . . ., m) par la limite d'une
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suite 'contonnénient convergente de polynômes, dont les suites des
dérivées de la sorte considérée soient aussi uniformément conver-
gentes; les polynômes correspondant à une dérivée cont inue ( L )
satisferont tous à une même c o n d i t i o n de Lipscliïlx généralisée, c'est-
à-dire que l'exposant et le coefficient seront, les mêmes pour tous ces
polynômes ( '). Considérons alors la fonction égale à /(x;) pour
L(0, X)^R , et, pourL(0, X<^B\ au produi t d'un de ces polynômes
par [ W — L^O," X)]7', 'augmenté de /'(oc"); quand on avance, dans la
suite de polynômes, cette fonct ion tend uniforméinent vers y'(X,), et
ses dérivées des sortes considérées convergent uniformérnent et satis-
font à une même condi t ion de Lipschitx généralisée. Nous applique-
rons ce procédé à tous les coeff ic ients de fî7 avec p^6; dès que
l'approximation sera suffisante, nous aurons une équation S ' ^ u ) = o
du type elliptique, à laquelle s 'appliquent tous les raisonnements qui
v iennent d'être faits.

Nous distinguerons par .un accent tout ce qui se rapporte à 57'. Le
raisonnement qui a été fait à la suite de la relation ( 1:2) prouve que

G^X, E ) — ^ ( X , a^O^-l^0'21],

a et la constante impliquée dans 0 étant indépendants de l 'approxi-
mation réalisée pourvu' que celle-ci soit assez étroite, car ils ne dé-
pendent que de limites supérieures des valeurs absolues des a^, b'a,
c ' et des dérivées des a'^ et d'une limite inférieure positive des valeurs
de s qui annulent le discriminant de

• ••• " ' / " • ^ ^a,f-sA.^Q/?a^^— .îl-apâ-

Pour al'l'êr pips l o i n , considérons l'équation
, - " , - • • • • - • 1 - . , ' l̂ (T-H. , 1 ' ,

t l 7 ) . -•• .;.- ; • i^-5-"^
' ^ . .»». ^ ', > 1 ; st ' • ' 1 1 ' . '

montrons que siron impose à une solution élémentaire F i (X , S) de

(' ) Pour le voir aisément, on peut considérer la série de Fourier d'une fonctioïiy(.2*)
périodique et continue (L), et en prendre les sommes iniroduites par ï^jér dans cet te
théorie : toutes ces sommes sont continues (L) avec le même coefficient et le même
exposant que /Ç^). Onpasâeaiséinentdeià au cas de l^approximation par des poly-
nômes d'une fonction de plusieurs variables dont certaines dérivées, d'ordre quel-
conque, sont continues (L). <
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cette équation d'exister quand les deux points sont extérieurs à une
hypersphère de centre 0 et de rayon R + o, de s 'annuler si X est sur
cette hypersphère, et de s'annuler, ainsi que ses dérivées, plus rapi-
dement que toute puissance de L(X, 3) quand X. s'éloigne indéfini-
ment, F , (X, 3) existe. Soit C le contour de Fhypersphère, pris dans
le sens associé au sens (^,, .. ., a,,,") de son intérieur, et soient
r= L(X, 3), p,== L(A, S); posons

F, ( X ̂ )i== F ( r } — A i a- ( A.. £ ) F' ( o ) d9 dS ̂ .
! " " Je ' ' ' ' (in '

F(r) étant la fonction (4), F^r) étant sa dérivée, fêtant la-dérivée
de p suivant la normale extérieure en A, et n étant une fonct ion incon-
nue qui se calcule par l 'équation de Fredholm.

/ » ( / « — . i » ,
G-ÏX. £) +A / o-(A., S î F ' f p ) ^dS^ ? ( / • ) ,

' ' ' J^ ' • - r ; dn • .' '

où X. est sur (2.Or nous ne sommes pas dans le cas d'un pôle de la
résolvante car si nous y étions, l'équation

(fn—i)

o-,(X) + À | cr, (AyF^'p) V ^ ^ (X ) dS^=.o
Je ^Hi^^a'z'y,

aurait une solution non nulle; Fintégrale
f^-i,

( l 7 ) _ // ( X } r== — A 1 (7,i ( À ) F ( p ) ^S.^
Je

.,,• sitr ^

représenterait à Fintérieur de (3 une. solution, de^'ll) i@ïj^,que, sur C?,
'̂ ^ ad ..- 4;r^.-'''î;:IAII';l^'ï:'^'^:lt^

1 2j TfT-^^)^0; -^•.•îî'^.ï'X.-<——>• l'y {J'.f-.'y i • i . i i i . '.s ,<;.•''• , - , 1 '';1.. "-"^.i"11' •„ 1 1 ' ' • >•/ ' a .̂ ,m '•; ; ; • - , -1 ' : 1 . • •• -1^ „ ' 1 : 1 • , ' • : : 1 : 1 1 - 1

W^:^'..::^^^^^^^^^^^
cette intégrale serait donc nulle à l 'intérieur de1^1,1^^^'1'^ ::,

/ ^ f^u \ ^ à f ()u\ ^ / àu\^!^'$ff/i^^
( { ( Y ——— — y1 U \ = J ' ——— f // ——— 1 — 7 ——— Ï^^^f/^f^t^.'^^ î
// \^^-)^ ^ u ) 2 .̂r, V ̂ J ^a\ ̂ a/ '"̂ ^^^

1 1 1 . . ' ! . l"l^tll:l"^.. ^'l<.fll'lîl^l

ce qui montre que l'intégrale de ^ (—^] + g^u2 étendue- à Finté-
u -̂ »» a \ ^ '̂a /

r ieur de C- serait n u l l e , et par suite que ?/y serait nul. Cette même in-



2C)6 GEORGES GÎRMÎD.

tégrale (17) représenterait donc. à rextérieur de € une solution de (16)
nulle sur 0 et nulle à Pinlini, donc identiquement nulle puisqu'elle
ne peut avoir ni maximum positif ni minimum négatif; la disconti-
nuité sur (5 de ̂  ——^.y^X.) serait donc nulle, ce qui prouve que cr,
serait nul. Cette contradiction prouve que F, (X, S) existe. Rien, on
le voit , ne suppose que C soit une hypersphère, et l'on pourrait
raisonner de même pour un domaine borné à frontière simple ou mul-
tiple; ce mode de ra i sonnement est emprunté^ à M. Picard, ( 1 ').

Appl iquons donc la formule de Green à G ' ( A , 3 )—^(A, £)
et à F,, (A, X) dans la région extérieure à C; nous obtenons

iw

OÏX, ^) --C^X, S) ==— }./--' / K-'i/^.'/fA, E) F, (À, X) cl\\

A F l|:G/(,A,S)--^(A,S)]^-l-./S,.
t 'C' "v

Or
F, („ X, El ) --- F ( r ) == 0 ; e-^ o, x ^ + L i o, Z ,j ̂

car on voit immédia temant que Œ(X,'S) == 0[e~sw'3}"]. Les dérivées
de tout ordre de F i — F , soit par rapport aux Xy^ soit par rapport
aux Sy., ont une l imi ta t ion de même sorte que F, — F; d'ailleurs la for-
mule de Green montre que F, est symétrique par rapport aux deux
points . Comme g'^> a, on en déduit d'abord que G 7 — e^ admet la limi-
tat ion ( 1 4 ) 7 la constante impl iquée dans 0 ne dépendant que des l i m i -
ta t ions des a^p, b^ c ' , des dérivées des <4,p ei^ d'une l imite infér ieure
positive des racines de Féqual ion en s déjà mentionnée. Les dérivées
par rapport aux Xy^ admettent la même limitat ion dans les mêmes con-
di t ions . Enlin (§11, théor. 5) on a la même l imi ta t ion pourles dérivées
secondes par rapport aux x^ mais la constante impliquée dans 0
dépend en outre des coefficients de continui té (L) des l/^ de c' et des
dérivées des d^ coefficients qui peuvent être pris constants dès que
l 'approximation est assez grande.

Tout cela s'applique dès que L(0, X ) ^ B + S, quel que soit S : pour
éviter d'examiner comment se comporte F, quand 3 vient sur (?, on
peut faire le calcul pour deux valeurs différentes de 3. Pourvoir ce qui

( ' ) PICARD,Selecta, p. a'h.
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arrive si L^O, X)<^ R -h- S, il suffit de remarquer que la l imitation
G 7 — î^'== Of^'1^0'"1 ] est encore valable. Dès lors on.pourra trouver
un nombre fini d'hypersplières de rayon assez petit po^ur qu'à chacune
(Pelles s'appliquent les équations (ï i) et (12) de la section III, et telles
que tout point in tér ieur à (3 soit intérieur à au moins une d'elles.
Nous obtenons ainsi pour les dérivées de G'—^ jusqu^au second
ordre par rapport aux ,r^, des limitations 0[^l~u'Li(->t"::•i], ce qui revient.
à 0[\p(X, S)], puisque <?~[J'Lio'~'<^ ^(X-, S)^''""^; la constante impli-
quée dans 0 ne dépend toujours que des mêmes grandeurs.

Pour calculer G ( X , £), nous poserons alors
G' ( X,. .El ) == Gr ( X, .S ) — <î> ' < X. S, ) -r- €» ( X, E ) — a ( X. Z. ) ,

/•^ l / / / i ï
// ( X, £. ) = — 7. p ( A.. S ) [ G7 ( X. A ) — <&/ { X , A ) .-." <î> ( X. A. i ] D ' ( .A. ) d V ̂

de sorte qu'en posant
^(X. S) ̂ ^[G'tX, z . ) —e» ' ( ,x . S) 4- <î>(,.x, S)],

on devra avoir
p(X, 3; -À / p (A , 3^(X, A^D^^M^^^CX.^).

Or d'après ce qui précède, Û(X, Ë)=0[Tj6(X, S)], où ^ désigne
T * • ' > -I ! ^ l i ? / ' t 1 r \ ^0,0 ^a,^une limite supérieure des [ a^^—a^\, \ b^— 6J, |c—c' |, , — , ?

pourvu que l 'entier arbitraire^ qui figure dans la déf ini t ion de <1> et
de ^ soit pris au moins égal à (m-^r^hr^ où h représente l'expo-
sant de conl inui té ( L ) des b^ de c et des dérivées des a^. Donc, dès
quer; est assez pet i te sexiste. D'ailleurs K^^ '^X, A.) ayant, par rap-
port aux ^5 des dérivées continues, on peut en dire au tan t deû( X, A) ,
et par suite de p. Donc u admet des dérivées secondes continues et sa-
t is fa i t à l'équation ^(V^û. La fonction G sat isfai t à toutes les con-
ditions du théorème.

Cette fonction G est d'ailleurs unique, car s'il y en avait une
autre G { y la différence partout continue G — G , , qui s 'annule à l 'in-
f in i et qui ne peut avoir ni maximum ni m i n i m u m , serait ident ique-
ment nulle.

En prenant p assez grand, on constate que G ' — ̂  a toutes ses dé-
rivées jusqu'à l'ordre qu'on veut , par rapport aux coordonnées des



208 . • GEORGES G î R A U D . '

deux p o i n t s indjiréremm/ent, continues et valant ,0[ /sL(X, S')]. On en
déduit , que G(X/3'') peut être dérivé jusqu'à •deux ibis par r appor t aux
.z^ et u n e fois par rapport aux E^ dans un ordre quelconque, toutes
ces dérivées étant continues pour X^SL Quand L(X, 2) augmente
indéfiniment , toutes ces dérivées sont Of^1''1^1^1]. Quand X tend
vers S, cesdérivées se comportent comme celles de tf5.

Plus généralement, si lès dérivées d'ordre y + i des a^./^ d'ordre q
des èy. et de c sont continues (L), G- peut être dérivé y+ 2 fois par
rapport aux Xy, et q 4- ï fois par rapport aux Ea,, dans un ordre indiffé-
rent, toutes ces dérivées étant con t inues pour X^S; quand L(X, 3)
augmente indéf iniment , ces .dérivées sont Ol'^"^1^'^'], et quand X. tend
vers 3, elles se comportent comme celles de <&. Pour le voir, il. suffît
de remarquer que <:& possède toutes ces dérivées, et de reprendre alors
le calcul de G.

COROLLAIRE. — Si les a y_^ ont des dérivées secondes continues {L) et
les by, des dérivées continues (L), c étant toujours continu (L), la fonc-
tion G(X, 3 ) satisfait, relativement à 3, à Inéquation adjointe.

' En effet on peut alors reprendre les calculs précédents, en rempla-
çant ^ et 31' par leurs adjointes. La so lu t ion élémentaire de l 'adjointe
existe donc; elle ne peut alors, d'après ce qui a été démontré, diffé-
rer de G(X, 3), 3 étant la variable. . ' , . . ' . ,

THÉORÈME 3. — Supposons que les 'coefficients de l'équation (ï) soient
définis dam un domaine ouvert CD borné, limité par un ou plusieurs con-
tours dont Ici réunion prise dans le sens associé au sens (.'z'i, x^y . , ., x,,,,)
de cD sera. nommée '§. On suppose que les coordonnées des points de S*
sont exprimables cl F aide de m — ï paramètres par des fonctions dont les
dérivées secondes sont contimies (L) et dont les m déterminants fonc-
tionnels ne s ) annulent pas ensemble, chaque point de 2? étant intérieur
à une partie de '§ ainsi représentable et le nombre total des systèmes de
paramètres nécessaires étant fini. On suppose que^ dans CD + "S, Téqua'
tion est de type elliptique et que c, les dérivées des b^ et les dérivées secondes
des ciy^ft sont continu's ( L) ; de plus y sur S\ les a^^ admettent^ par rapport
àœ^ x\, .. ., 'x,^ des dérivées quatrièmes continues (L), et les b^ des
dérivées secondes continues"(L).
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Supposons que V équation (i) n'ait pas d'autre solii-tion continue
dans d? 4- S, ayant des dérivées secondes continues en tout point de cO,
et nulle sur '§, que u = o. Alors quelles que soient les valeurs continues
données sur'S, le problème de .Diric/det généralisé pour les équations (Y)
et (2) admet une solution et une seule.

Commençons par mettre la formule de Green sous une forme qui va
nous être utile. Faisons choix de m fonctions O i , 62, . . ., 6/// de X,
cont inues a ins i que leurs dérivées. Posons

W , ©a| :^(X)]=Z^^^^-^^,

(19) Z^^Xj]:^^ a^ ) - — C ^ a - + - ^ a ) ^ (^=1, ^ . . . , 1 ^, ) ,

et, si X est sur une surface dont la normale, dans le sens choisi , a
pour cosinus directeurs r^, (T^, . . ., CT^,
(•K)) , ^[//(X)]=:^^(X)^|:«(X)],
( 2 1 ) Z[p(X) ]=^^(X)Z^[^(X) ] . ,

Nous conviendrons encore que, si on les applique à une fonction
de deux points telle,que G(X, S), les opérations 57', ©^ ©' se rappor-
tent au premier point et les opérations ç, Zy., Z au second point.

La formule de Green s'écrit alors'
£ ( /" ; / » ' / ? / — i )

( ^ • î ) ^^(u)—u^(^)-\dv= i f r e f ^ ) — / / Z ( p y | ^ s ,j y
^1, t^, . . ., uî/^, étant les cosinus directeurs de la normale extérieure.

On a aussi

(•î3) Ç a ^ ( a } d \ = Ç ' a % { u : ) d S - Ç P ( u ^ , - . ., ^ ) ̂
JcO ^'^ (-/ciD \ wz"l • ^tl'/^. ,/

en posant
, ,. - / àa )u \ , au au
( ^4 ) P «, ~T—î - • - 7 -i—— == ^a.'-. ̂ a,^ -.—^ -3—

\ ÔX^ J X , n } ' ' W^a ^(3

^ /<-. àcf^ Y / , \ rh/^ -hlla(l^-^a-^)'^ 1

/ .. àQ. \
- C + ^ v — — — /^, ,_ ,
\ .-^•y/, • 1 •

Ann. Éc. Norm., (3), XLVL — JUILLET 1929. û^
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et

(^ ) F'^.rri.A = r^'.ZrrWS- F"? fr, ^ ..., ̂ ) ./V,
J^ ^ Jy J^ \ ^'i < ) ' c " ' ï

avec la même fonction P.
P est une forme quadrat ique en /z ,—^ • • • ? —^ et ron voit que m.

des carrés clans lesquels elle peut se décomposer on t le signe commun
des <7y..a qm* nous supposerons positifs. Pour que cette, forme so i t
détinie, nécessairement posi t ive, i 1 faut et il s u f f i t que son discmmnan t
soit positif, ce qui donne

/ ()0^\
(.6) 4(^-^^)^

/ ()n-f -• \ / ()n'-\ •' \
.- ̂  A^ (,< „,. + /„ - ̂  -^ ) ( .. 0, -,- //, - 2;, -^ ) < o.

le premier membre étant le produit du d i s c r i m i n a n L de P par
~4D- 1 . ' , •

Nous n'avons pas voulu in t rodu i re de nota t ions nouvel les , mais les
relat ions ('22) à (2,5) sont vraies pourvu que u, e et leurs dér ivéeSy les
Ûa €t leurs dérivées, les coefficients de ff1 et ce l les de leurs dérivées
qu i f iguren t dans <^, so ien t continus dans cO -1-- V, et que les dérivées
secondes de // et de ^ soient continues en tout p o i n t de cp. Si les a^
sont les coefficients d'une forme détînie positive, la cond i t i on (26)
entra ine que P est une forme déilnie posit ive.

Revenons aux hypothèses de l'énoncé. Nous a l lons prolonger les
coefficients de ^ hors de cO. Pour cela nous reprendrons les fonc-
tions Cy, de la section l i t , proportionnelles sur S à des po lynômes
en ^•1, . . . , x,,^ telles que Ïa^ ̂  I ^ c^ue ïa^a^a î^ ^oit jamais n u l ;
nous déf ini rons un changement de variables par les relations

••^a '==- q?a (^i, • • • , .̂..-i ) 4- Wa( À'I • - • î ^w-i )?

où .z-y.== cp^ est u n e représentation paramétrique de cS. Si[ .? , / /1 1 est a^sez
p e t i t , il y a correspondance hiunivoque entre (^"^ .r.j, . . ., .2^) et
( . V i , ^_», . . ., y,,,}. Supposons que cela ait lieu pour

dans toute l 'étendue de 2>,
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Soit y(.r,, . . ., .z-///) une fonction déf inie dans ip+ ̂  ̂  ayant, sur
S\ toutes ses dérivées jusqu'à l 'ordre -,»? continues (L) . II s'agit de la
prolonger hors de cDç en respectant la c o n t i n u i t é (L) des dérivées
jusqu'à l'ordre p , et de façon qu'en dehors de cD et de la région
o^^'m < ^n (en supposant -y,// > o hors de cD), celte fonc t ion se réduise
à une constante donnée ^fco). Nous remarquons que

f)o _ ,̂ <)^^-^'^
si donc les dérivées jusqu 'à l'ordre ip des fonc t ions 9^ sont c o n t i n u e s
( L ) , toutes les dérivées de ^9- par rapport à ^ i , s^, . . ., ^/,- i , jusqu 'à^/•<>'//<
l 'ordre?, sont cont inues (L). Mais, puisque Cy. ne dépend pas de ^/ / / ,
on a, si. p^ 2,

6?'2 © _ ,̂ à1^
^,=^•^<a^^^;

donc les dérivées jusqu 'à l 'ordre^ de -r-r par rapport à .y,, .y.j, . . . ;.v//^i* ^/^
sont c o n t i n u e s (L). Et ainsi de suite jusqu'à —^ dont toutes les dén-os ,^
vées jusqu'à l'ordre p par rapport à .^, .y.j, . . ., .v///- i sont aussi conti-
nues (L). Nous prendrons alors pour 9, dans la région o<^ < ^/,
un polynôme en .^/, dont les coefficients seront fonctions de s^ .y.̂  . . . ,
.s^,. Ce polynôme sera tel que, pour .^^-o, se? dérivées jusqu'à
Fordre p par rapport à s,,, coïncident avec celles de ç; pour.^== .y,//,
ce polynôme devra prendre la valeur ç(oc) et toutes ses dérivées
jusqu'à l'ordre p s 'annuleront. Il y a un polynôme de degré 2p+i et
un seul répondant à ces conditions, et il est év iden t que sa valeur en
un po in t X donné ne dépend pas des paramètres .^i , .^? - — 5 'y/// i
choisis. Toutes les dérivées d'ordre au plus égal à p de la fonction
obtenue sont continues (L), comme nous le voul ions .

Ici nous appl iquons cela aux a^a en prenant p== 2. Pour .v//, == ̂ ,
les <^a devront se réduire à un, les autres ^.^ à zéro. Si pour
^^'///-OL/. I^ polynômes du cinquième degré en .y/// auxquels nous
aboutissons sont partout les coefficients d'une forme quadratique
défîniey nécessairement positive, nous garderons défini t ivement ces
expressions pour les //a^. Sinon nous ajouterons à tous les </y,,a la
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fonction ^/(^m — A'/»)3 on ^ est une constante : cela ir'altère pas la con-
t inu i té (L ) des dérivées secondes. Le discriminant des nouveaux coef-
ficients a^^ admet des racines t toutes réelles : nous donnerons à t
une valeur égale au maximum de la plus grande racine augmenté de
un; alors les a^ sont les coefficients d^une forme quadrat ique définie
positive.

Le prolongement des 6 a se fera en prenant p === i, la valeur cons-
tante sur s,,, == s\,, étant nulle. Dans la région o << Sn, <^ s,,,, les èa seront
donc, par rapport à ̂ , des polynômes du troisième degré.

Ensuite nous choisissons des fonctions 6^ définies hors de cO et
continues ainsi que leurs dérivées, même sur ÎS. Sur 2>, on devra
avoir

/ , X- ()a^
•^=-^+1,

àx.

ô^"Sur â\ E^ -T— se réduira donc à u n e fonction connue augmentée

de IL -y— —" Si, en .prenant les — nuls sur S; l'expression (26) estt OSiti 6/.Z'Y Os/il

négative sur cS, nous les prendrons nuls. Dans le cas contraire, nous
prendrons sur S

^1 - _ ()sfit •^^^-.^^

la constante ^s'obtiendra en ajoutant un à la plus petite valeur telle
que l'expression (26) ne soit nulle part positive sur S\ Les valeurs
des fL et de leurs dérivées par rapport à s,,, étant ainsi fixées sur 2>,
nous prenons dans la région o <^m<^.y/,/ les 0^ identiques à des poly-
nômes du troisième degré en A^, à coefficients dépendant de , ^ , < s \ > , . . . ,
.î^i, de manière à les annuler ainsi que leurs dérivées pour .̂  === .y'///;
au delà, les p., seront tous nuls.

Il nous reste à prolonger c en respectant sa continuité (L). Pour
cela nous employons la méthode générale en faisant ? = o, la valeur
constante sur ^ ==^, étant désignée par — g2. Si en prenant g= i^
le premier membre de (26) est négatif dans tout l'extérieur de CD, nous
prenons ^'== i. Sinon nous obtenons g- en ajoutant un à la plus petite
valeur positive telle que le premier membre de (26) ne soit nulle part

'positif. 1 ' 1 1 1 1 . . , .' ! 1 . , - ! ! ! \ ! 1 1 1 . 1 . ! • 1 . , !
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De la sorte tous les coefficients de ^ sont prolongés de manière à
satisfaire aux condit ions du théorème 2 et de son corollaire, sauf
peut-être à la condition c<^o. De plus, nous avons des fonct ions 6^
continues hors de cO ainsi que leurs dérivées, et telles que la condition
(26) ait lieu hors de cO; ces fonct ions sont nulles à l 'extérieur d'une
certaine hypersphère.

Nous introduisons ma in t enan t une fonction y(X") , continue (L)
'dans tout l'espace, et nulle hors de cP et de la région o^Sn, <^- Si c
et le coefficient correspondant c* de l'adjointe sont partout négatifs,
/(X) sera nul partout. Sinon ' / (X) sera constant dans d) et fonction
linéaire de <?„/, dans la région o<^\, <^<» la valeur constante dans CD
s 'obtenant en ajoutant un à la p lus petite valeur telle que ni c — / ni
c * — y ne soient n u l l e part positifs (ni dans cD ni hors de <0); sur
.y^ = s^ et au delà, on prend y == o.

'/ étant ainsi déterminé, le théorème Ï nous enseigne que l'équation
(27) ^(ff}—^f/=o

possède une solution élémentaire G(X, S) s 'annulant à l ' inf ini plus
rapidement que toute puissance négative de L(X, S) et satisfaisant,
relativement à S, à l'équation ad jo in te

(-27 bis) §.Çff}—^u=o.

Nous poserons, en supposant D(A)== i (ce qui ne d iminue pas la
généralité (' )],

G'-'î^G, G^(X, S)==f 'G(X, A.)^(A)G• ("-1•(A, A)^,

l ' intégrale étant étendue à tout l'espace; puis
p ' •

G/,(X,3)===^7."-•G"'11(X.2),
n == 1 ! ! 1 1

7 .̂ ayant toujours la valeur
m / •> 1 • '1 "

.-^r(^-,).

( 1 ) II suffit pour cela, après avoir prolongé les 0^/3 et avant de passer à la suite,

de tout diviser par ^/Ï)(A'). . , , , , , ,
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Pour résDiulre le problème de Dirichleî-, pour l 'équat ion (•i) el. le
domaine cD, nous poserons, en nommant «i la fonc t ion cherchée,

/ ' / • ' / 1
( 2 8 ) u, ( X ) =..-.-- /. f p, ( A. ) G (, X, .\ ) (./VA

r^""
"--î/. / ^ i ( A ) Z [ ' G , ( X , A) ]^SA,

^'•'i

l ' intégrale d'ordre m devant être étendue à tout l'espace : i l suff î t ,
pour qu'elle ai t un sens, que p , soit, par exemple, bo rné ; p i e to- , sont
deux fonctions inconnues , p r d'un poin t de l 'espace, c^ d 'un point
de 3>. Nous désirons que l 'équation ( i ) soit sa t isfai te pa r tou t , sauf
sur $\ En remarquant que

^[ G/.( X, A :)] == À/-' ̂ ( X. ) G^ (: X, A )

et en supposant p , continu ( L), cela donne

( ^9) p, (X ) - /. f p, (A, ) ̂ ( X ) G( X, A ) ,/V\ • ^ -

- ^ A 2 f G ^ , ( A ) ^ ( ' X ) Z | 1 • G 1 2 ) ( X . A-)^/S.,-=o;»y^

tous nos calculs aiiitérieurs peuvent en effet être reprodui ts , y G jouant
le rôle de K. N o u s devons aussi écrire que sur 2>, / / i =/ i(Y), Y étant
un po in t de S? et/, u n e fonct ion donnée . Or l 'étude générale des
potent ie l s de d o u b l e couche s 'appl ique à l ' i n t ég ra le por tant sur cr, ; on
remarquera en etÏet que

G'^ ( X, S ) == 0 [ L^--^ ( X, S )] ( 2 /?, < w ), "'

et que par suite la d i scon t inu i t é de l ' in tégrale p rov i en t u n i q u e m e n t du
premier ternie G de Gi>. On a donc

. , i / / / )
( ̂  ) ^i ( V.) — î. \ o, ( .•Y ) G- ( Y, A ) ^/VA

( / / / — i , , .
- a 7 / o- i (A)Z l :Gs(Y, . \ ) ] r fS .v==/ i (Y) .

1 - • ! ! ! , ! 1 ! t--'^* . , , 1 1 ! ! !

Le système à résoudre est celui des équations (29) et (3o), ana-
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logue à celui des équat ions ("i i ) > et ( i2 1 ) de la sect ion III. Ici. encore
des i térat ions conduisent à un système analogue où le novau est borné.
L' intégrale é t endue à tout. l'espace peut ta i re douter que la théorie de
Fredholm supplique : on lève la d i f f i cu l té en remarquant ([n'étant
donnée la façon dont G s ' annule à l ' i n t ï n i el é tant donné le f a i t que /
est nu l dès que X est assez loin de 0, une invers ion nous ramène à un
système où. le champ est borné et le noyau, après itérations, c o n t i n u .
Dès lors il est plus s imple de ne pas faire cette inversion, car dans un
changement de variables les expressions qu i i n t e r v i e n n e n t dans la
théor ie de Fredholm se changent terme a te rme les unes dans les
ant res .

Nous allons remplacer l 'équat ion (3o) par une autre : dans l 'équa-
tion (29), remplaçons X par un point B de 5?, mul t ip l ions par
XG(Y, .B)^/V», intégrons dans tout l'espace, et a joutons le résultat au
premier membre de (3o) ; nous obtenons

f ' / " ' .
( 3o bu ) ^ ( y ).-......,.,- }^ p i ( . \.} G^' ( 'Y. A ) r/\ ^

^///-i,
. ••-.- ':a 7, ( A ) Z [ G, ( ̂  . A. ) ] r/S,^ = j\ ( Y ).

t//^'

Le système des équat ions (29) et (3o bu) est év idemment équivalent
à celui des équations ( ^r)) et (3o).

Considérons d 'autre part le problème de trouver, à l 'extérieur de cP,
une solut ion //.., de 1/equation ( 2 ) , s ' annu lan t à l ' i n f i n i p lus rapide-
ment que toute puissance deL(0 ,X) , et tel le que, sur &\ Z(^) =/,,(¥),
f,, é t an t une fonction c o n t i n u e donnée; c'est ce que nous nommerons
le problème de N e u m a n n extérieur pour <^ (nous sous-entendrons
même le plus souvent le mot extérieur}.

Nous poserons
/.///

//,, ( \ ) -=: — 9. /. ) 0\}-=- 9/. / p jA)G(A. , X)^(A:K/V.,

..///--i,
--- ^/. ^ a - , _ ( A . } { ^ ( A . . X)^SA.

^^

En calôulant c ] ( u ^ ) , nous aurons une expression où 2//X) sera en
facteur; noas supprimons ce facteur, quoiqu' i l soil n u l quand L(() , X)
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est assez £;rand; nous trouvons ainsi l'équation suffisante
.,(/»,

(3a) ^ p , ( X ' } — 7 , p,(A)G(A, X ) % ( À ) ^ V A

— À 2 ^ - ^(A.îG'^C.A, X)^SA=O.
t/'LS

Pour traduire la condition sur S\ nous remarquons que

, f1 ^ , (A.) iZ | -G,(A, X ) ] + © [ a ( A X ) ] l . / S A
:̂,s'

est continu même sur cS car d'une part

^^01-L°-"(X.AH
rÀr^ ^r/a

i/-^
et d'autre part les fonctions [^a(X)—rrSyŒ}] —1 et Ga donnent lieu

OX r^

à des intégrales continues. La condition sur "S dev ien t donc

(33) ^ ( Y ) - 2 À ^ \(AjZ[G(A,Y)]^(A)^ • •

- 2À ( ^,(A)Z|-a(A, Y)^/S.Y=:y,(Y).
Jy

Dans (Sa), remplaçons X par un point B de 2>, multiplions par
^Z[G(B,Y)]^(B)^,

intégrons dans tout l'espace et ajoutons le résultat à (33) :
r*\m}

(33^9) ^(Y)-^A^ p,(A)Z[G^(A,Y)]^(AyVA

• 1 ^ ^ r 1 1 o-,(A)Z[G-,(A, Y)1JS.,==y,(Y);
^ 1 1 1

cette équation remplace (33). 11 suffit maintenant de comparer les
systèmes (29) et (3o bis} d'une part, (32) et (33 bu) d'autre part : ce
sont deux systèmes associés y c'est-à-dire que si, par la transformation
connue, on les remplace chacun par une seule équation, l 'un des
noyaux se déduit de l'autre par échange des rôles des deux points.

Nous aurons encore besoin d'écrire ce qui correspond à rechange
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des rôles de ^ et de ^-. Pour le problènîe de Dirichlel relatif à <^..,
nous aurons
( 34 ) u, ( X ) === - /. f( / / / ' p 2 ( A ) G ( A, X )./ V.v

/.. ( 7 / î — l )

— 2 À / cr ,(A)©[G,(A, X)]^S.v,
t7;.s*

/,'/«)
(3 5) p , ( X ) — / . ^ p,(A)^(X)G(A:, X. )^VA,

/» (w—i)
— 2 À 2 / ^ (A- )7(X)Ô[G'^(A, X) ]^SA=O.

t/^' '
/*(/")

(^) ^(Y)—/.^ p^A^G^'CA, Y)^V.,

/,(/«—i)
- 2 À ^ Œ, { A ) © [ G, ( A. Y ) ] ,/SA. = f, ( Y } ;,

Jy

pour le problème de Neumann relatif à ^\ nous aurons
,.,<w

( ^7 ) ^ :s ( X ) == — .2 À J p, ( A. ) G (X, À ) ̂  ( A ) ̂ V..v
/,(/»-~D

— 2 Â ^ ' ^ (A)G2(X, ,A)^SA,
Jlïî

(38) • p,(X)-À^ (miP.(A.)G(X,A)x(A.)^V.

— 7 ^ 1 ^(AjG'^^X, A)^S^==o,
^^

(39), o-^Y)- 2^ f 1 / P,(A)Ô[G(^(Y,A)]%(A)^VX

- ^ [ 1 t î ' ^ (A)Ô[G, (Y, A)]^S^=^(Y).
«^^'

- Je dis que dans notre hypothèse, c'est-à-dire si le problème de
Dirichlet relatif à ^ ouf, est nul n'a que la solution zéro, ces quatre
systèmes de Fredholm ont chacun une solution et une seule. Il suffit
de démontrer que les systèmes homogènes n'ont que la solution zéro.

Prenons d'abord le système des équations (38) et (39) avec/y == o;
soit p,, 0-3 une solution. La fonction u, représentée par (37) satisfait
partout, sauf sur S\ à Téquation (i); quand X tead vers S par points

^nn, Éc. Norm., (3), XLVI, — .JUILLET 1929. ^8
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extér ieurs à o\ Q(/ / : ; ' ) s ' a n n u l e . Appl iquons a lors la fo rmule (^23) à la
région extérieure à tD (on l i m i t e d'abord celle région à une hyper-
sphère doni on fa i t e n s u i t e tendre le ravon vers l ' i n f î n i ) ; on trouve

/' /// !>/' ( ^ { ^ ( ) { ' - . <^f , \ ^1 P { { . , . ——, ——, . .. , ——— \r/\ =<>,
J \ ^•TI ^-ï'î <^i'm/

l 'intégrale étant prise dans l/extérieur de cP; donc dans cette région
//;.;=-: o. Donc, dans l ' intérieur de cO, n^ est une solut ion de (i) nu l l e
sur ??; //;.. est donc encore nu l dans cO. Par -suite 6 ( 1 u ^ ) a la mênie
valeur zéro dans les deux 'cas; donc o";; est n u l . cr:., et u:., é J a n t nu ls , i l
suffit de comparer (3^) et (38) pour voir que p:; = o. Donc si f-^ =--- o,
le système des équations (38.) et (3Q) n'a que la solut ion zéro.

Il en est donc de même pour le système associé [(35) et (36) ]; par
suite le problème de Dirichlet relatif à <^ à toujours une solut ion.

Nous pouvons même affirmer que si l'on met des fonct ions quel-
conques dans les seconds membres des équations (35 ) et (36)9 le
système est.soluble. Nous a l l o n s en profiter pour former une fonct ion
de Green. Soit p un ent ier quelconque d o n t le doub le soit supér ieur
à m; la fonct ion G,,(X, S)—//(X1 . . S) sera une fonction de- Green si.
elle s'annule quand 3 v ien t sur ̂  et si

ci [ ( { { X , El i ] ==. /./'"-11 % ( E.} G ̂ ' ' ( X. E ) . .

On doit donc poser
/.,(/^

MO) ^ ( X , Z)^— À / p(X, A ) G ( A , ^)€/\^

./^ /--11

— a / . l t ( 7 ( X , B ) @ [ G , B , S ) ' I ^ S K ,
^^ ;

, /„(///)
(4u p ' X , £ )-- A / p (X , - A j G î A , Z.)^{^.}d\:,

, , • , , ^ -̂.h , ^ 11- ;
. - —^ï2 • î r (x, l'n^rEjel^G'^B. zyi^/Sj;• . J^ 1 ' '' " " 1 1

^^^^{Z..)G^{X, ^),

r^1»)

( 4 2,) c7 ( X, 'V1'1 ) — A ^ p ( X, A ) G ( A,, Y } d \ " ^

•• , , ,' ^ , . .^m-ii ^ - - , ! ^

• ' . 1^. . . 7 ( X , B ) 0 [ G , ( B , Y)],/S^,==G^(:X, Y ) .
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Vérif ions que, par rapport à. X, •notre fonction de Green satisfait h
l 'équation (i). Si l'on applique l'opération ^ aux deux membres des
équat ions (4 . i ) et (42), on a des équations analogues où c et o" s'ont
remplacés par ^ (p) et ^(cr\ et où les seconds membres deviennent

/ /^ / (XjyîZ) ! ' '— G^~"( X, Z ) '— /.G'^X. 3)'|
et

À/ ' -^(X)G^(X. Y) .

c'est-à-dire ce que donnera ien t les fonctions — }./'-t2/J"X)'/(S)GJ7'""l ̂ X.S}
et zéro mises à, la place de c(X, S") et de c7(X, Y) dans les premiers
membres des équa t ions (40 et (4^ ); donc

^ [ p ( X . ^)"]—^—'),/l~î^{X]y^I.)G^t-ï^\. .El),
^[o-(X^ Y ) ]=o,

et par suite
( 4 3 ) ' ^ [ // ( X, 31 ) ] -=. 7.//--1 % ( X } G^ ( X, 31 ),

c'est-à-dire que notre fonction de Green satisfait aussi à l ' équat ion (i).
Montrons m a i n t e n a n t que si X vient sur 3^ la fonc t ion de Green

s 'annule ou ([lie
^(X, ^}=G^(X, 31).

Soit, pour X quelconque ,

nCX. Z)=:G^(X. Z ) — G ( X . ^ )4 - / ^ (X , Z) .

On remarque que

fi / n '
G/.(X. 31)~ G(X, 3:)==}. G^i(V< A.^( . \ )GfA, SK/V.,,

de sorte qu 'en posant

o ( X. Z ) = G// ( X, ;! ) -\- À f p ( X. A ) G ( A.. H. ) ^/Y.^ •'
. /// — i i

.4- •u^ " '7(X, Bîe i 'G^ 'CB, .S.-)]r/Siî,
J'^

ce qui entraine, d'après (^4^)»
p(X,3).=7f.S.) [p ' (X,31)—G^., . i (X,S)] , , '
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les équa t ions (4o) a (,4^) dev i ennen t

(44) i r ^ X , ^)=—ï f p ' < X , A ) % ( A ) G - ( A , E)//V.v
,1^-1,

— a À ^ cr (X, B)e[G-,(B, S)F:/SK.
tAs'

.(^:>
(45) p^X, £)— A f p^X, A ) ; / ( A ) G ( A , »L)^VA.

-, ̂ ^ f ' c r (X, ^^©[G-^'CB, S)]^SK== G(X, 2),
J'^

(46) o-(X, Yj-p^X, Y)-a), f c7(X, .B)0[G(B, Y)]^SK==O.
J:h*

L'équation (44) s'écrit aussi (//;—] )
(4.7) «ZX, 3)==G(X, S)-p / (X, E )~ -^A ^ c7(X, B)0[G(B, £)]^S,.

<'/,;-s

On veut que, si X est sur S et 3 dans rî), on ait
^(X^)==G(X,S^

et par suite
^ ( W — 1 )

(4.8) p ^X^S î^ -aÀ / ^ (7(X, B)0[G(B, £)]^SB;
^^>

si S vient sur S, cela donne l 'équation (46), quel que soit a. ïl reste
donc seulement à vérifier qu'il existe une fonction a telle qu'en la
joignant à la valeur (48) de o7, on ait une solution de l'équation (45),
qui se réduit alors à

(4.9) • - 2 À f ^(X^ecG^B, S)]^SB==G(X,.S);
J^s . ^ , ! ! ! , ; ^ ! ,

si S vient sur S>\ cela donne l'équation

(7 (X,S) - î iÀ f ' c 7 ( X , B)©[G(/B, S)]^S,i=:G(X,£).
• ' 1 ' - , ty^ 1 ! 1 1 ! . ! ^ ! ! !

Gette équation admet une solution et une seule; en effet on peut
appliquer ce qui a été fait jusqu'ici , en mettant les équations (^7)
e t ( ^ 7 & ^ ) à la place de (i) et (2), puisque l'équation (27) n'a que
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^éro comme solution nulle sur eS; or le système des équations (35)
et (36)se réduit alors à

p,(X)=o, ^(Y)-^f' c7,(À)e[G(A, Y)]^S.,==^(Y).
.-As-

ce qui prouve notre assertion. Cette fonction cr(X, S) satisfait à réc[ua-
tion (49)? car la différence des deux membres de celle-ci est une solu-
tion de (27 bu} nulle quand S vient sur 'S et par suite identiquement
nulle puisque c* ~ ^ <^ o.

A la véritéy quand 3 tend-vers le point X de S\ on sait seulement,
que la différence des deux membres de (49) est 0 [L^^'^X, S) ] (m. ̂ > 3),
ou de l'ordre d'un logarithme'si m= 3. En effet si nous nous bornons,
pour la commodité du langage, au cas m^> 3, on a

a ( X , S ) = = G ( X , 3 ) + 0 [ L — ( X , S ) ] ; .

d'autre part, d'après la formule de Green, en tenant compte de ce que
S est dans o3 et X sur Sï, on a

/» i in — l ) /i i //; — l )

G(X,S)-+-^ ! G(X,B)ô[G(B,-S)]//Sn==2A | " G(B,3)Z[G(X,B)]^Si,;
«A^ ' j'^

or le second membre est visiblement Op^-^X, 3)]. Enfin on peut
vérifier que

r1 \)\U-'-(X, B ) ]©[G(B , S)]^SB=O[L—(X, B)J.
J ^

En effet un changement de paramètres déjà employé ramène l'inté-
grale à

x,,, f 'L-^X, À)L^(0, A)d{a^ . . . , a^ )

(0 remplace X et X remplaces) étendue a une partie de a^=o; il
faut prouver que ce résultat vaut O^^ÇO, X)]. Or l'intégrale étendue
a L(X, A) < 2"-11 L(0, X) est évidemment OtL^'^O, X)]"comme pro-
duit de deux facteurs dont Fun est borné (voir § IV, démonstration du
théorème 1) et l'autre est de ce type. Dans la région

L(0 ,A)< 3-^(0, X),.
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nous avons à intégrer le produi t de deux facteurs, dont l ' u n
^.^^(X, A . ) =0[ L'-^CO. X ) ] ;

l ' in tégrale de d'antre est OfL^O^X.)], d'où CfL^ '^O, X)] comme
limitat ion de Finté^rale donnée. Dans la région

a-1 L ( 0, X )• < L ( 0, A. ) < 2 L f 0, X. ), I. ( X, A. ) > 2 --[ L ( < ï, X ;.

même calcul et même résultat que dans la précédente. E n l l n dans la
région L(0, A ^ > -2L(0;, X.\ un changement de variables montre que
l'intégrale est moindre que

/-.im •-" i i
.r//, [^-^(CL X } • L-^r V/, A ^ L ^ - ^ f ï ), A) r/{n^ . . ., n,,, ;, ),

où X^ est tel que L(0, X')^!, et où l ' in tégra le est é tendue à la
région L ( O y A "".) ^> 2 ; cette expression est moindre que

a^^/L^-^fO, X
/»ïm-- ! i

) L-^(0, A ) r / ( ^ , . , . . , ^,-.,),

l 'intégrale étant étendue à la région L ( 0 , A ) ^ > 2 et é tant par suite
constante; ce résultat est encore 0[ L''î'"m(0, X)| . Ainsi la différence
des deux membres de (49) ^st bien 0 (.[/"^(X, S)] {m^> 3).

Or un théorème de M. Zaremba ( ' ) peut s'adapter au cai? actuel : si
// est une solution de (27 bu') nul le sur S sauf peut-être en un p o i n t
P o u u = = o [ L Ï ~ " ' ) ( P y X)|, I L est ident iquement nul dans <-0. lîn e f ï e t
sur l 'hypersphère L(P, X) == p, où p est suftisamment pet i t ,

; a\ <-nG(P, X ) ,

TJ étant un nombre positif quelconque donné; donc Y i G ( P » X ) - 4 - ^
et T jG(P , X) -- ii sontpos i t i f s sur la frontière de lapar t ie de tD l imitée
par ces hypersphères, donc positifs dans toute cette partie de cO;
donc ii | << T jG(P, X) quels quesoient X et r\ ; donc n = o.

Il est donc bien démontré qu^l existe une fonction de Green,
G^(X, 2)— ^z(X^S) , solution de (i) relativement à X, de (2) relative"

( 1 ) Indiqué par M. GOCJKSAT, Cours (/^Analyse^ t. IÏI, 2e édition, p. :->o5 : il est
visible que la démonstration peut être étendue plus qa'i! n'est fait dans le texte.
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ment à S, et s ' a n n u l a n t quand un des points vient su r S. Nous pour-
rions en déduire immédia tement que les problèmes de Dirichiet pour ̂
et pour <^ sont tous deux possibles et que la solut ion esî un ique . Mais
pour ne pas a b a n d o n n e r nos systèmes de Fredholn'i, nous pouvons
nous borner à remarquer que tou te^o l i i t ion .de(2)nu l le sur 2) et ayant
ses dérivées secondes continues dans a) est n u l l e dans cO, d'après la
fo rmule de Green.-Ce.la permet de poursuivre le ra i sonnement en
échangeant les rôles de ^ et de c; : nos quatre systèmes de Fredholm
sont donc bien toujours solubles, a ins i que les problèmes correspon-
dants de Neumann et de Dirichiet, dont les solut ions sont un iques .

Le théorème est démontré, ainsi que l'existence de la fonction de
Green F(X, 31'). Cette existence étant prouvée, on peut reprendre les
calculs en prenan t ;/> c, sans s'occuper de c" : dès qu'on aura formé
la / so lu t ion élémentaire F(:X, E) de (2) qui s 'annule quand S vient
sur S, on pourra affirmer que c'est la fonction de Green, sans avoir à
vérifier ses autres propriétés.

4?
PREMIÈRE APPLICATION. — Si c<o dans d), le problème de Dirichiet

généralisé est soluhîe d'une façon unique pour ^ et pour son adjointe.

En effet.on sait qu'alors le problème à donnée nulle concernant ^
n'a que la s o l u t i o n zéro.

DEUXIÈME APPLICATION . -- Si c ̂  o dans iD.^ le problème de Dirichiet gêné'
ralùé est soluble d'une faron unique pour ^ et pour son adjointe.

En effet soit a un nombre in fé r ieur au m i n i m u m de ^., dans c0 et
soit M un nombre supérieur au maximum de \b^\a~^. La fonction
(.-^'^. ^-M-^ est posi t ive dans a) et si on la subs t i tue à la place de //
dans as le résul ta t est négatif. Donc si l'on pose

, // ^(^-^—^-^•K-, .

l ' équat ion en r est du type de la première applicat ion ( ' ).

TROISIÈME APPLiCATioiN. — Si les coefficients de S^ et le contour 'S satis-
font aux conditions p'eyuùes de régularité, il suffit pour que le problème

( 1 ) Démonstra lion inspi rée (hi cours professé par M. Picard en 1910, ainsi que la
démonstrat ion re la t ive « la troisième application.
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de Dirichlet 'pour 57 '.et pour c]. soit soluble (F une façon unique^ que la
mesure (le (S soit inférieure à une certaine limite dépendant des limites
supérieures des valeurs absolues des coefficients de ^ et des coefficients
de. continuité (L) des ^a,.s; ainsi que d^ une limite inférieure positive des
racines s du discriminant de

^^aa.^p^p^—s^y.pi,

et d^une limite supérieure de L( X, S) quand X et 3 varient dans rî).

En effet, si l'on définit li(X,3) comme dans la section III, on con-
naît des nombres positifs k et K tels que

Â'L^X, ZXHÇX^X/^ÇX., 3);
si l'on pose

K(X,A)=^[B^(X, A ) J -cl-r^X, A).

et si h est l'exposant des conditions de continuité (L) données pour
1̂  ^a/^ 0° en déduit un nombre k" tel que

|K(X, A.)\<k•'fUI••-••m\X^ A).
s; /-»i/w „'

K ^ ^ K , K^CX, ,^ )^ ^ K(X, A.).D~2(A)K1/^1^A., S)^V.^

l'intégrale étant prise dans un domaine débordant cO aussi .peu qu'on
veut, on en déduit que la série

! • H^(X,a)+^^Jt"H^(X,A)D"^A)K•-(A/S)^V,

converge et représente une fonction positive continue pourX=^= S dès
que la mesure CD de (Q est inférieure à une certaine limite dépendant
des quantités indiquées; si F(X, S) est cette série on a en outre

. - , • F(X,S)<^.L^(X,V£), • ^

l étant une constante connue. Soit alors M une constante supérieure



SUR LE PROBLÈME DE DÏHIQILET GIÏNÉIUUSE. 2'.^

au maximum de c[. Considérons les fondions r/, telles que

r " 1 ' -1

t 'o==.i, r / ^ ( X ) = : A M J F ( X , ; E ) D ^^(Z^A's:.,

On. voit que tous les ^ sont positifs et que

r,(X)< //^.. . ., P/,(X) <(j^f,

// étant une constante connue. Cette série converge donc uniformément
ni

s'icix^/' \ et si l'on pose

- r =2= i — c, 4- ... -4- i',( — . . .,
on a

/
{ln'' „1

- . 1 4 - P ( X ) = A M F(X,.E1)D ^(.El^FfE)^^^, t '>o. ^ -

D'autre part ̂ ^ satisfait a une condi t ion de Lipschitz généralisée
avec un coeff icient p ropor t ionne l à une borne supérieure de I ^ ' / J ;
donc 9 est cont inu (L) ; donc v possède des dérivées secondes COB-;^
tinues(L)et ^ • ..̂ Sï'̂

^ ( P ) — ('v ~==-—MF. /''.e'^fi' \.l•ï!i^ ;i

t ..'?' ';» ,'5i ..; -', ̂  ''^i11^1'' î

De là résulte ^(P)<;O. Donc si l'on pose / /= w% l'éqiji^én,,.^w/
satisfait aux conditions de la première application. 6^7 ^ / / /

• ^'^'/ „ 's '̂ 1 1 ,;",^%'1'1'
TïïÉOHÊME4. — Si les coefficients de @7 ^-/<? contour S|ê (̂̂ '̂7l̂ '.̂ Nb

hypothèses du théorème 3, mû^y si le problème de Dirichlet ^^^ ,̂̂ ^&
^w/r ^ admet une solution non nulle^ ; v^^"1

i ° ?7 <?7i .̂s^ rf^ même DOUJ' ̂  ;
2r chacune de ces équations admet le même nombre fini p de solutions

nulles sur 'S linéairement indépendantes;
3° siv^ ('a, . . ., (̂  sont un système de telles solutions linéairement indé-

pendantes pour of. y et si F on se donne une suite continue u clé wleurs
sur 2>, il n'existe de solution de (i ) prenant ces valeurs sur S* que si

/^--"
(5o) 1 1 u7.{v,,)dS=o ( / i== i , 2, . . . , ^ ) ,

et ces conditions sont suffisantes
Ànn. Éc.Norm., (3), XLVL — AOUT 1929. • gQ
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La première partie de renoncé est une conséquence immédiate du
théorème précédent.

Pour la deuxième partie, remarquons d'abord que, si. l 'on considère
les qua t re systèmes de Fredholm du théorème précédent, les systèmes
homogènes ont tous quatre des solutions non nulles.

En elïet soit // une solut ion non nu l l e du problème de Dir ichle t a
donnée nulle relatif à ^. Les dérivées de u sont cont inues mémesu rS
(§IV, théor. 3). Appliquons la f o r m u l e de Green à / / ( A ) et à G ^ C X ^ A )
dans la partie de cP extérieure a une'hypersphère de centre X et de ravon
i n f i n i m e n t pet i t ; il v ien t •

/.^
( ^ i ) fi'( X)==/^ j G''-^ \. A ) 7 ( A ) u ( ,\ K/V\

Ji-D

+/. f^ ' 'G, (X, V ) © [ / / ( ' \.)]^S^
-As'

pourvu que X appar t ienne à cO; si-X est extérieur à d?+ S, i lûiut^^/r)
dans le premier membre. Cela nous prouve que les fonct ions

/ l lml

p,( X ) = — ^ •-1 A j G (" X. A, }^( \ ) u ( A. ) ^VA.
^(P

(7:;( x )==-- ^ - - 'ê [ « ( X ) |.

i n t rodu i t e s dans l'expression (37), représentent zéro hors de cO et par
suite satisfont aux équations (38) el (3?) avec,/^==o. Remarquons
d'ai l leurs que p;; et o^ ne sont pas a la fois identiquement nuls, sans
quoi // (X) serait, d'après (5i), ident iquement nul , contre l'hypothèse,
Le système [(38), (39)] homogène admet donc bien une solution non
nul le .

Le même r a i s o n n e m e n t prouve qu'il en est de même du sys-
tème [(Sa), (33)] et par suite des deux systèmes associés, c'est-à-dire
que lés quatre systèmes de Fredholm homogènes ont des solutions
non nulles.

Soitp le nombre des solutions l inéairement indépendantes du sys-
tème [(38), (39)] homogène; d'après ce que nous venons de voir,
l 'équation (i) n'a pas plus de p solutions i inéai rement indépendantes
nulles sur Ï et à dérivées secondes continues en tout point de cO. Mon-
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Irons qu'il y en a exactement p. Il sut'tit pour cela de faire voir qu'à
toute solution non nulle du système ["(38), (39)] homogène correspond
par la f o r m u l e (.37) une solut ion non n u l l e •du problème deDir ich le tà
donnée nu l l e pour a7, je dis d'abord que la fonct ion ^3 représentée par
(37) est i den t i quemen t nu l l e hors de c?; en effet ^3 et ses dérivées
s'annulent. .à l ' infini, plus rapidement que toute puissance de L(0, X),
et d'autre part si X vient sur S par points extérieurs à cî\, 0(^:0 = o.
D'après (23), cela entraîne

f^ 'p/ ^ ^\l p ( // , . . . , — ^ o,
J \ ^•i dr,, /

l ' in tégra le é tant étendue à l 'extérieur de c01; donc ^3=^0 dans toute
cette région. Or //;; e s t , c o n t i n u même surcS; c'est donc dans cOy pour ^7
une solution du problème de Dirichlet à donnée nul le . Cette solut ion

•n'est pas nul le , sans quoi. ©(//:;) aurait la même valeur que X vienne
sur S par points de o> ou par points extérieurs à cO, et par suite ^3
serait nu l ; et alors, en comparant (37), où / / ;ç=o, et (38), on voit que
p;., serait nul aussi, ce qui contredit l'hypothèse.

Ainsi le problème de Dirichlet.à donnée n u l l e pour ^ a exactement
psolut ions l inéai rement indépendantes . Si y est le nombre des so lu t ions
l inéairement indépendantes du même problème pour cj, q est aussi le
nombre des solutions l inéairement indépendantes du système [(3^),
(33) j homogène. Nous allons main tenant démontrer que p •==- y.

Il suffit de mont re r que p ^ y , car en échangeant les rôles de ^ et
de c^, on aura aussi q ̂ p , donc p == y. Or q est aussi, le nombre des
solut ions l inéa i rement indépendantes du système 1(2.9)? (3o)| homo-
û?ène. Si nous prouvons q u ' a u n e solution non nu l l e de ce système cor-
respond, par la formule ( 28), une fonction u\ (X) non i d e n t i q u e m e n t
nulle dans o5y il en résultera bien que p^/- 11 rev ien t au même de
prouver que si z /^es t nul dans iP, p i et a.i sont identiquement nuls.
Posons

..///, _ ...m.,.....-n
p ( X ) ==, /. 1 p, ( À. ) G ( X. -V > d\\ -4- ^ /.^ o-, ( \. ) Z [ G^{ X, A. ) •I dS^

J " J'v)

d'où résulte.
p,( . X ) = : ^ ( X ) p ( X 5 ; '
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en suppr imant les indices de <J i et de u^ nous aurons

/ ! / / / )

( 5 ^ ) ^ ( X . ) = — À G(X, A . )^ (À jp (A)<^ \ - \

^ 'w—jh
-2/. / Z [G, (X,B) ]c r (B)^Sc.

<y^
/-.!/»1

(53 ) P ( ̂  ) — ^ J G ( X. A )^( A. ) p ( A ) ,/V.v
/.,//<,-!,

-^^ Z f G12 ' ( X.B ) ] cr ( B ) ,/SB -==- o,
^^

,.(/7l)

(•^l o - (Y) - / . y G(Y,A)%( . . \ )p (A) , / \ ' \
^ i / / / .—] . )

- a -À / Z [ G-, ( Y, B ) ] a ( B ) ̂  =o .
' ^ ' ^

La comparaison de (52) et (53) donne, u(X) étant nul dans CD,

X (m.—ï]

F ( X ) = — a 7. Z 1- G ( X, B ) ] o- ( B ) rfS,,,
'

pourvu que X appart ienne à cî); reportons cette valeur dans (5a), il
vient

/ f W — l )

Z[G(X, B)]a(B)^Sn==o,
^

si X est dans d3. Si X vient en un point Y de â\ cela donne
^(m.—i)

G T ( Y ) - 3 / . < Z[G:(Y,B) ]^(B)^SH==O.
^^

Or le système qui correspond à [(53), (54)) pour ^(u)-^ju se
réduit à l 'équation ci-dessus en a jointe à p == o. D'après le théorème 3,
on a donc

(7==0.

D'après (53), on a dans tout l'espace
^W)

p ( X ) ~ - À j - G(X,A)%(A)p(A. )^V^=o.
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il satisfait donc dans tout l'espace à Inéquation ^(^'") ==o; comme u,
nul dans C^y s'annule à l ' inf in i , ainsi que ses dérivées^ de façon expo-
nentiel le, il est nul dans tout l'espace d'après (23 ) et (26); par consé-
quent, dans tout l'espace,

p(X)==o.

Il est donc bien démontré que si p i et G-) ne sont pas tous deux iden-
tiquement nuls , /./( n'est pas ident iquement nul . Donc? == y.

La deuxième partie du théorème étant démontrée, passons à la troi-
sième. Soit S7 une multiplicité située dans l'Detse réduisant à S quand
un certain- paramètre dont dépend ' S 1 tend vers zéro ; par exemple 2^ est
le lieu des points de €0 situés à la distance o de S. Si / /es t une solution
de ( i) dans cD, prenant sur 'S une suite continue de valeurs, on a

/»im~li

j |>Z'(r/j— F,,eO)]^S:

Faisons tendre o vers zéro. On a Vn= 0 (o), car <^ est nu l sur S et a
des dérivées continues même sur S (§IV, théor. 3). D'autre part
©(//)== <9(o~1) (§ IV, théor. 1). A la l imite, on a donc les conditions
nécessaires (5o).

Je dis que ces condit ions sont suffisantes. En effet pour que le sys-
tème [(29), (3o)], où f\ est une fonction continue quelconque, soit
soluble, il faut et il suffit que

f /,(Y)cr,(Y)^Sy=o,
J'§

(p4? ^) étant un système quelconque de fonctions satisfaisant au sys-
tème [(32), (33)] homogène. Mais on a v u i l y a u n instantque a.,, n'est
autre, à un facteur constant près, que Z(^). L'ensemble des condi-
tions (5o) est donc suffisant pour que u existe. L'expression (28), où
(pi , c^) est une solution quelconque de [(29), (3o)], nous donne toutes
les solutions d'après la seconde partie du théorème.

Le théorème est démontré . Sa démonstration et celle du précédent
nous prouvent que la résolution du problème de Dirichlet pour f? est
entièrement équivalente à celle du système [(29), (3o)].
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Les condit ions (5o) s'écrivent

r '/"" ' 1 ' 1 -) • ,
f u ( \: ) ly o,ny ^ ^-fi- OT^/S =0;

J ' " ' " ' ^''•j

on les a donc immédiatement , dès que l'on c o n n a î t v^ r^ . . ., v^ .

Remarque. — Si l'on cherche u n e - s o l u t i o n de
;7 ( // ) == f( X )

ayant ses dérivées secondes continues en tou t point de a), et se rédui-
sant ày, ( Y ) sur ' S , la formale de Green nous donne les condit ions
nécessaires

/•i(w)
( 5 5 ) f / ( X ) ^,,(X)f/\\

Ju)
/»('/«•••"• 1 i .

-F 1 ./', (^ Y ? Z [ r// ( Y ) I ̂ /S y == o ( n = i, ->., . . ., p ).
»yy

Cesp condi t ions sont aussi suffisantes. En effet il faut don nercomnw
second membre à l 'équation (2<) ) / (X) , et à l 'équat ion ( 3o bis)

^tfH)

. A ( Y ) ~ i - 7 J / ( S i ) G ( Y . B)./\'n.

l ' intégrale étant é t endue à tout l'espace ; /(B) est prolongé hors dec^ de
façon arbitraire. Si l 'on i n t r o d u i t une solution (c^ ^) du système
homogène [(32), (33 bis) \ et la fonc t ion- /^ donnée par ( 3ï), fonct ion
qui est n u l l e hors de a) et qui coïncide dans cD avec l 'un que lcQîK|ne
des f / / , les c o n d i t i o n s nécessaires et suff isantes de solubi l i té s o n f y
d'après la théorie de Fredhoiffî ,

(56 ) j / (X)pax^Vx

' ^ f [/« (Y) + ̂  ( G- (Y, B)/( B) d\^ <7,(Y) ^Sy=: o. ' .
• J y J

Or ^.(Y) = —^Zl^T)] , ' l e s dérivées correspondant aux valeurs
intérieures à cD; d 'autre part

^,n'.. I,

. : // ^ (X, ) -(- -•* p, (1 X} == — '̂ À j a,,;. ( A. j G- ( A, X ) <^SA
«y^"

=/./ G(.\,\)Z[y.,,(A)]rfS.,,
, . «/'..S' . • 1 . 1 1 . ' ^ ' ! ! \ , ! ! - ! ' 1 1 ' 1
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Sî X est extérieur à o\ u, et le second membre sont nuls; donc p.,==o.
Si X fait partie de cD, on trouve ? , ( ,X)= '—^(X'"L On voit a ins i , en
remplaçan t / / - , par ç« et en intervertissant deux intégrat ions, que les
condi t ions ( 56 ) sont ident iques aux condit ions { 55).

VI.

SoitF(pij,p,,^ . ..,?//,,„,; p,, p.,, . . ., p^; u; .r,, .z^, ...,^)ou
l • i , m •- '• <•* . " i fîi ( ^t ~r - î )plus s i m p l e m e n t r (pa.^px; ^; .x^) une l 'onction de ————— 4- '2m4-1

variables (pa^=,p;j,a)- On posera

_ âF ^ _ i ^F - ,^^ _ ^ . . <^^
', ^ „i (' ̂  a, a — ~>——— ? ^ x. ''J — ~" ~t——— ^ ^ -/-: ^ ^ ' ) a — ~ T 5 1 ^ ' '—-: ~\— *

^/^.,a ' ^ /^x.y ^/^ ^//

Supposons qu 'une fonct ion il soit solut ion de

/ . -^ . ^/ ^ ï " ^{{
( ^ ) ^ ( / / ) = = : b -————— ; -——; ( ( ; ./•a I == 0 ;

• • \ ^.^'a ()-r^ ^./"a

la f o n c t i o n ^ est supposée cont inue, ainsi que ses dérivées jusqu'au
second ordre, en tout point d 'un domaine ouvert 0\ et l'on suppose
que F, les a^^, les A^et.c sont foncfc ions cont inues des 2~1 (m,2 4- bm +2)
argumen t s dans un champ (? comprenant à son in té r ieur l 'ensemble
des systèmes.de valeurs de A' , , .. ., .r^, u et des dérivées premières et
secondes de // quand (.ri, . . ., ,2^) varie dans cP. On dira que l'équa-
t ion (2) est de type e l l i p t i q u e re la t ivement à // dans le domaine (.0 si
en tout point de ce domaine la forme quadratique S^yû^;^^ est
définie. Nous supposerons une fois pour toutes qu'elle est définie posi-
tive, ce qui ne d i m i n u e pas la généralité.

THÉORÈME 1 . — On suppose que deins C les dérivées partielle!! de F jus-
qu^à r ordre q par rapport aux 2 ' (m2 4- 5.w + '-î) arguments sçnt con-
tinues ( 'L ) ; s i ( / = - i ^ nous admettons en outre que les dérivées partielles
des a^^ par rapport aux mêmes arguments sont continues {I/). Nous sup-
posons enfin que les dérivées secondes de u^ ainsi que celles de ses déniées
troisièmes qui sont des dérivées de dérivées secondes figurant dans les, ̂ 3,
sont continues (L} dans (.0. Alors toutes les dérivées partielles jusqu à
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l'ordre q 4- 2 rf^ u par rapport à ,z^, .r̂  . . ., x,^ sont continues (L) rfrm.?
tout domaine fermé intérieur à cD.

En effet soit y (X) lîne que lconque des dérivées 'premières de u.
Dans le cas où les dérivées troisièmes existent et sont con t inues , on
peut écrire
( 3 ) ^3^ . ? ==/(X),WÂ^(/,r^

/'(X.) el les 0^3 étant des f o n c t i o n s de X connues si l'on conna î t seu-
l e m e n t ^ et ses dérivées premières et secondes;/'(X.) et les dérivées
des âa,y sont continus (L).

Soit cOi un domaine ouvert situé dans cî>, a insi que sa f ront iè re S\ ;
iP, et eSi satisfont aux hypothèses de la section III; ce sont par exemple
l ' intér ieur et le contour d'une hypersphère de rayon assez petit . En
reprenant les notat ions de la section III, appliquées à l 'équation (3)
en CD, on aura, si les dérivées troisièmes de u sont cont inues ,

p. ' / / / . ) g— m f V \
(^ 9 ( X ) = = - À / ]S^-(X,S)-^4^./V2

JCD, ^ D ( E )

_,,T' / /~'1-^^Z[H(X,S;7.)]./S3:, ,

oL étant un domaine débordant quelque peu cDi ; l 'opération Z est
déf inie c o m m e / d a n s la section V (théorème 3), en prenant

w)-^-'-
En désignant par/'i(Y) les valeurs de o surs, ,

(5) p(X,) -À r •K(X^)-^^dV^
JCQ, . V^(S) , •

_2À/^ F l'-oi^z[K'^-l)(x,,a;;?)]^s^==/'fX),
y^ vi->(S) ' . , ' ,

r'^ Ir̂  ^r '="^
(6) • • cr(Y)-}.7 H ^ (Y,,S)-^4^Vs. , , -

. JCD, , V-'I>(3) .
(m-lj /^. , ^

- .A / - -A__^Z|:H(Y,£;/>)]./SS=^(Y). 1 /
\ , ^ . J^, V/D(A)
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' Or si l'on considère, dans les équations (4) à (61), CD, p et, a comme
les i n c o n n u e s , les données ne font i n t e rven i r que les dérivées de //
qui fleurent dans l 'énoncé, pourvu que celles-ci soient con t inues (L).
Même sans savoir si toutes les dérivées troisièmes de n existent, on est
certain que le système esfcsoluble sio^i estassez pet i t ; je dis q u e o ( X )
représente encore dans ce cas la dérivée première considérée.

Pour le montrer, nous considérons (i comme 'limite d'une su i te de
polynômes unifomiérnent convergente a ins i que les suites de toutes
les dérivées jusqu'au second ordre et que les suites de celles des
dérivées troisièmes dont parle l 'énoncé, ces dérivées troisiènies et
toutes les dérivées secondes satisfaisant à une même condi t ion de
Lipschitz généralisée, de même exposant que la condition, à laquelle
satisfont les dérivées correspondantes de u. Si l 'on désigne par r un
de ces polynômes, la fonction v pourra être obtenue par un système tel
que ce lu i des équa t ions (4) à ('6), car ^l^ à des dérivées de tout ordre;
H(X, 3), K(X, S"), H(X, S; p } , /(X,), ./.< (Y) sont fo rmés à l'aide de v
au l ieu de //. Quand r tend vers fiy la s o l u t i o n [o(X), p(X"), cr(Y') du
système tend uniformément vers une l imi te ; en effet , / ' (X) et/'i (Y)
tendent uniformément vers des l imites, etj'on peut démontrer ( ^ )
qu'il en est de même pour p, or et y : po^eiK^^^^ que

- ! ^ ^_^-s(^ S)K(X, E]^'^^
Y^ï^V •':l^ll^;rt'„. ' ' -"iil* : 1 .'

tend un i formément vers une limite, ainsi'qye;,^ ''̂  '- . ' • '••11,

V-P^ÇX, ̂ )K^{X.^). (.o1^^^^^^^

et que les K^(X, Ë) si p>m, et que les V^-Ç^Ê^ S;^);
puis on passe au noyau résolvant, mult ipl ié par ^"^(X, S), pour
lequel il y a encore convergence un i fo rme . Ainsi ç('X ") tend uniformé-
ment vers une l i m i t e qui dès lors ne peut éire que la dérivée consi-
dérée de ?/, et l'on voit que le système (4) à (6) est encore valide à la
limite. Mais alors (voir§ III) les dérivées secondes de ç» .existent, et
sont con t inues (L) dans tout domaine fermé intér ieur à 0)1. Donc les
dérivées troisièmes de u existent et sont continues (L) dans tout

( 1 ) Comme dans D., p. 83 à 86 et p. in.
An n.Éc. Norm., (3), XLVL — AOUT 1929. 3o
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domaine fermé i n t é r i e u r h d^,, donc dans tout , d o m a i n e fermé in té r ieur
à lO.

Si ^2, il faut cont inuer le r a i sonnemen t . Supposons que les déri-
vées d'ordre n(3^n. < y-+- 2) soient continues ( L") d ans tout doma ine
terme i n t é r i e u r à a), je dis qu ' i l eîrest de même de celles d'ordre 7?. 4- i.
Pour cela nous remarquons que, dans l 'hypothèse où les dérivées
d'ordre n + i existent, on. peu t , en dé r ivan t n — i fois l ' équa t ion ( 2 ),
obtenir une équat ion telle que (3'), où ç désigne m a i n t e n a n t une
dérivée d'ordre n — ï , et où /(X), qui ne dépend, que des'dérivées de //
jusqu'à l 'ordre n, e&t continu ( I . ) . On peut de nouveau écrire les équa-
tions ^ 4 ) ^ ( ^ ) ) et l'on démontre comme ci-dessus-qu'elles sont valides
indépendamment de l'existence des dérivées d'ordre n + i ; mais alors
on conclut de ces équations que les dérivées d 'ordre n+ i existent et
sont continues (L) dans tout domaine fermé in tér ieur à d?.

THÉORÈME 2. — Soit 'S la frontière du domaine borné ouverl <-D, les
coordonnées des points de 5> pouvcint's^exprimer par (les fonctions de
m—ï paramètre s-dont les déterminants fonctionnels ne peuvent s'an-
nuler ensemble et dont les dérivées j u s ( j u ' ) à rordre q + 2(y^6) existent
et sont continaes (L). On admet que les hypothèses du théorème i sont
remplies pour cette valeur de q y et que, si ^==6, les dérivées sixièmes
des a^^ par rapport aux /^p? pa. ^ ^a sor^ continues (L); enfin on
suppose que u et ses dérivées jusqu'au huitième ordre sont continus même.
sur "S et (fue les dérivées d'ordre y + 2 des valeurs de u sur S? par rapport
aux m—ï. paramètres des points de Ï> existent et sont continues (L).
Alors les dérivées de u jusque à V ordre q +2 sont continues (L) dans
co+^.

Il suffît de démontrer le théorème pour une partie de '§ avant à son
in té r i eu r .un point arbitraire. Nous ferons un changement de-variables
remplaçant cette part ie de 5? par <r^== o et amenan t le point considéré
a l'origine, les fonctions qui définissent le changement ayant leurs
dérivées d 'ordre y 4- 2 cont inues ( L ) . Ensui te nous remplacerons cD
par le même domaine qu'au début de la sectionTV, de. façon à pouvoir
appliquer la méthode de la section III .

•Il résulte .de l 'énoncé, que les ay,^,. considérés 'comme fonctions
composées de x^ x^ . . .9 x^y ont leurs dérivées •sixièmes •cont inues



SUR LE PS10BLÈME DE ÎÏÎRICîÏLET G É N É R A L I S E . 2,"K)

même sur S?. En procédant comme au théorème 3 de la' section V, on
peut prolonger hors de lO ces fondions ̂ ^ de .r:^ . . ., ,r,̂  de façon
à respecter la c o n t i n u i t é de leurs dérivées jusqu'au troisième, ordre.
Le prolongement se. fera à. l 'aide de polynômes en ..r̂  du troisième
degré au plus , à coefficients fonct ions de .zv, . ' .. ' , 'r^-^ ; on arrêtera le
prolongement à une surface assez vois ine de ï> pour que les ûy,^ so ien t
toujours les coefficients d 'une forme quadratique définie posi t ive; i l
n'est pas nécessaire ici que les a.y,^ p rennent des valeurs données sur
la surface l imite .

Remarquons qu'il suflit de démontrer l 'existence et ta c o n t i n u i t é (L)
de celles des dérivées de u qui r é su l t en t d'au plus une dérivation par
rapport à x,,, et d'un nombre quelconque "de dérivations par rapport
aux autres variables : car l 'équat ion ("2) elle-même permet d'étendre
la propriété à toutes les dérivées, jusqu'à l 'ordre y+i bien entendu.

Montrons d'abord que les dérivées du hu i t i ème ordre de u sont con-
tinues (L). Pour cela, nous dérivons sept fois l 'équation (2), aucune
des dérivat ions n 'é tant faite par rapport à Xm. Nous pourrons écrire les
équations (4) à (6), d?a débordant quelque peu d? et eS,i coïncidant
avec 2->; y(X) sera une dérivée septième de u, aucune dérivation n 'é tant
la i te par rapport à .z^; /"(X), dépend des dérivées de ^jusqu 'au hui-
t ième ordre et est donc continu (on le prolonge dans (D^ en respectant
la continui té) ; ,/i(Y) est la valeur de ç sur â\ c'est-à-dire, sur la
partie1 ,x/"//,,== o de cette mul t ip l ic i té , une dérivée septième de la sui te
des valeurs données de u^ /^(Y) a donc des dérivées cont inues (L).
Do.nc (§ IV, théorème 3) toutes les dérivées de 9 sont continues (L).
Donc toutes le's dérivées hui t ièmes de u sont continues (L).

No'us sommes maintenant certains que les fonctions ciy^^ de x^ . . .y
x,)^ prolongées dans tD^ de la façon indiquée, ont leurs dérivées troi-
sièmes cont inues (L). Cela va permettre d'appliquer le théorème 4 •de .
la section IV1.

Supposons établi, que les dérivées d'ordre n de u sont continues
(L) (8^n<^ y + 2 ) . Montrons que les dérivées ^d'ordre 7^4-1 sont
cont inues (L). Pour cela nous dérivons n—ï fois l 'équation ( 2 ) ^
aucune dérivation n'étant faite par rapport à .2 .̂ Cela. permet d e -
récrire les équations (4) à (^h ? étant main tenant une dérivée
d'ordre n — ï de u; /(X) dépend des dérivées jusqu'à l'ordre n et est
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par suite continu (L) clans dO : on le prolonge dans ^2 de façon à res-
pecter cette continuité (L ) ; / i (Y) 'désigne une dérivée d'ordre n des
valeurs prises par u sur S, et a par suite des dérivées secondes conti-
nues (L).. Les dérivées secondes de cp sont donc con t inues (L) (§ IV,
théorème 4) et par suite toutes les dérivées d'ordre n + i de u sont
continues (L). Si TI+ i < ç+ 2^ il convient d'ajouter que/(X) a des
dérivées continues eiy,i(Y) des dérivées t rois ièmes cont inues; on a
donc pour l'exposant de con t inu i t é (L) des dérivées d^ordre n-}-ï un
nombre aussi peu infér ieur à un qu 'on veut. Si n+ î'^q-^-^, on sait
seulement que/^Y) a des dérivées secondes con t inues (L) ; on cons-
tatera que l'exposant de continui té (L) des dérivées d'ordre < y + 2 deu
est le même que l 'exposant correspondant pour la suite des valeurs
données sur S, pourvu que ce dernier soit au plus égal à celui des
dérivées d'ordre ' q-\-i des coordonnées des points de 'S et inférieur
à un.

THÉORÈME 3. -— Supposons'que la frontière S du domaine (D satisfasse
aux mêmes hypothèses que dans le théorème 2, avec q = 6. Nous consi-
dérons r équation de type elliptique^ dépendant d'un paramètre t^

( 7 ) ^ ( U ) == F (/?a.? ; Pa ; U ; ^a ; t) ̂  0-

Pouro^t^t', F et ses dérivées jusqu'au huitième ordre par rapport aux
pa,^ pa? Uf x^ sont supposées continues (L) dans C par rapport à ces
variables, et continues par rapport à l'ensemble de ces variables et de t.
Pour t=.o on suppose connue une solution u === u^ de r équation (7) dont
les dérivées huitièmes sont continues dans (D + 2>. On se donne une fonc-
tion o(^; ^i ; ̂ 2, . . ., trn-i ) de t et des paramètres des points de S dont les
dérivées jusqu'au huitième ordre par rapport à t^ t^y . . ., ^,__, sont, ainsi
que ©, continues (L) par rapport à ces variables et continues par rapport
à rensemble de ces variables et de t; on suppose que ç(o; t^ . . ., ̂ -i)
représente les valeurs de ii^ sur^S. On suppose enfin que T équation

<8) ' ^a^^^^

où les a^p, &a, c sont calculéspar les formules (i) pour 11=11^^ t=:o,
n^a pas, dans (.9, diantre solution nulle sur "§ que la solution ^éro. Mors,
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dès que t est assez petite il existe une solution, u (,y,, . . ., x^n ; t} de l'équa-
tion ( 7 \ continue par rapport à F ensemble des variables y se réduisant à ii.^
pour t==o et prenant sur 'S les valeurs o (t ; t^ . . . „ î^^ ) ; cette solution u
est unique.

Pour le démontrer, nous formerons par approximations successives
^, ^ i , . . ., u,^ . . . la solution annoncée. Soient ciy,^^ ^a^y <^,? ̂  q^6
deviennent ^a^, b^y c quand on y remplace u et ses dérivées par Un et
ses dérivées; ce sont des fonctions de x ^ , . . . y ̂ , î.

D'après le théorème 2, les dérivées huitièmes de UQ sont conti-
nues (L). Donc les dérivées sixièmes des ^a.^o? éa ,o? ^o par rapport
à.y.i, . . ., x,,, sont. fonctions continues (L) de ces variables, et fonc-
tions continues de l'ensemble de ces variables et de t. Nous pouvons
les prolonger-hors de cO .en respectant la continui té (L) des dérivées
jusqu'au troisième ordre, qui devront en outre être continues par rap-
port à .z^i, . . ., ,z',,,, t. Pour cela nous introduironSy comme précédem-
ment, le paramètre tn, nul sur S\ et nous emploierons des polynômes
du troisième degré en t^ à coefficients dépendant de t, t ] , . .., trn-^
Nous limiterons le domaine cî); débordant cO, dont nous nous servi-
rons, a une multiplicité t^== t^ telle que, dans 0)15 la forme quadra-
tique" Sa,3^0,3,o-^a^^ soit définie positive quel que soit t. Tant que
u — u^ et ses dérivées jusqu'au huitième ordre resteront suffisamment
petits en valeur absolue, Sa^^a,^^ sera, dans C0\, une forme définie
positive, les a^ étant prolongés comme les âta^,u-

On calculera alors une fonction Ày, se réduisant sur 2> à

0(^ ; ^. . . ., t,n-i) — ©(.0; t^ . . ., ^-1).

et telle que

„ 6^/4 v / ^o 1 r( (^UQ ^t A(^ la^<5^+la^o^^c()^o=-^

Cette fonction //o existe certainement si t est assez petit, car quand t
tend vers zéro, les coefficients et leurs dérivées jusqu'au sixième ordre
par rapport à x^ . . ., x,n tendent uniformément vers les fonctions
correspondantes relatives à l'équation (8). Si l'on prolonge ces coef-
ficients comme au théorème 3 de la section Vêt qu'on détermine en
même temps les fonc t ions 6 < , 0,, .. ., Q,n et y, comme il a été expliqué,
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la foeclio.n G ( X ^ 3) et ses dérivées dépendront, con t inûmen t de t, et par
suite il en sera de morne de la fonct ion délerrnmante du système | (2()),
(3o)j (§V)aprèsim nombre d'i térations suffisant pour rendre le noyau
continu. Or, cette fonct ion dé terminante , pour un nombre d ' i térat ions
convenablement choisi, n'est pas nu l l e pour l 'équat ion (8) (§ V, théo-
rème^) ; elle n'est donc pas n u l l e non p l u s pour l ' équat ion (9'). On
posera alors

Ensu i t e^ d ' u n e façon générale, ayant / ^ ( n > i 1 ) , on déterminera par
l'équation

^ à1 l i n , ^ . ( ) i i n ( ^K^ 0 ( 1 , , \
( î û ) 2-a.y^a,^,//, -,———,—— ~t- ^y.fb..n^—— -1- ^/^==— r -———.——; .——; / / / / ; ̂  ; / l

' d/'y. ().ï'^ W^ \()j'y^(^ï'^ Wy. )

uoe fonction h,, n u l l e sur ??, ayant ses dérivées secondes conlinues
dans i0. Cette l 'onction existera et sera compléteiïienfc déterminée si
UQ—u,, et ses dérivées jusqu 'au hui t ième ordre'sont assez voisines de
zéro. On posera enfin , ' -

( " I î Kn.,-1 =f/n 4- / / / / .

II s'agit de prouver que si t est assex pe t i t , ces calculs peuventétre
poursuivis indéf in iment et que u,, a une limite u satisfaisant aux^con-
di t ions voulues.

Soit M/, une l i m i t e supérieure des valeurs absolues de h,, et de ses
dérivées des hui t premiers ordres; M/, est en outre au moins é^al au
coefficient de cont inu i té ("L") des dérivées huit ièmes, l'exposant cor-
respondant é tan te ; M./,, est une fonction de t. ,Je dis que ,les valeurs •
absolues du' second membre de (io111) et de ses dérivées jusqu'au sixième
ordre, a insi que le coefficient de cont inui té ( L ) des dérivées sixièmes,
sont inférieurs au produit de M^_., par une constante.

D'une façon générale, soit <î>(u^ ^ W) une fonction d 'un nombre
quelconque de variables, continue ainsi que ^ ses dérivées partiel les
jusqu'à l'ordre^ ̂ 2 ; les dérivées d'ordre p sont continues ("L") d'expo-
sant ^. On yremplace u, t 'y w par des ' fo-nct ions d^un1 nombre quel-
conque de'variables admettant des dérivées d'ordrep — ^ continues (L)
d'exposanfc'y. Eniio on. détermine d'autres fonction s w,w, w\ dont
les'dérivées d ' o r d r e p — ^ sont con t inues (L) d'exposant f / y e t q u i sont
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telles que
G'^(ff. ('. tr") o^ 4- G\ , ( / / , F. n'>or 4- G\\,(.^. r. H"! w--r-1— G(^. i\ «'

ou avec la no ta t ion d i l î e ren l i e l i e
oG( / / . r. n') r̂ r. • — G ( / / , (", u').

Si M est une limite supérieure des valeurs absolues ou, w, w e t^ de
leurs dérivées jusqu'à l 'ordre JD -- 2, a ins i que du coeff icient de c o n t i -
nu i té (L) de ces dernières, la fomiule de Taylor

(}( // 4- Qf/^ i? ,,!„. r j { \ n:,- -4- on' )

== G ( ( f . c. n' ) 4- o'G' ( //. ( 1 1 ' . (r 5

• ! - -4- «. o'^Gt ^ -4- '9 ̂ ^. r -r- ^ oî'', ir — r ' ) ^\v"} ( o < /) <: î )
a " ! ^ ' ' 1

prouve que
| G( // 4- o// . i-'-i" OP. tr 4~ Otr ) ' << /iM'2.

k dépendant d e s l i r n i t e s supérieures des valeurs absolues des dérivées
secondes de G, mais non de M si M est assez petit. Sijo == '2, je dis
qu'en outre G("^ 4- îu, 1-4- o^, w + ow") est cont inu ( L). En elFet, don-
nons" aux variables indépendantes dont dépendent //., ^ ir deux sys-
tèmes de valeurs; soit r la d-istance des po in t s correspondants; dési-1

gnons par le symbole à l 'accroissenient d'une fonction quelconque
quand on passe du premier système de'valeurs au second. Nous appli-
quons la formule de Taylor à la fonction iG{u, r, in- ') des variables
//, c, <ÏV// ,+A^, i '+Â<\ u' 4- Ai ï^ qui reçoivent les accroissements
ïu, w, . . ., o((r4-Aii ' ) :

AG(^ •— o//', P -4" o'»'. (r 4- w)

== - à. ô2 G ( { i -i- 0 ou. î ' -'•"• ^ or. ir --r- r} w1} (o << '9 << IL.
' '.•>

le nombre 0 n'étant pas le même que p lus haut. Or le second membre
peut s'écrire

- ô/(2 â^G"ff-~( f/ -4- 0 o//. r -— (.) or, n' —•0 on' )
0. , 1 1 1 , , ! ,

4- ou ô p A G Ï / p ^ / / 4- 0 Off. î 1 ' 4-- r} OF. (r4- 6'^n')4-. . .4- ;- [ i off 4- o A / / ) ^ - — o/^j

X G^f// 4- AY/ 4- ç) oi f/ 41- A// ). .... n1' 4" An'' --r- ^o( t i ' 4~ A^1 ')] -4. • . — ,
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Or u-}- 60^ reçoit, raccroissement A(^.-(-0 G//.), moindre en valeur
absolue que kr'^ k é t a n i supérieur à la somme de M et du coefficient
de cont inu i té (L) de u : c'est donc une. constante si M est assez peti t .
La première ligne est donc moindre en valeur absolue que /iMPr^, en
con t inuan t à nommer k n'importe quelle constante indépendante de M,
et de r. Dans la seconde l igne^ on écrit

( ô// -i- oA'u )'1 — of^.= oA//. o( il -r- A// ) -4- ou ÔA^,

(on. -4- o A ^ ) ( o ^ — OÀP) — ou or =-•=: o^n o( c 1— AP ) -i~ ô^ôAc ;

remarquons que [w 5 \o(u-+àu)\, o( r4-Â<--) | sont inférieurs à M,
et que oAu\ e t j o A p sont inférieurs à M/^ : nous voyons que celle
seconde l igne a une limitation À'M'V^ qu'on peut remplacer par
Z-M2^ puisque p-^ i .

On à donc
j A G (//, + off. F ~h QP, i.r 4- o t ï ' ) i «< /t'M.^rt-1-^,

comme nous l 'avions a n n o n c é e
. Si m a i n t e n a n t p > 2, on remarque que, x é tan t une des variables
dont dépendent n, (^ w,

^/ / v -. ^ ( l r^ t ^àw -,„ ôfi ^tT/<( «, r. (r) o — -)~ . . . -h U-,,.(//.. P, n- ) o "— ")-- (ï^( i ( . F. ^/) •-— ou
W ! ' 'B <7.Z' . '•1 ' ' • ^.^î

, r^ / • /^//' ••- • ^ç' •> \ r>n ^v ^-4- U//,,(^, ^ (T' ) —~.o(7 -4- ——o^ M-. . .•4-- G,,. ^, t\ (D——rm'\^' ^^ / / àx
r.r ! . au /-,/ , • ÔV ' ,.,, , ()\V•==.— l.r//( //, ^, w} -- — (,'x-,, ( / / . c. iv'i — — (j ( //, p. ir) —•

0^ 1 ' ' 1 <7.̂ ' -, - - ,̂

T p i • ^ ^ ^ ^ OU ^ 6?C \ ^(ï' . . , ,Les tondions o^ o^, OÏT^ 0-y-.? o—, o - — j o u e n t donc pour le seconds
membre le même rôle que o^, w, w pour — QÇu, 9, ^y1). Tout ce que
nous venons de dire s 'applique donc, et l'on voit qu'on peut répéter
le ra isonnement jusqu'aux dérivées d'ordre^ — 2; celles-ci fiont donc
cont inues (L) d'exposant [-u/, et leur coefficient de cont inui té (L) ainsi
que les vate.urs absolues de G{u 4- ïu., y ~i- 01', w -4- w) et de ses
dérivées jusqu'à l'ordre p — 2 sont moindres que kM2.

Ici en désignant par [M l 'exposant de c o n t i n u i t é (L) des dérivées
huitièmes de F par rapport aux^a,^,,^ ^? «^a? on voit que .

p/ à^Un àUn .\

\()X^ÔX^ ÔX^11^ x y ' \ l )
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et ses dérivées complètes par rapport à ^,, . . ., x,^ jusqu'au, sixième
ordre, sont en valeur absolue moindres que ^-M;^ ; les dérivées
sixièmes sont continues (L) d'exposant a y/,.....,, et de coefficient Â-M;^ ;
'k désigne n'importe quelle quanti té qu'on peut laisser constante tant
que t, u^ — ///, et ses dérivées jusqu'au hui t ième ordre et le coefficient
de continuité (L) de ces dernières restent assez voisins de zéro.

Dans ces conditions (§ V, théorème 3), h.n existe; sa valeur absolue-
est moindre que /iM^,. Puis (§ IV, théorèmes '2, 3, 4) les dérivées

'premières et secondes de h,, sont continues même sur "S et leurs valeurs
absolues sont moindres que ^-M;;_;; en dérivant jusqu'à cinq fois
l 'équation (10), on voit (§ IV, théorème 4) q u ' i l en est de même des
dérivées de hn jusqu'au septième ordre. A l'aide d'une sixième déri-
vation-de l 'équation (10), on constate (§ IV, théorème 4, application
finale) que les dérivées hu i t i èmes de /^ sont continues (L) d'ex-
posant ^y/^i(i-+- aç'/,_iy"1, pourvu que ;J-y/^i soit inférieur au coef-
ficient de continuité (L) des dérivées huitièmes des coordonnées des
points de S; les valeurs absolues des dérivées hui t ièmes de //,/, sont
moindres que /•M^,,,^^^,)-1 et leur coefficient de continuité (L)
moindre que ^M2^., (;J-^_,)-3. D'ailleurs,^ e-st indépendant de n, et
l'on peut donc confondre kur1 et k[Li^...,€r^''''''k^^^ que ç^i est
assez petit, . \ ?&l•t^ll'•i]ill'•;ll^l:l'JI••l--. „ ""1111 <A^•1::-
( ï ^ ) 9^= P•^--ll(I -î- ^̂ c)1""111;'1^ ff^>., 1"1"111-. <-:
(i3) . M,=A:M:^.^<7^^^^

On voi t que ^<^^--<? de sorle que si q^ est assez^^ (on peut
toujours le prendre aussi petit qu'on' veut) la première formule peut
toujours servir ensuite. Si ;J-<^i, on en tire

fj^( T[ — H)*'/,»
^-T^r^-2^^ ^<^

et si ;x === i,
q^_^^^^ ^..—D.

Dans (ï3) le 'coeff ic ient de M^, est donc QÇyr211) si ^ < ^ ï , et
0(n2) si. ^==1. Cela'suffit pour prouver que si M^ est assez petity
la série JSM/, converge et a une somme aussi petite qu'on veut [cette
conclusion aura i t lieu même avec un coefficient 0(û^") si a^>îy

Aun. Éc, Norm., (3), XLVL ~ AOUT 1929. Si
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i <^ <^ 2 j ; or Mo est inf inmient petit avec t: donc u,i — u^ restera,
si t est assez petit, aussi vois in de zéro qu'on voudra, ainsi, que ses
dérivées jusqu'au hui t ième ordre et leur coefficient de cont inui té (L);
nous pouvons donc faire croitre n i n d é f i n i m e n t , la convergence a lieu,
F existence de u est démontrée.

On voit; (lue les dérivées hu i t i èmes de // sont c o n t i n u e s dans lO +• S;
il résulte du théorème 2 qu'elles sont continues ( L ) . On pourra donc
prendre //, au l ieu de / / o , comme nouveau point de départ.

Cette solution // est u n i q u e . Soit en effet ^ u n e autre solution
dépendantde^ dont lesdér ivées jusqu'au hu i t ième ordre sont cont inues
dans cP-t-^el t enden t un i fo rmémen. t vers les dérivées de / /« quand t
tend vers zéro; dans les mêmes c o n d i t i o n s , on suppose que e tend
vers /^,. Dès que / est assez petit, r est iden t ique à u. En effet on peut
prendre u comme poin t de départ pour calculer i-' par approximations
successives, si t est assez peti t ; or toutes ces approximations restent,
égales à u^ donc v = = = / / .

Le théorème est démontré.
Si l'on prend // au l ieu de u^ comme nouveau point de départ, on

atteindra dans certains cas de nouvelles valeurs de t. En particulier
si l^on connaU a priori des limites supérieures des valeurs absolues de u et
de ses dérivées jusqu'au huitième ordrCy et que ces limites supérieures
soient indépendantes de t et telles que l'on ne sorte pas du champ où
sont remplies les hypothèses sur F, et. si, l'on est dans l 'un des cas où
l'hypothèse relative à l 'équation (8) est toujours satisfaite, la limite des
valeurs admissibles de Misera aussi indépendante de t; on sera certain
de la convergence des approximations si l'accroissement de t est
lui-même inférieur à un nombre fixe; par suite, on est certain de
pouçoir aller de proche en proche jusqu'à telle valeur de t qu'on veuL

Dans certains cas, on peut retrouver les conclusions des théorèmes 2
et 3 avec moins d'hypothèses relatives à u. Si les pa.^ figurent l inéa i -
rement dans F y les a^^ en sont indépendants , et l 'on peut , dans les
énoncés, remplacer les dérivées huitièmes par les dérivées septièmes.
Si. en outre les (iy.^ ne contiennent pas les p^ on. peut se borner aux
dérivées c inquièmes . . Dans ce dernier cas, il suffît d'être assuré-
dé la continuité des dérivées secondes pour retrouver les conclusions
du théorème 1.
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VII.

Nous sommes restés jusqu'ici dans le domaine réel. Mais les calculs
peuvent être repris dans le domaine complexe (r). Cela va nous
servir à établir des propositions sur la nature analytique des solutions
de l'équation (2) de la seclion précédente.

THÉORÈME 1 . — Supposons que F [^VI, (2')) soit une/onction holo-
morphe de tous ses •arguments, et que u „ ainsi que ses dérù'ées jusqu'>au
troisième ordrey soit continu (L ) ({ans (? : alors u est holomorphe dans•cO.

Mettons rorig'iue 0 des coordonnées en un, po in t quelconque de c'O.,
où nous voulons prouver que u est holomorphe. On sait déjà que // est,
indéfmiment dérivable (^ VI, théorème •l). Soit Uo une solut ion de
Eçquat ion (2),, holomorphe en 0 et: dontles dérivées jusqu'au neuvième
ordre coïncident en (...) avec celles de u : on peut former //o P^r le théo-
rème de Cauchy-Kowalewski. Soient d'autre part S, u n e hypersphère
de centre 0 et de rayon assez petit, cD; son intérieur. Nous prenons / /< ,
comme po in t de départ d'une application de la méthode des approxi-
mations successives; les valeurs données sur î^i seront celles de //, et
les approximations seront données par les formules (9) à (1.1) de la
section VI. Elles convergeront si le rayon de S', esî. assez polit . 11
suffit pour le voir de prouver que le nombre M < > de la. section précé-
dente tend vers zéro avec ce rayon. Or cela est évident;, car d'une part
le second membre de (9") est ici iden t iquement nu l ; d'autre part s i 'X
varie sur une hypersphère de centre 0 et de rayon- uny et si ;j- est un
paramètre, / / ( ;^X) — ^(^X") et les produits par ;r-^ .de ses dérivées
d'ordre/? tendent vers zéro avec [M si p ne dépasse pas neuf. On voit
donc que les approximations couverg'eront: elles tendront vers u car,
le ravon de l'hypersphère étant assez petit, l'hypothèse sur l 'équation
(8) (§ VI1) est toujours satisfaite.

Mais on peut former les mêmes approximat ions dans le domaine
complexe. Si. le nombre y qui intervient dans le calcul ( 2 ) est assez

( ' ) IX, -p. 44 et- suiv.
( 2 ) D.,p. 45. Dans D., p. n^, l'énoncé doit être complété comme ci-dessus.
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peli l , il y aura encore convergence; les conditions de Lipschrfcz géné-
ralisées devront s'écrire ici

[^(X^^Y^Â-lAX^ YQ.

où X et Y sont des points d 'une même multiplicité complexe àm para-
mètres réels, de la sorte1 admise dans le calcul, et où X7 et Y' sont les
projections de X et de V sur l'espace réel. Les approximations
successives sont donc holomorphes à l ' intérieur d'un certain domaine
à ^m dimensions, à l 'intérieur duquel est l 'origine, et où elles
convergent uniformément : donc u est holomorphe en 0.

THÉÔÏVÉME 2. — Si la/onction u est holomorphe dans le domaine (!S de
frontière cS\ et si u et ses dérivées jusqu'au huitième ordre sont continus
aux points d'une partie régulièrement analytique de '§, sur laquelle u
prend des valeurs holomorphes^ u estprolongeable analytiquement à travers
cette partie de 2L

Tout d'abord toutes les dérivées de u sont continues sur cette partie
de à? (§ VI, théorème 2). Par un changement de variables, nous ferons
en sorte que celte partie de "S devienne x,,,= o, un point arbitrairement
choisi venant en 0; et cO étant du côté x,,^o. Nous considérons
d'autre part la surface

R^== (R ± VÎR— ̂  -1... - x^ ,)\

dont la partie située dans la région ^/^o, jointe à la partie de x,,,= o
située dans la région

, , : ^ ^ ^+-..+.^^,i<R2

sera désignée par S'i ; l ' intérieur de Si sera c0,. tSi est régulièrement
analytique sauf sur la multiplicité Q

. ' ,.r//,==o, .'2?2 -+-... -h.^_i=R.2; ,

mais, même sur (S et dans son voisinage, la coordonnée o?^ est fonction
continue et a dérivées huitièmes continues (L) des autres coordonnées.

' On désignera encore par u^ une solution de (2) holomorphe en 0
et telle" que u — u^ et ses dérivées jusqu'au neuvième ordre soient



SUR LE PROBLÈME DE DiïUCHLET GÉNÉRALISÉ. 9.^5

nulles en 0. Dès que R. est cessez petit, le même mécanisme d'approxi-
mations successives qu'au théorème 1 permet de reproduire u dans cP;.

Mais ce mécanisme peut aussi s'appliquer à des mult ipl ici tés
complexes h ' m paramètres réels d o n t la frontière coïncide avec S.i
dans l a . région *r^>o, et dont la frontière, sur .r^==o, est une
multiplicité complexe bornée à C. Les approximations c o n t i n u e n t à
converger uniformément ; cela prouve que, sur ^==05 j—est une
fonction holomorphe de x^ . . ., j",,,_i. Il en est de même sur x,n=h
( A ^ > o ) ; sur cette dernière mul t ip l ic i té , / / e s t holomorphe, ce qui
permet, d'appliquer le théorème de Cauchy-K.owalews.id; dès que h est
assez petit, on constate que le prolongement analytique passe à travers
la mult ipl ic i té x,,,= o, ce qui démontre le théorème. •


