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SCR
LE PROBLEME DE DIRICHLET GENERALISE

( DEUXIEME MEMOIRE

Par M. Geonrces GIRAUD

Introduction.

On connait la difficulté & laquelle se heurtent les tentatives de ré-
soudre par approximations successives le probleme de Dirichlet géné-
ralisé pour des équations non linéaires. Si par exemple on considére
dans I'espace & trois dimensions le potentiel

(1) U= ’lT'/ r(/\.

il ne suffit pas que la densité ¢ soit continue pour que l'on puisse en
déduire la relation aux dérivées partielles

)*u lu Pu

— 4 = = =—0.
dat oy dsr !

(2)

Si g ases dérivées partielles continues, on peut faire cette déduction;
mais si ¢ contient les dérivées partielles jusqu’au second ordre d’une
fonction prise dans une suite d’approximations successives, on ne
pourra calculer les dérivées secondes de u qu’a condition de connaitre
les dérivées troisiemes de la fonction précédente; on ne rencontre pas
ainsi d’élément lié & chaque approximation et s’exprimant & I'aide de
I'élément analogue 1ié a 'approximation précédente. La difficulté est
la méme si 'on remplace 7', dans la définition de «, par une fonction
de Green.

Dans un Mémoire antérieur ('), on a cherché dans les propriétés

(1) Sur le probléme de Dirichlet sénéralisé; équations non linéaires @ m va-
riables (Annales scient. de ’Ec. Norm. sup., t. XLII, 1926, p. 1~128). Ce Mémoire
sera par la suite désigné par la lettre D.
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des fonctions de variables complexes un élément pouvantjouer cerole.
On trouvait une limite supérieure de la valeur absolue de chaque ap-
proximation dans un domaine complexe 4 2m dimensions (m étant le
nombre des variables) contenant & son intérieur le domaine @ ou I'on
veut résoudre le probléme : dés lors toutes les dérivées étaient limitées
dans un domaine &4 27 dimensions intérieur au premier et un mode
convenable d’approximations successives donnait la solution. Toute-
fois cette solution était soumise & des restrictions génantes : il va sans
dire que les données devaient étre holomorphes, et en outre (@ devait
étre assez petit dans toutes ses dimensions et borné par un seul con-
tour ().

Or il n’est pas nécessaire que ¢ ait ses dérivées continues pour que
Von puisse passer de (1) 4 (2). M. Dini a montré (*) qu’il suffit que ¢
satisfasse & une condition de Lipschitz généralisée

' h
(3) lp(x,¥iz) —pla, by o)l < kl(x — a)*+ (3 — b)*+ (5 — ¢)?]* (o<<h<a).

On peut démontrer -qu’alors non seulement les dérivées secondes de
u existent, mais elles satisfont & une condition analogue, % étant rem-
placé par A(1+ A)~'. Ce résultat toutefois n’a lieu que dans un domaine
fermé intérieur & celui dans lequel I'intégrale est prise et il doit étre con-
sidérablement étendu pour s’adapter convenablement & notre objet.
Quoi qu’il en soit, on voit se manifester la le phénomeéne analytique
qui permet de découvrir, sans sortir du domaine réel, I'élément dont
nous parlions plus haut. Simplement en ajoutant ce genre de considé-
rations a celles du Mémoire cité, il est démontré dans un autre tra-
vail (*) que sil'on désigne par M, une limite supérieure de la valeur
absolue de la différence u,,,— u, de deux approximations successives,
de ses dérivées jusqu’au huitiéme orvdre et du coefficient analogue %
relatif aux dérivées huititmes pour un certain exposant ¢, analogue a /
et qui tend vers zéro quand n croit indéfiniment, on a une relation de

récurrence
M,y = a, M2,

(v) Cette derniére hypothése n’était pas indiquée, mais elle était nécessaire.
(2) Dixt, Acta mathematica, t. 25, 1902, p. 185-230; voir D, p. 38 et suivantes.
(3) Journal de Mathématiques, g¢ série, t. VIII, 192g.
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ol a, augmente indéfiniment, mais d’une facon telle que l'on est as-
suré de la convergence des que M, est assez petit. Toutefois le do-
maine @ doit encore, avec ce mode de raisonnement, étre petit dans
toutes ses dimensions et borné par un seul contour. -

Le présent travail ajoute aux méthodes précédentes deux nouveaux
moyens d’investigations, dont 'un commande I'autre. Les approxima-
tions successives étant formées par la résolution d'une suite d’équa-
tions linéaires, il est évident que la théorie du probléme de Dirichlet
pour les équations linéaires doit étre étudi¢e d'abord. Dans les travaux
cités, on se sert d'une solution élémentaire de 1'équation, selon le nom
donné par M. Hadamard (*). Cette solution élémentaire est formée par
la méthode de M. E. E. Lévi, en résolvant une é¢quation de Fredholm.
Puis de cette solution élémentaire une autre é¢quation de Fredholm
permet de déduire la solution du probléme de Dirichlet généralisé. lci
nous remplacons ces deux équations de Fredholm successives par un
seul systtme de Fredholm, contenant des intégrales d’ordres m et
m —1 et deux fonctions inconnues, 'une de m2, 'autre de m — 1 va-

-riables; il est certainement avantageux pour le raisonnement d’avoir
ainsi une seule fois & examiner si 'on est ou non dans le cas d’un pole
de la résolvante de ¥Fredholm.

D’autre part il est un cas depuis longtemps signalé par M. Picard ot
les raisonnements se simplifient beaucoup; c’est, en nous bornant &
I'équation :

Pu  Nu du du

PP —FD.T"T a%%—/};ﬁ%—r'u:o.

le cas ol ¢ est négatif, et plus particulierement le cas oua =154 =o,
c étant constant et négatif (*). En nous placant dans le cas de I’équa-
~ tion linéaire générale du type elliptique 4 m variables,

. N Pu du
F(u) = 3 ) by=— 4 ctt= ( 0),
(4) () }d a1 @2, Oxy dxy +2”’ o oy, - © (a0 =>0)

ou les coefficients satisfont a certaines conditions de [régularité et se

(1) Hapamarp, C. R. Acad. des Sc., t. 170, 1920, p. 149.
(%) Foir par exemple Picarp, Selecta, p. 109, 123, 231. M. Picard a aussi insisté
sur ces cas dans son enscignement, par exemple en 1910,
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réduisent, hors d'une certaine hypersphére, 4 ceux de I'équation

m

.. o O u ) ,
(D) ZJIE —g*u==0 (& const.),
o==1
il est possible d’¢tablir que cette équation posséde, si ¢ est négatif
dans tout I’espace, une solution élémentaire qui tend vers zéro, ainsi
que ses dérivées, d’une facon exponentielle quand la distance des
deux points augmente indéfiniment. Or la réside la raison du suecés
complet avec lequel I’emploi de la solution élémentaire permet,
comme 'a montré M. Picard ('), de traiter le probleme de Dirichlet
pour I'équation (5). On peut donc s’attendre & pouvoir traiter comple-
tement ce probleme pour I'équation (4) si ¢ est négatif dans @, du
moins si le coefficient analogue de ’adjointe est aussi négatif, car on
pourra, si certaines conditions de régularité sont satisfaites, prolon-
ger les coefficients hors de @ de maniére & remplir toutes les hypo-
theses. Mais il y a plus; on peut dans tous les cas choisir une fone-
tion 7 nulle hors d’une certaine hyperspheére, et partout supérieure a ¢ .
et au coefficient analogue de Padjointe; en introduisant alors la solu-
tion élémentaire dont il vient d’étre question, relative & F(u) — 7 u,
on peut former, pour résoudre le probléme de Dirichlet relatif & (4),
un systéme de Fredholm & deux fonctions inconnues 'une de m,
P'autre de m — 1 variables, dont la discussion est entiérement parallele
4 celle du probléme de Dirichlet considéré : si ce dernier probléme,
quand les valeurs données surle contour $ sont nulles, n’a que la
solution zéro, le systéme de Fredholm homogéne n’a que la solu-
tion zéro, et par suite le probléme de Dirichlet & données non
nulles a une solution et une seule; si le probléme de Dirichlet a
donnéeés nulles a des solutions non nulles, il en est de méme du sys-
teme de Fredholm homogéne, et le probléme de Dirichlet & données
quelconques n’est soluble que si le systeme de Fredholm 'est, chaque
solution du probleme étant donnée par une solution et une seule du
systeme de Fredholm. Une autre conséquence de 'étude ici faite est
que les problemes de Dirichlet 4 données nulles relatifs & et 4 son

(1) Picarp, Selecta, p. 23t. M. Picard n’a traité explicitement que le cas de trois
variables, mais ses démonstrations s’étendent d’elles-mémes.
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adjointe ont le méme nombre de solutions linéairement indépendantes.
Ces résultats ont lieu quels que soient la mesure de @ et le nombre
des contours.

La répercussion sur la question relative aux équations non linéaires
est immédiate : si 'on se donne une équation de type elliptique

D u du
or. dry’ dx,’

:T"(u):F(

\

w; Ty t)y=—o,

dépendant d’un paramétre ¢, et si les données sur § dépendent aussi
dezetquel'on connaisse une solution u, relative a lavaleur ¢, de ce pa-
rameétre, il existe, sous certaines conditions de régularité, une solu-
tion relative aux valeurs de ¢ voisines de ¢, pourvu seulement que
I'équation linéaire qu’on peut appeler équation aux solutions infini-
ment voisines n'ait pas d’autre solution nulle sur § que la solution
zéro.

Dans les deux premiéres sections de ce Mémoire sont étudiées des
fonctions représentées par des intégrales analogues a des potentiels,
puis la composition de ce qu’on peut appeler les noyaux de ces inté-
grales. La troisiéme section voit introduire le probleme de Dirichlet
généralis¢ pour les équations linéaires et le systétme de Fredholm qui
permet de le résoudre pour un domaine suffisamment petit et & un
seul contour. Le résultat est appliqué dans la section suivanie &
I'étude des dérivées premiéres et secondes de la solution u sur la mul-
tiplicité 8, connaissant les valeurs de « sur §. La cinquiéme section
est consacrée au probléme de Dirichlet pour un domaine quelconque.
On établit alors (sixi¢me section) le résultat qui vient d’étre annoncé,
relatif aux équations non linéaires. Enfin une septiéme section est
consacrée au cas ou les données sont holomorphes; on y établit, par
la combinaison des méthodes actuelles avec la considération du do-
maine complexe, deux théorémes donnant des conditions suffisantes
'un pour que u soit holomorphe dans @, I'autre pour que « soit pro-
longeable analytiquement au dela de 8.

On a laissé entiérement de coté 'étude des cas ou les valeurs don-
nées sur S ne sont pas continues, des cas ou le contour § offre des
singularités et de tous les cas analogues. De méme on ne s’est pas
occupé des problémes autres que le probléme de Dirichlet intérieur;
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une exception a pourtant été faite pour le probléme de Neumann ex-
térieur, mais dans un cas de nature tout a fait artificielle et seulement
comme moyen de démonstration en vue du probléme de Dirichlet
intérieur (section V). ‘

On voit que, dans ce travail encore, I'instrument essentiel, pour les
équations non linéaires, est la méthode des approximations succes-
sives de M. Picard. Certaines hypothéses paraissent, il est vrai, plus
restrictives que ne comporte la question; la chose est certaine
dans le cas de deux variables, comme on peut s’en rendre compte par
la comparaison des résultats des sections VI et VII avec ceux de
M. Serge Bernstein ('); cette imperfection a pour cause I'tmperfec-
tion des connaissances relatives aux équations linéaires, et les résul-
tats si intéressants obtenus par M. Gevrey (*), combinés avec les
méthodes de ce travail, doivent donner une extension nouvelle &
I’étude du probleme de Dirichlet relatif aux équations non linéaires
et des problémes analogues (7).

Définition. — Nous aurons souvent 4 considérer, dans le cours de
ce travail, des fonctions satisfaisant & une condition de Lipschitz géné-
ralisée. On entend par la des fonctions o(x,, 2., ..., 2,), ou
o(X), X étant le point (x,, x,, ..., x,), satisfaisant, quels que
soient les points X et Y, a la condition

by

[9(X) — (V)| < ALA(X, Y),

(1) Serge BerNSTEIN, Sur lea nature analytique des solutions des équations auzx
dérivées partielles du second ordre, Theése, Paris, 1903; voir aussi Mathematische
Annalen, t. 62, 1906, p. 253271, et t. 69, 1910, p. 82-136; Annales scient. de ULc.
Norm. sup., t. 27, 1910, p. 233-256.

() Geveey, C.R. Acad. des Sc., t. 188, 1914, p. 1652; t. 171, 1920, p. Groet 83g;
1. 473, rgar, p. 7615 t. 182, 1926, p. 36 ‘et 7545 t. 184, 1927, p. 1109 et 16325 t. 183,
1927, p. 1563; Ann. scient. de U'Fec. Norm. sup., t. 35, 1918, p. 129-190. M. Gevrey
a aussi considéré des équations d’ordre supéricur au second et des équations intégro-
différentielles.

(3) Les résultats de ce travail ont fait I'objet de plusieurs Notes (C. R. Acad. des Se.,
t. 187, 1928, p. 198 et 632; t. 188, 1929, p. 765, 976 ct 1221). Certaines de ces Notes
restreignent des hypothéses trop larges faites dans les précédentcS.
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ou k et & sont des constantes positives (£ <1), et ott L(X, Y) est la dis-
tance des deux points :

L(X, YD) =y (&, — i )P+ (Zy— )2 e oo (T — Y™

"Pour abréger, nous dirons alors que 3(X) est continu (L) d’eaxpo-
sant h et de coeffictent k. La mention de I'exposant et celle du coef-
ficient pourront étre supprimées.

TakoriME 1. — Dans lespace (x,, x., ..., x,), sotent 3, un
domaine borné ouvert de la muluplicité x,,= o, et'S, sa frontiére. Soient
d’autre part @ et'S les ensembles des pornts dont les m — 1 premuicres
coordonnées sont respectivement celles de points de @, et de 'S,, et dont
la derniére coordonnée x,, est comprise entre zéro (compris) et un nombre
positif donné. Soient v(A) une fonction continue dans @, + S,
et G(X, A) une fonction continue quand X appartient ¢ G —+8 et A

étant

N . . .-, 0G
am S, et gue ces deux points ne coincident pas, les dérivées
o, etg P pas, 0xo,

continues dans les mémes conditions et ces fonctions étant telles que

oG
Oxy,

(o< dsryoa=1,2,..., m),

(1) |G(X, A)| < NL=w1(X, A), < NL=7(X, A)

o N est une constante. Alors la fonction

: m—1)
F(X) :f G(X, Ayw(A)dVy  [dVy=d(as, dy, .-, dney)]
@, )

est continue (L) d’exposant 1. si ). < 1 et d’exposant aussi voisin de un
qu’on veut st h=1.

Soient en effet X et Y deux points de @, " la partie commune & (@
et a une hypersphére de centre X et de rayon 2L(X, Y), @ la partie
commune 3 @ et 3 @,, et | le reste de ,. M peut ne pas exister;
c¢’est une hypersphére & m — 1 dimensions ayant pour centre le point X,
de coordonnées (z,, @,, ..., Z,—\, 0) (nous continuerons i désigner

Ann. Be. Norm., (3), XLVI. — Mar 1929, 18
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par M,, avec un indice 1, la projection d’un point M quelconque
sur (?,), et pour rayon y4L*(X, Y)— 2
Ona
(m—1)

Wl It—1) i
F(N) —F(Y)= f G(X, A )w(md\ﬂ\—[ G(Y, Ay (A)dV,
-

""7"1'

(272—11} .
+f [GOX, A) — G(Y, A)w(A)dV,.
@

Comme L(X,, A) <<L(X, A), on peut remplacer X par X, dans les
seconds membres de (1) (sim > 1, comme nous le supposons toujours),
et il en résulte (') que chacune des intégrales étendues a @] est
moindre que le produit de MN2~'L*(X, Y) par un nombre dépendant
seulement de m; M désigne le maximum'de | (A)].

Reste l'intégrale étendue & @. Nous avons, en désignant par Z un
point du segment de droite XY,

/)G

G(X, A) — G(Y, .-\):Z (#a—0a) 5= (£, A
o

d’olt
[G(X, A)— G(Y, A) < NL(X, Y) L2 (=, A,

D’ailleurs, A appartenant a @,

L(Z, A)2L(X, A)—L(X, ) >§1,(x, A

vty .
(1) Soit a limiter l’intégrale/ p~Pd(ay, ..., ay), @ étant un domaine de ['es-
' @

pace & m dimensions, ayant pour mesure Q, et p désignant la distance I.(A, X), ou X
est un point fixe; p est une constante positive inférieure a m. En partageant I'inté-
grale en deux, a Paide dune hypersphére de centre X et de rayon arbitraire r, on voit
qu’elle est mmndnc quc

IN —1
[(m —p)T < > ] ro—p o= Qrep,

Quand r varie, le minimum de cette fonction est

e\Np | ,n —pn MDD
j ] i -

) Sl
Or p Mm<e™, et les facleurs qui suivent ont un produit moindre que le plus grand

des nombres un et
( y,i n m —m
) (?)] '

|J=

P
—
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done
PGIXLA) — GOY, A <\ 2" ENLON, Y ) L2 (X A,

En multipliant par M, on aura une limite supérieure de la valeur
absolue de la fonction intégrée dans @ ; nous ‘intégrerons le résultat

dans la région
2L, > LN, A)y>a2L(\, Y,

qui contient &, ; L, est une longueur supérieure au maximum de
L(X, Y) dans @ + 8. Soit g = L(X,, A); posons
==y + 00y (==1,92, v... M —1);

notre intégrale est moindre que (') le produit de

b—m

2L,
MNL(X, ‘I)f Pm-‘."pz_i_l;;_:l‘)po’
”

par un facteur dépendant seulement de 25 rdésigne V4L* (X, Y ) —a?,
si cette quantité est réelle, et zéro dans le cas contraire. Si d’abord
I'E-Tm\-?’_;
¢’est a dire si
xnm2 L(X, Y),
I'intégrale ci-dessus est moindre que

9

—

0

- RZ =2 d{
L m—n )
o

(r—1¢2) *

si 7.< 1, ceci est moindre que

1 . %
: T -
:.1'7;‘;;’ [ ) m-—\ _T‘—f 2 (Z[ ]
1

YO (2T

o

ou que le produit de (1—7%)"'xl" par une fonction de m, ou enfin
que le produit de (1 — 2)~'L*~" (X, Y) par une fonction dem;six =1,
¢’est moindre que

1 1—m 2L,y -”C};,’
— dt
f,(x+t!) z t”""’(/l—f—f =,
0 1 é

(1) Voir D., p. 28.
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- [J 3 . v
ou que le produit de log <~ par une fonction de m, ou enfin que le

r

. L, . .
produit de log T, vy par une fonction de m. St maintenant

r > ‘Z?,,,\,"?-)-,
ce qui entraine
r>L(X, Y)y3,

cette intégrale est moindre que

2L J—1 h—1 (N Y
f peddr < L < 7N Y) (h<1),
. o —

A I— A
et, si » =1, elle est moindre que

2 2
log-——l—]‘ﬂ <]ogm + log \—?
On voit donc que
EMNI- (1 — ) L, Y) (<),
(2) IF(X) —F(Y)| < ]

et v Ly .
l;MI\L(\,X)thm (/.»_I),

k dépendant seulement de m.

TutoriMe 2. — Si, en plus des hypothéses du théoréme 1, les ;)G
. . . . (az
(a=1, 2, ..., m— 1) existent et sont continus pour X £ A et s
i dG JaG - v
3 \ Jl—é—h»»—uz % A (Y <y J— . I
(3) praa < NI (X, A) (1—A<hiryo=1,2, ..., m—1),

et st w (A) est continu (L) d’exposant h, ¥(X) admet par rapport auz
variables autres que x,, des dérivées continues en tout point de (D +'S
non sttué sur's,. :

Soient, sur x,, = 0, @, U'intérieur d’une hypersphére de centre X,
et de rayon arbitraire r, 8| sa frontiére, @ la partie de @, extérieure
a®.0na '

(1m—1)
F(X):limF,.(X),F,.(X):f G(X, A)w(A)dV,.
=0 (D:
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Désignons par dS I'élément de 'hypersurface 8 :

2—]

dS == 2(/( Aags ooy Apeyy Ay« ooy Ay y )P,
et soit encore, en prenant &, dans le sens associé ausens (a,, a, .. .,
A,y ) de @,
@ (A)dSy== (—1)"* N (yryy « .oy CUqy) (=1,2, ..., m —1),
cette relation définissant ©,(A); (as.y, ..., a,_,) désigne ce qu'on
obtient en permutant circulairement a,, ..., a,_, de facon 2 amener

a, en téte, puis en supprimant a,. On aura, si r est assez petit pour
que | soit intérieur & @,,

? WIn—1)" (1n—2)
{—)}—'-_-—_/ —)—qu \)(,l\j_\——f G(X, A)yw(A)w,(A)dS,.
[4 M

dx, 2, o,
Cecl s’écrit

0F, =G ; . T oG oG
Dﬁl.xwfo‘l d—[u(A) ——W(.\L)]dVA—l—n(_.\,)ﬁr \~d—;u-,— o >(1\&

(-2

(m—1)
— (}\1).[ )G &-—v/ , G(\ Ayw(A)w,(A)dS,,

Jay,
et les deux derniers termes peuvent étre remplacés par
[ rme—2)
— w(X)) / (X, Aoy (A)dSy

un——‘)
—-I—¢¥(\1)f G(X, Ao (X)) —w(A)]wa (A) dSy.

Si r tend vers zéro, les différents termes tendent vers des limites, uni-
oF
formément par rapport 2 X; done IF ¢ xiste et est continu, et

dxg
NP im-—1
(4) gj—z = fo )U (A) — o (X,)]dVy
m——-il
0G oG
+ﬂ(\,)f ( al ()a>lv“
,(m-—-

'.__“)(;\1) i (J(;\,A Zﬂ'g(A)dSA-
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Le théoréme est démontré et nous allons, de plus, utiliser cette
formule pour limiter ces dérivées. Soit M une limite supérieure de
|w(A)] et du coefficient de continuité (L) de o et considérons les
points X dont la distance 4 S, est au moins égale au nombre positife;
alors

7

2 L+l
< MN(a"»wa QT >,

h+h—1

. oF
o B

dx

o étant’la mesure de $,, Q celle de @, et £ ne dépendant que de .

rG
0y, dxy
existent (sawf peut-étre st o= m) et sont continus pour X %= A, el st

TutorEME 3. — Si, en plus des hypothéses du théoréme 2, les

2G|

(6) — NL?=m—1(N_ A"

(9) dzy dg l - (%4,

les dérivées de ¥ par rapport aux vartables autres que x,, sont continues (L
q .

A+ h—1 . . ; ) <
d’exposant ———— dans tout domaine fermé appartenant ¢ () + '8,

mais sans point comnun avec's, .

En effet, soit 2 > o une borne inférieure de la distance de X a S,
et soit =(1 4+ A)~'. Il nous suffit de considérer le cas ou

T OL(X,Y) << o t-h gl LIX,Y)<1.

Soient alors ) la partie de @, intérieure & une hyperspheére de
centre X et de rayon 2L/(X, Y)', | la frontiere de @] prise dans le
sens associé au sens (@, ..., @,—,) de @), @, la partie restante
de @,. On a, d’apres la formule (4),
7 =)y im—1 (5 o )
o f O AV + LA ) — (X JdVy
().,l':x . 'L"DI’ ()-1«'3( LDI{ L,
fm—1 ~ - inm—2
dG dG ; . “
RN gV, — (X 3(X, / )
<()~'I'm 4 ()ax)( a— ,)L’ G(X, Ao, (A)dS,.,

...l

“+ (X))

o/ (D'l’

et la formule subsiste si 'on remplace X par Y. Si @] n’existe pas, le
premier terme subsiste seul. Or, quand A appartient 2 @, on a

oG o« . oG, — B —
Er (N, A)— Oy (Y, \)’ <\ mNL(X, Y)yr—m—t(Z A,




SUR LE PROBLEME DE DIRICHLET GENERALISE. 143

ol Z est un point du segment de droite XY. D’ailleurs orn a, comme
dans la démonstration du théortme 1, L(Z, A)> 27" L(X, A). Le pro-
cédé, employé déja dans ce théoréme, nous donne comme contri-

3

ok
ox s une
%

bution de l'intégrale étendue & @, dans la variation de
quantité inférieure en valeur absolue au produit de

H—m—1

Ly
MNL(X,Y) f et 4 do
r .

var une fonction de 7 seulement ; » désigne v4L*(X, Y) — 2 si cette
8 v m

quantité est réelle et zéro dans le cas contraire. Si riz, y3, c’est-
a-dire si ., 2L'((X,Y), la derniére intégrale est moindre que

Al m = )
‘I'Z}z_i [ / (1 4 1%) T g2 ff g f s (][J \
“ 1

=

ou que le produit de (2 — 2)~'xx,, ™ par une fonction de m, ou enfin
que le produit de L'**'(X, Y) par une fonction de . Si r>x, V3,
ce qui entraine » > L/(X, Y) V/B, cette intégrale est moindre que

Lo
/‘ O3 dt < (2 — 1y et < L2 (X, Y.

En définitive, Uintégrale étendue & @, a, dans la variation de la
dérivée, une contribution moindre en valeur absolue que le pro-

duit de |
MNLi#+=2(X Y )

b~ h—1
Th+1

Ensuite, les intégrales étendues a (@), prises en X ou en Y, sont
toutes moindres en valeur absolue que le produit de

par une fonction de /z seul; Uexposant de L est

(%4 A — 1)~ MNLO=A=1 (X Y)

par des fonctions de m seul; I'exposant de L est le méme que ci-
dessus.
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Pour I'intégrale étendue a &\, on écrit la différence

.9

(m-—12)
[w(l‘])»——uv(\xl‘)]‘[ G(X, A)w,(A)dSy
s

| ——w(YJ')/ [G(X;A) — G(Y, AY]wa(A) dS,.
ZS’I

En tenant compte de la valeur absolue constante de L(X, A) sur &, et
de ce que le rayon rde S| est moindre que 2L'(X, Y), on voit que le
premier terme est’ moindre en valeur absolue que le produit d’une
fonction de m par

MNLA(X,, Y [2L(X, Y Pt pn—t < b MNL"*”“‘“‘”(X, Y),

- hor B
ou I’exposant de L est plus grand que 1—+l/2—£ Dans le second terme,

on applique la tormule des accroissements finis, ce qui donne moins
que le produit d’une fonction de m par

MNL(X, Y*)[QLI(X‘ Y)‘J).—m,-m-vz < oh—2 1\/1NL’+1'\'~"“-’)(X, Y).
Ainsi,
- | OF . OF | . oy
(7) ch‘;(M*m(Y) < k(h~h —1)~* MNL (X,Y),

k ne dépendant que de m, de ¢ et du domaine .

TuioriME 4. — ST, en plus des hypothéses du théoréme 3, sw(A) a des
dérivées premisres continues et si les 2> + 9% ops "7 ta x
rées premié ntinues et si les 5 —+ 5o-ont, par rapport 4 x,,

Loy - ..y T, des dérioées continues pour X 5= A et telles que (1)

. d [0G  0G s .
(8) JE<E+_JC_I_;> <1\L/.~—»nl+lz~~l(}\"A%

les dérivées de ¥(X) par rapport aux variables autres que x,, sont conti-
nues (L) dans tout domaine fermé appartenant & 0 + 8 et sans point com-

1) Cette partie de I'hypothése n’intervient pas dans la démonstration de la for-
mule (g).
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mun asvec Sy, avec lexposant .+ h — 1 s -+ h—1< 1, et avec un
exposant ausst voisin de un qu’on veut st h=h=1.

En effet, 'expression de la dérivée de F.(X), trouvée au théoreme 2,
peut s’écrire

? W= (r [
- / (})— + 9% Jo\javy
dr, @ dry  day, :

"\

im—i) ~ : (nr—21
: )Lr . R
- o (v — [ GON, A\ o\, \ ) ddSy.

S da, st

ou, a I'aide d’une intégration par parties,
Jay oG 0G) , It
T e e (A ) = GONL ) —— | Y
af, -/m’, (r).r,_ ()ﬂl) ) ) ():7-,} h
=2
_j SN, AT (A Jm (A ) Sy,
R

d’ol1, en faisant tendre 7 vers zéro,

Co oF T G oG R R B
(9) ok f [(mz + 5(—(-_;>u(,\}T<_.(\, \)d% AV

[N
0 —=2
— / GUNL A (A Jm, (A)dS,.
/8

La continuité (L) se déduit alors du théoreme 1 pour Pintégrale
étendue & @, [remarquer que L*=+'(X,Y)<<L,7L*"*"(X,Y), ce
qui permet d’appliquer les mémes conclusions aux deux termes de
Pintégrale] et du fait qu’on peut dériver sous le signe / pour I'inté-
grale étendue & $,. On voit que Pexposant de continuité (L), fourni
par ce théoréme, est plus grand que celui qu'on déduit du théoréme
précédent.

Si M est supérieur aux valeurs absolues de o et de ses dérivées, la
formule (9) nous montre (ue

O | NN
(10) | Dy, <‘)\+/L———I’

N

ot £ ne dépend que de m, de D et de 2 (minimum des distances de X
Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — Mar 1020, 19
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a 8,). Ensuite, d’apres le théoréme l,

/ A MN -
Il
\/—1—1~--x)°~7—/)L (X, 1)
) lr)F ) ()I ’ (A4 I <<2),
(11) ! - —
L day, oy,

L,
AMNLX. \)low‘(\ 7

(A=l =1),

cA

k dépendant toujours seulement de m, de @ et de 5.

Toutes ces démonstrations subsistent si (D se rédpita @,, mais, dans
ce cas, il 0’y a plus jamais licu de dériver G par rapport a 2,. Chan-
geons m en m—+ 1, el posons

AN =d{ay, ..., an);
nous parvenons aux théoremes suivants qu’il suffit d’énoncer :

Tueorene 5. — Soit D un domaine borné ousert de l'espace a m dimen-
sions et soit S sa frontiére. Soient w(A) une fonction continue dans
@ + S et G(X, A) une fonction continue ainsi que ses dérisées par rap-
port auxr x,(2=1, 2, ..., m)quand X et A apparticnnent i @D +'S ct
ne coincident pas, et telle que ()

G(N, )= O[LL (X, A)], 31(‘ O[L=m=1(X, A)]  (o<X<1)

Alors la fonction
my
1“(.\.)?:/ G(X, A jw(A)dV,
[
est continue (L) d'exposant 7. s¢ 1. < 1, et d’exposant ausst voisin de un
qu’on veut st /= 1.

s . oG
Tutorime 6. — Si, en plus des Iiypothéses du théoreme 5, les —— sont
o

continus pour X 52 A, ct st
G Jd(x

Dy | Dy

= O Lam+eh=1 (X, A)] (1—7\</L§1;zﬁx,z,...,;;z),

(1) Lanotation y = O( )signifie que p 3! est borné, etla notation y = o (s)signifie
que limyz-! = o, ‘
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et st wi(A) est continu (L) d'exposant h, P( X) « des dérivées premuéres
continues en tout point de &.

»*G

Tuioreme 7. — Si, en plus des hypotheses du théoréme 6, les ————
? . ? dacy, dry

sont continus pour X == A, el st

02 G

— = O L2 N A (o, B=1,2,....,m)
Tra 07 [ i )] o, B=1, 2, .m),

L, . . - o h—1 .
les dérivées de ¥ sont continues (L)) d’exposant T dans tout domaine
s (e

Jermé intérieur a @.

Tuiorime 8. — St, en plus des hypothéses du théoreme 7, & a des déri-

. ()(l

JG ;e
. vées continues, et ST —— ~+ a, par rapport aux xg, des dérivées con-
oy, r)(r £

tinues pour X == A, et telles que

J /oG 7e DN Cs
————— L S = 0[ L (XU A (o, B=1, 00 e, m),
dry = day ‘ )
et st X reste dans un domaine fermé intérieur a @, les déricées de F(\\
sont continues (L) d’exposant ).+ h — 1 st 7 + // <2 et dexposant
ausst vorsin de un qu’on veul st 1. =h=1.

II.

Tneorime L. — Sott G(X, A) une fonction définie et continue quand
les points X et A appartiennent au domaine @ du théoreme 1 de la sec-
tion Vet que leurs m— 1 premiéres coordonnées ne sont pas les mémes;
sott H(A, Z) une autre fonction définie et continue quand A et = appar-
tiennent « A et que leurs m — 1 premicres coordonnées ne sont pas les
mémes; supposons, en outre, que
(1) [G(X,A) | << ML=+ (X, Ay,

FHOA, Z) << NLg=m+1 (A 2 (o<h<m—1;0<< p<m—1)

(I'indice un servant, comme plus haut, & désigner les projections
sur @). Alors la fonction

(e
K(X,E)::f G(X, AYH(A, Z)dV,
0] ‘
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est continue st X, == Z, et
O Lirp=—m+1(X [ Z)) (h+p<<m—1).
K(N,Z)= O[logm&l'{zﬂ (A+p=m—r1),
O(1) (d+p>m—1);

dans ce dernier cas, K(X, Z) est partout continu.

Par une homothétie suivie d’'un déplacement, nous pouvons faire
revenir sur elle-méme la multiplicité «,, = o de facon que le point X,
vienne a 'origine et le point Z, en (1, 0, ..., o). Alors

IK(X, )| < MNLrw—m-2( X )
2231 f/\ N

>
m o= -1 e

(a? +...+ad ) * [(ey—1)=4aj-+...+az] *

I'intégrale étant prise dans le domaine

9

0 <, <L L (X, E) a3 ah < LIL(XE).

En effectuant d’abord I'intégration par rapport a a,,, nous avons

K (N, Z) | < MNL, L (X, 2

W1 3
. A dyy oy Quey)
m—1——1 -1

(a?d-cap) (g —1)2 4. Haj ] 2

Si 7+ w<m—1, nous intégrons dans l'espace (a;, ..., @,_,)
entier; en intégrant séparément dans deux hypersphéres de centres
respectifs origine et le point (1, 0, .. ., 0) et de méme rayon un dem,
puis dans la région extérieure i ces hyperspheres et intérieure & une
hypersphére ayant pour centre.l’origine et pour rayon deux, puis dans
tout 'extérieur de cette derniére, nous trouvons

(2) KX, Z) <h[dp(m—nr— p—1)[" MNLItp—me (X 2y () 4+ << m—1),

k ne dépendant que de m et du domaine @.
Si A+ uw.=m—1, la derniére intégrale sera seulement étendue &
la région comprise entre les hypersphéres de rayons respectifs deux
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et LyL="(X,, E,), ce qui donne

S, - = k , S

(2 bis) PN, =) << =— MN log (7~ = m —1).
' I_P. L . /

Enfin, si 7 + v.>>m — 1, le méme procédé conduit &

(2ter) [K(N,E)| <A[Rp(R 4+ p—m -+ 0] MN (2. +p>m—1.

i

L’intégrale est, dans ce cas, continue, méme s1 X, et Z, viennent se
confondre; en effet, si I'on étend I'intégrale & la région des points qui
satisfont & 'une au moins des inégalités

LN, A<, LZ. A<,

ou 7 est une longueur quelconque (région qui contient les singu-
., . . . ©
larités), cetle intégrale est moindre en valeur absolue que

fmi +
9 \I\If (a? 4. ..+ nm—l) D dVy,

cette nouvelle intégrale étant étendue a la région
0 <ty << 14[1* (Z? e o (I;-:l-—l < "2,1

et ¢tant, par suite, infiniment petite avec r; il y 4 donc convergence
uniforme et la continuité en résulte ().

Tukorime 2. — Si G(X, A) est défini et continu quand X, et A sont
différents, le second de ces points appartenant & (@, ct X étant quelconque
dans @5 st WA, B) est défini et continu quand A et =, sont différents,
A appartenant a @, et Z élant quelconque dans @ ; si, enfin,

1 G (X, \)]<'\TL""’”*1 (A,
(A, Z)] < NLb—m+1 (AL Z)) (o<<h<m—1,0<<p<<m—1),

(1) La démonstration prouve qu'on peut, dans les limitations (2), (2 bis), (2 ter),
remplacer les inverses des produits Ap(m —Ai—p—1, A, ... par la somme des
inverses des facteurs

I 1 L I I

e o — ou ey e en
A 12 m—h—py—1 n 1

De méme dans la suite de celte section,
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la fonction

{m—1
1((\,3‘,:] GO, AYH(A, E)ddr, - ey dmes)
@

est continue pour X £ = et
O Lars—m+et (X Z) (L +p<<m—i),

K(N,Z)={ 0O

100'——,L“—:—— (A +p=m—1),
TP LN, Z))

Of1 (A+p>m—1);
1] [
dans ce dernier cas, la fonction est toujours continue.

Il suffit, pour le voir, de considérer G(X, A) et H(A, ) comme des
fonctions de deux points de @, toutes deux indépendantes de «,. La
fonction K est alors le produit d’'un facteur constant par I'intégrale

(m i
f GON, A (A, Z)dVy,
5

[

ce qui nous raméne au théoréme précédent.

TugoreMe 3. — St D est un domaine borné de Uespuce a m dimensions
et siG(X, A) et H(A, Z) sont deux fonctions définies et continues quand
X et Aou A et Z sont différents et appartiennent a ®; si, enfin,

TGOX, A ) <o ML2 (XA,

CH(A, Z) < NLb— (A E) (oA <m, o p<mi.
la fonction
K(X,Z)= / G(X, A H(A, Z)av,
) <@ )
est continue pour X % Z et
g O[L+v—m(X, Z)] (A + << m),
K(X,Z)=={ OflogL, — logL(X, Z)] (h =+ p=m),
Z O[] (h+p>m);

la fonction est, dans le dernier cas, toujours continue.

Cette proposition, d’ailleurs classique, se raméne aussi au théo-
réme 1. 1l suftit de considérer G et H comme fonctions de deux points
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d’un espace & 7 +1 dimensions, indépendantes des derniéres coor-
données s tyiry Epirs qui pourront varier de zéro & un. L'inté-
grale qui définit K peut étre remplacée par une intégrale d’ordre
m —+ 1; on retrouve le théoréme 1 au changement pres de m en m —+ 1.

Tueorine 4. — Soit G(X, A) une fonction définte et continue quand X
et A appartiennent au domaine @ du théoréme A de lu section 1 et que
leurs m— v premicres coordonndées sont différentes, et telle que

FGONLAD < M2 N DA o<t <<m—1):

sott, en outre, H(A, Z) une fonction définie et continue quand A et =
appartiennent au domaine @ et sont différents, et telle que

PHOA Z) <K NLP= (AL R (o<Tp<<m);

alors la fonction

Almy

K(x.z)_—:_j GINL AN Z)ay,
[}
est continue pour X, Z, et
S O[:lﬂ-“‘ v—m (X 2 (h =+ <<m—1).
KN Z)={ OfloglL, — logh(\,. =) (A= == —-1),
O] (A+p>m-—1):

dans ce dernier cas, la fonction est toujours continuce.

Nous voyons im médiatement que

(m}

KON E) < MN / et (XL A L= (AL )Yy
J @D

Une homothétie suivie d’un déplacement peuvent faire revenir la mul-
tiplicité «,, = o sur elle-méme, mais en amenant X, a lorigine et Z,
en (1, 0, ..., 0); on voit ainsi que

IK(XL.Z) <z MNLIru—m+1 (N 2 )
s ’ I/\ A

m—r—1

>

P

.

H=-ta

(@ 4oai ) * Ly — 1) A A g - (d— )] 2
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avee o= a, L"(X,, Z,); le domaine d'intégration est
ai-i- ok .o ag << LPL N E). o< a, <L, " (X,.Z).

. . . . , . . I
Pour limiter cette mtegrale, nous remarquons que, st « > - et [>o,

At = N 2t ®° ) sl . © . \
j la — 122 / da < {122 <j {/;l__ -4 f _dl_ ) .
0 (s =+ o v)l ] (1) o \/I -+ 2 1 .I".'/‘ ’

\ /

cette intégrale est donc moindre que {22 —1)"'/'~**, k étant cons-
tant si 2 est borné supérieurement. Dans notre Jimitation de K(X, Z),
nous pouvons intégrer par rapportd a,, et appliquer le résultat ci-dessus
st u.<m—1; le résultat est inférieur au produit d'une constante par
MNLM st (X E
m — o 1
v Aty oes Apey)

e b | m—-—1?

(@i ap) * |la;—1)?+ai+.+aj ]

o

or la derniere intégrale a déja été rencontrée (théor. 1). On voit ainsi
que

- AMN . | RS IE N E)
A —p—1){(m-—h—p—1) ) :
(X -+ p<<m—1).

‘ . A MN L

(3 KX, E)! o = (D~ == — 1),

SUNEES AR Mr(m— p—1 8 L(Xy, Z) (A pr==ne—1),
I MN

hp(m —po—1)(h—+p—m=1)
(A+p>m—r1, p.<<m-—-1);

dans ce dernier cas, on démontre & peu prés, comme plus haut
(théor. 1), que K est toujours continu. Si w.2m —1, on peut le rem-
placer par v/ <<m—r1, de facon que 7+ ' >m —1; en multipliant
le résultat par ¥ la limitation en sera augmentée; en particulari=
sant u', on auraune limitation de la fonction partout continue K(X, Z);

par exemple, si
p=m—1—2a"ll,
on trouve

(3 bis) TK(X, A)! < 224 MN

Dans ces limitations, £ ne dépend que de m et de @,
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TueoriME 5. — St, dans les hypotheéses du théoréme 3 et en plus de

JdG IG Il . , ) .
D Dl e extstent et sont continues pour X =% A

celles-ct, les fonctions
et A=£E, etst

JG I< ML 71 (X A),
Ory | : ’
I oG X 3 -
9G L IG] MLehem (X)) (1— A< k<1, h > o),
ity Jay, -
Jil . -
e I ‘fJ.-mm- S N —.
day, <M (4.2

et si, en outre, la fonction (A) est continue (L) dans @ avec l'expo-
sant h et le coe [ficient v, avec la condition

7 T (A <<=,

la fonction

UGN, e (A TL(ALZ)dVy

(0]

K(X,Z)=

oK
day,
de Z; de plus, st X reste dans un domaine fermé intérieur a @,

admet une dérivée continue quand X appartient a @ et est (lzﬁl"rent

K s O[ Ltb—m—1 (X, 2] (3~ << m—+1),
({)‘,(t\- = OflogL, —logL(X, Z)] (L4 p==n+1),
o ( O(1) (R 4+ > m 4—1):’

dans le dernier cas, cette dérivée est toujours continue.

. : .- IK N . '
Tout d’abord, six > 1, oo se calcule par dérivation sous le signe f,
S

et le théoréme 3 fournit les conclusions annoncées sans intervention
oG ., oH

. 5{—’;: d (7(7;

Si2<1, soient'S, la frontiere d’une hypersphére de centre X et de
rayon arbitraire »<L(X,Z), prise dans le sens associé au sens
(ay, ..., a,)de son intérieur, @, la partie restante de @, et soit

des hypotheses relatives & et & la continuité (L) de o

(r22)
K(X,E)= G(X,A)w(A)HI(A,Z) dV,.
@,
Posons symboliquement, sur une multiplicité & m — 1 dimensions
Adnn, Ec, Norm., (3), XLVL — Mar1g2. 20
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prise dans un certain sens,

1213
. < Y
Sy = \/Z A(Ayqe ooy Ay )2,
=1

Wy (A)dSy==(— )"0V, o, ..., tyy) (oe==1, 2, ..., m),

(ayirs - ooy ayy) désignant ce qu'on obtient en permutant circulai-
rement a,, a,, ..., a, de facon & amener a, en téte, puis en suppri-
mant «,. '
On a
()[\— ) ime) ()C _ . {m-=t) ; . ‘ .
d -/ ——l—n'(\:\)II(A,:_)(/\’A——f GIX.AYo (A (A Z)m, () dSy.
@, . S,

da, dxy,

Introduisons un domaine @” contenant X et 'S, mais non A, et dont
fa parlié commune avec ), est 3 sa fronticre prise dans le sens
associé au sens (a,, ..., a,) de " sera nommée &, et la partie
restante de @ sera (V. Nous avons

- W (1) () e
A —:.—f I A IALZ) @V, +/ I8 A — w(X)TH (ALY 2V,
¢ . J o

Jday, o Oy o oy,
M 0G dG v . |
= (N —— HAZ)dY ., + w(X GIXLA 7A%
" ; )/LD’,’. ( o, i ()z(;,,) ( JlN s )v[ﬁr - ‘ )4)(27. “Vs

al2—1]
— ;ly(x,,/ GON AN, D) my (A) Sy
K
e GEN A [ (N) — (A TH(ALE ) w5, (A) dSy.
J;s".

Sirtend vers zéro, les différents termes tendent uniformémentvers
des limites, ce qui prouve que

Lok MaG
(4 D;; _“‘/(p' s w (A H(AZ)dVy
(hi) ()(}
i Tt A ) — w(X)] (A Z) dV,

o 0%y

.. e oG G — o 1710 S
—E H'(\) - [<;}.—L: -+ (7_([_;> “(l\.-—u) -+ (J(X..’\)J;;» (l\‘\

Wn—1y

— n-(;\')/ FON,A) H(AL D)y (A) efS,.
5
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Reste la limitation. Soit 2 le minimum de la distance des points X
considérés i lafrontiere . Considérons d’abord le cas ot L(X, =)< 22.
Alors nous prendrons pour ' une hypersphére de centre X et de
rayon 2~' L(X,E). Limitons d’abord I'intégrale étendue 2 @', et consi-
dérons d’abord la partie de " comprise entre $' et I'hypersphére de
centre X et de rayon 2L(X,Z). Dans cette partie de &', la valeur
absolue de la dérivée de G est moindre que 27+ ML~ (X,Z) et la
mesure du champ d’intégration est moindre que le produitde L(X, =)
par une fonction de m; en tenant compte de la limitation de H, on voit
que cette partie d’intégrale est moindre que le produit de

[J‘—»l MN » ];/.—.L p—tn—1 .= )

par une fonction de 7. Dans la partie restante de (@, on a

L(A,Z)>L(AX) —L(X.Z)2z9 LA\

'intégrale correspondante est donc (puisque 7~ m<m +1) infé-
rieure au prodnit de
(1 — % — ) MNz L= (X 2,

par une fonction de m (voir § I, la démonstration du théoréme 1).

Dans 07,
LA ZE)z2'L(NXZ);

on voit ainsi que les intégrales portant sur H sont moindres que le
l 8 I |
produit de )
(4 - — 17" M N o Litph—m—1 (Y| E)
par des fonctions de m, et I'intégrale restante, moindre que le pro-
duit de
7P MN 3 Lr--—m—1 . _“.:_)

par une fonction de me.

Entin sur s’ la fonction intégrée est

0O [ LAtp—2m (X.=2 )‘l’

pendant que la mesure du champ est le produit de L' (X, Z) par une
fonction de m.

Si L(X,E)>2¢, en prenant pour 8 une hypersphére de centre X
et de rayon ¢, on arrive &4 une limitation dépendant de m, de < et de
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L,, mais indépendante de X et de Z. Ainsi

0r
[ AMNZ[(h 4 h— 1) (- 11— )y | L= (XU E (%
AMN#%[(h— 1) pe(m 41— & — p) [P Liru—m—1 (X )
< (A>1, A+ p<<m—+1), )
EMN#%[(h — 1) ][ logLy — log LN, Z)] (A+p=m+1),

o
A
-

17108

day,

IMN=[(A — 1) p(d 4+ pp—m —1)]! (d =4 p>m—+1).

Le facteur # dépend seulement de m, de ¢ et de L, dans le premier
cas, seulement de 7 dans les autres.

Remarque. — Si Pon avait considéré la fonction
mx,z'):f GOX,A) [0(A) —w(Z)H(AE) dV,y,
@D

en supposant —1 < u.<m (au lieu de o <. <m), et en ajoutant
I'hypothese i > — 1, le méme procédé exactement aurait fourni

- () Y (10} }
Ik, :f JG [w(A) _m(z)]nd\f,ﬁf 9C [w(A) — o (X)]H dV,
@ o 0%z

-)"1"3( ‘ ().7;1
(25, 20Y oo

Dy, da,, (o

()

+ [w(X) — o (2)] AN

@

Al—1)

——[w(\ — (_)]j GHw,dS,.

oH
TutoreMe 6. — Sz, en plus des hypothéses du théoréme 5, = existe et
Ca

est continu quand A et B sont distincts, et s
l ()l[ JH

U=l t11—1 [ )
()c(, (),u < NL: (A E) (h>1—p),

oK
la dérivée —— T caiste et est continue quand X et E sont distinets dans (D et
-0l

. i O[ Litpsrh—n—1 (X Z)] (A p+h<<m-1),
JK  JK Jxr :
prewinal el O[logL, —logL(X,Z)] (A 4+ p+ L =m -+ 1),
* o O(1) (A+p+r>m—+1),
pourvu que X et Z restent dans un domaine fermé intérieur a ®.

Tout d’abord, si 2 >1, n.>1, 0na

JK 9K " 9G . il |
—‘L—; ‘):.4 f I() \4”( A, —)_L('(\ \) - JW(A)d\"A .
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ou

. OK 9k MroaGg L ol . CNOTAY
(5) E+Z-L [().lf~ (ALZ) + GON, \))__;;J[”\‘\)_u(\)]d\'\

_u(\\[ [(')(' :'j{?)m,x.z»
[ %

S GIN. A (()H i 4)H>J AN

day, d=.,

m—1y
—wrff\)f GINCAYHALE)y o, (A) dSy
S .

(dans le raisonnement, avant d’intégrer par parties, on a introduit des
hyperspheres infiniment petites de centres X et Z). L'intégrale
¢lendue & $ a une valeur absolue moindre que le produit de MN» par
un facteur dépendant de m, de @ et de 2 (borne” inférieure des
distances de X et de Z 4 &). Les autres intégrales ont une limi-
tation du type de I'énoncé (théoréme 3). Le théoréme se vérifie
donc.

Si #%1, ».>1, on constate, d’aprés le théoréme précédent, que la
méme formule (5) est valable; I'énoncé se vérifie encore.

Si 251, <1, nous partageons D en une région @’ contenant X et
une région (' contenant =; soient $ et $” les frontieres complétes de

Y dc @", prises dans les sens dSbO(,ILS aux sens (a,, ..., a,) de
’ " 1728 . )
(@ et de D" respectivement. La partie de T + o= qui provient de @”

se déduit de (5) en remplacant M et'S par [k et 5”, ["autre partie se
déduit de (5) en rempla(*anl w(X) par @(E) et @ et S par V' et &,
La partie commune & 8’ et & 8" peut étre 'hypersphére de centre X et
de rayon 2~ L(X,=); l'intégrale correapondante ayant w0 (X) — u( )
en facteur, I’énoncé se vulﬁe encore

Ainsi )
feMN 2 LArurth—ni—1 ( X = )
(h=h—1)(p+h—1)(m4+1—k—p—h)
(7~ o+ << m —+1),
_()_l'_\_ ()l\ ) / M.N | log L, — logL(X, =)] (% b h=m 1),
ey, ()_1 (h=+h—1)(p~+N—1)

AMN =
, (A+h—1)(p—+h—1)(h—+ g+ h—n—1)
| (A+p4+h>m-1);

i
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dans le dernier cas, il v a continuité méme pour X = Z; £ ne dépend
que de m, de et dec

TueoriNe 7. — St, en plus des Iypothéses du théoréme 6, les dérvées
G o H
e =
drydas  daydig
et st

existent et sont continues pour X 5= A et pour A 5 Z,

‘< MELAMm=2( N\, \, I L—l—l— < NL#—m=2(A Z),

)*G
| day iy

day, day

Lo '
la dérivée PYE existe et est continue pour N % = el
oy ]

J

K \ Of Lrpmmea (N Z i (74 <X m--2).

[7AR N )

— == OlloeL, — logl.(\.= (7.-‘ ey e I}
vy iy / [togLy —logl( )] =1 )

VO (7~ > m - 2),
pourcu que X et Z restent dans un domaine fermé intérieur a (.

En effet, dans I'expression (4), I'intégrale étendue & @' se dérive
par rapport 2 Zg en employant la marche du théoréme 5; les intégrales
étendues 4 D" et & & se dérivent sous le signe [

Pour la limitation, supposons d'abord L(X,E) <22, < étant le
minimum des distances de X et de = aux points de . Soient @ et ("
des hypersphéres de centres Z et X et de méme rayon 27'L(X,&), &'

et S leurs frontieres prises dans les sens associés aux sens (a,. ..
a,,) de leurs intérieurs, " le reste de D; on a

91 (r2) G i
_(,)_I\, —-—f B — [ (A) — g (__)I{)_”_,]\\

diry Jzg Oy,

_ (mj - 2 G HIAZ) 4+ JG JoH - ()“ - AN
v [ gt + gz (0 ) |

i)
‘"[ (_)C_'[u(\;_m\ J— av,

o X v\ dll )2 H ;
+ w(X) [(i)g— —+ E—) () + G(X,A) );7() ]d\',\

" dr,  dag) dis

@
(m—1}
_.n(-)f 9 (A Z)wy(A) dS,

A

oz,

fm—t1 NI ™ oG OH .
o \)f GO G (s [T w(A) G oV
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On évalue alors des limites supérieures de chaque terme, en consi-
dérant & part, comme au théoréme 5, la partie de (" intérieure & une
hypersphére de centre X et de rayon 2L(N,Z), on considére enfin le
. . N N :
cas ot L(X,E)> 22, et I'on trouve

& AMN g L+p—=n—2 (X T -

, P (1~ 1< -+ 2,
(bt —1)(p=fo—1) (=2 — b — ) o ‘

*K
x5 d2y

) /.'M.\ z[ logL, — log L(\. =]
’ (hA=lo—1) (= fo— 1)

(74 po==m = 2),

<<

AMNz

- S (74 > m +2).
(hd-lo—vy (o — ) (b ppo— e —2) :

la fonction étant, dans le dernier cas, toujours continue, et les facteurs
k ne dépendant que de m, de @ et de =.

Tarorime 8. — St en plus des hypothéses du théoreme 7, les fonctions
G et Wl peuvent étre déricées jusqu’a ap fois (p2 o), dont p dérications au
plus par rapport awx coordonnées de chacun des deux points, dans un
ordre quelconque, les dérivées obtenues étant continues quand les deux
points sont différents; si le résultat de n dérications de cette sorte (n< ap)
appliquées a G waut O[ L (X,A)| et st les opérations 7(1)—4 -+ (—)%
appliquées une ou plusieurs fous, quand cela est possible d’apres ces hy po-
theses, a G ou a une de ces dérivées d’ordre n, n’enchange pas Uordre par
rapport & L(X,A), exception faile du cas ot on applique p de ces opé-
rations a G, cas ot le résultat est O [ L=~ (X A)|; 5%l en est de méme
pour H en remplacant 7. par v. et X et A par A et E; st sy a toutes ses déri-
vées jusqu'a lordre p—1 continues, celles d’ordre p — 1 étant conlinues
(L) d’exposant h; si toutes ces conditions sont remplies, K possede les
mémes propriétés que G ou W, en remplacant 1 ou u. parl.— u., tant que

frn]

les exposants restent m‘gﬂ[i/:s‘ et poursu que X et & restent dans un
domaine fermé intérieur a (0.

En effet on constate qu’on peut calculer toutes ces dérivées par
application des théorémes précédents; tant qu’il y a au plus p —1
dérivations par rapport i chacun des systémes de variables 2, ouZy,
on peut procéder comme si o =1, en soudant le facteur o a I'une des

. . . 0 J . ,
fonetions G ou H. Pour les opérations T TR on emploie-le théo-
L, <+

réme 6.
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III.

Soit @ un domaine borné ouvert de I'espace 2 m dimensions ot
I'équation :

J*u . Ju .
() Tl -_—¥ ¥ - ! —_
1 Flu)=2y 8033 ~——— + 2,0, 4+ cu=f(X\)
(. ) ( ) e e ] ()J“_‘A (}‘I“"}’ Lo ()xFu f
(. Bp=1,2, ....m)

soit de type elliptique: on suppose que a, s= ay . Les a, 3, b,, c et [
sont des fonctions de .x'y, 2., . ... 2,: les fonctions b,, ¢, f et les déri-
vées partielles des @, 4 sont continues (L) dans @.

Dire que cette ¢quation est du type elliptique, c’est dire que la
forme quadratique X, 5@, s(X)paps en p, pas ..., p,estdélinie; nous
la supposerons positice ; nous désignerons par g une limite inférieure
positive des racines s du discriminant de '

X8l paps— S 2y pi,

quand X est quelconque dans ®.
Soit D le déterminant des «, 4(D >o0); soil A, 5 le quotient par D
du mineur de a, 5; nous poserons

(2) H(X,E) =2, 50 3(E) (05— 25) (3 —23);3

soit encore, en supposant 7.2 3, cas auquel nous nous bornerons ('),

o

(2 bis) 'A:z—ﬁfc—?l”<l-)—l-——1>.

On peut chercher a satisfaire & ’équation (1) par une fonction « du
type
() 2—1n -1
(3) z/,(X):——'/-.f I (X,Z)D 2 (E)e(Z)dVz,
[}

ol ¢ est une fonction & déterminer. Les dérivées premiéres de u se
calculent par dérivation sous le signe f St o(E) est continu (L), les

dérivées secondes de u se calculent alors parapplication du théoréme 6,

-

(1) Voir D., p. 43.
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section I, et 'on arrive (*) & I'équation

() 5(X) __>.f KiX.Z) 22 gve = pix, -
nl

@ . \D(.:.)

avec

2—m

K(\N.Z) :;F_\.[H“T(.‘{.E)].

C’est une équation de Fredholm, dontlafonction déterminante n’est
certainement pas nulle si la mésure de D est assez petite (*).

Quand cette fonction déterminante n’est pas nulle, la solution p(X)
de cette équation est certainement continue si /(X) I'est. Mais alors
I'intégrale figurant au premier membre est certainement continue (L).
En effet,

m--2

(5) K(X.E)y=(m—a)H 2 (N,Z) Xy 5y8[ @u,5(XN) —ag 5(2)]

= [”'”‘\a,y(z) ’\-jﬂ,a(.E') — Aays (2) »“\y,a(E)] (py— &) (53— 23
nm
— (m—o2)H (X Z) X, 50, (X) Ay g(E) (xg— E3)

2—1n

+e(XHH 2 (N,E);
a la partie d’intégrale provenant de la premiére somme s’applique le
théoréeme 5, section I; la seconde somme donne lieu & m intégrales
dont chacune est multipliée par ['un des b,(X), et & chacune desquelles
s’applique le méme théoréme; enfin le dernier terme conduit au pro-

duit de ¢(X) par une intégrale dérivable sous le signe f L’intégrale

du premier membre de (4) est donc continue (L) avec un exposant
égal au plus petit de ceux des b, et de c si celui-ci est inférieur a un,
et avec un exposant aussi voisin de un qu’on veut dans le cas con-
traire.

Mais nous avons supposé f(X) continu (L). Donc ¢(X), somme de
deux fonctions continues (L), est continu (L), avec un exposant égal
au plus petit de ceux des b,, de c et de f si celui-ci est inférieur a un,
et avec un exposant aussi voisin de un qu’on veut dans le cas con-
traire. :

D., p- 32 a 55.
Ann. Ee. Norm., (3), XLVL. — Jux 1g2g. 21
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Done (§ I, théorémes 6 et 7), les dérivéessecondes de «(X) existent
et sont continues (L) d’exposant ~(x+/4)", /i étant 'exposant qui
vient d’étre trouvé pour ¢; en outre I’équation (1) est satisfaite; ces
conclusions ne sont toutefois valables que dans un domaine fermé
quelconque intérieur a .

Tutorime 1. — Dans une hypersphére suffisamment petite ayant pour
centre un point quelconque intérieur ¢ @, un changement simudtané de
Jonction inconnue et de variables indévendantes permet de remplacer
Uégquation (1) par une autre de méme type mais ott les coe f ficrents corres-
pondant aux by, et & ¢ sont nuls.

Pour le démontrer, remarquons que si, dans les formules (3) et (4),
on remplace @ par une hypersphére de rayon variable r et de centre
donné intérieur & @, et si M est une limite supérieure de | /(X)], on
aura, dés que 7 sera assez pelit,

[o(X)| < AM,

k étant une constante; par suite

Jdu
0y

< hyrM (ot=1, 2, ...,m),

(X)) < kM, }

k, et k, étant d’autres constantes.
Déterminons alors, par les formules (3) et {4) ot D sera remplacé
par notre hypersphére, une fonction o (X) telle que

Flo(X)]=c(X).

D’aprés ce qui vient d’étre dit, 1 — o(X) ne s’annulera nulle part
dans ’hypersphére, pourvu que r soit assez petit. Nous poserons alors

w(X)=[1—5(X)](X),

ou ¢(X) est une nouvelle fonction inconnue; en substituant dans (1)
et en divisant par 1 — 9(X), nous obtenons une équation de méme
type, mais ol ¢ est remplacé par zéro; les coefficients des dérivées
secondes ne sont pas changés; b, est remplacé par

by —1— (X)) Z5ay5 ——;
a—[1—9(X)] 28,8 g
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S estremplacé par [ t—o(X)|™' /. Cette premiére opération réussirait
aussi bien si, au lieu d’une hypersphére de rayon r, on prendit un
domaine de mesure suffisamment petite.

Apres cette premiére opération, nous allons reprendre 1'équation
(1) en ajoutant aux hypothéses déja faites celle que c = o (c’est en
somme un changement de notation). Nous allons maintenant déter-
miner, par les équations (3) et (4) ou @ est remplacé par notre
hypersphére, des fonctions /,(X) telles que

5 [./'1( NoJ=b, (N

D'apres ce qui a été dit, le déterminant fonctionnel des m fonctions
x,— [o(xy, ..., 2x,) ne s’annulera pas dans 'hypersphére si r est
assez petit. Nous ferons alors le changement de variables défini par
les équations

lo == g [ Ly ooy X)) (O ==1, 2, ..., M|,

ol les ¢, sont les nouvelles variables. Ce changement est valide dans
une hypersphere de rayon suffisamment petit ayant le centre donné;
les dérivées partielles premicres et secondes des ¢, par rapport aux .r,
et des @, par rapport aux ¢, existent el sont continues (L) dans une
hypersphére concentrique i cette derniere et de rayon plus petit. Si
nous écrivons la nouvelle équation

d*u du .

AN 4 Y g PRy p—
N By e e X Dy — A = [Tty . )
#3000, dt, Oy, St "o

ol /" est ce que devient / par le changement de variables, les formules
" liant les"nouveaux coefficients aux anciens sont (en ne supposant pas
c=0) '

Wy 5= 3y aa\,.a(_)ﬁ ﬂ’.i,
o TP Dy dacg
(0) { . 0, . iy
: by =33y g——— A X by
o ST Oy Dy 7Y Oy
¢ =c.

Ici nous en concluons que

'=by=0 (=1, 2, ..., m).
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D’ailleurs les a; 5, considérés comme fonctions de &\, @, ..., Zu,
ont des dérivées continues (L); il en est donc de méme si on les con-
sidére comme fonctions de ¢, ¢,, ..., 4, ('). Le théoréme est démon-
tré. Il suffit de reprendre le calcul pour voir que I'exposant de conti-
nuité (L) des dévivées des a; 5 est (1 + k)" si A <1 est le plus petit
de ceux des b, et de ¢ et que (1 + A)~* ne dépasse pas I'exposant de
continuité (L) des dérivées des a, 43 si 2(1 + £)~" dépasse ce dernier
exposant, c¢’est ce dernier qu'il faut prendre; si =1, il faut le rem-
placer par un nombre inférieur et la suite s’applique.

Généralisation du probléme de Dirichlet. — Revenons al’équation (1).
Nous supposerons que la fronticre S de @ est telle que les coordonnées
de ses points puissent s’exprimer a I'aide de m — 1 paramétres s,
Say - . .5 Sy par des fonctions dont les dérivées partielles existent et
sont continues (L) et dont les n déterminants fonctionnels ne peuvent
s'annuler ensemble; il n’est pas nécessaire que la méme représentation
soit valable pour la multiplicité § entiére, mais nous supposerons que
chaque point de & est intérieur a une partie de $ dans toute I'é¢tendue
de laquelle une méme représentation paramétrique est valable, et que
le nombre total des représentations nécessaires est fini.

Nous nous donnerdns une fonction f,(Y), définie quand Y est un
point de S, et qui soit alors fonction continue de s, 5o, . . ., . NOUS
nous proposons de trouver une fonction u, continue dans @ + 8,
ayant ses dérivées secondes continues dans @, satisfaisant dans ce
domaine a I’équation (1), et prenant sur S les valeurs f,(Y). C’est ce
que nous entendons par probléme de Dirichlet généralisé pour les équa-
tions linéaires.

On peut, comme plus haut, décomposer K(X, E) en une combi-

(V) Siw=/f{wuy, ts, ..., p) est une fonction de wy, us, ..., w, continue (L)
d’exposant /o ct de coefficient M, et que wy, us, ..., 1, soient des fonctions de
Loy Lge oens T

“ continues (L) d'exposant £ et de coefficient N, w est une fonction composée de
Ly, Xy, we, T

qui est continue (L) d’exposant 4/ et de coefficient M (/N ).
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naison linéaire de m + 2 fonctions, dont m -+ 1 sont multipliées soit par
I'un des 6, (X), soit par ¢(X), et qui toutes satisfont aux mémes hypo-
théses que la fonction G du théoréme 7 de la section II; ici 2. =1, eth
est 'exposant de continuité (L) des b,, de ¢, et des dérivées des a, 3.
Posons

{2y 1
(7) KX, E):f K(X. AjD 2(AYKr—1 (A, Z)dV,, Ko=K;
[a}

on voit de proche en proche (§ 11, théor. 3, 5, 6, 7) que les K’ sont
susceptibles de la méme décomposition que K, 7 étant seulement rem-
placé par p, en convenant que, dans les limitations des K’ et de leurs
dérivées, quand on est conduit & un exposant nul pour L(X, E), il
faut ajouterle facteur O[logL,— logL(X, E)], et quand on est conduit
4 un exposant positif, il faut sealement affirmer que la fonction corres-
pondante est continue méme pour X = E (*).

Celles de ces conclusions qui concernent les dérivées des K ne
sont pourtant valables que si les points X et = restent 4 une distance
de S supérieure 2 un minimum positif d’ailleurs quelconque. Pour y
obvier nous supposerons que les a, s, les b, et ¢ satisfont aux hypo-
theses déja dites dans un domaine @, comprenant @ 4 son intérieur. -
Les intégrations qui servent a former les K'”' seront étendues au
domaine @,, au lieu de . De la sorte, les propriétés que nous avons
en vue auront lieu dans tout domaine fermé intérieur & @,, en parti-
culier dans @ + 8. ‘

Si les coefficients de & () étaient donnés seulement dans @ + &,
on pourrait procéder de la facon suivante, qui suppose qu'aux points
de 8, les a, 5 ont leurs dérivées secondes continues (L). En désignant,

comme nous 'avons déja fait, par o,, @., ..., @, les cosinus direc-
teurs de la normale 4 S, nous choisirons m fonctions ¢,, ¢o, ..., ¢,
dont les dérivées par rapporta s,, 5., ..., s, soient continues (L),

dont la somme des carrés fasse un, et qui soient telles que X, @,c,
ne soit jamais nul. Pour cela on pourra d’abord former m fonctions
continues sur & et dans son intérieur et se réduisant sur § respecti-

(1) C’est par erreur que dans ., page 56, on n’a pas supposé la continuité (L) des
dérivées des zy 3.
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vement & ©,, @y, ..., @, (ces fonctions seront, par exemple, des
solutions du probléeme de Dirichlet ordinaire, et si S se compose de
plusieurs contours séparés, on pourra opérer séparément pour chacun
de ceux-ci); puis on formera m polynomes en x,, ., ..., x, dont
chacun représente I'une des fonctions précédentes a Uintérieur de S

. 1
~(ou d’un des contours formant &) avec un écart moindre que m *;
enfin ¢,, ¢, ..., ¢, seront proportionnels, en chaque point de &, &
ces polynomes. On considérera ensuite les équations

P == 05 (8 Sus e Sy ) A SO (S0 S0 o0 D Spy) (c=1.9, ....m).

olt z, = o, est une représentation paramétrique de §; ces équations

définissent s,, $o, ..., 5, comme fonctions continues eta dérivées con-
tinues (L) de @,, x,, ..., z,, tant qu'on ne s’éloigne pas trop de &.

On limitera U'intervalle d’oscillation de s,, & deux constantes opposées,
telles qu’on obtienne un champ ot il v ait ainsi correspondance biuni-
voque, et telles qu'un méme point de ce champ ne puisse étre obtenu
a partiv de deux points de § situés dans des régions admettant des
représentations paramétriques différentes. Dans la partie de ce champ
extérieure i (D, on prendra pour les a, 5 des fonctions linéaires de s,,,
a coefficients dépendant de s,, ., ..., 5, ,, choisies de facon que ces
fonctions et leurs dérivées par rapport i s, soient continues sur §;

Oty 4 , . .
5o-- ont des dérivées continues (L) par
m

rapport & s, sy, .... s, ,; les fonctions obtenues ont donc, par rap-

portas,, s,, ..., s, ., leurs dérivées continues (L) et remplissant les

conditions imposées. On diminuera au besoin I'intervalle de variation

de s,, de facon que I'équation reste de type elliptique dans le domaine

stendu. Les coefficients b, et ¢ pourront recevoir, en dehors de @, des

valeurs im.lé;fend:mtes de s,,, de facon & respecter la continuité sur S.
Les K étant ainsi formés a 'aide de ®,, la fonction

d’aprés notre hypothése, les

tm)  2e—m !
f H T (X, A)D *(A)K»(A, Z)av,.
w»

vaut O Lr*=(X, E) | (p +2<m) sadérivée par rapport & x,, cal-
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culée par dérivation sous le signe f, vaut

O[Lrt=m(X, E) (p+1<<m);

, \ i AV A ()— - 1
on peut encore (§II, théoremes 54 7) calculer ses dérivées 5—— qui
. e :a

o 9

valent O[ L (X, E) (p << m)], les combinaisons

ul
050Xy - Oz, das q

valent O[L7+"—(X, E)] (p+ h<<m), et les dérivées _)—’:7)(1—()“1 qui
valent O[Lr—m=' (X, )] (p<<m + 1);si patteint les bornes indiquées,
il faut remplacer O[L'(X, Z)] par O[logL, — logL(X, Z)], et si p
dépasse ces bornes, les fonctions correspondantes sont continues
méme pour X = Z (toutes ces fonctions sont continues pour X E).
Ces résultats sont valables pour tout domaine fermé intérieur & ®@,, en
particulier dans @ + 8.
Nous poserons alors

2--n

(8) H(X, Z;p)y=H * (X, Z)
i (m) f_r_.__;n wl
+ 7."[ H7T (X, A)D F(AVK™(A, Z)dV,,
E J O, ’ . A

=

7 étant toujours défini par (2 bis). Cette fonction peut étre dérivée
jusqu’a trois fois, dont deux fois par rapport aux x, et une fois par
rapport aux a,, dans un ordre quelconque; toutes ces dérivées et les
. d Jd 02 0?
ombinaisons — -+ ——
combina 5! 0Zy =+ da,,’ 0z, 0xs Jxyday
et ont des limitations de méme sorte que les résultats des mémes opé-

Qe

sont continues pour X =£ =

rations appliquées a H * (X, E). On trouve d’ailleurs que

(9) F[H(X, E; p)]=wKr(X, Z).

Soit (@, un domaine ouvert, de frontiére S,, telle que @, + S, soit
intérieur & @, et contienne . Nous supposons que la fonction f(X)
soit continue (L) en tout point de @,, ou bien que nous I'avons pro-
longée dans ce domaine comme il a été dit. Nous allons chercher, pour
notre probléme de Dirichlet généralisé, une solution qui soit du
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om 22—
(10) u[\.'():——lf H * (N, Z)D HE)e(Z)d Vs -
w

X Cim—1 . JH(X, A: ‘
— Olj G( -X) Ex‘:j((l‘g(A ) i)__(.T(__E_) @, (A) dsy,
s vD(A) as

ol 7 et 5 sont deux fonctions inconnues dépendant la premiére d’un
point de @,, la deuxi¢me d’un point de $; § est pris dans le sens
associé au sens (a, ..., a,) de @; on suppose p22.

Nous supposerons que ¢ est continu (L) dans tout domaine fermé
intérieur 4 @,, et que 5 est continu. Dans ces conditions, I'équation (1)
se traduit par

p(Z)

(pX)—7 [ KX, 2) L= ave
S @, VD(E)
(m—1) ( (X A 4
P Y jl_L\“)_ El @(éx’r-;(z\) &'_(_Z—_)'m’( A ) IIS\:f( X )
R v —[)(A) " ‘ (}((rj

et la condition sur § par (')

iy 2= I,

1
(19) o—(Y)_zf 0 E(Y,Z2)D YZ)p(E)dVz
Ja,

o [T L s ) B A s = (),
S : ’ b E ()((rj N

Nous dirons que la premiére intégrale de (10) est un potentiel de
domaine attirant, et la seconde, un potentiel de double couche: ; et =
sont les densités de ces potentiels. Si @, déborde @, I'équation (rr)
signifie que, dans tout @, sauf sur S, I'équation (1) est satisfaite par
la somme de nos deux potentiels;’équation (12) entraine que la limite
de u(X) est £,(Y) quand X tend vers Y par points intérieurs i @.

Le systéme formé par les équations (11) et (12) peut étre considéré.
comme un systéme de Fredholm. En effet on peut tout d’abord rem-

(1) D., p. 69 & 80; une modification n'altérant en rien la marche générale du rai-
sonnement vient de ce qu'actuellement nous ne supposons pas I'existence des dérivées
secondes des coordonnées des points de $; & cause de cela, dans lintégrale d’or-
dre m —1 de (12), la fonction est d’ordre 1+ 2 — m quand les deux points viennent
se confondre; voir ci-aprés (§ 1V)
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placer o par une fonction dépendant non seulemeut des . —1 para-
metres des points de S, mais d'une variable supplémentaire ¢, et I'on
superposera aux intégrales d’ordre 72 — 1 une intégration par rapport
a tentre les limites zéro et un : toutes les intégrales du systeme sont
alors d’ordre m; mais, sur les quatre termes de I’équation remplacant
(12), o est le seul qui puisse dépendre de ¢ : il n’en dépend donc pas
en réalité, de sorte que toute solution du systéme ainsi transformé
donne une solution du systéme des équations (11) et (x2). Or pour
prouver que ce systéme transformé est un systéme de Fredholm, il
suffit de prouver que le procédé classique de l'itération conduit & un
noyau borné; c’est ce qui est (§1II, théoremes 1 & 4), car les noyaux
des intégrales d’ordre 7 sont respectivement

O[LE7(N, Z)] et O[L&n(Y, Z)],
et ceux des autres intégrales, aprés la transformation ci-dessus, sont

O[Lrm(S,. T;)] et O[L=t=m(S  T,)],

ou S, et T, désignent les points de S qui correspondent respective-
menta Yeta A:

LS, T))=y(si— )+ (Sa— Lo )P+ o o=+ (Siey = Ly )3

h désigne I'exposant de continuité (L) des dérivées des coordonnées
des points de §; il suffit donc d’appliquer I'itération un nombre de
fois supérieur & m —1 et & (m—1—Ah)k ' pour avoir un noyau
borné ().

Montrons maintenant que, si le systéme des équations (11) et (12)
estsoluble, «(X) satisfait & 'équation (1) et & la condition sur §. Tout
d’abord ¢ et 7sont continus, ce qui d’aprés (12) entraine la condition
sur 8. Alors 'intégrale d’ordre m — 1 figurant dans (11) représente
(81, théoréme 1) une fonction continue (L); il en est de méme (§1,
théoréme 5) de I'intégrale d’ordre m; or le second membre /(X)) est.
lui-méme continu (L) par hypothese; done ¢(X), seul terme restant,
est continu (L), et par suite I'équation (11) entraine I’équation (1).

(1) Dans une Note ( Comptes rendus, 187, p. 499), j'ai parlé de m itérations, ce
qui est I’enticr correspondant & A =1. -
Ann. Ee, Norm., (3), XLVI. — Juix 192¢. 22
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Or il y a un cas ol nous sommes sars que la fonction déterminante
de notre systtme de Fredholm n’est pas nulle : le cas du probléme de
Dirichlet classique, et plus généralement le cas ou les a, s sont cons-
tantes et ol by=c=o0 (a2 =1, 2, ..., m) (ce cas se rameéne au cas
classique), quand le contour & est d'un seul tenant. Dans ¢e cas, en
effet, K(X, 2) est nul, de sorte que I’équation (r1) se réduit a

o(Xh = f(X)

et I'équation (12) introduit un potentiel de double couche au sens
classique du mot. On sait (') que le probleme a alors une solution et
une seule, quel que soit /' (Y).

Mais on peut établir que si les coefficients a, s, b,, ¢ et les dérivées
des a, s sont fonctions continues d’un paramétre, la fonction détermi-
nante correspondant & un noyau itéré fini quelconque varie aussi peu
qu’on veut (*) quand le paramétre varie assez peu.

Or si 'on transforme @ par homothétie de rapport £ variable sans
que ce domaine sorte de la région ou les hypothéses sur les coefficients
sont remplies, cela revient & remplacer I'équation par une autre dans
laquelle, si 4 est assez petit, les a, 5 ont dans @ des oscillations aussi
petites qu'on voudra pendant que leurs dérivées etlesfonctions b, ete
restent aussi petites qu'on voudra. Si done /£ est assez petit et que S
soit d’un seul tenant, la résolvante du systéme des équations (11)
et (12) existe, et le probleme a une solution et une seule (*). On a
donc le théoréme suivant :

Turorine 2. — St f(X), les coefficients b, et c et les dérigées des coe /-

(1) Voir par exemple E. Goursat, Coursd’Analyse mathématique, t. 111, 2¢ édi-
tion, p. 512; ou HEywoop et Frécugr, L'équation de Fredholm et ses applications
& la Physique mathématique, p. 113. 51§ se compose de ¢ -1 contours, dont ¢
sont situé¢s a 'intérieur du dernier, on voit facilement que I'équation de Fredholm
formée 4 la maniére classique n’est soluble que moyennant ¢ conditions. Cela ne
signifie pas que le probléme ne soit pas possible dans ce cas (on sait au contraire
quil Pest), mais seulement que sa solution n’est pas représentable par un potenticl

ordinaire.

(2) D., p. 83; l'adaptation des raisonnéments au cas présent n’offre aucune difficulté.

(3) On peut prouver (voir § V ci-aprés) qu'il ne peut y avoir plusieurs fonctions u
si k est assez petit; celle qu'on représente par I'expression (10) est donc la seule
solution.
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Jicients a, s sont continus (L) dans une région débordant @, et si le
domaine (0, homothétique d’un domaine fixe dans un rapport suffisam-
ment petit, a un contour d'un seul tenant et satisfaisant auz hypothéses
déja énoncées, le probléme de Dirichlet admet une solution et une seule.

Iv.

Nous nous proposons maintenant d’étudier ce que deviennent sur le
contour § d’'un domaine @ quelconque les dérivées des solutions du
probléeme de Dirichlet généralisé. Nous ne pourrons le faire qu’en
imposant aux coefficients de I’équation et & § des conditions. supplé-
mentaires de régularite. '

Méme si @ n’est pas trés petit dans toutes ses dimensions, le cas qui
fait I'objet du théoréme 2 delasection précédente suffira & notre étude.
En effet, en procédant comme pour le prolongement des coefficients
‘hors de (@, nous introduirons des variables s, 5., ..., 5, corespon-
dant d’une facon biunivoque & .x,, «,, ..., x, tant qu'on ne s’éloigne
pas trop de S, qui correspond & s5,, = o. Faisons en sorte qué s,=o0
(x=1,2, ..., m)corresponde a un point donné de S. En supposant
" sn< o dans @, nous pourrons considérer le domaine des points rem-
plissant soit les conditions simultanées

o N o2 2 .2 JAS3
0 < Syl 2r, ST SIS, < 4,

soit les conditions simultanées

S48t Sh,_ 247,
($3 4834 oS — arS,—+ Ar? <1672 (st 4. . .55 )

r étant une longueur aussi petite qu’on veut. Enrevenanta x,, z., .. .,
Z,,, on constate que la frontiere de ce domaine remplit les conditions
imposées A §; si rest assez petit, ce domaine est intérieur & @ et la
méthode de la section III permet de résoudre pour lui le probléme de
Dirichlet (méme raisonnement que pour des domaines homothétiques
3 un domaine fixe). Il suffira donc de considérer u comme donné sur
la frontiére de ce domaine, et d’étudier ce que deviennent ses dérivées
quand X tend vers la partie s,,= o de cette frontiére,
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Il nous sera commode d’opérer dans le systéeme des variables (s,
Say +« .y $Sp. Nous nommerons (s, $., ..., §,) ou S ce que devient X,
et (L5 2yy ..., ty)oul ce que devient =

Des formules de transformation [§ 11, (6)], il résulte que le déter-
minant D’ des a;, 5 vaut
(1) D,;[’(/(swﬁ._,, c ey S ]:D.

A, gy ooy Tm)

H(X, E) devient une fonction H'(S, T) qui n’est pas un polynome
BN §yy Sy - ..y S, MAIS

H/(S, TY= 3y s Ay a(Z) (@y— &y ) (a5 — &)

dEy i3 : Ty eadr QT
=3, 57,57y ""‘)"d"tfl dj{‘( Sa— l5) (55— 1g) + O[L2+4(S, T)],

h étant 'exposant de continuité (L) des dérivées de%,,%,...,%.0r

[t.. f,,, /f.....tm )
dans i—’————~—«) le mineur relatif & est C(—L—-—— ) ¢ On en
d(Eqy o ovy Em)’ . ();’Y d(Z oo Em) dt,
conclut
oty 0k
M= Sy5Ay 5 27

diz 0t

&

et par suite

(3)  H(S, T)== 20,380 5(T) (52— bs) (53— {g) = O L=*2(S, T)).

Cherchons ce que devient!’intégrale d’ordre m — 1 delaformule (10)
de la section III. Endésignant par H'(S, T; p) ce que devient H(X, A;p),
nous aurons I’égalité symbolique

. . COH(X, A '
21,3(___ I)uu——iz(o&—»na“'g(A) OH( o P) ([((t“,.ﬂ, e yey)

JH (S, T; p) ﬁl O(Agpqe + ooy Uyey)
dty dag O lyeqy -y l3—y)

= g 8y3(— 1) g (A
X d(Lygy o oey tay)

L (___I)l”l 1»!0—1) ’ (T)

ol (S, T; p) dlay, ..\ an)
dty d(tyy ..oy tm)

X d(tgpyy «ons la«l),

les a, ; étant définis par la premiére équation (6) de la section III.
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Puisque S est la multiplicité 5s,,= o, on a, en posant 5(A) =35'(T),
(nt—1) G'(‘f\.) ()I‘I‘ ;\_ .
——-———-E ol — m—11i%—1 el A (J > 7['}
fs DA st s (N o0
XA (Ayyy vves Ay

——-(__l)mr——l f""l_IFﬂ d(“l* ey Q)
o S \[)('\) d(th '—--tm)

XAty .oy lpyy).

otl’(S, T; p)
ot

S o
g 5(T) -
1_'

L’inté_grale doit étre prise dans le sens associé au sens (¢,, ..., t,)

de @ ou dans le sens opposé selon que 0z @)
A < pp l d(f], vy )

négatif; on peut la prendre toujours dans le sens associé au sens
(t,, ..., t,) acondition de remplacer le déterminant fonctionnel par
sa valeur absolue, ce qui donne

est positif ou

sy ,
s _ L OH(X A p)
D AV, o —1)im—ta—n w( A :

( ) %3 ( 1) a:l»‘J ( ) ()ag
X (Agys o ey Wy—ey)

-1 )OH"(S, T; p)

=D’ (T) X, 4(—1)m7g (T 37

X d{lyiyy + ooy bamt),

.', L (m—1) o _,\) i e :
/ __.(____._.. S5l — lr)'m_‘”l_l}(li.fi(f\i) OH (X, A; p)

/DA77 das
(41 Kl (@ypyy ey Ayey)
im—1j (T H(S. T: &
= (— x)"Hf —f—(i—QLE’j(l;,z,g(q’)g——(—S‘—;&d([.l, v ).
v s \ D'( T ) df{{i

Sil’on veut regarder d(¢,, ..., t,-,) comme positif, il faudra mul-
tiplier par (—1)" si ¢, est positif dans @, et par (—1)""" si ¢, est
négatif dans @. ‘

Cherchons la partie d’ordre 1 — /2 dans le second membre de (3);
elle provient exclusivement de

<y —

X TN

b (S, T)

( Flw) “,' T(S, 711) }:'1.!3' (_ I')cm—i) r:x»--lra’%ﬁ('l‘) (){{j

.

2

X d(lysqs o ovy Lamy)e
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Mais
OH'(S,T) - OH(X, A) day . dety ;
(;t'; — = .\.‘1. ()(l-; Tf': =] ‘\Hl.‘{ A vl A) ——()[}; (Lrg— y)

—+ O[L2(S, T)]

day da : S
— 22y vaAay(A) (){‘ —()—[% (85— l5) + QLS T)];
3 'C

I étant I'exposant de continuité (L) des dérivées des coordonnées des
points de & ('); cela s’écrit

H/(S, T . o v
1—%—’_——) —— a3 .»\3_ (T)sg— () + O[L'+2(S, T)].

Cette partie d’ordre 1 — m est donc

mn

1
(m—2)D" (T ) (S, T)Zg(— 1) 181 (55— t15)cd (Lgiys o oes tiey);

s1 T est sur 8, il faut donner i ¢ la seule valeur .

OH' (S, T)
()llfj

et sa partie du premier ordre — 2(s,, — {,), nous emploierons la nota-

tion suivante. Nous poserons

Pour manier commodément la différence entre Xya), 4(T)

Sq — by = 0Ly, (==1,2,...,m),

en considérant cela comme une différentielle de la variable indépen-
dante ¢,. Si F(¢,, ..., ¢,) est une fonction quelconque, nous note-
rons cF, ¢2F, ... les différentielles totales correspondantes du pre-
mier, du second ordre, .. .;AF désignera¥F(s,, ..., 5,)—F(¢,, ..., 1,).
Alors

C o oS, TY 5 r s y ~ da
Sganp('l )T =22 8v4mp(T)A5 ¢ (A) Aa.rd—q:—‘

. 0Av5(A) da
s (T Y.8 a N
=+ }.‘1”{1’-\:'0 (l,”’B(b T ) ——-—()—a—;——— '(-)—t-g‘ AaY Aao.

YOS (. ... 2,) a ses dérivées continues (L) d’exposant & et de coefficient M,
(t) SiF{¢ L) d L L) d’exp ] d ifi M,
Flsy, say oo S ) — Tty 2oy ooy L)
v ()l:l : \ : K —
"':-dlK-"z_t:x)l‘)?‘[_[l“‘fG(Sl_ll/\- ceey b= (S — ) ] (o0 <1y,
%
d'dl
- . DN L0
[ (st ooy smy)— {2y, oo., 5/::}“«2(51““104)(7‘[0“‘./1- eyl

< MORLA(S, T) Xy sy—ty| <My mLI+(S, T).
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Retranchons
-—‘ 2}:““3’},(1},,’{3 (THAL y(A) 3?; Oty
qui, on a vu, se réduit & — 22uw,,; il reste
S — 225 8y@ms(T)AL+(\) % (Aay — day)
5) C o 0Ays das
( = Sagipedns () 1 G Aay Aae.

Nous pouvons dériver par rapport a s; cette expression qui vaut
O[L™*(S, T)]; la dérivée est

; LT Jda
~2 X, 3y @ns(T)Axy(A)A Tt:’
. oy Ay day dx
23y 8y ema(T) =15 =2 —T Aa,;

day ()1‘3 osy -

ce résultat vaut O] L'(S, T)].

Done, dans l'intégrale du second membre de (4), si S est sur S, le
coefficient de o'(T) est O[L'*"(S,T)| et ses dérivées par rapport
asy, ...,s, valent O[L"(8,T)]. Cela suffit (§I, théor. 5) & prou-
ver que, si ¢'(T) ou o(A) est continu, 'intégrale est continue (L).
Or cette intégrale est la seconde de celles de I'équation (12) de la sec-
tion IIl; la premiére intégrale de cette méme équation est dérivable

sous le signe f; donc, si f,(Y)est continu (L), il en est de méme
de o(Y). Si I'exposant de continuité (L) de /,(Y) par rapport i
Sty ooy 8, est k, celul de 5 est le plus petit des nombres A et £, &
moins que 2=k =1; dans ce dernier cas, 'exposant est, pour g,
aussi peu inférieur & un qu’on veut.

TukoriMe 1. — St les fonctions b,, c, [ et les dérivées des a, 3 sont
continues (L) dans un domaine débordant 3 et que les dérivées des
coordonnées des points de 'S par rapport @ $,, $s, ..., Sy, Soient con-
tinues (L), si, en outre, une solution u de Iéquation (1) de la scction 111
est continue dans M+ 8, et que ses dérivées secondes sotent continues en
ou
Oy
meéme temps que la plus courte distance ¢ de X aux points de'S.

tout point de 3, les produits ~—¢ tendent uniformément vers zéro en
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Pour le démontrer, nous allons remplacer  par le domaine défini
au début de cette section, de facon d pouvoir utiliser les équations (10)
a (12)de la section III. Nous savons que, dans nos hypotheses, o(Y)
est continu; il suffit donc de démontrer que la fonction u représentée
par 'équation (10) (§11I) a des dérivées dont le produit par s,, tend
vers zéro avec s, pourvu que s soit continu. Pour simplifier la nota-

tion, nous confondrons les systémes de variables (s, s, ..., 5)
et (x,, &y, ..., z,); ce que nous allons dire sera vrai, quel que soit

le systtme qui a servi & former la fonction H(X, A;p). Ainsi, une
partie de S se réduit & x,,=o; lorigine est a l'intérieur de cette

. o \ , Jdu ,
partie de & et nous avons & démontrer que =z, %—tend vers zéro
x*

quand X tend vers 'origine.

Or, la premiére intégrale du second membre de (10) (§1II) a des
dérivées continues méme sur . Il nous suffit donc de nous occuper
de la seconde intégrale. Dans celle-ci, nous pouvons, de méme, laisser
de coté I'intégrale étendue & une partie de S ne contenant pas l'ori-
gine. Nous avons donc & démontrer que

(m—1) . . A
27\&',,lf -E:(——f\—-_)— 9 Sgamp(A) ﬂQ—A—’Q d(ay, ..y Cpey)
\/ D(A) dxy ' - dag

tend vers zéro quand X tend vers O | les @, 3 ne sont autres, a 'aide

. .. . ) I8, 058
du systéme primitif de variables, que les X ; Ay o
oublier, en effet, que, dans nos hypothéses, il n’y a pas d’équation

analogue 4 (1) (§ I1I) pour les variables s,, ..., s,, puisque les fonc-

; ne pas

tions x, de s, ..., s, n'ont pas de dérivées secondes assurées |;
d(a,, ..., a,)estregardé comme positif et I'intégrale est étendue 2
la région
a3 4. oo A < T Ay == 03
a,, est supposé positif dans @.
Nous pouvons encore laisser de coté, sous le signe f, toute fonc-
tion O[L"(X, A)], car I'intégrale correspondante vaut

r h—m l'.x:;,ll h—m
O [:f (s*+ah,) 2 s c/s] :-_-Q ;I;l;,',_“ f (x-+12) 2 m—2dt |;
0

o
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si h<1, cela fait O(2!"), car I'intégrale de séro a l'infini existe;
si h=1, l'intégrale est moindre que

a 1—m
. — 7

f (1—4122) * "2t + log 5

A azx,

ou a =rL;", L, étant supérieur au maximum de la distance mutuelle

de deux points de @; dans les deux cas, celte intégrale est o(x},) et
nous pouvons la laisser de coté.
Nous sommes ainsi ramenés i

in—1) . N
N c(A J x )
2A.1~,,,f L) o d(a,.....@n ).

/D(A) 9o . , .
VIR T 15 4 Ay (A) (28 — as) (27 — ay)T?

en négligeant un facteur constant; en ajoutant encore une fonction
O[L'(X,A)] & la fonction intégrée, cela devient

(e —1) CA
A g (A Jd Ty — a )
— 7\.1:,”] (A) e m d(a. .... @my)-

D(A) dau N o e
Vi U [ZayAsy (X) (28 —ag)(zy—ay)]?

On peut faire passer.x,, sous le signe f en le remplacant par x,, — a,,;

on a ainsi le produit de c(A)D *(A)(wn—an)d(a,, ..., an_,)par

J Ly — Am
da,

bl

m
[ZpyApy(X) (23— ag) (xy — ay))?
qui est une fonction homogéne d’ordre — m des a, — x,. Cette fonc-
tion a le signe de
(,-17;11“‘a:'z)zfjf\a,{i(x)(xfﬂ—‘afﬂ) . (a#’n)t

DALy — ) 23 A 8 (X) (3 — ag) — g yAgy(X) (g — ag)(@y—ay)  (a=m),

c’est-a-dire le signe d’une forme quadratique. On peut décomposer
cette forme en deux autres formées I'une de carrés positifs, I'autre de
carrés négatifs, et ’on verra comme dans un travail antérieur (') qu’en

1
remplacant s(A)D *(A) par un et en étendant l'intégrale i une frac-

(1) D., p. 73 a 76.
Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — Jux 192g. 23
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tion quelconque de la région donnée, la valeur absolue du résultat est ‘
inférieure 2 un nombre fixe. On en conclut, comme dans ce méme
travail, que si o est nul a l'origine, notre expression tend vers zéro
quand X tend vers l'origine.

|
Il suffit de voir maintenant ce quiarrive sic(A)yD *(A) est constant,
égal & un, par exemple. Dans ce cas, nous remplacerons

(— )" ey — am)day, .., ayy) par Sy — ay)wa (A) dSy,

et nous intégrerons sur une surface fermée, comprenant la multi-
plicité d’intégration que nous avions déja. Nous ferons sur les a, — x.,
un changement linéaire de variables tel que

AN 4
284,

..(X)(.l:-; — (63) (‘L'.{ — “‘;') — };A{jt N
les t5 étant -les nouvelles variables. On a alors des combinaisons
linéaires d’intégrales

fn—1 () to
2 v im—1) {Y---1) ,
- e ¥ (1 Y bt (boyy oo ity
f dtg( i ) i ( Nat! H ])

ﬁf
TSIy SE
qu'on peut prendre sur la multiplicité zi+-. ..+ ¢, = const., car on
peut déformer la multiplicité d’intégration sans altérer la valeur de
I'intégrale ('). On a ainsi des intégrales

farr——1) K .
f tm,{jz_{(__ [‘)wm-.,l‘lx-;f,nl} t-{ d( f:;ﬂ; ce t“{ ) (a /,71 @ ).
{ne—1) .
f (Gt — ity X (— 1) d (b o yy) (= B).

c'est-a-dire zéro dans les deux cas, d’aprés la formule de Green. Le
théoreme cst démontré.

Supposons maintenant que les dérivées secondes des o, 5 et les dérivées
des by et de ¢ sont continues (L) d’exposant l, ainst que les dérivées
secondes des coordonnées des points de S par rapport @ s,, Sy, <. ., Su
(pour les a, s, b, et ¢, les conditions sont supposées remplies dans le
domaine @, débordant ®@; on suppose toujours que les déterminants

(") D., p. 6g.
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/

fonctionnels des coordonnées des points de $ ne peuvent s’annuler
ensemble).

Alors, d’aprés le théoréme 8 de la section 1I, on peut dériver
H(X, A; p) jusqu’a cing fois, dont trois par rapport aux z, et deux par
rapport aux a,; l'ordre par rapport 4 L(X, A) diminue d’une unité a

d
chaque dérivation; une operatlon — + — ne change pas l'ordre,

J
Jda,,
mais deux telles opérations de sulte l abalssent de 1—A.

L’expression (5) est du second ordre par rapport 3 L(S,T) et ses
dérivées par rapport aux s; sont du premier ordre. L’opération

Jd J c o, . o
T appliquée & I'expression (5), donne

. ()a oda- da-
— 22X ,,,'-;(l Ag. (AL 35
sl ) dtu < oty oty )
. °, o OAL -
+235 8 v cms(T) ()——"’ 9, ;\ i Aa.

day ()l;r-,» ()lc
. Jd [ . . dJd
— 2 }'oc.fi,‘{ ?)‘1-’ [am.,'i( 1 ) \ (A ) e

lJ

J (Aa, —oa-)

SIS PPN DAY STAS RN P

" Easae gy [am 5(T) Jar dt5 Aa. Aa;.

ce qui est O[ L'+"(S, T)]. Ce résultat lui-méme a une dérivée par rap-
port & s, et elle est O[L"(S, T)]. Donc le noyau de la seconde inté-
grale de I’équation (12) de la section III peut étre dérivé deux fois par
rapport aux s, et une fois par rapport au\ 2y, chaque dérivation abais-

sant I'ordre d’une unité et I’ opcratlon -+ )t I'abaissant seulement
%

de 1— h.
Lemme. — Soit W*(X, A; p) la fonction jouant le méme role pour
Uéquation
) L0 Ay ne) . Dby
(6) 2 ()= g g — N ———— == 0
atv) %3 0y, dry * Oz,

adjointe ¢ F(u)=o0, que H(X, A;p) pour F(u)=o0. On a

(7)  MW(X,Z;p)—HYE,X;p)=0[Lr+m(X,E)]  (p+3<m),
pourvu que X et E restent @ une distance de la frontiére de @, supi-
rieure « une longueur positive fixe.
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Soient u ct « des fonctions du point A, continues ainsi que leurs
dérivées secondes. On a la formule de Green

olnzi
/ [eF(u)— ug(v)]dVy

.wm—-lwv (\‘ a . ou ()((L_-,“'-j(‘) b . IZD' ( \)(1':9
= 2y 28| Ay BV 5— ug ¢ A)ddy.
11\ 3 o, )af'} ()a_‘j i « 5 al A

Nous allons appliquer cette formule aux fonctions u =H(A, Z;p),
¢ =H"(A, X;p). Les intégrales seront étendues au domaine (@, et &
sa frontiere §, prise dans le sens associé au sens (a,, ..., a,) de A ;
on isole préalablement les points X et E par de petites hypersphéres
dont on fait tendre le rayon vers zéro [remarquer que H*(A, X;p)
peut étre dérivé deux fois par rapport aux a,, une fois par rapport
aux @, ]. On trouve ainsi (')

}l(\‘\-ﬂ E‘;P) - 1—1*(3y X?l’)

(11 ; - .
- Ju ddg 8y .
(8) / :"l»/:-‘; 2 «{23 [a1|51«' (-)—(_17;; —u ———(—)-Z—S—)] -+ bauwgma(A)dSA
()
( -i—-)\f [¢F(u) —uG(v)]dV,.

Or [§ II, (9)], F|U(A, E; p)]=0[Lr+'"(A, E)] et de méme
pour G(H")(p<<m—1). Donc [§ 11, théor. 3], I'intégrale d’ordre m
vaut O[Lr=-(X, E)] si p+ 3<<m, OflogL, —logL(X, E)] si
p+3=m, 0(x) si p—+ 3 >m, la fonction étant, dans ce dernier cas,
continue. Dans I'intégrale d’ordre m —1, tout est continu et borné

siles distances 2 8, de X et de E ont une borne inférieure positive.
La proposition est démontrée, et 'on voit ce qui arrive si p + 32m.

COROLLAIRE. — On «a

G[H(X, Z;p)]=O[Lrt-m(X, Z)]  (p<m—1),

<

9

0y

Ge[H(X, Z;p)]=0[(X,Z)] (p<m).

En effet [voi}'g' I1I, (9)], on peut effectuer 'opération & sur P'inté-
grale d’ordre 7 au second membre de (8) en appliquant le théoréme 5
de la section II, et 'on parvient ainsi au résultat annoncé. La déri-

(1) Calcul analogue a celui de D., p. 37.
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vation par rapport 4 @, ne nécessite aucune nouvelle explication. Si
pZm—1, onvoit aussi qu’il faut modifier les limitations 2 la maniére
ordinaire.

Tueorime 2. — Si f(X), ¢, les déricées des b, et les dérivées secondes
des a, s sont continus (L), ainst que les dérivées sccondes par rapport
a Sy, $2y ..., S,y des coordonnées des points de S, et st les valeurs
Si(Y)de u sur'$ ont des dérivées continues, u admet par rapport a s,,
Suy oy Sy, des dérivées conitnues méme sur'S.

Nous remplacerons @ par le domaine décrit au début de cette sec-
tion, 7 étani assez petit pour qu’on puisse employer les équations (10)
4 (12) de la section IlI. A I'aide du théoréme 1 de la section III, nous
pouvons changer de fonction inconnue de maniére a2 annuler ¢; les b,
et les a, 3 satisferont éncore aux conditions de I'énoncé; ainsi on peut,
sans diminuer la généralité, supposer que ¢ a, comme les b, des déri-
vées continues (L).

D’aprés ce que nous avons déja vu, o(A) est continu (L); donc
[§1, théor. 6), 'intégrale d’ordre 7 — 1 de I’équation (12) (§III) a
des dérivées continues; comme il en est de méme de I'autre intégrale
et de /, ('Y)’, 5(Y) a lui-méme des dérivées continues. '

Nous allons maintenant calculer les dérivées de u, cette fonction
étant donnée par la formule (10) (§ III). Comme pour le théoréme 1,
il suffit de nous occuper de I'intégrale d’ordre 72 — 1; nous pourrons,

dans la suite du calcul, confondre les variables s,, 5., ..., s, avec
2y, X4, ..., 2, et ne considérer que la partie d’intégrale étendue &
Ay =0, air +ai ...+ a3, < r?,
c’est-a-dire
(rm—1) .
; H(X, A;
ng TR s anp (I AL) G,
VD(A) dag
la multiplicité d’intégration étant prise dans le sens (@, ..., @, ).
Tant que ,, n’est pas nul, la dérivée a étudier est
W11 dIl X,A,
‘.Z‘A/ "/z._<—t_..\"‘)"< () -t i>£3a/n,ﬁ(A>'_('—_"—_P_)(]((l|..-..a/:l—1)
VD(A)\dzs  Oda dag

(10) |

NE ] A X.l‘ R ' . ;
, ——22] ~—-~—?(A) I Zga,p(A) IHR.A;p) \’p)d(n‘, s Oy )
\ VD(A) 07 2
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Occupons-nous d’abord de la premiére intégrale. Nous pouvons y

22—

)

remplacer H(X, A p) et ses dérivées par H * (X, A) et ses dérivées,
car cela ajoute une intégrale portant sur O[L* (X, A)], et qui, par
suite, est continue (L) (8 I, théor. 1); cela donne

im—1i ;o
2(/n~2)7./ ﬂ( 9 +_f)_
. vD(A) 0y day )

m
5

= l_ll‘". (X, A) (g — a,,,)Jd(a‘, e )

les points tenant lieu d’une intégrale continue (I.), méme sur &,
comme portant sur une fonction O[L'™*" (X, A)] ayant des dérivées
O[LF(X, A)]. En négligeant encore une fonction O[L* (X, A)]
ayant des dérivées O[L' (X, A)], on aura

7 Coom
(_()_+__()_ [“ "‘(X,A>(4~7fp)z—‘a/ll)]
Oy, day
m - ,"L‘“—,H - JA By
_ ('rm - ﬂl/l)['l - ()\5 .A )23.'{ - (‘7‘3 "— afj) ("I"‘-’ - a'!) +
2 | T Qay, : : ' '

Nous sommes donc ramenés a I'intégrale

- e a(A) Ky = QA
—m(m — )k \!D(A.) ~mias

o (X, A)
v ().‘\{j.v

X Yg. -2 (ry—ag)(xy—aVNd(a,, .... Ap—y):
8.y Ja, 8 s>y ) d(ay, m—1)

Nous pouvons remplacer s(A) par s(X,), X, étant le point

(Tyy ooy Tz Oy
H(X, Ay pae Zg . Ag (X)) (s — ag)(x. —a,) et prendre en X, au lieu
de A, les fonctions Ag. et leurs dérivées; D(A) sera remplacé par
D(X); toutes ces opérations reviennent, en effet, 2 ajouter une inté-

grale portant sur une fonction O[L* (X, A)], ayant des dérivées
O[L'—(X, A)]. L'intégrale porte alors sur le produit de

(Zp— am)d(@y, ...y Apy)

par une fonction homogéne d’ordre — m des x5 — ag, dépendant aussi
de x,, ..., x,. Nous pouvons y remplacer (a,, —x,)d(a, ..., @Gn_)
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par Z(—1)" "= (r, —a.)d(a..,, ..., a.,), 'intégrale étant prise

dans le sens qui correspond au sens (a,, ces @) de @, puisque

a, = o sur notre multiplicité. Nous ajouterons ensuite a cette multi-

plicité une autre multiplicité de maniére 4 former une multiplicité M

fermée. Alors, selon une proposition déja invoquée, on peut défor-

mer M sans changer l'intégrale pourvu que M ne rencontre pas X.
Remarquons méme qu’une intégrale

tm—1j
f Ol ..., Ty ) B (— 1) =08 d(ZLyyy v ooy Ty
M

(¢ homogéne d’ordre — m) ne change pas si M se déyorme en passant

continuellement par O tangentiellement a un plan fize. En effet, on peut

supposer que ce plan soit z,, = o0; en O et dans son voisinage, x,, est

une fonction continue et 4 dérivées continues de ,, ..., x,_,. On

peut passer d’une position de M & une autre en faisant dépendre x,
Py

) III
1, y ) —_— -
d’un paramotre de facon que les dérivées O OF et —— T ) - solent con

()
tinues, et, par suite, nulles en O, ainsi que —=; quel que soit z. Or

la dérivée de ce qui reste de notre intégrale, si l on isole O par le con-
tour C, intersection de M avec

TP Xk = al
est (")
N T —) m—1 )lm
f Qs ooy T) 2 ()l Lo ovei Lgmye Lgayy oo os Lneg)s
C o

’Il

car, sur G, x,, ..., x, , ne dépendent pas de ¢. Or ast

inférieur & une fonction o(a), indépendante de z. Donc la fonction
intégrée est o(a* ), pendant que la mesure de C est O(a"*). Donc
intégrale tend vers zéro avec «, uniformément par rapport & . Donc
I'intégrale étendue 2 M est indépendante de ¢.

lci, tant que X n’est pas sur $, nous pouvons intégrer sur I’hyper-

surface N ‘
Zpy Ay (N) (2 — ag) (2y— ay) = @,

(1) D., p. 18
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ce qui donne

. (X))
2)A T aT
m(m — 2) /D (X)
{m—1) N , X )
> f 25y 01\;x( )(.lt:fj——ag) (x.{——a-‘-)Es(xs—ae)mE(A)dSA.

Laformule de Green permet de remplacer!'intégrale par une d’ordre
portant sur

g ()r\j +(X
—(m+2)3~ —r———i-—)

(g — g ) (’.”):.‘.,—‘ a.,) Cl\[‘\.
bl ry ‘ o ! !

Effectuons sur les g — a5 une transformation linéaire et homogene,
) . AN . . . . , . .
de déterminant yD(X), qui raméne le domaine d’intégration a
el em<<at;

la fonction intégrée devient une forme quadratique Xg . /i3 .csc., et
“Ton a (") :

W -

. T
a"”'—‘lf - Zgyhyvegeqpd(cy ..., Cp) = ————— Z3hgg.

Or Zghs 4 est le coefficient de s~ dans le discriminant de

2y hy veges +9(('—+— el

qui est le produit par D(X) de celui de

. 0Ag (X 8 :
g (——(;—;—-—-—) (xy—ag)(xy—ay)+ 523 yAg + (X) (3 — ag) (24— av);
%
donc

0A g
Zghg =23 ag,.( )d;x

En tenant compte de la valeur de 7, on trouve pour notre intégrale la
valeur

(11) —o(X)Zyas-(X) JAg.y

0xa

(1) Ces intégrales se ramenent aux intégrales de Dirichlet, cn posant c';‘g = g,
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Si maintenant X est sur &, on a une multiplicité d’intégration
formée d’une partie de a,,= o, et dont le reste peut étre pris comme
ci-dessus. On arrive ainsi & la moitié de 'expression précédente ot X,
ne differe plus de X.

Par conséquent, la premiére intégrale (10) coincide dans @ avec une
fofzcn'on continue dans @ +8; sa limite quand X vient sur S s’obtient
en ajoutant & l'intégrale elle-méme la moitié de lexpression (11),
ou X, =X. -

Passons a 'autre intégrale (10) que nous étendrons seulement a la
méme partie de a,,= o que la premiére; soit € la frontiére prise dans
le sens associé & celui qu’on a choisi dans son intérieur. Ici intervient
Phypothése o £ m, grice a laquelle cette intégrale devient

(m—2j \ . L
__(——— [)mie J)g./\,f ._/U_(A_)}:,‘@am,ﬁ(;\ ) Md(’ax%_“ cees Qpppmyy (s eeey Qg y)
C vD(A) dag
tm—1 9, O‘(IA) JH(X.A: ) i
24 S === Y, A) T P ey @y )
+ 22 f das, \,1)( 3‘) ",[lm.;)( \) ()('(.'j fi(‘(l1 s Ay

L'intégrale d’ordre m — 2 représente une fonction continue. L'autre
intégrale est un potentiel de double couche;elle coincide dans @ avec
une fonction continue dans @ + 8, et sa limite, quand X vient sur ',
s’obtient en retranchant de I'intégrale elle-méme I’expression

VDN 9 alX)
Jdry JD(X)
Ainsi, ()d; coincide dans @ avec une fonction continue dans @ + S
. o

[du moins continue sur la partie spécifiée de S, ou les dérivées
de f,(Y) sont continues|; quand X tend vers un point de cette partie
de 8, il y a donc une limite atteinte uniformément, donc cette limite

du
oxy

est la valeur de sur 8. Le théoréme est démontré.

Tucorime 3. — St, en plus des hypothéses du théoréme 2, les dérivées
de f,(Y) sont continues (L), toutes les dérivées de u sont continues (L).

Nous procéderons comme pour le théoréme précédent. Il n’y a rien
4 changer 4 ce que nous avons dit pour la premiére intégrale (10),

Ann, Ec. Norm., (3), XLVI. — Jux 1929. 24
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méme pour z = mz; toutes les intégrales que nous avons négligées en
cours de route sont continues (L) et il en est de méme de 'expres-
sion (11) & laquelle nous sommes parvenus. Dans la seconde inté-
grale (10), il n’y a rien & changer non plus si «<m : des deux
intégrales auxquelles nous nous ramenons, celle d’ordre m — 2 est
non seulement continue (L) mais dérivable, et le potentiel de double
couche a une densité continue (L); en effet I'intégrale d’ordre m —1
de P’équation (12) de la section III a des dérivées continues (L)
(§ 1, théoréme 7), et puisqu’il en est de méme de f,(Y) et de I'autre
intégrale, il en est de méme de o(Y); or les raisonnements qui ont
servi & prouver que la premiére intégrale (10) est continue (L) peuvent
évidemment étre répétés pour un potentiel de double couche & densité
continue (L).

Il nous reste donc seulement & étudier la seconde intégrale (10)
quand « = m. Dans ce cas le corollaire de I’identité (8) nous donne

m—1 m

=3 “nu(ﬁ(A)m" Aip) E 2 5.4 ( A)‘IM

da,, dag da,, day

a==1 B=1

-+ O[Lr+=m(X, A) -+ ...,

les points tenant lieu d’'une fonction linéaire et homogéne de H et de
ses dérivées par rapport aux ag. La fonction O[L/+'-"(X, A)] donne
liew (§ 1, théoréme 1) & une intégrale continue (L). Les termes
contenant les dérivées secondes s’intégreront par parties par rapport
a a,, et les intégrales étendues 4 C seront continues (L) et méme
dérivables. .

Nous obtenons ainsi une intégrale portant sur une fonction linéaire
de H et de ses dérivées par rapport aux az. Le terme en H est
continu (L) (§ I, théoréme 1). Nous pouvons retrancher encore un
potentiel de double couche choisi de facon afaire disparaitre ladérivée
par rapport & a,,; ce potentiel ayant une densité continue (L), il est
continu (L). ’

Ce qui reste contient seulement les dérivées de H par rapport
A a, as, ..., an_ ; les coefficients de ces dérivées contiennent linéaire-

! —_
mentc(A)D *(A)etsesdérivées; lapartie quiprovientde c(A)D *(A)
peut étre'intégrée par parties, et I’on voitainsi qu’elle est continue (L).
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Nous avons donc seulement i considérer des intégrales telles que

(1 —1j - R
J r‘(»\) JH(X. \:p) .
(12) [ oas \I) _\\ o{A) Ja; diay. ..., AQpu—y)
1 —1 ,.
! JH(X, A\ p)
:f w2 N
. day : ‘

ot U(A) est continu (L) (3£ m). Or cela s’écrit

a1y
' . JH(N, A
/ [0 \,“u(\ (———(W—'[—)d (Ayy ooy ey )
fm—1
- D H(X, A :
+ (X)) / ( (()ﬂ,; £ diay, ..., tyy).

Le second terme se réduit a une intégrale étendue & €; il est done
continu (L). En appelant F(X) le premier terme, nous allons
former F(Y) — F(X). Soient's,
8" I’ensemble des points A de 8, tels que L(X, A) <<2L(X, Y), &' le
reste de &, :

Ny -
——l'(Y}——/ [d( \)—u(\)l(l—l—l—\—w—\p)/((11,...,(1,,,_,‘;
dag
cm—1 \
T O H(Y, Az p)
— [ o =gy AL

»m———lv_ ) ~ ()I‘I(\'. AP)
iAol X jialal S I I
i / [L(A) ,(\1)][ dag
OH(Y, A p)

e i 2P PV d (g, oy Gy
()“3 | \ 1 b n 1)

ne-1 -
AH(Y. A: p) .
=Y, )_q,(x,)]f C N P ay o) ey )
s’

()(Ifj

dia,. ..., tn_,)

Si A est I'exposant de continuité (L) de J(A), les deux premierls
termes sont O[L/(X, Y)]; en remarquant que l'intégrale du dernier
terme peut étre remplacée par une intégrale d’ordre m — 2 étendue &
la frontiére de &', on voit que ce terme est aussi O[ L*(X, Y)], pourvu
que Y ne soit pas trop voisin de C, ce qui évidemment est sans incon-
vénient a cause de l'arbitraire du choix de €. Enfin la formule des
accroissements finis (vorr § I, théoréme 1) prouve que le troisiéme
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terme est de la méme forme si A< 1, de la forme
L/X. Y)O[log Ly—log L(X, Y)]
st A =1. i

Notre théoréme est donc démontré.

Nous voulons maintenant trouver des limitations des valeursabsolues
de « et de ses dérivées et du coefficient de continuité (L) de ces
derniéres ainsi que Pexposant correspondant, dans les conditions
suivantes : les valeurs absolues des coefficients de & (u), des dérivées
premicres et secondes des-«, 5 et des dérivées des b, et de ¢, et les
coefficients de continuité (L) des dérivées des b, etdec et des dérivées
secondes des Uy sont bornés; en outre, g étant une constante positive,

v AN 2
308 00,8 Po P3<< & X5 P

quels que soient les p,; (@ et par suite @, sont fixes; f,(Y) est nul sur
la partie de § dont on s’approche, et sa valeur absolue estinférieure &
an nombre variable M sur le reste de S; la valeur absolue et le
coefficient de continuité (L) de f(X) sont inférieurs & M; enfin
Pexposant de continuité (L) de f(X), des dérivées secondes des a, g
et des dérivées des b, et de ¢ est un nombre variable 2 moindre que
I'exposant de continuité (L) des expressions paramétriques des
coordonnées des points de 8, lui-méme inférieur a un. .

On suppose @ assez petit dans toutes ses dimensions pour que le
systéme de Fredholm [(11) et (12), § III] soit toujours soluble dans
ces conditions. ‘ :

‘Pour abréger, nous désignerons par Q un facteur constant dans les
conditions ol nous sommes, c’est-a-dire quand M et / seuls varient.

Alors

‘ I‘[(X, A-ip) 1i < QLQT""(X, ‘L\_)’ Q.{._[_(_i):;_‘\’_p) l < QL“""(X, A ),
. 2
JH(X, A p)  OH(X, A p) (. ) >H(X,A;p) VL~ (N
. -+ e l< QL=m(X, A), W- < QL—"(X,A).

On voit alors que |¢| et|o| sont moindres que QM. Le noyau de la
seconde intégrale (12) (§ III) est moindre que QL*(Y, A). Le
coefficient de continuité (L) de o, pour I’exposant un demi, est QM;
on en déduit que o a des dérivées de valeur absolue moindre que
QM#A~, ainsi que leur coefficient de continuité (L), 'exposant corres-
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pondant étant égal au plus petit desnombres / et un tiers; mais alors
on peut dériver les deux membres de I'équation (12) (§ III) en
utilisant le théoreme 8 de la section I; en appliquant le théoréme 5 de
la section I 4 I'expression obtenue, on remontera I'exposant de conti-
nuité (L) des dérivés de ¢ & la valeur /, le coefficient gardant la méme
limitation.

Nous avons maintenant & suivre, 4 l'aide de ces résultats, I'étude
faite plus haut des dérivées de « (il est immédiat que [u| << QM). On
voit ainsi que les valeurs absolues des dérivées sont moindres
que QMA~" et leur coefficient de continuité (L) moindre que QMA™2,
I’exposant correspondant étant A. ‘

TreorEME 4. — SIles dérivées troisiémes des a, s, les dérivées secondes
des by, et les dérivées de ¢ sont continues (L) et que les dérivées troisiémes
des coordonnées des points de S par rapport d s,, $u, ..., S, sotent con-
tinues (L), et si les dérivées secondes de f,(Y) sont continues (L), les
dérivées secondes de u sont continues (L) dans @ +'S.

Nous commencerons par montrer que, dans toute hypersphére
suffisamment petite, la transformation du théoreme 1 de la section III
nous permet d’annuler ¢ sans altérer le reste de 'hypothése. Il suffit-
de prouver que le rapport des deux fonctions inconnues a des dérivées
troisiémes continues (L). Nous savons déja que la densité ¢ correspon-
dante est continue (L); donc (§ I, théoréme 6) I'intégrale

W

1
K(X, Z)D *E)p(E)dVz

a des dérivées continues; le second membre ¢ ayant lui-méme des
dérivées continues, il en est de méme de ¢; mais alors en dérivant les
deux membres de I'équation (4) (§ HI), ot f(X) est remplacé par c,
on obtient (§ I, théoréme 8) une équation dont tous les termes autres

que % Sont continus (L); donc %2 ¢st continu (L). En transportant
dx,, dxy N

ce résultat dans I'expression (3) (§ III), nous en déduisons (§ I,
théoréme 8) une expression des dérivées secondes de I'inconnue d’ou
nous concluons enfin (§ I, théorémes 6 et 7) que les dérivées troisiémes
sont continues (L).
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Nous ne diminuerons donc pas la généralité en admettant, dans les
calculs ultérieurs, que c a des dérivées secondes continues (L).

Nous procéderons encore comme au théoréme 2. Les x, ont
maintenant, par rapport a s,, s., ..., §,, des dérivées troisiemes
continues (L). Nous confondrons encore les deux systémes de variables;
la fonction H(X, A; p) peut étre dérivée trois fois par rapport aux x, et
trois fois par rapport aux a, (avant le changement de variables, on
pouvait méme dériver quatre fois par rapport aux x,).

Alors Ia fonction o de I'équation (12) de lasection 1l admet, comme
S1(Y), des dérivées secondes continues (L). En effet, nous savons
déja que les dérivées de 5 sont continues (L); en dérivant (§ I,
théoreme 8) cette équation (12) (§1II), on constate que les intégrales
ont des dérivées continues (§ I, théoréme 6); donc o a des dérivées
secondes continues; une nouvelle dérivation montre que ces dérivees
secondes sont continues (L).

Nous devons alors étudier les dérivées secondes de la seconde
intégrale de I'équation (10) de la section III, I'autre intégrale ayant des
dérives secondes continues (L). Nous aurons une simplification

J*u .
—_— o ==m: el
dzy Oy ou _T/ » B0
effet I'ordre des dérivations est indifférent i cause de la continuité en

tout point de @, et d’autre part I'équation & (u)= f(X) elle-méme

importante en étudiant seulement les dérivées

, ) Pu ’ L, .
nous donnera le résultat pour ~— quand nous I'aurons établi pour les
X e, m
autres dérivées.
JUu

J
O1 dua

est une somme d'intégrales dont les unes, d’ordre m ou

o9

étendues & des multiplicités ne contenant pas les positions considérées
de X, se dérivent sans difficulté et leursdérivées sont continues (L);
les autres sont

L= 1) . - ’
e g(A) dJd Jd N\ s OO A )
A,lb/ _'—yl)(:\.) <——(/<1'1 -+ —()ﬂm) Zyamy () —————————()(7‘{ d{day, ...y apmay)

e —1i 3 -
T 0T a(A) T L OH(X, A p) A
"9“2/"’/ —()—%[—\/_ﬁ] d‘((l”"Y("'\')Td(n“ ey Uy )y

ces intégrales étant étendues & a,=o, @]+ ... +a;,_, <1 la
seconde de ces intégrales est un potentiel de double couche dont la
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densité a des dérivées continues (L); les raisonnements des théoremes
2 et 3 prouvent donc qu’elle admet, par rapport arg(B=1,2,...,m)
des dérivées continues (L).

La premiére intégrale se traite tout i fait de méme, la fonction
oH oH
" da
~double couche. Le seul point qui appelle un nouveau calcul est
I'évaluation de

R S N Ay AV R
2(m—2)4 \fDT;\f;._/ <r o) (mfﬁ 2az)

m

ay) (rg— ag ‘)]«?.‘Zs(rs — as) @ A)dSy,

remplacant I dans la formation d’une sorte de potentiel de

< |:E«‘,,,’; :\.‘,,5(,‘) (y

étendue & une multiplicité fermée; on trouve, X étant a Uintériear,

JdAyv:  OAyy
A IDN IV S RO RS dra 0z
2 B WP A JAg:
\ Ox,  dxs
\
ONrs < Oy 0 Ays

— 3%, 5ty ——— ><...;~ Uy 5 —
V2R, 20

ory

—+ 2~~(0({~{0)—d7:-
% 2

expression continue (L); st X est sur la multiplicité, on n’a plus que
ia moitié¢ de cette valeur.

Le théoréme est démontré. On.peut remarquer que si « et 3 sont
tous deux différents de m, la continuité des dérivées secondes de /),

J*u
suffit pour assurer la ¢ untmum, de ——-
o 1()10

s

Nous allons maintenant appliquer ce résultat dans des conditions
analogues 4 ce que nous avons fait pourle théoréme 3. Nous ajouterons
seulement aux hypotheses faites alors que les dérivées troisicmes
des a, 4, secondes des b, et dec, et leurs coefficients de continuité (L)
sont bornés, et que les dérivées troisicmes des coordonnées des points
de $ ont un exposant de continuité (L) inférieur & un et plus grand
que I'exposant A qui convient aux dérivées troisiemes des a, g,
secondes des b, et de ¢, et 2 f(X).

La premiére intégrale de I’équation (12) de la section 111 qdmet
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maintenant des dérivées secondes continues (L) d’exposant A(x /)"
et de coefficient QM /', Q désignant encore n’importe quel coefficient
constant dans les conditions ot nous nous plagons.

Pour voir ce qu’il advient de la seconde intégrale de la méme équa-
tion, nous devons étudier larépercussion de nos nouvelles hypotheses
sur son noyau. Celui-ci peut étre dérivé trois fois par rapport aux s,
deux fois par rapport aux #, chaque opération abaissant d’au plus une
unité 'ordre par rapport a L(S, T); opération (5%‘ -+ ()—dt:‘> <£; -+ 5%)
appliquée a (5) donne, en négligeant des termes d’ordre supérieur,
Jda,, <A 0ay . Pay >’

—Zusy (D) Ay (0 528 A 5050 — 90540,
I | |

c’est-a-dire O[L'*"(S, T)]. Donc les dérivées secondes de o sont con-

tinues (L) de coefficient QM/~" et d’exposant A(x + %)~" (§I, théo-

remes 6 a 8). ’
Il reste alors & suivre le calcul des dérivées de u jusqu’au second

ordre. On trouve immédiatement que

l Jdue

day,

D*u
dzy s

ul < OM, < QM2

< QM,

enfin le coefficient de continuité (L) des dérivées secondes est OMA—2,
et Uexposant est (1 + /)~".

V.

Dans cette section, nous allons nous affranchir de la restriction que
@ est suffisamment petit dans toutes ses dimensions et que son con-
tour est d’un seul tenant. Nous verrons que, moyennant seulement des
conditions de régularité pour les coefficients de F (u), f(X), la multi-
plicité S et f,(Y), la résolution du probleme de Dirichlet est exacte-
ment équivalente & celle d’un systéme de Fredholm analogue au sys-
téme des équations (11) et (12) de la section. III.

TrioreME 1. — Soiz o (X)) une solution de I'équation

a J*u 3 Ju
B — /
“P Qxgdwg | T Oy,

(1) F(ww)=2q3 “+cu=o,

qui est de type elliptique (a, ,>>0), et o l'on suppose que c, les déricées
des b, et les dérivées secondes des a,, 5 sont continues (L) dans ®. On sup-
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pose que o(X) a ses dérivées secondes continues en tout point du
domaine (), sauf peut-étre en un point =5 de plus, quand X tend vers Z,

1419
0x4

?(X;)_—_—‘O[L:’_m(x* E)'J’ :OLLI-—m(X. E.‘):I'

Alors 9(X) et ses dérivées jusqu'au second ordre sont continues en =.

Soit
) . . Dagsu) d(bu)
2 Glu)y=2X_ 4 - — 3, = —+ cu=—o,
(2) @ L) *8 "0, day * g '

’équation adjointe a (1) et soit )

~ 1—m
K*(X, Y):gx[ll TN, Y)
Nous remplacerons @ par une hypersphére &, de centre A et de
rayon assez petit pour que la série

2 2K (X, Y,

n-=1

ol 'on a posé
(rm)
KA — K, K*uv(x,\y:fm R*(X, A)D

@

—17 AYVRP =1 (A, Y ) dV .
.
soit convergente dans @,. On fait en outre en sorte que c ait ses déri-
vées continues (IJ) dans @, (§ I1I, théoréme 1). La fonction
() 2—m 1
F(X, \)—-n Tz (\ \)+2/'L/ HT (XL A)YD T 2(A K (A, Y ) dV,
n=1

satisfait a c,\(b) o. Solent (@’ une hwperspher‘e, mﬂeneur am, et
dont la frontiére est &', et " une hypersphére mtemeure & (‘)’ et dont
la frontiére est $”; on suppose que @' et " ont: comme centre =3
S" et 8" sont prises dans les sens associés aux sens (m,, .“.».‘,,LL,,I) de
leurs intérieurs. ,

Appliquons la formule de Green (§ IV, lemme) dans l”e demam@.
' — @" aux fonctions v = ¢(X), v=1 :

(m

(m—1) " {
- Jdo day. s I .
Tl X r x2) . G X)dSy+ codVy
f [ j( B dx —.9 0-23"3 ) b ?_l mx( )d 7 fmr 9”(‘(")(1 X

(m—i
Dy 5\ |
J— _,15 o3 53—~ — @ —5—— ) =+ f)ztﬂ
. ) s T D T

Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — JuiLLET 192(). 25

Wy, (X ) (]ls_\'.
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L'intégrale de co étant convergente dans @', il en résulte que I'inté-
grale étendue & $” tend vers une limite / quand le rayon de &” tend
vers zéro.

Soit maintenant Y un pointquelconque de (' — 0”3 nous isolons Y
par un contour infiniment petit dans toutes ses dimensions. Nous
appliquons la formule de Green & u=12(X), ¢=F(X, Y), dans la
partie restante de (0'— (0" et nous passons a la limite :

(-1
27 .‘:l‘:guz,gl-‘(x, \’»—d—?—
: : day
d @y s FIN, Y]
drs
_ /;1(,\)@(,\) FiN,Y) ; @y (N )dS =c(Y).
Faisons tendre vers zéro le rayon de &”. L'intégrale correspondante
tend vers unelimite, car si'on remplace F(X, Y) par F(X, Y)—F(&, Y),
I'intégrale ajoutée tend vers une limite, et il est évident que I'intégrale
obtenue tend vers zéro. Nous voyons donc que

WSt

— SN

o(Y)y=—(F(Z, Y)
(ne—1i . ()A
Y2 Y30, s F(N. Y )L
»[s" 1% FTZZCE SN }()x{;
. DNaysF(N,) Y . . .
— )g:_;l—“—"’i—-(—————)l A+ by lUN, Y ) bw, (X)) d'Sy.
B ()"'fﬂ T 3 /
Mais /= o sans quoi o(Y)= O L* (Y, Z)] et non o[L* (Y, Z)|;
donc 2(Y)est égal i l'intégrale étendue 2 ', d’olr résulte le théoréme.
Ce théoréeme nous montre en particulier que les solutions élémentatres .

de I'équation (1) [selon le nom donné par M. Hadamard aux solutions

2—m

équivalentes s 1 * (X, E) quand X tend vers EJ ne different les unes
des autres que par des fonctions continues ainsi que leurs dérivées
premiéres et secondes.

r o VR - < g g . ? g 110710 NS

Intorime 2. éup_p-oson.s gue. dans tout Uespace, les coefficients b,
et ¢ de l'équation (1), ainsi que les dérivées des u, g, sotent continus (L);
de plus, @ Uextérieur d’'une certaine hypersphére, on a identiquement

(3) Uyy == 1, s, =0(3 = ), b, =o, Oy == — G,
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o g est une constanic positive; enfin ¢ est négatif dans tout Lespace.
Dans ces conditions, I'équation (1) admet une et une seule solution élémen-
tatre G(X, E) caistant dans tout Uespuace pourvu que X et E soient dis-
tinets ettendant, ainst que ses dérivées par rapport aux x,, vers zéro plus
rapidement que toute puissance négative de L(X, =) quand cette distance
augmente indéfiniment.

Si les identités (3) avaient lieu dans tout 'espace, la proposition
serait immédiatement vérifiée. En cherchant la solution élémentaire
parmi les fonctions de » = L(X, £), on a pour cela ’équation

d*u m—1 du

.
L T sy =o,
dr® r o dr B ;

(qui est une équation de Bessel. Elle admet la solution (')

7= nm—3

- r . (‘J,,_',r’)_‘l iy 1-;m N m::: ! P »
(1) () = e~ 2 2 1+ - e~ dt,
Lim —a) ) 287

qui pour » = o équivaut a * " et qui, pour r infini, admet le dévelop-
pement asymptotique indéfiniment dérivable terme A terme

plm—t ,

-—-—;:-——- ( mT:: o 1:"1» (__') o ( )[)—-l oo ”[ )\_ [
——(2g) * e ? | ——
Cim—2) °7 ]+2 n! ]—[ )

n=t

ce qui vérifie entiérement notre énoncé dans ce cas.
Nous allons considérer I'équation

. 2u e
(5) Flush)y=hF(u)+(1—"h <..1 f}———.,——;"-’u> =0 (ojgh <)
e ==

pour laquelle nous connaissons la solution annoncée quand /i =o.
Connaissant cette solution pour & (u; /), ou/ea une valeur déterminée,

(') WHrtTAKER et WATSON, Modern Analysis, 3° édition, Chap XVI1 et XVII. Voir
Prcarp, Selecta, p. 231 (reproduction d’un article des Rendiconti di Palermo.

37, 1914, p. 249-261), ot dans le cas m = 3[cas ou F(r} = r—1e—8’] se trouve l'ex-
tension de Ia théorie classique du probléme de Dirichlet au cas oii les identités (3)ont
lieu dans tout I'espace; la démonstration de M. Picard s'étend d’elle-méme au cas
ol m est différent de ¢rois,
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nous allons chercher a en déduire celle de F (u; -+ A2 (AR>0), de
maniére a arriver finalement & /i = 1. ’
Posons
Jiay 51N (5 o),
ay (Nt I —_g . o :

hay, ,(N) -+—1— 1 (==

soient D(X: /) le déterminant des a, 4(X; /) et A, 4(X; /) le quotient
-par D du mineur de «, 5. Posons

(6) H(N, Z; A ):,\.‘.145 :\_-,“:5(3.: Iy, —Zy) (g — _':'-; s
(%) VN, Z; ) =F[yTI(\, Z; 7).
(8) KON, Z;0 =Fx|[W(N.Z; /) 1]

Cette dernicre fonction est nulle pour /2=o0; si =20 et qu'en
2

outre X et = soient dans la région des identités (3), K est encore nul.
Il existe un nombre positif s, indépendant de X, de = et de /4, tel que

\:"’ll(.\, Z; )y >cL(X, 2).

Par suite, st L(X, &) dépasse une longueur positive fixe, on a

1—rm
o<W (X, E; h)< kems BT (X, 2,
I ) J ) )

k étant une constante. On peut aussi écrire, quels que soient X et E,

11—

o< WX, Z: h) < e”"’ﬁ’"(‘:z'[/.'I‘T( X, Z) 4 h'Le=m (X, 3>J:
ket k' étant des constantes.

Supposons maintenant que les dérivées cinquiémes des a, 5, qua-
triemes des b,, troisiemes de ¢ existent et soient continues (L). Nous
allons prouver que dans cette hypothese, plus restreinte que celle de
’énoncé, non seulementla fonction G(X, Z) existe, mais elle satisfait,
relativement & =, 4 I'équation adjointe (2).

Nous distinguerons par une étoile ce qui se rapporte a I'adjointe;
ainsi

5,3== Uy 4, br=— by~ 234

et ainsi de suite.
Nous constatons que U" est identique 4 W™ et peut étre dérivé jusqu’a

trois fois par rapport & %,, &, ..., &, et indéfiniment par rapport
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aux @,. Il en résulte que K et K* se comportent comme les fonctions
Get I du théoreme 8 de la section I, avee p = 3.

Les dérivees d’ordre quelconque de ¥ sont aussi Of e pour
L(X, Z) trés grand, en posant v = 5g; nous supposerons <1 de
sorte que v < g. K et K* et leurs dérivées de tout ordre ont donc la
méme sorte de limitation quand L(X, Z) est grand.

Soit R— 2 (¢>>0) le rayon d’une sphére de centre O telle que les
identités (3) aient lieu dans tout son extérieur. Alors on peut écrire

L x.E,]

_ O[L=(N.Z)] st LiO,X)<R et LiO, Z)<R,
KX, Z5 4= ¢ O]d(X.EH], avec LN, Z) e lli0.X L0, =

si L(O, X)2R ou LiO,Z)>R (0 < p<<v).

Cette derniére limitation se prouve en remarquant que K est nul si
les deux points sont hors de Uhypersphere de centre O et de rayon R,
et que si un seul, X par excmple, y est, on peut écrire

LN, Z)2L(O.X)—L(O,. Z)>L(O.X)4+L(0O, Z) —aR,

e—-aL,x,Ex<(,z~,n,IJ( \. 2,
K* a les mémes limitations. Les dérivées de tout ordre de K et de K* ont
les mémes limitations si L(O, X)ZR ou si L(O, E)>R, et 'on avu
comment elles se comportent dans la région restante.
Nous pouvons alors poser, en étendant lesintégrales & tout 'espace,

L7 1
Km=K. ]\""(X,E;/i):/ KINCA: DD (A 2)R»=V(ALZ; h) dV,.

. L 1
K =K*. K (XN, E:h) __/ KYONLAR)D T 3(A )R =0 (A, 5 1) dVy.
On constate que, si L(O, X) <R et L(0, E) <R,
’ ()I'V'Ln-—m(\\~ :

Kim(X, Z; )= { O[ log(3R) —TogL(\. Z)] (n==um).

)] A (n << m),

O(r) (n > m);

et les dérivées se comportent comme dans le théoréme 8 de la sec-
tion II, avec p = 3; on peut en dire autant de K*"'; dans la région
restante, ces fonctions sont toutes O[U(X, Z)]. En effet, si l'on
suppose les propriétés vraies pour K”~'", on aura, si L(O, X) >R
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et L{O, Z)> R, _
NA(NEs ) :()[ f LN AYL(AL E)dV,

-

U'intégrale étant étendue seulement & la région L(O, A) <R; ou bien

(ye23

K'm(x,a;k):_—o“(x. 5:)[ AN :

-

on majorera le résultat en étendant 'intégrale i tout I'espace. cas ou

m

i 7
/ =20 (Vg 2 [1‘( '_’:f ) ‘ T (n(apy "

Si L0, X)>R, L(O, Z) <R, on aura

W70} )
Kn(X, Z; /1*):0[/ AR VAR ZE VR W FUAUN

e ()[( ‘‘‘‘ v I.lX,E»/ Lr—m—=1( A Z)d\ A\la

I"intégrale étant ¢tendue & L(O, A) <R, car

eV LiX, A VLA, Z =Y LN, E1 p2v R=Y LN Z) .

or I'intégrale est moindre que le produit de R*~' par une fonction de m,
et 'on a déja vu que l'autre facteur se limite a l'aide de L(X, E).
Si L(0, X) <R, L(O, ) >R, on éerit
W 1
Ke(X.Z: 4 \)::/ v eNG AL ) D—ﬁ( N KA E; L) dV g,

et I'on a des caleuls analogues. Enfin si L(O, X) < Ret L(0, 2) <R,
'intégrale étendue a L(0, A)< Rdonne O[ L"—"(X, Z)](§1I, théor. 3),
et 'intégrale étendue au reste de I'espace donne

(m :
()[f DINLA) (A, Z)dV, } = O0[U(X, )]

La vérification est faite pour les K, et elle s’applique aussi aux K*".
Pour les dérivées de tout ordre (jusqu’a trois dérivations relatives
aux x, et trois dérivations relatives aux £.), On peut recommencer les
calculs des théorémes 5 & 8 de la section II : on étend d’abord les
intégrales & une hypersphére de rayon fini, et I'on fait croitre indéfi-
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niment le rayon; toutes les intégrales tendent uniformément vers des
limites, et en particulier celles qui sont étendues au contour de
Phypersphére infiniment grande tendent vers zéro; on retrouve
pour ces dérivées de tout ordre la limitation O[4(X, =)] valable
siL(O,X) >RouL(0, E) >R.
Nous poserons enfin
(9) (X, E; A)=W(NX:Z; h)
r (on) ’ 1
"“Z 2 [ TN, A 70D (A RN, Z0 hdyy,
J

n==1

p ¢tant an entier fixe quelconque au moins égal a m + 4; 7 a lavaleur
déja dite [§ IIl, (2 bis)]; de méme pour ®*. Ces fonctions peuvent
dtre dérivées jusqu’a sept fois, dont quatre au plus par rapport aux .,
et trois au plus par rapport aux %,, car toutes les intégrales introduites
dans le calcul sont uniformément convergentes, et les limitations sont
toujours du méme type; par exemple, en intégrant dans tout I'espace,

(m
A f G(A, Z)L=m(X, A)e—L X MgV,

m)
<L )’EJ(X. E’:) [ el—v LiX, \'L""’" N [\)(l\ A
N = (m—a2)t (v —p )X, Z)

Tous les calculs antérieurs s’appliquant, on voit que

{10) Fx[® (N, Zs Ay A= KN, Z5 b,

(10 bis) Gx[ @ (XN, Z:loy; == Kre(N, I ).

LLes seconds membres sont continus dans tout 'espace ainsi que leurs
dérivées jusqu’au qudtriéme ordre, pourvu qu'il v ait au plus trois
dérivations par rapport aux coordonnées de chacun des deux points.
Ces seconds membres et ces dérivées jusqu’au quatricme ordre sont,
dans tout I'espace, O[ U(X, &) ].

Par rapport & %, toutes les fonctions introduites jusqu’ici peuvent
étre dérivées un nombre arbitraire de fois, toutes ces dérivées ayant
des limitations de méme sorte que les fonctions dont elles proviennent;
les dérivations par rapport & & et aux autres variables peuvent se
permuter d’'une maniére quelconque.
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Supposons qu'il existe des solutions élémentaires, jouissant des
propriétés annoncées, pour (u; /) et pour son adjointe ¢ (ush)
| bien que ¢*(X; /) ne soit pas nécessairement négatif dans tout
espace |; soient G(X, E; /) et G*(Z, X; /) ces solutions. Je dis que
(11) GMX, Z5 ) =G(E, X; /A

¢

Pour le voir, nous appliquons la formule de Green aux fonc-
tions u = G(A, \; h),¢ = G*(A, E; /), danslarégion limitée extérieu-
rement par une hypersphere C infiniment grande de centre O et
intérieurement par des hypersphéres ¢ et € infiniment petites de
centre X et =; nous obtenons, en supprimant la mention de /,

(m—1) “ R
jz ElgipG*LA,E)nxg(k)gﬁgﬁirll
Oy s(A)G (A )]

day

— 34G(A, X
: m—1)\ -1
4 by (A)G(A, X)GH (A, E)zmm(:\,)(ls_\:f +f >
) @ e

les fonctions intégrées étant les mémes partout, et les trois hyper-

spheéres étant prises dans les sens associés aux sens (a,, ..., a,) de

leurs intérieurs. A la limite le premier membre tend vers zéro et le

second vers 27" [G(E,X) — G*(X, Z)], d’ou résulte I'identité (r1).
Remarquons maintenant que

(12) Fx[G(X, Z5 ) —O(X, 25 h)s b =— W Kireu(X, &5 h).

Or quand X est quelconque dans 'espace et ~ quelconque entre
séro et un, le second membre est O *“>='|. D’autre part nous
chercherons G parmi les fonctions telles que G — ® et ses dérivées
jusqu’au second ordre par rapport aux ., soient continues (théor. 1)
et nulles & I'infini. Comme ¢ est négatif, G — & ne peut avoir (') ni
maximuam supérieur au maximum de

— e X)Kier (X, 25 4,

(1) On s’appuie ici sur la proposition suivante : si Z0,80q,82q28 €t Ng by 8 xyus
sont deux formes quadratiques, la premiére définie positive, la seconde décomposable
en carrés tous positifs, Xy gaq 8045 est positif (on suppose g8 = B, ba = 083).
En effet soit Xy 8c¢'y8xyx3 la forme qui a pour adjointe la premicre forme
donnée. Notre expression n’est autre que le coefficient de s dans le discriminant
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ni minimum inférieur au minimum de cette derniére fonetion. Toutes
ces fonctions ¢étant nulles & lt’inﬁni, |G —@| reste inférieur
au maximum de [2r'c¢ 'K7 V| quand I reste fixe, c’est-a-dire
WO e v =]

Appliquons maintenant la formule de Green &

GA.Z; ) —®(A. =5 1y

et & ®*(A, X; /); aprés un passage a la limite, nous obtenons, en
sapprimant encore /,
(13) G\, Z)—d(\, =)

= 7‘/"“/ %|_('i( AV E) = DA ZHR ALY
) — K7 (A 2D (AL N N

On voit que le premier terme de notre intégrale est limité par
Ry
(."'1""’“';)/ DA NG AN =T (mpm (XL 2 ):

on a une limitation semblable pour le second terme et I'on en conclut
(1) GIN,Z)— (N, Z)=0[L(X, Z)].

En outre on peut dériver (13) jusqu’a trois fois par rapport aux a,, et
I'on trouve ainsi que les dérivées de G — @ par rapport aux x,,
jusqu’au troisicme ordre, sont toutes O] 4(X, Z)]. Pour G — ® et pour
ces dérivées, les constantes impliquées (Lma les symboles O sont indé-

pendantes de £(0 </ <1). .
Pour une certaine valeur de h, regardons G(X, Z; ) comme connu

et posons
GIX, Z5A+AM)=G(N,Z; ) =X, Z; ) +D(N,Z A+ AL) —u( X, ),

w étant une fonction qui doit satisfaire & I'équation

\[u (X, Z9; /- L—_\/l],_.t\{G(\,_./1)~»-(l' X, Z: 0
+ ®(X, Z5 Al yy b+ AL

de Xy 8(a'y,B-4+ sby,5) 704, Un changement linéaire de variables nous raméne au cas
oll tous les by, 4 sont nuls, sauf certains des bao qui sont positifs, et dans ce cas la
proposition est évidente.

On en déduit que I'ensemble des termes contenant les dérivées premiéres et secondes
de F (i) est négatif ou nul pour un maximum de x, positif ou nul pour un minimum.

Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — JumLer 1929. 26
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dont nous désignerous le second membre par Q((X, Z); « doit étre
continu dans tout P'espace, ainsi que ses dérivées jusqu’au second
ordre, et s’annuler & l'infini plus rapidement que toute puissance
négative de L(X, E). Oron a
Q(X, Z) = [Kr(X, 25 b+ Ah) — Ko (X, Z; 4)]

+ AL T [G(X, Z5 h)—D(X, E; A); 1]

—F[GX, 2 h) — (X, Z; )5 0] L
On voit que

QXL Z) < FARLIN, D),

-k étant indépendant de X, de Z, de et de A (oSh< N+ AhZh);
les dérivées de Q par rapport aux .r, ont une limitation pareille. Pour
calculer u nous poserons

(e

(X, Zy=—12 ol AL EV[GIX, Ay — D (X, A/
4
+ (X, A h+AR)D 2(A; h)dV,,

o devant lui-méme satisfaire 4 I’équation

nlm

. 1
p(‘x,sx—z/ o(A, Z)Q(X, A)D (A h)ydV,=Q(X, E).
Soient

(m) 1
.Q"::.Q, Q‘m(\', E):/ 20, A0D 20\ 0 Q"""(y\ =) /l\\,

si A/ est assez petit, on aura

o\, —’—Z’" QN =
n=1

il suffit pour cela que le second membre soit convergent et ait des dé-
. . C N .
rivées continues par rapport aux x,. Orsi D * < ¥, & étant une cons-
tante, '
)
12QE(X, Z)| < WA (AR )PU(X, 3)/ e—HWLO0A Y, |
d’otr
[222(X, E)j<(m— ) (ap)y Y (m) K k2 (Ah )HL_(X, =),
At QI (X, B < [(m—2)~ (2p) " T (m) k' 1 k(AR ) ( X, )5
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il y a donc convergence si
(19) Al <<(m-—o)(ap)ym k' - Tim) ],

et alors la série des dérivées converge elle-méme uniformément
puisqu’on peut dériver sous le signe / la relation qui donne Q.

Mais ®*(X, Z;4) — ®(E, X;4) =0[4(X, E)], comme on le voit
en reprenant le lemme de la section IV. Donc aussi

GIE, N ) — @\, Ay =0O[L(X, 2)].

On peut alors récrire {13) en échangeant les réles de & et de . On
en déduit que les dérivées jusqu’au troisieme ordre de

GIE, N5 by — @ (N, Z: /.

par rapport aux ., sont aussi O[J(X, Z)], la constance impliquée
dans O étant indépendante de /. Les calculs ultérieurs peuvent étre
repris en substituant ¢ a4 & (quoique ¢* puisse ne pas étre partout
négatif); la conclusion est que, moyennant une condition analogue

»

a(15), G*(X, E; h+ Ah) existe aussi, et est par suite égal a

G(E.X;: h-=Ah).

Comme la limite supérieure trouvée pour A/ est indépendante de 7,
un nombre fini d’opérations suflit pour arriver & 2 =1. Le théoréme
est donc vérifié, avec des hypothéses plus étroites que celles de
I’énoncé, et nous savons en outre que, dans ces hypothéses plus
étroites, G(X, Z) satisfait, relativement & Z, a I'équation adjointe.

Il s’agit maintenant de revenir aux hypothéses de I’énoncé lui-méme.
Pour cela nous allons former des fonctions tendant uniformément vers
les coefficients de &, de la facon suivante. Soit f(X) une fonction qui
soit constante pour L(0, X)>R— ¢; supposons que /(X)) ait des dé-
rivées de certains ordres continues (L); soit p un entier supérieur au
plus grand des ordres de ces dérivées. Considérons la fonction égale a
| /(X)— f()][R* — L2(0, X) | pour L(O, X) <R et & zéro pour
L(0, X)zR. Cette fonction admet, dans tout I’espace, autant de déri-
vées continues ou continues (L) que f(X); nous pouvons la repré-
senter dans le domaine |z,| << R(% =1, 2, ..., m) par la limite d’'une
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suite conformément convergente de polynomes, dont les suites des
dérivees de la sorte considérée soient aussi uniformément conver-
gentes; les polynomes correspondant & une dérivée continue (L)
satisferont tous & une méme condition de Lipschitz généralisée, c’est-
a-dire que I'exposant et le coefficient seront les mémes pour tous ces
polynomes ('). Considérons alors la fonction égale & f(=) pour
L(0O, X) >R, et, pour L(O, X< R), au produit d’un de ces polynomes
par [R* — L*(0, X)|”, augmenté de f(=); quand on avance dans la
suite de polynomes, cette fonction tend uniformément vers /(N), et
ses dérivées des sortes considérées convergent uniformément et satis-
font & une méme condition de Lipschitz généralisée. Nous applique-
rons ce procédé a tous les coefficients de & avec pz6; dés que
'approximation sera suffisante, nous aurons une ¢quation F'(u) =o
du type elliptique, & laquelle s’appliquent tous les raisonnements qui
viennent d’étre faits. '

Nous distinguerons par un accent tout ce qui se rapporte & . Le
raisonnement qui a été fait a la suite de la relation (12) prouve que

G’(,-\: _:_) o (Dl(_,\, ;:_):(;)[e—p.L(O,E}]_

u et la constante impliquée dans O étant indépendants de I'approxi-
mation réalisée pourvu que celle-ci soit assez étroite, car ils ne dé-

’

pendent que de limites supérieures des valeurs absolues des a,g, b,
¢’ et des dérivées des « g et d’une limite inférieure positive des valeurs
de s qui annulentle discriminant de

S .‘;1’35\;_,_(5/')1[){4,#527_[)'5’,_.

Pour allér plus loin, considérons I'équation

ce e o D .,
(17) R 2 — gtu=o;

2
% 0%

montrons que sil’on impose a4 une solution élémentaire F, (X, ) de

(') Pour le 'voir aisément, on peut considérer la série de Fourier d'une fonction f(x)
périodiqué et continue (L), et en prendre les sommes introduites par Fejér dans cette
théorie : toutes ces sommes sont continues (L) avec le méme coefficient et le méme
exposant que f(z). On passe aisément de la au cas de 'approximation par des poly-
nomes d'une fonction de plusieurs variables dont certaines dérivées, d'ordre quel-

P

conque, sont continues (L.).
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cette équation d’exister quand les deux points sont extérieurs i une
hypersphere de centre O et de ravon R + 2, de s’annuler si X est sur
cette hypersphére, et de s’annuler, ainsi que ses dérivées, plus rapi-
dement que toute puissance de L(X, =) quand X s'éloigne indéfini-
ment, I, (X, E) existe. Soit € le contour de I'’hypersphére, pris dans
le sens associé au sens (a,, ...,a,) de son intérieur, et soient
r=L(X, ), s = L(A, ) posons

RpTas

I"l(_\',,.?_)_-;.l*'(l')——}./

- do
s\ Z) F(p)l—ﬁdb,\.
Je dn

Ny, . o g , T L.
F(r) étant la fonction (4), F/(r) étant sa dérivée, oo étant la dérivée
de ¢ suivant la normale extérieure en A, et 5 étant une fonction incon-

nue qui se calcule par ’équation de Fredholm
{ne—1y (/
e - - o .
g(X, Z) +l.f a(A, Z)F(p) =ds = F(r),
Je “dn S

ol X est sur €. Or nous ne somimes pas dans le cas d’un pole de la
résolvante car si nous y étions, I’équation

v

(m -1}
- ' v do e
51(4\,)+7\f o (A)YF'(p) E Cwm, (N dS =0
¢ a()'":z
aurait une solution non nulle; 'intégrale

(nr—1}j
(17) //(’X)::—~7.f o (M) F(g) dSy
. e

»

représenterait & I'intérieur de € une solution de (6) telle que, sur €,
o Jdu o e g
211(7.‘1):1 GS;(-‘\) - 3
cette intégrale serait done nulle a Uintérieur de €, ¢a
_ ~ Ju ) o 0 du du\?
“ (Za;)—r_g’tﬂ ® u> —Za()jf—y(" ():l.'1> “21<()x1> '

Jdu
0z,

. ‘ - fiin . 2 B2 Abs ‘:u.._‘;,'v .3-
ce qui montre que intégrale de }_‘“< > + g%u® étendue a l'inté

rieur de € serait nulle, et par suite que w y serait nul. Cette méme n-
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tégrale (17) représenterait done & Pextérieur de € une solution de (16)
nulle sur € et nulle & U'infini, donc identiquement nulle puisqu’elle
ne peut avoir ni maximum positif ni minimum négatif; la disconti-
nuité sur € de Zaﬁ()% @, (X) serait donc nulle, ce qui prouve que 7,
serait nul. Cette contradiction prouve que F,(X, E) existe. Rien, on
le voit, ne suppose que C soit une hypersphere, et 'on pourrait
raisonner de méme pour un domaine borné a frontiére simple ou mul-
tiple; ce mode de raisonnement est emprunté & M. Picard ().

Appliquons donc la formule de Green & G'(A, ) —d'(A, )
eta F (A, X) dans la région extérieure & €; nous obtenons

ne

G/(X, Z)—@'(\, 3):»*7./"-'] K (A, Z)F, (A, X)dV,

dl,

—dS,.
n A

(220—1)
—i—'/./l [G'(A, Z)— @ (N, Z)]
@

.

Or

LN, Z)— Fir)=0 {e#iLo, x,+140.3n';,

car on voit immédiatemant que 5(X, E) = O[ "> |. Les dérivées
de tout ordre de I, —F, soit par rapport aux a,, soit par rapport
aux %,, ont une limitation de méme sorte que F, — F; d’ailleurs la for-
mule de Green montre que I, est symétrique par rapport aux deux
points. Comme g > 1., on en déduit d’abord que G’ — ®" admetla limi-
tation (14), la constante impliquée dans O ne dépendant que des limi-
tations des a,g, b,, ¢, des dérivées des a, g et d'une limite inférieure
positive des racines de I’équation en s déja mentionnée. Les dérivées
par rapport aux o, admettent la méme limitation dans les mémes con-
ditions. Enfin (§1I, théor. 5) on a la méme limitation pour les dérivées
secondes par rapport aux a,, mais la constante impliquée dans O
dépend en outre des coefficients de continuité (L) des by, de ¢’ et des
dérivées des a,g, coefficients qui peuvent étre pris constants deés que
'approximation est assez grande.

Tout cela s’applique dés que L(0, X)> R + ¢, quel que soit = : pour
¢viter d’examiner comment se comporte F, quand Z vient sur G, on
peut faire le calcul pour deux valeurs différentes de 2. Pour voir ce qui

(') Picarn, Selecta, p. 231.
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arrive si L(O, X)< R + ¢, il suffit de remarquer que la limitation
G'— ®'=O[ e *“**] est encore valable. Dés lors on pourra trouver
un nombre fini d’hyperspheres de rayon assez petit pour qu'a chacune
d’elles s’appliquent les équations (11) et (12) de la section II1, et telles
que tout point intérieur & C soit intérieur & au moins une d’elles.
Nous obtenons ainsi pour les dérivées de G'— @' jusqu’'au second
ordre par rapport aux x,, des limitations O[ e *"'*="], ce qui revient
a O[L(X, E)], puisque e "= < L(X, Z)¢* "% ; la constante impli-
quée dans O ne dépend toujours que des mémes grandeurs.
Pour caleuler G(X, Z), nous poserons alors
GIN,E) =G\, Z)— @ (N, Z)+ O\, Z) — (X, 2,

Nt

1
WiN, E)=-— 7./ SN EH[GAN. A =@, A =@\, ATD FA AV,
de sorte qu'en posant
QIN.E)=5¢[ (N, Z) @ (\. ) +~d(X, T)],
on devra avoir

- L)

1
p(x.?_)—)./ oA Z)QIN,A)D T (AN = Q(X.

Il

Or d’aprés ce qui précéde, Q(X, )= 0[nd(X, E)], ou 7 désigne
dazg  dags
day dax~
pourvu que lentier arbitraive p qui figure dans la définition de @ et
de @' soit pris au moins égal a (m +4)h"', ol h veprésente I'expo-
sant de continuité (L) des b,, de ¢ et des dérivées des a, 4. Done, des
(que T est assez petit, « existe. D'ailleurs K+ (X, A) ayant, par rap-
port aux x,, des dérivées continues, on peut en dire autant de (X, A),
et par suite de p. Donc z admet des dérivées secondes continues et sa-
tisfait & I'équation F (u)= Q. La fonction G satisfait a toutes les con-
ditions du théoreme.

Cette fonction G est d’ailleurs unique, car s’il y en avait une
autre G, la différence partout continue G — G, qui s’annule 4 I'in-
fini et qui ne peut avoir ni maximum ni minimum, serait identique-
ment nulle. .

En prenant p assez grand, on constate que G’ — @' a toutes ses dé-
rivées jusqu’a Lordre qu’on veut, par rapport aux coordonnées des

une limite supérieure des | @, s —a, 5|, | b, — by, [c—¢'|,
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deux points indifféeremment. continues et valant O] L(X, Z)]. On en
déduit que G(X, Z) peut étre dérivé jusqu'a-deux fois par rapportaux
2, et une fois par rapport aux %,, dans un ordre quelconque, toutes
ces dérivées étant continues pour Xs£=. Quand L(X, Z) augmente
indéfiniment, toutes ces dérivées sont Ofe vLXST Quand X tend
vers Z, ces dérivées se comportent comme celles de ®.

Plus généralement, siles dérivées d’ordre ¢ +1 des a, 3, d'ordre ¢
des b, et de ¢ sont continues (L), G peut étre dérivé ¢ + 2 fois par
rapport aux , et ¢ -+ 1 fois par rapport aux Z,, dans un ordre indiffé-
rent, toutes ces dérivées étant continues pour X = E; quand L(X, Z)
augmente indéfiniment, ces dérivées sont O]iw"““""z[], et quand X tend
vers Z, elles se comportent comme celles de ®. Pour le voir, il suffit
de remarquer que ® posséde toutes ces dérivées, et de reprendre alors
le calcul de G.

COROLLAIRE. — St les @, 4 ont des dérivées secondes continues (L) el
les b, des dérivées continues (L), ¢ étant toujours continu (L), la fonc-
tion G(X, E) satisfatl, relativement @ Z, a U'équation adjointe.

En effet on peut alors reprendre les calculs précédents, en rempla-
cant F et 5 par leurs adjointes. La solution ¢lémentaire de adjointe
existe donc; elle ne peuat alors, d’aprés ce qui a été démontré, diffé-
rer de G(X, E), = étant la variable.

Tugorime 3. — Supposons que les -coe fficients de 'équation (1) sotent
défints dans un domaine ouvert @ borné, limité par un ou j)lll.s‘i('ur.s' con-
tours dont la réunion prise dans le sens associé au sens (x,, Xy, ..., )
de (D sera nommée 'S. On suppose que les coordonnées des points de'S
sont exprimables d U aide de m — 1 paramétres par des fonctions dont les
dérivées secondes sont continues (L.) et dont les m déterminants fonc-
tzonnels ne s'annulent pas ensemble, chaque point de'S étant intérieur
& une partie de 'S ainst representable el le nombre total des systémes de
paramétres nécessaires étant fint. On suppose que, dans G + 'S, Uéqua-
tion est de type elliptique et que c, les dérivées des b, et les dérivées secondes
des a., s sont continus (1.); de plus, sur'$, les a, s admettent, par rapport
A&y, Xy, ..., x,, des dérivées quatricimes continues (L), et les b, des
dérivées secondes continues (L).
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Supposons que [léquation (1) n'ait pas d’auwtre solution continue
dans ) -8, ayant des déricées secondes continues en tout point de @
et nulle sur's, que u=o. Alors quelles que sotent les valeurs continues
données sur'$, le probléme de Dirichlet généralisé pour les équations (1)
et (2) admet une solution et une seule.

Commencons par mettre la formule de Green sous une forme qui va
nous étre utile. Faisons choix de m fonctions 0,, 0,, ..., 6, de X,
continues ainsi que leurs dérivées. Posons

) i : 7
(18) O, tiN)] =S tan - Gyu.
- ' ()JI,‘:-;
) I . . dlay.se) .
(19) /JILV(‘_\)‘:}..?,—‘“————’~(01—:~/)1\£’ (=1, 2, ..., 2},

ory

et, si X est sur une surface dont la normale, dans le sens choisi, a
pour cosinus directeurs @,, @,, ..., @,

(20) ) Olu(X)]=2,©,(N) 0, u(X}],
(21) Zo(N)] =2, (X)Z,[¢(X)].

Nous conviendrons encore que, si on les applique & une fonction
de deux points telle que G(X, ), les opérations &, 0,, © se rappor-
tent au premier point et les opérations ¢, Z,, Z au second point.

La formule de Green s’écrit alors

L) m—=1)
(22) / [eF(u) —1wg(e)]dV = [ [0O(u) —uZ(e)]ds,

(D JE

@y, Ty ..., @, etant les cosinus directeurs de la normale extérieure.
On a aussi

R Wl 20 B ] ' (=1} N tmy ()lt ()l( ) .
(23) jp wF(w)dV :[: w® (w)dS _L[p P (1(, PRI dv,

en posant

/e P du ’ o du  du
2. Uy ==y «+ = 2, 508 -~
(24) o, )Lm ) 3.3 O da, Org

L /e Ou A du
-+ X, <:“{ S *T o, — ba> u

Z 0z

< 994\
4 —‘i-' —y )'Lv uw-,

Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — JUILLET 192(. 27
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et
P -1 m
- ) : . o : )y s
(a0 / (e :/ Ly edS — [ P ((‘, A )('/\'.
S i Jo Loy .,

avee la meme fonetion P.

> » . ) A ut , .

Prest une forme quadratique en u, ——; -5 == et 'on voit que m

g e Ly

des carrés dans lesquels elle peut se décomposer ont le signe commun
des «, . que nous supposerons positifs. Pour que cette forme soit
délinie, nécessairement positive, il faut et il suffit que son discriminant
soit positif, ce qui donne

/ 9
(26) ’,(r-~+_‘_,.. )

. ! L Oag L day -
- Sa Ao (2054 by — S S <q,o;.5 by X, SEL) o,

le premier membre étant le produit du discriminant de P par
— 4D,

Nous n’avons pas voulu introduire de notations nouvelles, mais les
relations (22) & (25) sont vraies pourva que u, ¢ et leurs dérivées, les
0, et leurs dérivées, les coefficients de & et celles de leurs dérivées
qui figurent dans ¢, soient continus dans @ + 8, et que les dérivées
secondes de u et de ¢ soient continues en tout point de . Si les a, 4
sont les coelficients d'une forme définie positive, la condition (26)
entraine que P est une forme définie positive.

Revenons aux hypotheses de P'énoncé. Nous allons prolonger les
coefticients de & hors de . Pour cela nous reprendrons les fone-
tions ¢, de la section I, proportionnelles sur $ & des polynomes
enax, ...,.x,, telles que X, e; = 1 et que X, m,c, ne soil jamais nul;
nous définirons un changement de variables par les relations

"'.‘/.:5{)7.(317 cees Sm ~1) -+ S,,,_(_,'y,(.ﬁ. ey Sy )5

ol ., = g, est une représentation paramétrique de . Si s, | est assez
petit, il y a correspondance biunivoque entre (@, 2., ..., x,) et
(81 82, « .., $,). Supposons que cela ait lieu pour

i '
. e e
S < S < S

dans toute I’'étendue de 8.
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Soit o(ry, ..., x,) une fonction définie dans 0 4§ et avant, sur

, toutes ses dérivées jusqu’h lordre 2p continues (L). Il s'agit de la
prolonger hors de @, en respectant la continuité (L) des dérivees
jusqua lordre p, et de facon qu'en dehors de @ et de la région
0<s,, <5, (ensupposant s, > o hors de @), cette fonetion se réduise
a une constante donnée o (o). Nous remarquons que

Jdo ¢ dv
— -y

s, oy’

st done les dérivées jusqu’a lordre 2p des fonctions ¢, sont continues
'1 N . N

(L), toutes les dérivées d(' T = par PAPPOrt A $yy Say o ooy Sues JUSEUA

Fordre p, sont continues (L Mans, puisque ¢, ne dépend pas de s,
ona,sipzo,

o o

()5‘/11 e J J ) 1().%"
done les dérivées jusqu’a Pordre p de p'n‘ rapport A8, Suy ooy Sy

oo
sont continues (L). Et ainsi de smtqusqu —)-57;, dont toutes les déri-
e

vées jusqu'a ordre p par rapport a s, 5., ..., 5, sont aussi conti-
nues (L). Nous prendrons alors pour o, dans la région o <s,, <5,
un polynome en s,, dont les coefficients seront fonctions de s,, 5., . ..,

$,-1. Ce polynome sera tel que, pour s, ==o0, ses dérivées jusqu'a
Pordre p par rapport a s, coincident avec celles de z; pours, = s,,
ce polynome devra prendre la valeur z(=c) et toutes ses dérivées
jusqu’a 'ordre p s’annuleront. Il y a un polynome de degré 2p 41 et
un seul répondant a ces conditions, et il est évident que sa valeur en
un point X donné ne dépend pas des paramétres s,, 5., ..., S,
choisis. Toutes les dérivées d’ordre au plus égal a2 p de la fonction
obtenue sont continues (L), comme nous le voulions.

Ici nous applignons cela aux a, , en prenant p = 2. Pour s, =+,
les a, ., devront se réduire i un, les autres a,q & séro. Si pour
0 < 5, < s, les polynomes du cinquieme degré en s, auxquels nous
aboutissons sont partout les coefficients d’une forme quadratique
définie, nécessairement positive, nous garderons définitivement ces
expressions pour les «, 5. Sinon nous ajouierons & tous les @, , la
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fonction s,(s,, — 5, )" oli £ est une constante : cela n’altére pas la con-
tinuité (L) des dérivées secondes. Le discriminant des nouveaux coef-
ficients @, 4 admet des racines ¢ toutes réelles : nous donnerons a ¢
une valeur égale au maximum de la plus grande racine augmenté de
un; alors les a, 4 sont les coefficients d'une forme quadratique définie
positive.

Le prolongement des b, se fera en prenant p =1, la valeur cons-
tante sur s, = s, étant nulle. Dans la région o <'s,, <s,,, les b, seront
donc, par rapport & s, des polynomes du troisieme degre.

Ensuite nous choisissons des fonctions 0, définies hors de @ et
continues ainsi que leurs dérivées, méme sur $. Sur &, on devra

avoir
daty
2y mm e Dy Sy L
Yoy
v ey 9 1o , S ,
Sur &, X, - se réduira donc & une fonction connue augmentée
. o d0. s A,. J9- - .
de X, -— —~. Si, en prenant les — nuls sur S, Iexpression (26) est
Cds,y Dy IS /

négative sur $, nous les prendrons nuls. Dans le cas contraire, nous

prendrons sur &
()6"’ ()Sm .

ey

S

la constante ¢ s’obtiendra en ajoutant un 4 la plus petite valeur telle
que 'expression (26) ne soit nulle part positive sur $. Les valeurs
des 0. et de leurs dérivées par rapport a s, étant ainsi fixées sur S,
nous prenons dans la région o <s, < s, les 6. identiques & des poly-
nomes du troisieme degré en s, & coefficients dépendant de s,, 5., ...,
Su—i> de maniére 4 les annuler ainsi que leurs dérivées pour s, = s,;
au dela, les ., seront tous nuls.

Il nous reste & prolonger ¢ en respectant sa continuité (L). Pour
cela nous employons la méthode générale en faisant p = o, la valeur
constante sur s,, = s, étant désignée par — g*. Si en prenant g =1,
le premier membre de (26) est négatif dans tout 'extérieur de @, nous
prenons g = 1. Sinon nous obtenons g en ajoutant un a la plus petite
valeur positive telle que le premier membre de (26) ne soit nulle part
positif.
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De la sorte tous les coefficients de & sont prolongés de maniére i
satisfaire aux conditions du théoréme 2 et de son corollaire, sauf
peut-étre a la condition ¢ < o. De plus, nous avons des fonctions 0,
continues hors de @ ainsi que leurs dérivées, et telles que la condition
(26) ait lieu hors de (@; ces fonctions sont nulles a 'extérieur d’une
certaine hypersphére.

Nous introdnisons maintenant une fonction (X)), continue (L)
‘dans tout I’espace, et nulle hors de @ et de la région 0<s,, <s,,. Sie
et le coefficient correspondant ¢* de I'adjointe sont partout négatifs.
7(X) sera nul partout. Sinon 7(X) sera constant dans & et fonction
linéaire de s, dans la région o <s,, <s,. la valeur constante dans @
"obtemnt en ajoutant un i la plus petite valeur telle que ni ¢ — 7 ni

——/ ne soient nulle part positifs (ni dans @ ni hors de 2); sur
$, =3¢, ct au dela, on prend 7 = o.

v étant ainsi déterminé, le théoréme 2 nous enseigne que I’équation

(27) F(u)—yu=o0

posséde une solution élémentaire G(X, Z) s’annulant & U'infini plus
rapidement que toute puissance négative de L(X, ) et satisfaisant.
relativement & E, & 'équation adjointe

(27 bis) ' G(u)—yu=no.

Nous poserons, en supposant D(A) =1 [ce qu1 ne diminue pas la
généralité ()],

GI=G,  Gu(X. E):f G(X, A)7(A) Gr (A, E)dV,.
Pintégrale étant étendue a tout I'espace; puis

v »
G,(X, Z) :2 =1Ge (X, 2,
n==l

A ayant toujours la valeur

(1) 1l suffit pour cela, aprés avoir prolongé les @, 5 et avant de passer 4 la suite,

de tout diviser par "{/D(A).
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Pour résowdre le probléme de Dirichlet pour I'équation (1) et le
domaine @, nous poserons, en nommant «, la fonction cherchée,

PR

(28) w(Ny=—1 [ 2 (A)GIN, \)av,

Al 11
- 127./ AV GLIN, A dSy,
ae)

Uintégrale d’ordre m devant étre étendue a tout Iespace : il suffit,
pour qu’elle ait un sens, que ¢, soit, par exemple, borné; ¢, ¢t 7, sont
deux fonctions inconnues, g d'un point de I'espace, &, d'un point
de 8. Nous désirons que I'équation (1) soit satisfaite partout, sauf
sur 8. En remarquant que ’

FLGLN, A =217(N )G (X, A

et en supposant z, continu (L), cela donne

(BTN
(29) pl(\’)w"/./ o (A )7 (X)) GONC A ) dV

Al =

— 37.-:/ (A 7N LGN A dSy=0;
[ty

tous nos calculs antérieurs peuvent en effet étre reproduits, 7 G jonant
le role de K. Nous devons aussi écrire que sur'$, «, = f,(Y). Y étant
un point de $ et f, une fonction donnée. Or I'étwle géncrale des
potentiels de double couche s’applique & 'intégrale portant sur 5,5 on
remarquera en effet que
Gm(X, Z)y=0O[Lw—m (X, Z}] (2n << m),

et que par suite la discontinuité de U'intégrale provient uniquement du
premier terme & de G,. On a donc

(30) f:lt\'»w}./ ol ) GY, A)dVy
(=1

9.7.] o (AL Gal Y, A dSy = [,(Y).

Le systéme a résoudre est celui des équations (29) et (30), ana-
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Ut

logue & celui des équations (1) et (12) de la section II1. Ici encore
des itérations conduisent & un systéme analogue ot le noyau est borné.
Lintégrale étendue & tout 'espace peat faire douter que la théorie de
Fredholm s'applique : on leve la difficulté en remarquant qu’étant
donnée la facon dont G s’annule & infini et étant donneé le fait que 7.
est nul des que X est assez loin de O, une inversion nous ramene & un
systéme ol le champ est borné et le novau, apres itérations, continu.
Dés lors il est plus simple de ne pas faire cette inversion, car dans un
changement de variables les expressions qui interviennent dans la
theorie de Fredholm se changent terme a terme les unes dans les
autres.

Nous allons remplacer ['équation (30) par une autre : dans ["équa-
tion (29), remplacons X par un point B de 8, multiplions par
7.G(Y, B)dV,, intégrons dans tout I'espace, et ajoutons le résultat au
premier membre de (30); nous obtenons

(50 bis) (Y ).:/ o G OY DAY,

11~
\ -ﬁ.f A Gy (Yo A)]dSy= [,(Y)
w

Le systeme des équations (29) et (30 bis) est évidemment équivalent
i celui des ¢quations (29) et (30).

Considérons d’autre part le probléme de trouver, & lextéricur de @
une solution «, de I'¢quation (2), s’annulant & 'infini plus mplde-
ment que toute puissance de L(0,X), et telle que, sur s, Z(u) = /., (Y),
/. étant une fonction continue donnée; c’est ce que nous nommerons
le probléme de Neumann extérieur pour ¢ (nous sous-entendrons
méme le plus souvent le mot extérieur).

Nous poserons

ot

(31) W\ = a7, / o ()G Ny (A dN

m—1i .
-9 [ 7 (A )GL (AL N dSy.
N

En caleulant ¢ («,), nous aurons une expression ott 27 (X) sera en
facteur; nous supprimons ce facteur, quoiqu’il soit nul quand L(0O, X)
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.

est assez grand ; nous trouvons ainsi I'équation suffisante
(002}

(32) 0,(N\ ;ﬁ}./ 0 (A)G(A, X)7z(A)dV,

i

v =11
— A2 [ g, (A)GY (A, X)dS,=o.
Jis

Pour traduire la condition sur &, nous remarquens que

{m—1)
f G (AVZ[Ga( A, X) ]+ O[G,(A X)) S,
S

est continu méme sur S car d'une part

0G,  JG, - <

—= 4 —2 = O[> {X.A)],
dry, - daty I ( ]
0G,
ory
a des intégrales continues. La condition sur $ devient donce

et d’autre part les fonctions [, (X)—m,(A)] et G, donnent lieu

(33) 7, (Y)— 22 j‘ " o (AMVZ[G(A, YT (A) dV
— gkf:m—hg.‘(;\)'/,|_‘G2(,:\, Y)Y dSy= f,(Y).
Dans (32), remplacons X par un point B de , multiplions par
2D Z[G(B, Y)]7(B)dVy,
intégrons dans tout I'espace et ajoutons le résultat & (33) :
(33 bis) o, (Y)— 272 [ O AVLGE(AY )] ANV

(tn—1)
_27.f o (AL Gy (A, Y)]dSy = f(Y);

cette équation remplace (33). 1l suffit maintenant de comparer les
systemes (29) et (30 bis) d’une part, (32) et (33 bis) d’autre part : ce
sont dewx systémes associés, ¢’est-a-dive que si, par la transformation
connue, on les remplace chacun par une seule équation, I'un des
noyaux se déduit de I'autre par échange des roles des deux points.
Nous aurons encore besoin d’écrire ce qui correspond & I'échange
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des roles de & et de ¢. Pour le probléme de Dirichlet relatif a ¢,
nous aurons :

- (i

(3%) 1/._,(;\):———7,/ ?2(-\)6(?\3 N)dVy
) o (17—1)
- o.}.j e (\)O[ Gy A, X)) Sy,
s :
e ,,4111‘)
(35) p._,(\')-?.j (A7 (XHG(A X))V

{m—1)
— :2}.-’f e (A7 (NDO[G (A, X\)]dS =o.
& '

, :} . ()
(36) o‘.l(X')——7.3/ 0. (AVG (A, Y)dV,

(ne-—1)
— 27.[ 7 (AVO[ G, (A Y)]dS = fu(Y);
s

pour le probléme de Neumann relatif & &, nous aurons

Lomi

(37) ,,3(_\'):_27./ 0. (A)G (N, A)y(A)dV,

. (m—1)
_ 23 f 7 (A)Gy(X, A)dSy,
ey

(38) 0u(X)— 1 f T e (MGX, Az () av,

A lm—1]

- ?.‘3/ 7, (A)G2(N, A)dS,=o,
S

Nt
(39) o, (Y)— 222 j ps(AM)O[GHY, Ay (A) dVy

W lm—1; .
— g‘/;f ' 7 (A)O[ G, (Y, A)]dS =/, (Y).
S

- Je dis que dans notre hypothése, c’est-a-dire si le probléme de
Dirichlet relatif & & ou £, est nul n’a que la solution zéro, ces quatre
systémes de Fredholm ont chacun une solution et une seule. Il suffit
de démontrer que les systémes homogénes n’ont que la solution zéro.

Prenons d’abord le systeme des équations (38) et (39) avec f; =o0;
soit gy, o; une solution. La fonction u, représentée par (37) satisfait
partout, sauf sur 8, a 'équation (1); quand X tend vers S par points

Ann, Ec. Norm., (3), XLVI, — JuILLET 1920, 28
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extérieurs & (@, O(u,) "annule. Appliquons alors la formule (23) & la
région extérieure 4 @ (on limite d’abord cette région & une hyper-
sphére dont on fait ensuite tendre le ravon vers Uinfini): on trouve

/ l’( e, D, o A, I\ — o,

Mo =25 —)
\ ().1'| ().1‘2 &y J

PR

I'intégrale étant prise dans D'extéricur de @; denc dans cette région
w, == o. Done, dans 'intérieur de @, «, est une solution de (1) nulle
sur 8; wu, est donc encore nul dans @. Par suite O(u;) a la méme
raleur zéro dans les deux cas; donc 5, st nul. 7, et w, ¢lant nuls, 1l
suffit de comparer (37) et (38) pour voir que ¢, = 0. Done si f, = o,
le systéme des ¢quations (38) et (39) n’a que la solution 7éro.

Il en est donc de méme pour le systéme associé [(35) et (36)[; par
snite le probléme de Dirichlet relatif & ¢ a toujours une solution.

Nous pouvons méme affirmer que si 'on met des fonctions quel-
conques dans les seconds membres des équations (35) et (36), le
systéme est soluble. Nous allons en profiter pour former une fonction
de Green. Soit p un entier quelconque dont le double soit supérieur
a m; la fonction G,(X, 2)— «(X, E) sera une fonction de Green si
elle s’annule quand Z vient sur § et si

GloN, Zy =1y (Z,Gr (X, Z).

On doit done poser

(Go) mx,:):_;./ 20X, A)G(A, Zyd\ s
o LI ~—11
— o// (N, B1O[G,B, Z)]dSs,
> '
ol nty .
(41 SN, Z)— '/A/ 6(X, VG A, 2y (Z)dV

©

v =1 ’
mx.n;-'/ S(N. B (Z)0] G (B, Z)]dS,

==t )G (N, 2,

- (1)
G N [ O GO Y Y

.

o VAN 11
.,,;./ (N BYO[ G (B, V) dSy= G, (X, Y).
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Vérifions que, par rapport & X, notre fonction de Green satisfait i
'équation (1). Sil'on applique I'opération 7 aux deux membres des
équations (41) et (42), on a des équations analogues ou ¢ et 5 sont
remplacés par F () et F (), et ot les seconds membres deviennent

1=y (N7 (20— Gr= (XL Z) + .G\, 2]

et
et (NG ONL Y

c’est-a-dire ce que donneraientles fonctions — 7772 (X)/(EYG7 (X, E)
et zéro mises a la place de o(X, Z)et de 5(X, Y) dans les premiers
membres des équations (41) et (42); done

Flo(N. E)]=—2r—2y(XOy( Z)Gr— X, 2,
Flo(X, Y)]=o.

et par suite

(43) Flu(X, Z)] =217 (X)G" (X, Z),

¢’est-d-dire que notre fonction de Green satisfait aussi a 'équation (1).
Montrons maintenant que si X vient sur &, la fonction de Green

g'annule ou (ue
w(X, Z)=G,(N, 2.

Soit, pour X quelconque,
(X Z2)=G,(N, Z2)— G(XL 2+ e’ (N, 2.
On remarque que

RN

GNX.Z2)—G(X. Z)=17 [ G (N A (NG ON, ZhdA

de sorte qu’en posant

(NG E)= G, (N, )+ 7 [ (N A 1GIA. ZydV,

2 i —1
AR [ oL BIO[GH(B, E) ]Sy,

igt)

ce qui entraine, d’apres (41),

o X, Z)y=y(Z)[p(\. 2) =Gt X, 20
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les équations (40) & (42) deviennent

PR

(44) W' (N, Z)=— ;./ SN Ay (A GIA, Z)dY,

iD=
— o/j 7(X, B)O[ Gy( B, Z)]dS,.
&

Lmy

(43) (X, aa‘;./ (XL A )y (A )G (A, Z)dV

=1} )
o,;:zf (N, B)O[G2 (B, E)]dS;= G(X\, Z),
. {m—1)
(46)  &(X, Y)— p/(X, \")-«27./ (X, B)O[G(B, Y)]dS,=o.
. s

L’équation (44) s’écrit aussi
2 lt—1)
Gr) @'(X, 2)=G(X, B)— (X, Z)— -.-47.f #(X, B)O[G(B, Z)]dS,.

S

On veut que, st X est sur & et Z dans @, on ait

w' (X, Z)=G(X, Z),
et par suite

im=—1j
(49) (X, Z)y=— 2;"f a(X, B)O[G(B, Z)]dSy;
&
st E vient sur &, cela donne I'équation (46), quel que soit . Il'reste
donc seulement a vérifier qu’il existe une fonction o telle qu’en la

joignant & la valeur (48) de ¢/, on ait une solution de I'équation (45),
qui se réduit alors a

{rme—1) .
(49) -27.f o(X, B)O[ G (B, Z)]dSy= G (X, Z);
o3
siE vient sur 8, cela donne ’équation
-1 -
s(X, 2)— p,z.f #(X, B)®[ G (B, Z)]dSs=G(X, Z).
8

Cette ¢quation admet une solution et une seule; en effet on peut
appliquer ce qui a été fait jusqu’ici, en mettant les équations (27)
et (27 bis) 4 la place de (1) et (2), puisque ’équation (27) n’a que
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séro comme solution nulle sur $; or le systéme des équations (35)
et (36) se réduit alors a

(1)
Xy =0, m() =2k [ a(A)B[GIA V)] A8 =LV
S ,

ce qui prouve notre assertion. Cette fonction o(X, =) satisfait a I'équa-
tion (49), car la différence des deux membres de celle-ci est une solu-
tion de (27 bis) nulle quand = vient sur § et par suite identiquement
nulle puisque ¢* — 7 < o.

A la vérité, quand = tend vers le point X de §, on sait seulement
queladifférence des deux membres de (49) est O[ L™ (X, E) | (m >3),
ou de 'ordre d’un logarithme si m = 3. En effet si nous nous bornons,
pour la commodité du langage, au cas m >3, on a-

(X, 2)=G(X, Z)+ O[L—(X, Z)]x.

d’autre part, d’apreés la formule de Green, en tenant compte de ce que
Z est dans D et X sur &, on a

im—1) o —1j
G(X,E)+ -.n.f ~ G(x,B;@[G(B.-E)](/s,,:g;.f G(B.E)Z[G(N. B dSy;
) s
or le second membre est visiblement O[L*=(X, Z)]. Enfin on peut
vérifier que »
W lht— 1}
/ O[Li—(X, B)|0[ G(B, Z)]dSy= O[ Li==(X, B) .
S
En effet un changement de paramétres déja employé ramene Iinté-
grale & .
L f L (X, AYLE=(0, AYd(cy. + .., tny)

(O remplace X et X remplace £) étendue 2 une partie de a,,=o0; 1l
faut prouver que ce résultat vaut O[ L*="(0, X)]. Or I'intégrale étendue
2 L(X, A) < 27'L(0, X) est évidemment O[L*="(0, X)] comme pro-
‘duit de deux facteurs dont I’un est borné (woir § IV, démonstration du
théoréme 1) et I'autre est de ce type. Dans la région

L(0, A)< a1 L(O, X),4
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nous avons a intégrer le produit de deux facteurs, dont 'un

Xl "(XCA)=O[ L= (O XD ]

I'intégrale de l'autre est O[L*(0,X)], d'ou ()[L“""'('('), X)] comme
limitation de I'intégrale donnée. Dans la région

o tL(O, N) < L(O, A)<aL(0, X},  L(N, A)>a2-1L(, \).

méme caleul et méme résultat que dans la précédente. Enlin dans la
région L(O, Ay > 2L(0, X), un changement de variables montre que
Iintégrale est moindre que

AL
T L (O N !'/ Lo (N AV (O A Y d (g ooy )y

ou X' est tel que L(O, X') =1, et ou l'intégrale est étendue & la
région L(0, A)> 2; cette expression est moindre que

(1= 1
o, L= (0, X)) [ L= (O Ay el (tye ooy s
Pintégrale étant étendue i la région L(O,A)> 2 el étant par suite
conslante; ce résultat est encore O|L*~(0, X)|. Ainsi la différence
des deux membres de (49) est bien O[L*=(X, E)] (1> 3).
Or un théoréme de M. Zaremba (') peut s’adapter au cas actuel : si
w est une solation de (27 bis) nulle sur § sauf peut-étre en un point
Polu=o[L*(P, X)|, « est identiquement nul dans . En elfet
sur I'hypersphére L(P, X) =g, ol p est suffisamment petit,

ul<<nGP, N,

7, étant un nombre positif quelconque donné; done nG(P, X) + «
et 1,G(P, X) — « sont positifs surla frontiere de la partie de @ limitée
par ces hypersphéres, donc positifs dans toute cette partie de @;
done |u| <+ G(P, X) quels que soient X et 75 donc v = o.

Il est donc bien démontré qu’il existe une fonction de Green,
G,(X, E)—u(X, ), solution de (1) relativement a X, de (2) relative-

(1) Indiqué par M. Goursar, Cours d’Analyse, t. I, »¢ édition, p. 205 : il est’
visible que la démonstration peut ¢étre étendue plus qu’il n'est fait dans le texte.
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menta =, ef s"annulant quand un des points vient sur S. Nous pour-
rions en déduire immeédiatement que les problémes de Dirichlet pour &
et pour ¢ sont tous deux possibles et que la solution est unique. Mais
pour ne pas abandonner nos svstemes de Fredholm, nous pouvons
nous borner a remarquer que toute solution de (2) nulle sur s et ayant
ses dérivées secondes continues dans @ est nulle dans @, d’aprés la
formule de Green. Cela permet de poursuivre le raisonnement en
échangeant les roles de & et de ¢f : nos quatre systémes de Fredholm
sont done bien toujours solubles, ainsi que les problémes correspon-
dants de Neumann et de Dirichlet, dont les solutions sont uniques.

Le théoréme est démontré, ainsi que P'existence de la fonction de
Green F(X, Z). Cette existence étant prouvée, on peut reprendre les
calculs en prenant 7 > ¢, sans s’occuper de ¢* : dés qu’on aura formé
la solution élémentaire F(X, Z) de (2) qui s’annule quand Z vient
sur S, on pourra affirmer que c’est la fonction de Green, sans avoir 4
vérifier ses autres proprié(és.

»

PREMIERE APPLICATION. — ST ¢ < o dans @, le probléme de Dirichlet

geénéralisé est soluble d'une facon unique pour F et pourson adjoinie.

Lin effet on sait qu'alors le probleme & donnée nulle concernant 7
n’a que la solution zéro.

Zodans @, le probleme de Dirichlet géné-

DEUXIEME APPLICATION. — Si ¢
ralisé est soluble d’une facon anique pour & et pour son adjointe.

En effet soit « un nombre inférieur au minimum de ., dans @ et
soit M un nombre supérieur au maximum de |, |a;',. La fonction
W M est positive dans D et sioon la substitue & la place de «
dans 7, le résultat est négatif. Donc si 'on pose

4

e (\(,"—f.\lu s TSR )
Péquation en ¢ est du type de la premiére application (*).

TROISIEME APPLICATION.

St les coe [fictents de F et le contour 'S satis-
Jont awx conditions requises de régularité, il suffit pour que le probléme

(1) Démonstration inspirée du cours professé par M. Picard en 1gro, ainsi que la
démonstration relative a la troisicme application.
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de Dirichlet pour & et pour & soit soluble d’une fagcon unique, que la
mesure de (D sott inférieure @ une certaine limite dépendant des limites
supérieures des valeurs absolues des coefficients de & et des coeffictents
de continuité (L) des a, 5, ainst que d’une limite inférieure positive des
racines s du discriminant de

S a3 Paps— SEupi,
et d’une linute supérieure de L(X, Z) quand X et Z varient dans @.

En effet, si on définit H(X,Z) comme dans la section I1I, on con-
nait des nombres positifs £ et £ tels que

LLAX, )< H(X, 2)< L'L2(X, Z);
si l'on pose

2=/l

2=t

K(N,A)= ;F[HT(X,, A )J — el T (X, A),

et si 7 est I'exposant des conditions de continuité (L) données pour
les «, 3, on en déduit un nombre £” tel que

II\'(.\, A)[< avs ”'(X, A)

[0p]

ine 1
K=K, 1\'~~(x,5):f K(X, A)DH(AYK"11(A, Z)dV,,

I'intégrale étant prise dans un domaine débordant & aussi peu qu’on
veut, on en déduit que la série

3

[P 2=/ 1

HE (X, E) +2 /j H 2 (X, A)D 2(A)K=(A, EYdV,

n=1

converge et représente une fonction positive continue pour X =£ = des
que la mesure w de @ est inférieure 4 une certaine limite dépendant
des quantités indiquées; si F(X, Z) est cette série on a en outre

F(X, 2) < ILn(X, E),

[ étant une constante connue. Soit alors M une constante supérieure
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au maximum de |c|. Considérons les fonctions ¢, telles que

L

a=1, y,,ﬂ(x;:;.mj FIN, =D

(-E- 10 E: ([\"E-:

On voit que tous les ¢, sont positifs et que

2 2y

N < o (X < )

!’ étant une constante connue. Cette série converge donc uniformément

m
siw</" *, etsil’on pose

A S T e )

on a

i

. (‘(X):),ﬁ[f F(X,Z)D }(Z)e(Z)dVz, ¢ > o0.

we—

[

D’autre part ¢, , satisfait & une condition de Lipschitz généralisée
avec un coefficient proportionnel a une borne supérieure de |¢,|;
done ¢ est continu (L); donc ¢ possede des dérivées secondes con--

tinues (L) et

F(o)—ecv=— My.

De la résulte F(¢)<<o. Donc si 'on pose u = ¢, Uéquation en o
satisfait aux conditions de la premiére application. P

Tukorene 4. — St les coefficients de F et-le contour S,
hypothéses du théoréme 3, matis sile probleme de Dirichlet a donnée nulle

pour & admet une solution non nulle, e

o

1° il en est de méme pour G ;

2" chacune de ces équations admet le méme nombre fini p de solutions
nulles sur 'S linéairement indépendantes ;

30 sL0y, 0a, ..., 0, SORtunsysteme de telles solutions linéairement inde-
pendantes pour ¢, et st lon se donne une suite continue u de caleurs
sur'S, il n'existe de solution de (1) prenant ces caleurs sur'S que st

1}
(50) / wl(v,)dS=o (n=1,2,...,p),

(%

et ces conditions sont suffisantes.
Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — Aot 1929. - 29
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La premiére partie de I'énoncé est une conséquence immédiate du
théoréme précédent.

Pour la deuxiéme partie, remarquons d’abord que, si 'onconsidere
les quatre systémes de Fredholm du théoreme précédent, les systémes
homogénes ont tous quatre des solutions non nulles.

En effet soit « une solution non nulle du probleme de Dirichlet &
donnée nulle relatif & 7. Les dérivées de « sont continues méme sur's
(31V, théor. 3). Appliquons la formule de Green & « (A) et G, (X, A)
dans la partie de D extérieure d une hypersphere de centre X et de rayon
infiniment petit; il vient - :

Ly

(51) //(X‘):'.'—‘f GHONC N )y (Au i N )dVy
. [l

~m

+'/./
S

pourva que X appartienne i @3 si*X est extérieur & @ -+ 8, il faut zéro
dans le premier membre. Cela nous prouve que les fonctions

1
GuON A O[N] dSy,

L
Oyl N )= ’7./ GINCAYyZ N ) u (N )V
[
T X)==— 2O [ (N)].

introduites dans Iexpression (37), représentent zéro hors de d et par
suite satisfont aux équations (38) et (39) avee f;=o0. Remarquons
d’ailleurs que ¢, et 55 ne sont pas i la fois identiquement nuls, sans
quoi u (X)) serait, d’aprés (51), identiquementnul, contre hypothése.
Le systeme [ (38), (39)] homogene admet done bien une solution non
nulle.

Le méme raisonnement prouve qu’il en est de méme du sys-
teme [(32), (33)] et par suite des deux systémes associés, ¢’est-h-dire
que les quatre systemes de Fredholm homogénes ont des solutions
non nulles. ‘

Soit p le nombre des solutions lincairement indépendantes du sys-
teme [ (38), (39)] homogene; d’aprés ce que nous venons de voir,
"équation (1) n’a pas plus de p solutions linéairement indépendantes
nulles sur S et & dérivées secondes continues en tout pointde (. Mon-
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trons qu'il y en a exactement p. 1l suftit pour cela de faire voir qua
toute solution non nulle du systeme [ (38), (39)] homogéne correspond
par la formule (37) une solution non nulle du probléeme de Dirichlet &
donnée nulle pour &. Je dis d’abord que la fonction «, représentée par
(37) est identiquement nulle hors de ®; en effet u, et ses dérivées
s’annulent a I'infini plus rapidement que toute puissance de L(0,X),
et d’autre part si X vient sur § par points extérieurs & @, O () = o.
D’apres (23), cela entraine

R A, i,
| U yeery o T2 0,

PRy

T daxy Ay, i

Pintégrale étant étendue a Pextérieur de @3 done ;= o dans toute
cette région. Or «, est continu méme surs; c’est donc dans @, pour 7,
une solution du probléme de Dirichlet & donnée nulle. Cette solution
‘n’est pas nulle, sans quoi © («,) aurait la méme valeur que X vienne
sur $ par points de @ ou par points extérieurs i (D, et par suite o,
serait nul; et alors, en comparant (37). olt uy; =0, et (38), onvoitque
¢, serait nul aussi, ce qui contredit '’hypothese.

Ainst le probleme de Dirichlet.d donnée nulle pour & a exactement
psolutions linéairementindépendantes. Si g estle nombre dessolutions
linéairement indépendantes du méme probléeme pour ¢, ¢ est aussi le
nombre des solutions linéairement indépendantes du systéme [(32),
(33)] homogene. Nous allons maintenant démontrer que p = ¢.

Il suffit de montrer que p>g, car en échangeant les roles de & et
de ¢, on aura aussi ¢~ p, donc p =¢. Or ¢ est aussi le nombre des
solutions linéairement indépendantes du systéme | (29), (30) [homo--
géne. Si nous prouvons qu’'a une solution non nutle de ce systéme cor-
vespond, par la formule (28), une fonction «,(X) non identiquement
nulle dans @, il en résultera bien que p~¢. Il revient au méme de
prouver que si uz, est nul dans (@, ¢, et 5, sont identiquement nuls.
Posons

()(,\')-::i/ p,(.\)G(\‘. NydV, -0 / s NG (N, .-\)‘]115.;._
5

[Eg

- d’ou résulte 7
o N J=71N)p (N}
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en supprimant les indices de 5, et de u,, nous aurons

Aty

(52) 11(,\').:—-).] G(N, Ay (A)e(A)dV,

tm—1,
— 1z}.f Z[G,(N. B)]o(B) dSy.
S

Ny

(53) Io(X)-«)./ G(X. A )7 (A)p(A)dVy

— A2 [ Z|GH (X, B)lo(B)dSy=o,
JE

m)
(54) e (Y) — 7./ G(Y,A)7(A)p(A)dV,
Al—1)
— 5,,77.j Z1Gy(Y,B)]a(B)dSs=o0.
S

La comparaison de (52) et (53) donne, u(X) étant nul dans @,
(m—-1)
p(X):—»-z).f Z1G(X,B)]o(B)dSy,
) s

pourvu que X appartienne & @; reportons cette valeur dans (52), il
vient
tm-—1)
f ZLG(X, B)]o(B) dSs==o.
™

si X est dans . Si X vient en un point Y de 8, cela donne

(1m—1) .
o-(Y')—-')."/.f Z[G(Y,B)] o (B)dS;=o.
S

Or le systéme qui correspond a [(53), (54)] pour F(u)=7yu se
réduit & I’équation ci-dessus en s jointed ¢ = o.D’aprésle théoréme 3,

on a done
g =0.

D’apres (53), on a dans tout I'espace

‘m)

p(X)—1 G(X, A)yz(A)p(A)ydVyi=o.
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u satisfait donc dans tout I'espace & I’équation F(u) = o; comme u,
nul dans @, s’annule a 'infini, ainsi (ue ses dérivées, de facon expo-
nentielle, 1 est nul dans tout 'espace d’aprés (23) et (26); par consé-

quent, dans tout I'espace,
o (\"\'):0.

Il est donc bien démontré que si 5, et 5, ne sont pas tousdeuxiden-
' tiquement nuls, «, n’est pas identiquement nul. Donc p = 4.

La deuxiéme partie du théoréme étantdémontrée, passons a la troi-
sitme. Soit 8§ une multiplicité située dans @ etse réduisanta S quand
un certain parametre dont dépend §' tend vers zéro; par exemple & est
le lieu des points de @ situés 2 la distance ¢ de S. Si v estunesolution
de (1) dans @, prenant sur & une suite continue de valeurs, on a

-1
/‘ [aZi(e)) —¢,0(u)]dS=o.
'

Faisons tendre ¢ vers zéro. On a ¢, = O (2), car ¢, est nul sur$ et a
des dérivées continues méme sur § (§1V, théor. 3). D’autre part
® (u:)zo(r}—") (§1V, théor. 1). A la limite, on a donc les conditions
nécessaires (50).

Je dis que ces conditions sont suffisantes. En effel pour que le sys-
teme [(29), (30)], ou /, est une fonction continue quelconque, soit
soluble, il faut et il suffit que

Wm—1)
‘/ fl(Y') G,;(Y’)({S":O’
S

(p4, 5.4) étant un systéme quelconque de fonctions satisfaisant au sys-
téme [ (32), (33)] homogeéne. Mais on a vuil yauninstant que g, n’est
autre, 4 un facteur constant prés, que Z(u,). L’ensemble des condi-
tions (50) est donc suffisant pour que « existe. L’expression (28), ol
(g4, 0,) estunesolution quelconque de [ (29), (30)], nous donne toutes
les solutions d’apreés la seconde partie du théoréme.

Le théoréme est démontré. Sa démonstration et celle du précédent
nous prouvent que la résolution du probléme de Dirichlet pour & est
entiérement équivalente i celle du systéme [(29), (30)].
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Les conditions (50) s’écrivent
n Ly
e as .
[ w(\) L_—A_ Gy 1 Naal @, dS == 03
. B ey
on les a done immédiatement dés que 'on connait o, 0oy ..., ¢
Remargue. — Si on cherche une solution de
Fiu)y=[1(X)

ayant ses dérivées secondes continues en tout point de @, et se rédui-
sant & £, (Y) sur $, la formule de Green nous donne les conditions
nécessaires

fr)
(53) f LN NV
@

(he-=14
”i:f VARRY/
oy

Ces p conditions sont aussi suffisantes. Iin effet il faut donner comme
- second membre a Péquation (2¢) /(X), et & I'équation (3o bis)

(Y| dSy=0 (n=1.2.....p).

Al
LY \/J SOBYGOY. BN,

Pintégrale étant étendue o tout 'espace; f(B)est prolongé hors de id de
facon arbitraire. Si 'on introduit une solution (z,, 7,) du systéme
homogtne [(32), (33 bis)| et la fonction.u, donnée par (31), tonction
qui est nulle hors de @ et qui coincide dans D avee 'un quelconque
des ¢,, les conditions nécessaires et suffisantes de solubilité sont,
d’apres la théorie de Fredholm,

(36) / i) (X dVy

=1 W 4
+[ (/Y )47 / G(Y.B)f(B)dVe]o,(Y) dSy=o.
. 5 .

Or 5, (Y)=—2""Z[u,(Y)], les dérivées correspondant aux valeurs
intérieures & ; d'autre part )
il % 1
w0, (X)) 4= 0p,(N) =~ q-'/.f o, (NG (A, X)dS,

»
altt—1}

‘ _f GOA N Z g (A)] S



SUR LE PROBLEME DE DIRICHLET GENERALISE. 2731

St N est extérieur & @, u, et le second membre sont nuls; done s, =o0.
St X fait partie de (@, on trouve 2. (XN)=—u,(X). On voit ainsi, en
remplacant «, par¢, et en intervertissant deux intégrations, que les
conditions (56 ) sont identiques aux conditions ( 53).

VI.

SOWWF(Py b Prios o oos Pt Prio Pas v vos Pus U3 4y Lay « ooy 2y) OU

. _ . . \ . m(m 1)
plus simplement F(p, ¢3p,;u;2,)une fonction de —— t2m1
variables (p, s=ps.,). On posera
. JIe 1 JF ) . JF I
L) Uy == = (g5 == = —()—-—— (2 =5, hy= > (':’.‘,L.
' dps.s - 2 Ipa o A, du

Supposons qu'une fonction « soit solution de

Cos - N du .
(2) Fluy=TF{ ———; = u;.ry) =o;
oy das’ dry

la fonction « est supposée continue. ainsi que ses dérivées jusqu’au
second ordre, en tout point d’un domaine ouvert @, et I'on suppose
quel,lesa, s,les b, etesontfonctionscontinuesdes 27! (m* +5m + 2)
arguments dans un champ € comprenant & son intérieur ensemble
des systémes de valears de 2, ..., x,, u et des dérivées premiéres et
secondes de « quand (xy, ..., 2,) varie dans . On dira que I'équa-
tion (2) est de type elliptique relativement & « dans le domaine @ si
en tout point de ce domaine la forme quadratique X, ya, 33,55 est
définie. Nous supposerons une fois pour toutes qu’elle est définie posi-
tive, ce qui ne diminue pas la généralité. -

Tutorive 1. — On suppose que dans C les dérivées partielles de ¥ jus-
qu’a Uordre g par rapport auzx 2" (n1* 4 Sm - 2) arguments sont con-
tinues (L) st g =1, nous admettons en outre que les deérvivées partelles
des a, 5 par rapport aux miémes argumenls sont continucs {1.). Nous sup-
posons enfin que les dérdcées secondes de u, ainst que celles de ses déricées
troisiemes qui sont des dérivées de dérivées secondes figurant dansles a, s,
sont continues (1) dans ®. Alors toutes les dérivées purtielles jusqu’a
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Cordre q 4 2 de u par rapport ¢ x,, x,, ...,x, sont continues (L) dans
tout domaine fermé intériecur a .

En effet soit o(X) une quelconque des dérivées premieres de u.
Dans le cas ot les dérivées troisitmes existent et sont continues, on
peut éerire

o

—'_——/K\h

(3 2850
9) . 2, 0

J(X) etles a, 5 étant des fonctions de X connues si 'on connait seu-
lement u et ses dérivées premicres et secondes; /(N) et les dérivées
des ay 5 sont continus (L).

Soit @, un domaine ouvert situé¢ dans @, ainsi que sa frontiére §, ;

. et 8, satisfontaux hypothéses de la section IIT; ce sont par exemple

l 1ntel'1eur et le contour d’une hypersphere de rayon assez petit. En
reprenant les notations de la section IIJ, apphquces a Téquation (3)
en g, on aura, si les dérivées troisiémes de « sont continues,

Yo 2—m
(4) ;9(\):;7\f ey, =) LEL =) avs
o, \]) ;)
1) =
—af ”,;’ ZIH(N, 25 )] dSz.
s, VD(E)

@, étant un domaine (lebmdan t quelque peu @,; opération Z est
définie comme dans la section V (théoréme 3), en prenant

day.s /
— by.

9,(X)=2ZX4

(8 .1»'[—;

En désignant par /,(Y) les valeurs de o sur $,,

ks

(my
(3) o(X) —-xf K(X, =) "“Z)JV
D(E)
pllll——ll
PN Vet I\‘/”H’(\, = ==
J:s, \,»‘u(:-:) Z( p)ldSz=f(X
oy 2—m -
%) sy~ HE (v, 2)LE) s
Dy \'D(E‘)

. (7 —1j G(_..) o
— ——=7Z[H(Y,Z;p)] dSz= [, (Y
Ll VD (E) I P)] A
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Or si 'on considere, dans les équations ( 4) & (6), 2, 5 et 5 comme
les inconnues, les données ne font intervenir que les dérivées de u
qui figurent dans I'énoncé, pourvu que celles-ci soient continues ().
Méme sans savoir si toutes les dérivées troisiemes de « existent, on est
certain que le systéme estsoluble si (D, estassez petit; je dis que o(X)
représente encore dans ce cas la dérivée premiere considérée.

Pour le montrer, nous considérons «# comme limite d’une suite de
polynomes uniformément convergente ainsi que les suites de toutes
les dérivées jusqu’au second ordre et que les suites de celles des
dérivées troisiémes dont parle I'énoncé, ces dérivées troisicmes et
toutes les dérivées secondes satisfaisant & une mome condition de
Lipschitz généralisée, de méme exposant que la condition & laquelle
satisfont les dérivées correspondantes de «. Si 'on désigne par ¢ un
de ces polynomes, la fonction ¢ pourra étre obtenue par un systéme tel
que celui des équations (4)a(6), carelle a des dérivées de tout ordre;
H(X, 2), K(X, E), H(X, Z5p), /(X), /,(Y) sont formés a I'aide de ¢
au lieu de «. Quand ¢ tend vers «, la solution [2(X), ¢(X). o(Y) du
systeme tend uniformément vers une limite; en effet /(X)et /,(Y)
tendent uniformément vers des limites, et 'on peut démontrer (*)
qu’il en est de méme pour ¢, cet o : poq_r‘i_éé*f&,' on établit que

v

Lr—t+2 (X, Z)K (X, Z)¢. (23 o)

tend uniformément vers une limite, ainsi que.

Lo=r+e(X) EVKPI(X, E) (o ép;«g‘m)' "

%,

et que les K?”(X, E) si p>m, et que les L">=(X, EYH(X, E: p);
puis on passe au noyau résolvant, multipli¢ par L"**:(X, E), pour
lequel il y a encore convergence uniforme. Ainsi o(X) tend uniformé-
ment vers une limite qui dés lors ne peut étre que la dérivée consi-
dérée de u, et I'on voit que le systéme (4) & (6) est encore valide & la
limite. Mais alors (voir § III) les dérivées secondes de o existent et
sont continues (L) dans tout domaine ferm¢ intérieura @,. Donc les
dérivées troisicmes de w existent et sont continues (L) dans tout

(1) Comme dans D., p. 83 4 86 et p. 111. )
Ann, Ec. Norm., (3), XLVI. — Aour 1929. 30
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domaine fermé intérieur & @,, done dans tout domaine fermé intérieur
Q. )

Si g 22, il faut continuer le raisonnement. Supposons que les déri-
vées d'ordre n(3<n < g —+ 2) solent continues (L) dans tout domaine
fermé intérieurds @. Je dis qu'il en est de méme de celles d’ordre 7 + 1.
Pour cela nous remarquons que, dans Phypothese o les dérivées
d’ordre n 41 existent, on peut, en dérivant n — 1 fois équation (2),
obtenir une équation telle que (3), ot o désigne maintenant une
dérivée d’ordre n — 1, et on f( X)), qui nedépend que des dérivées de u
jusqu’a 'ordre 7, est continu (L). On peutde nouveau éerire les équa-
tions (4) & (6) et 'on démontre comme ci-dessus qu’elles sont valides
indépendamment de P'existence des dérivées d’ordre n + 1; mais alors
on conclut de ces équations que les dérivées d’ordre n + 1 existent et
sont continues (L) dans tout domaine fermé intéricur d @.

TueoriMe 2. — Soit 'S la frontiére du domaine borné ouvert @, les
coordonnées des points de 'S pougant s’ exprimer par des [onctions de
m — 1 parametres-dont les déterminants fonctionnels ne peuvent s’an-
nuler ensemble et dont les dérivées jusqu’a Uordre g+ 2(q26) existent
et sont continues (1). On admet que les hypothéses du théoréme 1 sont
remplies pour cette valeur de g, et que, st q==0, les dérivées sixiemes
des ay g par rapport aux pu,e, pPa. i, X, sonl continues (L); enfin on
suppose que u et ses dérivées jusqu’au huiticme ordre sont conlinus méme
sur'S et que les dérivées d’ordre g + 2 des valeurs de u sur'S par rapport
awx m—1 parametres des points de 'S existent et sont continues (1.).
Alors les dérivées de u jusqu’a Uordre g + 2 sont continues (1) dans
R +S.

11 suffit de démontrer le théoréme pour une partie de § ayant & son
intérieur un point arbitraire. Nous ferons un changement de variables
remplacant cette partie de S par x,, = o et amenant le point considére
a lorigine, les fonctions qui définissent le changement ayant leurs
dérivées d’ordre ¢ + 2 continues (L). Ensuite nous remplacerons @
par le méme domaine qu’au début de la section IV, de facon & pouvoir
appliquer la méthode de la section I11.

Ll résulte de 'énoncé que les a, 5, considérés comme fonctions
composées de x|, .zr_;, ooy Xy, ont leurs dérivées sixiémes continues
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méme sur S, En procédant comme au théoréme 3 de la section V, on
peut prolonger hors de @ ces fonctions «, 5 de x,, ..., x,. de facon
arespecter la continuité de leurs dérivées jusqu'au troisieme ordre.
Le prolongement se fera & 'aide de polynomes en 2, du troisiéme
degré au plus, 2 coefficients fonctions de 2y, ..., x,,_, : on arrctera le
prolongement i une surface assez voisine de s pour que les a4 soient
toujours les coefficients d’une forme quadratique définie positive; il
n’est pas nécessaire ici que les @, 5 prennent des valeurs données sur
la surface limite.

Remarquons qu’il suffit de démontrer I'existence et la continuité (L)
de celles des dérivées de « qui résultent d’au plus une dérivation par
rapport & 2, et d’'un nombre quelconque de dérivations par rapport
aux autres variables : car Péquation (2) elle-méme permet d’étendre
la propriété a toutes les dérivées, jusqu’a 'ordre g+ 2 bien entendu.

Montrons d’abord que les dérivées du huiticme ordre de w sont con-
tinues (L). Pour cela, nous dérivons sept fois I'équation (2), aucune
des dérivations n’étant faite parrapport a ,,. Nous pourrons éerire les
équations (4) a (6), @, débordant quelque peu @ et §, coincidant
avec &; o(X) sera une dérivée septieme de «, aucune dérivation n’étant
faite par rapport & @,,; f(X) dépend des dérvivées de « jusqu’au hui-
tieme ordre et est done continu (onle prolonge dans D, en respectant
la continuité); f,(Y) est la valeur de ¢ sur &, c’est-d-dire, sur la
partie 2, = o de cette multiplicité, une dérivée septieme de la suite
des valeurs données de u; f,(Y) a done des dérivees continues (L).
Done (§ 1V, théoréme 3) toutes les dérivées de 2 sont continues (L).
Donc toutes les dérivées huitiemes de v sont continues (L).

Nous sommes maintenant certains que les fonctions a, s de z,, ...,
@,, prolongées dans @, de la facon indiquée, ont leurs dérivées troi-
siemes continues (L). Cela va permettre d’appliquer le théoréme 4 de
la section IV,

Supposons établi que les dérivées d’ordre n de « sont continues
(L) (8£n< g+ 2). Montrons que les dérivées d’ordre n—1 sont
continues (L). Pour cela nous dérivons n—1 fois I'équation (2),
aucune dérivation n’étant faite par rapport a x,. Cela permet de
récrire les ¢quations (4) a (6), o étant maintenant une dérivée
d’ordre n — 1 de w; f(X) dépend des dérivées jusqu’a Pordre n et est
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par suite continu (L) dans @ : on le prolonge dans @, de facon & res-
pecter cette continuité (L); f,(Y) désigne une dérivée d’ordre n des
valeurs prises par u sur &, et a par suite des dérivées secondes conti-
nues (L). Les dérivées secondes de o sont donc continues (L) (§ IV,
théoréme 4) et par suite toutes les dérivées d’ordre n—+1 de u sont
continues (L). St n+ 1< g+ 2, il convient d’ajouter que f(X) a des
dérivées continues et /,(Y) des dérivées troisicmes continues; on a
done pour I'exposant de continuité (L) des dérivées d’ordre n+ 1 un
nombre aussi peu inférieur & un qu’on veut. Si n—1=¢ -+ 2, on sait
seulement que f,(Y) a des dérivées secondes continues (L.); on cons-
tatera que 'exposant de continuité (L) des dérivées d’ordre ¢ +2 deu
est le méme que I'exposant correspondant pour la suite des valeurs
données sur S, pourvu que ce dernier soit au plus égal & celui des
dérivées d’ordre ¢ -+ 2 des coordonnées des points de § et inférieur
a un.

TueoreME 3. — Supposons que la fronticre S du domaine @ satis fasse
aux mémes hypothéses que dans le théoréme 2, avec q = 6. Nous consi-
dérons I'équation de type clliptique, dépendant d’un parameétre ¢,

(7) F(u) =T (pog; pas w5 45 t)=o0.

Pour oSt F et ses déricées jusqu’au huitiéine ordre par rapport avax
Pass Pas Uy Xy sont supposées continues (L) dans C par rapport a& ces
vartables, et continues par rapport a Uensemble de ces variables et de t.
Pour t=0 on suppose connue une solution u=u, de I'équation () dont
les dérivées huitiémes sont continues dans @ —'S. On se donne une fonc-
tion (T3 t,,t, ..., 2,,)det et des paramétres des points de 'S dont les
dérivées jusqu’au huiticime ordre par rapport @ t,, ty, . .., L, SONL, ainsy
que o, continues (L) par rapport @ ces vartables et continues par rapport
a Uensemble de ces variables et de t; on suppose que (05 t,, ..., t,—y)
représente les valeurs de u, sur'S. On suppose enfin que I'équation

)2 ¢ . Do
+ 3,0
7% Oy,

8 S By cy=—o,
(8) x,80.4 02y 0 -+ :
ott les a, s, by, ¢ sont calculés par les formules (1) pour u=u,, t=o,

n’a pas, dans @, d’autre solution nulle sur'$ que la solution zéro. Alors,
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deés que t est asses petit, il existe une solution u (', . . ., 2,;t)de 'équa-
tion (7), continue parrapport a lensemble des variables, se réduisant a u,
pour t==o et prenant sur'$ les valeurs o(¢;1,, . . ., t,_,); cette solution u
est unique.

Pour le démontrer, nous formerons par approximations successives
Uyy Uiy <+ o5 Uy, o .. lasolution annoncée. Soient a,, 5, by 4, €1y CE que
deviennent a, s, b,, ¢ quand on y remplace « et ses dérivées par u, et
ses dérivées; ce sont des fonctions de =y, ..., x,, t.

D’aprés le théoréeme 2, les dérivées huitiemes de u, sont conti-
nues (L). Donc les dérivées sixicmes des @, 5.4, b0, €, par rapport
ax, ..., z, sont fonctions continues (L) de ces variables, et fonc-
tions continues de 'ensemble de ces variables et de z. Nous pouvons
les prolonger hors de @ en respectant la continuité (L) des dérivées
jusqu’au troisiéme ordre, quidevront en outre étre continues par rap-
port &.xy, ..., x,, t. Pour cela nous introduirons, comme précédem-
ment, le parametre ¢, nul sur $, et nous emploierons des polynomes
du troisieme degré en t,, & coefficients dépendant de z, ¢,, ..., fy,-
Nous limiterons le domaine @, débordant @, dont nous nous servi-
rons, & une multiplicité ¢, = ¢, telle que, dans @, la forme quadra-
tique X, sa,.5,,5.35 soit définie positive quel que soit z. Tant que
uw—u, et ses dérivées jusqu’au huitieme ordre resteront suffisamment
petits en valeur absolue, X, s @, 3z,55 sera, dans @,, une forme définie
positive, les a, 5 étant prolongés comme les a5 ,.

On calculera alors une fonction £, se réduisant sur S a

Qb5 8y vy bey) —0(05 8y oo oy Ty )s
et telle que
v Phy b oh, e F Puy {)_1& AN
(9)  2aso dxy iy =l dx, = VT Dy dxy’ dxy’ " *1

Cette fonction £, existe certainement si ¢ est assez petit, car quand ¢
tend vers zéro, les coefficients etleurs dérivées jusqu’au sixiéme ordre
par rapport & x,, ..., x, tendent uniformément vers les fonctions
correspondantes relatives a ’équation (8). Sil’on prolonge ces coef-
ficients comme au théoréme 3 de la section Vet qu’on détermine en
méme temps les fonctions 0,, 0, ..., 0, et 7 comme il a été expliqué,
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la fonction G(X, E) etses dérivées dépendrontcontinament de z, et par
suite 1l en sera de meéme de lafonetion déterminante du systeme | (29),
(30)] (§V)apreés un nombre d’itérations suffisant pour rendre le noyau
- continu. Or, cette fonction déterminante, pour un nombre d’itérations
convenablement choisi, n’est pas nulle pour 'équation (8) (8 V, théo-
véme 3); elle n’est done pas nulle non plus pour I'équation (g). On

posera alors
==, .

Ensuite, d’une facon générale, ayant «,(n>1), on déterminera par
I'équation
o,

(10) El."i 3,50
: SN, dry

: ()/1,, )? Py du,
—{—Lxl'xu f/:/1/l—"“i y oy Mt Uy 4
dur,

()1,()1u da,,

une fonction /7, nulle sur §, ayant ses dérivées secondes continues
dans @. Cetle fonction existera et sera complétement déterminée si
1, — u, et ses dérivées jusqu’an huitieme ordre sont asscz voisines de
zéro. On posera enfin ‘

(11 Uy == 1l = Ty

Il ¢’agit de prouver que si ¢ est assez petit, ces calvulspmnenl étre
poursuivis indéfiniment et que u, a une limite « satisfaisant aux'con-
ditions voulues.

Soit M, une limite supérieure des valeurs absolues de A, et de ses
dérivées des huit premiers ordres; M, est en outre au moins égal au
coefficient de continuité (L) des dérivées huiticmes, 'exposant cor-
respondant étant ¢,; M, est une fonction de 2. Je dis que les valeurs
absolues du second membre de (10) et de ses dérivees jusqu’au sixiéme
ordre, ainsi que le coefficient de continuité (1) des dérivées sixiemes,
sont inférieurs au produit de M;_, par une constante.

D'une facon générale, soit ®(u, ¢, w) une fonction d’un nombre
quelconquo de variables, continue ainsi que ses dérivées partielles
jusqu’a Pordre p 225 les dérivées d’ordre p sont continues (L) d’expo-
sant p.. On y remplace «, ¢, w par des fonctions d’un nombre quel-
conque de variables admettant des dérivées d’ordre p — 2 continues(L)
d’exposant ¢. Enfin on détermine d’aulres fonctions cu, cv, oo, dont
les dérivées d’ordre p — 2 sont continues (L) d’exposant ¢, et qui sont
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telles que
Gl eon)an + GL(u,eowyage =Gl lee vowyan=— G(un. . a0,
ou avee la notation différenticlle
oG, s oy = — Giu. vooae .

Si M est une limite supérieure des valeurs absolues zu, 20, 2o et de
leurs dérivies jusqu’a Pordre p — 2, ainsi que du coefficient de conti-
nuité (L) de ces derniéres, la tormule de Tavlor

Go - 0. ¢ = 00, 3 == o)

=Gl eoay = 0Gla. eny
1., . .
4 =0 Tdu. v 4= T oe v 4= 00 (o< < 1)
pI'OUVE (IUE
[Gla 4 du. ¢ 4o, v == 0ar) L << AM2,

k dépendant des limites supérieures des valeurs absolues des dérivées
secondes de G, mais non de M si M est assez petit. Sip = 2, je dis
qu'en outre G(u -+ cit, ¢ =20, v - o) est continu ( L). En effet, don-
nons aux variables indépendantes dont dépendent «, ¢, o deux sys-
temes de valeurs; soit » la distance des points eorrespondants; dési-
gnons par le symbole A Paccroissement d’une fonction quelconque
quand on passe du premier systéme de valeurs au second. Nous appli-
quons la formule de Taylor & la fonction AG(w, ¢, o) des variables
i, ¢, v, w—+Au, o+ A¢, o+ A, qul recoivent les accroissements
S, 29, ..., (i Aa)

AG(u 4 du, ¢ == avL e == o)
i ~ - -~ N
== — ARG Jdu. ¢ =900, w40 aw) (0 <0< 1),
R
le nombre § n’¢tant pas le méme que plus haut. Or te second membre
peut s'écrire ‘
— Bt AGh (1 = 060l ¢ -2 G desw =T o)
0
= 0w o AGho (1t = U u. ¢ =00 o 4= J00 ) . . - - Lo+ Ay — du? ]

o

K Gl e 4= Art 4= 0000~ Awr )y oo v == Aev == G000 4= Ay 4. ..
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Or u—+ 0Oce recoit Vaccroissement A(u -+ 02u), moindre en valeur
absolue que k»7, £ ¢tant supérieur & la somme de M et du coeflicient
de continuité (L) de « : ¢’est donc une constante si M est assez petit.
La premiére ligne est donc moindre en valeur absolue que #M*r#7, en
continuant & nommer £ n'importe quelle constante indépendante de M
et de ». Dans la seconde ligne, on écrit

(0t + 0Au)— dur=0Aud(u + Au) + ou dAu,

(0t + 0Aw)(dy +-0Ap) —dudr==dAu (¢ + Ap) -+ ouode;

remarquons que |sul, |¢(u—+Au)|, |2(v - A¢)| sont inférieurs a M,
D P DA .‘ . ",'. \\1 , ’
et que [cAu|et|2A¢| sont inférieurs & Ms7: nous voyons que cette
seconde ligne a une limitation AM?*77, qu’on peut remplacer par
EN? et puisque pS1.
On a donc
PAG (00 6y ¢ =00, v - ) | << A M2 v,

comme nous l'avions annoncé.
Si maintenant p > =2, on remarque que, z étant une des variables
dont dépendent «, ¢, , '

. ou ( N du
G, 00 w) 0= -+ =Gl (e, oy )0 — 4+ G L0 W) —— 0U
o ) ()J" " s ’ ().l' } ‘u v )(),(.'
o /)u de 0 . v
+ Gy vy vy (=00 = =—0w Y4 o= Gla(u, 9. v ) — v
: o o ’ Jdu
o Ju o v iy
= — G, (u, v, H)J— — Gl (. v ),,.._ — G, e, ”77)—‘}:'

3 . N N\ N ~ du x()i‘
Les fonctions ou, oo, oo, 06—, 0—
dx” T dx
3 N a ~ ~N ~N o
membre le méme role que cu, o¢, s pour — G(u, ¢, ). Tout ce que
nous venons de dire s’applique done, et 'on voit qu’on peut répéter
le raisonnement jusqu’aux dérivées d’ordre p — 25 celles-ci sont donc
continues (L) d’exposant 1.q, et leur coefficient de continuité (L) ainsi
que les valeurs absolues de G(u + cu, ¢+ v, -+ o) et de ses
dérivées jusqu’a Uordre p — 2 sont moindres que #M>.
Ici en désignant par p exposant de continuité (L) des dérivées
huitiemes de F par rapport aux p., s, p,, u, x,, on voit que.
L/ Q*u ou
F <——————-" P =l Xy l)

Oz dzy’ iy

-

N O . .
» o——jouent done pour le second




SUR LE PROBLEME DE DIRICHLET GENERALISE. 241

et ses dérivées completes par rapport a z,, ..., x,, jusqu’au sixieme
ordre, sont en valeur absolue moindres que LM} |: les dérivées
sixiemes sont continues (L) d’exposant g, , et de coefficient £M? 3
£ désigne n’importe quelle quantité qu'on peut laisser constante tant
que ¢, u, — u, et ses dérivées jusqu’an huiticme ordre et le coefficient
de continuité (L) de ces derniéres restent assez voisins de zéro.

Dans ces conditions (§ V, théoréme 3), £, existe; sa valeur absolue
est moindre que £M;, _, . Puis (§ IV, théorémes 2, 3, 4) les dérivées
‘premiéres et secondes de /4, sont continues méme sur S et leurs valeurs
absolues sont moindres que 4£M;_ ; en dérivant jusqu'd cing fois
I'équation (10), on voit (§ IV, théoréme %) qu’il en est de méme des
dérivées de £, jusqu’au septieme ordre. A I'aide d'une sixiéme déri-
vation-de I'¢quation (10), on constate (§ IV, théoréme 4, application
finale) que les dérivées huitiemes de /4, sont continues (L) d’ex-
posant v.q,_,(1 -+ tqg,_,)"', pourva que w.¢g,., soit inférieur au coef-
ficient de continuité (L) des dérivées huitiemes des coordonnées des
points de §; les valeurs absolues des dérivées huitiemes de £, sont
moindres que AM;_ (mg,—, )" et leur coefficient de continuité (L)
moindre que AM}_, (wq,—,)*. D’ailleurs w est indépendant de n, et
I’on peut donc confondre £p—' et /;‘LLT*;*}'Q\?E\JC‘i‘ZL';fdon,cu dés que g, est
assez petit, RRCONCT S

(.12\) qIL:fJ‘(]:’l—I([ -+ .[J"‘ A
(13) M= /AMG g2,

On voit que ¢,< q._,, de sorte que si ¢, est assez petit (on peut
toujours le prendre aussi petit qu’on veut) la premiére formule peut
~toujours servir ensuite. Si 1. <1, on en tire

=g,

L =1 — g,

fn— ([J'< 1),
etsip=r, ’
A

I N d,

Gn= (p=1).

Dans (13) le coefficient de M;_, est donc O(w.2") si n<r1, et
O(n*) si p.=1. Cela suffit pour prouver que si M, est assez petit,
la série M, converge et a une somme aussi petite qu'on veut [ cette
conclusion aurait lieu méme avec un coefficient O(e™) si a >1,

Ann. Ec. Norm., (3), XLVI. — Aour 192g. _ 31
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1< b < 2]; or M, est infiniment petit avec ¢; donc u, — u, restera,
si ¢ est assez petit, aussi voisin de zéro qu'on voudra, ainsi que ses
dérivées jusqu’au huitieme ordre et leur cocfficient de continuité (L);
nous pouvons donc faire croitre n indéliniment, la convergence alieu,
Pexistence de u est démontrée. .

On voit que les dérivées huiticmes de w sont continues dans @ + 83
il résulte du théoréme 2 qu'elles sont continues (L). On pourra done
prendre «, au lieu de «,, comme nouveau point de départ.

Cette solution « est unique. Soit en effet ¢ une autre solution
dépendantdee, dontlesdérivées jusqu’an huitieme ordre sont continues
dans @+ S el tendent uniformément vers les dérivées de u, quand ¢
tend vers zéro; dans les mémes conditions, on suppose que ¢ tend
vers u,. Dés que ¢ est assez petit, ¢ est identique 4 u. En elfet on peut
prendre « comme point de départ pour calculer ¢ par approximations
successives, si 7 est assez petit; or toutes ces approximations restent
égales & u, done ¢ = u.

Le théoréme est démontre.

Sil'on prend « au lieu de «, comme nouveau point de départ, on
atteindra dans certains cas de nouvelles valeurs de ¢. En particulier
st l'on connait a priori des lunites supérieures des valeurs absolues de u et
de ses dérivées jusqu'au huitiéine ordre, et que ces limites supérieures
sotent indépendantes de t et telles que I'on ne sorte pas du champ ou
sont remplies les hypothéses sur F, et si 'on est dans I'un des cas ou
Phypothése relative & I’équation (8) esttoujours satisfaite, lalimite des
valeurs admissibles de M, sera aussiindépendante de ¢; on sera certain
de la convergence des approximations si I'accroissement de ¢ est
lui-méme inférieur & un nombre fixe; par suite, on est certain de
pousvour aller de proche en proche jusqu’a telle valeur de t qu’on veut.

Dans certains cas, on peut retrouver les conclusions des théorémes 2
et 3 avec moins d’hypothéses relatives & «. Si les p, o figurent linéai-
rement dans F, les «, 4 en sont indépendants, et Pon peut, dans les
énoncés, remplacer les dérivées huitiemes par les dérivées septiémes.
Sien outre les @, 5 ne contiennent pas les p,, on peut se borner aux
dérivées cinquiemes. Dans ce dernier cas, il suffit d’étre assuré
de la continuité des dérivées secondes pour retrouver les conclusions
du théoreme 1.
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VII.

Nous sommes restés jusqu'ici dans le domaine réel. Mais les caleuls
peuvent étre repris dans le domaine complexe (). Cela va nous
servir i élablir des propositions sur la nature analyvtique des solutions
de I'équation (2) de la section précédente.

Tugorenr 4. — Supposons que ¥ | § VI, (2)] soit une fonction holo-
morphe de tous ses arguments, et que u, ainst que ses dérivées jusqu’au
troisteme ordre, soit continu (L) dans @ : alors u est holomorphe dans (.

Mettons Porigine O des coordonnées en un point quelconque de @,
ol nous voulons prouver que « est holomorphe. On sait déja que « est
indé¢finiment dérivable (§ VI, théoréme 1). Soit z, une solution de
I'équation(2), holomorphe en O et dontles dérivées jusqu'auneuviéme
ordre coincident en O avee celles de « : on peut former «, par le théo-
réme de Cauchy-Kowalewski. Soient d’autre part's, une hypersphére
de centre O et de rayon assez petit, @, son intérieur. Nous prenons u,
comme point de départ d’'une application de la méthode des approxi-
mations successives; les valeurs données sur &, seront celles de «, et
les approximations seront données par les formules (9) & (11) de la
section VI. Elles convergeront si le rayvon de &, est assez petit. Il
suffit pour le voir de prouver que le nombre M, de la seclion précé-
dente tend vers zéro avec ce rayon. Or cela est évident, car d’une part
le second membre de (g) estici identiquement nul; d’autre part si X
varie sur une hypersphére de centre O et de rayon «un, et si p. est un
paraméetre, u(.N) — «,(u.X) et les produits par w7 de ses dérivées
'ordre p tendent vers zéro avec 1. si p ne dépasse pas newf. On voit
donc que les approximations couvergeront: elles tendront vers « car,
le ravon de I'hypersphere étant assez petit, 'hypothese sur I'équation
(8) (8 VI) est toujours satisfaite.

Mais on peut former les mémes approximations dans le domaine
complexe. Si le nombre g qui intervient dans le calcul (*) est assez

(1) D., p. 44 et suiv. .
(%) D., p. 45. Dans D., p. 118, I"énoncé doit étre complété comme ci-dessus.
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petit, il y aura encore convergence; les conditions de Lipschitz géne-
ralisées devront s’écrire ici

[O(N)—B(Y)|< ALAN. YY),

ou X et Y sont des points d’une méme multiplicité complexe am para-
métres réels, de la sorte admise dans le calcul, et ou X’ et Y sont les
projections de X et de Y sur l'espace réel. Les approximations
successives sont donc holomorphes a U'intérieur d’un certain domaine

a 2m dimensions, 4 lintérieur duquel est 'origine, et ou elles
convergent uniformément : donc u est holomorphe en O.

Tugorime 2. — Si la fonction u est holomorphe dans le domaine @ de
Jrontiére S, et st u et ses dérivées jusqu’au huitiéme ordre sont continus
aux points d’'une partie régulicrement analytique de 'S, sur laquelle u
prend desvaleurs lzolomorp/ze.s', west prolong‘eable analytir/uem'ent atravers
cette partic de’'s.

Tout d’abord toutes les dérivées de u sont continues sur cette partie
de & (§ VI, théoréeme 2). Par un changement de variables, nous ferons
en sorte que cette partie de S devienne x,, = o, un pointarbitrairement
choisi venant en O, et @ étant du coté x,, >o. Nous considérons
d’autre part la surface

Réz,=(R\aRe— ] —.  —xp,_,)",

~dont la partie située dans la région z,, 2o, jointe & la partie de z,,=o
située dans la région
@, < R?

sera désignée par S, ; 'intérieur de S, sera @,. S, est réguliérement
analytique sauf sur la multiplicité

Xp== 0, R SRS B S S L
mais, méme sur C et dans son voisinage, la coordonnée x,, est fonction
continue et a dérivées huitiemes continues (L) des autres coordonnées.

On désignera encore par u, une solution de (2) holomorphe en O
et telle’ que v — u, et ses dérivées jusqu’au neuvieme ordre soient
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nulles en O. Dés que R est assez petit, le méme mécanisme d’approxi-
mations successives qu'au théoréme 1 permet de reproduire z dans @,.

Mais ce mécanisme peut aussi s’appliquer & des multiplicités
complexes & m paramelres réels dont la frontiére coincide avec ,
dans la région x,>o0, et dont la frontiére, sur x,=o, est une
multiplicité complexe bornée 2 €. Les approximations continuent &
converger uniformément; cela prouve que, sur 2, = o, (;—)If',— est une
fonction holomorphe de x,, ..., 2, ,. Il en est de méme sur z, =4
(h>>o0); sur cette derniére multiplicité, « est holomorphe, ce qui
permet d’appliquer le théoréme de Cauchy-Kowalewski; dés que / est
assez petit, on constate que le prolongementanalyvtique passe a travers

la multiplicité &, = o, ce qui démontre le théoréme.




