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SOLUTION DU PROBLÈME DE R I E M A N N
POUR

LES SYSTÈMES DIFFÉRENTIELS LINÉAIRES DU SECOND, ORDRE

PAR M. RENÉ GARNIER

INTRODUCTION.

1. Le 6 novembre i856, Riemann présentait à la Société royale de
Gœttingen son Mémoire, classique aujourd'hui, sur les fonctions
représentables par ^ la série hypergéornétrique ; si 'l'objet en est
quelque peu spécial, on doit observer que dès cette époque il
s'était posé le problème dans toute sa généralité. Une de ses.
Notes (1), datée du 20 février 1857 y et publiée seulement dans ses
OEuvres, est consacrée à la question suivante : définir analytiquement
tous les systèmes de n fonctions y ^ » . . , y,^ holomorphes sur la sphère
sauf aux points critiques x = a, . . . , g ; en ces points elles ne peuvent
être « infinies d'ordre infini » et leurs branches y subissent des sub-
stitutions linéaires données. Riemann ramène le problème à la con-
struction d'un seul système de fonctions, c'est-à-dire à la formation
d^une équation différentielle qui 'doit être vérifiée par ce système;
mais, sur ce dernier point, ses résultats se bornent à une énumération
de constantes. Et pourtant Riemann avait entrevu l'intérêt qui s'at-
tache a l'étude des y^ considérées comme fonctions delà variable x
et des points singuliers a, ...,§*; et il s^était demandé par exemple
s'il est toujours possible « die Functionen mit a so m àndern, dass
sâmtliche Substitutionen constant bleiben ». C'était là tout un pro-
gramme de recherches.

(1) IVerke, erste A-ullage, Leipzig, 1876, p. 357.
Ânn. Éc. Norm^ ( 3 ) , X U Ï I . — J U I N i9a6. 28
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Cependant, malgré son intérêt uUrinsèq-ue, malgré l ' importance
de ses applications à l'Analyse et à la Géométrie, la question ne
devait être reprise que bien plus tard : à par t i r de 1898, M. L.,Schle-
singer ( ' ) consacre tonte une suite de travaux à la construction
d ' u n e équation ou d'un système différentiel linéaire admettant un
.groupe de monodromie donné (J; c'est .ce qu'il, appelle « le pro-
blème de Eiemahn » pour le groupe ç. A l'équation linéaire il
substitue d'ailleurs un système « canonique » §, dont les coefficients
n 'ont que des pôles, du premier ordre, a, . . . , g ; d'après un théorème
de H. Poincaré, les coefficients des subst i tut ions de c, sont des fonc-
tions entières des résidus correspondant à a, . . . , §'; M. Schlesinger
cherche à étayer la démonstrat ion d'un théorème d'existence sur l'in-
version de ce système de fonctions entières, et cela, au moyen .de la
méthode de continuité de Klein et Poincaré. Nous n'avons pas à rap-
peler ici les discussions que soulevèrent les recherches de M. Schle-
singer; retenons seulement qu'à la même époque ( 2 ) il obtenait un
résultat des plus remarquables : si on laisse fixe le groupe y, les
résidus des coefficients de -s sont des fonctions des points singuliers
qui satisfont à un système différentiel très simple (3) (A); et du
théorème d'existence relatif au, problème de Riemann, M. Schlesinger
inférait que les seules singularités mobiles des intégrales de (A) se
réduisent à des pôles.

Or, à la même époque, M. .1). Hilbert ( / ' ) appliquait la méthode des
équations intégrales à la solut ion du problème de Riemann pour les
équations du second ordre; son analyse fut reprise et développée pour
les systèmes d'ordre quelconque par M. Plemelj ( 5 ) ; elle f u t ensuite

(̂  ) C. /?. Ac. Se., t. 1^6, 1898, p. 7-23; Journal filr reine und aitgew. Math.,
t. 123, IQOI, p. T38. (L'introduction* en tête de ce Mémoire, contient diverses indica-
tions sur les travaux de Hiemann et de Fuchs.) — On trouvera d'autres références
bibliographiques sur les travaux de M. Schlesinger dans ses Vorlesung'en ûher
lineare Differentialg'ieichungen^ Leipzig et, Berlin. 1908, p. 7.

( 2 ) En 190,5, Journ. fur /". und angew.Math^ t. 129, p. 292.
( ; t) Voir plus loin ce système au n° 8, p. 188. [Le système est désigné par (A^).]
( ï ) Leçons orales du semestre d'hiver 1901-1902 à l'Université de Gôttingeii ;

Grunclzûge einer all^emeinerz Théorie der linearen Differentialgifîicfm.ngen,
Leipzig et Berlin. l9ï'2, p. w>.

(5 ) Monatshefte fur Mccth. und Phj's., t. 49, 1908, p. ' 2 1 1 .
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simplif iée de la manière la plus brillante par M. G. D. Birkholî(1).
La méthode ( 2 ) est particulièrement adaptée au calcul pratique de la
solut ion; mais, à un autre point de vue, on doit remarquer que. les
fonctions non analytiques qui in te rv iennent au-début des approxima-
tions n 'ont avec le problème lui-même que des relations lointaines.

La méthode par l a q u e l l e je résous le problème de Rienaann est
entièrement, distincte des précédentes; d'ailleurs, quoique le Mémoire
actuel se l imite aux systèmes linéaires du second ordre, la méthode
s'applique aux systèmes d'ordre quelconque; elle repose essentiellement
sur l ' ' é t u d e des solutions du système ( : î) (A) de M. Schlesinger autour de
leurs singularités essentielles ; cette dernière étude constitue donc avec
la solution du problème de R i e r n a n n l'objet propre du Mémoire.
Précisons d'ailleurs immédiatement les condi t ions que do i t rempl i r
l 'étude de ces singularités : pour attaquer le problème par cette
voie, il ne suffirait pas de connaître des développements représentant
certaines intégrales; il faut encore avoir la certitude c/ue TOUTE intégrale
peut être représentée par les développements obtenus,

J ' indiquerai brièvement les résultats pr incipaux et la d ispos i t ion
générale du Mémoire.

2. La première Partie est consacrée à la formation d'un système
dont je substitue l 'étude, à celle du système différentiel (A) de
M. Schlesinger. Quelques précisions sont ici nécessaires. Soient

.,...r==^, . . . , ^ , ^ i (===oJ) , / ^ + _ â ( = i ) , ^.^(sïEco)

les points singuliers du système linéaire rS ; le groupe de mouo-
dromie <J étant actuellement du second ordre, le système (A) est
d'ordre ^n -+- 8; il admet d'ailleurs 2^4-7 intégrales premières algé-
briques (I) et un groupe continu ce1 de transformations ; on prévoit
donc que son ordre pourra être abaissé à 2/2. Mais, parmi les inté-
grales (I), n + 3 sont du type quadratique : a pr ior iy il n^est donc nul-

( ' 1 '} Proceed. of thé Amer. Acacia t. 49, 1 9 1 3 - 1 9 1 4 . Boston, 1 9 1 4 * p- 5'Ai,
( 2 ) Cette méthode ramène le problème à un autre dont Porigîne remonte aussi à

Riemann : construire deux matrices de fonctions définies l'une intérieurement, l'autre
extérieurement à une courbe fermée continue et liées sur cette courbe par des rehi-

. fions linéaires données, à coefficients susceptibles de discontinuités.
( 3 ) Ou plutôt d'un système analogue (Gn) ; ̂  n° ^ï p- 180.
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lement évident que la formation effective d^un système résolvant (A^)
d'ordre 271 soit pratiquement possible.

Or, au lieu du système linéaire S y envisageons l'équation équiva-
lente du second ordre, E^; elle possédera n + 3 'points singuliers
effectifs,: et, en:outre, n points apparemment singuliers, À, , . . . , À ^ ;
pour que son groupe soit indépendant des ^-, il faut que X^ .'.., '/^
envisagés comme fonctions des ^- satisfassent a un système différentiel
d'ordre ^n seulement : c'est le système (/„, F^) que j'ai formé dans
ma Thèse ( ^ ) par une voie qui d'ailleurs est complète'ment indépen-
dante de celle que M. Schlesinger a suivie pour former le système (A).

Toutefois, Fétude directe de Çfny î\) aurait présenté actuellement
de graves difficultés : comme je l'ai montré, ce ne sontpcis les À, mais
leurs combinaisons symétriques qui. ont leurs points critiques fixes :
l'étude locale d'une singularité fixe aurait donc été compliquée par
l'accumulation des points critiques qui permutent entre eux les T^-; et
d'autre part les fonctions symétriques élémentaires des ~kj ne paraissent
satisfaire à aucun système différentiel simple. Fai pourtant réussi à
montrer que les combinaisons symétriques

j— //. ^-+-2

J ̂ ) ̂ l'I (^~-À,); O(.r) ̂ ]J (^~4); À- = i .

L ;'=i /c='
^=IT^ . ^(^)^I'I(^~-À,);o(.r)^'I"J(^~4);Â-=i, . . . , ^ 4 - 2

L ;'=i /c='
combinaisons liées par les équations (d 'un usage constant dans ce
Mémoire)

rt-+-2 //•4-2

^^Â-==0, ^ ^tfczk^ l

A:-==1 • /k-==i

satisfont au système très simple que voici (2) :

(G '} ^--^^L0^0^ • 1 • '/;/ àfj "~ ^.T-^ ^ àti àti

' • -^ -——^————VN -4-————— àzk^ D — — / ^_____V^..(^-^Z^-^i^^.^ . • ,
- 1 1 , ! ! ! ! À == 1 ! ' , ! . ! ! ' ! ! . . ! ! ! .

[avec N^^f^Y+^-^1
L a^i \^{/ 2a,.(4-f;)J

( ' ) A»7i. 5c. £'c. Norm,. Sup., 3' série, t. 29, 1912, p. 73-86.
(2} Les constantes c?/,, D figurent déjà dans l'équation, linéaire (En).
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et "

(^) ^(^- 4) ̂  + ̂ (4- tk) ̂  4- ̂ (^- ^-) ̂  = o.
. <^7- ^/. ^&//

On verra que ce système peut être obtenu soit à partir du système (A),
soit à partir de (/^. F^); du même ordre différentiel que le second, il
participe à la simplicité de forme du premier; il relie, de la manière
la plus naturelle, les deux systèmes l'un à l'autre et il peut être pris
pour la résolvante (A') de (A). Ses intégrales-^ auront leurs points
critiques fixes; ce sont ces fonctions dont j 'analyse les singularités
dans ce Mémoire.

. Cette étude, je l'avais déjà entreprise dans un cas particulier : pour
l'équation (VI) de M. Painlevé ( î ) , qui n'est autre que (Fi); mais le
procédé qui m\i permis d'étudier {gny G^) est entièrement noweau : afin
de bien marquer cette différence, j'ai pris pour règle générale de ren-
voyer au Mémoire précédent pour toute démonstration procédant
directement d'une démonstration analogue de ce dernier Mémoire.

3. Résumons rapidement les résultats obtenus dans l'étude des
singularités'essentielles (qui sont toutes de même nature). Faisons
tendre ^ verso, les autres points singuliers restant fixes, et considérons
la région

(R) — — •4-î)5argT$— '- —T| (•/)==: nombre positif arbitrairem en l petit)
2 3

du plan T = Log(^- : t°). On peut former par approximations succes-
sives des développements qui représentent les .̂ le long des rayons A
issus de l'origine 0 et appartenant à la région (R). Comme pour VI,
ces développements sont de deux espèces; pour ceux de première
espèce, il existe un nombre réel ^(o^œ <; i ) , variable avec A, tel que
quand T décrit A, l ^ l 1 "^!^ - reste borné inférieurement; pour ceux
de deuxième espèce, j^ - ""^l^l est borné supérieurement. Mais les
approximations actuelles nom aucun rapport avec celles de VI : pour la
première espèce, la variable indépendante participe aux approxima-
tions; elle est développée en fonction d'un paramètre auxiliaire; ce

( 1 ) Aizn. Se. ' Ec. Norm. Sup.y 3e série, t. 34, 1917 , p. a39-353. Désormais, ce
Mémoire sera désigné par la notation [VIj.
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, ,même paramètre sert aussi à l 'étude des cas exceptionnels qui sont.
plus nombreux que pour VI. Pour la construction des caractéristiques
de deuxième espèce il m'a fallu introduire, des fonctions auxiliaires,
qui n'existent que pourn^>ï. La discussion des divers cas possibles
(de première et de deuxième1 espèce) est longue et minutieuse; elle
fait apparaî tre aussi des circonstances -qui ne se produisent pas pour
l'équation (VI). Ajoutons enfin qu'entre les caractéristiques des deux
espèces^ les similitudes de propriétés sont moins fréquentes pour n ^> i
que pour n = i ; ainsi , iF existe 2^ intégrales holornorphes de pre-
mière espèce; il y a, au contraire, deux séries cc27^ d'intégrales holo-
morphes de deuxième espèce.

4. Les démonstrations de convergence une fois achevées, l'exemple
de l'équation (VI) laisse prévoir la possibilité de représenter une inté-
grale dans toute la région (R) dès qu'on saura trouver une caractéris-
tique qui la représente sur un rayon quelconque de (R); mais un
problème fondamental se pose aussitôt :

Étant donnés une intégrale QUELCONQUE de (G-n) et un rayon de (R),
existe-t-il une caractéristique qui représente Vintégrale sur ce rayon?

La réponse, qui est affirmative, fait l'objet de la troisième partie.
La première méthode que j'avais employée pour résoudre le problème
actuel était une extension de celle qui m'a servi dans le même but
pour l'équation (VI); mais, depuis, j 'ai obtenu une démonstration bien
plus simple. Cette démonstrat ion est fondée sur la méthode de récur-
rence dont M. Emile Picard ( < ) a déjà montré l'efficacité dans des
problèmes analogues : pour (G/) (équat ion VI), la propriété est
établ ie ; admettons qu'elle ait été démontrée pour (G^_ , ( ) et montrons
qu'elle est vraie encore pour (G,/).

A cet effet, considérons une intégrale [ z ] de (G/^), définie au point
/^. ..., /^ par des conditions init iales quelconques; tout revient à
montrer qu'on peut faire tendre ^ vers o de manière que certaines
fonctions auxiliaires, R^, S, U^ouV/c, tendent vers des limites bien déter-
minées* Or considérons [^] comme/onction d^an autre paramètre, soit /^ ;

( i ) Traité d'Analyse, t. 2, ^ édition, Paris, KJOO, Cbap. XVI, n08 .i, S, îi,



SOLUTION DU PROBLÈME DE RÏEMANN. 183

faisons tendre în vers i ; (G^) tendra vers un système (G-n-,) (conte-
nant une constante arbitraire et suivi d 'une quadrature). La proposi-
t ion étant admise ^pour (G^_,) , un théorème classique de H. Poincaré
montre que pour 11^ -- 1 1 assez petit, les fonctions auxiliaires tendent
vers des limites quand ^ tend vers o; reste à établir que le fait subsiste
lorsque in tend vers t^. Mais admettons que sur le chemin suivi par t,, i l
y ait un point, d'arrêt ^ ; les l imites de nos fonctions auxiliaires consi-
dérées comme fonctions de ^ satisfont à un système (G^-, ) et à une
équation de Riccati; ^ tendant vers ^, ces limites sont mérornorphes;
on montre d'ailleurs qu'elles ne peuvent avoir de pôles; dès lors, elles
restent bornées quand /„ tend vers ^ et le ra i sonnement s'achève
aisément.

5. Ce point fondamental , établi, on peut étudier en toute sécurité
l'allure de l'intégrale générale dans la région (R) :„ c'est l'objet de la
quatr ième Partie. (R) peut être divisée en secteurs, et cela, de deux
manières différentes ; les secteurs (S7) , (S^) des deux décompositions
empiètent mutuellement, les médianes des uns servant de frontières
aux autres. L'intérieur , . ( ' * ) d\m 'secteur (S') [(S^)] de première
(deuxième) espèce constitue la région de convergence d 'une famille de
caractéristiques de même nom ; à l ' intérieur de (S^) les Zj,\k -=f^ i, n 4-1)
tendent^ pour T == os, vers une même limite bien déterminée; parallèle-
ment a la frontière commune de deux secteurs les z^, sont indéterminés ;
^équation z^ = G possède deux suites infinies de racines, qui tendent à
se succéder périodiquement clans la direction de cette frontière com-,
mune ; il n'y a d^exception que si G coïncide avec F une des deux valeurs
asymptoliques limitrophes. Ainsi le domaine d^indétermination de z^ au
point ^-== o comprend tout le plan; conformément à la terminologie-,
introduite par M. Painlevé, il est donc préférable de qualifier cette
singularité à'essentielle (2). A l 'intérieur de (S"), -s; est asymptote à
une expression de la forme a^? -+- (âç^-j- Y, l^ exposant s augmentant de
deux unités lorsquon passe d^un secteur au contigu; les fonctions auxi-
liaires R.^ S? U^., V^. jouissent de propriétés analogues à celles de z^ et

{ l ) C'est-à-dire l'ensemble des rayons de (S') ou (S") faisant avec ies frontières des
angles supérieurs à un nombre positif arbitrairement petit 'f\.

(2) Au lieu de transcendante, terme employé pour VI.
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chaque fois, on peut vérifier sur ces fonctions les théorèmes établis
par M. Monte! et d'a-utres auteurs.

Ces résultats doivent être modifiés dans les cas exceptionnels, ou,
encore, lorsque l'exposant s a une valeur réelle, ^o (° ̂ o <^ ï)* Quand s
tend vers une valeur réelle y (R) finit par ne plus constituer qu'un seul
secteur {de première ou de deuxième espèce); à.rintérieur de (R) les
fonctions ̂  ̂ ,.. - admettent toutes des valeurs asymptotiques, finies
ou non : les zones d^ indétermination sont sorties de (R); au lieu d'une
singularité essentielle, on n'a plus qu'une s ingular i té transcendante
(ou algébrique, si s est rationnel et 7^0). Une dégénérescence
analogue se rencontre, au moins partiellement, dans les cas excep-
tionnels.

La théorie précédente m'a permis de caractériser, de la manière la
plus simple; ^allure des intégrales A^,/ du système (A) de M. Schie-
singer : le long de tout rayon intérieur (au sens strict) à un secteur clé
deuxième espèce, les A^ Çk-^ î, n• + i) admettent une valeur asympto-
tù/ue (constante dans le secteur), et les A^, A^"1 dev iennen t infinis
comme s^ Parallèlement aux frontières du secteur, les A^/ et les ^-A^,
t^A^sont indéterminés,les équations A^, = C, par exemple, admettant
une double série de racines (sauf si C est l'une des deux valeurs
asymptotiques adjacentes).

Lorsque les paramètres d^ ' D Ç / c === ï , . . . , , n 4- 2) qui entrent dans (G^)
satisfont à une certaine relation, (G,/} admet comme solutions particu-
lières des quotients de fonctions hypergéométriques d'ordre supérieur;
l'élude directe du point singulier est alors facile et concorde pleine-
ment avec les résultats précédents.(cas exceptionnels) ( 4 ) .

( 1 ) Le cas de n == i comporte en outre une vérification remarquable : dans son
Mémoire couronné sur les fonctions algébriques de deux variables indépendantes
(Journ. de Math. pures et appi^ 4e série, t.5, 1889, p. 298-300). M. Emile Picard a
formé une équation ('soit Vîo) q'-'i €st un cas particulier de VI; on l'obtiendrait
actuellement en faisant n == i,<a?i== o == û?2=== ^3== D. L'intégrale de Vîo est de la
forme 9(AiO»i-+ A^œ^; ^), où y (u, t) est une fonction elliptique de Uy admettant c^
et co^ pour périodes, et t pour module. La décomposition de (R) en secteurs se rat-
tache alors à la décomposition du plan u en bandes de parallélogramïnes de périodes.
Peuit-on intégrer par un procédé analogue le système (Gn)(n>1) lorsqu'on a
annulé toutes les constantes d^y ..., dn^y D? La question paraît difficile; il serait
intéressant de pouvoir y répondre affirmativement.
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Grâce au résultat fondaniental de la troisième Partie, les proposi-
tions obtenues sur la singularité ^-== o acquièrent une grande impor-
tance : elles s'appliquent à toutes les intégrales d'une classe de systèmes
différentiels (G-^), d'ordre arbitrairement élevé, et dont le degré de géné-
ralité est le même que celui des équations linéaires du second ordre, à
coefficients rationnels et à singularités régulières; les intégrales de ces
systèmes sont méromorphes partout, sauf en certaines singularités
dont le mécanisme est désormais connu. Il est remarquable que
l'élévation de l'ordre de ( G^) ne complique aucunement ce mécanisme .'
dans leur ensemble, les résultats établis pour VI [décomposition
de (R) en secteurs, valeurs asymptotiques à l'intérieur des secteurs,
quasi-périodicité et indétermination complète parallèlement aux fron-
tières] subsistent pour (G^) (1). Ajoutons enfin que les systèmes (G^)
constituent le premier exemple connu d\me classe de systèmes^ d'ordre
non limitée dont les intégrales sont irréductibles aux fonctions élémen-
taires et dont Fétude des singularités est complètement achevée.

6. La dernière Partie de ce Mémoire est consacrée à la résolution
proprement dite du problème de R iemann ; / ^ méthode de récurrence^
dont on a reconnu plus haut l 'efficacitéy va jouer une fois de plus un
rôle prépondérant (2). Supposons qu'il s'agisse de former une équation
linéaire du second ordre (E/^), de singularités régulières oc = t^ ...,
^, o, i, -xi, admettent un groupe de monodromie donné, Qn '' ce groupe
dépendra de 3n 4- 3 paramètres. Supprimons de (j^ la substitution S^
relative au point x = t^ nous obtiendrons un groupe ̂ -o et ^pourra
être défini par les 3n paramètres de <^-.i, par l'invariant J de S^ r— qui
détermine à un entier près l'un des coefficients de (E^) — et par les
invariants Jo? Ji des substitutions S^S,^,, S^-S^ correspondant aux
lacets enveloppant les points (^-, o) et (^ i). Ceci posé, le problème de
Biemann pour <j^ revient à choisir la solution [ z ] d'un certain sys-

(1 ) Par là, les systèmes (G/i) se rapprochent des systèmes linéaires réguliers (ou
irréguliers) dont les singularités présentent aussi le même type, quel que soit l'ordre
différentiel.

(2) II me paraît hors de doute que la méthode de récurrence s'imposera dans
d^autres problèmes : par exemple, pour étudier l'irréductibilité du système (^, G,;)
au sens de M. J. Drach.

Ann, Éc. Aww.,(3), XLIIL — JUIN 1926. 24
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terne ( î ) (&„) à l'aide de laquelle il faudra exprimer les coefficients
de (E^) pour que le groupe, de (E,J —• qui est déjà indépendant
des ^ — coïncide avec (j\. Ofy faisons tendre ^-vers o; (E,J tendra
vers-une équation (E,,__i) possédant un point singulier de moins et
à (E^_i) sera associé un certain système (G^_i) ; mais on montre que
les limites ( 2 ) pour t^= o des intégrales [ z ] de (G^), considérées comme
fonctions de ^ / . . . , t/_^ t^, . . . , ^ coïncident avec ces intégrales
de (G^_i) qui résolvent le problème de Riemann pour (ç^_i) : ces limites
peuvent donc être considérées comme connues (3). Or elles figurent
parmi les données qui permettent de construire une caractéristique
de \z\ par approximations successives; la seule donnée qui ne résulte
pas des considérations précédentes se réduit à la valeur z^ prise par
z^ en un point ?? voisin de £^== o. En définitive, tout revient à choisir
z^ de manière que l'invariant de la substitution S^S/^soit égale à J^ .

Or, dans le langage des caractéristiques, ceci signifie qu'une cer-
taine fonction rat ionnelle o^des ^,et de leurs dérivées doit tendre vers
une limite donnée a quand ^ tend vers i suivant un chemin déterminé.
Pour trouver s°^ je montre d'abord, en m'appuyant sur les résultats
de la quatrième Partie, qu'on peut déterminer •s^i^-) de manière à
satisfaire à l 'équation a;==a en un point ^ suffisamment voisin de
zéro. La chose est possible de deux manières différentes : cela tient au
fait que pour une intégrale déterminée [s] l'équation a^==a possède
une double série de racines^ et ceci s^accorde de la manière la plus
remarquable avec l'existence de deux groupes <j^ admettant comme
invariants J, Jo, J^ et ceux de <?,,_,i.

La solution 5°^ (^) une fois acquise dans le voisinage de ^== Q, on
montre en s^appuyant sur un théorème de M. Painlevé et sur le lemme
de Borel-Lebesgue que ^^(^) ne saurait devenir indéterminé quand
^ tend vers i.

Pratiquement, la solution effective du problème de Riemann par la
méthode précédente n'exige qu^un nombre fini de prolongements
analyt iques; tout procédé q[ui simplifie l'opération du prolongement

( 1 ) (G/;) peut êire écrit explicitement dès que l'on connaî t Ç^.
( 2 ) L'existence de ces limites est assurée d'après la troisième Partie, et l'on peut

reconnaître une fois de plus ^importance de cette partie dans le Mémoire actuel.
{3) La méthode de récurrence ne serait plus applicable à un groupe Ço; mais c'est

précisément le problème traité par Riemann.
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simplifie donc, au point de vue pratique, la solution précédente.
Signalons encore une conséquence de la méthode. Considérons deux

équations (E,^i) admettant le même groupe de monodromie mais dif-
férant l 'une de l'autre par les racines r\ r " de l'équation déterminante
relative au point x ==. o. On peut les considérer comme provenant
d'une même équation (E^), possédant un point singulier de plus, a? ==== l^
par deux passages à la limite différents; pou r - l ' une et Pautre de ces
équations étendra vers o suivant des chemins distincts (spirales loga-
rithmiques, transformées de deux rayons de (R) : la décomposition
de ( R) en secteurs est liée ainsi à V existence d'une injin lié cl^ équations ( E// )
admettant le même groupe; et l ' indétermination de /'/, r" (définies à un
entier près) se rattache à l ' indétermination de.? signalée plus haut (n° 5).

Ajoutons enfin que la méthode actuelle résout le problème de
Riemann (au sens généralisé) pour les équations irrégulieres; j'ai
montré (1) en effet que ce problème n'est qu^un cas-limite du problème
actuel(2).

7. Notations. — Signalons dès maintenant la signification des nota-
tions suivantes qui seront d 'un usage constant : une lettre placée en
exposant après le signe S représente une valeur interdite à l'indice de
sommation. Pour abréger plus encore l'écriture 9 on a introduit les
symboles 2', S77, S^; ils désignent des sommes où 'l'indice de somma-
tion varie de i à ^4-2 et ne peut prendre soit la valeur ^ soit les
valeurs i et n -h ï y soit enfin les valeurs i, n 4- i et n -h 2.

PREMIÈRE PARTIE.
FORMATION DU SYSTÈME (^, Gj.

8. Les systèmes (A^,) et (/„, F , , ) .—Considérons un système diffé-
rentiel linéaire S, d'ordre m, à coefficients rationnels et dont tous les
points singuliers ̂ =^,. . . ,^3 sont réguliers au sens de L.Fuchs;

(" ) Journ. de Math., 8e série, t. 2, 1919, p. 191. Ce dernier problème avai t été traité
différemiïient par M. G.-D. Birkhoff (loc. eu., p, o5i).

( 2) Les résultats du Mémoire actuel ont été résumés en partie dans trois Notes
des C . J R . A c . Se., t. 178, 19-24, p. 1674; t. 179, 19-24, p- ioa6; t. 181, 1925, p. 1046.
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moyennant une substitution linéaire sur x on peut supposer t^ = o,
î^=î, ̂ 3 == xî. Posons-nous alors la question suivante : Peut-on
choisir les coefficients de S en fonction des ̂  de manière que S possède
un système fondamental de solutions dont le groupe soit indépendant
des ^-? Si S possède cette propriété, i l en sera de même de tout sys-
tème § déduit de S par une transformation linéaire (S) à coefficients
rationnels e.n x\ on pourra donc supposer que § se réduit au système
canonique ( 1 )

w ^-i ïï^
(JL==1 /C==l

et, pour que § réponde à la question, il faut et il suffit, comme l'a
montré ( a) M. L. Schlesinger que, moyennant une transformation
préalable (S) effectuée sur s, les A^ vérifient le système

^A^^y A^Agv-Ag[pA^
àti "~ JL tk—ti

A/,) p==l (A-7^').
àA.L2 àti

7 = 1

Or, dans ma Thèse, j'ai traité le même problème pour l'équation
linéaire du second ordre, à singularités régulières

n^-î

( j7 \ i ^y — v ci ^- cw -
' n ) y dx1 ~ ^{sc—tiY x { x — i )

n ri^ ______0^_____ ,v r ^ , __py .. 1
'Z^(^--i)(^—^)^^L4(^-V ^(^~Q(^~^)J'' t l --

( 1 ) Les indices supérieurs des A ne sont pas des exposants.
(2) Voir par exemple Vorlesung-en, ûber lineare Differentialgleichungen^

Leipzig et Berlin, 1908, p. 3'2o. Voir aussi R. GAiiNiliR, Rend. Cire, Mat. cli
Palermo, t. 43, 1 9 1 8 - 1 9 1 9 , p. 159-164. Le système (A^) est complètement inté-
grable; la notation des matrices permet de le vérifier aisément; on observera seule-

./, . , , , . ^A7 . à^A./ . . . ,ment que la vérification delà relation -,—.——-——— exige pour/ == i ou k un examenot^ot/^ ' uï/ç otf.
spécial.
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où les 'kj sont des points apparemment, singuliers, et où les c^ sont des
constantes indépendantes des ^-; j 'ai établi que les Ây doivent vérifier
par rapport aux ^ le système que voici :

. y^:)^--^) ̂  _ ^ (//:)(^—/y) ̂  _ _____^——^. ? (Ay)

{ J n ) 4^-) àt, 4(4) ^/. ~~ (A,- Q (À——^) ^Oy)'

^ ^-' î fî^ -î Mt ̂ Y^T-^^-^I^' " / ^~ ^ L p O y ) 2'y(À,)J\,^J L2^) ^(^)J^
^ V7 y(Â,)^(Â,) (7. /~-^)2 f^y

"r' 2^ ^C^Î^Ov^^v^^)^^—^)^^^
/=!

Ày — .̂ ^Ày Ô^i-Ï ( À / — ^ : ) ( A / - ^) C?^- ^^•

'~1 ^W <P(>y)
l ç / 2 (^ ) (^ -^ ) 2 ^(^)

r~ ' ' I
// •+• ;5 /•» » -4— —
^/ 3 \ , ^^'(^) 4 . y^-) ^>< Z^-1-^"'24'^ ^^i7r^.+47(7^X7^.•

[avec 9(^)=^(^—i)( . r—^i) . . . (^-— ^); ^(.rj=(^ —^i) . . .(.r—'U];

quant aux a^ et et aux py, i l s s'expriment rationnellement en fonctions
des t^ des \j et des -,—•

Ceci rappelé, nous al lons montrer, comme nous l'avons annoncé
(n° 2), qu'on peut remplacer pour notre problème les systèmes (Aa)
et (/^, ïn) P^ ^n système plus simple {g^ Gn)9 Nous allons d'abord
former ce nouveau système en partant de (As).

9. Première transformation de (A^). — Pour m = 2, (A^) s'écrit

/ n + 2 n. •+• 2
. . )AÂ- A 2 kk À71 ' A ' ^A^' ^sn ^À^ X-^ ^A7"'t/A 1 1 __ A ^ 2 A 2 1 — — -^li '"-^i __ __ Lm22 . ^ € 7 A 11 _^ Q ̂ . V1 t /AS2 .

A /c A l A '• __ A A A ' ri A " •wr-̂  /'? A " •̂ r̂ i n A 'A< 1 __ A^Ag ]—— A ^ ^ .̂̂  ^^ _ Lm22 . ^ € 7 A 11 ^Q ̂ ^ ^""12 .

^7~— ^-—^ ~ àti J Z»à àti ^ àti '
Â-==l /c==î

1 n+a
, A , ; ̂ A.^ A',, A^-A^A^+A^Ag.-A^A^. V ^A^ _
(A2) -^T""'——————————'t^T.—————————> 2i-^T-0'

fc=l

ÔA^ _ A^A^A^ Mi + A^A^ - Af, A,,. y^A^ ^ ^-
^z/' "̂  . ^•— ti 3 M àti

lî s= 1
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Ce système, d'ordre ^n+8, admet les intégrales premières que voici :
n -+- i il •+- 2

:COIÎSt. , "̂

k^:ï

Afi-i-A^rrrconst., 'V A^'i == const., " ^ A^=: const. ;

1 n-+-2 n-h'J!.

1 A^A.^—A^AS^const., Y Af^ const., S^Si =̂ const.,
]!• _ i t. — i

ces intégrales se réduisent d'ailleurs à 2/2-4- 7, car celles de la première
ligne sont liées linéairement. Or, en faisant sur les matrices A^" la
transformation ( { ) A^—c^ B^c, où c est une matrice à coefficients indé-
pendants des t.i et de k, et en multipliant lesj par une expression de

n +2

la forme TT(^— tk^\ o11 P^l- supposer
K=ï

n •+• 2

(2) Af,4-AÎ,==i, S^2^^ 2'^^^ .S^^^'^05
/t-=l. A=l

£ étant une constante numérique qu'on peut prendre égale à zéro dans
le cas général où l'on a

(3) ' 2^' ̂ S^-
' 1 " ! ' À-=='l , Â - = = l

nous écrirons en outre
( f.\ A /1 ' A A A k A / c _ x ~( f\ A /1 ' A A A /c A / c _ 1 — MA-(.4; A^\Alîï—^^^ai——7—•',4; •'• \ i A 2 2 — A i 2 •'^a i — —/

Les solutions de (Aa) satisfaisant aux conditions (2) et (/i<) — où
les dk sont donnés — vérifient nécessairement un système diffé-
rentiel (A^) d'ordre in -h i ; inversement, les coefficients de (A'g)
dépendent de TI + 2 constantes arbitraires, les d^ et, de toute solu-
tion de (A^), on déduit oc/^5 solutions de (Aa) moyennant les deux
transformations précitées qui contiennent , la première trois constantes,
et la seconde, n + 2 : les p/<:.

( 1) L^opéraiion revient à faire sur un Système complet de solutions de S la trans-
formation yî-^c.
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D'autre part, dans le cas général (') le système (A^) pourra toujours
être ramené à un système résolvant (A^) suivi d'une quadrature : car
le système (Aa) et les équations (2) — avec £ = o — et (4) ne changent
pas quand on remplace les A^ par CA^ et les A^ par C^A^y C étant
une constante arbitraire. Pour former (A') nous sommes ainsi conduits
à prendre pour fonctions inconnues les quotients

At.
^/.~= ji-^———»

2^-
qui restent invariants dans la dernière transformation. Les z^ satis-
feront évidemment aux relations

// -1-2 H-+-Ï .

(5) ^ ^zk~=oî S^'3^17

qui seront d'un emploi constant dans tout ce Mémoire ; elles entraînent
les équations, souvent utilisées également

(6) ^(^-^,=1, Î ,- ,̂)^ :=---.s,

Ainsi, il n'y aura que n quotients z^ linéairement distincts; toutefois,
pour la simplicité de l'écriture, comme, plus tard, pour la discus-
sion de la singularité ^-=o, il est indispensable de conserver l'en-
semble -S,,, . . . , ^n+.2<

II s'agit maintenant de former le système résolvant vérifié par les ^/c;
à cet effet, posons

, , _ A^ ' i—AS.^H/ , ;
d'après (2), on aura

^ .-,l±J!̂  ^ -In!̂ .A ,, ,, —— ^ J J-\ ̂  ̂  —— ^ ,.

et, de plus, d'après (i), on peut écrire
//•+-2

(7) ^H,=y/D-i,

( 1 ) On verra plus loin (n0 1 1 ) que le résultat subsiste quand (3)n^est plus vérifiée
et que Fon doit prendre s 7^ o.
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\/D étant une constante, qui d'après (3) est différente de î clans le cas
général. Posons encore.général. Posons encore

ÎI-+-Ïy,4A^=À
7c==l

(de sorte que A^ == À^); il viendra, d'après ÇA.^)^ (p. 189),

^=Af; ,4-^(^-^^=A / . ,+2 / (A / , , I - I , -~AA ,H,-)
OCi Uii

= A,, -+- ( ̂ /D — r — H,) A^, -4- A ̂  H,,
soit

(8) I-V0^-

Dès lors, on vérifiera aisément que le système (A^) est équivalent au
suivant :

/ n-f-2 ' /î-+-^

^^A^,==À, Ai,=À^ ^^:::::oî^j ^^21 ̂ ^ ^-2.1 ^^^^

À-=l /.-=iÀ-=I /.-=i

M^^, ^=î——ih, YH^V-D-I;^ 1 — — — — ^ — — — î ^22=——^———^ Z^"^

(B) ^ V^ ^, ,/. ^ ^~H|. r)À _.„,^A^-e, . A , , - . - , ^——, . ^D7.^.,^=£, . A , = = — — — — - , - _=^DÀ^. î
4 À ̂  ^^•

^•==1

(A—^^-^^^A^.-^A^) .
^ / A-^^ , \

., ^ { à ^ k /^r \ ,. rr V'^^+1, ^-+2/
l (^ "~ ^) ( '̂ 7" 4" v0 ̂  ̂  = ZiHk—ZkHi ' /\ \ oh /

qui est complètement intégrable, comme (Aa). Les équations (B)4,
(B)g des deux dernières lignes de (B) ( o u ï prend toutes les valeurs
permises) sont au nombre de 2/1(71+1); siPon écrit à part les 2n -+- 2
équations de ces deux lignes qui répondent à une valeur fixe de ?, il
en reste encore 2(n2 — î) que l'on transformera comme il suit.

10. Formation du système résolvant (^, G^). — Tout d'abord, on a
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évidemment ( î ) , quels que soient À et k(=^ n -h ï et n 4- a)
()5/, _ r^/-

(()) 'Jï-^'

Formons alors la combinaison ^ —: — .SA- —' où h, k, i sont trois •ati dCi
entiers distincts; les relations (6)5 donnent aussitôt

àzj, à^h
zh~à^~~'zk à£,

^ ( ï ^f \\ ' ^f^^ , ^i^k^h _ ^yJIz 1 ,- ̂ k ïh} |_(^_ ^) (^ ̂  ̂  (^_^ ^.) (^,_ ̂  -î- .(^_ ^) ^,—i^y

la quantité entre crochets étant symétrique par rapport aux trois
indices, on en déduit les relations

as/, ! ! as/, 1 1 àzf, . 6?,s, ^/ __ àzk 1 1

^/& ̂  "" •'" ~àtl ̂  zi ̂  "" ^/J' ̂  ̂  ^Â' àt^ si àt^
( t o ) ^--^ """ t h — k - ti—£/,

(si run des indices, h par exemple, est égal à jz -\-1 ou 71 + 2, on
supprimera le rapport qui contient les dérivées par rapporta ^).

Or, à l'aide de (9) on peut remplacer les équations (10) par les sui-
vantes (au nombre de 7i2 — ï) :

à^_h __ tk——_tî_ Z } , àZk th— ti . ^ k . à Z l , '" • fk-^i, fZ 4-î, IZ-+- 2\
(^) àtk~~ tk—tf, Zi àti t f , - t k Z i àtt \ h-^k )' .

et ces équations [qui à leur tour entraînent (9)] peuvent s'écrire sous
la forme symétrique équivalente

\gn^ ^(^-^)^+^K^——^)^+^(^-^^-0

Si on leur adjoint les équations de forme analogue, relatives aux H^
(et qu'on formerait par un procédé identique), on aura obtenu les
2(7î2—i) équations cherchées; ces équations permettent d'exprimer
toutes les dérivées des ̂  et des H^ par rapport aux ̂  à l'aide des déri-
vées prises seulement par rapport à ^.

(i) Les équations (9) résultent à la fois de (8) ou de (B)s.
Ann. Éc.JVorm., (3), XUIL—JUILLET 19^^ 25
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Considérons alors ^- comme seule va'rial)le, et montrons que les -s/c
satisfont (par rapport à ^-) à un système différentiel d'ordre 2n.

Pour abréger l'écriture, posons

(ii) (4-^)te+v/D.^^)-M, (A-^i) ;
\ <7(.z /

les équations (B)y et (B).ç ^deviendront en vertu de (B)3
^H,~^H,=M,,

/ / , ^ à V [ / , s/. .̂ - - ;=/:.H/.-t- ^/-H/-2(^,— ^) —— =z rf— — a/,— 4- M/,———————5
C^ ^i Zk ^i^k

et d'après (B)^ on, tire de là
. . àMk _ ^'àH^ „ ̂  , à(^ïik)( î f î ) ^~zk2u^~"iw^~àt^~

^ . V 1 dizi—dî^ s/, ̂ 1 M/,(1M/,4" 2^/,H;) ^ àzf,
~zk2d <2^—ti)Z,Zf, ^ Zd ^^f^ti)z/, i àti

d^-dkz] M/,(M/,-4-2.^.HQ M/.+.s/.H,^:
2(^.—^)5 / ; ï{tk——^')^k ^i àti

Or, en vertu de la relation

^N " y' M^ - ^_,/iy.2
( î 3 ) ^ ZïI^T;—-^ VD'^

conséquence immédiate de (5), on vérifie aussitôt que le coefficient
de 11̂  dans (12) est nul. Remplaçons ensuite dans (12) les M/^par leurs
valeurs ( ï ï ) on trouvera sans peine que les coefficients de y'D sont
égaux de part et d'autre, de sorte que les équations (12) s'écriront e/n
définitive , , • ,
/ rv^^—JL/ ' 1 ^^ 2 3 à^i àzk zk ^th—tifàzf^
( n ) àt] '~ ^ Z k ^ à t i ) ^~ Si àti ôti 2^(^~^)^ Sf, \ à t i )

, _i_^ dizj—âk^ . , ,̂  • ,
' tk—ti àh 2^(^—^)2

1 1 1 . ' Zk ' ^! dizj—dnz] D / ï \ , ., -4« ——————— j- ——-—————— -4'- — S, z/- \ z, -4- ———— ) ( /C^zr l ) :
^ 2^^-^) À ^(^-^) 2 ' ^V ^ t k - t t ) v ' / î

ce sont bien les équations que nous avons dénuées au n° 2.
On aurait pu former aussi —J; et, en s'appuyant comme tout à
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l'heure sur (i3), oni parviendrait à l'équation, d'une symétrie remar-
quable (1)

( f\ ^zk — I <jzk ^zk î ^zh ^zh 4- / àzj à^i
V 4 / àthàïi ~~ 2^ < ,̂ â£i 2z^ àk à^ ïZi et/, à£/,

_______^k________ ^A-^'
2 (^ ,—^) (4—^) ^

___^___ ^i^/c __f^__zkz7i- ^_. !̂  ^ ^. -.
2T^—^)(^.-^) "SI ' 2 (//,—^) (^—^) ^ ' a"71-7"''"

Le système Çg'^ G^) est complètement intégrable, comme (Aa) et
(B) dont il procède ( 2 ) ; son intégrale dépend de ^n constanfces
arbitraires : par exemple, les valeurs pour t\ == t°^ . . . . , .^=^0

î à^ à:zn
ae^,, ..., ^^, ̂ ' '"3 ^,'

'1.1, ^intégration de (Aa) ^^ moyen des solutions de (g'n, G^). — Les

3j, une fois déterminés par l'intégration de (g^, G^), il faut encore
calculer les H/, et À pour achever l 'intégration de (A^) . Or, on tire
de(B)'3 1 ' !

, /M,^-z,a,\2
dk— ————— ^

' vf \ ^ _ _ d î — H;
V •^,—————^———————4-—."-—=4£îA^ /..s/,. , À.5^

c'est-à-dire, en vertu de (6),

(,5) ' ! y^ -^Mg_,VD~i^^^^^^ • ' . .
-Àad S/: ,S( ,̂-

Dans le cas général, où l'on a y^ =7^ î et où i'o'n peut prendre£==o,
(8) fournira À moyennant une, .quadrature de différentielle totale:
(i 5) donnera alors H^ sans ambiguïté et les H^ en résulteront d'après (B);,.

Re^te le cas (3) \/D.== î , s ̂ o,. L'équation (i5) fait alors connaître^,

(r) Cette symétrie acquiert sa signification véritable dans ie rapprochement de (3)

el(i4). ^ 1 ^ 1 . ' , . 1 . 1 1 ! ! 1 . 1 1 ' ; 1 1 1 ' ; ' 1 1 ! - ' 1 1 ^ ^ 1 .
(2) On pourrait aussi le vérifier directement, en s'appuyant sur (i4)-
(3) Le cas ^/R == i» : s == o n'est/pas à. envisager; le, point1 ̂  =?'w,ne/serait pas une

singularité de ^.
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et pour déterminer H,, on. a l'équation

. ̂ "^s^ri^"'̂ -^
conséquence immédiate de (B),, (B), et (ï3); on en déduit aisément
ïï^^z.h,, avec

âh, ^ àh,(16) ^— 1^ àï,^^
et , ,

07) ' 1 1 , ,^^^^^ .

Dans les deux cas/la détermination de ^ (ou de À,) introduira
la (272 4- ï)1^ constante arbitraire qui doit figurer dans l'intégrale
générale de (B) ou de (Aa).

12. Transformation de S en (E^). Introduction des Zj, à partir de (E^).
— Nous allons établir maintenant l'équivalence de (f^ Fy,) et(g^ G/,) :
nous aurons ainsi rattaché l'un à l'autre les deux systèmes (/^ F,,)
et (A^). Or pour m = 25 ê s'écrit

. .^^j.an+j^, -^=y,a^-^y^a^

les a^ désignant les fonctions rationnelles de x précédemment expli-
citées; y , satisfait donc à l'équation ( < ) suivante (qui admet pour
points apparemment singuliers les zéros de a^)

y;=:/au+a22+^^

Or, d'après les équations (2), le coefficient de y ' se réduit a ̂ ^5
^{x) avant le même sens qu'au n° 8; posons alors

' . . 1 : , , • ' ___^ . 1 ! ! ! , • i , .
, , -1 , , ' : 1 ^ ^ : - 1 ' ;1, 1-1 ^ , y^yv^C^);' ^ ^ 1 1 1 1 ' ' / 1 '1 1 1 ^ 1 • • : 1 1 , 1 1 1 / ' 1 ^

(i) Dans ce numéro et les deux suivants, les accents indiquent des dérivées par
rapport à .27.
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y vérifiera l'équation

(18) f-^ (a^-^a,, +a^2i -a^a,, + ̂  ̂  - |̂ ) 7.

Pour qu'elle soit identique à (E^) il faudra d'abord qu'on prenne
(19) ^.=4c/c4-x-

De plus, en vertu de (2), on a encore a^+a^= ^—T7 <p(^) ayant
le même sens qu'au n° 8, et (18) pourra s'écrire

/ d/ 3 d/2 ' V \(x8Q y/=^; ,+a?,4-^^-a^^+^--^^y.

pour ^=00, le coefficient de y dans (i8y présente comme terme
prépondérant une expression en a?""2, de coefficient

/Î-+.2 /n+î \ 2 /2,-t-â

(-) -2A^(2At,) -n^Af^l/^-^^;
Â-=l \^=1 / A=1

mais, d'après (B)2 et (7)5 on a
n+î —
X^ A /c —— V0 + ^ 4~ 1. ^A<,-———^——— ,

A-=l

l'expression (20) est donc égale à (D—i) : 4; d'autre part, calculé
dans le développement de (E^), autour de ^===00^ le même coefficient

' ! ! . , n+3 ^ ! ! . ' ! ^ ^ 1 1 1 ! ' .

de ^~2 est égal à ̂  cj, -h :'-1; on a donc
! A==I , • ! ! ! .^ ', , : , 1 - , • ! , • .

' ' ;1 ! , - /t+3 • ' • •' . :

(2l) D==4^C/,-4~3/î 4-ï. .

' , ! , - • • , , ; • 1 k^i : ! ' , 1 ! ' - 1 ' ' 1 , . 1 1 1 , ; 1 , ,,

Ceci posé, observons qu'on peut écrire/d'après l'expression de û^

1' 1 ^ • 1 1 1 ! 1 1 1 1 ' ! 1 1 1 i - 1 a -a^11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 • •1 1 ! ' 1 1 1 1 1
a^-a^) 1 , , . • .

a+S

avec a =y^Aî i=^ . (n 0 9, p. 192), et l'on aura en conséquence

, , A=l 4'<^)
(22) : ^^W}' ,
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Ainsi, pour 7i == i, on a
t - A ï _ ' - A

• ^((T^T)' '^-r —T^T
les indices étant supprimés comme dans [VI]. On prendra nécessai-
rement ï'== i, et lorsqu'on voudra appliquer à l'équation VI un résultat
quelconque du Mémoire actuel, il faudra remplacer t, par l, s, par s,,
.̂ par s.,, -SA par ̂  Çk^ i, n+ i) (2,, z,, z, étant donnés plus haut);

de plus les constantes a, b, ç, d de VI auront pour valeurs, d'après (19)
et(2i ) ,

^f^-1, 6=^1, c^^' a+b^c+d^^.

13. Équivalence de (/„, F») <-< ̂  ( ,̂ G^) : calcul des fonctions symé-
triques. - La démonstration d'équivalence que nous avons en vue va
se réduire alors à un calcul de fonctions symétriques (1). On tire de (22)

. „, 1 as,, __Y, ___ ^/- _ ___
{•Î3) i^—2dA, - t / ,à t , ti-h

/•=:i

/ ,, i y-sk fi às,,^ v i <^v y ' ^Y+__-.<24) 7,~àîr~~[^~^.) ==LT^,'dtr'~^(^-^{àf,j ^-(/,.)î

Remplaçons(2)dans(24)les^par leurs valeurs tirées de (?„); le

coefficient de f^Y sera égal à
\ ""'/ .

i ir^iM ^"^^t I
-(^r^)?-^ 2 [.?(?.,) 3^(?.y)jÀ,-^

. ^(^(^—^^v^'_____'^M_____. ."1- —2^07)—'AJ 'I/ (À ' ) ()l/ — t l y'^i— ^(-Â/ - 7-./' )
__^- , , , ,_ . ^

(1) Pour plus de détails relativement aux calculs des n08 13 et li se reporter à une
note des Comptes rendus du Congres des Sociétés savantes (Poitiers, 19^6).

(2) Le déterminant des ̂  dans ltis équations (%4) (où , est fixe) n'est pas nul : il
• v / ., âïf

est égal à ! ! ! , 1 1 , 1 ! ! ! 1 1 1 1 " 1 1 1 , ! 1 - ^
' ra ( n + î ') ^ { i '\ ^ / / \ ' ' ! \ -i
^ — — — — ^ O t / ^ O ^ j r ^ ^ 3(M)^( Ï^——W2). . . (^1——^)(^——Î^) . . . (^ - -1—— ^/Oj -

1 / ^(^l).-.^(^) \ / Y

H résulte de là, et de notre vérification, qu'inversement les équations (G/») entraînent (F,,).
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Or, en écrivant que. la somme des résidus de la fonction rationnelle

_______?(^)_______,
^(^) {x — fiY (x — tk) {^ — À / )

est nulle, on remplace aisément l'expression précédente par

^ / ^ I V î (^~^)^(Ày)

2(^~-^)W—^ ^"-^ 2^(^——^) Cp à./) î

en sorte que dans le second membre de (^4)» l^s termes dû second
degré par rapport aux dérivées premières ont pour somme

( n \ 2 / H \ / n \

^ -- ' V ___ ̂ \ 4- / V—— ^-V V—— ̂ \°ft°- ï 2^^-tkàt.) 4-\2.?.,-^3ï;M2<I7—^^;
,/=! / \7'=ï / \7=1 /

. f ^(^-^)^(^)Y^Y.
2^(^~^)^ y(^) \^^7 '

;==1

^1

Mais, en écrivant que la somme des résidus de , u, '—- est nulle»^ 1 y ( ^ ) ( ^—^. )
on trouve sans peine

(,5) • y. I ^-L^+Ly , ^ .1 / ^ À,- /, y^- ~ ^, ait • ^ ̂  ///,— ̂
7=1

de pliiSy les relations (23) entraînent l'identité en x
n,

i^\ ^ ( ^ ) ( ^—^) y I ^ ^y^/—— th f'ÔZf, ZH

' 7 03^') ^ x — l . à k , ^ s c — t ï A à t , /;—.îp(^) J«J ̂  —— Ày àki ^ 3C —— tf, \ àti ti——tk,

Or, on tire de (26)

^/_ VO-/) V^ / àt,^ a^-^_ ?^^ - - V
"'// ^/~~ ^ (À/HÀ/—^)^

(^-^^-^
(̂  —— ^(À,)(Ày-^)^ À;-^

La dernière somme qui figure dans (A) s'écrit alors

i -^ ^) r^^-^t-"T
' -^^(À/X^——^OL^ ?•/——</, J '

/==*
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en vertu des identités qui expriment que la somme des résidus de

\W^-t^-^^-t,) (^""is^A^)

est nulle, on trouve

y -vl'^^^Y^^^I ̂ ^.—Zi [-̂ r \àt-j ^ t^ J 2 ô^
et, grâce à (28) et (25), x prend alors la forme

— ifl.0^ ——-Y L.(L0!^ r \ /j5,- v"_-/_\
"'^""A^ ̂  + ̂ :::r^/'4' ̂ l^ ̂  ~i~ ̂ "^J ̂  +^ tf^tj

_ •i ^, i ^ ' [ l — t k f à z j Y - ^ 1
j3,( ̂  — ^) c?^- ^ s,( ̂ — ,̂) ̂  L ^/, Y ^/, / fi — t/,}

De même, d'après ce qui précède, les termes du second membre
de (24) contenant les dérivées — au premier degré auront pour
somme

^ = r?^) ^(^1 y ^ a^ . z ( l àzk ï ^v ^
|_29 / (^ ) '4;(^,)J^À;—4^ ^•\^ àii ti—t,,) 2^ t^t,'

7=:i

Restent enfin les termes indépendants des dérivées; a l'aide de (19),
(2ï) et des formules qui expriment que la somme des résidus de

<o (se )—————_—————————- { ^ ^ ^ j^ quelconque)^ ( œ ) ( x — i i Y { x — t ^ [ 3 c — t k ' ) A Y - ^ ^i ^ )

est nulle, ontroave aisément que leur somme est

0=== d,4-d^] ï - ^ ' c î ^ l ^ d u z ] ,
^-^ 2^(^-^)2 2^(^— ti) ̂  ^,(^,~ if)

• , I fy^ ^ , ï 1 , D.Y. , I ^
2(^~^)L^ ^(^-^) • ^~4j 2^^~ l '^~-^;>

II suffît maintenant de former la somme ^/Jr-^- — ^ ) 4- ̂  + ifi) 4- ©L\^ <7^'/ ; J
pour retrouver, après quelques réductions immédiates, le second
membre de (G^)-

Afin de retrouver les équations {gn) j'observerai que les équa-
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tions {fn) s'écrivent ( i), en vertu de (27)9

, 8 , ^t^-^-^ ^4g^-^-^ .̂
{2 ) z,^à \ j — t k .^-^ ^ j — t k (^—^)(^—^)

/i=i

(./=:ï, .. ., n).

Mais les relations (28) entraînent l ' identité en oc

-(^-^-.. ^^,-^-^ ^ ^^
z^Zu x — tf, zk2»à x—tu (x—ti){x—tk) ~ 9(^)7

/; = i

A étant un polynôme en se, a priori du premier degré; or, d'après (6),
le premier membre de la relation précédente admet x = oo comme
zéro d'ordre 2 ; A est donc indépendant de x et les résidus du premier
membre pour x == ^ et x == ^ sont respectivement A^- et A-s//, ce qui
entraîne aussitôt les équations (g^)-

14. Expression d'un coefficient de (E^) au moyen des z^ el ^^ T^"

— Pour la résolution du problème de Riemann nous aurons besoin de
connaître l'expression explicite du coefficient a; de (E/^) au moyen
des ^ et des <—^' On a a ,==^(^— i)y^ y, étant le résidu en ^ du
second membre de (En)'-) or en vertu de (ï8') on peut écrire

. A- ^y(ti) v7—"!A——A^'[q7(^^2^ t^t,\
+^i(^)^A^^2(^)4-A;^2i(^0—A^&n(^)--A^^â(^),

en posant d'une façon générale

b -a A^ ."^^^""^TT;

(1) Considérées comme linéaires en —A {t/i— t/^ les équalions (28) ont un déter-dt/i
minant non nulfc / . note (2) p. 198]; donc, comme p lus haut, la vérification entraînera
l'équivalence de (fn) et {§'n\

• Âwi^ Éc. jNorm., (3), XLÏÏÏ. — JUILLET 1926. 20
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Mais, en vertu d'une remarque utilisée pour la formation de (25) le
crochet est égal à

_L ̂ \ ^
^^ ^•-^ î

dès lors, en s'appuyant (B)a et (B).^ (n° 9) on trouve aisément
^ ^ i ^(H,3—H,^ i ^H^^H^,
/r 4^j ,:^.(4-^) i Zï ,^-4)

' ^ y\ :̂. ' J ^ /rf/s|4-^•^g,
, îz^ tk—ti 4^ ^,.3/.(^—4) î

c'est-à-dire, eu vertu de (B);; et (6),

(^ .^'^^(^^ . ï fc . ^y^ ^ ^^^+^^ P^
'- v/ ^ A 4^^ Ya^ / û^ ôti 25^ ^-^ ^ 4^^(^-"4) 4

On peut retrouver cette formule on partant de l'expression donnée
dans ma Thèse pour y^- (1). Les transformations se dérouleront comme
plus haut; le seul point qui puisse offrir quelque difficulté nouvelle
consiste à établir que y^ reste holomorphe sur les multiplicités \j=\;
et pour cela, on appliquera à la fonction

/Y^-^)^^)^^)/ w ~ ^ K ^ - ^ . )

la remarque suivante : l'expression F(^ V) -+- F(^ \-), où l'on a

F^ .)~z^-i—i- jz î I TL^^^-^^(^pp-^^^ -.T^jf
considérée comme fonction de X/ reste holomorphe pour \j == ̂ .

(1 ) Loc. cit^ p. 8 2 . — îl faudra toutefois rectifier cette dernière formule et y
, * ï / ï ï \2 ., . . -, , . ,remplacer qj par çy—- .-+-.——) • L omission de ce dernier tenne dans la

4 \ À y A/ — — î /

formule n'entra'înaît d'ailleurs aucune conséquence dans la suite du raisonnement,
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THÉORIE DES CARACTÉRISTIQUES.

I. —Caractéristiques de première espèce. Type général.

15. Transformation de (G,,). — Afin d'appliquer la méthode des
approximations successives à l'intégration de (G,,) dans le voisinage
de'^= Oy nous commencerons par substituer à (G,,) un système équi-
valent formé de 'm équations du premier ordre. Posons

2^/0 ̂  ti) —— ̂  -+- ̂  + D (/;,- t^^;
^Ï Sk

nous allons voir que toute intégrale de (G/,) satisfait an système (1)

(3o)
<^-(^)=^+B. (^, „+,),

2 -^i •-'À- v ^^ /

<m/c r^— ^ ̂ ' R^ ., ^ , D / / / \}àzk à^ àsk àzi
"+• —^ -i- — [ Lj^ —— ii )^_r4-^v ' ^ ^ ^ , r > . , ^ . ^^"L'^^ï^^^4 ^J^ — L ^ ^ ^ - ^ ^ ^ x ; j z^ fc l / ] àti àti à^i àti

(^ Zj, et ^ étant regardés comme des variables indépendantes dans la
dérivation de ̂ ).

En effet, l'élimination de (B.^) entre les équations (3o) donne

(4—^)2 à^ r^/c _ _ /^Y2^ i •̂1 ̂  _^ l ^
^f-sA; ^^ [ àt^ 'i^fc^àt.i) si àti àt, ti—th àii

z]Zic Ôgk Zi^k ̂  R//. ^'t^k ^^i^fc_ ZiZfc •^ ^h

~~. ti.——t,-^ th——{t/c—^YàZk \tf,——ti^th——f'i {tk—tiY tk——ti^
: 0.

Ainsi donc, ou bien (3) les solutions de (3o) satisfont à ̂  ==o, -ou

( J ) Darjis (3o)) on peut prendre k == /i -hi ; nous utiliserons cette équation au début
de la théorie des caractéristiques de deuxième espèce; mais, actuellement, en vertu
de (5),.cette équation est inutile.

(2) Une circonstance analogue se présentait pour VI ([Vï], p. a5ï). Il est toujours
facile d'exclure les intégrales parasites.
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bien elles annulent le crochet; mais alors, si .Jon remplace R^ par sa
valeur tirée de (3o)^ on voit aussitôt que (G/,) est vérifié.

Cela étant, soit z^ ^(k^.i, n-+-i) un système de constantes
finies ( { ) et arbitrairement choisies, mais telles que

(Si) ^^4==i.

Au moyen de la méthode des approximations successives, nous allons
montrer que, pour j ^ . j suffisamment petit, on peut construire un
système d'intégrales de (3o) satisfaisant aux conditions suivantes :
pour ^.==^, ^, se réduira à ^°; ^ tendant vers zéro le long d'un che-
min e qui sera défini ultérieurement, les ^/, et les R/, tendront respec-
tivement vers les ̂  et les B^; enfin, il existera un nombre réel oj, tel
que ô$a><^i et que l^ l 1"^]^ reste borné inférieuremenfc quand ti
tendra vers zéro sur e.

16. La première approximation. -— Posons

(82) Zidti'=.di\

T sera une variable auxiliaire (2). qui s'annulera, par exemple, en
^==0 sur ©, et à Paide de laquelle nous exprimerons les z^ z,, et
t, avec une approximation croissante. Cela étant, la première équa-
tion (3o) pourra s'écrire

^ (^)=^^$
2(R/^BÎ.)^;, ï t k - t i . p o , / d, (z,\\

-+-——7/———7T—— + /i77————^(2rl/^/,-+-^)^—————^——\^-\ y
( 4 — ^ ) ^(^:—^) (4—^•) ^ i /

or, si, t, tendant vers zéro, ^, B^. et s, possèdent les propriétés énon-
cées à la fin du n° 15, les termes écrits en seconde ligne dans (33)

(r) La restriction est indispensable pour R^ (cf. troisième Partie). Elle sera levée)
plus loin pour.4 (n0 â6).

(2) T: coïncide avec la fonction —— LogX (n° 9) où l'on aurait donné aux t/c(k ̂  i
- ' ! ! , . : . . ! ! - 1 ! /D , , ! , ^ ! ! ^ ^ . :
des valeurs constantes.
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tendront vers zéro, et, pour ^ très petit, (33) sera assimilable a

(34) fë)2-1^-)'
avec
(35) p^^D-.-^-^.

^ i/:

Ces polynômes posséderont, au moins en partie, des propriétés ana-
logues à celles du polynôme P(X) de [VI] ( '); P/, ne pourrait être identi-
quement nul que si l'on avait D = o = û?/,, et R^! = o, cas exceptionnel
qui sera envisagé plus loin (n° 27).

Supposons d'abord D ̂  o, et admettons que si l'une des équa-
tions P/:=o possède une racine double h^ on ait ^^:/^(2). Nous
poserons
(36) ^^(ç,)^A^+^_/i^ -

-4-V(4- ^4) (^- ^4) shy^DÇ/o

/4 et Â^. étant les zéros de P^.; d'après notre hypothèse sur ̂ , ̂ .dépen-
dra effectivement de ^. Nous prendrons alors en première approxi-
mation
(87) R&o=H^ Ç/co=^

ainsi, les fonctions ^.o(^) correspondant à ^satisferont à (34)y et,
pour T=O, elles se réduiront aux constantes^. Nous écrirons ensuite

(38) ^o^o= i— ̂ ^,^,o= A ch(\/D7 -i)~î~ Bsh^/D TES rcpo(^),

le second membre s'annulant en effet pour T = = O en vertu de (3ï);
nous ferons enfin

y,^ /l7______________û?T_______________

^9) ï-og^=^ A(chVDT--I)-hBshv /D/

la constante To étant déterminée par l'égalité

(4o) i—2'4^(To)==^^?,

(1) ^ [ V ï L p - ^•
(2) Ces restrictions seront levées plus loin.
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de telle sorte que pour ^== ̂  ^-0 prenne la valeur ^°. Posons encore

(4i) ^=EsBv/D',

en raison du double signe de chacun des radicaux figurant dans B, on
pourra prendre (1)

( s'\f ^ o V ^ "l^o, ou si s est réel, 5>o.
v * / V

Nous obtiendrons ainsi
^oV
^7i _ ( A — B ) x !

(4.3) , <?v^=
i - (A+B)x(^y

\ ^^• /
T)S) ( ^i0,B-,(g;

(44) ^o^-^ [-^-"'«(rj [-'^^(t)']
^..^-(A-B),c
e - i _ ( A - + - - B ) x 5

avec
^ ,__ ________aB^________
^^- [ ï - (A-B)x ] [ i - (A+B)z ] 3

ce qui donne deux valeurs pour <sv/D7% et l'on voit immédiatement que,
pour l'une au moins de ces valeurs, la dérivée — ̂ ^'(s) ne

peut être nulle, .D^ailleurs, les seuls cas pu ces formules soient en
défaut sont les suivants : i°. A = o = B (d'où s = o, cas déjà réservé) ;
2° x = = = o ou oo, d'où s^=o; pour VI le cas correspondant serait
/^ == ̂  (2). On aura donc To ̂  °- Le cas où l'on aurait ^ = oo, (d'où
T^== oo ) ne réclamerait d'ailleurs que des modifications sans ipipor-
tance.

17. Les approximations de rang quelconque. Le secteur de conver-
gence. — Soit alors Y) un nombre positif arbitrairpment petite choisi

( 1 ) Nous examinerons plus loin le cas où s serait nul (n° 21).
( 2 ) Ce cas (qui n'a pas été signalé pour VI) se traite comme le cas X<> = o de VI

par l'emploi des caractéristiques de deuxième espèce. Il en serait de mêmç actuelle-
ment pour / i quelconque.
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une fois pour toutes; astreignons z^ à vérifier la condition

(45) |PA-(^) |>^

si, de plus, B/., z, et ^ satisfont aux conditions
(46) | R A . - R ? | < Y Ï ,
(47 ) I^K^
(48) |^|<T3,

on pourra diviser les deux membres de (33) par P/,(^y;-) et extraire les
racines carrées, ce qui donnera en vertu de (36)

^=i+Fy,(^^,R,.~R;,^),

F/, désignant une fonction qui reste de module très petit, pourvu que
ses quatre arguments vérifient (4^)? (4?)? (48) et la transformée de
(45) par (33); d ^ u n e manière plus précise, on aura
(4cj) |F^<A/,|R,.-~R^|+B,.|^|-2^C^|,^|,

les nombres positifs A/,, B/,, G/, étant bornés, sous les conditions précé-
dentes. Enfin, le second membre de (3o)a pourra s'écrire

(50) ^=¥.(R,, ̂ )^+^(^ ̂  ̂  ̂ .

Cela étant, supposons qu'on ait déjà calculé R/c,v(^), Ç/-,',(^)? ^/(^)?
^(ï) et Tv; on posera ( ' )

( 5 1 ) R/^i=RÏ.+ fY^v^+^v)^
i/o V /

(02) Ç/^+i=F[l+F/((Çt,,,3,.,v,RA,v-n——R^</,v)]f/T,
"o

(53) Loe'y^^^^,

Tv-n étant déterminé par Fégalité

(54) • , I——2//^(^4-l)T=T^=^4, ' '

( 1 ) ë?/cv désigne ce que devient une fonction Sk quand on y remplace chaque arg'u-
tôéîlt VL par -^v. , ^ ! !
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et
. . "Ç/7 / _ __ T
^,'/4-1^',V4-1 ~+" -^ ^'A"?/>•,^'+-Î —— Jl *

II nous faut établir qu'il existe dans le plan T des cheminsl\ reliant
les points T, et o, le long desquels les approximations précédentes
convergent régulièrement. Or, co étant défini comme à la fin du n° 15,
nous allons montrer tout d'abord qu^on peut construire dans le
plan ^o un chemin Co. convergeant vers l'origine et le long duquel
l'expression

^" < x > . i f i— . l^o^-ol
"z

reste bornée. Posons

(55) Log^EEETo^^T, s^ve1^ ( ^ , ^>o) ,

(56) /' \^\^î\ |^ |Esro,

et choisissons 7 de manière à vérifier les conditions
(5^) — c o s y > 7 ) ,

(58) ' "^(y+o-) (/=±Q.
^ / cosy

D'après (57), To devra appartenir à une région (Ro) analogue a la
région (R) défînie à l'Introduction (n0 3), et, en vertu de (58), nous
aurons

\(^YS - ( ^ Y -
\\in ~\rJ 3

quelle que soit la détermination de /, il viendra donc, d'après (44)?
/ ^ \ - o >

(Sg) 1 ^•o^o h1 <^ 77] ?
\ ' o/

a étant un nombre positif (indépendant de r,); la condition énoncée
plus haut pour[ï,o^o sera donc sûrement vérifiée et la condition (47)
sera vérifiée aussi en première approximation. Cherchons donc les
chemins ©^ du plan To qui vérifient (58); pour cela, joignons le
point s === ç^5 (supposé complexe) au poit /OD; on voit aussitôt que y
doit être égal à ^ - Y < ou 3^ - 72^ etT^ désignant les angles que

les vecteurs/a),.? font avec le demi-axe réel positif. Comme on peut
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taire varier/a) de —- ï à -+- ï ( l imi tes exclues), on voit que e^, sera un,
rayon rectiligne A issu da point T^ = o et appartenant (au sens strict) à

,Fiû. ï.

un secteur (1) (S) dont les frontières A^- A" font avec le demi-axe posit if
les angles —7r — -y^ — — "y 2 CT^ Ta valeurs de y^ , y a pour œ == ï),

-->•
A la droite 0^ (co = o) correspondra la médiane de (S), au sens déjà

utilisé pour VI (2); la médiane, lieu des points tels que y == ^— — à
partagera (S) en deux demi-secteurs : pour le demi-secteur sLipérieur
(inférieur) on aura f'= + i ( — ï). Soit (S') un secteur fermé quel-
conque intér ieur au sens strict au demi-secteur supérieur; à l'inté-
rieur de (S^^,, tend vers zéro; dès lors, d'après (43) à (S') correspond
dans le plan T un domaine (cr) l imi té par deux courbes T s'enroulant
autour du point T = = O * Quitte à supprimer de (S'), s'il y a lieu, la
région intér ieure à un ou deux cercles de rayon très petit Y], décrits
autour des points T() tels que 6"^°== (A ±: B)z, on pourra toujours
supposer que (cr) est entièrement à distance finie, ce qui donnera

W I ̂ /o -'> ̂
' r̂

(o<^<ûQ.

(r) Bien entendu, on exclurait de (S) les régions qui n'appartiendraient pas à (R)
(de frontières 0 D^ 0 TV sur la figure ï).

C 2 ) [VÏLP. 3i5.
Ann. Éc. JVorm., (3), XLIIL — JUILLET 1926. 27



210 RENÉ GA^RINIER.

Dans la discussion qui va suivre nous supposerons essentiellement
que le rayon à appartient à (S^); d^ailleurs r ien ne serait changé aux
démonstrations si A appartenait au demi-secteur inférieur à la médiane,
où ^ croît in f in imen t ; T tendrait vers ^=—LOQ,-—- et l'on

substituerait i/ à o comme limite inférieure des quadratures. Nous
verrons enfin dans la quatrième Partie (n° 45) comment on peut cal-
culer les caractéristiques dans la direction de la médiane.

Supposons maintenant que s soit réel, c'est-à-dire positif diaprés
(4^); d'après (58) on aura œ =s, il faudra donc supposer o ^ ^ < ^ i ;
la relation (58) étant d^ailleurs vérifiée quel que soit y, le secteur (S)
coïncide actuellement avec la région (Ro) (c/- no 4=8 ).

18. Les domaines ^exclusion. — Cherchons enfin si la condition
qu'on déduit de (45) par la substitution de 27] à'"/] est vérifiée en pre-
mière approximation; s'il en est ainsi, il résultera aisément de la
démonstration de convergence que la condition (45) — avec Y] au
second membre —- . sera vérifiée quel que soit le rang v 4-1 de
l'approximation. Or on a, pour h\=^ h^

P^.^)^^^^^-^)^^^.-^),
avec

o_^_j^ • ______________
' ^, ^ 2 ^ ^(.4—^) (4-^)ch jj./, = —-,,——.—— , bh p/, = — ————-.,——j,————.

"A—— ^k ^h— l^î;
2 . 1

Supposons d'abord

(60) Çe^±i)(e^±''-^\^o^
\ A — JL> /

la relation (43) montre alors que les points T^ qui annulent P/, se
répartissent en deux séries

./, . 77- îî.N'm —fr aNTC^' ....- '. . .,.,(61) h^————y . h^———— (N, entier positif),
s s

alignées parallèlement à la médiane. D'ailleurs, si l'on posé Px.(^o) === ^5
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on trouve aisément

d̂u '^-^.^(^^y-,.]
en vertu de (60) les points (61) ne peuvent annuler .̂o; pour
h'^h', le. chemin ©, sera donc assujetti simplement à ne pas pénétrer
dans des cercles (y,-^) dont les centres sont aux points (61) et dont
les rayons sont de l'ordre de \/^] 0-

Soit alors Àl.===^.; écartons d'abord l'hypothèse 4== h\ : on serait
dans le cas exceptionnel ou dans un cas semi-exceptionnel, éventuali té
que nous avons déjà exclue .et. que nous examinerons plus loin (n°22j.
Dans le cas actuel la condi t ion (45) s'écrira D(^.— À'/,-)2^7 > ^; les
cercles (y/.^) existeront toujours, sauf si l'on avait A = = B ; mais on
retomberait alors sur l'hypothèse qu'il nous reste à examiner:
('(io) n'est plus vérifiée.

Fig. ':>..

Dans ce cas on reconnaît aisément que la condition (45) peut être
remplacée par l 'une des suivarîtes j^O £. Pour que (45) soit satis-
faite en première approximation, il faudra donc que le point T ^ s o i l
dans l'une des régions, soit (2') limitées à l ' intérieur de (S) par une

[1) Voir [Vî], p. 261,
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certaine parallèle ( i ) A^ à la médiane A de (S) (à 'l'exclusion de l'autre
région S"),. Or, au point de vue du prolongement analytique de l ' inté-
grale dans la région (R) (n° 3), il y aurait un inconvénient évident à
laisser subsister la restriction précédente. Pour la faire disparaître,
on procédera comme pour VI (2) : on cherchera à définir les caracté-
ristiques dans un secteur ^ contenu dans S", de frontière à^ et d'ouver-
ture non nulle; cela suffira pour qu'on puisse prolonger l'intégrale
dans S" par des caractéristiques de deuxième espèce. Pour former S

remarquons que dansSY7 [P/,(^)] ï est de l'ordre de [ ^ J ; dans cette
région on pourra donc conserver (49) e t - ses conséquences, qiiitte à

multiplier A/,, B/,, C/. par ( - ^ ) ; cela reviendra à multiplier les coeffi-

cients 17, ..., 1^, dé (76) par (^V0; si donc on assujettit S à vérifier
une condition de la forme wco< i (m>o)5 on trouvera que les
approximations sont toujours convergentes dans S, î\ ayant été
remplacé au besoin par un nombre plus pet i t .

19. La seconde approximation. — Ces préliminaires établis, nous
étudierons d'abord la seconde approximation. D'après (37) et (5i)
on a

R,,,-R,o=f (IF,,+ )̂̂ .
J o

Or on a
"V ^h _ ̂ // ^//' R^-t-i.
^ '^ — ti '""'A t}, — t, ~ ti 3

pour R^==R^ et l,=t^ 27 est bornée en module; quant au second
terme, il peut s'écrire d'après (3o)^

^^y
R^-H _ \ ^T / ^ j di ^n-^-l . ^n+l ^î ^ _ D^/Si Sn^.\

ti 2 ti,Zi -^/î-+-i 2/^.S^' Zi 2 £t,^>i ^/î;-+-i 2 ^/

( 1 ) Pour le passage par continuité de Fun à l'autre type des domaines d'exclusion
(cercles ou secteurs), voir [VI], n0 13, p. 261.
^(^^[Vîln^li^S^O^p.aôS^ô/i,^^.,
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mais de (6) on tire
t ^3ra-M __ T -4- ^ / ' / r __ .g ^ /t
,̂ ———— — ï -h -i (, A/A — ^ ; ̂  î

2 î 3

expression bornée en première approximation; de même, (47) étant
vérifiée par z^ z^ -4-1 est très petit avec Y]. On déduit de là que
\W^\ est de l'ordre°de r^r1-^ etFon trouvera de même que | û/,o| est
de Perdre de r^r2-3^.

Enfin, on peut écrire d'après (43)
sBx^\-^

j^ e^- ^•0\•s

i - (À+B)x -

d'où dans le domaine (or) défini au n° i7
/ r \(û — / /• \ °3

(6,) 7(^ <1. «(„) .

et, par suite, d'après (Sa),
,, dr \ch , dr

(63) i\-,-<\^<^T'

les nouveaux coefficients ne dépendant que de •/]. On trouvera ainsi (')

(64) iRA-i—RAo|<Hi£!

avec
(65) ,r^r£ = ( l — — ( > ) )Jo K^y a;r == /•o ( —

et H, étant un nombre positif fini, indépendant de r,; ainsi pour 7\,
assez petit, R/,i satisfait à (46).

Passons à 'd; on peut écrire ̂  = T 4- 7,/a(ï) — /^X0)? avec

^Xfci
<)T

==F<-(Sai; s^o) R&i—R*o? ^("o)'

mais d'après (64), (49), (59)' il viendra

l̂
àv

//.M-.» BA o/rV-'2*" ,.,
<A,H>7-, -) +-r; - +C,r,./-o7

(i) C'est précisément cette limitation de RAI qui introduit la condition w < i,



214 BENÉ GARNÎER,

et, par suite,
(66) l^i-'-^oKHsr,

H^ (comme plus loin Hg, H ^ y Hg) étant un nombre positif indépendant
dero.

Étudions maintenant T et ^.i. Posons d\me manière générale
(67) ^s^=l—l< / / ^•SÂ•v(r )= ' r9v(T) ;

d'après (54) on peut écrire

^i^Q(^l) -"^O^û) ^~Ti[ÇQi{Tï)•——(oo(rï)]=o'

Or, d'après (36) et (66) l'expression ^ [y i (^ ) — 90^)] ^t au plus de
l'ordre de r^ dans la région (a-) ; il viendra donc ( 1 )

(68) | T , - T o | < H 3 / V

Mais on peut considérer les fonctions de la première approximation,
ainsi que R^ et t^ (par le prolongement des quadratures qui les four-
nissent) comme parfaitement déterminées en tout point d'un cercle
de ce-ntre Ty et de rayon îl^r^ ; la formule

Lo^= rpo^)—?!^)^ , ( "̂ L.fil =: f PO^)——?!^)^ , / ^

^> JT,. T yo( T )? l ( T ) J^ 'r'yi(^)bZ,u J^ T9o( ï )9 i (T ) '^ Tîpl(^

a donc aussi un sens bien déterminé. Or, comme T() n'est pas nul
(n° 16, ad fin.), la seconde intégrale est de l'ordre de 7^5 de plus,
d'après (66), ^ (ço— o ^ ) | est 4e l'ordre de r; en vertu de (62) et (63)
la première intégrale est donc aussi de l'ordre de r^ et, en défî.nitive,
on peut écrire

(69) ^ i <H,ro.
'̂o

Puisque [ ^ ( o p o — ? < ) 1 est c^e l'ordre de r, -il ̂  — s,o sera borné sur
le chemin d^ntégration; dès lors, d'après (59)/ et (69) o n ^ p o u r r a

(r) Toutefois, pour t'} ̂  == ^ / A 2 — B 2 — A , i;o annulerait la dérivée de r^o î î^ faudrait
remplacer dans (68) ro par /ro; mais ceci n^entraînerai t aucune modification essen-
tielle dans la discussioïî.
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écrire
(7°) ———•"K113^ •

20. Convergence des approximations. — Pour pouvoir traiter plus
facilement le cas de l'approximation de rang v, nous poserons

(7^) - A,/^|/^-y,|,
et nous admettrons, qu'on ait obtenu p o u r y = = o , î y . . . , v les inéga-
lités
(72) Ayr4<Cr^, AyÇ/,<î7.2y, AyT<0-3y, Aj ̂  < 0^- | ̂ y |, A^/<0"^,

avec

( 73 ) A/ -^ < ̂  ̂ y» ^V > n °"2^

et

(74)

| R/,, | < M,, | z,j | < M^, | T, | < M.3, ^ < M,,

^ .̂ v (̂  / .̂ \ («)

-) <1^7^1<Me(- .
^ / o / . \ / o /

M,

les inégalités (74) étant supposées vérifiées p o u r j = = o quand on y
remplace les M/, par M/,: 2. Cela étant, on trouve d'abord, d'après (5)
et (7 3), A^^i<2cr^ puis a l'aide de (33)

Ay (^) < ̂ °-u+^^^ ̂ ro-,,+ ̂  ̂  ('T-0)3"^

les /4? comme plus loin les k"^ /c^, k^ k^ ..., désignant des polynômes
par rapport aux M/, (et aux c//,) à coefficients numériques. On en
déduit

A, (-•
h

àz^\--
àr )

^/^rt-t-l . ^ [ ^'5t•5/^-^-l

( ,. \ 2(iï

<7- 7} (^u•+^»y-^-/

. S[—("-'"Î"TSh^"-"'^]'!
/ ,, \ 2(iï .__ __ __ . / r- \ 3(A)__

< r ( ̂  } ( ̂  C7,, + X:, T,, + /., fft, ) + /•' ( ̂  ) k; a,,,,

K,,et, par suite, d'après l'expression de—^donnée au n° 19,

A' -g? <- 7,
/ f \ («l(R^)<.fr^ytû^^

\ tiSi ) \r ] 1 '
À-'; o-iy 4- Â-^ cra^ 4- /c^ (747 + À-ï r [ -^ ) (TS,
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On trouve ensuite, que ,,^ ,. vérifie une inégalité analogue et fîna-
JL M^—— t i )

lement, on obtient

w àÇ;cA, ^-H-^ <r \^) ^^_ ^j

(y \ 2(0 / r \ 3tt) 1
-^ ^0) ^,+A-,r(^) .̂|.

On obtiendrait de même

AyF^lF/,(Ç/j, ̂ , B^,,^- R?, ^) -F/,(Ç^,,,, c.^.-,, RÂV—P^ ^y-i)l
<lA,|R^^-RÎ.|4-B,J^|^+C,l^|SA,--i^+
+E^A^(^2)+F,,A,_,(^),

soit

W A/FA<A^criy -+- /rgro-s^--.! •+• A^r^j»! + A-gr3
y 1

^0
O'Siy-l,

en supposant

(77) R/c.^i—K2.1<^,

ce qui est certainement vérifié poury== o d'après (64).
Ceci poséy admettons qu'on ait trouvé pour 0^7 <"v

(78)

o-iy<Hi(^ro)^£,
^^î-ïa^'o)^'»
^j< H3(^7'ro)^ro,
o-^<B.^lqrQyro,

^•<^^r,y(^

l désignant le produit 7^ des coefficients qui entrent dans (62) et (63).
Les conditions (78), qui sont satisfaites poury== o d'après (64)? (66),
(68), (69), (7o)y entraînent pour i\ assez petit les inégalités (78)
et (74); si donc nous établissons que pour un choix convenable de q
elles sont encore vérifiées pour j ==v, il en résultera qu'elles sont
générales. Or on tire de (5i), (73), (62), (63) et (65)

^ ' /.. \ où./-,
^,<ilgr^l ^[^} -'

lJ Q \ ^ /
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avec

( y \ 20) / /. \ 1-ù) / y. \ 2to) / ., \ 2(0
STL^Â-, ^) H,ro/-(^) +/.^p) H,+-A-,p) H,rr,

. ' / v / 0 / \ / / \ 7" /

( ,. \ 2C»)4-1
+/^H^ ^ ,

soit
(79) A^.<(^)4--^^y-tùH- ^Hî- ̂ .- ̂ ^±^11v y / La ( i — tô) \ r^/ 2 — a) /-o i — ûo J <7

<H,(^J^£,

en posant
(80) H ^H. ^^^^_^H,+^H^

2 ( 1 —— (x)) 2 — 0) ï —G)

D'après (5^) et (76) on aura de même

(81) à^<(içr,rÏn^i^ ^^^fLY^
L 2 -i- G) v o /

+ H^ /z:y' ^_ îl̂ r0 /r-V'^l f
i 4 -&) \ / 'oy 2—co \r(J J ^

<H,(/^)^r,

avec
/ Q r > \ ï f ^ î-ï 7~"//^ j "2^2 , H^A^ Hs/egro(02) . lia^a^^ ^i^i^i + ———— -i~ ———— +—————-' i l - z l 2 + G) 1 H-&) 2——ût)

et l'on déduit de là, grâce à (36), (52), (76),

(83) A,^<H,(^ro)^ ch r, Av/^\ <H,(^ro)^,

Hg, Hy et, plus loin*, Hs étant des nombres positifs indépendants de r^
et v. Or, prenons pour q un nombre supérieur à îa plus grande des
quantités q^ et q^ définies par (80) et (82) ; d'après (79) et (8i), les
inégalités (78 )^ 01(78)^ seront sûrement vérifiées encore p o u r y = = = = v .

Ecrivons alors Pi.négalité

Tv+l9^(T^i) —TV Q^ (Ty) -+-TV+I [9v-+.i(T^i )— ?v(Tv+i)]=0,

conséquence de (54); d'après (78)2 on aura
(84) \rw^^w)—^^{^)\<R^l€jr^r;

Ann. Éc. .Norrn.j (3 ), XLIII. —JOILLET 1926. 28
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quitte à remplacer Hg par un nouveau, coefficient ne dépendant ni de
T-o ni de v, on peut donc affirmer ( ^ ) que (78)3 s'applique encore
p o u r j = = v . D'ailleurs, il résulte de (78)3 que pour 2/^<i les
points T^, . . . , s sont intérieurs à un cercle de centre ^o et, de rayon
très petit avec 7-0; procédant alors comme pour ^ == o (n0 19) on en
déduit aussitôt (2) que (78), s'applique encore pour j = v.

Enfin, on tire de (84) finégalité

'̂LV-+-I \ , „
———— —— I 1 .-î^v-n -t- .-̂ \»-n — -"i.y

"/'O /

<ÏUlqr,Y

ce qui entraîne (78), pour . /=v, en vertu de (09) et des inéga-
lités (78), écrites pour y = o^ ...., v — i. • ' ' •

En définitive, les formules (78) seront valables quel que soit 7,
pourvu que Fôn ait choisi q supérieur au plus grand des deux
nomBres q, et ^ définis par (80) et (82); de plus, pour ro<i : 'ilq
(et suffisamment petit) les relations (78) et (78) seront vérifiées quel
que soity; la relation (45), supposée vérifiée en première approxima-
tion (avec substitution de 2 Y] à T]), le sera à toutes les approximations;
toutes les conditions que nous nous sommes imposées seront cons-
tamment satisfaites, et nos approximations seront régulièrement
convergentes. Par le procédé habituel ( : t) on établit que les fonctions-
limites qu'elles définissent constituent une caractéristique de (G,,),
c'est-à-dire un système d'intégrales définies sur un chemin a, conver-
geant vers zéro ; nous allons préciser ce chemin ainsi que les condit ions
aux limites de nos caractéristiques-

II résulte (/) des formules (53) et (78),, (78), que r,o décrivant 80
de o à î'\, t,, décru dam' son plan un chemin Q, de o ài\. En deux points

correspondants de s et 80 ^ - ^ est inférieur à une quantité de l'ordre
de r^ en (Tâutre^ termes les transformés de 3 et a, dans les plans

( ' ) Sous réserve de la même restriction qu'au n° 19 (note de la page 2i4).
(à ) Quitte encore à remplacer H/, par un nouveau coefficient indépendant de ro et

de v.
• (^"'^[Vï], n°19, p. ̂ i. ' • , , • • ! ! • , . .

('-) Ea ce qui concerne l'extrémité ^, on fera croître indënniment y dans (53), et
ron observera que d'après (78)3 ":v tend alors vers une l imite bien déterminée T; pour

'T==^ on a lira //:== ^1. , , ! ! ' 1 \ 1; 1 1 1 1 . • : 11 ! • • ! ^ '
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T==Log(^ : ^)) et To==Log(^o: ^•>) seront très voisins l'un de F autre
pour ro très petit; et le chemin décrit par T sera très voisin d'un rayon
d'un secteur identique à (S) et appartenant à une région (R) identique
à (Ro). Lorsque ^ décrivant a à partir de ^, tend vers zéro, s, part
de z^ les R/, tendent vers les R^ et les ^/, vers les ^ (k ̂  f, 72-4-1),
tandis que ^—i reste inférieur à une quantité de l'ordre de r\, : ainsi

^i,9

donc, près de l'origine, ^ se comporte comme ,̂. Ajoutons enfin que
lorsque ( ' ) les |^!| et les R^'| restent bornés supérieurement et que
les ̂  satisfont à (45), ^o reste supérieur à un nombre positif fixe (2) . .

21. Ça.? particuliers : s = o; D = o. — Pour terminer l'étude des
caractéristiques de première espèce et du type général nous traiterons
deux cas que nous avions réservés jusqu'ici .

Supposons d'abord s == o =^= D. D'après (4i) o11 aura B = o, d^où
T ^z0 __, ^ [ 1 _ _ _ _ _ _ _ _ — — V

. og ̂ û ~ A\/D ^/^o - i e^— i J ;

^•o,^^ sera une fonction rationnelle du second degré en Log -^; dans^/'
(' . • ' r \l'étude de la convergence on verra s'introduire log~2 "J ) au l ieu

( ^. \ ri)

de — ) et rien d'autre ne sera changé dans les développements
^0 /

antérieurs.
Supposons enfin D = o; c'est J'hypofchèse que nous avions exclue

au début du n° 16. Les z^ seront alors des polynômes du second degré
en T, soit

r,/,, = A/,T2 -4- 2 B/,T + G/,,
et l'on aura

^0^0= AT2-!- 2BT4- C.

Pour' AC — B2 ̂ f=- o, T sera une fonction rationnelle du premier degré
e n ' ( — ) a v e c ^ = = 2 \ / B 2 — A C ; on aura' \ "/' / ^ ^y

, _ 4 ( B 2 - A C ) ;̂Jlt"""- A. r /^.v-I_l[-(^T
( 1 ) Nous lèverons plus tard les .restrictions relatives à z^ (cf. n° 26).
(â) Cette limite inférieure tend vers zéro avec i — w [cf.y par exemple, les for-

muleç (64), (65)].



220 RENÉ * GARNIE R,

et l'on poursuivra les développements comme précédemment. Pour
AC — B2 == o, .y sera nul et T linéaire en i : Log ( -° ) \ ^^-o sera- Ie carré

\i^ /
d^une expression de cette forme, et l'on remplacerait encore dans

( r \fo / r \l'étude de la convergence - ) par Los.'2 ( — ) "D ^7 F b Vo7
Ajoutons enfin qu'on étend aisément à (G/,) les résultats établis aux

n08 21-24 de [VI] : étude de l'intégrale dans les cercles exclus (y/^)?
dérivation par rapport à ^° ou à une valeur limite R^, ̂ .

Type exceptionnel. Première sorte.

22.; Les chemins d'intégration. — En procédant comme au n° 18
on montrerait que lorsque quelques-unes des équations P^==o
possèdent des racines doubles et que les z^ leur sont égales, on peut
encore construire dans le plan T des secteurs (S) où les approxima-
tions convergent régulièrement; le secteur (S) se soudera à une
portion (S") d'un secteur (S) le long d 'une parallèle à la médiane
de (S), et dans (2V) on saura calculer aussi l'intégrale; mais. comme
au n° 18, (2) serait assujetti à une restr ict ion telle que mcû<^i, ce qui
constituerait un obstacle pour le prolongement de l'intégrale clans (R),
Comme pour VI (1) nous allons construire directement des caractéris-
tiques qui convergeront dans un nouveau secteur (S), distinct de (S)
mais présentant un dom,aine commun avec lui, le secteur (S); enfin (S)
ne sera pas assujetti à la condition m^ <; ï : i l confinera à la frontière
de (R). Nous nous placerons d'abord dans le cas où toutes les équa-
tions P/ ,==o possèdent, chacune, une racine double; les caractéris-
tiques que nous définirons seront dites du type exceptionnel, de la
première espèce et en outre de la première sorte, pour les dist inguer
d'autres caractéristiques que nous définirons plus loin (n° 27). Elles
dépendront de n constantes arbitraires, comme il était vraisemblable
a priori; elles convergeront le long de chemins du plan T== Log -^ qui

' ! ! ! ! ; ^ ! , ! " • . ! ! ^ 1 , . h.
pour [^1t rès petit différeront très peu de chemins rectilig'ïies ê^ et le

(1) [VI], p. ^8o-%89.
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secteur que remplissent ces chemins sera dit exceptionnel et de la
première espèce. ' .

Si l'équation P^-(^) === o- possède une racine double, on aura diaprés
(35) (R^)2 == Drf/.^ ; cherchons alors à vérifier (34) par une expression
du type
(85) - • ' : z / , = a/, + bk e^\ + ̂  e-^.

On devra prendre pour cela
(86) • (a l -~4^^)D4—^==o,
(87) . ' aA.D^+RÎ.=:o,

il viendra donc actuellement
(88) ^= D^^

soit, en vertu de (86),
(89) " &/,Cy,==0.

Cela étant, attribuons désormais à chaque radical \/d^ une détermi-
nation arbitraire, mais fixe, et posons(,.) ; '• • ;' *=-^.
yD désignant, par exemple, la racine carrée de D qui a été introduite
au n° 9. Dans l'hypothèse h-^o nous allons montrer qu^on peut
tracer dans le plan T des chemins r s'éloignant à l'infini de telle sorte

1 1 - • ' ' ' ! ! ! l . 'que e11 et ^/I)T tendent simultanément vers zéro \on tracerait de même
- ' " • 1 ' ! , \

des chemins'? pour lesquels eft et e"^ tendent aussi vers zéro/. Effec-
tivement, posons provisoirement

\/Û ±= a^, ' - == be1^, ' 7 === pe^,

T sera défini par l.es condit'i.ons
' (91) ' • • cos(a4-0)<o, cos( l34-Ô)<o;

prenons encore
(92) • . <r==A\/£>;
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il résultera des inégalités (91) que i'arguiiieiit 9 + p ^ ç de T : h
devra varier entre les limites figurant au tableau suivant

(cr CO

(^

mpiexe) \

réel)

.FI (

^(

cr>

o-<

^
0̂,

<^

> 0,

<0 ,

7T

2

le

7T

3

'71

3

+'^

cas est impo

-+- 'n

— a

? '= ^

'5 <;

4-

57T

2

.37:
;-f-(3-7},

,, / / 3 71
p+-y î=9" -3- --"^'

où te symbole y^, dont l ' introduction sera bientôt légitimée, représente
toujours un nombre positif arbitrairement petit.

Ce^point établi, éloignons indéfiniment le point T sur r; e^ tendra
vers zéro, et d'après (85)^ (88) et (89) toute solution de (34) qui
tendra en même temps vers une l imite finie sera de la fortiie

(93) ^/t0- -^
tk \/D

.b,e^,

à ces solutions approximatives de (33) correspondra pour ^/: la for-
mule approchée

'V Vf^ __ y ^^ ̂  ^/DT ̂  A + M e^T(94)
Âusà t/D̂

et 1'on prendra (le long de F)

(95) Los^^j
J\)

soit

dr

h 4- M ̂

o- Log ^-0 == \/D T — Log ^^
ainsi, avet. des notations du n° 16, cr2 jouera ( ^ ) le rôle de r^ De plus,
T s'éloignant indéfiniment sur F, ^o et ^ tendront vers zéro; enfin,
dans le plan To===Log^o, le chemin ©^ décrit par To tendra vers le
chemin décrit par le point T : À; c'est dire que les chemins ©^ rempli-
ront dans le plan Tç un secteur dont les directions frontières sont pré-

(1) (T n'étant pas assujetti à (4î)y iï n^est question que de <72.
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cisément définies par le tableau (s); l'une de ces frontières sera aussi
une frontière de (R); l'autre sera arbitrairement voisine de la
médiane du secteur (S), du type général (n° 17) appartenant à l'expo-
sant 41.

23. Les 272" intégrales holomorphes de première espèce. — Nous
sommes ainsi amenés à effectuer le changement de variables suivant.

Faisons sur (G^) les transformations (32) et^/,== v L 4-^7-; il viendra (1)4 yr3

W ^-D^=A^^ Ç,, ̂ , ̂  (Â:^ n + î),

où, (!;, et D étant supposés différents de zéro, la fonction rationnelle ^
est de la forme (2)

AÂ. = a^. Ç — } 4- b/, ̂  + c/, ^- —' + d/, t, Ç/, + e /, ^-,

a/,, . . .? e/, désignant des fcînctions rat ionnelles de ^—? ,̂ ï,^, -— À,
^ holomorphes lorsque ces variables sont voisines de zéro, 0e plus,
en conservant.les notations des n^ 17 et 22, nous aurons

(97) . . 1 ^1==^ ,

avec
_ a CQS ( a — (3 -+- y )

' W —— 7- ———————————————--——— 3b cas y

l 'argument y de Log^o étant 1res voisin de y.
Procédons alors comme pour VI; afin d'établir l'existence des caracté-

ristiques du type exceptionnel, nous effectuerons sur (96) un change-
jnient de variables qui repose sur l'existence d'intégrales holomorphes
de(96).

(r) Dans A/,., ^,/,+i et ——ï- soat supposés remplacés au moyen de (5) en fonction

deÇ / , e t ^ .

(2) Pour la vérification de celte assertion, on rapprochera dans (G//) les termes en.
d/f et en D.
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Pour cela, nous prendrons d'abord ( ^ )

(98) Ç/c===ÇÂ.-4-ûîi/.-^H-...-+-a<7-.i,A^r1.

où q est l'entier immédiatement supérieur à vs, et nous déterminerons
les coefficients a^., ..., a^^ de manière que.E^. satisfasse à une équa-
tion . . . .

^-D%=A^a, ̂ y4-^^4-4^^+^.?^4^,

les nouveaux coefficients d^, ... étant holomorphes comme les a/,,. ....
Puisqu'on a ..

^ ( C ) _ _ ^ ^ , ^ ^ v / / , ̂
'^r ~^N" ̂ ïN" ^? • . • '

on voit aussitôt que les a^/, sont donnés de proche en proche par des
équations linéaires, le coefficient de l ' inconnue à déterminer étant
———: jU ne pourra donc y avoir de difficulté que si cr est égal à un
entier réel; on aura alors vs •===. cr = q—i. ; on remplacerait le dernier
terme de (98) par ^.^.^"'Log^ et au lieu d'obtenir une intégrale
holomorpheen^on trouverait une intégrale holomorphe en ^eU.Log^.

Ceci posé, faisons les approximations
^t/Dr r' -< , p—^DT: r^ • .

Ç,o = o, ,̂̂ 1 = ——= \ A, e-^ dr — ——. \ • Av ̂ /DT d^ •
î2\/D^ a^DJ^

ti^ zi^ == h — J." s/, (Çfc.v+i •+• ^IA- ̂ ^ -<--•+ ̂ ç-i^ tîr1 ) = ô'v+i.Ç7)
( ^ = — ' 1 , O? • • ' ) - ^ 1 , \ . '

Lo^=rT^-—-^^, 1 - -
^o Jp<, L^+i^J "J •

it;,_l==0, •

où toutes les quadratures sont effectuées sur F et où Ay désigne ce
que devient la fonction A7 quand on y remplace ses différents argu-
ments Ç/,, ... par leurs valeurs approchées Ç/^, ... .En s'appuyant sur
les formules (2)

, ^ . ,, • , 1 , • , ll<^. l[ l<^^:^ . \e^\=r^, ' ^ ' ! : 1 1 ^ ^1

(1) ^^[VIJ^TiotedeïapagesSS. '^
(2) La première est une conséquence de (6%) et (63) (n° 19), toujours valables

puisque C^ appartient à (Ko).
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on établira aisément les inégalités

|^ |<H^, i < H / - , < H r?,à^
àr

et d'une manière générale (1), H et p désignant des nombres positifs
fixes

T'̂k^+i
^•f j ./. TTÇ^ i <: H

n^
' r//4-'\
•L» ! ?

^•',V-+-1

"tV

\ d^.v+i ^v
| C?T dr

<- H f} /'v4-1
- v î

dr
<;H^.^/-^,

Ainsi, pour r assez petit (2), les approximations convergeront uni-
formément sur r vers une solution de (G,,); je dis que cette solution est
holomorphe en î,pourî,= o. En effet, A[ est une fonction de î^ holo-
morphe pour t^= o; Casera donc une fonction holomorphe de ^o(ou,
peut-être, de t^ et ^Log^o si Œ est un entier). On verrait de même que
Log(^i : ̂ o) est une fonction holomorphe de t^, nulle à l'origine. D'une
manière générale, toutes les différences ï^+i — ^/.v? t^^^i^i —^v^v?
Log(^^_i : t ^ } sont holomorphes en t^ et nul les pour t^= o. En vertu
de la convergence uniforme des approximations, les fonctions-
limites sont donc aussi holomorphes en ^ eïl particulier, on a
^.== /^[ i -^-^Çf^y^ <p étant holomorphe, et par suite, ^==^.[1 +^(^)j,
^(/,) étant holomorphe pour /,=o.

Ainsi les intégrales z^k ^=f=. i et n -h-1) eU^,, ^^+1 sont holomorphes
en ^,==0; les z^ prennent d 'ail leurs en ce point les valeurs V^A-*- \/D^
(d'où résultent pour^ et ^^+1 les valeurs h e t—À) ; or ces systèmes
de valeurs étant au nombre de 2", il est bien établi que (G/,) possède
2" intégrales holomorphes (de première espèce) (3).

( 1 ) Dans l'évaluation dû j Ç^v-(-i—Ç/-,v| les intégrales définies de comparaison sont
,.r

de la forme f /^•4-v=i=OT—t ̂ ,̂  içg diviseurs introduits sont de la forme ^-+-V±:OT,
^o • ,

quantité supérieure à v, d'après le choix de q. '
(2) De manière que les coefficients a^ ... soient holomorphes et puissent <kre

bornés (ce qui permettra de définir H et /?).
(;i) Exceptionnellement, si l'une des 2" valeurs de o- est entière l'intég'rale sera seu-

lement holomorphe en ^ et ^•Log^-; eile ne pourra être holomorphe en ti que si
les .dk et D satisfont à une relation qu'on peut former par des calculs rationnels.

Ann. Èc. Norm., (3), XLUL — AOUT 1926. 2Q
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24. Construction des caractéristiques du type exceptionnel. — Nous
pouvons établir maintenant que. (G^) possède 2" familles de caracté-
ristiques du type exceptionnel et de ta première espèce. Effectivement/
soit z^= Z^) Fune quelconque des ^n intégrales holomorphes
dont nous venons de démontrer l'existence; faisons le changement
dé variable z / , == ZA- -t- Z/,; l'équation (96) prendra la forme

(99)
^Z/cV2 . . àZ,à^Lk

àr2̂ -DZ,=A^^ —À ^Z^c.^+^Z,
àr àr

(le second membre devant s'annuler avec les Z^.). Pour intégrer, on
prendra, d'après (93), (94), (95),

2^(Z;^Z^)—©,(T), Log^.o== /
Jo

Z^.o === bfe ev'J)T, t^ z ̂  == i • dr
-'/cv-+~ ^k

--t/Dr /'T
@ o ( T ) -

(100) \ •Z^^== -î^ f A^Me-v^^T---^^ f AïvÎT)^^^^^^^
. 2VDJ^ , avDJoo

g/DT

2^. 2 ̂ B

^T 0==0, I , . . . ) ,Log^=r[^
^" ^oo L<yV-+-lWiM ©o(T)

avec (Z^==Z^(^)]. La convergence des approximations se démontre
aisément. Posons

1 ^^y-t-i àï^kj ^^-^-1
1 ^/cj+l — Z/:y [ <^ 0:iy ? < 0"2y , l < 0"3/ ,

(?T ^T

| ̂ ',7"n ̂ z.y+i — ^ j ^ i j 1 <^ ̂ y •

A Faide de l'expression de A^. on trouvera o-/o<l ̂ rr3wf(f= 1,2,3,4)^
îî/ désignant le plus petit des nombres m et ï, et ^C désignant un
nombre positif qui ne dépend que de y] et des b^. Or d'une manière
générale, supposons qu'on ait obtenu

s

^r^^jpr^'y {f=t, 2, 3, 4; o^/<0),
^y< ————————•• , ^ • ^

p désignant une autre constante positive. La forme du second membre
de (99) donnera (A étant indépendant do v)

I Aîv — A^v_i | < A r^( ori ,v-.i + o î + r 0-3^-1 -4- ̂ ,v.,i ),

et la limitation des intégrales définies (100) fera apparaître au déno-
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minateur les sommes ^-+- (v—i)^ ±vs -{- ̂ ^v^, La conclusion est
alors immédiate : les approximations convergent régulièrement sur r
du moment que k, a été pris assez petit ( < ) .

Nous avons obtenu ainsi 2^ familles de oc7' solutions de(G^)^ dans
lesquelles les s/, tendent vers les valeurs \/d^: ^VD, et t^z, vers h, ety
cela, pendant que T tend vers l ' inf ini sur I\ c'est-à-dire, d'après (ico),
pendant que t, tend vers zéro sur un chemin s dont le transformé a9

dans le plan T=Log^- diffère très peu du chemin e^ décrit par
To=Log^o; il suffît alors de rapprocher les formules (95) et (100)
pour constater que les chemins a" remplissent dans leur plan un
secteur (exceptionnel) dont les frontières seront définies encore
par le tableau ^.

On retrouve bien la généralisation des résultats établis pour les
caractéristiques exceptionnelles de première espèce de VI ; les formules
données au n°12 permettent de préciser le rapprochement. Moyennant
un choix convenable de la racine de l'équation fondamentale déter-
minan te relative au point x == i de Féquation linéaire (E,,), on peut
prendre

^/d/,z=î— ar/,,
et, de même

^D ==I-+- 2/^+3,

d''où, d'après (90) et (92),

( ,o î ) h m •+-I7 2 ^— 1 ,• cr^r^+i+^ar/,--!).
2 r•tt•J^Ï~^~' l

Or, d'après l'expression de t^, (n0 12, p. 198), /z désignera bien,
comme pour VI la limite de À pour t = o; a aura le même sens que
pour VI, et les changements d'écriture r,,\r^^ r^\r^ permettront de
passer des notations actuelles à celles de [VI], et des formules (ïoi)
aux formules (68), (69) de [VI] ; de même encore le tableau (^) géné-
ralise les indicat ions données à la f in du n° 25 de [VI j (p< 281-282)*

25. Cas particuliers : dj, = o ; D = o. — Examinons maintenant les
hypothèses précédemment écartées (n° 23) : d^== o et D == o. Dans le

( 1 ) Pour les mêmes raisons que plus haut (note 2 de la page 2'25).
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premier cas, on posera pour les valeurs correspondantes de l'indice k

(102) SA-=^L

les équations (96) deviendront

' ̂ -^-i^)'-^
mais, dans le cas actuel, on a

^-LteY0^^
3P-A- V-k \ VT ,1 4

û& étant une fonction des variables ̂ , -^> Ç/, -̂ - (/7^ z')' ̂ " it' (^l-ll

reste holomorphe pour pL,==o; si on la développe dans le voisinage
du point t;==o, y.,,=o, ses différents termes contiendront en
facteurs ^ ou t,y.,. Cette circonstance permet d'appliquer au système
différentiel formé par les équations

à^,, D
' — —— ,— r f , -^z, ûû /,«

àr2 4 ^

et par les équations restantes, du type primitif, un procédé d'intégration
complètement analogue à celui des n0" 23 et 24.

Pour traiter le second cas rés.ervé D == o ̂  <4, nous opérerons une
transformation qui nous ramènera au premier cas.

Si dans l'équation linéaire (E,,) on pose

(.o3) .=^, y=^ ^^ (^x,...,.),

^=7^-7 ( . /== ' , - • -») '

l'équation (E,) aux variables d?', y ' aura (nême forme que (E^), mais
les points singuliers i et oc' se seront permutés ; les c/,(A ̂  n -+- 2, n + 3)
n'auront pas varié, mais c,,^ sera remplacé par

H -+• 1
V̂ 3/î _ P — '

c^ == ̂  ÇA -+- -^ — —^—
/t=;1

et D sera remplacé par c^,+ 1; la transformation échange donc d,,^4 4 ,
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et D. De plus, on trouvera, à l'aide de (io3) et des formules dirn° 12,

/ ^ ^M^-^) ̂ Lr-Lll̂ il(104) ^T^7)""?^ ^0) î

opi et ̂  étant formés à l'aide des ,̂ et des À^. comme y et 'sp à l'aide des
,̂ et des \-. Or, de (104) on tirera

3^== —^- ( I — t}, ) ( A- ̂  /l 4- 2 ), .:4 .,2 ̂  ———

(io5)
^=-^-(i—4) (A-^n4-2) , ^^=

^+21' ^"+2

les s ' étant définis pour (E^) comme les z pour (E/,). Mais, si l'on
suppose ( ^ ) ^+2:7^ o? la valeur de D pour (E',,) sera différente de zéro
et l'on aura d'^== o; conformément à (102) et (io5) on posera donc (2)

(106) ^/<.== ~j (/i- ̂  i\ n -4-1, ^ •+- 2) et ^4-2= -i ;

les .̂3 p et t,z, seront donnés par un procédé d'approximations succes-
sives analogue à celui de tout à l'heure.

26. Retour au type général : valeurs initiales ^ infimes. — La
méthode d'intégration des n03 23-25 s'appliquerait encore a u . cas
(semi-exceptionnel) où une partie seulement des P/, admettraient
les z\ comme racines doubles : les ^restants seraient déterminés par
la méthode des caractéristiques du type .général. Il est une autre
circonstance qui nécessite l 'application simultanée des deux méthodes :
c'est le cas où quelques-unes des z\ sont infinies. S'il en est ainsi, on
déterminera z^ par les formules (85), (86), (87); supposant, comme
au n° 22, que sur F le point T = oo corresponde à ^o==o (avec
e^ tendant vers zéro), on prendra c^= o pour tous les ^ qui doivent
tendre vers des limites finies : mais alors ces limites finies ne pour-

( i ) Ponr â^+2=='o, o"1 substituerait dans (io3) un.autre point t/s au point ^2==ï.
Si roa a, quel que soit k, d/, == o == D, et si les conditions initiales ne sont pas du
type général, on se trouve dans le cas du type exceptionnel de la deuxième sorte, qui
sera examiné bientôt.

(s) Pou^r^==I , les formules ( lo6)seréduisen tà^+2 : : =• l '' P2! orSn^==(i—X):(ï--^);
la transformation équivaut donc au changement ^ == ^-2 (c/.,[Vl], n° â9, p. 288).
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ront être. arbitraires : d'après (86) ce seront des racines doubles
des P^-s). Ceci poséy on aura encore

^•o^o== a 4-(3^ (avec assï—S^â^, (3 ==--2^^:),

les Cf, satisfaisant à
(107) :S^/,c^=o.

On tire de là
^ ^ dr • ,

^"U o^y
d'où, en posant — a \/î)^s,
(108) ae-V^^a+^tëy-P,

a(<.+(3)(^y
(109) ^?=——————————•

(^P)(^)-P

Dans les approximations suivantes on divisera les z^ en deux
groupes; pour les z^ Q111 tendent vers rinfini, on posera

s / , = a/, 4- b/, e^ 4- c/c e-" -̂

et l'on calculera les i^y et les R/,y correspondants comïne dans le cas
général (mais avec T==oo au lieu de T=O comme limites inférieures des
quadratures); pour les z,, restants, leurs liœjtes étant racines doubles
des P/,(^), on se servira de la méthode des n08 23-25. On observera
d'ailleurs que sur le chemin où l'on définit les caractérisques(^ : ^)~^
tend vers zéro en vertu de (108), et t^z^ vers a == — s : yD [en vertu
de (109)], résultat qu i s'applique aussi à ^;^.

Enfin, si parmi les^/0 il en estv d ' infinies, la caractéristique corres-
pondante dépendra de n -+-v arbitraires (et non pas de 2 n — v, comme
on aura i t pu le croire a priori}. Effectivement, les Zj, qui tendent vers
l ' inf in i introduisent av arbitraires (R^ ^-) liées par (107); les limites
des z / , restants étant données par (G^), il n'y a plus que n — v -f- ï arbi-
traires nouvelles : les T I — v données restantes R^ et ï,0 ( 1 ) .

(1) On trouvera plus loin (n.0 4ÎS, p. '270) une explication de ces résultats.
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. Les résultats de ce numéro et des n0' 23-25 permettentde supprimer
la double restriction imposée à .̂ à la fin du n° 20-

Deuxième sorte.

27. Existence de oo" intégrales holomorphes. — Traitons enfin le
cas où tous (1,) les polynômes P/,(^) sont identiquement nuls; on doit
avoir alors d^= o == DÇk -=^ i et n 4- i). Montrons que dans ce cas on
peut définir pour (G/,) un' système d'intégrales (^., R/,) holomorphes
en t, = o (avec R^t == o et z^ arbitraire).

Introduisons toujours la variable'r dans les équat ions (G//); elles
s'écriront actuellement ( 2 )

^=^(^;^^^) (W^)
avec

T== JL-Y^'V ^ A ' _ yiT^-- ̂ Y^Y3 4 ^^A 1
- 2^. Y 6?T ; 1 ^,(//,——^) ̂  L ^ \ ^r ,/ ^(^~^/)J

> ï ^A' ._ ^f^/.- _____^_n g A-

^•(4—^) ^ ^^{th—^Y ^^k—ti)t,zis^

Soit alors [^^] un système de valeurs initiales arbitraires (mais finies,
et telles que i — S .̂̂ .̂  o); on fera les approximations

Z^Q =: 4, ' tto 5/o -.= I -— ^(f tk 'S/rO, Lûg -0 =: / ———— ,
A/ JQ ^'O5^

,̂,̂ =:̂ .+r r r,JT- f rïv^-=^^4- f dr Ç r,dr,
J ao *- -ac *- oo * /oo

1 • ^',V-r-l "^<',V4-3, :::::: ^ — — A ' "/(•'^/<.',V-+-1'>

Lo-^^ rr r17 ^T;. / ! : ' !

^ ^ ^ ^V+l^,V4-l

avec • , , '1 .
y _ y / ^/^^ \
ly=== 1 y i ̂ Av •> ^ j ^i^^'i^t ^/'v j ?

et le/s intégrales étant prises le long d'un chemin F du plan T s'éloi-
gnant à l'infini de telle sorte que t^ tende vers zéro.

( î ) Si le fait n'avait lieu que pour certaines valeurs de ^c, on calculerait les ̂ corres-
pondants par la méthode du numéro actuel; mais les Sic ne seraient plus hoîomorphes.

(t2) On remplacera Zi par t^zi : ti et Zn+i pa1' -- ^i— 2fl^k' ,
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Soient
.̂

/S/^v-^i — Z/^ [ < O'IM,
6?T Û^T

| ^/',V-t-l •^V-t-l —— ^'•'/•S/v 1 <^ ^SVi

•< 0'2'̂

—— I < 0"4V
^•v

et |^o|=^;

on troove aisément (pourvu que -1 — i soit borné )
\ '̂0 ' /

1 Y'v.^ — tv [ < A r [ n ( o-^ -4- a-y/ ) •+• o-gv -4- 0-47 ],

A désignant un nombre positif indépendant de v ; d'ailleurs, sur F, on
peut écrire dr| <;//—1 rf/-. Par le procédé accoutumé, on déduit de là

(o-iv, ^^^XHt/ 2^^/- , cr.^/iH^Z^r^r,.

où l'on a q ^> (an -i~ ]. -+- n/) A et H indépendant de ^ et v.
Ces formules établissent pour r suffisamment petit la convergence

régulière des approximations précédentes : ces approximations con-
vergent ainsi vers une solution de (G,,.) telle que;, ^ tendant vers oo,
t, tende vers zéro, tandis que /s/, et ^-s, tendent vers z[ et i—S'^/^^^o).
On montrera de plus que les z^, t^z^ et Log(^ : t^ sont des fonctions
holomorphes de t-^ : c'est immédiat pour z^y p u i s pour Log(^ : ̂ o), et
on rétendra par récurrence au cas de n quelconque. Ainsi, en vertu
de la convergence uniforme .̂ — z^ et {t; : ̂ ) — ï sont des fonctions de
tiQ holomorphes pour t^ = o et très petites avec r; les z,, (et l-^,. t.^,^)
sont donc aussi holomorphes en t, pour ^==0, les valeurs initiales
des z,, étant les ̂ .

Enfin, d'après (3o)i et €/^= o == D, Ry, est alors u n e fonction holo-
morphe de ^, nulle à F origine (1) : on a donc bien R/° ==o et P^.(^)^o.

II. — Caractéristiques de deuxième espèce. Type général.

28. Transformation de (G ̂ ). — Posons d^abord

/i;^ ^s:-—!_(& ^^Y ^•^^-^^4-i^2 m2 '—-' • • :a s ̂  s '^
^i^n-^-l \ ^^•

\ A A U ; -A k.) — — ^ — - ^ , 1 (-;? ——.-—— 1 —— ^-—^————————— —— ÏJ(,i ^/-o^^i,
5^5^.4,1

(1) En s'appuyant sur les équations (ï) et (4) <ie [V ï j on peut démontrer directe-
ment la propriété analogue pour VI.
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pour former ,- nous observerons que les formules (3o) sont toujours
valables pour A = = n + i , cas que nous n'avions pas à envisager dans
la théorie des caractéristiques de première espèce; or on a

;; • c r> _} zfl-i-i .i b=:^{S\^^—di——,
zî.

rapprochée de la remarque précédente cette égalité permet décrire

(^,\ às - ( s \ diz'ï^\ (àzn^ i ^\( 1 1 1 ) àtf - \~z, + ̂ r)\~àti~ + àTj
^4-1 V" B^ n/./^±l. ^.. ^

—— ti——T.—— /. -————- —— ^lt [ —T,—— -+- -Si^w+l -dii ^ tf,—ti \ oti )

Ceci fait, nous remplacerons les dérivées — par de nouvelles incon-
nues auxiliaires U^,

àzn+i , : "
( 1 1 2 ) U^^-^+——— ^ ^ (^^+,),

Zi Oti tjy——ti Zi\ Zi -h Z^^ )

d'après (6), les U/, seront liés par la relation
(nâ) l^t^t^V^—i,

de sorte qu'on n^aura pas a envisager U/,^» par exemple (1). Il nous
faut exprimer —en fonction des s^ U/, et de S. Pour cela difieren-

tions (112) et remplaçons dans le second membre ainsi obtenu ——' et

——^ par leurs expressions tirées de (G^); dans le résultat, comme^^l
d'ailleurs dans (i 11), remplaçons — + •-̂ -±î par

àZa+j • 1

2 " ô z / , _ ^ " , , (^ V'_f/_
• - W^-'1^^^^^^ T^^

et enfin, dans les équations trouvées, exprimons ^.-—^-au moyen
de (no); finalement, nous aurons remplacé (G,,) par le système sui-

(1) II n'y a donc que n—i fonctions UA- indépendantes : les U^ n'existent que
pour n ^> i

Ann. •Éc. Norm., (3), XLÏÎI. — AOUT 1926. 3ô
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vant,9 que nous appellerons système S ('') :

( ^ \ t ) '
( I I 4 ) :̂ -^±î- ) == 2 ̂ ^4-1 S -4- /̂: ̂ -K -+- <4 M -̂  + D ̂  ̂ ? ^4-1.

v^' /

àS ' Z^U/
( l l5) —— -==[(Zn^——Si) S ——clfS-n^^ ^n-M^ -^ D ^2 .S^^+i] 1_, '—^-±— ~ D^-^^^,,-n

d/A; , . ~-; -t- .-'/t4-l

+i2l"L-7î————————^S^—^-D^;^)
(-—— L2^^— f 'U^i 'T- ^n+ï)

. ______^À______ , tft—— ^t T 7 2 T

2-S/^/——^) 2 .S/, ^J

D/ , J, ^/.-M- ̂ (i-^^o j^-^-.
. u:)n-+-i

(n6) . ^=^U^--^— ——H— ' ( ^ ^ ^ ^4~ i , ^ ^2 ) , •
</^ t f / - — £ i ^i-+- Z,i+i

. s à ^ / r _ ^ z yT^ UÂ- ________^/c^^________ ^ y ^ / , — ^
v t r 7 / ^ '~"2^ / c ' tk——ti 2(4——^)(^-4-^,,-M)^ ^ A

+ ^ .
^2(4—^)(^-+-^+l ) '

x [2^4-is-^(5^2^^i)-+-^^^D^.s,.5^i]y - — h ' ~ k .^
-éari (C/t—C^^Ch—^i)

________^_____' ^ ff f ^/.•-5^ _ <^A^/- 1

2(4— ̂ ) (^4- ̂ -n)^ [^-(4—^) ^(^—^)J

i)̂ :̂  r i-4~^-^4-i 1 ,2 [ (^•—^)(^-+-^-t-i)J '
Dans-le svstènie S, ^y z^ et U,,.̂  sont supposés exprimés au moyen
de (5)et( i i3) ; dans(n5)e t ( ï 16), ^—^±l doit être remplacé par son
expression ( i ï4 ) -

Cela étant, soit z^, So, ^,, V^(k=^i, n + i, 71+2) un système de
27% constantes (2) finies, telles que
( 1 1 8 ) z^o,

( 1 ) On doit noter que z-i et -s/^+i ne Hgurent plus aux dénortiinateurS que par la
combinaison ,s^-(- Sn-^i [comparer avec (ïï i), par exemple]; il ét-âit nécessaire que
les seconds membres ne devinssent plus infinis pour -̂:= o ou ;s/̂ i === o, sinon Fétude
des médianes de deuxième espèce eût été impossible.

(2) En ce qui concerne /s0 ,̂, et les z\ nousièverons plus loin les restrictions qui
vont suivre, " i
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et telles en outre que si Pou pose (c/. n° 7)
VW /.Q ___ r. \W / -.0 ___ /.
A ^^.==^1, AI ^-^^.===^1

on ait
( 1 1 9 ) a==s^—s\—i^o.

Nous allons montrer qu'il existe une intégrale du système ^ satisfai-
sant aux conditions suivantes : p o u r ^ = = ï ° (suffisamment voisin de
zéro), s.^ se réduit à ^°+p tandis que t, tendant vers zéro le long d^un
chemin © issu de t] et que nous préciserons ultérieurement, les ^,-
U/, et S tendent respectivement vers les ̂  V^ et So. Enfin, il existera
un nombre positif co(o$œ <; i) tel que ï, tendant vers zéro sur -3, le
produit | s,\ [ ^J"^ reste borné supérieurement.

29. L'intégration par approximations successives. •— Posons

^E———2^,

(120) P(^re+i) ̂  2So^rt+i(a -— ^-+-1) 4- <^^-n4- ^4-1(0 — .^^+.i)2

et écrivons (j ï4) sous la forme,

(t^Y
(,„) \.^ / ^^^^+^ (^a-^^)^^^

1 (^n-t-l ) ^(•^+1)

, 2 (S — So)^^,,+i4" D^2 ^2 ̂ +1
1 (^+1)

(qui suppose P^o). Soient alors À' et h" les racines (supposées
finies) de P(-s) = o; nous prendrons

(122) ,̂= ̂ t^ + ( .̂1- ̂ ±^\ ch^-+- /(^^-^(^^-/i^shîç,

en supposant z0^^ différent d'une racine double (éventuelle ) de P(^),
et en posant
(is3) 53=-=^l+^—aSo;

.y sera donc différent de zéro par hypothèse ( i), et, pour '( == o, ̂ ^ se
réduira à z^. • . '

( 1 ) Le ras où Von aurait s s= o donne lieu aux mêmes remarques que le cas s === o
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Ceci posé, le système S, ou, si l'on veut, (121), (nS), (116), (117)
pourra s'écrire

t^ =i^-F(Ç,^-a,S~So, ^),
Oti

^- z= g{'^ u—a, S; z,^ U/,, ^),

^ =^ ?/.-(?, M—a, S, 5/,; Ufc, ^),
/)rT
-^ =^(^ u—a, S; ^A; U/,; ^),

où F est une fonction holonaorphe des variables indépendantes ^
u -—a, S — §0, ^ lorsque les trois dernières variables sont de modules
assez petits et que la condition

(^4) |P(^i)|>^

(v; nombre positif arbitrairement petit) est vérifiée par Ç; quant à g y
î/c? ^? ce sont également des fonctions holomorphes de leurs argu-
ments respectifs, toutes les fois que ces arguments vérifient (124) et
les conditions
( îâ5) \u^a\<'n, Wi<|^/ , l<Mi, |U/; |<M2, ' | S 1 < M 3 ,

77îi>o, M^ Ma et N3 désignant des nombres positifs fixes; enfin,
considères comme-fonctions de *(, g y (D^ f^. deviennent infinies avec Ç

*
comme e^.

Or il est facile de définir sur S^ un algorithme d'approximations
successives fournissant une caractéristique répondant aux conditions
initiales que nous avons énoncées. Partons des approximations

( ï26) So, ^o-4. UA-.)=U^ et Ço=Log^
i ' • ' i

[qui donnent z,,^ au moyen de (122) et z^, Z^^WL moyen de (5)].
D'une façon générale, supposons que nous ayons calculé S^, ̂ , U/,^
et ^/(d'où ^/^v, ^v et ^^^); pour obtenir les quantités analogues,

du n° 21; 2;7î4-i,o ^st alors un polynôme du second degré (en général) par rapport
/ y \ —o) / r \

à Log(^-: < ? ) î ( — ) est remplacé par lôg-2 (-".j dans la discussion*
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affectées de l'indice v + i nous poserons (^ )
çtt çk

S,;4-i=So4-- f g^dt^ 3/,^4-i == 3^ -h ^ 9À^^z.
»/o 1^0

?;

(127) / UA,v+l=U^.4-^ ^/,,û^,
1 i-'o0

^+i == y [I 4- ^'(Çvî t^+i— Qr, Sv-(-i— So, A-)"1

<s;

/» ?; y,

^+i== l [i4-F(Çv, 1^+1—a, Sv-(-i—So, A- ) ]—-
.̂. . t(f

30. La seconde approximation. — II faut démontrer maintenant que
la solution précédente n'est pas purement formelle; pour cela étu-
dions d'abord la seconde approximation. Assujettissons s à vérifier (4^)?
et posons
(55 /) Log^=T=^^T , s^^e1^

" i
(56') \ti\=r, K°[=ro;

astreignons Y à vérifier (57) et

^cos(y+â) (/=±i).
\ / ç^gy ^ ^

On pourra procéder comme au n° 17 : quelle que soit la détermination
de/", on aura

( /• \—G>>
(128) | ̂ 4-i,o \<Ct -r .

^o/

a étant un nombre positif (indépendant de r^), et z^ vérifiera
une inégalité analogue. Dans le plan T, l'image e' du chemin
d'intégration © du plan t, sera un rayon (•y==const .) appartenant
à la région (R) et en outre à un secteur ouvert (co<;i\ (s) qu'on
définira à partir de s comme (S) l'était au n° 17 à partir de s. Comme
au n° 18, les domaines d'exclusion seront constitués en général par
de petits cercles \^) dont les centres sont alignés dans la direction
de la médiane de (s) et forment en général deux séries distinctes;
lorsque P(^) possédera un zéro double, la région interdite sera

(1) Voir la note de la page 207.
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formée par une portion de (s) limitée par une parallèle à la médiane :
c'est le cas exceptionnel sur lequel on reviendra plus loin (n° 34).

Sans nous arrêter d'avantage sur ces extensions faciles dés résultats
précédents, nous observerons qu'en vertu d,es propriétés assignées
à ^ î/^ ̂  ̂  peut écrire^)
(129) , | S.i— So |<Hi£, |^ i—.s / ,o |<H2£, U/ci—"U/co. |<H3£,

£ étant toujours défini par (65), -H^Ha, Ha, et plus loin H,, étant
indépendants de r^ ; ce sont des nombres positifs qui ne dépendent
que des paramètres de (G^), des conditions initiales, de co et de Y]. On
déduit de là

[ u-^— a \ >• nl-î^s.
et l'on aura
(130) |F(Ço, ^--a,S.i-So, t,)\

</^ [ ^ i—û r . |+Â•2 [S l—•So 4- /c^\ ^^/i+i^l
f r \-~ï(t)

</^4£+/c,r2 ( , - ,
V o /

k^ .. .•, k^ étant définis comme H ^ . Or l'inégalité nécessaire ^<^i
entraîne

/ r'Y0 l r^'
r<r o — < — ) ,

V^o/ Vo/
d'où

( \ -,2^

W - , . ̂ ) <^

et d'aprè-s (126),, (12^)^ (ï3o)
(i32) |^_çj<H,^,

en posant
r^ s

£ ^ s = ( t — c « ) ) ^ -<^r,==.ro—€. 1 •
' . ^r ' 1 , 1 . ! '

31. Convergence des approximations. —Employons la notatiort du
n0 20; les inégalités (1^9), (ï32) seront un cas particulier des sui-

(1.) Cette manière d^effectuer les limitations exige rinégalîté o) <;ï.
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vantes :
A^S<Hi( /<77-o)^, A,^.<H2(^roy'£, A,U,< H,(^roy'c,

( ï33) A,Ç<H4(^ro)^,

^ et <7 étant deux nombres positifs que nous définirons tout à l'heure.
Supposons donc que les inégalités (ï33) aient été démontrées pour
/==o , i, .... v — i et établissons qu'elles^ subsistent p o u r j = = v .
Observons d'abord que pour r^ assez petit (et 2/9^ <i), les condi-
tions (124), (i25) seront vérifiées quand on. remplacera *(, S, z^
U/, par des symboles analogues, afFectés de l'indice supplémentaire
/'(==o, ..., v — ï) (1). Procédant alors comme pour VI ([VI] n° 17,
p. 365-266) et utilisant (122), on pourra écrire

(ï34) „ Ay^i</c(^ A,Ç,

d'où, par un calcul aisé, fondé sur (ï33) et sur les expressions de
g^ ç/c 4^- tirées de S,
( i35) A^<[(^Hl-4-^H2-^-^H3)£+^H,£ / ] (^r , ) v - î (^J .

/r,, .,., k, étant définis comme H,, et ^ représentant g, ̂  ou f^.. Or on
a £<ro, ^<.r^ donc, en posant /=E=sécy (d'où, sur 0, \dt,\ = I c / r ) ,
et en prenant

( l -GJ)^.H^^/ t5Hi4-^H24-/^H3-^Â-,H4 ( / - -=I ,2 ,3 ) ,

on peut écrire

, A.S <Hl^ro(^ro)v- l(I-^)f {^dr^Wqr^^e.
J Q \' O / 1

(ï36) , A^A <H,(^)^ë,

^<^{lqr,Y^e.

(i) Pour/ == oon remplacera •Q par ̂  dans (I24), par ^ dans (rà5), et mi par^mi,

^ n/r ^ • M^ Mâ M3
Mi, Ms, Ma par-^-, -^-? ̂  -
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Enfin, on déduit de (128)5 (i36) et (ï34)

(187) [F(Çv , ^4-1— a, S^+i—So, ^)—F(^_.i , u^—a, Sy—So, ^)|

< ^0(^0)' Q ^ + Wqr^r^^Y^E^
^ VO/

Q désignant la plus grande des trois quantités, q ^ , q^ q^ ; on tire enfin
de (137), (i3i) et (127)3
(i38) à^<Jî,{lçr,Yq-Ef,

en posant
(l — 0))Ii4^4== kïolQ. •+• Â-ai.

Ainsi, diaprés (i36) et(i38), les relations (i33) sont encore valables
pour j =Vy à condition de prendre y^Q et ^ ^ y / < ; la valeur ainsi
obtenue est indépendante de r^ et v. Dès lors, pour r^ assez petit, nos
approximations convergent régulièrement sur le chemin o; elles
représentent donc une intégrale de S [ou de (G,,)]. Or on tire de (r33),
en faisant croître v indéfiniment

S — S Q <;———\—— < ;2Hi£ P0111* ^lcfî\<i,l\i — "7/"o

t, tendant vers zéro sur a, S tend donc vers So; de même les .̂ et
les U/, tendent vers les ^ et les U^,; on a ^n+±W)=^ii+^ et ^on

verrait enfin que |^[] ^•['""ct) reste borné supérieurement comme nous
l'avions annoncé.

32. Cas où ^°.= o. — II s'agit maintenant de lever les restrictions
que nous nous sommes imposées sur les z\ au n° 28. Laissons de
côté le cas où quelques-uns des z\ seraient infinis (1); il se traiterait
comme au n° 26 par la transformation (io5) et d'ailleurs nous y
reviendrons dans la quatrième Partie.

Nous examinerons d'abord le cas où la condition (119) étant tou-
jours remplie, (i 18) cesse de Fêtre pour n! <^n valeurs de l'indice À;

(1) Le cas où z°^^ serait infini se traiterait grâce à la théorie des caractéristiques
de première espèce; il faudrait utiliser la soudure entre les caractéristiques des deux
espèces qui est décrite aun° 46.
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la,méthode restant la même dans tous les cas nous supposerons que
l'on a T/= i. Prenons donc ^--= o, et z\-=f=- o {h^=f=- f^ ^ 71+1); nous
allons montrer que dans le cas actuel on peut encore définir et calculer
des caractéristiques de deuxième, espèce. Posons

( 189 ) U/-EEE ^df -+- Zfllf;
tf— ti

dans (n 5) nous aurons

C<°' iiT^-ï-)-'^'"?—^^-^"- -
et la même transformation s'applique à (i 17) (pour k^f); reste à
former —z; or on trouve aisément

/ /<^1 \

^ ^___^^-__(^__J^__}

' ' àti 3 J tf—Ll \ Zi-^-Zn^/

. _____^___vT^i^n2_. ^ 1
2(^——^)(^-t-^+i)^L ^h h ^l^h—h}\

1

"h {2(tf——tl)(s,-{-^n^Y

x [2S5rt4-l—^(^^•+2•s7^4-l)+^7^^l5^D^2^^2^l]^ /y —Jv/.-^\;::;A

D^ r 14- ^^^-n 1
^ L {tf-^^i-^^^V

Appelons S' le système différentiel qu'on déduit de S en faisant dans
(n5) et (117) la transformation (i4o), en substituant à U^dans (116)^
sa valeur (139) et en remplaçant ( ï i7)/ par (i4i)- Les seconds
membres de 2/ ne deviendront plus infinis pour Zf= o, et Fon procé-
dera sur i/ comme plus haut sur S (en cherchant à définir une carac-
térisque pour laquelle u^ tende vers une valeur u^., finie, lorsque^ tend
vers o).

33. Cas où a = o . — Lorsque (139) n'est plus vérifiée on substitue
aux U/, les nouvelles variables

•V TT -i-. zk * A
V/c^U^-4--———- ——

tk—^ ^î~r~ ^/î-i-i

avec
A ̂  ^di-^r ri^+i—2 S -+- D^p^+i,

^wî. ^c. j^orm^ (3), XLÏU. — AOUT 1926. S1
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la détermination du radical étant celle qui tend vers 4- s ou — s (avec
S--So et t.,z,,^ infiniment petits) suivant que \t}\ tend vers oo ou
vers zéro sur 3^ (c'est-à-dire suivant crue— f— —^±110 tend vers -h s\ l s^o àti

*\ . .ou — s Y On aura ainsi
^—_— _{— p^ ̂

/ / - ozy, z/, àt,(14-2) :=^v/,~—— ——————;
OH tk— h - •^•-i-- ^-M

mais, supposons que t\ tende vers ce; il viendra d'après (ii4)

/ r / 'n ^ ̂ tt! • A - ' 2 ( S — ̂  ) -4- ̂  ̂ 7 j ( Zj-{- Zn^j} f .-
(14.5) ^———— -r-A^==-———————————————————————————(^-h.^-l),

^^t A ___ ^ ^^^-1-1

^Z- ^^•

et l'on voit que le second membre de (14.2) reste fini pour^,-h^/^i=o.
1C ' V^'7

Les calculs sont analogues mais plus complexes (^pour -y- et —y
ils fournissent également pour ces dérivées des expressions qui restent
finies sr^.-î- ^4-1,== o. Nous ne reproduirons pas à cause de leur Ion"

( r) On s'appuiera sur des identités telles que
————— ^ ^2 g^;.î——^.4

i / T -L-, yç === y s=: I -4- — —— —— -4- ———————————————————————— i1 " " a 8 8(I-^-.J)2(2—^•+-12y)
_ a? œ^ x3 80-4-'24.y—ïo.z*2-}- ^-^r- i 6 y ( 5 — a ? )

j _ ï - 4 - ^ - _ - - ^ . - 4 - ^ — ^5^-^-^ ̂  _ ^2 _^ § y y 2 l 2 : l " '

où l'on remplacera x par î-'————^ (s/:-4- ̂ +i) + —^-i^ C^;4- ^71+1 )2 ; on pourraA" 5^ ' , A2^^

ainsi transformer l'expression de ti —^tl. On uLil isera la première expression pour le

calcul de —s et la seconde interviendra dans le calcul de —— qui contient le termef^i ()ti '

1 ( f)s ̂  D/ ^ • D^ - ^+1^ •î T^H [~ ̂  ̂  Dti^t•i•i ̂  uttl ^^1 ~hr)?

on transformera au moyen de la seconde expression le produit ti ^w qui figure dansati
le

-.—sous la parenthèse. En général, la transformation s'applique encore parallèlement

à la médiane d'un secteur de deuxième espèce (où ^devient indéterminé) ; elle ces-
sera seulement d^être applicable à l'intérieur des petits cercles, alignés suivant la
médiane, où ZIQ est petit; ce seront des régions d'exclusion qu'on étudiera directe-
ment (c/. [VI], n0^^ p. ^73-175).
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gueur les expressions obtenues pour ces dérivées; ces expressions se
comporteront dans les approximations ( < ) comme les fonctions g,
cp/, et ^ du système 2; rien ne sera donc changé à la démonstration de
convergence. Sans nous arrêter sur ces détails nous nous bornerons à
indiquer les expressions qu'on/obtient pour -y-? —^ —— quand on

(/C^ OÏ'i (•'Si

annule ̂  4- ^,-n; on trouve (2)

. ,^ àS i |, A (S--^)2"']^ ^ „
(I44) ^=^[^A-—^J2^~D^^^^^

A ^ ( VÏ^—^ v- dh 1 . n/ / \ ( ,-h -iri 1 [.-^-v/>- .-̂ )̂J ̂ D(I-^-)i+--
045) ^^y^^^^.,

^^z " ^/.:— t, A

,^^ ^^ ^Pl ^ , n 1 , •̂
(I46) ^^^[^"(Ï^ï^/^0^^

' ^ iRS^^p -l/ A ^^VA
2A(^ , -^ ) (L A2 ^ { z ^ t ^ t ) 1 ^ ^J

. S-^ fvY^-^y2 • dk \^ -A—L^^^ V Â ^T^TDy^2 ^
-+-D(I+^^H-I)JM-.-<-

Des résultats précédents et de ceux des n0® 30, 31, on déduit
{cf. n0 20, ad fin.) qu ' i l existe un nombre positif RoOo) tel que
'toutes les caractéristiques de deuxième espèce pour lesquelles les ]U^ . | ,
les | u^\ ou les [ V ^ j s o n t bornés supérieurement restent convergentes
pour r<Ro.

Type exceptionnel. Première sorte.

34. Transformation de (G^). — Étudions le cas que nous avions
réservé (n° 30) où le polynôme P(^) possède un zéro double; pour les
mêmeâ raisons qu'au n° 22 il nous faut construire les caractéristiques
correspondantes dans des secteurs qui ne soient pas assujettis aux

(1) Elles vérifient des conditions du type (i35) comme on peut déjà le constater
grâce à (i4'^), (i43), pour les nouvelles fonctions 97;.

( 2 ) Les points représentent des fonctions holomorphes et nulles pour^;+ -3^4-1= o.
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restrictions (telles que mco < i) qui résulteraient alors de l'application
de la méthode générale. Or nous pouvons écarter le cas a == o que
nous venons d'examiner; la racine double de P(^) n'est donc pas
nulle, et en divisant par z^Ça — z^ on peut dire que l'équation

(i4^ ) ^_î"±_ + d^ a ̂  z^ 4- 2So= o
v / / a — ^n+î. ^n+î

devra posséder une racine double; cette racine satisfera à l'équation
a a _

(148) di-———-————d^\-^——o.v ' (a —^ra+i) ^+1
Posons

(149) ^.=(2r,—i)2, ^i=(2/^i—i)2,

de sorte que r, et i\^ désigneront deux quelconques des racines
des équations fondamentales déterminantes relatives respectivement
aux points x = t, et x == o de l'équation linéaire (E/,). 'On tire alors
de(i48)

a — -S^-M _ ^/^. — i ^
^/i4-l 2 rn-^\ — ï 3

le double signe étant inutile en raison de l'arbitraire introduit dans la
désignation des racines; la racine double de P(s) sera donc égale

;+
à ah avec
/ K \ î 2 /^4-i —— X
(ï5o) ^aT——^~27"7

2 / n-\-\. ^ ' ï

et l'on aura^ d'après (147)»
So=(2r— i)(2/^-i-i--i),

*
de sorte que d'après (i23) on pourra prendre pour 5- la valeur

(151) o-ss 2(^4.1-- r,),

le double signe étant inutile pour la même raison que plus haut.
Posons a == ̂ 's; y désignant toujours Targument de T, on aura

î .̂ ï v cos(,y 4-3)
(152) |^|=r^ avec ^= -—cosy——' y
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Pour que ^ tende vers zéro il faudra que T s'éloigne indéfiniment à
l'intérieur d'un secteur (s) dont les frontières ont les arguments
7C — g et 3^ — Y] ou ^ 4- 'n et ̂  — o suivant qu'on a sin S < ou > o
2 2 * 2 * 2 ~

(et pour a2 positif, on prendra cr positif); aux deux déterminations
de cr correspondent ainsi deux secteurs différents de la région (R) (4).

Cela étant, nous poserons encore

^/,4-i=a/i4-p,

et nous montrerons que dans l'hypothèse où A est différent de o et
de î , il existe une infinité d'intégrales de (G/,), dépendant d'une cons-

tante arbitraire, telles que î, tendant vers zéro dans (s), p ett,^ tendent

vers zéro tandis que les ,̂ et les U/,(^ -=f=- i, n -h î , n 4- 2) tendent vers
des limites z^ V^ arbitrairement données [mais vérifiant pourtant (119)].
A cet effet, nous remplacerons (G^) par un système que nous appelle-
rons(i;); ce système sera formé d'abord des équations (î 16), ( 1 1 7 ) —
où s^, sera remplacé par ah 4- p et^,parât( i — h) — p — (Sy^+a)—,
puis de l'équation (GJ (écrite pour k == n + î) et que nous transfor-
merons comme il suit.

Observons d'abord que le seul terme en t^ de cette équation s'écrit

(,.3) ^^1^^

or, d'après la valeur de À, on a < Â 2 — d^i—fy^o; si donc p et
^"z^a tendent vers zéro la partie prépondérante de (i53) sera

(2/w—^-)2 (2r^-t)(2r^-2r,) .y^_^^
tî l t'f

on en déduira aisément que l'équation envisagée dans (G^) peut s'écrire

^)^-l^,-^-fê)•+^+^+<^+/'yot

( î ) Les résultats précédents, et notamment les formules (i5o) à (ïôa), pourront être
rapprochés de ceux des n08 22 à 24 du Mémoire actuel et aussi des formules de la

"page 294 de [VI] (les symboles /-o et r, de Vt sont désignés actuellement par 7^4-1 et n),



246' RENÉ GARNÏEK.

les fonctions a^ ..., /des variables indépendantes p^ z^ 1, étant holo-
morphes quand p, t, et^,— z\ restent voisins de zéro; de plus e est un
polynôme du second degré par rapport aux U/,.

35. Convergence des approximations. — Procédons alors comme
aux n0' 23, 24. On montrera d'abord qu'on peut trouver (1) des coeffi-
cients a^ b^ Cj tels que, si l'on pose

q+î q+i 7-+-l

( ï55) p^p^^'a^ ^,=4+^^y/{, vh~=::zv^~J^^ck'^
j=:ï ,/==1 /==1

(q désignant l'entier immédiatement supérieur à rs — 2), les nouvelles
fonctions p^ z,y U^ satisfont à un système S', analogue à S, mais dans
lequel le terme ;̂1 de (i54) serait remplacé par un terme en e't^
e ' étant holomorphe dans les mêmes conditions que e.

Cela fait, on établira, comme, au n°23/que S possède oc272-2 inté-
grales holomorphes p"5 J^ U^ telles que t, tendant vers zéro, les Zj, et les
U^ ( k -=f=. i, n + i, n -h- 2) tendent vers 2 7 1 — 2 valeurs arbitrairement
choisies et p vers zéro; comme d'ailleurs à chaque système (G,,) cor-

* / . . ^ \respondent deux systèmes S \par suite du double choix possible de cr2^,
on voit1 que (G/,) possédera deux séries oc272-2 d'intégrales holomorphes
de seconde espèce (2).

Effectuons entin. le changement de variables

p==p+p, Zf^Zf,-\-Z^ Vk= U/:+ U/,;

A A ^\ , , ^ .
on établira que p, z^ V/, satisfont à un système analogue a À, mais où

( 1 ) II y aura généralement exception si <r est un ent ier ; dans ce cas,, on rempla"
ceraît par ciq^ //4-1 Log^: le dernier terme de ( i 5 5 ) i ; rien ne serait changé aux
développements qui vont suivre, si ce n'est que les intégrales seraient holomorphes
en ti et t/ Log^-.

( 2 ) Pour les intégrales holomorphes de première espèce du n° 23, les limites des z/c
ne sont pas arbitraires, et ce ne sont pas /s?-, -s^+i mais tiZ'^ £iZn+i qui restent holo-
morphes à Tori'gine. Ïci, les limites de z / c peuvent être choisies arbitrairement ainsi
que celles de leurs dérivées ^d'après (116) et h ̂  ij; enfin s^ et z^i sont holomorphes.
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les coefficients correspondant a e et/sont identiquement nuls. On'
intégrera ce système en posant d'abord

A ^ A ^\
po=A^, ^-o^o, U/,o==o,

pais d'une façon générale^

/\ ffj r1 ̂  a /—^ /l/t ¥ •*•
p î = -^ / ^A, dt,-'— f^A, ̂ , -+- A. ï7,

2 G* *- 0 à G' "0

A,/ désignant ce que devient le second membre de la nouvelle équation
y\- ^\

(i54) lorsqu'on y affecte les symboles variables de l'indice v, eU^ U/,,,
étant toujours définis par (127)2, (127)3; enfin les solutions holo-
morphes employées î , U^ sont celles qui tendent vers les valeurs
initiales assignées à z^ U/,. On établira ainsi que S possède une solution
répondant à ces conditions'initiales et telle que p : A^ et ^.— : crA^

tendent vers i lorsque l, vers zéro sur un rayon de [S)., la convergence
régulière des approximations successives étant assurée pour r assez
petit.

36. Cas particuliers : d^= o; d^= o. — Dans ce qui précède nous
avons supposé îz[h — i) -=f=- o. Examinons maintenant le cas où il
en serait autrement, et supposons d'abord,/^ == i? ce qui exige, d'après
(149) et (i5o), â^== o. Posons alors

^+i=a4-X2, a+^^^r^^;

l'équation (G/,) s'écrira (pour k == n+ ï)

/ ̂  an î 01. (^r^-î^^^fàl ^ ^ , ^^, ̂
^ àîf ~^~t, Jt~——^——'-'te5 Àî 7- '70 u/c? tl)
avec

. ^.^z+P^^V ^ ^+o^ ^ _ • ,•
• J = = —À—v^J ' ^^ ^ ' ti

Considérés comme fonctions des variables À^ ^y .̂, ̂  le.s coefficients
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sont holomorphes p o u r [ y j < i , .|^|, [^ | bornés (1) et |î,| suffisam-
ment petit; de plus, 7 est du premier degré et £ du second degré par
rapport aux U^.. Choisissons alors pour a Fune des racines carrées
(non négative) de (^^-^^ et construisons le chemin © de

manière que sur ©[^1=^ tende vers zéro avec ^. On fera les
approximations

^==4. UÀ-O==U^ ^o==A^, ^,+.l,o==ûf+^. ^.0;=—^

e t / o^o ; puis
r^ /^l

^ = ̂  ̂  + ( 9^-0 ̂ » U/ci = U°c+ / ^^-0 ̂ f,
i/o ^o

d'où ron déduit (2)
|s,l-5^1<Hl/• l-^CT, |U , i—U/ ,o |<H2r , |^ |<H3/-;

de la formuleÀ, = 4 r' ̂ ^2r (d^' ̂  xi. ^a ; u,i ; <,) ̂ ,
20-^O v v t /

_ tJl.fl\^^(à—, A,, ̂ , a,,; U,.>; (^ ̂ -+ A^,
2 CT ^ 0 \ ^ /

et de l'expression donnée plus haut pour 5 on tirera
CT y

l^—Âo^l-V2 ' "4 '^ -,

H ^ , - . . ? H^ désignent des nombres positifs fixes; vs'' est le plus petit
des nombres i et î^. D'une manière générale, on montrera qu'il existe
un nombre positif H tel qu^on a quel que soit v

. |^v~^v-il<^(^')^^ |U/cv—U/,v-i|<^(arr^

H ^-hW ^ l

| A v — À v _ i | < ^[(a^)2 »

1 ^v - ̂ î 1 < ï (a r)^ '̂, | ̂ ,y - ̂ 4-i,v-i 1 < ̂  (a r)^ '̂,

( 1 ) Dans le cas contraire, on. procédera comme aux n03 26 et 32*
( 2 ) D^une manière générale '/^ et Zn+ï.^ seront définis par (5).
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H et a désignant deux constantes positives dont la seconde croît avec
sec y; d'ailleurs on observera que dans l'équation (117) le crochet qui
contient S se réduit actuellement à J- ( ^^} : il n'est donc pas•̂  \ àfi ) . r

nécessaire de calculer S. Enfin l'expression
\^z^^-a\

qui doit être plus petite que i, est de l'ordre de ar^'; la convergence
sera donc assurée dans un certain secteur de (R), pour r suffisamment
petit.

On étudiera de même le second cas réservé h == o ou d,^=o; on
posera ^^.=== p.2, ^.== a -—•y.2 — (S^/,-}- a) et ^on parviendra à un
système différentiel, contenant une éqaation analogue à (i56), etqu^n
étudiera comme le système précédent.

Deuxièm'e sorte-

37. Existence de oo2^-^ intégrales holomorphes. — Examinons enfin
le cas, exclu au n° 29, où P(^)==EO; on a alors d,= o == d^==S^.
Montrons que dans ce cas on peut définir pour (G,,) un système d'inté-
grales [2^ ..., s^~\ holomorphes en ^==0, prenant en ce point ainsi
que les U/,(A -=/==• i, n -4- i, n -+- 'i) un système de 2 7 ^ — 1 valeurs arbi-
traires [liées par (5)].

En effet, l'équation (Gn) pour k === n •+-1 peut alors s'écrire

à^Zn+l , ! àZn^i y (' ÔZn+l ^ . ^ . àzj,. \(I57) --^^^ï'^^^^V'^^'^^
avec

X==== x ( î — ̂  f02^}2 î àzn^ ̂ // àzk
~ 2\^^ j z j \ àti ) Zi àfi ^ àti

^^vT^t-fz/^A2 r^ 1 _ , P ̂  / iv~ î^2. L~^~ \àrj ~ ̂ (^~^)J+ ^ —^\— TJ )

t^z^ z^ et ---̂ ^2- étant toujours calculés au moyen de (5) et (6). Comme
au n°36 la connaissance de S devient inutile; il suffira d'adjoindre
à (157) les équations (116) et (117), etpour intégrer ce système on fera

Ànn. Éc. Norm., (3) , XLIIÏ. — AOUT 1926. • 32
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les approximations
^+1,03= ^+l(7ï=0), ^O^^, U/,o==U;. ( Â - ^ î , / Î - + - I , ^-+-2),

———0 ^f^ f ' V ^^rt+l^-+-l—^n-M~T" g -— 1 CfA-^aCi
JQ tl JQ

combinées avec (127)3 et (127)3; et les intégrales seront étendues à
un rayon de la région (R). On montrera aisément que sur ce chemin
la convergence est régulière, que les fonctions limites définies par les
approximations sont holomorphes en o (où elles prennent les valeurs
^+p ̂  U^) et qu'elles satisfont à (G,,); enfin, on vérifiera sans peine
que (a fonction S correspondante s'annule à l'origine : on a donc
bien P(;s)==o.

Les transformations des n05 32, 33 sont encore applicables.

-TROISIÈME PARTIE.
POSSIBILITÉ DE REPRÉSENTER PAR DES CARACTÉRISTIQUES

L'INTÉGRALE GÉNÉRALE DE (G^) .

38. Dégénérescence de {§,„ G^) en (g^, G^-i)- — Nous nous' propo-
sons maintenant d'établir que dans le voisinage-dû point singulier
t,= o toute intégrale (&„) peut être représentée parles caractéristiques
qui viennent d'être construites. La démonstration qui va suivre/fait
intervenir la variation d'un second point singulier de (E^), soita? ==^
et procède par récurrence; elle repose sur cette proposition fonda-
mentale que nous allons établir.

Lorsqu'un des points singuliers tj tend vers un autre point singulier t^
les Zf,(h -=f^j et K) et z ̂  z^wrifient un système Çg,i^ Gn-i) a1^x variables
indépendantes

^lî . . . 5 t j — ï ' î tj-^-ï'î • • • ? ^ ? * * • ? ^14-2î

aux fonctions inconnues

^lî • • M ^y'—l» •^/"Hî - • - •) -3/4- ^k'i 1 • * ' > -^-hâî .
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et aux constantes
ûfl, . - , , û(/-i, <^/-1, ..., Û?, • . . / <^7t4~2 (e1 ^)î

Z<a constante d étant arbitraire; de plus y à la limite y le rapport Zj : ^^. est
fourni en fonction de t^y ..., ^_i, ,̂1, ..^ ^ par une quadrature de
différentielle totale. D'une manière plus brève, on peut dire que la
fusion de deux points singuliers fait dégénérer (^ G/,) en un
système (g^,, G,_,) (4).

Nous appliquerons successivement le théorème dans les deux cas
suivants :

/ = /2, A" = n 4- 2 et 7 == ^ /c == ^ -T-1 ;

à la notation près ces deux cas sont d'ailleurs identiques au cas
général; nous n'introduirons donc aucune restriction en adoptant
pour la démonstration les notations du second cas (2).

Cela étant, nous poserons (3) ^=== e; le système (§,„ G,,) aura donc
ses coefficients holomorphes en £ pour | £ | inférieur à la plus petite, ̂ ,
des quantités |^[(A -=^ n -+- ï). Soit alors/ Pune quelconque des fonc-
tions inconnues de (^, G,,) — ou une combinaison de ces fonctions
et de leurs dérivées —•; nous poserons systématiquement ( 4 )

7=/+£/^£V2+...,

sans nous préoccuper actuellement de la convergence des développe-
ments (5). Effectuons alors le changement de variables

(i58) ïi=ÏÇ, ^=Z(i—S),

et faisons tendre £ vers zéro; le système (^, G/,) va tendre vers un

(1) Dans ma Thèse (n° 26, p. io3), j'avais énoncé un résultat analogue, mais moins
complet, pour le système (/„, F,,); j'avais dû supposer alors que l'une des constantes
de (F^), Cn dépendait aussi de e et tendait ve r s— i : 4 î ^e maintien de cette dernière
condition aurait compliqué la discussion qui va suivre; aussi donnerons-nous actuel-
lement une démonstration toute différente de celle qui vient d'être rappelée.

( 2 ) C'est la notation la plus commode pour l'ensemble des applications qui suivront.
(3) Et, d'une manière générale, tj s= i^-+~ £.
(^) Ainsi, on notera, dès maintenant, que les notations non surlignées se rapportent

au système-limite (^•n-i, G^-i).
(r) On peut supposer, par exemple, que les développements s^effectuent autour

d'une solution holomorphe quelconque du système-limite.
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système dont, les inconnues seront les fonctions-limites
^•-M, .. .^^ Z, ^+2 d^ne part, et "C d'autre part; remarquons que les
H-+-Ï premières vérifient déjà un système analogue à (5), mais où
manqueraient t, et ^, et où Z jouerait le rôle de ̂ ^. Ajoutons que la
limite de (^) s'obtient aisément : toutes les équations (^) écrites
avec les indices h,j, n (h ety étant différents de ; ou n 4- ï) conservent
leur forme ; et les deux groupes d'équations où Fon a h = i ou n "+- ï

•^{7 • * • 9 ^1—19

donnent à la limite
à'L àZ ,, , .ryàzn

(i59) ^Jt^^^àT^^^W
àÇ aï:(160) . ^wr^'àr^0''i j ^^n

en ce qui concerne (^) notre assertion sur le rôle de z,+ s,,+i = Z se
trouve légitimée par (ï 59).

Passons aux équations (G,,), la variable indépendante étant t^ Tout
d'abord, cherchons la limite de 2"N^ (n° 2). Les W,(k ̂  i et n +1)
conservent la même forme et la somme 2(^.4-N^) tend vers la même
limite que _ _ __-w-^'
en posant _ .
(162) ^_Jâz__f^V+^+-rf"±L•( / ^ (ç - i ) ^ /^^ ! -?

Cela étant, écrivons les équations (G,,) pour k = i et k == n 4- i ; à la
limite leur somme deviendra (')

/ ̂  ^-JL^^2^-1-^"^-(1U•J) ~àtf,~^\àtJ znàt^ àt^
z r̂ ,̂  . <„ /<)z\' ^z2-^^f'^N/- ^ f ^y ^Z'-^^-l

L^ "^ a^^^J a^Z J~^nL ^^W 2^z

i aï .^Z2-^ , D / i\-^àr^.—.îïT-^-.^^-Tj-
D'après cette équation, et d'après les équations restantes de (G,,), s'il
était établi que '<? se réduit a une constante absolue, nos affirmations

(*) Les accents placés après le signe-2 signifient k yi i, h, n -+-1.
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relatives à la forme (G,,_i) du système-limite et au rôle de Z pour ce
système seraient complètement justifiées. Or mult ipl ions (i63) par *(
et retranchons le produit de la limite de l'équation vérifiée par ^.; il
viendra

à^^^ /^y i à-L ^ r àzr. àÇ i àÇ d^ ^g^ .
Ôti ^ ^\àtnj Z àtn Ô^ Zn Ôtn àtn tn Ôt ̂  2^Z^ 2^Z2 '

Dans l'équation (162), différentiée par rapport à ^ substituons la
à2^.valeur qu'on vient d'obtenir pour —• on trouvera, après quelques
ut'7^

réductions faciles,
^
àin

0.

Ainsi\ la limite de ç est déjà indépendante de î^ ^ montrons qu'elle est
aussi indépendante des t^j = i, . . . , ? '—i , i + i,..., n—i). A cet effet
écrivons les équations (i 4) pour À: == i eU == n 4- i ; ajoutons-les; nous
aurons à la limite

(i64) ^Z __ i 07. aï i àzn àZ i àzj àZ
Ôt^àtj 2Z Ôtn. àtj 2Zn Ôtj àtn 2,Zj Ôtn Ôtj

. dn______ ^Z ____dj^_____ -g/^Z

2^(^~^) Z^ 2^(^—^) Zj

^^f7^^^5

en posant(1)
.^_J^Z^_ ̂  ̂  ^ d, ^ dn^

i^,Ç(S-i)^ ̂  Ç i—f

Multiplions (i64) par ^ et retranchons le produit de la limite de
l'équation (i4) écrite pour k ==. i; il viendra

à^ ^JL^^+JL^^^^^^^-L^'^
( ) Ôtnàtj ^ 2Z^ àtj àtn 2^ âtn àtj 2 Z 6^ (?^ 2Z ^y ̂^rf1;^^-^^^LU e—i/^ ̂+ 2LU + e—v^ ̂

^^( l—Q , Z^Z^ 1

-^ ^z,^ -^^^.(Ç-i)^]"

Différentions alors (162) par rapport à ^ et tenons compte de (i65) ; à

( i) D'après (160) on a d'ailleurs ̂  == Ç.
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Faide de (i59) et (160) on trouvera aisémenfc

(w
àtj :o:

ainsi donc Ç se réduit à une constante absolue^ soit û?; et les équa-
tions (i63) constituent bien un système (G/,^), contenant une con-
stante arbitraire, r f (sur laquelle nous reviendrons au n° 40).

Enfin, on trouvera aisément qu^à la limite Ç satisfait à l'équation (1 )

_< ______^ y^y^y.
^•(ï-O+^iÇ-^çd-C) ^ ^ J

mais nous n'aurons pas à utiliser ce résultât.

39. Démonstration du théorème fondamental pour t^ voisin de ï.
Revenons à notre proposition; il s'agit d^établir que dans le voisinage
de îi= o, toute intégrale de (^, G,,) peut être représentée par des
caractéristiques de première ou de deuxième espèce. En d'autres
termes, soit [/s] une intégrale quelconque de (g^ &„), intégrale qu'on
peut supposer définie au point t^ ..., ^ par des conditions initiales
quelconques; en choisissant, comme nous le ferons, la représentation de
deuxième espèce, il s'agit d'établir qu'on peut faire tendre ^ vers zéro
le long d'un chemin ©, de telle façon que sur © les z^ S et les Ù^., par
exemple, tendent vers des limites bien déterminées {finies pour S et
lesÏÏJ.

Pour cela, nous procéderons par récurrence; supposant qu'on ait
démontré le théorème pour les systèmes (g'n-^iv G^-i)» nous montrerons
qu'il subsiste encore pour(^. G/,); comme nous avons établi directe-
ment la proposition pour (G,) (2), il s'ensuit bien qu'elle sera valable
pour (^, G/,) quel que soit n.

Or faisons tendre ^ vers ï, et appliquons la proposition du n° 38

(1) D'après (i5g) le second membre est bien une différentielle totale.
(>) [VïLp.^s-^.
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en prenant actuellement y ^= n^ k == n + 2, soit (1 )

^=Z^ ! ^=^(1-?), ^=I4-£.

Notre intégrale [^] pourra être définie par les valeurs \z] quelle
prend au point t,=t^ ..., ï,^=t^, ̂ = i -+-£o( | £o j < ^ ; q/. n°38) :
nous nous bornerons actuellement aux intégrales pour lesquelles les
valeurs précédentes satisfont aux conditions

rî< -SA- < r)-1, 'n <

à̂ti < 'n~~\

\ï <'n~\ 'n<
ÔÏ

àt{
< -/)-',

le <YT1 ,
àÏ
àti <

Ti < | 1 - Ç

[CW]

où Y] est un nombre positif arbitrairement peti t ; nous lèverons plus
loin (n° 43) la restriction que nous venons d'établir . Soit alors (D)
un arc (ou un domaine quelconque) du plan ^-, où, pour £ = e^, notre
intégrale vérifie les conditions G ( - ) ; d'après le théorème classique
de H. Poincaré, cette intégrale pourra être développée en série procé-
dant suivant les puissances entières et positives de £ — £ y ; le dévelop-
pement sera convergent dans (D) pour | £ — £o [ <^ï]o "y^ ne dépendant
que de Y] et nullement de &o (pourvu que | £o reste-inférieur à
une certaine quantité positive £2? inférieure à £ ^ ) . En particulier,
pour £o <^ Y]o le développement convergera pour £ == o ; inversement,
OTi saura donc développer V intégrale précédente [s] à partir dhme inté-
grale [s] d'un certain système (g'n^y Gn_i), le développement en série
procédant suivant les puissances positives croissantes de £ et restant
convergent tant que l'intégrale [s] de Çg^^.Gn-i) vérifiera des condi-

tions de la forme C ( ' ) et que sera suffisamment petit.
Mais, par hypothèse, les intégrales de (gn^y G^-i) peuvent être

représentées par des caractéristiques dans le voisinage de ^== o, et il
résulte de la théorie des caractéristiques qu'on peut prendre [^°[ assez
petit (2) pour que les intégrales de (gn-i? Gn-i) q^i vérifient en ^° les

( 1 ) Les accents ont pour but d'éviter toute confusion avec les notations analogues
des n08 40, 41.

(2) La limite supérieure de | t j | ne dépend que de T] ; on incorporera cette condi-
tion aux conditions [C(-3f))].
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conditions [€("/])] vérifient sur tout iiû rayon e' (^ç convenable-
/ * \ment choisi dans un secteur [ S ) du plan T=Log(^: ^°), les condi-

tions C ( rî ) • A Finfini sur ©' les U^. tendront vers des limites finies ;
de plus, pour [ s ) très petit, on pourra considérer ©' comme fixe, car

/ ¥ \ »les frontières de \S) ne dépendent que de s qui, a priori (2), varie très
peu avec £; sur le chemin ©' les successions de valeurs des z^ S, U^.
varieront donc très peu avec £.

Toutefois^ ceci ne prouve pas encore que T tendant vers l'infini
sur e', z^ P81* exemple, tende vers une limite déterminée (finie ou
non) : rien ne prowe que pour [ s ] très petit et |T très grand sur <3^
3^ n^ soit pas Indéterminé dans un cercle dont le centre serait la limite z^
de z/,. et dont le rayon serait infiniment petit avec £ ; et la même remarque
s'applique à S et aux U^.

Mais l'objection est facile à lever, caries |U/,]y par exemple, reste-
ront bornés pour | £ [ suffisamment petit et [ T | arbitrairement grand
sur © /; ory nous savons calculer un nombre positif p(M) assez petit
pour que [^ étant inférieur à p, on puisse trouver une caractéristique
de deuxième espèce telle qu'en t, les Zj, prennent des valeurs quel-
conques et les U^. des valeurs de modules <^M (3). Donc, pour | £ |
assez petit, c'est-à-dire pour | ^ — i assez petit, notre intégrale —
soumise aux restrictions [C(Yj) j — peut être sûrement représentée
par des caractéristiques dans le voisinage de ^==.0.

*
40. THÉORÈME. — La constante d de (G^i) est égale à s2. Il faut

montrer maintenant que le résultat précédent subsiste quel que soit

(1) Exception faite, peut-être, de certains domaines très petits avec 7] et qu/il faudra
contourner.

( 2 ) Nous verrons même que s est indépendant de e (n° 40).
( 3 ) Cela résulte aisément de l'existence du nombre Ro (fîn du n° 33) et de la possi-

bilité de choisir ^ assez petit pour que | z/c—^ | et — à — i (fin du n° 21) restent
^

arbitrairement petits surlechemin, entre ^ et o; ajoutons d'ailleurs qu^on a actuelle-
ment ̂  ss Zk-
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î^ et en particulier pour tn=t^ (n° 39). Or supposons qu'il n'en soit
pas ainsi, et faisons décrire à ^ dans son plan un chemin F issu du
point ^=i et aboutissant au point ^°; par hypothèse, il existe sur F
un arc y, d'origine i, ouvert en son extrémité 9, et tel que pour tous
les points de y la représentation dans le plan T = Log(^-: ^°) est
possible par caractéristiques, tandis qu'elle cesse de l'être pour ^ == 0 :
nous allons montrer que l'hypothèse est absurde.

Nous observerons tout d'abord que, pour tous les points de l'arc
ouvert y, les i^ tendent sur e" vers des limites bien déterminées s^
d'après le n° 38, ces limites sont des fonctions de ^, .. - , ^_i, ^+1, ...,
t,, qui vérifient un système (g^n Gr«-i)? où la variable principale serait,
par exemple, ^; d'ailleurs le passage à la limite de (^, G,,) à {gn-^ G^-i)
ne saurait offrir aucune difficulté, car sur ©\ pour \t,\ assez petit, les
conditions de convergence sont sûrement remplies, diaprés les pro-
priétés des solutions-limites [qui sont des caractéristiques de (G/,_i)j.
Je dis que pour ce système-limite (G/^i), là constante d (n° 38) est
identique à la constante de deuxième espèce.?2 (n° 29).

Effectivement, reprenons les calculs du n° 38, en conservant
toujours la notation j = i, ïc= n + i ; grâce à l'équation

àSk__tn— tj Zk àZn. . t/c—— t j ^ àzj,

àtn tn—ti, Si àti tk— ta Zi àti

(n0 10), il viendra

tn_ Ô^ __ j^ . /^n-H ÔZn __ àZn+i\

Zn Ôtn, i? ' \ ~Zn àt, 0^ /Zn Ôtn, ^î \ ^n 0^ àti

puis
t^V {^V^ ^ /^1 âzn àZn^Y

^Ç(S—l)\^/"~' Zi'Zn+\^n àti àtt)

Or ( 1 )^ sauf sur une parallèle à une médiane de première espèce (2)
(c'est-à-dire sur une parallèle à une frontière d'un secteur 3e

(i) On a le droit, par hypothèse, d'appliquer la théorie des caractéristiques quand
^appartient à Parc ouvert y. _

(a) D'ailleurs, dans cette direction, les -z?fc deviennent indéterminés (cf. n° 47).
Aim, Kc. Norm., (3), XUII. — SEPTEMBRE 1926, 33
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deuxième espèce), le rapport

Sf) 4.1 à^>n . ̂ ra-M

s^ f)ii àii

tend vers zéro commet ^•; l'expression (162) tend donc pour JT | infi-
niment grand vers la limite de

t~f f àz^^ \ 1 - 1 1 " ' , .s/-4- -S.I-H j ^f ̂  g"-^ •— =—=— 1 —.—— t + di——^—— -t- a,t4-i —==———, .
^i ^n-t-l \ °^i / ^i ^n^-l

== — 2 S"-h ̂  + <5?»u-i — D t^Si Sn^,

c'est-à-dire vers ^2 (n0 29); et les calculs du n° 38 montrentque s est
indépendant des t,, fait bien remarquable qui se rattache étroitement à la
solution que nous donnerons du problême de Riemann (n° 56, p. 297 ). Il
résulte de là que t,, tendant vers 9, les frontières des secteurs \S} (qui
ne dépendent que de s ) resteront fixes; en particulier, on pourra donc
supposer que le chemin ^ n'est parallèle ni a une frontière ni à une
médiane du secteur.

41. Introduction des fonctions-limites p/, ; formation du système diffé-
rentiel qu'elles vérifient. — Étudions de plus près les valeurs-limites
des .̂ et des ÏÏ/, comme dépendant du point t,, de l'arc y. Les limites .̂
des s}, (limites qu'on aurait pu désigner, d'après la sec'onde Partiey
par il) "peuvent être définies comme étant les solutions du système
C^-i, G^) du n0 40, qui prennent en <,..., ^L^ ^+i» • - ? C^
i -h £o les valeurs

- ! <- " àzi • -̂.i àzj^ âSt,
•^ '"^i^ w9 ^ • • ? ̂ ^ " • î ̂ '^' "^ àt^ ,

ces dernières étant les limites pour ^== o des symboles analogues \_z\
qui définissent eh t,,= i 4- £o notre intégrale [^]. Cela étant/posons

• : 1 1 1 1 , . , , / ' : 1 . 1 : 1 1 1 . ;.', ^l,;,•lp^.I^^I^ " 1 - 1 . ' 1 ^ :^ 1 1 1 1 . 1 / 1 1 • 1 1 - • 1 • „ : 1 .
1 • 1 ., . : . . . . • , ,. • - . . ̂ , ^ ^o ï^i oti ^ ' , . , i : " ' \ 1 1 1 . / '
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nous aurons ainsi, cTaprès (116),
^Ï .<^«~M

(167) 1 U^Umîî.^^+^limJi^^^1^-^ .
^=0 tk tk^Zi+Z,^ tk\ ^ ./

+••
en supposant que sur e fj croisse indéfiniment. Dans le cas où
Z==Iim(;?,4-- ^-n) serait nul en ô, on'aurait, d'après (i45)?

Ïi68) V^Hm'V,=^.
. 1 1 1 , • 1 /(•=() f / C 1

Nous nous proposons d'établir que les p/, restent bornés quand t^terid
vers Q s u r ^ ; à cet effet, nous formerons d'abord le système différentiel
vérifié par les p^.. Tout d'abord, considérons le système (§•„) écrit sous
la forme (166) (À ̂  i, n^ n -hi); sur tout arc fermé y' appartenant à y
le second membre converge uniformément vers sa limite pour t ,==o;
on peut donc écrire

(169) p,=^p,+^Ç^^ .^^^^
'^/l "^'rt l/~'M

et il n'y a plus qu'à calculer ?„. Or posons

1 ^ -^'^ ' - 1 ' 1 ;

. ^ ! '~'̂ . ̂ / < l i ' • , , ' ! ! ^ , ,

de sorte que Œ tend vers p^ lorsque ^ tend vers zéro ; on aura
! 1 ! ' • ! . ! ^.^•l^^^^V1 ^ d!l^. 1 ' - * ! ' -

àt^ ^ ^\àti) z, à^

Explicitons la dérivée seconde à l'aide de (Gn) ^ passons à la limite
comme tout à l'heure; il viendra

c^ ^=-^-+£^^-^4-^+^^^-)'OL^ ^ " n ^n ^"ft -"^'^ ^^n •"

en posant
,Jy^r^--W^y i ^4-^^1 , p^z ^z. ^-2- L-'s^-\^/ ^(fA-^îj4 ' "^ <„

A == 1 1 1 1 - ! ; 1 1 , ' , . ' ' .

D'après (169) et (170) les p/. et p,, sont des fonotions méromorphes de
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^ en tout point distinct des t/, (A =7^ i ,et 71) ; ils ne peuvent donc cesser
d'être bornés sur y que s'ils présentent un pôle en 9; nous allons
montrer que l'hypothèse est inadmissible.

42. THÉORÈME. — Les p^. restent bornés quand t^ tend vers 6. Moyen-
nant au besoin une transformation (io5) on peut toujours supposer
qu'en 6 -- et par suite sur tout arc voisin y' — les Zj, restent finis. Je
dis qu'alors, si p^ présente un pôle en 9, Z s'y annule nécessairement.

Supposons d'abord ^(9)^=o. D'après (170) p^ aura en 9 un pôle du
premier ordre; et en posant ^(9)=^., on pourra écrire, dans le
voisinage de 6,

P^T———1---- (^0)-Cn, t^ — (7

Mais, en vertu de (4i)» on a

s^^tk \/D(^- h'k) (Zk^ h"k) = 2^ i >

d'après (33) et la définition de p^.; or ^)s{==: s ± r) est constant; on doit
donc avoir

ycA==o ou Z(0)==o.

On aboutit à la même conclusion si ^(9)=o. En effet/d'après (G/J
et les équations (5), z^ possède en 9 un zéro du premier ordre, soit/» ^n

^==C(^-.0)-h...;
on aura donc

p/c= 0(^0)^'" ( ^^^^ ,^4-1) ;

mais l'équation (170) montre qu'en 9, ^ est infini du premier ordre
au plus; on en déduit, puisque s est constant,

* , ! ' . - ! ! 1 ! !

C\ +•-••+" ̂ -1 + ^4-1 +...+ C^i + C^= 0.

Or, comme ^(9)==o, la relation (5)^, écrite pour (G^i), donne
alorsZ(9)=o.

Ce point établi, remplaçons le système (Gr^) (où t, est la variable
principale) par le systèmeéquivalent du n° 33, aux inconnues ^,

(1) Voir, par exemple, n0 46, p. 271.
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S, V^; les équations (i44)> (i45), (i46) en représentent la limite ( j )
quand on fait tendre ^+^^====Z vers zéro. Si 6 est un pôle pour
les py,, sur ©' et y, dans le voisinage de ^= o, ^== 9, ]Z sera arbitrai-
rement petit; les V :̂ et )s,[ seront arbitrairement grands. Soit (t\, 4)
un point appartenant à ce voisinage; quelque voisin que ce point soit
de (o, 9), les z / , y sont finis, et de même les V^., car la singularité
polaire ^==9 est isolée; or^- variant seul à partir de t\ sur ©, on
aura, d'après (i45) et (i46),

, ( 1 7 1 ) p^^+a),
dzk ^s/c

\ û j étant arbitrairement petit si (^, 4) a ete choisi assez près de (o, 6).
Mais ^.(^) n'ayant pas de pôle en (o, 9) reste uniformément borné
sur Parc envisagé du chemin e, si voisin que ̂  soit de 6; d'après (171)
|V^| reste donc uniformément borné, soit inférieur àJiL, et l'existence
d'une singularité polaire est inadmissible aussi bien pour p^-qûe pour V^.

43. Application au théorème fondamentale et suppression de la
restriction du n° 39. — Or/comme nous l'avons rappelé au n0 39
(ad fin.), lorsque les [ V^. | — ou les | U^.j — sont bornés, soit pour

|V^ |<M (/c^V/z+i),

il est possible de calculer un nombre Rtel que pour

((D) ^(Log^)<-R efc argLo^ < J — Y 3 ,

on puisse construire des caractéristiques qui représentent une inté-
grale prenant en ^ un système de valeurs quelconques s^ ..., z,_^
1̂ , ..., ^, ^^2, tandis que les V^.[ y prennent des valeurs <<M.
Actuellement, calculons B. en faisant M == ÔIL; il résulte de l'analyse du
n° 42 que pour Log(^ : ̂ °) assez loin dans (<3c)) on a sûrement [ V^ j <^ Jll/
si^ appartient à l'arc ouvert y; or Tintégrale [s] envisagée en un tel

(1) Abstraction faite de la limite de (ir4), facile à obtenir, mais que nous n'aurons
pas à utiliser. I
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.point t, est une fonction continuer) deî^ sur l'arc, fermé Y, 'pour ?„ =?=(h
l'intégrale est donc encore représentable par caractéristiques ponr^= 6,
Le chemin r, aboutissant en ^, ne saurait donc être coupé par aucun
point d'arrêt tel que 6, et l'intégrale est encore représentable par
caractéristiques pour ^ = t^y ainsi que nous voulions l'établir. .

Mais, pour que notre théorème fondamental soit complètement
démontré, il faut encore que nous nous débarrassions de la restriction
que nous avons introduite au n° 39 : nous avons supposé que les
valeurs initiales des intégrales de {gn, G,J satisfont à des conditions
de la forme [C(ï])], pour ^=t=i+'£o (avec | £.0 [ et \t,\ suffisamment
petits en fonction de Y]). Or supposons que la représentation , par
caractéristiques dans le voisinage de ^= o ne soit possible que pour
les intégrales dont le point représentatif

(
! • • 1 ! ! ! A ! • • f\ \ • • . • • .

A A- < î OS,, '1 , ' •
msl? " • î ^^W " " 'àtl)

des conditions initiales en (t^ ..., t^) appartienne à un certain
domaine (A); soit/? un point frontière de (A). Envisageons les inté-
grales définies en (t[y ..., ^0) par des conditions initiales identiques

aux 2/% — ï coordonnées de p , sauf la première, par exemple, ' z\ = c
que nous ferons tendre vers la valeur frontière Co [de telle sorte que
l'arc ^ décrit par le point m correspondant reste dans (A)j. Par
hypothèse, sur tout arc fermé appartenant à ^ (au sens strict),
Uo ..., U/,(2) admettent des limites finies quand ^ tendra vers zéro.
Considérées comme fonctions de l'un quelconque des tj, (Â^= î), ces
limites vérifient un systètoe (^,_i, Gn-i) —(170)5 à points critiques et
à singularités non algébriques fixes; or cette remarque permet d'élu"
pider l'allure de ces limites, envisagées oomme dépendant de la
constante c\ il résulte en effet, d'un théorème de M. Painlevé (3) que

( î) Du moins pour ti suffisamment voisin de o, et moyennant, comme nous l'avons
dit, une transformation (ïo5) éventuelle*

(2) On remplacerait les U/^ par les V/i si cela est nécessaire.
(3) Lai démonstration procède comme dansles Leçonsi.. professées à Stockholm,

Paris, 1897, p. 36-38 et p * 4 ï 5 .
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les fonctions-limites V^, ..., U^ ou bien sont kolomorphes pour c == Co,
ou bien admettent tout au plus c == Cy comme singularité polaire (1 )<

Le premier cas est à exclure : sinon, pour tes points ̂ arbitrairement
voisins dexéro, les [ U/,| seraient bornés quelque voisin que soit mïep,
et p ne serait pas point frontière pour (A). Dans le second cas, le
point c = CQ est nécessairement pour les (^, U/J une singularité indépen-
dante des tj, et des ^; sinon on envisagerait les U/, comme fonctions
de t,, dans le voisinage du pôle ^==^, pour c=c^ et Fon serait
ramené au cas du n° 42; on peut donc affirmer que/^ restera un point
frontière de (A), même si l'on modifie très peu (2) (^), ..., ^°).
jMontrons que l'hypothèse est absurde.

Effectivement, si m est un point de (A) suffisamment voisin dep, il
" ! ! , . ! ! ! , A

existe dans les plans complexes ̂ , ..., —L un système de 2.n cercles F
(J " i

ayant leurs centres aux 27^ coordonnées de m et ne contenant âur
leurs circonférences qu'un seul point frontière : le pointa. Oï% il est
toujours possible de substituer au point (^), ..., y0,)^^ un point
voisin t^ tel que là même intégrale^ définie par p en t0 , ̂ où définie égale-
ment en t^ par un point mf intérieur Çau sens stricte aux cercles T : on
posera

^—^==4,+^< (^^réels);

et tout reviendra à résoudre un système de la forme
^ ! fî ! ! ! 1 1 ! ' ! !

^(a^)4-ajy^)=s, (t==i, . . . . ,2n),
. 1 1 ' 1 \ /==î , 1 1 . . ' ' . , ! ! ' ! ' ' • : 1 1 ' 1 ' ! ' ! ,

où les a", a" sont des quantités réellesformées à l'aide des coefficients
d^ (G/;), tandis que les ^ sont des quantités réelles, très petites de
signes donnés*, la résolution d'un tel système est toujours possible^
quitte à modifier préalablement (très peu) le point ^° si le déterminant
du système était nul. I/intégrale définie par les conditions t^y m1 est
sûrement représentable par caractéristiques malgré le déplacement
de^0 , puisque la frontière de (A) n'a pas varié (au voisinage de p); or,

(1) Quitte à modifier ( t ^ y ..., < % ) on peut toujours supposer Co •^ o et oo.
(^j De manière à ne pas rencontrer d'autres singularités polaires.
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d'après ce qui a été étaèli au n° 42, elle est encore représentable par
caractéristiques quand on fait tendre ^ vers ^°; ainsi p ne saurait être
un point frontière de (A).

Il est donc bien établi qu^une intégrale quelconque de Çg^ G/,) est
représentable par caractéristiques dans le voisinage de l'origine.

QUATRIÈME PARTIE.
APPLICATION DE LA THÉORIE DES CARACTÉRISTIQUES

A L'ÉTUDE DE LWTÉGRALE GÉNÉRALE DANS LA RÉGION (R).

44. Prolongement de Vintégrale à ^intérieur d'un demi-secteur, —
Nous pouvons maintenant utiliser en toute sécurité les caractéristiques
de la seconde Partie pour étudier une intégrale quelconque de (g-^ G,,)
à l'intérieur de la région (R), lieu des points T = Log(^. : ̂ °) dont les

0

arguments sont compris entre - •+-"/] et —^ — Y] (1). Nous commence-
rons par faire cette étude à Pi'ntérieurd'un secteur, et pour compléter
les résultats du n° 17 nous envisagerons plus spécialement les carac-
téristiques et les secteurs de première espèce.

Supposons d'abord que nous ayons calculé le long d'un rayon OA
"du plan T une caractéristique de première espèce de (G^). A ce
rayon correspond un certain choix des nombres CD et /(n° 17);
faisons varier co de o (inclus) à i (exclu) et prenons successive-
ment f=±i\ OA balaiera un secteur ouvert (S), divisé par sa
médiane (co = o) en deux demi-secteurs, (S'), (S"). Nous montrerons
d^bord que les caractéristiques définies aux extrémités des rayonsà^Sn
même demi-secteur owertpar les mêmes conditions initiales (pourT ==oo,
R^==R/°, ^===^; pourT==o, ^==^°) appartiennent à la même inté-
grale de{g^ G/,)-

Soient OA^ et OAs deux rayons d'un demi-secteur, (S7) par

( 1 ) La condition est équivalente à (57).
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exemple. Prenons respectivement sur OA^ et OA^ deux points 1\ etT^
arbitrairement éloignés, et tels en outre que le segment rect i l igne 1\ T^
fasse avec l'axe imaginaire du plan T un angle supérieur à Y) en valeur
absolue ( ' ), et que tous les rayons T^T7 issus du point T^- et pénétrant
à l'intérieur du triangle OT,1\ remplissent la même condition ( 1 ) ;
nous désignerons enfin par T'T un segment rectiligne dont l'extré-
mité T est sur O A , et qui fait avec l'axe imaginaire un angle supé-
rieur à Y] en valeur absolue (1).

Fig.3.

Cela étant, considérons deux caractéristiques de première espèce
définies par les mêmes conditions initiales relativement aux extré-
mités de OA^ pour la première, et de OA^ pour la seconde.

L/algorithme d'approximations successives que nous avons employé
pour calculer les caractéristiques de. première espèce ne cessera pas
dé converger si l'on substitue au rayon OA, un chemin brisé tel que
OTaT^ ou OTT'X A,. Or supposons d'abord que le triangle OT.Ta
ne contienne à son intérieur aucune circonférence (Y/.N)(n° 18, p. 211);
les fonctions à intégrer seront holomorphes dans le triangle OT^T^,
et, à chaque approximation, les quadratures étendues à OT ou A ^ T
(T appartenant au segment OT) auront les mêmes valeurs, qu'elles

(i) Cette restriction est introduite pour que le nombre positif l figurant dans la
démonstration de convergence (n° 20) puisse être conservé sur les nouveaux chemins,

Ann. Éc, Norm., (3), XLliï. — SEPTEMBRE 1926. 34
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soient étendues au chemin rectiligne primit if ou an chemin
brisé OTT'T^Ai; le résultat subsiste d'ailleurs si T appartient au
rayon l\Ar Ainsi, à la limite, les valeurs obtenues pour • les
intégrales coïncident sur OT et 1̂  Ai ; et l'introduction de la ligne
brisée OVT/rï^à^ comme chemin d^intégration fournit le prolongement
clans le triangle Oï\ Ta de ? intégrale définie primitivement sur 0 A.,.

La conclusion est moins immédiate dans le cas où le triangle 01\ Ta
contient une circonférence (y/.^-). Soit T un point quelconque de OA^ ;
de T comme origine décrivons un contour fermé ^(1) autour de (y/,^-)
et considérons les deux caractéristiques définies par Ïes mêmes
données extrêmes, la première sur O A ^ , la seconde sur le che-
min OT-^TA^ celle-ci définit dans le plan complexe une intégrale
qui est uniforme à l'intérieur de ^; calculée sur O A ^ , cette intégrale
définit (2) à son tour une troisième caractéristique qui coïncide avec
la seconde sur OT et TA^ ; mais, d'après l'uniformité de la convergence
des approximations successives, il n'existe qu 'une seule caractéris-
tique répondant aux mêmes données extrêmes imposées sur OA^ ; la
troisième caractéristique coïncide donc avec la première, et, par suite,
celle-ci, avec la seconde sur OTA^ et la conclusion est la même que
plus haut.

Or, aux points arbitrairement éloignés T^ , Ta du demi-secteur (S'), les
B/, (ou les s/,) prennent des valeurs R^\ R^ (ou z^\ z^) qui diffèrent
aussi peu qu'on voudra des R^ (ou des ^); pour le voir, il suffit
d'observer que sur T^Ta on peut calculer les caractéristiques par les
formules (5i)-(54) moyennant la substitution de Ry^ à B.̂  et le rempla-
cement de t^, ^- par les valeurs ^2), z'^ prises par ^, z, en Ta; comme
TiTa appartient à un demi-secteur ouvert, [t^ : ̂ 2)]5 reste constamment
très petit ou très grand en module suivant que le demi-secteur (S")
est au-dessus ou au-dessous de la médiane; ^o^/'o restera très petit, et
les *C/c (ou les ^/..) ainsi que les R/, varieront très peu.

Mais la méthode des approximations successives montre que les
caractéristiques définies en Q et en Ta par les systèmes de valeurs z] et

( l ) On pourra prendre pour £ un polygone dont les côtés font avec l'axe imaginaire
des angles supérieurs à ••/).
• ( a ) En vertu Au résultat fondamental de la troisième Partie,
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[s}^, R/25] — celles-ci pouvant dépendre deT^ et tendant vers les ^, R^.
lorsque T^ s^éloigne à rinfini — tendent uniformément sur OA^ vers la
caractéristique définie en 0 et à F in fini sur 0 /L par z^ et les limites s^
R^. des •^ R^.. Ainsi, £ étant ujo nombre positif arbitrairement petit,
on peut choisir T\ et 1\ assez loin pour que l'intégrale, prolongement
sur OA^ de la caractéristisque définie sur 0 A^ et la caractéristique
définie par les mêmes données extrêmes sur OA^ différent mutuelle-
ment d'une quantité de module uniformément inférieur à s.

c. Q. F. D.

45. Soudure de deux demi-secteurs de première espèce (S'), (S^).
Étude de R/., s / , et ti s, dans un secteur de première espèce. — Etudions
maintenant le passage d'un demi-secteur à Fautre et le voisinage de la
médiane de première espèce qui les sépare. Soient OÀ, e t O A ^ deux
rayons appartenant respectivement à (S7) et (S^); joignons ces rayons
par un segment T/fa faisant avec l'axe imaginaire un angle supérieur
à Y] (1). En T\ les fonctions E./^ et s,, prennent des valeurs R^ et z\ très
voisines de R^. et z^ (si T, est assez loin) ; soit t'[ la valeur correspon-
dant (2) à ,4 au moyen de (36); posons alors sur T ^ T a (les notations
étant celles du n° 17)

R;,=Ri.4-fY^^4-^)^,
Jo \ ôr }-'0

^T^ =si.+ r>f (I+FA)^
t/o ^

Log^=r^- ^=^^);
&/ JQ ^i^i

on développera par approximations successives la solution des équa-
tions précédentes, tout comme le long du rayon A du n° 17, mais sans
avoir à introduire les Ty; en particulier, malgré que la variation de ^
ne soit plus infiniment petite sur ï\ Ta (comme elle l'était sur T^ Ai ), les

( 1 ) Voir la note de la page 265, ^
(2) Cette valeur est définie sans ambiguïté par les calculs mêmes qui fournissent la

caractéristique de (G/i) le lon^ de OAi.
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inégalités (pS)/ (/^S) continueront à rester valables. Dès lors,
d'après (78)^ on voit aussitôt que le long de T^Ta et T^A^ les R/c
restent aussi voisins qu'on voudra de R^ c'est-à-dire de R/% pourvu
que T, et Ta soient assez éloignés; dans tout secteur fermé intérieur au
sens strict a (S), les ft/, tendent donc uniformément vers leurs limites R^.

Étudions maintenant l'allure des ^/,. Tout d'abord, d'après (36) on
peut écrire

(172) ^,=A;,^^+B^-^+C,.

avec

(,,3) (^^^^-^^^(^^ÏÏ^^^ C^^;

or, d'après (78)2, (43) et (78),,, on peut écrire

i-(A-B)x(i+âiL,ro)(^y
e^^————————————————^^(i+c^r) (|ôi|, ]0,|<i),

,_(A+B)x(i+0iLi7-o)(-) '
Y 4 » /

ou L, et La désignent deux nombres positifs bornés. Rapprochée
de (172), l'équation précédente donne enfin

i_(A-B)x(i+ÔiL,/-,)(^y
(174) z&= A,,—————————————————^(i+Q^r)

i_(A+B)x(i+eiLir,) -
\ i l /

. i_(A+B)x(i+0tLi/-o)f^,y
+B/,——————————————'---'{i+ôsL^+C,, {\ô,\<i),

i_(A—B)x(i+0iL,^)(-)
V 1 / /

L3 étant aussi un nombre positif borné; observons enfin que A/,, B/(,
ÇA-sont indépendants de ï?, et que, d'après la remarque faite tout à
l'heure sur les relations (78)^ (/^ 3), l'équation (174) sera valable
dans tout le secteur de première espèce (S).

Cela étant, faisons tendre ti vers zéro sur un chemin rectiligne ou
spiraliforme © de manière que T s'éloigne indéfiniment sur un rayon
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de S appartenant au demi-secteur inférieur (S^); on aura ainsi (^) (a017)

. 3 7 ; „y>^-~o ;

(^: ̂ y croîtra indéfiniment, et d'après (174) ̂  tendra vers la limite

075)- . ^-A,^|+B,^|+C.;

de même, dans le demi-secteur supérieur (S7) 5 ^/; tendra vers la limite

(i75)^ ^=A^-4-B^4-C,,,

quanti té qui est égale à ̂  d'après (173); et cela devait être puisque
les calculs de la deuxième Partie étaient effectués précisément dans
(S'Xc/.n^p.ûio).

On étudiera de même
t,Zi et tiZ^{-=—tiZi—^tiZi,)',

à Paide de (44) ^t (78)5 on obtiendrait une formule que nous écrirons
(en introduisant encore des nombres positifs bornés, L,^ Lg)

^ à-^04-'44'0^^
-è^^^^1^051'5''0^!)5 (i^|j0oi<i);

on pourra la rapprocher (2) de la représentation analogue donnée (3)
pour À-1. Ainsi, quand T s^éloigne indéfiniment sur un rayon quel-
conque supérieur ou inférieur à la médiane, tiZi tend vers zéro comme

( „ \ œ *
une quantité de l'ordre de — ) ? co étant l'exposant d'indétermi-
nation ( 4 ) du rayon. Mais alors, en vertu de (5)2, on devra avoir

2^4(4—^)=o,

( i ) D'après (78)4 l'argument y de To (n0 17) est asymptote à celui de T (n° 20;
ad fin. ).

( 3 ) Grâce aux formules du n° 12 (p. 198).
(3) [VI] ,n°47,p .3 i5 . • '
(^) [VI], ̂  4/7,p. 3i6.
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c'est-à-dire, d'après les relations (i75),

V//, / A^ B^ ^-o.
-^A+B A — B ^ - 0 7

or cette relation est une conséquence des formules

^^(A^+BA.)==—A,, 2^/,(A,.-B^)=:~B,

qui résultent elles-mêmes du rapprochement de (36), (38) (définition
de A et B) et (1.73 ).

Comme application de la formule (174) nous allons montrer com-
ment on peut retrouver ci priori les solutions ^/, à limites z^ infinies.
A cet effet, construisons, par exçmple, une caractéristique de pre-
mière espèce, telle que s^=o; effectuons ensuite sur le système (G^)
la transformation (io5); on aura z^ == oo, et de même z^ == oo, sauf
pour-s^.==o. Or, si l'on suppose ce cas réalisé dans un demi-secteur
supérieur, par exemple, on tire de (175)"% (ï74)^ (i73)? puis de (35),
la relation approximative

^B,(A.-B.)(^B,^(|0=,B^0,y,

et de même pour Sn^

mais on déduit de la

_ r > V^/,.+2 / H \ .^^^"Tr^^
\/~dî'c i— tk __ _ \/~dl

\/^^2 tk ^k V^

expression qui coïncide avec la valeur (88) (') si l'on observe que (io5)
conserve d/, et échange d^ et D. Enfin, on verrait de même que

tiZ, tend vers une limite finie ^^.=^-^—> ce qui concorde bien
, V^-i-2 V^-t-2

avec la valeur trouvée antérieurement pour a (n° 26), car la transfor-
mation (io5) conserve-y.

( 1) D'après le n0 26, la valeur-limite de zj, est précisément la constante a/c de (88).
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46. Prolongement de Vijîtégrale hors du secteur primitif. — Nous
envisagerons d'abord la fonction S. Désignons désormais par(S^) le
secteur (ouvert) de première espèce où nous venons d'étudier IMnté-
ffrale, par (S^) et (S^) les deux demi-secteurs de (S^) situés respecti-
vement au-dessus et au-dessous de la médiane. D'après (5) et (176) (^) ,
si T s'éloigne indéfiniment sur un rayon de (S^) [ou de (S'y)j,
( fl ^^y tendra vers (s — ï )2 [ou vers (s -+-1)2]; il résulte alors
\sn+l àti )

de (ii4) que, dans (S,), 28 tendra vers di+ d^—{s — ï)2. On aura
donc ^==- ( . y — i ) 2 ; et, puisque s, comme s, vérifie (/p) (n0 30), on
en déduira, pour ^complexe,

(177) J=^r,

et dans (S^), il viendrait de même s=s-{-î. D'ailleurs lorsque T
s'éloigne indéfiniment dans (S,), il résulte ( ^ ) de (174) et de (116)
que U/, tend vers une limite bien définie (2); on pourra donc calculer
Tintégrale générale de (G,,), dans (S^), par des caractéristiques de
.deuxième espèce (du moins pour r assez petit). Comme au n° 44, on
montrerait que les caractéristiques qui répondent aux mêmes données
extrêmes ne cessent d'appartenir à une même intégrale de (G J lorsque
le rayon sur lequel on effectue le calcul balaie tout le secteur (ouvert)
'de deuxième espèce, (SJ, contenant (S,); or d'après (177), et en
vertu des résultats du n° 30, (S,) adhère à (So) suivant (S,); sa
médiane O A , sera la frontière supérieure de (So); et pour frontière
inférieure, (SJ aura la médiane ( O A o ) de (S,.).

On définirait de même au-dessous de OAo un second secteur de
deuxième espèce (S..,), adhérant à (So) suivant (S',); nous désignerons
les constantes fondamentales s, s des secteurs (So) , (SJ, (S..,) par

f i ) La méthode même qui a fourni les équations (176) ou (174) montrerait qu'on a
le droi t de dériver ces équat ions par rapport à t^ quitte à remplacer les 6 et L par
d'autres quantités1 de même définition.

( 2 ) On remplacera U/^ par V/; si cela est nécessaire. On a d'ailleurs

^-"^A'—^iA'^"4-"^"^)'
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^(== ^), j-, et ^L-i ; on aura ainsi

Si = 5o — I , ^-i == 5o -4- I .

Enfin, d'après la remarque qu'on vient d'énoncer à propos des
caractéristiques de (S,), on peut affirmer que lorsque T s'éloigne à
l'infini sur un rayon intérieur au sens strict à (S.,), les ^/, tendent vers
les ^, 28 vers di+d^^ — ( s ^ — i ) 2 , et les U/^ vers des limites bien
définies. Quant à R/,, il tend dans (S^ vers deux limites distinctes,
soient R^ et R^, suivant que le rayon décrit par T est au-dessous ou au-
dessus de OA^, et l'on trouvera aisément [conformément à la nota-
tion (119)]

0(2) R0_- ^l^-^
- ' SAk -^k———————^———•

^ • •

A l'aide des^^ et des R^ on pourra donc construire des caractéris-
tiques de première espèce convergeant (du moins pour r assez petit)
dans un secteur (83) situé au-dessus de (Sy) et dont nous allons déter-
miner les directions frontières.

Au-dessus de la médiane OA^ de (S^), ̂  et t^z^ sont, d'après
(122), (126)4 et (i33)/^ de l'ordre de ^~% c'est-à-dire de l'ordre
de ^-tïo; or, si .̂  est la constante fondamentale de (S^), t\Zi doit être
au-dessous de la médiane OA^ du secteur de première espèce (83) de
l'ordre de ^"A"2; on a donc

S^ === SQ —— 2.

Par suite, les frontières de (S^) se construisent comme celles de (S^),
mais à partir du point ^ 2 = ^ 0 — 2 (au lieu de s ^ ) : c'est dire que la
frontière inférieure de (83) coïncide avec la frontière supérieure OA^
de So.

On pourra d'ailleurs raisonner sur (83) comme sur (Sy), et ainsi de
suite, du moins tant qu^on ne sortira pas de la région (R); il en serait
de même au-dessous de (S^) et, finalement, nouspourrons énoncer
comme pour l'équation VI le résultat général auquel nous nous trou-
vons conduits :

Soit [^(^), .. .y ^^(^)j une intégrale de (Gn) définie le long d'un
rayon 0 A de (R) par une caractéristique de première espèce dont la
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constante fondamentale ^o satisfait aux conditions

^{sf}>o' s^—ff^n^sy—îr

/ . *
\n entier quelconque; cr, o- constantes exceptionnelles de première ou
de deuxième espèce, ne dépendant que des d^^ a l'intérieur de (R),
l'intégrale [ z ] peut être représentée de la façon suivante :

Soit e^ le point du plan T d'affîxe — ^1 ^ [ \j'— i •+• m \/-- i ; appe-
lons (S^)le secteur dont les frontières OA^.,i et OA/^i passent respec-
tivement par e^_^ et e^^ ; suivant que m sera pair ou impair, l'intégrale
sera représentée dans (S^) par des caractéristiques de première ou de
deuxième espèce; la constante fondamentale de (S^) sera s^== SQ — m
et l'on peut toujours supposer t^ de module assez petit pour que les
conditions 'initiales puissent être prises;» en ^ quel que soit m et
qu'elles s'écrivent z^= z^ ou -Sy^ ==-s,°+,i suivant que m est pair ou
impair.

47 < Indétermination de V intégrale dans les directions frontières, —
En procédant comme pour VI (^) on démontrera de même les résultats
suivants :

Dans un secteur (S/^) de première .(deuxième) espèce, l'équation
^.-^—C^o (^~C=o),

où Fon a soit o^co<^ i , C^ o et oo, soit 00 == o, C ̂  o (C ~=f=- ^o), admet
une double suite infinie de racines; ces racines se rapprochçnt
indéfiniment de deux parallèles à deux rayons OA (distincts pour
(0=^=0, confondus pour co==o) qui coupent la droite lieu des points^,
en deux points e tels que dist.e^==œ, et les distances de deux
racines consécutives tendent vers la pseudo-période û== STC : Oe.

De même, parallèlement à une médiane de deuxième espèce,
l'équation

^:^==C (C^-i)

admet une double infinité de racines, qui se rapprochent indéfiniment

(i) [VI], n° 4-8, p. 3i6-.32i.
Ann. Éc. Norm.y (3), XLIII, — SEPTEMBRE 1926. , 35
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des racines de l'équation
^ • / v / /^o i_ -T v_ r1
^ . (̂  -s/^ +• ^ i ) —— 0.

De même encore l'équation

^,=C (C^27^)

admet dans (S^) une double infinité de racines qui tendent vers deux
suites périodiques, alignées parallèlement à la médiane de (S^z);
^2^0 peppesente d'ailleurs la valeur asympto tique de zj, dans le
secteur (S^±i) adhérent à (S^).

Un énoncé analogue s'applique aux U/,, aux V/,, ainsi qu'à S,
Quant aux équations R/,= G [où G est différent des valeurs asympto-

tiques de R/, dans (S^) et (S^.^)], elles admettent à l'intérieur du
secteur de deuxième espèce (S^^) quatre suites de racines qui con-
vergent vers des parallèles à la médiane OA^n+i du secteur;» à des
intervalles tendant vers 2TT: : O^^+.r

Nous n'insisterons pas sur les démonstrations de ces propositions
qui sont toutes pareilles à celles que nous avons données pour VI,
une fois qu'on a mis z / ^ sous la forme (174) ^ les autres fonctions
sous des formes analogues (1) . Montrons plutôt que les résultats pré-
cédents confirment d'une manière remarquable la théorie des singu-
larités essentielles isolées des fonctions uniformes.

Si l'on pose
T=Log(^:^) ,

les fonctions ^/,, R/,, S, U/,, V/c deviennent dans (R) des fonctions

( ' ) Par exemple, diaprés (172) et (78)3, l'équation z /.=== G est asymptotiquement
équivalente à deux équations *

e^=..a ou (7; , •

ses racines, d'après (43) et (78)4, seront donc asyrnptotiqueïïient égales à

rn, 2M.7!:i „,„ aMTr? /,,, . , .T'^.———, 1^4-——— ! (M entier);
i? <î

l'une de ces séries ne saurait disparaître que pour C == ^y27^0. On précisera Tasympto-
tisme en enfermant les racines dans des petits cercles dont le rayon s'évaluera comme"
il a été indiqué dans [VI] (n° 48).
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mé'romorphes de T; étudions la portion du domaine du point à
l 'infini qui appartient à (R). Soit ((D) une région limitée par deux
rayons issus de T == o et s'éloignant à rinfîni dans un secteur de
deuxième espèce (S^-,); dans ((&) les.|^/,] sont bornés pour |T| assez
grand [moyennant, s'il le faut, une transformation (io5)"j; de plus,
s/ , tend vers ^2w-i) le long des deux frontières de (Oc)); d'après un
théorème connu, z^ doit tendre uniformément vers ^/2W-1) à l'intérieur
de (<-^), ce qui concorde avec le résultat que nous avons énoncé plus
haut. Supposons maintenant que les frontières de (cô) appartiennent
respectivement à (S^~i) et (S^^i); sur ces frontières zu tend vers
deux limites différentes; dans ce cas, d'après un autre théorème
général, la fonction -s/, ne peut rester bornée dans (Œ)); effecti-
vement l'équation s / , === oo possède une infinité de solutions qui
s'éloignent parallèlement à OA^; et nous savons, en outre, que z / ,
prend dans (Œ») toute valeur, finie ou non, les racines formant deux
suites pseudo-périodiques (sauf pour deux valeurs exceptionnelles
où les suites se réduisent à une seule).

48. Cas de s réel; dégénérescence de la singularité essentielle en sin-
gularité transcendante. — Dans l'énoncé du n° 46 nous avons exclu le
cas où s^ est réel; or, s'il en est ainsi, on sait ( ' ) que dans la
région (R) l'intégrale sera représentée par des caractéristiques de
première espèce répondant aux mêmes données initiales z^ B^.,
z^ pour tout rayon de (R) (n° 44). On vérifiera d'ailleurs aisément
que, T s'éloignant a l'infini sur un rayon de (R),S et les U/; tendent
vers des limites bien déterminées, et l'on trouvera d'après (4a)

ainsi, pour s réel une intégrale sera représentée indifféremment dans la
région (R) par des développements de première ou de deuxième espèce.

Comme pour l'équation VI (2), on peut considérer en toute rigueur ce
cas comme un cas-limite du 'cas général, s^ complexe; s^ tendant vers
une valeur réelle ̂  o (suivant une direction déterminée), il y a deux

(i) Voir n0 17, ad fin. %
(.2) [VI], n0 î>2, p. 328,
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points consécutifs de la suite s^ ± m qui tendent vers deux points du
segment (— i, -{-1), distincts d'ailleurs de o et ± i ; les ouvertures
des secteurs correspondants tendent vers TT, mais à cause des condi-
tions générales de convergence des approximations, on se bornera à
considérer les caractéristiques-limites comme définies seulement dans
la région (R). Dans cette région, chacune des fonctions ^,R/c, S, U/^
V/, présente une valeur asymptotique bien définie; chacune est méro-
morphe en T et admet dans (R) le point T == oo comme singularité
transcendante, et non plus essentielle.

Il est facile d7 expliquer cette dégénérescence du point singulier, de
prime abord paradoxale: au cours du passage à la limite, les médianes
tendent vers des parallèles à l'axe imaginaire. Dans le plan t, les zones
d'indétermination s'écartent donc de l'origine; les racines des équa-
tions ^/,=== C, par exemple, tendent à s'échelonner dans ce plan le long
de cercles de centre 0 (et dans le plan T, parallèlement à l'axe
imaginaire)^).

Dans les cas exceptionnels de première ou de deuxième espèce, les
intégrales se comportent comme celles de l'équation VI (2); on peut
aussi les considérer comme des formes-limites des caractéristiques
du type général et légitimer cette manière de voir par une analyse
analogue à celle du n° 54 de [VI] (p. 33i). Nous ne nous attarderons
pas sur cette discussion qui ne présente aucune difficulté nouvelle (;î);
et nous montrerons plutôt comment on peut appliquer les résultats
précédents à l'étude des intégrales A^ du système (A) de M. Schle-
singer.

( 1 ) Ïl paraît probable que les conclusions précédentes s^étendenthors de la région (R)
à tout le demi-plan T; c'est ce que suggère Pexemple du cas

n == i, d\ === d^ === û?3 == D == o-

(équation VIo de M. Emile Picard; voir [VI], quatrième formule de la page 347; on
fera Aa réel); mais l 'extension de la démonstration de convergence dans le sens précé-
dent était inuti le pour la résolution du problème de Riemann; et elle nous aurait
entraînés trop loin.

( â) [VI], n° 53, p. '2%9 ; rappelons que (R) comprend alors un secteur exceptionnel
et des secteurs généraux, des deux espèces.

(3) De même, on démontrerait aisément que le système {g-rn G/z) ne peut admettre
aucune autre intégrale holomoyphe que celles qui ont été énumérées dans la seconde
Partie (n08 23, 27, 35, 37).
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49. Étude des intégrales du système (A.^) de M, Schlesinger. — Con-
sidérons d'abord le cas général où la condition (3) est vérifiée; on
pourra donc annuler la constante £ définie par (2). D'après la théorie

r 1 1
des caractéristiques de première espèce, l'intégrale j s, dt, étendue à

^0

un rayon du demi-secteur initial (S') des approximations est égale
à T; la fonction X définie par (8) est donc égale à E^^ (E, constante),
et l'on pourra prendre dans le secteur (S), avec les notations du n° 45,

x ~ ( A - B ) x ( i ^ ^ L , r , ) f ^ Y
^=E^——————————————— v / /

.ï^(A+B)x(i4-^L,ro)(y
Vt /

Parallèlement à la médiane A de (S), À est indéterminé, et parallè-
lement aux frontières A1 et A" de (S) la théorie des caractéristiques

^ _ ^
de deuxième espèce montre que ^ tend vers E ou E -,—^i qui sont
aussi les limites de \ à rintérieur de (S') et de (S^).

Or, il résulte de (n) que M/,. :s/- est indéterminé sur A et tend vers
une limite à l'intérieur (au sens strict) des demi-secteurs (S"), (S"),
Dès lors, d'après (i5), H^ ̂  obéira aux mêmes lois, et il résulte aisé-
ment des équations (B) (n° 9, p. 192) que parallèlement à A les
fonctions

A^L (Â^^^+I ) et tiH^t^^1

sont indéterminées (1).
Arrêtons-nous davantage sur l'étude des frontières A' et A" qui est

plus délicate. Dans (i5), remplaçons M/, par sa valeur (n), où— aura
été exprimé au moyen de (i 16). Le premier membre de (i 5) va devenir
un polynôme du second degré en ^—î-11-? produit qui est indéterminé l

parallèlement à A'; nous allons établir qfue K^Çk-=/=.i,n+ï) y pré-
sente pourtant la même valeur asymptotique que dans (S').

(1) De la même façon qae z ' k ou ti 5;; en (Tautres termes, les équations A^v == C
admettent parallèlement à A une double série de racines, sauf lorsque C est une des
valeurs asymptotiques l imir rophes ; une série disparaît alors. A l ' intérieur (au sens
strict) de (S') ou (S^) chacun des A^ admet une valeur asynaptotique, tandis que
Ap.v et Apiî'1 y croissent indéfiniment comme z^.
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Effectivement, le terme en ( ti ^4"1 ) dans (i 5) aura pour coefficient
\ Oti j N / JL

-2 " S}, _ Ï ^_ _______1_______.

^J (-^'""t""'^-n) ^î •̂ •4-1 zizn•Jfî. \zi~^~'zîl•+•î)

groupons avec ce terme l'expression — + -^±1 de (i5) et Pon consta-
tera au moyen de (ii4) que la somme tend vers une limite finie paral-
lèlement à A\

Les termes du premier degré en t, -^n^1 seront multipliés par

^ |y^ (^-^ ^D^)(^— ti) /^ ti~\ ^
|̂ A^ Z^Zi-}- Zn+\) ^ i l 9 " "

^

en vertu de (ii3) et de (6)1, cette expression se réduit à

a / - \ /D—i\
———^—-^^+v——— );z.i + 5/^1 \ ' Zi } )

dès lors, d'après (i5), nous parvenons à ce résultat essentiel ^parallè-
lement à A' ^ expression

. àzn+î

(178) . lîi ôti
Zi Zi^Zi-\~ Zn-^i)

tend vers une limite finie y la même que dans (S7), d'après la théorie
des caractéristiques de deuxième espèce. Les équations (B) montrent
alors que parallèlement à à! les A^(k ̂  i, n "+-1) admettent la même
valeur asymptotique que dans (S'), tandis que les A^y A^1 y sont
indéterminés.

Ces résultats s^étendent au cas où (3) n'est plus vérifiée. On a alors
\/I)= i, et la seule difficulté nouvelle consiste à établir que parallèle-
ment à A', l'expression (178) tend vers une limite. Or, d'après (ï5),
et d'après les développements qu'on vient de donner à l'instant,
X tend vers une limite "Â^ parallèlement à A', tandis que, d'après (i33)4
[ ^ — À J sera de l'ordre de r. Cela étante en vertu de (16) et (1,7)? tout
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revient à prouver que
. vzll-^l

(179) - ̂  f'' ? î ̂ — .^^ ,
J^ -i\^i~T-^n+t)

tend vers une limite ; mais | y^.., | est de la forme K : r, K étant borné
parallèlement à A7; en vertu de la remarque qu'on vient de faire sur
X — ÂO, on pourra substituer à (179) l'expression

à-Zn+i

(180) - f\^dt~ l à£i

J^ 3^A;?^"+"-'n-4-l;

o fàz^^\ \2 , ç , .-» àSfi-ï-î
i r /•J(^~^7'+^ 'J"+lJ+iJ»+l~"+1^7^ •"^"
3 «7^.0 ^'^f^/l-}-! l -s^(/3i~^' ̂ 4-l)

Or dérivons (180) en remplaçant-—^ par sa valeur tirée de (G^);
U t ' [

la théorie des caractéristiques de deuxième espèce montre aisément
que la dérivée de (180) reste finie sur A", ce qui établit la proposition
en vue.

En définitive, on vient d'établir le résultat général énoncé à l'Intro-
duction (n° 5, p. i84).

Nous allons vérifier maintenant les résultats de cette quatrième
Partie en les appliquant à un cas particulier où {g^ Gn) possède des
intégrales du type hypergéométrique*

50. Formation du système hypergéométrique (H). — J'ai montré
dans ma Thèse ( ^ ) que dans un cas où l'équation différentielle
linéaire (E,,) possède une intégrale y ^ (x) dont la dérivée loga-
rithmique est rationnelle, le système différentiel (/^, F^) est vérifié
par toutes les solutions d'un système d'ordre n qui se ramené lui-
même à un système hypergéométrique [désigné plus loin par (ô)j . On
va voir tout d'abord que la même propriété peut s'établir très simple-
ment pour le système (g^, G^).

Dans l'hypothèse actuelle, si le groupe de monodromie de (E,,) est

( 1 ) Loc. cit., p. io5.
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indépendant des t^ les combinaisons

f .8n ^LogJi -^<P(^) ^ j ?(^) / , .
(JbI) ——^——— 2(^-.^,)d/(^) ̂  ^(^——y^).^ ^-I,...,7l)

doivent être indépendantes de x (loc. cit.). Ory^ est nécessairement
de la forme

7?. 4-2 n

y , =]|J (^-^r-U (^ - A/)"^ P(.r) ;
/î==i '==1

comme dans le travail précité, plaçons-nous dans le cas où le poly-
nôme P(a?) se réduit à une constante; on aura ainsi

n •+• 2n^-^(182) ^=±_^^.
v+(^ )

Posons alors
^^-M^L^w~-.y_^

il viendra
/^^ ï ^H^^V'̂ ,̂.̂ !!.._ ^(4),
' ' y.(^) ^^ ^ (^—^^y^^) ^^ ^

mais, de l'égalité (22), on déduit

^(4)_^^Y^ 1 zîc \àt, ~0^^\^-+-Ï^=-7;J
et(i83) devient

__à^{x)^^i{x)^'t/,--tifàzk Zk \
^(^) àti '~~ ^{x) ̂  x~~'tî\àti t i ' - t k )

Or, en vertu de (182), l'expression (181) s'écrit alors

/ n,. - ?(^)
(I04) w ^X-t^W

. \ ^ t k — t i ( à z k zu \ ^l ai, ^+1,1 r^
[j^ a;-^tk\àti t i — t î j ^^àx—tf, x — t i ' 1 } x—ti

avec a-f^. ir^— i, d^où, d'après (19)7
(i85) dk=aï ( î = = i , ..., n4-2).
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Exprimons alors que l'expression (i84), indépendante de x, prend
les mêmes valeurs pour oc == ,̂ et a) == oc ; il viendra

(186) ~ ,..; . [(^-^ - „- a^1 -4- ——— = K^ '2 . . / ,^4—{ ,) | àt, J t,—^/, 2

avec
, // •+• 2

Kssi--{-^OA-;

et réciproquement, comme la fonction rationnelle (184) est d'ordre 72,
les n -h ï relations (186), qui se réduisent à n, d'après (5) et (6)^
suffisent à.. entraîner l'indépendance de (184) par rapport à x.

Nous écrirons les équations (ï86) sous la forme

( 187 ) (^-— t,) — '-=. a/^i— a,Zf,— K^^(^— ^) (A- ̂  0 ;

on leur adjoindra les équations (5) et l'on vérifiera qu'elles admettent
comme conséquences les-équations (^y G^). Pour les équations (^)?
c'est immédiat; pour (G^), en tenant compte de (i85), on aboutira,
après difîérentiation de (187) et substitution dans (G^), à la condition

^(D-K-)^.(.=,+^)=o.

Or, en vertu de la relation
// -h 2 il -4-2 /< -4- 2

A- „ „ ^ ( ^ _ _ i )cn+3 =="2 ̂  ]Lrh rlt ~' n2^r/> ̂  —4—

que doivent vérifier les coefficients de (E^) pour que (E») admette
l ' intégrale (i8î2), et d'après (21), on a précisément

[ n^ -p
î)=42c/t•'+3/l+i=:::: ^^r/^l)^î =K2t

/.==i . . 7.-=i - J1

C. Q. F. D.

Cela étant, pour K == o, le système (187) est linéaire; pour K =^ o,
Ânn. Éc. Norm.^ (3), XLIÎ!. — SEPTEMBRE 1926. 30
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c'est une équation de Riccati généralisée qui peut être remplacée par
le système linéaire

( H )

<)Z, - „ //.=i, ...,i-i, <+i, . . . , « -1 -2 '
(^—^==^-a,Z, \ ,---^:..,n

^-K7
à T , - " '

moyennant la substitution
. - ̂ .
•^k —— y J

bien entendu, on devra adjoindre à (H) les équations suivantes, consé-
quences de (5 ) :

«,-+-2 n+î

(5') ^Z,=o, ^(/,Z,==Z.
À - = l À '== l

51. Équivalence de (H) ̂  ̂  (9). — .le dis que H est bien équivalent
au système

e^^e,— ^^^•(^•— I)^-l^?

(^

, à2 9. à^ àQo
(/-^^=-~a/>•^+^^.'

à' 6, //^/ ^ a, , a, \^02ai] " \ÂU t;—t,, ti t i — ï / à £ ,
//.

_ V/' ^.•(^•— !) ^o _ ^•a^ ^
^/' ^ j / / / , \ y / . _ ^ , \ r)f , t . { / , _ r ^

^/: 4(^-"^) ^o _ K.a, ^
^'^ ^(^- i ) ( /—^) r^/, ^/•-"i) 0 5

A - = l

dont il a été question plus haut (1). Pour le vérifier, i l suffit d'écrire
ridentilé en x : /t+ï

^ ( X ) X.̂  Zk4^0 __v'
o(.r) ^ x — t/,9

( } ) Loc. cit., p. 109-11 ï. Rappelons qu'ona Qy == 7v6o, les o-v et les .ïy étant les fonctions
symétriques élémentaires des X/ et des / ^ ( Â ' ^ n - 4 - i , n 4- •:>. et de l ' indice supérieur
q u i adecie 5v. ï ).
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on en déduit

(.88) .,^<gr^^•±^+(^^+..^(^)».„ (,̂ ,-,,̂ ).

En vertu des relations (où l ' indice supérieur / a le même sens que
dans la note de la page 282),

_ . " (./?=<•),
^(-0".s^;-'-= </(/,) _

<,(^—)) (•f-lh

et des expressions des 0., en fonction de ô,,, wo, on tire de (188)
Ôtî

'^Ki^ (/^n-^^n+2).

D'après (H ), on a donc i3our A' == ï , . . . , n

i àO, __ i (TL
~Q,^~~~î'àT^

ce qui permet de prendre Oo== Z.
On pouvait arriver aussi à la même conclusion en observant que les

systèmes linéaires, d'ordre /?/-hi,(l:I) et (ô) possèdent n -4- i intégrales
communes distinctes de la forme ( f )

^ / ;-2

Z == j V dx avec V(.r) ̂  | 1 (.y — //-)^.
^ . •!=,

Effectivement, on aura

-7 ^ f^ v /7Z^- == — — j ———- ̂  ;
^^ ^-4

les équations (H) sont alors vérifiées, et il en est de même des équa-

( ' ) On peut évidemment se borner au cas où les a/, sont choisis de telle sorte que
V s'annule aux deux extrémités du chemin d^ntégralion. Pour le système (0), la
vérification est effectuée dans ma Thèse, n° 3â, p. 1 1 2 - 1 1 3 .
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f ions (ô^ du n0 50 en vertu des relations
// -4- 2

^Z^-^[V«|^o,
\ A ' = = l

ii -+-'1 jr"^-+-2 • -j
^ K. — i y i /1 y ^ V//-H ^/- a/^i -4-1 i ,J^ 4/,/. —- y. L — -^ 1 A- V ^ ———- + ————— — - dx -=. Z.
^—s K K. J A^ x — £/ , x x^•=1 ^ L^- J

52. Vérification de la théorie générale. — Pour effectuer la vérifica-
tion que nous avons en vue, formons d'abord R/,, Sy UA- On trouvera

ir^^-rK^.-^+^l,R/. rr:
a^..?,—^^^ a
———-——— iM6/-— &/') + —•5/ L ^3i L S; J

/ f+ l+ "-^'(^/t+l-^/— ^f/ -^/l-t-l )'^ ::::: —— ^i ^fi-i- ï -+• K ̂  ( ûî/n-1 ^/ — Cl/ ^n^i ),

;^0) ; 1

l0- ï.'Uh-= ———— \ a,,—a^ - K,3,(^~ ^)1
''k— <// L . "•'/ J

—l- -̂.-.....''̂ é'..,,,,,. ^-i-^'^^i-""-.<^/^"t"l " ^ / ' i • i ^ t ^ ' ' l l . ^ - \
/ / ,—— ^ S/(,^/+ S^.^i)

Ceci posé, observons que dans le voisinage du point ^==1 o la solu-
tion générale du/ système (H) est de la forme-

Z^^^^^Ct^'11^^^^

Q^t,) est une fonction holornorphe dans le voisinage de t,='o, ses
coefficients dépendant l inéai rement de n constantes arbitraires;
©2(^-) est également holornorphe en ^ = = 0 ; et si l'on prend., par
exemple, ©.j(o) === K, ©y ne dépendra d'aucune arbi t raire; enfin G est
une Çn 4- i)10"16 constante arbitraire : la démonstration résulte aussitôt
de l'identification que nous avons faite au n°51 entre Oy et Z; il suffira
d'observer que ûo satisfait à une équation linéaire (1) d'ordre n + i,
les racines de Inéquation fondamentale déterminante relative à t,= o
étant o, l y . . . , n—ï et a/+^+., + ï .

Observons encore qu'à la solut ion particulière
(10) ' %=^-^" -^ t l Qa(^ , )^^^^^^^^^^^

f 1 ) Thèse^ p. i i ^ , équat ion (56).
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correspond pour Z^ une expression de la forme

Z,== (a,+ ̂ -M+ i)^"^! -4-. ..);
on aura donc

- — ^••-J-Q^-i-hi ,' /-——icT;——(^•-^

d'ailleurs, d'après (H), Z/^(Z: =^= ^ /%-+-1) doit appartenir à .l'expo-
sant <^ -h- a^n -+-i, ce qui donne

^=^(34-...) (/•^,^+I)

et l 'on trouverait enfin
- —— ^•-^-^-M-^1 ., , ^^-M--—————g^————(î+.. , ) ,

les parenthèses désignant des fonctions holomorphes nulles pour ^== o.
Cela étant, supposons ^•4-^-n complexe et €7^0. Si T s'éloigne

i n d é f i n i m e n t dans (R) de manière que [^+ff'^*4"•l[ croisse mdéfinmieiit,
la solution correspondante se comportera à Fint îni comme celle qu'on
vien t d'étudier; on aura

(191) • lim t^i-= al "+" an.^——î- -=.— linU^/^'i ; •
/ t=0 ,ÏX. 1 ^==0

s / , tendra vers a/, : Kt/, (k=/=- i, n -+-1) et R/., d'après (i8r)), vers — Ka^/,.
Mais comme on a d^-=a^ et D = K2, les polynômes de première
espèce 1--\(^) (n0 16) se réduisent tous à (Kz ~- a/^1)2; leur racine
double coïncide ^avec \ /d / , '. \ î ) t / , y de sorte qu'on se îrowe deins le cas
exceptionnel de première espèce; et l'on vérifie bien que les constantes
désignées dans cette théorie par h et cr (n° â2) ont pour valeurs

^//a/. ^/4-a,^.i 4-1 ' / T-::::: 1 "~^ T~ ^ ———r———? cr =' = al an•f•ï "i- I '

comme cela devait être, diaprés (191) et diaprés la valeur de l'expo-
sant de la solut ion particulière (190). Quant au champ, dans
lequel on doit déplacer T = = L o ^ ( ^ : ^ ) pour que f; tende vers
l ' in f in i , il se détermine aussitôt; moyennant le changement de or
en -— cr, il. coïncide avec le secteur exceptionnel défini par le
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tableau ('^) du n0 22 ( 1 ) . Si l'on trace la droite OA du plan T
parallèlement à laquelle i] devient indéterminé, le secteur précédent,
que nous désignerons par (S) sera pou r^ i ( ^ ) >o au-dessous de OA,
qui sera aussi une direction d'indétermination pour t,s, et les ̂ -

Supposons maintenant que T s'éloigne à l ' infini au-dessus de O A ;
^ tendra vers zéro ; i^, et t,z^, tendront aussi vers zéro, S vers —a,a^
et les z^ U/,0 vers des limites bien déterminées. Calculons .?; on
aura ^ == d, +- d,^ - -28, ̂  (a,+ a^f, soit s = cr - i et l'on pourra
construire dans cette région des caractéristiques de deuxième espèce
y représentant l'intégrale. Mais observons aussitôt que si t5 tend vers
^éro — ce qui a lieu au-dessus d'un' rayon OA (situé lui-même au- ,
dessus de OA) — z,, s^ tendront vers des limites finies bien dètermi-

•*•
nées : ceci laisse prévoir (^au-dessus de OA les caractéristiques seront
du type exceptionnel; nous allons le vérifier.

Les limites de ^ et z^ sont les mêmes que celles que l'on obtien-
drait en prenant pour Z l'intégrale holomorphe ©i(^:) ; or substituons
©^•,) dans la dernière équation du, système (0); son premier membre
sera holomorphe pour t,= o; écrivons que le coefficient de i : t, dans
le second membre est nul, et uti l isons des relations (5); il viendra
aisément

( ^yz-i-l )() __ t̂jll

~{^7h~^'. ai

l ' indice o dénotant les l imites pour ^ ,==0. Si donc on pose, comme
il est permis (n° 34:) ( ; î), —a^==2r,^, - i, on vo i t que z,^ : ̂ , tend
vers (2/^—1) : i - ar, et S, vers (27-,- ï)(2r^ - i) : on se retrouve
donc bien dans le cas des caractéristiques exceptionnelles de deuxième
espèce. Elles définiront l 'intégrale dans un secteur (s) limité inté-
r ieurement par un rayon situé au-dessus de O A ( e t arbitrairement

.af , __

f 1 } On a le droit actuellement de confondre (ît) avec le demi-plan (T) situé à
gauche de l'axe imaginaire.

( î ) En ce qui concerne îes UA-, on aura soin de réunir les termes en ai dans (189)
avant de procéder à îa vérification.

( 3 ) La notation implique que la racine r^ est distincte de la racine r/^i du n° 34.
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près de A^) . Enfin, à l'intérieur de AOA et un peu en décades deux
frontières de ce secteur, l'intégrale du système (187) peut être

Fig .4 . C

^f-
1. secleur exceptionnel de 2e espèce ( S )
2. secteur général de 2*' espèce;
3. secteur général de i1'" espèce;
4. secteur except ionnel de i1'® espèce (S).

définie ind i f fé remment par des caractéristiques de première ou de
deuxième espèce; leurs domaines de convergence débordant AOA du
côté de OA ou de (M (1) le raccordement des secteurs exceptionnels (S)
et (s) se trouve ainsi assuré ( 2 ) .

Observons'encore que pour G == o on obtient une intégrale, holo"
morphe en £,•== o et dépendant de n — i arbitraires (3); et si l'on

( 1 ) On a ^ d é j à indiqué {cf. n0 2^, ad inù.) qu'il est possible de faire déborder les
secteurs du type général sur les secteurs exceptionnels adjacents.

( 2 ) Ceci rectifie une inadvertance commise dans [VI"| à propos de la délimitation
des secteurs exceptionnels (S) et (s}(tVI], p. 3^î).

( ' • ' • ) La théorie générale (n°33) apprend que G^ possède une intégrale holomorphe
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prend G = oc, on aura une-intégrale (^ t , z , y t,z,^} holomorphe en
^.= o (et de première espèce).

Terminons par l 'étude de deux cas particuliers remarquables. Tout
d'abord, si Von a K == o = ̂ -(^ 7^ £ ^t 7l + I)? PÂ-C^) sera identique-
ment nul ; les caractéristiques seront du type exceptionnel, de la pre-
mière espèce et de la deuxième sorte; les .^/, devront donc être holo-
morphes à 1,'originey leurs, valeurs y étant arbitraires; effectivement,
on trouve alors

Z^i, ^.=Z/,-:C/,(^—^)S ' •

les C^-é tan t des constantes arbitraires (par rapport à ^.); t,s, et ^^.i
sont aussi holomorphes à l'origine, et, à l'aide de (189)5 on vérifie une
fois de plus que les B/, s'annulent à l 'origine.

De même, pourâ,.== o ===. a,^, on a^== o==d,^= So et l'on se trouve
dans le cas exceptionnel de la deuxième espèce et de la deuxième
sorte. Or les équations (H) donnent aisément

îl.

. Z/,,.i^consfc., %/=1]'^(/<-^)a/t<l)(^),
A = = l

et de la dernière équation (6) on tire •î^^) = C(l,—i)^-1-2, d'où
Z/^CIF(^^,r.

On vérifie aussi que les Z/c (et les z / , ) sont holomorphes en t,= o et y
prennent des valeurs qu'on peut fixer arbitrairement [sous réserve de
satisfaire a (5)').

RÉSOLUTION ^)U PROBLÈME DE RÎEM.A.NN.

53. Étude de V équation linéaire (E^) parallèlement aux frontières
d'un secteur de deuxième espèce. — Revenons à l'équation différentielle

dépendant de ^.n—'^arbitraires; mais il résulte de (189) que, pour celles de ces
infégralÊS qui satisfont à un système (187) les valeurs à J 'origine des n—T fonctions U/.
l inéairement indépendantes ne peuvent p lus être fixées arbi t ra i rement dès qu'on s'est
donné les z ^ j .
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linéaire (E/,) et supposons que les coefficients Ay, a,., j^- de cette équa-
tion aient été exprimés en fonction des s/, et de leurs dérivées par
rapport à t,. Nous allons fa i re tendre t, vers zéro le long de chemins
déterminés ©, et nous chercherons la^ forme-limite que prendra
l'équation dans le voisinage de t,== o, e fc ; r==o . -

Tout d'abord, il nous faut examiner ce que deviennent les A^. Or,
avec les notations des n08 8 et 12, on a

ri -j- 2 '

(193) 'l;(•'!?)=a(l^•).S.7^'
k=ï

d'oùy en posant
-/ ^ ©( - î " )
ÎO ( X } == —————-—— :

• / x ( x — t i )

(198) ^(^)-=[(3,•+^/,,-l)^--^^^]9(^)•+-.:zt(.r-- ^)^(^)Y -3—.
.-A—* ^ — £/;•

Si le transformé e" de 3 dans le plan T n'est pas parallèle à une
médiane de première espèce, ^••s/^i tendra vers zéro sur 3, et l 'un
des Ày (que nous désignerons par \) tendra vers zéro à la manière
de ^-^.^ : a ( 1 ) ; les autres ^Ày tendront vers les racines de Inéquation Ç2)

— — v^" s?a 9 ( ̂  ) -{-^o(.x*) ,7 —^-— == o.
—— "̂  ^/c

An contraire, si T s'éloigne parallèlement à une médiane de pre-
mière espèce, il résulte de l'analyse du n° 47, que les ,̂ seront indé-
terminés; par conséquent il en sera de même des A : aucun d'eiw ne
tendra vers zéro (3 ).

Plaçons-nous d'abord dans ce dernier cas. Il s'agit d'étudier, pour

( ' ; a est toujours déf ini par (119) ; la démonstration est immédia te si l'on pose

ûff ==• t i 5^-1,..-) ç -

Poiir le cas ou Von a a == o, voir n0 ^4 (ad / In . ) ,
( 2 ) Dans toute la c inquième Partie, Pindice supérieur o désigne une l imite

pour I f ===o, . " ,
( 3 ) De l 'équation (i93) i l résulte encore que les points critiques qui permutent

entre eux les Xy se répartissent dans un secteur du plan T en 4 n — 4 séries asympto-
tiquenient périodiques à une médiane de première espèce et de pseudo-période
ï^i : .?.

Afin. JEc. Norm., (3) , XLIIL — OCTOBRE 1926. 37
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t, infiniment petit, la partie principale de (E,) pour ^==0. Or, les
seiris termes de (E/,) qui puissent donner dans Féquation-limite (E0^)
des termes en x"2 sont (n° 8)

g^-hl 1 Ci _. _______^
/y,2 ' " / -- • * ^2. •X'̂2 -^(^^.^^S ^ ( ^ _ _ i ) ( ^ _ _ t i ) '

si a, tend vers une limite a° le coefficient de x-2 dans (E,01) sera
ç^ç^—a?; tout revient donc à calculer cette limite a? (si elle
existe). Or on a (n° 14) a/.= t,(t,- ï)y/: et, d'après (29^),

^••y^yA/.+A/^.î

avec
A _ ^ / ( ^—^) /^^ 2 ^ ^- , ^ ^ , di^+di^ D
'= 4^-^ \^} ^ ̂  ̂  2^, ^ — ^ • 4 ^ A - ( ^ — ^ ) 2 4 / 'Â 7

, . _ £'f fàz^A2_ti àsn+i_^^4-1
(194) A^-n==— 7 ~ 7 ~ : 1 \ " ~ A f - / Q ^ ^/. -»- • • .4^-;S,,^.i \ <7^/ / 2^ <7/-< •'S^;

. 1 _,_ dtz^ -^^+î^? D . , •
-i- —————7———————————— —— "7" ^t^/l-H4^^/,+i 4

z' \ () ( 1 ^1 , dt~~~î zn-^ -L, dn 4-1 ^/ D / -I" d .12 ^/—— î ^/Z-I-Ï , ^44-1 _^^ __ D

[^(t•tz^i)^ ^—T^^

' - tf.^{f'k—^)fàzk\\_ dh

: _ ^——— ( t.,z,,^i ) -+- —7— -7— •+- -—— ^—— — T ^^.•+•1 •
4 S,/,,..! |_<?T J 4 ^i 4 ^rt4-l 4

Posons
A / __ < ' ^ : ^ i \ t > l £ ^ t ) 1 ^^K \ ^K f „ .A,=——^——(^ _^^f,.,,

quand on s'éloignera parallèlement à une médiane de première espèce
la différence A/,— A'^. tendra vers zéro; mais si l'on fait

A" ^'Yn/ - -+-aR/B^A/^-^D^,-+--^,

il résulte aussitôt des n0" -16 et, 45 que K\—A'1 tendra ( 1 ) vers zéro;
il en sera donc de même de A/;.—A."/,.

Quant, à K,,^ les relations (6) montrent que si l'on fait

' ' à a - \v di d'M i ' i D
ïll+i^^.^(ti•'i)\ ~~^~ 4 ^4 4

A / " " / t. \ \ wl ''-"ft+l . - , •'- , ^A^-M- ^ i ̂ ^)J --" ̂  - ~r + 4 + T^"
la différence A,,^—A^., tendra (1) vers zéro. Considérons alors

( 1 ) On peut toujours supposer que le chemin décrit par T évite les zéros des poly-
nômes PA.(^),



SOLUTION DU PROBLÈME DE RIEMANN. ' 291

l'expression

^^('. '̂-^•(^•-^H'-
s'il est prouvé que cette expression tend vers s2 ' 4? s étant toujours
la constante du n° 16, il sera établi du même coup que, étendant vers
zéro sur un chemin © [dont l'image dans (T) est parallèle à la médiane
de première espèce], ^-y; tend vers

s^ di -+- ^4-1 — î _ s'1 — î
— —— —————-————— — ——-—— — C[—— Cn-r-îî4 4 4

d'après (19). Or l'assertion précédente est vraie en première approxi-
mation; car on a, en vertu des développements de la page ao5,

[^(^^•o)T= D(A sh V/DT -r B ch /Dr)2

et 1 vVn ^r
7 ̂  D^o4--——4 ̂  \ ^ /

^•[_^^_^)^
-+- ^, ̂ ^ï- A;,) (^- Aï.) sh v/Dït

, ^(A 4- î -^- A ch v/Dr.+ B sh ^Dr),
4

d'où en première approximation
D4o = - (A shVDT -4- B ch ^br)2

4

— D [A(ch ^/DT — î) -+- B sh \/Dr] [A( ch V/DT -r- î) 4- B sh ^Dï]

= I(-A^B^A-)=^.

Cela étant, on tire de (83)<, (84), (83)a
,r 1 t U à ( t ^ Z , j } à(ffQ3lo) . TJ1 ^-y— ^o < ^H,r, | ^,^,- ^o^ol < ^ H,r, ^ - —^—- <aH, £

(pourvu que ilqr^ soit <!). Le résultat précédent est donc uniformé-
ment, valable, quel que soit le rangy des approximations et, par suite,
à la limite poury==oc-
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Ainsi donc, /, tendant vers zéro sur le chemin 3 précédemment
défini ( f ) , a,== t,{t, - i)^. tend vers — ^ 4- c/.-h c,.^ -4- 1 et, par suite,
le second membre de (E^) sera de la forme

•ç!rLI+^).
4.:r2 ^

û(.z1) étant holomorphe daps le voisinage de ï,= o, x = o.

54. A^W<? ^e (1^) à F intérieur d'un secteur de deuxième espèce. —
Supposons m a i n t e n a n t que le chemin ^ décrit par T ne soit pas paral-
lèle à. la frontière d 'un secleur de deuxième espèce.. Nous avons vu
(n° 53) que pour a ̂  a l 'un des A,, soit \, tend vers zéro; dans f.E0,)
les termes en x " " ' 2 proviendront donc de la somme

^±J .+. _^ ^ J___ ____^ . __ „ _„ ̂  __ •
<r2 (lr - /.)' 4 (^ -- A^)2 x{x - i )'(x - //") ' ^-_ ̂ •(x —7^);

étudions l 'al lure de a. et de B .- ' i .̂ '
Remarquons d'abord que t^, tond vers zéro sur 3'; A^ tend donc

vers zéro, et d'après (194} la somme (-')

\ -4-. ! /'^ -L. 3//4-1 - ti ^^"+1 \./-ï^-.i..l ~+- — i o -+~ --—— -i- — ——--..^ i
2 \ ^- ^/: àt, )

tend aussi vers zéro. Passons main tenant à [^; sa valeur résulte de la
formule

(iq5) '- ̂  ̂  --,._.î .L__ ['-L +v^j_ _ J^M ,. ^ iJ ^ ^. (^- ̂ m^) [,}.,. ̂ ^ /,,- t-, ^y^) -4- ^(^-i)J

que j'ai donnée dans ma Thèse (p. 79). Or, quand £, tend vers zéro, il

( i ) En w, qu i concerne a/ la déirionstral ion précédente fourni t un résul ta t , plus
comple t : T s ' é lo ignan t i n d é f i n i m e n t sur 1111 chemin quelconque (non parallèle à une
médiane de deuxième espèce), a, tend vers une l imi te bien déterminée (constante à
î ^ i n t é r i e 11 r d ' u u s é e t e u r d e p r e m i è r e e s p é c e).

( 3^ Actuellement, on ne peut plus remplacer Zn^ : z, par - — ( , à cause de l ' indé-
te rmina t ion de ce rapport sur les médianes de deuxième espèce.
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résulte de l 'équation (i93), dérivée par rapport à .y, que

( (\\ • ^ "+" •^••M ) ? ^ ̂  — ^ z i 4" zn+ï ^ °(-A^VI9 ) , ^(^) ~M^-^m^)
tend vers i. Reste ̂ ' Mais en dérivant l 'équation (192) et en y faisant
ensuite x = î^, on trouve ( î )

J~ l n +1; "4-2 -"j •

/,n--i g^) V ^^ V g^ <j/-,-( 9/ ) |_^aïy ̂  ̂ - ̂  ^ (^ - ̂ ^J ai,
n + 2
^ 1 <)3/, .3,

^iÀ-.^T.^^p^-^/.y0'

d'où, en n ' é c r ivan t ' que les termes prépondérants à l ' intérieur d'un
secteur de deuxième espèce (S),

f Ji±rii±L, -î- 1 ̂  • ! à^ , ^ î/^ , ^ _L^.(^-^) J ̂  ' ' "^—^ô t ' ' À./ ^ (^r-^)2 "" -

Or
(à^ à^\_ , y'^^[•àt'^.^jtr)^-^^ jr^

qui est de Fordre de À...^., est négligeable devante— t—1^ qui est de
~ b <7 £f

l'ordre "de :?,; on a donc sensiblement pour | ^-| très petit dans (S)

^?' — ^ . ^£"±! _ /-^ ^z
< ) l / Zt-{-Z/t-T-i àti À ^ — l j ^1-^'^n-^-\3

mais \: (A^— t,) a pour expression asymptotique — z^ : ,-?,; la partie
principale de — sur a' est donc (2)

——————— 'J7 (^A-H)*
^^•4- ^+1 O^i

Dès lors, on déduit de (ïc)5) et (i^ô) que sur 3" i —s^, tend vers

( ( ) Dans ( i < ) 7 ) la première somme est évidemment n u l l e . On l'a niai t i tenuc pour ia
commodité du calcul.

( 2 ) C'est le résultat qu'on aura i t obtenu en dérivant l'expression asyroptotique de À^,
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— — (^,+i), et en définitive — ^-r- (3^, ou a/-.-4- .̂ tend vers

, lin, f ifs+^+^ à^} + 1 - I ̂  ̂  4- ̂ 1^ o L ^ V ^ ^ <^ / 2 2 \ ^ <^/- ^ /J
• " » • +;

î ,0 ^ di~\- d^^—,ç2 i s2

==^(So -t-i)= -——^1——— +-^ =c/+c^+i—,,

de sorte que le terme prépondérant pour x == o de (E,^) est

5 — î

4.r2

De même, en s'appuyant sur la formule (29) relative à "y^ et sur la
relation (g,,) (n° 10), on montrerai t que t, tendant vers zéro le long
d'un chemin s dont le transformé e' dans le plan T est intérieur à un
secteur de deuxième espèce, les coefficients a;, tendent vers des
limites finies; les formules ( îQ5) et (197) permettent d'établir un
résultat analogue pour tous les ^.(/^: g-), de sorte que dans les condi-
tions précitées inéquation (E,,) admet une forme-limite (E°J parfaitement
déterminée (1).

Nous avons supposé a ̂  o ; or supposons, plus généralement^ qu'on
ait

^— /' /-, 0

(198) ^ ̂ =0 (p=o, i, ..., < 7 — 2 ) ;
——— "l!

ti tendant vers zéro à l'intérieur d^un secteur de deuxième espèce,
(E//) possédera un groupe de q points apparemment singuliers infiniment
petits, et l'on trouverait que dans (E,°) le terme prépondérant (pour x
voisin de o) est

[^(^-I)]2^!

4^2

Nous n'insisterons pas sur la démonstration qui est identique a celle
qui vient d'être développée; ajoutons d'ailleurs qu'en faisant varier

( l ) II n'en serait plus de même si 3' était parallèle à une frontière d'un secteur de
deuxième espèce : dans ce cas les coefficients a/^( h yé i), ?/, 5^ de (E,,,) seraient indé-
terminés au voisinage de ^/•=== o.
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les t^Ç/£=^ ?') on peut toujours supposer que les conditions (198) ne
sont pas remplies-.

Ces préliminaires établis, abordons le problème de Riemann
pour (E,,), et montrons d'abord comment on peut le ' ramener à un
problème.ne concernant que le système (^, G//').

55. Les paramètres du groupe de monodromie ç- — Nous commen-
cerons par rappeler des résultats classiques. L'équation (E/,) étant
privée de son ternie en y\ son groupe ç,\ sera. le groupe linéaire
spécial, à substitutions unimodulaires. Partons alors d'un système
fondamental de (E/,), soit (Y^ Y^), canonique pour le point singu-
lier x = 0; en remplaçant Y 2 par cYa, on peut toujours supposer que
(Y,, Yy) subit autour de x == o et x = i les substitutions respectives

/A/^i o ^ /A/^ î \
On-H—-| . A- l J n+î—[r ?^ 1

\ ° Â/i-ll 1 V-^+2 ^n+a/

avec.A^aD/^sî— C^= i.Les substitutions précédentes dépendent déjà
de trois paramètres arbitraires; de plus, le système (Y,, Y^) ainsi
défini subit autour des points-^- (À- == î , . . . , n) n substitutions ^

'A BA-S,=̂-^ D.;5

qui, étant unimodulaires, dépendent chacune de trois paramètres et
qui, prises avec S/^, et ^nw peuvent être choisies comme base du
groupe (j// ; le nombre total de paramètres de ç^ est donc bien égal
à 3n + 3 (pour n^ o) (^)..

Or résoudre le problème de Riemann pour c^, c'est construire une
équation linéaire du second ordre (E^) possédant n •+- 3 singularités
régulières données t^ ..., l^ t,,^= o, t^= i , ^^=co et admettant
^ pour groupe de monodromie; Afin que le problème soit possible,
(E/,) devra posséder des points apparemment singuliers (2), sinon le

(1) En pratique, nous adopterons pour paramètres de Qn, les invariants A 4- D de
3^-+- 3 substitutions convenablement choisies dans Çn {^f- n0 ^)-

( 2 ) Pour une équation linéaire quelconque du second ordre, C, un point apparem-
ment singulier est un point singulier régulier qui introduit dans le' groupe de mono-
dromie Ç une substitution (A, o, o, A ) ; une telle substitution est permutable à toutes
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coefficient p(oc} dey serait de la forme
n+î /n+2 \v r €k , c//. i i ̂  ' \Zh^^-^^J (2——0 ) ' -
k=i , V=i /

d'ailleurs (E^) doit être dépourvue de. terme en y9 puisque ç/, est
spécial : elle ne dépendrait donc que de 2 n + 3 paramètres (et des
n points ^, . . . , ^) ; le problème de Riemann ne pourrait alors être
résolu que pour des positions particulières des points ^ , , . . . , // / .

Ainsi (E/,) devra posséder n points apparemment singuliers
( simples) À , , . . . , À/, ; d'ailleurs dans le voisinage de \, (E^,) est de la
forme

[ " 3 ^ ' f ~\
^1 —— _____v____ _ , _c/' , ^ " , „, .y - [ 4 (^ _ >^ + ̂  _ ^ +6 / + • " •j j.

le point .r == Xy ne pouvant être logarithmique poury, il faut que l'on
ait cj ==cJ(/= i , . . . ,72). En vertu de l'existence de ces n relations (<?y)
.l'équation l inéaire (où les ,̂ sont donnés) dépendra bien de 3^4- 3 para-
mètres : si on récrit sous la forme (E,,) du n° 8, ces paramètres seront

Ci, . . . , €„+:;, A i , . . . , 7^, ai, ..., an ( ' 1 ) -

. Or, parmi les 3n -4- 3 paramètres de (E,/) il en est n -h 3 que l'on

les substitutions de Ç. On peut toujours supposer Ç spécial et C dépourvue de terme
en y' \ la substitution est alors de la forme (e, o, o, s), ('£ == ± i). Les racines de Inéqua-

tion déterminante relative au point sont ï'-+- — e t — — 5 L'entier m étant V ordre du
9. -2 ,

point apparemment singulier. Un point d'ordre m peut être considéré comme prove-
nant de la fusion de m points simples : ce fait résulte aussitôt de l'introduction des
points îjpparemment singuliers à partir des systèmes canoniques {voir la note suivante).

( 1 ) A l'équation (E/z) substituons le système canonique S (n° 8), où les coefficients
satisfont aux relations A^-h A^ === ï ; Cf est alors spécial; les coefficients distincts de rS
(et autres que les //.) sont au nombre de 3/i-(-6; mais comme on l'a vu (n0 9, note
de la page 190) on peut effectuer sur les inconnues yi, y^ de § une substitution linéaire'
quelconque dépendant de trois paramètres arbitraires; en général (n° 9) on peut ainsi
annuler les résidus de 021 et a^ pour a7==co; un tel système réduit dépend de
3n-+-4 paramètres, mais n'est défini qu'à la transformation prèsyi[A^i. Le passage
du système à l'équation (E//) vérifiée par j^ introduit précisément 71 points apparem-
ment singuliers : les zéros de a^(x). Un zéro d^ordre m de a^\ est un point appa-
remment singulier (V ordre m (au sens de la note précédente).
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connaît imniédiatement. Tout d'abord, les racines de l 'équation fon-
dïunentale déterminante relative an point régulier ^ == t/, é tant

ÏEE^A^^ — 1 -r- ^dk

2 2 '2

on aura

(i99)/, A/ .+Dfc-^—^cosîTV,^ (A- =1, . . ., n -4- •2 ),

ce qui détermine- î yrfy, à une unité près ( j ) . D'ailleurs, si l'on écrit
que la substi tution S/,.̂ ,; correspondant à un lacet autour de so == co est
le produit des substitutions S^ . « . , S,,^, son invariant, qui est
— ^ c o s T r v ' D d'après (21), sera une fonction ra t ionne l l e (i^)^.,
des 3n -+- 3 paramètres de (^; D (ou c^) est donc déterminé (au même
titre que ^-).

Ains i , les n -4- 3 constantes c .̂ figurant dans (E//) sont connues dès
que l'on s'est donné Ç/ , ( 2 ) ; il reste alors ( 3) à écrire 'in relations
entre les 3n coefficients a^, ̂ p Ay, de(E^), liés par les n relations (<?/).
Or le groupe (^ étant i n d é p e n d a n t , des ' ^, nous savons que 8y,
Y^.[== an : tiÇti — i)] et Ày sont donnés par les formules (i^), (29)
et (192), les .̂ , satisfaisant'à un système (g-^ G/ / ) ; l ' in tégrale générale
de ce système (donfc les coefficients rf/,» D sont actuellement connus)
dépend précisément de 2n constantes arbitraires : la résolution du
problème de Riemann revient donc à choisir dans la multiplicité oo^ des
intégrales de (§'//, G,,) celle qui fournit, comme il vient d'hêtre indiquée
les, coefficients de l'équation linéaire (1^) admettant q^pour groupe de
monodromie.

56. Détermination de la constante s en/onction des invariants de Ç,/.
— Pour résoudre le problème ainsi posé, nous utiliserons encore la

f 1 ) II existe ainsi une infinité d'équations (E^) de la même;« espèce », possédant
un même groupe Ç^ ; nous n'envisageons ici qu'une seule équation de cette espèce sans
nous préoccuper des relations existant entre les systèmes (^, G//) correspondant
aux équations de la même espèce.

(2) C'est le « ieichte Teil » du problème d'après M. Schlesinger. Cf. ^orlesung-en
liber lin.eare Difjerentialgleichungen^ Leipzig et Berlin, 1908, p. 9.36.

( ' • i ) C/est le « schwierige Teîl )> ; loc cit., p. a36.

Ann. Éc. Norm:, (3), XLtIl. — OCTOBRE 1926. 3^
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méthode de récurrence, comme dans la troisième Partie. Riernann a
montré comment on peut résoudre le problème pour n = = o ; nous
admettrons donc qu'on sait' résoudre le problème pour une équa-
tion (E//_i) à. n -i- 2 points singuliers, soient

X == t\, .'. . , ^ — i , ^/•-}-i5 . . . , //n ^//-+.i "̂  0,^/,^.a==: I , ^ ..(.g :=: CO,

et nous allons montrer comment on le résoudrait alors pour une équa-
tion (E,<) possédant; un point singulier de plus, x = t^

• Le groupe de monodromie (f / / de (E,/) dérive de la substitution S^ et
des substitutions fondamentales de ç^,,,^, groupe de monodromie
de (E,/_.i); les paramètres de ({„ sont donc d'abord les 3/z paramètres
de ç^_i et les quatre coefficien ts de A^, B^ C^, D^- de S, liés par la relation
(200) A/ .D/:—B/:C/-==î;

et, de plus, entonnait la valeur
(201) A/-+- D/:==J,

de l ' invariant de la subs t i tu t ion S/:.
Or, soit^j) un lacet fermé, tracé dans le plan x à partir d 'un point

fixe .̂ , et- enveloppant, les points œ ==. o et œ = ̂ -; la substitution cSy
subie le long de -t\, par le système fondamental ( Y ^ , Y^) (n0 55) aura
pour invar iant
Ooa) ^ A/A^+i 4-D/A^i ==:,!(,.

De même, au lacet .Çj enveloppant x •==. i et x == t / correspond une
substitution $^ d ' invariant
(2o3) A,A/<.+.2+B,C/,4-2.+C,+-.D/-D^2==Ji.

Réciproquement, si J, Jo et J^ sont donnés, on voit aussitôt que les
équations (200), (201), (202), (2o3) déterminent (1) un seul sys-
tème de constantes A^ D^,: et deux systèmes de constantes B^ G;; il y a
donc deux groupes cf^ qui admettent les 3n paramètres de ç,,_t et pos-
sèdent en outre trois invariants donnés, J, J o ? <L*

('l) Sauf si l'oii avait Kn-t-i ===fc ï ; mais alors .y == o ne serait plus q ̂ apparemment
singulier (note (2 ) de la page '290), et l'on n'aurait afïaire qu î un groupe ^n-i'
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Or la connaissance de J entraîne, comme nous l'avons dit , celle
de Vû^1); voyons maintenant quel parti, on peut, tirer de la donnée
de Jo et J^ .

Supposons que l'on connaisse l'intégrale [s| de (^, G//) répondant
au problème; dans le voisinage de t^==o cette intégrale est sûrement
représenîable par caractéristiques (en vertu du théorème fondamental
de la troisième Partie). On pourra donc faire tendre. ^ vers zéro sur un
chemin e, et cela à partir d 'une position ini t ia le intér ieure à ^ de
telle manière, par exemple, que le chemin a' décrit par Log^ ne soit
pas parallèle à une médiane de première espèce. Pendant l 'opération
les paramètres de g^ restent constants; d'autre part, sur ̂ , un système
fondamental quelconque (Y^ , Y^) défini à l 'origine XQ du lacet par
des conditions initiales indépendantes de ^- reste, sur -tout le lacet,
continu par rapport à ^-. Or il résulte de l'analyse du n° 54 que,
x variant le long de -^ et ^- ayant une valeur n o n - n u l l e (mais de module
assez petit), le -coefficient jp(^) de y dans l'équation (E/,) sera arbi-
trairement voisin du coefficient de y° dans l 'équation-limite .

^-^ ^=['^+^4-^(^)^---+^(^)^

les û)v(^.) étant des fonctions analytiques bien déterminées de t^ ...,
^15 ^ / + i , . . . ? ^,. Après circulation de x le long de j^, le système fonda-
mental (Y , , Ya) reprendra donc en XQ des valeurs arbitrairement voi-
sines de celles qui sont prises en ^o, dans les mêmes conditions, par
un système fondamental. (Y^ Yî) de (E/^) répondant aux mêmes
données init iales que le premier système. Or l ' invariant de la substi-

*
tu t ion subie par (Y^, Y^) est — 2 ces ^s; celui de la subst i tu t ion FIXE

•*
subie par ( Y i ^ Y ^ ) (i précisément la même valeur. Ainsi s est connu à un
entier pair près; l 'ensemble des secteurs du plan T est ple inement
déterminé et l'on peut fixer le chemin a.

Mais il y a plus : quand T tend vers l ' i n f in i sur un chemin non

( 1 ) La valeur de di dépendra d'un entier arbitraire ( n0 55). Répétons encore
(cf. note ( ' ) de la page '^97) que, dans tout ce qui suit, cet. entier a été fixé une fois
pour toutes.
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parallèle à une méd iane de première espèce^ z^ ...., ^_.i, ^/;.+p . . . ? ' ^ / ?
s, d- s?//^ et z^ tendent, (n° 38) vers des l imites
/ o/V.'» -0 _ ( 1 ,-0 -U 70__ n "9^204 j ^.^ ..., ..̂ _i, s/•+.i, ..., ^/ , , /.u—a, .^4-2 î

qu i sa t i s fon tà un système (^^i,G/^i) aux variables^., . . , . ,^ , ,^^- ,1 , . . . , / / / ,
et aux constantes //,, . . . , d,,,^ ^•,4-,.i7 • • • ? <^//5 •y2. d-,,+-i O-'1'̂  D) : c^est
donc précisément le système (^//_i, G//,^) attaché à l 'équation- (E/,_i),

aux constantes c^ == -1——^ ..., c/,,,, c,,..,, . . . , c^, :̂ —7—\ c,^ \ et D ( ^ ) | :

ainsi , V apparition simultanée de .r dans (E//_|) et dans (^_i, G/^.,i),
résultat, des analyses bien différentes des • n^ 54 et 38, trouve ici son
explication naturelle.

57. Réduction du problème de Hiem.ann à un problème (A), relatif à
la détermination (F/me intégrale d e ' (g,^ G / / ) par des conditions aux
limites. Cela. étant , nous savons résoudre par hypothèse le problème de
R i e m a n n pour le groupe (p/.,,i : nous savons donc construire, en fonc-
t i o n de ^, ...",^.,,p t,,^, ..., i,, loutes les limites (204). Ge n'est pas
tout : comme nous l 'avons vu au n° 415 on peut écrire

V/' „<> f f /.S-0
.. .-„ V^. _ - •̂  , V// ^•-" / / / f/"/..S —. - p/.— --^~ p» h-^ —•-^—^^^^ , , - .

-n -'// ^ / / /

Le poini , (t^ .. .,^..^^,,.,,, . . . ^ / / ) peut être choisi de telie sorte que
. , , y.c.^—Z0

n'y soit pas nul ; d'autre part , ' suivant que le chemin a7 appartient à un
demi-secteur supérieur ou infér ieur (de deuxième espèce), on a
s r== s -— i ou. s "+- i ; on .sait donc calculer p,/ et les p^ d'après (169),
c'est-à-dire, d'après (167), les l imites des U^ quand '^ tend vers zéro
sur €. En définitive, on saurait calculer l'intégrale \z \ résolvant le pro-

( 1 ) On en tend par là que D a la même va îe i i r . pour (\î.n ) et pour f E ^ . - . i ) ; a ins i ,
d'après ( '21), si c7 est te coefficient de r : x ( x — i) dans (E^-i), on aura

^ — 3 , . ' ,
<;/•+- Cn^ === —-— •+• c .

4
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blême de Riernann pour ((pj si Von connaissait la tiédeur ̂ ^ à adopter
pour z,^ au point t°. dans les approximations successives du n° 29. Nous
fixerons une fois pour toutes ^ et nous dirons que toutes les intégrales
qui, répondent aux mêmes conditions-limites relatives à l'origine,
tandis que z0^^ prend une valeur variable, constituent an faisceau \ z |.

Tout le problême consiste donc à déterminer ^^ de telle î^aniére que
l'invariant î^ correspondant au lacet j^j ait une valeur donnée [pro-
blème (A)]. Or, d'après les résultats du n° 53 (transposés pour la sin-
gularité x = i), tout revient à déterminer 5°^, de manière que, t, ten-
dant vers î le long d 'un chemin T [qui, au voisinage de i, est le trans-
formé d'un rayon, intérieur d'un secteur de première espèce ( 1 ) ]?
{li—i)y/. — c'est-à-dire a, -— tende vers

s'- — î ,^ ===̂  — 1 — -„ ̂ . — c^q avec — 2 cosTr.s'i ==,?,;
4

l 'équation même que l'on vient d'écrire montre que ̂  sera défini à un
nombre pair près : les médianes de première espèce du point x == î
seront donc connues et par suite le chemin T décrit par t^ sera par-
faitement défini.

Nous diviserons en trois parties la solut ion du problème précédent :
nous commencerons par montrer comment on peut déterminer z^^ de
manière qu'en un po in t ^, situé dans le voisinage de x- = o, a/ prenne
la valeur a; nous établ i rons ensui te que, l; s'éloignant de a?==o
vers x = î le long de F, la valeur ̂ , (^,) qu'il faut adopter pour que
l'on ait a,(^) =.=a reste toujours bien déterminée; nous verrons enfin
que t, tendant vers i , s^i (^) possède une limite bien déterminée
qui constitue la so lu t ion cherchée.

58. Résolution du problème (A.) pour ^ voisin de zéro. Les deux
groupes (^. — Or, pour \t,\ suffisamment petit, la solution du pro-
blème (A) est une conséquence des résultats du n° 47. En effet, consi-
dérons une intégrale quelconque [ s j du faisceau \z\; on a vu au n° 54

( !) On supposera en outre que le chemin F ne passe par aucun point singulier t/i.
Ici et plus loin (n° 60), on entend par rayon intérieur cFun secteur de première
espèce tout secteur qui fait avec les frontières un angie ^T).
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qu'au voisinage de ^ == o et sur une médiane de deuxième espèce (par
exemple)-2a, est très voisin de -— 2(Z^A^ 4- A/^,), c'est-à-dire de

ti ÔZn-^.{ .^/î-n Q
— .——-̂  _^_ _,——— -t- o.
^ àti ^

Mais la méthode employée pour l 'équation VI et qui nous a permis
d'énoncer les résultats du n° 47 nous assure également que l 'équa-
tion a/ = a admet pa ra l l è lement à la médiane de deuxième espèce une
double infinità (1) de racines t^ t^Çy^ ^ = ï , 2, ...); d'ailleurs, si
l'on a asymptotiquement ^//+i'^ at\ 4- bç' + c, ces racines se rap-
prochent indéf in iment des deux séries de racines de Féquation

(.o5) So-^^-fi--1^-^^. .
ff<,14-&^,•-ï''-^-2-"5X.4-t>

Rappelons encore que d'après le n" 29 la valeur asymptotique z,,^ „ de r-,,
a pour expression
, „, A'+A." / , . ///-+/t"\ , / , /, \
( . 06 ) . -^_^^,-_^ch^Log^^

+ \/(^-~h'){s^T-^/t7') sh (s Log %} ;
\ " t j

or, pour rinslant, la valeur ^^^ est arbi t ra i re ; on voit donc que les
coefficients a et b de (2o5) peuvent toujours être supposés différents
de %éro; de plus, en remplaçant au besoin le secteur de deuxième
espèce qu i contient le chemw 3' par un secteur adjacent, on peut
toujours supposer So — .y ± i 7^ a : ainsi , les deux séries de racines ̂ , C
existeront certainement.

Ceci posé, désignons par ^ la valeur qu'on vient d'attribuer à s°^^
et faisons varier s°^, par cont inui té à partir de Ç de manière que l'équa-
tion a /= a présente une racine qui parte de t^ ont'!, et décrive un
chemin T tendant vers le point x = i ; au début tout au moins, z^ ̂  sera
une fonct ion holornorphe bien déterminée de la variable ^; nous allons

i ' , !

( l ') Si & est réel, nous ne sommes plus sûrs de l'existence d^une double infinité de
racines dans ta région (H); mais nous avons vu que ce ca's est un cas-limite de celui

ou s est complexe (n°i-8); (3R) contiendra au moins deux séries (finies de racines) et
cela nous suffît.
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voir que le choix de la série (t1 ou t " ) à laquelle appartient la valeur
initiale de t, n^ est pas indifférent ( { ) : suivant, qu'on choisit une série
ou l'autre, ^,(^-) aura deux valeur.^ en général bien distinctes...

En effet, dans -l'expression. (206), faisons
-o ' ^ „ ̂ 4-A' h^h' ^-+-i

2 2.3'

d'après (2o5) et-(2o6y l 'équation a,- = a sera asymptotiquement équi-
valente aux deux suivantes :

w^Y—/ ^Y-^.^p)—, ^j-,^
"où T^ ^ ne dépendent que de h1\ h'\ .̂, Sy, a, c'est-à-dire, de d,, cl^,
s,z^ et a. Si l'on fait varier t, depuis un point ^, soit ^(correspondant
à T') jusqu'à un point ^ === € (correspondant à T"), & variera depuis
^^T^-.^y jusqu'à ^(^ : ^ o . y ^ T / / ( r : ^ y = = = & o . Ces résultats,
valables en première approximation, restent exacts pour les intégrales
de (G/,) à une erreur relative près de Perdre de ^ (ou de r^; n0 30,
ad fin ̂  : cela suffît pour qu'on puisse affirmer que //- allant de f à f
rinlégrale \ ;?] ne coïncide pas à la fin avec Vintégrale initiaie.

Pour montrer que la coïncidence a l ieu au contraire quand t, va
de i à l 'un quelconque des points de la même série, imaginons qu'on
déplace t, depuis l 'un quelconque des points /' ^arbitrairement voisin
de zéro) jusqu'au point / consécutif; le ra isonnement de tout à l'heure
montre que, si 5°^ ne revient pas à sa valeur init iale t, il doit pénétrer
dans un cercle dont le centre est Ce t dontJe rayon est de l'ordre de
grandeur de £7. Ce. cercle contient donc un point d''accumulation des
points précédents^ mais alors on pourrait trouver deux tels points arbi-
trairement voisins, soient s^ et z^^ tels que pour les intégrales du
faisceau | s | définies par les conditions initiales (^\ •S,L.() et (^0, ^,2^, )
•les équations <x,.(^) == a présenteraient les mêmes fîles de zéros, t, == t^y
ce qui est absurde.

En définitive, si l'on fait varier l 'intégrale dans -s | de manière que
l'équation a,(^.) = a soit vérifiée en un point t, variable par continuité

( 1 ) On peut toujours supposer que le chemin F contient un point t' au moins et un
point t" au moins.
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sur'la sphère à partir de ^surF, la valeur prise au point fixe ^° par^,0.^
variera par continuité sur la sphère complexe 2 pour \t, \ assez petit;
elle restera la même si l'on remplace le point de départe par un point
quelconque de la même série; elle changera en général si l'on rem-

" place le point de départ par un point de la seconde série (1) : si donc
nous parvenons à prouver l'existence d'une limite pour z^^ lorsque t,
tend vers i, le problème (A) aura deux solutions distinctes.

Mais ceci pouvait être prévu^ carnous savonsqii il existe deux groupes Q,,
admettant pour paramètres ceux de (j^_i et les trois invariants ,T(^ J^ J^ ;
si l'on se borne à résoudre le problème de Riemann pour l'un des
groupes, il ne faudra retenir que l'une des valeurs-limites obtenues
pour s^ en .t, == î ; nous nous bornerons donc à l 'étude de l 'une seule-
des fonctions s°,..^(^).

59. Résolution du problème (A) pour t^ quelconque. — Nous montre-
rons d'abord que lorsque ^ tend vers un point quelconque du chemin Y,
le point ^°^, tend vers une position limite bien déterminée. Supposons, en
effet, que le théorème soit inexact 5 on pourra marquer sur F un arc
ouvert 09 tel qu'en tout point de 09 ^,n(^) tende vers une l i m i t e
bien déterminée, le même fait cessant d'être exact soit en 0, soit au
delà de Q : je dis que cette hypothèse est absurde.

Effectivement la fonction a(^,, -s"^, ) est méromorphe en t, pour tout
point de T (^ = o et ^ == i exclus) ; d'après un théorème de M. Pain-
levé (2) a(^., -s,°+i) est aussi méromorphe en ^p sauf peut-être pour
les valeurs z^ = o et z^^ = co. Sur la sphère complexe S représenta-
tive de s°^, entourons ces deux points de cercles yo ^ y^ de rayon p
très petit, et soitS/ la partie restante de la sphère.Soit alors X un petit
arc de F, comprenante ==6 à son intérieur (au sens strict); pour chaque
point t, de À ^C^^-n) possédera dans S' un nombre fini de pôles
qui se déplaceront dans des aires œ arbitrairement petites si À a été pris
assez petit : ces aires seront donc extérieures les unes aux autres et
intérieures à 2/. Sur la portion S/' de 2/ extérieure aux œ, marquons
encore les points (en nombre fini) qui annulent -r^— pour une. valeur

1 1 1 1 1 ' . ^^n+l

( 1 ) Voir la note de la page 3o3.
("2) Voir la note ( 3 ) (i*i la page 'i 6 '2,
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déterminée de t,; quand t, décrira X, ces points resteront dans des
aires o/ infiniment petites que nous exclurons encore de 27. Soit S^
l'aire restante ; /, appartenant à À et <^ à S", a, (^:<^) sera une fonc-

tion holomorphe des deux variables ̂ ,et<^ et l'on aura -j^— ^m>o.
ozn+^

Ceci posé, faisons tendre t, vers 9 le long de Farc 06 de T; ou
bien z0^ sortira de ̂  pour ne plus y rentrer, et cela si petite que soit
la région complémentaire de ̂  par rapport a 2 (c'est-à-dire si petits
que soient p et le diamètre de 'X) : dans ce cas, -s,0,,, tendra vers une
limite bien déterminée et le théorème sera démontré pour^-== 9; ou
bien il n'en sera rien. Donnons alors à ^-, ^^ un système de valeurs
quelconques, ' £ , z, appartenant respectivement à À et 27; a;(^,, z^)
prendra une valeur a et d'après le théorème des fonctions impli-
cites i l existera une branche de fonction .s^(^) telle que l'équa-
tion a;(^., z0^) == a admette une solution identique à la branche pré-
cédente et se réduisant à z pour t, ===. î, cette solution étant d'ailleurs
holomorphe pour [ ^ .— t \<^^'

Or, lorsque t et z varient de toutes les manières possibles dans'ieurs
domaines respectifs, un raisonnement bien connu (par exemple, l'ap-
plication du lemme de Borel-Lebesgue) montre que T](^) présentera
un m i n i m u m non nul ï]o. Prenons alors pour t, un point t1 de 09 à une
distance de 9 inférieure ày]o; soit• z ' la valeur correspondante prise en ce
point par notre fonction z^^Çt,)-, il suffît de remplacer t par t ' y Z par z '
et a par a pour constater que ̂ °^(^) estholomorphe sur F pour t, ===6.

C . Q . F . D .
D'ailleurs, dans le cas où la l imite de z^^ en 9 serait o ou ce, ou

encore un pôle de a, ou an zéro de ——•> il suffirait de déformer arbî-
oz!^+^

trairement peu T dans le voisinage de 9 pour faire cesser la particula-
rité précédente.

60. Résolution du problème (A) pour £, == i. — II ne nous reste plus
qu'à établir que, t, tendant vers t , ^i(^) îend vers une limite bien
déterminée.

Or, quand on fait varier z^^ d'une manière quelconque sur la sphère
complexe 2, toute intégrale [z\ du faisceau z\ peut être représentée

Ànn. Éc. Norrn^ (3), XJLllï. — OCTOBRE 1926. 3()
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dans le voisinage du point ^ = ï par. des caractéristiques convenable-
ment choisies. En particulier, soit A un rayon parallèle à une médiane
de première, espèce (pour le point singulier 4. == ï et pour l'inté-
grale [^]);. lorsque [s] variera .dans \.z[ assujettissions le secteur
auquel appartient A à rester dans la région (Ri) ( 4 ) :

| cosargLog(i — ^•) ^n>o.

A. l 'infini sur A, a,(^,) tendra vers une limite finie a° (n° 53), variable
avec z0^ ; mais si z°^ décrit toute la sphère complexe £ et que A reste
assujetti à la condition précédente, on voit aisément (2) que [a? | res-
tera uniformément borné et qu'à chaque nombre positif arbitraire-
ment petit s, on pourra associer un nombre positif A tel que pour
toute intégrale du faisceau, et sur tout rayon A intérieur (;i) à un sec-
teur première espèce de (Ri) on ait [avec a =a,(^)]

(207) l a — a f j <£,
àoc

àocï <Ê pour — e R . [ L o § ( i — ^ ) ] ^ A .

Or nous avons vu aux n08 58 et 59 que dans le faisceau \z on peut
encore définir une intégrale quelconque au moyen de la valeur a prise
para,, en t, sur F; mais, s i [ ^ — i | est assez petit, a est une fonction
de a? vérifiant les conditions (207); si \t,,—ï| est pris assez petit, il
existera donc sûrement une intégrale du faisceau (et une seule) pour
laquelle la valeur-limite de a, à l'infini sur A sera un nombre fini arbi-
trairement donné a; ce sera l'intégrale qui résoudra le problème de
Biemann pour (^; elle constituera d'ailleurs, d'après (207), la limite,
pour ^ tendant vers ï , de l'intégrale définie par a,(^-) = a.

Ainsi, sous réserve des restrictions faites plus haut [n° 55, note (< ) ,

( l ) Pour certaines valeurs de ^,°4./i cette condition pourra obliger à remplacer un
secteur par un secteur adjacent; mais ces discontinuités ne présentent aucun incon-
vénient pour le problème actuel.

(â) Par exemple, en appliquant le lemme de Borel-Lebesgue. D^ailleurs, afin de
pouvoir appliquer ce lemme, il faut être sûr de pouvoir écrire des inégalités de la
forme (207) pour une intégrale déterminée de | z |. Or la première est une consé-
quence immédiate de la théorie des caractéristiques de première espèce; la seconde
s'établit comme pour VI ([VI], n08 23 et 36). '

( 3 )^ r <?^ : r lanoted ,e l ,apage3oï .
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p. 297 ; n° 56, note (^, p. 299;n°57, p.3oi] à propos de ladétermination•*
de ^, S y s^ par J, Jo, i^ on peut dire que la solution du problème de
Riemann est unique une fois qu'on s est donné le chemin F. D'ailleurs,
pour deux chemins T qui peuvent se réduire F un à l'aube par une défor-
mation continuerons rencontrer les points singuliers, les solutions obtenues
ne sauraient être différentes (1). Ainsi donc, sous réserve des restric-
tions précédentes, la solution du problème de Riemann est unique, ce
qui concorde bien avec le Fundamentallemma de M. Schlesinger (2).
Ajoutons enf in que l'équation linéaire (E,,) correspondant à cette solu-
tion sera toujours bien déterminée sauf pour les valeurs particulières
des î, qui rendent infinis les coefficients a, ou [3y.

Il résulte enfin de notre méthode même de résolution que deux
équations (E î) admettant le même groupe c^_i mais différant Vune de

*
l'autre par la valeur du coefficient (s2 — i) : 4 de x~2 peuvent être consi-
dérées comme provenant (f une même équation (E^) par deux passages
à la limite différents; chaque fois le point singulier x = ^ [qui appar-
tient à (E^) mais non à (E^)],tend vers le poi^nt x == o, mais dans les
deux cas suivant des chemins différents : suivant deux spirales
logarithmiques transformées par T == Log^ de deux rayons intérieurs
au sens strict à deux secteurs de deuxième espèce différents du
p lanT( 3 ) .

( 1 ) On le voit par îa méthode de,décomposition en régions successives appliquée
a Paire comprise entre les deux chemins; on appliquera au point critique hypothé-
tique défini par ]a décomposition les résultats du n0 59. En, reprenant les considéra-
tions des n08 55 et 56, on verrait que si les deux chemins F, qui doivent donner à a;
en ti = o et ^== i les deux valeurs-limites que nous avons déduites de Jo et Ji, com-
prennent entre eux un point t/c, les deux groupes ^n qui leur correspondraient ne
seraient pas identiques (on suppose, bien entendu, que pour définir les substitutions
des groupes on a tracé dans les plans Xy chaque fois, le même système découpures.

(2) Vorlesun^en..., p. â34.
(3) Les développements donnés à propos de VIo ([VI], n0 37, p. 343-348) per-

mettent de résoudre en termes finis de la manière la plus simple le problème de
Riemann pour l'équation du second ordre, à quatre points singuliers logarithmiques
(les racines des équations fondamentales déterminantes sont égales entre elles pour
chaque équation).


