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SOLUTION DU PROBLEME DE RIEMANN

POUR

LES SYSTEMES DlFFEEiENTIELS LINEAIRES DU SECOND. ORDRE

Par M. Renxt GARNIER

INTRODUCTION.

1. Le 6 novembre 1856, Riemann présentait & la Société royale de
Geettingen son Mémoire, classique aujourd’hui, sur les fonctions
représentables par la série hypergéométrique; si l'objet en est
quelque peu spécial, on doit observer quc dés cette époque il
s'était posé le probleme dans toute sa généralité. Une de ses
Notes ('), datée du 20 février 1857, et publiée seulement dans ses
OEuvres, est consacrée a la question suivante : définir analytiquement
tous les systémes de n fonctions y,, ..., y,, holomorphes surla sphére
sauf aux points critiques x = a, ..., g; en ces points elles ne peuvent
étre « infinies d’ordre infini » et leurs branches y subissent des sub-
stitutions linéaires données. Riemann ramene le probléme a la con-
struction d’un seul systéme de fonctions, c’est-d-dire 2 la formation
d’une équation différentielle qui ‘doit étre vérifiée par ce systéme;
mais, sur ce dernier point, ses résultats se bornenta une énumération
de constantes. Et pourtant Riemann avait entrevu I'intérét qui s’at-
tache & 1’étude des y;, considérées comme fonctions de la variable =
et des points singuliers a, ..., g; et il s’était demandé par exemple
s'il est toujours possible « die Functionen mit @ so zu éindern, dass
simtliche Substitutionen constant bleiben ». C’était la tout un pro-
gramme de recherches.

(1) Werke, erste Autlage, Leipzig, 1876, p. 357.
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Cependant, malgré son intérét intrinséque, malgré l’importance
de ses applications & I'Analyse et 4 la Géométrie, la question ne
devait étre reprise que bien plus tard : & partir de 1898, M. L. Schle-
singer (') consacre toute une suite de travaux a la construction
d’une équation ou d’un systeme différentiel linéaire admettant un
groupe de monodromie donné ¢; c’est ce qu’il appelle « le pro-
bléme de Riemann » pour le groupe ¢. A l'équation linéaire il
substitue d’ailleurs un systéme « canonique » 8, dont les coefficients
nont que des poles du premier ordré, a, ..., g; d’aprés un théoréme
de II. Poincaré, les coefticients des substitutions de ¢ sont des fonc-
tions enticres des résidus correSpondant aa,...,g; M. Schlesinger
cherche & étayer la démonstration d’un théoréme d’existence sur I'in-
version de ce systéme de fonctions enticres, et cela, au moyen de la
méthode de continuité de Klein et Poincaré. Nous n’avons pas i rap-
peler ici les discussions que soulevérent les recherches de M. Schle-
singer; retenons seulement qu’a la méme époque (*) il obtenait un
résultat des plus remarquables : si on laisse fixe le groupe ¢, les
résidus des coefficients de s sont des fonctions des points singuliers
qui satisfont 2 un systéme différentiel trés simple (*) (A); et du
théoreme d’existence relatif au probléme de Riemann, M. Schlesinger
inférait que les seules singularités mobiles des intégrales de (A) se
réduisent a des poles.

Or, 4 la méme époque, M. D. Hilbert (*) appliquait la méthode des
équations intégrales & la solution du probléme de Riemann pour les
équations du second ordre; son analyse fut reprise el développée pour
les systemes d’ordre quelconque par M. Plemelj (*); elle fut ensuite

(L) C. R, Ae. Sc., . 126, 1898, p. 723 Journal fir reine und angew. Math.,
t. 123, 1901, p. 138. (L'introduction, en téte de ce Mémoire, contient diverses indica—
tions sur les travaux de Riemann et de Fuchs.) — On trouvera d’autres références
bibliographiques sur les travaux de M. Schlesinger dans ses Vorlesungen iiber
lineare Differentialgleichungen, Leipzig et Berlin, 1908, p. 7.

(2) En 1905, Journ. fiir r. und angew. Math., t. 129, p. 292.

(3) Voir plus loin ce systéme au n° 8, p. 188. [Le systéme est désigné par (A,,).]

(*) Lecons orales du semestre d’hiver 1gor-igo2 & I’Université de Gittingen;
Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Differentialgleichungen,
Leipzig et Berlin, 1912, p. 102.

(%) Monatshefte fiir Math. und Phys., t. 19, 1908, p. 211.
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simplifiée de la maniére la plus brillante par M. G. D. Birkhof (*).
La méthode (*) est particuliérement adaptée au caleul pratique de la
solution; mais, & un autre point de vue, on doit remarquer que les
fonctions non analytiques qui interviennent au début des approxima-
tions n’ont avec le probléme lui-méme que des relations lointaines.
La méthode par laquelle je résous le probleme de Riemann est
entierement distincte des précédentes; d’ailleurs, quoique le Mémoire
actuel se limite aux systémes linéaires du second ordre, la méthode
s’applique aux systemes d’ordre quelconque; elle repose essentiellement
sur ['étude des solutions du systeme (V) (A) de M. Schlesinger autour de
leurs singularités essenticlles ; cette derniere étude constitue donc avec
la solution du probleme de Riemann Vobjet propre du Mémoire.
Précisons d’ailleurs immédiatement les conditions que doit remplir
I’é¢tude de ces singularités : pour attaquer le probléme par cette
voie, il ne suffirait pas de connaitre des développements représentant
certaines intégrales; il faut encore avoir la certitude que vourr intégrale
peut ére représentée par les développements obtenus. 4
Jindiquerai briévement les résualtats principaux et la disposition
générale du Mémoire. '

2. La premiére Partie est consacrée a la formation d’un systeme
dont je substitue I'étude & celle du systeme différentiel (A) de
M. Schlesinger. Quelques précisions sont ici nécessaires. Soient

-‘Z":lh st an tn—i—l(:"':wo‘)v lll+—2(.E')7 ,n—(»-.‘i(w_——'w)

les points singuliers du systeme linéaire s; le groupe de mono-
dromie ¢ étant actuellement du second ordre, le systeme (A) est
ordre 4n + 8; il admet d’ailleurs 2n —+ 7 intégrales premieres algé-
briques (I) et un groupe continu %' de transformations; on prévoit
donc que son ordre pourra étre abaissé & 2r. Mais, parmi les inté-
grales (1), n —+ 3 sont du type quadratique : a priori, il r’est donc nul-

(1) Proceed. of the Amer. Acad., t. 49. 1913-1914. Boston, 1914, p. 521.

(2) Cette méthode ramene le probléme & un autre dont Porigine remonte aussi a
Riemann : construire deux matrices de fonctions définies 'une intéricurement, l'autre
extérieurement 4 une courbe fermée continue et liées sur cette courbe par des rela-

_tions linéaires données, a coefficients susceptibles de discontinuités. '

(*) Ou pluatét d’un systéme analogue (Gp); ¢f- n° 2, p, 180,
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lement évident que la formation effective d’un sysiéme résolvant (A')
d’ordre 2n sott pratiquement possible.

Or, au lieu du systéme Iinéaire s, envisageons I’équation équiva-
lente du second ordre, E,; elle possédera n + 3 points singuliers
effectifs, et, en outre, n points apparemment singuliers, A,, ..., A,;
pour que son groupe soit indépendant des ¢, il faut que A,, ..., %,
envisagés comme fonctions des ¢; satisfassent & un systéme différentiel
d’ordre 2n seulement : c’est le systéme (/,, F,) que j’ai formé dans
ma Thése (') par une voie qui d’ailleurs est completement indépen-
dante de celle que M. Schlesinger a suivie pour former le systéme (A).

Toutefois, ’étude directe de (f,, F,) aurait présenté actuellement
de graves difficultés : comme je I'ai montré, ce re sont pas les A; mais
leurs combinaisons syméiriques qui ont leurs points critiques fixes :
I'étude locale d’une singularité fixe aurait donc été compliquée par
I'accumulation des points critiques qui permutent entre eux les 2;; et
d’autre part les fonctions symétriques élémentaires des A; ne paraissent
satisfaire & aucun systéme différentiel simple. J’ai pourtant réussi a
montrer que les combinaisons symétriques

n n-+2

sp= L‘b(”} | (=) EII (x—12,); o(x) EII(.'v—tA.); k=1, ...,n+2}{,
k=1

combinaisons liées par les équations (d’un usage constant dans ce
Mémoire)

n-+2 HneA-2
S‘Z/:O, EtszZI
k=1 k=1

satisfont au systeme trés simple que voici (*) :

2z, N 1 03 03,
-—-—-‘)/ frnnd s + — _l_ ____/1
at; b—1t;  3; dt; 0

n-2

(G)

be— b [ 051 \? 22—z
[avec Np= £ ‘(g_‘) +dt r— a; LJ
B 4 2zk(£k—'l,‘)

(') Ann. Sc. Ec. Norm. Sup., 3° série, t. 29:, 1912, p. 73-86.
(%) Les constantes d;, D figurent déja dans I’équation linéaire (E,).

®
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et .
Js dzp
(ga)  mall— ) g wle— 1) 2+ 3l ”o,,

On verra que ce systéme peul étre oblenu soit @ partir du systéme (A),
soit a partir de (f,. F,); du méme ordre différentiel que le second, il
participe & la simplicité de forme du premier; il relie, de la maniére
la plus naturelle, les deux systemes I'un a I'autre et il peut étre pris
pour la résolvante (A") de (A). Ses intégrales s; auront leurs points
critiques fixes; ce sont ces fonctions dont ] dnd]ybe les singularités
dans ce Mémoire.

Cette étude, je I’avais déjh entreprise dans un cas particulier : pour
I’équation (VI) de M. Painlevé ('), qui n’est autre que (F,); mais le
procédé qui m’a permis d’éludier (g,, (,) est entierement nouveaw : afin
de bien marquer cette différence, j’ai pris pour régle générale de ren-
voyer au Mémoire précédent pour toute démonstration procédant
directement d’'une démonstration analogue de ce dernier Mémoire.

3. Résumons rapidement les résultats obtenus dans I'étude des
singularités essentielles (qui sont toutes de méme nature). Faisons
tendre ¢; vers o, les autres points singuliers restant fixes, et considérons
la région
3w

- — (n = nombre positif arbitrairement pelit)

A

(R) — > +nZargT

du plan T =Log(¢; : ¢}). On peut former par approximations succes-
sives des développements qui représentent les z; le long des rayons A
issus de l'origine O et appartenant & la région (R). Comme pour VI,
ces développements sont de deux espéces; pour ceux de premiére
espece, il existe un nombre réel w(oSw < 1), variable avec A, tel que
quand T décrit A, [z]'-“| =] reste borné inférieurement; pour ceux
de deuxiéme espéce, |¢;|~®|z,| est borné supérieurement. Mais les
approximations actuelles n’ont aucun rapport avec celles de V1 : pour la
premiére espéce, la variable indépendante participe aux approxima-
tions; elle est développée en fonction d’un paramétre auxiliaire; ce

(1) Ann. Sc. Ec. Norm. Sup., 3° série, t. 34, 1917, p. 239-353. Désormais, ce
Mémoire sera désigné par la notation [ VI].
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méme paramétre sert aussi a I'étude des cas exceptionnels qui sont
plus nombreux que pour VI. Pour la construction des caractéristiques
de deuxi¢me espéce il m’a fallu introduire des fonctions auxiliaires,
gui n'existent que pour n>>1. La discussion des divers cas possibles
(de premitre et de deuxiéme espece) est longue et minutieuse; elle
fait apparaitre aussi des circonstances qui ne se produisent pas pour
"équation (VI). Ajoutons enfin qu'entre les caractéristiques des deuw
espéces, les similitudes de propriétes sont moins fréquentes pour n > 1
que pour n=1; ainsi, il existe 2" intégrales holomorphes de pre-
miére espeéce; il y a, au contraire, deux séries =*"~* d’intégrales holo-
morphes de deuxiéme espéce.

4. Les démonstrations de convergence une fois achevées, 'exemple
de I’équation (VI) laisse prévoir la possibilité de représenter une inté-
grale dans toute la région (R) dés qu’on saura trouver une caractéris-
tique qui la représente sur un rayon quelconque de (R); mais un
probleme fondamental se pose aussitot :

Etant donnés une intégrale gueLconque de (G,) et un rayon de (R),
existe-t-tl une caractéristique qui représente l'intégrale sur ce rayon?

La réponse, qui est affirmative, fait I'objet de la troisiéme partie.
La premiére méthode que j'avais employée pour résoudre le probléme
actuel était une extension de celle qui m’a servi dans le méme bul
pour I’équation (VI); mais, depuis, j’ai obtenu une démonstration bien
plus simple. Cette démonstration est fondée sur la méthode de recur-
rence dont M. Emile Picard (') a déja montré Defficacité dans des
problémes analogues : pour (G,) (équation VI), la propriété est
établie; admelttons qu’elle ait été démontrée pour (G,_,) et montrons
qu’elle est vraie encore pour (G,).

A cet effet, considérons une intégrale | z] de (G,), définie au point
¢). ..., 1, par des conditions initiales quelconques; tout revient a
montrer qu’on peut faire tendre ¢; vers o de manié¢re que certaines
fonctionsauxiliaires, Ry, S, UrouVy, tendent vers des limites bien déter-
minées. Or considérons|z]| comme fonction d’un autre parametre, soit(,,:

(1) Traité d’Analyse, t. 2, af édition, Paris, 1905, Chap. XVI, n* 4, 8, 24,
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faisons tendre ¢, vers 1; (G,) tendra vers un systéme (G,_,) (conte-
nant une constante arbitraire et suivi d’une quadrature). La proposi-
tion étant admise pour (G,_, ), un théoréme classique de H. Poincaré
montre que pour |, — 1| assez petit, les fonctions auxiliaires tendent
vers des limites quand ¢; tend vers o; reste & établir que le fait subsiste
lorsque ty, tend vers t,. Mais admettons que sur le chemin suivi par z,, il
v ait un point d’arrét ¢, ; les limites de nos fonctions auxiliaires consi-
dérées comme fonctions de z, satisfont 2 un systeme (G,—, ) et 2 une
équation de Riceati; ¢, tendant vers ¢, ces limites sont méromorphes;
on montre d’ailleurs qu’elles ne peuvent avoir de poles; des lors, elles
restent bornées quand 7, tend vers ¢, et le raisonnement s’achéve

aisément.

5. Ce point fondamental établi, on peut ¢tudier en toute sécurité
allure de P'intégrale générale dans la région (R): c¢’est I'objet de la
(quatrieme Partie. (R) peut étre divisée en secteurs, et cela, de deux
manicres différentes ; les secteurs (8'), (8”) des deux décompositions
empittent mutuellement, les médianes des uns servant de frontieres
aux autres. L’intérieur (') d’un secteur (S") [(8”)] de premiere
(deuxi¢me) espéce constitue la région de convergence d’une famille de
caractéristiques demémenom; a l'intérieur de (S”) les 3, (£ =1, n +1)
tendent, pour T = », vers une méme limite bien déterminee ; paralléle-
ment a la frontiére commune de deux secteurs les z, sont indéiermineés ;
Uéquation =, = C posséde deux suites infinies de racines, qui tendent a
se succéder périodiquement dans la direction de cette frontiere com-
mune ; il n’y a d’exception que si C. coincide avec 'une des deuz valeurs
asymptotiques limitrophes. Ainsi le domaine d’indétermination de z, au
point ¢;,= o comprend tout le plan; conformément a la terminologie-
introduite par M. Painlevé, il est donc préférable de qualifier cette
singularité d’essentielle (*). A Uintérieur de (S”), 5 est asymptote a
ane expression de la forme a¢] + B4+ v, exposant s augmentant de
deux unités lorsqu’on passe d'un secteur au contigu; les fonctions auxi-
liaires Ry, S, Uy, V, jouissent de propriétés analogues i celles de z,, et

(1) C'est-a-dire 'ensemble des rayons de (8') ou (8") faisant avec les frontiéres des
angles supérieurs & un nombre positif arbitrairement petit 7.
(2) Au lieu de transcendante, terme employé pour VI.
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chaque fois, on peut vérifier sur ces fonctions les théorémes établis
par M. Montel et d’autres auteurs.

Ces résultats doivent étre modifiés dans les cas exceptionnels, ou,
encore, lorsque 'exposant s a une valeur réelle, s, (0=s,<1). Quand s
tend vers une valeur réelle, (R) finit par ne plus constituer qu'un seul
secteur (de premiére ou de deuxieéme espéce); a U'intérieur de (R) les
fonctions z,, z;, ... admettent toutes des valeurs asymptotiques, finies
ou non : les zones d’indétermination sont sorties de (R); au lieu d’une
singularité essentielle, on n’a plus qu'une singualarité transcendante
(ou algébrique, si s est rationnel et o). Une dégénérescence
analogue se rencontre, au moins partiellement, dans les cas excep-
tionnels.

La théorie précédente m’a permis de caractériser, de la maniére la
plus simple, lallure des intégrales Al, du systeme (A) de M. Schle-
singer : le long de tout rayon intérieur (au sens strict) a un secteur de
deuxiéme espéce, les AL, (k=£ 1, n + 1) admettent une valeur asympto-
tique (constante dans le secteur), et les A,,, A" deviennent infinis
comme z;. Parallélement aux frontiéres du secteur, les A{f,, et les l‘-A(,,,,
;AL sont indétermines, les équations A{;., = (, par exemple, admettant
une double série de racines (sauf si C est I'une des deux valeurs
asymptotiques adjacentes).

Lorsque les paramétresd,, D(k =1, ..., n + 2) qui entrent dans (G,)
satisfont & une certaine relation, (G,) admet comme solutions particu-
lieres des quotients de fonctions hypergéométriques d’ordre supérieur;
I’étude directe du point singulier est alors facile et concorde pleine-
ment avec les résultats précédents (cas exceptionnels) ().

(1) Le cas de n =1 comporte en outre une vérification remarquable : dans son
Mémoire couronné sur les fonctions algébriques de deux variables indépendantes
(Journ. de Math. pures et appl., 4¢ série, t. B, 1889, p. 298-300). M. Emile Picard a
formé une équation (soit VIy) qui est un cas particulier de VI; on I'obtiendrait
actuellement en faisant n =1, dy=0 = dy= ds;= D. L’intégrale de VI, est de la
forme @(Ajwi-+Aywy; ¢), ot o(u, ¢) est une fonction elliptique de w, admettant o
et wy pour périodes, et £ pour module. La décomposition de (R) en secteurs se rat-
- tache alors & la décomposition du plan « en bandes de parallélogrammes de périodes.
Peut-on intégrer par un procédé analogue le systéme (Gy)(n>1) lorsquon a
annulé toutes les canstantes dy, ..., dpis, D? La question parait difficile; il serait

intéressant de pouvoir y répondre alfirmativement.
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Grace au résultat fondamental de la troisiéme Partie, les proposi-
tions obtenues sur la singularité z; = o acquiérent une grande impor-
tance : elles s’appliquent a toutes les intégrales d’une classe de systémes
duférentiels (G,), d ordre arbitrairement élevé, et dont le degré de géné-
ralité est le méme que celui des équations linéaires du second ordre, a
coefficicnts rationnels et a singularités régulieres; les intégrales de ces
systémes sont méromorphes partout, sauf en certaines singularités
dont le mécanisme est désormais connu. Il est remarquable que
Uélévation de l'ordre de (G,) ne complique aucunement ce mécanisme :
dans leur ensemble, les résultats établis pour VI [décomposition
de (R) en secteurs, valeurs asymptotiques & 'intérieur des secteurs,
quasi-périodicité et indétermination compléte parallélement aux fron-
tieres | subsistent pour (G,) (*). Ajoutons enfin que les systemes (G,,)
constituent le premier exemple connu d’une classe de systémes, d’ordre
non limité, dont les intégrales sont irréductibles aux fonctions élémen-
taires et dont ['étude des singularités est complétement acheyée.

6. La dernicre Partie de ce Mémoire est consacrée a la résolution
proprement dite du probleme de Riemann; la méthode de récurrence,
dont on a reconnu plus haut I'efficacité, va jouer une fois de plus un
role prépondérant(*).Supposons qu’il s’agisse de former une équation
linéaire du second ordre (E,), de singularités régulieres x =z¢,, ...,
Z4 0, 1,9, admettent un groupe de monodromie donné, g, : ce groupe
dépendra de 3n + 3 paramétres. Supprimons de ¢, la substitution S;
relative au point x = ¢;; nous obtiendrons un groupe ¢,—,, et ¢, pourra
étre défini par les 3n paramétres de ¢,..,, par I'invariant J de S; — qui
détermine & un entier prés I'un des coefficients de (E,) — et par les
invariants J,, J, des substitutions S;S,.,, S;S,,, correspondant aux
lacets enveloppant les points (z;, 0) et (¢, 1). Ceci posé, le probleme de
Riemann pour ¢, revient & choisir la solution [z] d’un certain sys-

(1) Par la, les systémes (Gp) se rapprochent des systémes linéaires réguliers (ou
irréguliers) dont les singularités présentent aussi le méme type, quel que soit ordre
différentiel.

(2) 11 me parait hors de doute que la méthode de récurrence s’imposera dans
d’autres problémes : par exemple, pour étudier Uirréductibilité du systeme (g, G,)
au sens de M. J. Drach. '

Ann. Ec. Norm., (3), XLIL. — Jux 1g26. 24
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ttme (') (G,)a l'aide de laquelle il faudra exprimer les coefficients
de (E,) pour que le groupe de (E,) — qui est déja indépendant
des 2, — coincide avec ¢,. Or, faisons tendre ¢ vers o; (E,) tendra
vers une équation (E,_,) possédant un point singulier de moins et
4 (E,_,) sera associé un certain systéeme (G,_,); mais on montre que
les limites () pour 1;= o des intégrales [z] de (G,), considérées comme
fonctions de t,, ..., ti_y by ..., &, coincident avec ces intégrales
de (G,_,) qui résolvent le probléme de Riemann pour (G,_,) : ces limites
peuvent donc étre considérées comme connues (*). Or elles figurent
parmi les données qui permettent de construire une caractéristique
de [s] par approximations successives; la seule donnée qui ne résulte
pas des considérations précédentes se réduit a la valeur z),, prise par
z,,, en un point ¢ voisin de ¢;= o. En définitive, tout revient a choisir
z,., de maniére que 'invariant de la substitution S,S,,, soit égale a4 J,.

Or, dans le langage des caractéristiques, ceci signifie qu'une cer-
taine fonction rationnelle «;des z, et de leurs dérivées doit tendre vers
une limite donnée « quand ¢ tend vers 1 suivant un chemin déterminé.
Pour trouver s, je montre d’abord, en m’appuyant sur les résultats
de la quatritme Partie, qu'on peut déterminer =,  (#;) de maniére &
satisfaire & [’équation o;=« en un point ¢; suffisamment voisin de
zéro. La ¢hose est possible de deux maniéres différentes : cela tient au
fait que pour une intégrale déterminée [z] I'équation «;= « possede
une double série de racines, et ceci s’accorde de la maniere la plus
remarquable avec I'existence de deux groupes ¢, admettant comme
invariants J, J,, J, et ceux de ¢,_,.

La solution z,, (¢;) une fois acquise dans le voisinage de #;= o, on
montre en s’appuyant sur un théoréme de M. Painlevé et sur le lemme
de Borel-Lebesgue que =z, (¢;) ne saurait devenir indéterminé quand
t; tend vers 1.

Pratiquement, la solution effective du probléme de Riemann par la
méthode précédente n’exige qu'un nombre fini de prolongements
analytiques; tout procédé qui simplifie opération du prolongement

(1) (Gp) peut étre écrit explicitement dés que 'on connait (f,.

(%) L’existence de ces limites est assurée d’aprés la troisiéme Partie, et I'on peut
reconnaitre une fois de plus 'importance de cette partie dans le Mémoire actuel.

(*) La méthode de récurrence ne serait plus applicable 4 un groupe (,; mais c’est
précisément le probléme traité par Riemann.
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simplifie done, au point de vue pratique, la solution précédente.

Signalons encore une conséquence de la méthode. Considérons deux
equations (E,.,) admettant le méme groupe de monodromie mais dif-
férant 'une de I'autre par les racines r’, 7" de I'équation déterminante
relative au point # = 0. On peut les considérer comme provenant
d’une méme équation (E,), possédantun pointsingulier de plus,x =1,
par deux passages a la limite différents; pour U'une et 'autre de ces
équations ¢; tendra vers o suivant des chemins distincts (spirales loga-
rithmiques, transformées de deux rayons de (R) : la décomposition
de (R)ensectewrsestlice ainsial’ existence d’une infinité d'équations (E,)
admettant le meme groupe; et I'indétermination de #, 7 (définies 2 un
entier pres)serattache al’indétermination dessignalée plushaut (n°5).

Ajoutons enfin que la méthode actuelle résout le probleme de
Riemann (au sens généralisé) pour les équations irrégulieres; j'ai
montré (') en effet que ce probléme n’est qu'un cas-limite du probléme
actuel (*).

7. Notations. — Signalons dés maintenant la signification des nota-
tions suivantes qui seront d’un usage constant : une lettre placée en
exposant apres le signe X représente une valeur interdite & 'indice de
sommation. Pour abréger plus encore I’écriture, on a introduit les
symboles X', X", £"; ils désignent des sommes ou l'indice de somma-
tion varie de 1 & » + 2 et ne peut prendre soit la valeur 7, soit les
valeurs 7 et n + 1, soit enfin les valeurs 7, n + 1 et n + 2.

PREMIERE PARTIE.

FORMATION DU SYSTEME (g,, G, ).

8. Les systémes (A,,) et (f,, F,). — Considérons un systéeme diffe-
rentiel linéaire £, d’ordre m, a coefficients rationnels et dont tous les
points singuliers x =1¢,, ..., %,,; sont réguliers au sens de L. Fuchs;

(V) Journ. de Math., 8 série, t. 2, 1919, p. 191. Ce dernier probléme avait été traité
différemment par M. G.-D. Birkhoff (Zoc. cit., p. 551).

(2) Les résultats du Mémoire actuel ont été résumés en partie dans trois Notes
des C. R. Ac¢. Sc., t. 178, 1924, p. 1674; t. 179, 1924, p. 1026; t. 181, 1925, p. 1046.
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moyennant une substitution linéaire sur z on peut supposer ¢, = o,
Ly =1, L,.,= . Posons-nous alors la question suivante : Peut-on
choisir les coefficients de X en fonction des z; de maniére que X possede
un systeme fondamental de solutions dont le groupe soit indépendant
des 7,2 Si X posséde cette propriété, il en sera de méme de tout sys-
teme 8 déduit de X par une transformation linéaire (&) 4 coefficients
rationnels en ; on pourra donc supposer que 8 se réduit au systeme
canonique (')

n+2

. dy, < 5,
o CS I

=1 k=1

et, pour que 8 réponde & la question, il faut et il suftit, comme I'a
montré (*) M. L. Schlesinger que, moyennant une transformation
préalable (&) effectuée sur s, les A}, vérifient le systéme

m

()‘\{;/ . Z A{Jp Agv - A{;p A lpv

a¢; tr—t;
A) .. o (k5 1).
’ 9AL,
dt;

=0

j=1

Or, dans ma These, jai traité le méme probléme pour I’équation
linéaire du second ordre, & singularités réguliéres

- 1 d? _ C; Cn+s
(En) y dxz? Z (z—;)? + x(&x—1)

i 3 B .
+Z z (& —- xo)((x——tl«) +Z [ﬁ(x—lj)? - .x(x—x)j(x—).j):l’
j=1

i=1

(1) Les indices supérieurs des A ne sont pas des exposants.

(2) Voir par exemple Vorlesungen iiber lineare Differentialgleichungen,
Leipzig et Berlin, 1908, p. 320. Voir aussi R. GarnNigr, Rend. Circ. Mat. di
Palermo, t. 43, 1918-1919, p. 159-164. Le systéme (A,,) est complétement inté-
grable; la notation des matrices permet de le vérifier aisément; on observera seule-

A/ . AT

~——— — ———— eXige pour j = Z ou &k un examen
dti()t/c © ol ()t; 8¢ 1 J )

ment que la vérification de la relation

spécial.
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ou les 2; sont des points apparemment singuliers, et ot les ¢; sont des
constantes indépendantes des ¢;; j’ai établi que les A; doivent vérifier
par rapport aux /; le systeme que voici :

b(e) de; 4 () ot~ (hi—t) (ly—1t) U
Fy Zh— 1[@'0»,-)_ u.b”(?.,-)] @-"LV”W «.b’m]ﬂ
) 2 = 5 o(4;) 2R (dli) 20'(4)  Y(e)] o

I i’lj (1) () (A — )2 (27_1\ )
2 &=t (k)Y (k) (— ) (hy— ) )

o (1) (Li—2)) 0h; @' (L) (Lr—1) by Li— &y o(2;)
(fa) —57~—— Ion)

IH ()\/—[,')(;.[—— }.‘,) ()[,‘ d[l'
=1

) ety
@ (L) (hy— 4)* $'(0y)

-+ 2

n3

I
(¢r) o’ (¢;) i
s Z<C‘+ )_2+2<P(;4) 7-—!L+:(ji) )‘jc_ti

=1

[avec g(@)=z(x —1)(x —¢&)...(x—¢&,); d(r)=(x—21).. . (x—N)];

quant aux o; et et aux 3;, ils s’expriment rationnellement en fonctions

des z;, des 2, et des ‘%

Ceci rappelé, nous allons montrer, comme nous ’avons annoncé
(n° 2), qu’on peut remplacer pour notre probleme les systéemes (A,)
et (fy, F,) par un systéme plus simple (g5, G,). Nous allons d’abord
former ce nouveau systéme en partant de (A, ).

9. Premiere transformation de (A,). — Pour m =2, (A,,) s’écrit
, . . . . n+ 2 n-2 i
’/ OAT, _ ALAL — AT AL —_ 07, 2 IAY, _ — 0Af, .
at, - Lr— & at; ’ ; at; ; a¢;
v=1 k=1
; . . ; : . A [ n+32
(Ay) ! AT, — ALAL — AT AL+ ALAL — AL AL 9Al, —o0:
Y0 bi— 4 ’ : d¢; ’
=1
. . . n-+32 .
()Agl _Alifol“Aléi +A'z» A,§1 fn. %:0
a0 tA—tl ? 0¢;
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Ce systéme, d’ordre 4n + 8, admet les intégrales premiéres que voici :

‘._l . n—+2 n-2
s A%+ AL = const., 2 A%, =const., ~ Z A%, = const.;

k=1 k=1

(‘) n-+2 -2
, Al AR, — AR AE =const., ZA’;'Q:const., EAQ,:const.,

k=1 k=1

ces intégrales se réduisent d’ailleurs 4 2 + 7, car celles de la premiére
ligne sont liées linéairement. Or, en faisant sur les matrices A* la
transformation (') A*<+¢~' B’c, ol c est une matrice i coefficients indé-

pendants des ¢; et de /, et en multipliant les y par une expression de
) n+2

la forme H(a:— 4 %, on peut supposer

Kx=1
n-2 2

(2) Af Al =1, zAllf:z:sv EA{;,:o,

k=1 k=1

Y 7

¢ étant une constante numérique qu’on peut prendre égale a zéro dans
le cas général oul'on a

72 -2
3) 3 Ak 2 AL
' k=1 k=1
nous éerirons en outre
. . . l-——dk
(4) A’;,A]‘_E2~—Af‘2Af_,,: 4 *

Les solutions de (A,) satisfaisant aux conditions (2) et (4) — ou
les dy sont donnés — vérifient nécessairement un systéme diffé-
rentiel (A}) d’ordre 2n - 1; inversement, les coefficients de (A})
dépendent de » + 2 constantes arbitraires, les d;, et, de toute solu-
tion de (A}), on déduit «o"** solutions de (A,) moyennant les deux
transformations précitées qui contiennent, la premiére trois constantes,
et la seconde, n + 2 : les gy.

(1) L'opération revient a faire sur un systéme complet de solutions de § la trans-
formation y = zc. ’
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D’autre part, dans le cas général (') le systéme (A}) pourra toujours
étre ramené a un systeme résolvant (A’) suivi d'une quadrature : car
le systeme (A,) et les équations (2) — avece = o — et (4) ne changent
pas quand on remplace les A,, par CA,, etles A,, par C~*A,,, C étant
une constante arbitraire. Pour former (A’) nous sommes ainsi conduits
a prendre pour fonctions inconnues les quotients

AL,
S/ i ’

h=1

qui restent invariants dans la derniére transformation. Les z, satis-
feront évidemment aux relations

-2 n-2 B
. O
(9) 2 5= 0, E =1,
k=1 k=1

qui seront d’un emploi constant dans tout ce Mémoire; elles entrainent
les équations, souvent utilisées également

()3/‘- -

(6) S (tr—tyzr=r1, E’(z,,_t,»)d—t[_—a,.

Ainsi, il n’y aura que n quotients z; linéairement distincts; toutefois,
pour la simplicité de I’écriture, comme, plus tard, pour la discus-
sion de la singularité z;= o, il est indispensable de conserver l'en-
semble z,, ..., 5,,a.

Il s’agit maintenant de former le systéme résolvant vérifié par les z,;

a cet effet, posons
A’,‘I — A'f_‘;gz Hys
d’aprés (2), on aura

] r— H,
A'l‘lz k.

I - Hk »
bl A’,‘): 3
2 - 2

et, de plus, d’aprés (1), on peut écrire
n42

(7) S H=Vh 1,
) k=1

(') On verra plus loin (n°® 11) que le résultat subsiste quand (3)n’est plus vérifiée
et que l'on doit prendre ¢ 5 o.
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vD étant une constante, qui d’aprés (3) est dilférente de 1 dans le cas
général. Posons encore

n-+2

Ry —
L tkAz‘l‘__ 3

-+
-
k=

(de sorte que A}, = Xz,); il viendra, d’aprés (A,), (p. 189),
Jdh

[ y d‘Lx,; 14 2 0
ot =AY, + X (L— li)"d_[i_' :Azx"*“zl(AmH/c“A‘l.uHi)
= A}, +(\/B—[_H5)A§I+Ai’l H:,
soit
' o
(8) 57[_\/07\4,-.

Dés lors, on vérifiera aisément que le systéme (A}) est équivalent au
suivant : :

! n-+2 n42
EtﬁA,h: s Al‘;l:)\zA, Zz/ = 0,
k=1 h=1
n-4-2
A’;i_l_:”’, Ag2_’”2"‘, N H,= /D —1;
k=1
(B) < dy—Hj} I —
ko Eo__ %% k or D% x -
kZAlg—E, Al,= AT s .(-)l—[_\/l)/...,,
=1
OH;, ; p
(b t) gy =2 M (mehin — skl ( o
o bk
S -
(4 —51‘)(%-5 + DZiZk) = z;Hy— 5 H; iF R, nt2

qui est completement intégrable, comme (A,). Les équations (B),,
(B); des deux dernieres lignes de (B) (ou ¢ prend toutes les valeurs
permises) sont au nombre de 2n(n —1); sil’on écrit & part les 2n —+ 2
équations de ces deux lignes qui répondent 4 une valeur fixe de ¢, il
en reste encore 2(n* — 1) que I'on transformera comme il suit.

10. Formation du systéme résolvant (g,, G,). — Tout d’abord, on a
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évidemment ('), quels que soient A et k(£ n +1 et n+ 2)

03y, 35
(9) —_— =5
: ()[/c ()Z/L
. . d:k d;h \ . .
Formons alors la combinaison Shg, — Sk Ol h, k, 7 sont trois
i i
entiers distincts; les relations (B); donnent aussitot
I ()[i ~k dt[
Sh SEHA' SiSk [Ih EIZFA I/Ii
= ({— [ —+ -+ .
( 2 (Le—tn) (Lr—t) (Lpn— &) (Ltn — ) (Li— ) (Li—tn) |’

la quantité entre crochets étant symétrique par rapport aux trois
indices, on en déduit les relations

1

g, 0k 5 95 O3 0% 05 0%
(10) ‘oL Tot o Moy ot T "ot
Lp— Lty - t—t; - ti— &

(si I'un des indices, A par exemple, est égal & n+1 ou n—+ 2, on
supprimera le rapport qui contient les dérivées par rapport & ¢;).

Or, a I'aide de (9) on peut remplacer les équations (10) par les sui-
vantes (au nombre de n? —1) :

X

d:}; - t/;— li 3z
de tr—1t,

73 + Lp— ¢
7 Ly — L

~

L

|

OF

(&a)

ul
QO

i

05 (kL n+1, 0+ 2,
h=£k ’

¢
et ces équations [qui & leur tour entrainent (9)] peuvent s’écrire sous
la forme symétrique équivalente

.():/L. - 0955, 0s;
(é’,,)’ S/L([i— t/c)—é‘t—i -+ Zi(tk _— l/,,) _—-dtl: -+ S/;([/,,—- l,;) a—[; = 0.

Si on leur adjoint les équations de forme analogue, relatives aux H,
(et qu'on formerait par un procédé idenlique), on aura obtenu les
2(n*—1) équations cherchées; ces équations permettent d’exprimer
toutes les dérivées des z, et des H,, par rapport aux ¢; a ['aide des déri-
vées prises seulement par rapport & ;.

(1) Les équations (g) résultent & la fois de (8) ou de (B);.
Ann. Ee. Norm., (3), XLIII. — JuiLLer 1926.: 20
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Considérons alors ¢; comme seule variable, et montrons que les z;
satisfont (par rapport & ¢;) & un systeme différentiel d’ordre 2.
Pour abréger écriture, posons

Oz .
(11) (tr— &) <d—; —l-—\/]—)-:iZ/‘-)EM/{ (k£1);

les équations (B); et (B), deviendront en vertu de (B),

’ 2 — 5, Hy= My,
JOH,

2(5/;-— ti) — '_Cl,l—:—/l _ d}L:—l' -+ N]A
<y

S,‘I‘I/;—i— ZA.]‘I[
o sy ’

S5

et d’aprés (B),, on tire de la

oM, "oH,, 0z 0(s:Hy)
(12) d—[i—-—a]i —a—;:‘—Hl‘dTl*}—————()tl
. ! dis}’,——dh:;?' 5/ WIJ.V.[/,(N[/,-{— 2::/,1‘1[) dsk
- /Z 2(lp— ) =5 - 5 2(ti— )z, 04
di:}f —_ d};:? Mk(Mk+ 25/;1’1,-) + M+ z.H; i)‘:l
S o2 (l— ) sk 2(Lr— ;) 5 55 ai;

Or, en vertu de la relation

" My, 05—,
(13) > =— 5, — VD,

th—t

conséquence immédiate de (5), on vérifie aussitot que le coefficient
de H; dans (r2) est nul. Remplacons ensuite dans (12) les M, par leurs

valeurs (11) on trouvera sans peine que les coefficients de D sont
¢gaux de part et d’autre, de sorte que les équations (12) s’écriront en
définitive

(Gn) ——"—‘_(i_/ LT Sl VG LAY
"0 T 256\ dU 3 0L Ot 25 (lp— b)) 4md 3y \ O
" 1 f)ﬂ d,-”z}f——d;,.::,'f;
L — ¢&; dt[ 2&];(1‘,/;—— l;)

'dys? —dyzt D
~ I~ h hZy z »
~+ —z;5, (5..4. > k )
25;(Lr— L) 2 Sp(th—1;) 2 Y ob— b ( )i

ce sont bien les équations que nous avons données au n° 2.

. . oM, s
On aurait pu former aussi —a—t—f; et, en s’appuyant comme tout a
Uihn
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U'heure sur (13), on parviendrait & ’équation, d’une symétrie remar-
quable ()

023, 1 03r 05p 1 Js, 03,

. L

(1) 5= o e 7 -
0L,0t; ~ 23 0ty 9¢ 23, dt; Otk 23; dt; d¢y,

—+ d/: SnZi
2(tlz_—t/c)(t/;—‘ [,') 32
dh S5 dz' J<f B2 D
-+ —_— -+ - + —5,35;,5
2(Li—tp) (th— ) Sa 2(Lp—t) (Li—tn) & 2 o

Le systéme (g,, G,) est complétement intégrable, comme (A,) et
(B) dont il procéde (*); son intégrale dépend de 2n constantes
arbitraires : par exemple, les valeurs pour ¢, =1, ..., t,=¢,

de = - 95 0%
X EREIEE B 3] d0t; ’dti

11. L’intégration de (A,) au moyen des solutions de (g,, G,). — Les
z; une fois déterminés par l'intégration de (g,, G,), il faut encore
calculer les H; et A pour achever U'intégration de (A,). Or, on tire
de (B), -

‘ M+ z.H:\*
pdi— | —— di— H?
~ —— + ——L =g,

I5-9% h3;

c¢’est-a-dire, en vertu de (6),

"dp—z72M? D—
(13) E & - M/'—-2\/ ,IHZ-—I—C—Z—i:A.e?\.
S Z Z

Dans le cas général, ot I'on a /D =~ 1 et ott Uon peut prendre e =o,"
(8) fournira A moyennant une quadrature de différentielle totale:
(15)donnera alors H;sans ambiguité etles Hy en résulterontd’aprés (B),.

Reste le cas (*) YD =1, e=£0. L’¢quation (15) fait alors connaitre 2,

(1) Cette symétrie acquiert sa signification yéritable dans le rapprochement de (8)
et (14). :

(2) On pourrait aussi le vérifier directement, en s'appuyant sur (14).

(3) Le cas YD =1, e =0 n'est pas & envisager; le point & = % ne serait pas une
singularité de S.
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et pour déterminer H;, on a I'équation

oH; _ 1 03\ -
o =H, (.gi+ = 52;) =

! 1

2([1'— t[) S5

(M?+d;5} — dr5}),

conséquence immédiate de (B),, (B), et (13); on en déduit aisément
l'I,': )\Zilli, avec

- oh; o
(16) w=—Yu S =u
et
Qp= ———~—————————‘1 2 v d;z? —dpz?
(17) ES 27\zigsk(lk_ti)(M,f‘—k dis} —diz?).

Dans les deux cas, la détermination de A (ou de %;) introduira
la (2n -+ 1)"" constante arbitraire qui doit figurer dans l'intégrale
générale de (B) ou de (A,).

12. Transformation de 8 en (B,). Introduction des z; a partir de (E,).
— Nous allons établir maintenant I’équivalence de (/5. F,,) et (g,, G,):
nous aurons ainsi rattaché I'un a l'autre les deux systémes (fy, F,)
et (A,). Or pour m = 2, 8 s’écrit

ays
dx

ay, _ , , _
= Y1@11+ YaQsay, = Y11t Yoo,

dx
les a,, désignant les fonctions rationnelles de z précédemment expli-
citées; y, satisfait donc a I’équation (') suivante (qui admet pour
points apparemment singuliers les zéros de a,,)

0 ay,\ ' ay,
Y= au“‘*‘an‘f‘a—ﬂ Y1+ a”_a Qyy = A1 Ayr— Agq Aoy | Vy-

21

¢ (2)

Or, d’aprés les équations (2), le coefficient de y’ se réduit a ES)

b

J(x) ayant le méme sens qu’au n° 8; posons alors

yi=yVi(z);

(1) Dans ce numéro et les deux suivants, les accents indiquent des dérivées par
rapport & 2.
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y vérifiera I'équation

S

‘_

2 d)" )
D Y-

Pour qu’elle soit identique a (E,) il faudra d’abord qu’on prenne

, ,
a. 3

Y 24
(18) y = <an'_ oy “H"*’amazz—“uazg-Fz

-

(19) dr=~L4cr 1.

x
De plus, en vertu de (2), on a encore a,, + a,, = )); o(z) ayant

le méme sens qu’au n° 8, et (18) pourra s’écrire

.~

4 fuel 24

r2 1
(18’) y//: (a“—l——alld,—a”a”_a“ " “P _ i).}’

Pour x = oo, le coefflicient de y dans (18)" présente comme terme
prépondérant une expression en =2, de coefficient

n-4-2 n+2 n+2

(20) _2 A:C4 -+ ZA:E-I _nEA n’ _.____.._n(n2_l);
k=1

k=1

mais, d’apreés (B), et (7), ona
) n+2

ZA \/D—!—n—i—-x

2 )

I’expression (20) est donc égale & (D—1) : 4; d’autre part, calculé

dans le développement de (E,), autour de x = co, le méme coefficient
n+3

9 ’ . 3n
de x=* est égal ach—i— T;onadonc

n+3

(21) : D:AEck+3n+1.

k=1

k=1

Ceci posé, observons qu'on peut écrire, d’aprés I'expression de a.,

_ ¥(=®)
=4 (@)
n-42
avec a——z AL, =n (n° 9, p. 192), et Pon aura en conséquence
k=1 ‘P(tk)

(22) Sp = o (t‘)
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Alnsi, pour n =1, on a

t—2 2 =1
t(t—r) : t BT =1

les indices étant supprimés comme dans [VI]. On prendra nécessai-
rement =1, et lorsqu’on voudra appliquer a I’équation VI un résultat
quelconque du Mémoire actuel, il faudra remplacer ¢ par ¢, =; par 5,
Speq PAT 5y, 5 par 5, (k=41 n+1) (3, 34, 2, 6tant donnés plus haut);
* de plus les constantes a, b, ¢, d de VI auront pour valeurs, d’aprés (19)
et (21),

dy—1 dy— 1 di—1 D—1

= b= _ b+c+d— ——r»-
a A ’ A ’ [4 A 9 a -+ c A

13. Equipalence de ( f,, F,) et de (g, G,) : calcul des fonctions symd-
trigues. — La démonstration d’équivalence que nous avons en vue va
se réduire alorsa un calcul de fonctions symétriques (*). On tire de (22

. ().,/ I
(23) l—, 0t; 'Zx — dl, T h— 1t

/.._1

\ 2 1

gy L L (105 Oy <0A LI
(24) s 0L} <5/; dt,-) Z%—-z, 06 2(/-——502 d/,c) +(ti—t/..)’

Remplagons(*)dans(24)les %}par leurs valeurs tirées de (F,); le

' S\ 2
coefficient de (g_k_,_) sera égal a

()li
et [£00 pon
();j—[/‘-)‘z CD()) 2(.!/()) )\j—-—[/‘-
92y (y—t)? 2 (n)

29(h;) & (71)(7/-—5)‘(71—51)(//—/,)

.

(1) Pour plus de détails relativement aux calculs des n® 13 et 14 se reporter & une
note des Comptes rendus du Congrés des Sociétés savantes (Poitiers, 1926).

(2) Le dctexmmant des u dans les équations (24) (ou Z est fixe) n’est pas nul : il

ot}
est égal 4
nin+1) o
(—1) 2 3(x)9(L) [avec 8 (w) == (w1— U2) . (1 — Up) (U2 — Uy) ... (Up—1— Un)].

V(L) e Y (Ln)

H résulte de 13, et de notre vérification, qu’inversement les équations (G,) entrainent (F,,).
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Or, en écrivant que la somme des résidus de la fonction rationnelle

e(z)
Y(z) (2 — ) (2 — ) (x — 1))

est nulle, on remplace aisément ’expression précédente par
P .

I / 2 _ I N T ()1—-ll)l.pl(7j)
2()Lj—t/l~) (;.j—l[ }-j——l/;>+25i(ti—l/;) (P(;\j) ’

en sorte que dans le second membre de (24), les termes du second
degré par rapport aux dérivées premiéres ont pour somme

/on 2 n n
. I 1 ())J Wl 1 ()71 Y 1 07","
J‘°=”‘;:( >.j~¢ka—z[> +< . 57> <>—d7-_,--——tkd_ti
V=1 j=1 j=1

=Y R) (@_)
=+ QZi(tl'—l];)i% (P()\j) ()ti

. L. , - J(z
Mais, en écrivant que la somme des résidus de __ =) est nulle,
. o(z)(z—¢&)
on trouve sans pelne
n } () ;
. 1 dk; 1 dz; 1 ' oz
) S ety
' hi— a¢; z; 0l <y Lp—
]:

de plus, les relations (23) entrainent I'identité en

(69 $(2) (z—t) 1 @_E'A,-—zh<as/,+ s )

(P(.Z) “Z'—)J ()lf,' - x — iy C)[[ Li— ¢y,
j=1

Or, on tire de (26)

ds/z -
(27) Ay ey Z,u,,,—cl)(_ﬂ_i_%
27 d¢; - q/(‘lj) (7\/-— ti) 7\1‘——' 7

La derniére somme qui figure dans & s’écrit alors

n N ) gﬂ . 2
::Z C.D()/) lzl(tlt lz) d[i /.'/,J .
4__,_’ O'(h) (h—t2) — 5
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en vertu des identités qui expriment que la somme des résidus de

‘ o (x) o< i .
T @) (=) (=~ (e=1) (a—;h, maxsaeth¢z)

est nulle, on trouve
li— d"/l Sh 0“‘1
I) pres— + e—
Z [. Zh < Li—t, C)tl"
et, grace a (23) et (25), & prend alors la forme
1/ 1 03 1 1 /1 dzr [ J3; o 3 )
c)"LJ = ——— —_— + A -+ - —— + — -
) <5/c a¢; ti— l/c> 3; (5/.- a¢; li— l/.-) <")5i +}" th—t,

_ 1 2.5_"_;_ 1 Z’[li——lfh<_0_ih>2+ s |,
s(bi—¢tp) Ot 25,(L— &) s\ 04 li— ¢,

De méme, d’aprés ce qui précéde, les termes du second membre

(e 1y . .
de (24) contenant les dérivées %ﬁ au premier degré auront pour

somme

2
lll

: (&) (4 1 /1 0dz 1 53
I:zm(t) () ]Zl~—t1 dt; —?,-<EZEE +t,-——-u>2 thi—

Restent enfin les termes indépendants des dérivées; a I'aide de (19),
(21) et des formules qui expriment que la somme des résidus de-

9(x)
b(z)(z— ) (x—t) (z— )

(k£ i, h quelconque)

est nulle, on trouve aisément que lenr somme est

©

d;5f— di5} - T - z'flisﬁ'—flhsf
257 (6 — tr)? 25 (br— &) (8t — &)
!

+ 1 Z 5 + 1 o D " 1
2(ti— tr) 2i(bhi— ;) | ti— I o T\ =)

I 05,1. 2
— =) A+ w+ e
~Je dti ' .

pour retrouver, aprés quelques réductions immeédiates, le second

membre de (G,).
Afin de retrouver les équations (g,) JObSGI‘VGI‘aI que Ies équa-

Il suffit maintenant de former la somme z, [(
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tions ( f,) s’écrivent ('), en vertu de (27),

C)E/, d:h
(i — ) — =5 n2 —— (b — L) — 55
AN (—=t) =& " gy e ) — = t— t
(28) -— . —_ - = =
5 M rj—In Z/;/‘-Jl rhi— (/.j—— t[) (/x,'— t/c)
=
(J=1, ..., n).
Mais les relations (28) entrainent 'identité en «
9z dz,
— (tp—t)— 5 A2 S f— ) — 5
I ZI o (T T Gy b—l Y@
5, x — i S x —t, (—t) (z—u), o=@’

h=1

A ¢tant un polynome en , a priort du premier degré: or, d’aprés (6),
le premier membre de la relation précédente admet x = oo comme
zéro d’ordre 2; A est donc indépendant de z et les résidus du premier
membre pour x = ¢; et & = {, sont respectivement Az; et Az, ce qui
entraine aussitot les équations (g,,). '
. y . d3
14. Ezxpression d’un coefficient de (E,) au moyen des z; et des ?)T,
I3
— Pour la résolution du probléme de Riemann nous aurons besoin de
connaitre I'expression explicite du coefficient o; de (E,) au moyen

ds , L, -
des z, et des =£. On a o, =2¢;(t; — 1)v;, v étant le résidu en ¢; du
k ()ti . Y (

second membre de (E,); or en vertu de (18) on peut écrire
_ o V@) o
r== e~ 2 i)
+ by (4) A AL by (8) 4+ Al b (1) — Aby by (8) — AL, bsa (i),

en posant d’une facon générale
- Ad,

.Ll-'—-—l[

by‘\; = ap,\/ -_

. C . Jds ‘ . . i
(1) Considérées comme linéaires en _07/? (tp— t;) les équations (28) ont un déter-

minant non nul[c/f. note (2) p. 198]; donc, comme plus haut, la vérification entrainera
I’équivalence de (f) et (gn)-

Ann) Ec. Norm., (3), XLIII. — Juw.Ler 1926. 26
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Mais, en vertu d’une remarque utilisée pour la formation de (25) le
crochet est égal &

Li—t,’

dés lors, en s’appuyant (B), et (B); (n°9) on trouve aisément

o r_v’(Hk:i— H;z;)2 I "Hypz;— H; 5,
/l——_i‘i :'i:l‘(t/c"“ [[) + 2 Z S[(ti— t/»)

2’ d,~ :}f. -+ dk ':," )
—_—
2..l z, --—t 53 (8i—tr)

c¢’est-a-dire, en vertu de (B); et (6),

. P\ 2 1 0z I dizi +dps? Dz
(29) 7"‘2 here («n ) P +2_‘ = 2 hemaa—te) T h

On peut retrouver cette formule en partant de expression donnée
dans ma Thése pour y; (). Les transformations se dérouleront comme
plus haut; le seul point qui puisse offrir quelque difficults nouvelle
consiste & ¢tablir que y; reste holomorphe sur les multiplicités A; =12,
et pour cela, on appliquera & la fonction

e(a)(@—1)(e—1)
o) ===y a—

la remarque suivante : P'expression F(A;, &) + F(h; 4;), oul'on a

F(u, o) = RACONS D 2 [f'(u) . ]E,

u——w?(u—v)? Sflu) uw—y

considérée comme fonction de X, reste holomorphe pour A; = 2,.

(Y) Loc. cit., p. 82. — Il faudra toutefois rectifier cette dernié¢re formule et y

remp]acér qj bar q/—%<73+rjljl

formule n’entrainait d’ailleurs aucune conséquence dans la suite du raisonnement.

2
> . L’omission de ce dernier terme dans la
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DEUXIEME PARTIE.

THEORIE DES CARACTERISTIQUES.

I. — Caractéristiques de premiére espéce. Type général.

15. Transformation de (G,). — Afin d’appliquer la méthode des
approximations successives 4 U'intégration de (G,) dans le voisinage
de z,= o, nous commencerons par substituer & (G,) un systéme équi-
valent formé de 2n équations du premier ordre. Posons

d;zp, dy.
2855k B0y i) =— — + = + D (4—t:)2z15
< B

nous allons voir que toute intégrale de (G,) satisfait au systeme (*)

ti— 1) (95 \? _ '
(‘Q—z?‘wf.)‘(vz’f>=g/-+“k (h32i, n+),

dR =t R, D ) a3y ()g/; gk 05
~d_/f€-_ - [ Z Ly — ll 57 5y i ) 0¢; d¢; 05; dt;

(30)

lv
|
—~
o
o

-~

(t;, =, et z, étant regardés comme des variables indépendantes dans la
dérivation de g;).
En effet, I'élimination de (R,) entre les équations (30) donne
(tr—t;)? 054 [ 025 193\t 1 05 dsg 4 ! 05
%z, 0t | O4F 25, c)t' 3; i 0t ti— L dé;
iz 08k sisk Y _Re  disk _Dzz'zh]_o
(l/,—-— t;)? dz/_ Clp—1; h— ¢ (Lr— &;)* Le—1U;

. . o . . . . 03
Ainsi done, ou bien (?) les solutions de (30) satisfont a?)—[{ =0, ou

(') Dans (30), on peut prendre &£ = n —+1; nous utiliserons cette équation au début
de la théorie des caractéristiques de deuxiéme espéce; mais, actuellement, en vertu
de (5),.cette équation est inutile.

(2) Une circonstance analogue se plesentalt pour VI ([VI], p- 251). Il est toujours
facile d’exclure les intégrales parasites.
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bien elles annulent le crochet; mais alors, si .I'on remplace R, par sa
valeur tirée de (30),, on voit aussitot que (G, ) est vérifié.

Cela étant, soit =z}, R, (k=£7, n+1) un systéme de constantes
finies (') et arbitrairement choisies, mais telles que

(31) Sest=1.

Au moyen de la méthode des approximations successives, nous allons
montrer que, pour |z] suffisamment petit, on peut construire un
systeme d’intégrales de (30) satisfaisant aux conditions suivantes :
pour £,=1!, 5, se réduira a z!; ¢, tendant vers zéro le long d’un che-
min e qui sera défini ultérieurement, les =, et les R, tendront respec-
tivement vers les z) et les R} ; enfin, il existera un nombre réel o, tel
que oSw<1 et que |¢]'"®|z,] reste borné inférieurement quand z
tendra vers zéro sur €. '

16. La premiére approximation. — Posons

(32) z;dty;=dz;

= sera une variable auxiliaire (*), qui s’annulera, par exemple, en
{;=o sur g, et a l'aide de laquelle nous exprimerons les z;, 3, et
t; avec une approximation croissante. Cela étant, la premiére équa-
tion (30) pourra s’écrire

()G/ 2 2Pl2 dk
2 (R —RY) s 20— d; 55\ *
: Ty ok aR? 55+ dy) ti— ——— ()
(t/;—-li)l [Z<[Ic“‘[l')2( =k /) i (t/c““i)‘! 5 ]

or, si, £, tendant vers zéro, 5, R et z, possédent les propriétés énon-
cées 4 la fin du n° 15, les termes écrits en seconde ligne dans (33)

1
(1) La restriction est indispensable pour R} (¢f. troisieme Partie). Elle sera levée)
plus loin pour 3} (n° 26).
(2) = coincide avec la fonction 711—3— Log) (n° 9) ol 'on aurait donné aux ¢4 (k # ¢

des valeurs constantes.
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tendront vers zéro, et, pour ¢, trés petit, (33) sera assimilable &

02\ 2
(34) (d_> — Pu(5e),
avec
0
(35) P,;(Z)ED;2+%:+%.
i I3

Ces polynomes posséderont, au moins en partie, des propriétés ana-
logues a celles du polynome P(A) de [VI](*); P, ne pourrait étre identi-
quement nul que si 'on avait D =0 =d,, et R = o, cas exceptionnel
qui sera envisagé plus loin (n°® 27).

Supposons d’abord D =£o0, et admettons que si I'une des équa-
tions P,= o posséde une racine double %, on ait z; =~ %, (*). Nous
poserons '

7 " r ~4 .
(36)  ae=0uz)= T o (s — ST oy B
+V(sh—7) (sf— ki) shy/D L,
&, et hy étant les zéros de P.; d’apreés notre hypothése sur z;, z, dépen-
~dra effectivement de (,. Nous prendrons alors en premiére approxi-

mation
(37) BkOZRZ, Ch=r,

ainsi, les fonctions s,(7) correspondant & {,, satisferont & (34), et,
pour T = o, elles se réduiront aux constantes z;. Nous écrirons ensuite

(38) Ligso=1— 2"tz o=Ach (\/1—57 — I) + BshyD = =179,(7),

le second membre s’annulant en effet pour = =o0 en vertu de (31);
nous ferons enfin

3 I lil) ° dT

(39) Jog[—“,_fr; A(Ch\[ﬁf-—l)—l—BSh\/j—j‘L’,

4

la constante =, étant déterminée par I’égalité

(40) 1— 2" 4 ®p(70) = 8] 57,

(V) Cf. [VI], p. 252.

(2) Ces restrictions seront levées plus loin.
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de telle sorte que pour ¢,= 1], z, prenne la valeur =". Posons encore
(47) s=B \/D,

en raison du double signe de chacun des radicaux figurant dans B, on
pourra prendre (*)

(42) Ji(-;) > o, ou si s estréel, s>o.

Nous obtiendrons ainsi

Lo \*
) 1——-(A—B)x(zq>
(43) eV = —— Za\s’
¢ A
2827(@)5
“\ 70
(44) I = Y 'tl NS
lx-—(A———B)x(ﬁ) “;~(A+B)x(t—;§’) ]
. 2 13 -
Ji,... L (A—DB)x
eftfo= 1— (A +B)x’
avec
20 59 2B2x
12

T —(A—B)x][1— (A+B)x]’

ce qui donne deux valeurs pour ¢/*%, et I’on voit immédiatement que,
pour l'une au moins de ces valeurs, la dérivée — X2, ®'(t,) ne
peut ttre nulle, D’ailleurs, les seuls cas ot ces formules soient en
défaut sont les suivants : 1° A=o0 =3B (d’ot s = o, cas déjaréservé);
2° x=10 ou o, d'olt z{=o0; pour VI le cas correspondant ‘serait
ho=12, (*). On aura donc z,=* o. Le cas ot 'on aurait 5z} = o, (d’ou
T, = %) ne réclamerait d’ailleurs que des modifications sans impor-
tance.

17. Les approximations de rang quelconque. Le secteur de conyer-
gence. — Soit alors v, un nombre positif arbitrairement petit, choisi

(1) Nous examinerons plus loin le cas ot s serait nul (n° 21).

(2) Ce cas (qui n’a pas été signalé pour VI) se traite comme le cas A, = o de VI
par I'emploi des caractéristiques de deuxieme espéce. Il en serait de méme actuelle-
ment pour n quelconque,
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&)
Q
b |

une fois pour toutes; astreignons z, 4 vérifier la condition
(45) | Pr(zr) | >n;

si, de plus, Ry, z, et ¢ satisfont aux conditions

(46) |Re— R} [<m,
- ({57) 15?1l<.ﬂ’
(48) [ <,

on pourra diviser les deux membres de (33) par P,(z,) et extraire les
racines carrées, ce qui donnera en vertu de (36)

0%,
—()c—_; =1+ F/:(:k) Sy R/u‘_ R‘/:» ti),
F, désignant une fonction qui reste de module trés petit, pourvu que

ses quatre arguments vérifient (46), (47), (48) et la transformée de
(45) par (33); d’'une maniére plus précise, on aura

(49) [Fre| <Ap|Re— R+ Br ==+ Cr| ],

les nombres positifs A,, B,, C, étant bornés, sous les conditions précé-
dentes. Enfin, le second membre de (30), pourra s’écrire

o OR,.
(50) 5

o o 5 L
=W (R, 3, 51‘)% -+ 9/(%} 5y Sy li)-

Cela étant, supposons qu’on ait déja calculé R, (<), (. (%), 5,.(7),
4;,(7) et t,; on posera (')

( 5 I) R/t‘,‘/-l—l :R2 -+ ‘/ <1Fk.v dg:.‘l -+ SZ/:’V,> df,
0
(52) Chevrt =f [+ Fi(Cro 569 By —RY, £:) 1d7,
0
w o biver ® dr
(33) LOb t? .——‘/T;-H 1— X llc(l’k(ZI:,v—H ) ’

Ty.s 6tant déterminé par I'égalité

( 54) =27 tk((b/“,‘)'f"l )T=Tv+1= t?_zl‘)’

() :jf",,;, désigne ce que devient une fonction Fr quand on y remplace chaque argu-
ment u par u,. .
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et
= Uy -
i1 Byt F = LSy =1,

Il nous faut établir qu’il existe dans le plan = des chemins T, reliant
les points 7, et o, le long desquels les approximations précédentes
convergent régulierement. Or, w étant défini comme & la fin du n° 15,
nous allons montrer tout d’abord qu’on peut eonstruire dans le
plan ¢, un chemin e,, convergeant vers l'origine et le long duquel
'expression .

w

[i,o

i | Zi05s0 |
, [
reste bornée. Posons
¥ tio rl ; 1]
(55) Logzﬁ =T, = uew, s=vel (u, v>o0),
L
(56) | tw|="r, | 62| = ro,

et choisissons v de maniére a vérifier les conditions
(57) . — cosy >,

¢cos(y +0) .
(58) ey = (==,

D’apres (57), T, devra appartenir & une région (R,) analogue a la
région (R) définie a I'Introduction (n° 3), et, en vertu de (58), nous

aurons
L \/* _ _’_ ©
I(l—?> l*<"o> ’
quelle que soit la détermination de f, il viendra donc, d’aprés (44),

(59) ]lwz,-ol“<a<%> w;

a étant un nombre positif (indépendant de r,); la condition énoncée
plus haut pour |z,z,| sera donc stirement vérifiée et la condition (47)
sera vérifiée aussi en premiére approximation. Cherchons donc les
chemins € du plan T, qui vérifient (58); pour cela, joignons le
point s = ve’® (supposé complexe) au poit fw; on voit aussitot que v

s . , 3 3 . .
doit étre égal & Tn — v, ou _2_n — Ya» Y. €t v, désignant les angles que

-——_—‘} . L,
les vecteurs fw,s font avec le demi-axe réel positif. Comme on peut
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faire varier fo de — 1 & + 1 (limites exclues), on voit que €| sera un
rayon rectiligne A issu du point T, =o et appartenant (au sens strict) a

' Fig. 1.

D

Iy
=]

cmmmm ===

0 (Axe réel)

A
= -1)’1

A
H
1
i
t
'
1
[
1
t
'
!
i
[
i
1
1

D"

un secteur (*) (S) dont les frontieres A’; A” font avec le demi-axe positif

3 — 3 — = — )
les angles — — v, e (%,, v2 valeurs de v,, v, pour © =1).

> . r g s v ,rs
A'la droite Os (» = o) correspondra la médiane de (S), au sensdéja

9)1'5 N

utilisé pour VI (*); la médiane, lieu des points tels quey = -~ — ¢
partagera (S) en deux demi-secteurs : pour le demi-secteur supérieur
(inféricur) on aura f =+ 1(—1). Soit (8') un secteur fermé quel-
conque intérieur au sens strict au demi-secteur supérieur; a l'inté-
rieur de (8')¢;, tend vers zéro; dés lors, d’apres (43) a (S') correspond
dans le plan = un domaine () limité par deux courbes I" s’enroulant
autour du point == o. Quitte & supprimer de (S'), s'il y alieu, la
région intérieure & un ou deux cercles de rayon trés petit v, décrits
autour des points T, tels que e™™ = (A = B)x, on pourra toujours
supposer que (o) est entierement & distance finie, ce qui donnera
(59)" | Liozip |~ >a’ <—;—> i (o<d < a).

0

(1) Bien entendu, on exclurait de (S) les régions qui n’appartiendraient pas a (R)
(de frontiéres O D', O D" sur la figure 1).
(%) [VI], p. 315.

Ann. Ec. Norm., (3), XLIII. — JuiLLer 1926, 27
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Dans la discussion qui va suivre nous supposerons essentiellement
que le rayon A appartient ¢ (S"); d’ailleurs rien ne serait changé aux
démonstrations si A appartenait au demi-secteur inférieur alamédiane,
ol ¢, croit infiniment; = tendrait vers v'= — 75 LO’A—-CE’ et I'on
substituerait ' 4 o comme limite inféricure des quadratures. Nous
verrons enfin dans la quatrieme Partie (n°45) comment on peut cal-
culer les caractéristiques dans la direction de la médiane.

Supposons maintenant que s soit réel, c’est-a-dire positif d’apres
(42); d’apres (58) on aura @ =s, il faudra donc supposer o=s <1}
la relation (58) étant d’ailleurs vérifiée quel que soit vy, le secteur (8)
coincide actuellement avec la région (R,) (c¢f. n° 48).

18. Les domaines d’exclusion. — Cherchons enfin si la condition
qu’on déduit de (45) par la substitution de 2v & v est vériliée en pre-
miere approximation; s’il en est ainsi, il résultera aisément de la
démonstration de convergence que la condition (45) — avec 7 au
second membre — sera vérifiée quel que soit le rang v—+1 de
I'approximation. Or on a, pour %), == A,

Pr(sr) = (l—li————-> sh? (\/D: — IJ./C>,

avec
N
kT T 0 ”
__.______i__ \/("l. ” _h/.‘)
chpp=—Gpr—yr—>  shp= /z,c—— h,,
e L
Supposons d’abord
(60) (gp‘ki[)<elilciitﬁ>¢o;

la relation (43) montre alors que les points T, qui annulent P, se
répartissent en deux séries

aNwi -— aNm¢
S ) /l/\.—

(61) R — (N, entier positif),

alignées parallélement ala médiane. D’ailleurs, sil’on pose P, (z,) ==u,
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on trouve aisément

dT,

I
EL‘:Q[,‘S,‘ e RUN\2 =
e \/Du [D <———h/" 5 hl‘) -i—u}

en vertu de (Go) les points (61) ne peuvent annuler tw50: pour
hy. = k), le chemin € sera donc assujetti simplement & ne pas pénétrer
dans des cercles (y.5) dont les centres sont aux points (61) et dont

I

les rayons sont de 'ordre de 7 (*).

Soit alors 4, = £ ; écartons d’abord I'hypothése =)= A} : on serait
dans le cas exceptionnel ou dans un cas semi-exceptionnel, éventualité
que nous avons d¢ja exclue et que nous examinerons plus loin (n°22).

. 2 . g o o./Dt 1 )
Dans le cas actuel la condition (45) s’écriva D(=; — A))*eV™™ > -5 les

cercles (y,y) existeront toujours, sauf si I'on avait A =B; mais on
retomberait alors sur I’hypothése qu’il nous reste & examiner:
(6Go) n’est plus vérifice.

Fig. 2.

Dans ce cas on reconnait aisément que la condition (45) peut étre
remplacée par I'une des suivantes | 5| > c. Pour que (45) soit satis-
faite en premiére approximation, il faudra donc que le point T, soit
dans I'une des régions, soit (X') limitées & I'intérieur de (S) par une

(t)y Voir [VI], p. 261.



212 RENE GARNIER.

certaine paralléle (') A, & la médiane A de (S) (a ’exclusion de Pautre
région ). Or, au point de vue du prolongement analytique de I'inté-
grale dans la région (R) (n° 3), il y aurait un inconvénient évident a
laisser subsister la restriction précédente. Pour la faire disparaitre,
on procédera comme pour VI (*): on cherchera a définir les caracté-
ristiques dans un secteur X contenu dans X', de frontiére A, et d’ouver-
ture non nulle; cela suffira pour qu’on puisse prolonger 'intégrale
dans X" par des caractéristiques de deuxieme espéece. Pour former X

. . -t o\
remarquons que dansX” [P.(s,)]| * est de I'ordre de <—,ﬂ> ; dans cette
région on pourra donc conserver (49) et -ses conséquences, quitte a
R ro\ o . . S .

multiplier A,, B,, C, par (—’3> ; cela reviendra h multiplier les coeffi-

. T T . > I'o\w . . T P
cients £,, ..., ky, dé (76) par <7°> ; si donc on assujettit £ a vérifier
une condition de la forme mw <1(m>o0), on trouvera que les

approximations sont toujours convergentes dans X, r, ayant été
remplacé au besoin par'un nombre plus petit.

19. La seconde approximation. — Ces préliminaires établis, nous
étudierons d’abord la seconde approximation. D’aprées (37) et (51)
on a

T
Ry — Ryy— f (W04 Qo) .
[

Orona

v, R/L ____Z” R/l. . Rn—H .
Lmed () — L th— & & ’

pour R,=R, et ,=1¢,, ¥ est bornée en module; quant au second
terme, il peut s’écrire d’aprés (30),

' ()sn+1>'
t.
Ry . < " tor Si + di Snaa - dni1 5; Dé¢;z; —’5n+1,

i 28;5; S n41 24:5; 5 26;5; Fpuq 2 <73

T

(1) Pour le passage par continuité de 'un & l'autre type des domaines d’exclusion
(cercles ou secteurs), voir [ VI], n® 13, p. 261.
(%) [VI] n° 14, 15, 20, p. 263, 264, 272.
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mais de (6) on tire

o=
:1—!—-2”([/;—— l,')—d—_h’

expression bornée en premiére approximation; de méme, (47) étant
vérifiée par 5, ‘%‘—9 -+ 1| est trés petit avec 1. On déduit de 1a que
| W] est de l’ordréode r’rt=2@ et l'on trouvera de méme que | Q| est
de I'ordre de 7 r2—2,

Enfin, on peut écrire d’apres (43)

_<£,-£,>“°'__ T 2B -
“ =1 (A+B)x (%’)

d’ou dans le domaine () défini au n° 17

(62) 7(2) <ie<1( L)

et, par suite, d’aprés (32),

, dr dz dr
(63) l17<[?l<[1—,_—>

les nouveaux coefficients ne dépendant que de 7. On trouvera ainsi (')
(64) ]R/rl‘—R/rol<H15:

avec

et H, étant un nombre positif fini, indépendant de r,; ainsi pour r,
assez petit, R,, satisfait a (46).
Passons a {;,; on peut écrire (=7 + 7,4 (7) — yu(0), avec

d“ "l
7/:[!2 =Fs Cro; 500, Rii— Ryo, ),

mais d’aprés (64), (49), (59), il viendra

. 1—w 2—20
’ <AkH17'o<:-7> -i—E',Er‘;’ (I-) —+ Crr,

9 a; ro

(1) C’est précisément cette limitation de Ry qui introduit la condition o <1,
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et, par suite,
(66) ':Ia“‘:kn‘<“z"»

H, (comme plus loin H,, H,, Hy) étant un nombre positif indépendant
de r,.

Etudions maintenant < et 7. Posons d’une maniére générale
(67) tnsm=1—2"tr3(7) =70,(7);
d’aprés (54) on peut écrire |
T1900(71) — 7000 (o) + 1[04 (T1) —0o(71)] = 0.

Or, d’aprés (36) et (66) I'expression ©[¢,(7) — g,(7)] est au plus de
P'ordre de r, dans la région (); il viendra donc (")

(68) | 71— 7o | << Hjry.

Mais on peut considérer les fonctions dela premiére approximation,
ainsi que Ry, et {,, (par le prolongement des quadratures qui les four-
nissent) comme parfaitement déterminées en tout point d’un cercle
de centre 7, et de rayon H,r; la formule

Logﬁ:/ 90(7) —9:(%) , +/
i 70,(7) 01(7) ., "01(7

“Ty

‘a donc aussi un sens bien déterminé. Or, comme 7, n’est pas nul
(n° 16, ad fin.), la seconde intégrale est de 'ordre de r,; de plus,
d’apres (66), |7(9,— o,)| est de I'ordre de r; en vertu de (62) et (63)
la premiére intégrale est donc aussi de I'ordre de r, et, en définitive,
on peut écrire

(69) iﬂ ~l|<H,,r0.

. ‘ ¢
Puisque |=(¢,— 9,)| est de I'ordre de r, Iﬁ) Sy — %
. 1

sera borné sur
le chemin d’intégration; dés lors, d’aprés (59) et (69) on’ pourra

(1) Toutefois, pour ¢} 5} = /A2 — B2— A, =, annulerait la dérivée devgy; il faudrait

remplacer dans (68) r, par J/o, mais ceci n'entrainerait aucune modification essen-
tielle dans la discussion.
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écrire
r w—1
(70) |su—zal <t (£)7
. Ty
20. Congergence des approximations. — Pour pouvoir traiter plus
facilement le cas de 'approximation de rang v, nous poserons
(71) ' CAS=A=
et nous admettrons, qu’on ait obtenu pour j =o, 1, ..., v les inéga-
lités

(72) AjRp<oyy, Ajl<os, Ajt<oy, Atu<oy|t;l, Ajzi<oy,

avec -
(73) Ajsi< Koy, 9> noy
et
IRl <M, s l<My,  [5]< M, Ii_o/l<M
(74)

7\w r\®
M; ('—) < |ty 5ji’<Ms<T> ’
2\ r, | e

les inégalités (74) étant supposées vérifiées pour j=o quand on y
remplace les M, par M, : 2. Cela étant, on trouve d’abord, d’apres (5)
et (73), A;z,.,<< 20y, puis a 'aide de (33)

a5k ’ ‘ ! ' o3 Ty dw
A; P < kioyj+ koo + K ro;+ kKsr - Ts /s

les £,, comme plus loin les Ay, &,, ko, Koy ..., désignant des polynomes
par rapport aux M, (et aux d,) a coefficients numériques. On en

déduit
3 27 dsp, 12
¢ JSnss ek S 1+ 3ty — b)) =2 }
()T < dT )
ol el Bkl s |
I=i~n+1 I~ ~n-+1
7 P10 - R — " r 3w
<r<,—.°> (Ko + kyooy+ Foouy) + 1? <;.£> ks,

R/H—l_

1

]‘-{IL K 20 n n n " @
| Aj (....i’.) <r (—’;‘Q> [kl g1+ kz Goj + /{‘,.U'Lj—l— /{5 7<,,l> G'sj].

555[

et, par suite, d’aprés expression de donnée au n° 19,
o
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Ry,

=) vérifie une inégalité analogue et fina-

On trouve ensuite que
lement, on obtient

. d . . 2w - 2m
(70) Aj <‘Fk§%+9k><r[/ﬁ<%> U;j+/€2<',;9> Goj

Fo\ 20 o\ 30
_I-k,,<-7_9> U'“‘—i—/{sr(,—‘o) 0'51'1.

On obtiendrait de méme

A;Fp=|Fr(Crjs zij> R jor— R 8) — Frl(Crjmrs Sejm1s Bay—RY, 2i520)]
< VA Re o — R+ Bl =i 72+ Chl 6] { -1 Lo+ DA Ry
+ Ep A1 (377) + Fi b (),
soit
—_— J— — N — r 3w
(76) A Fp<hyoy;+koros j g+ kiroy .y + ksrd <—;9-> Gsajmt>

en supposant

(77) [ Ri,jaa— RO << A",

ce qui est certainement vérifié pour j = o d’apres (64).
Ceci posé, admettons qu’on ait trouvé pour o <j <v

o, <Hi(lgry)e,
oy, < Hy(lgry)/r,
o3 << Hy(Lgry)/ry,
7r< Hy(lgro)/ ro

3 r w—1
0‘5/<H.,(lqr0)f<r—o> Py

[ désignant le produit {/, des coefficients qui entrent dans (62) et (63).
Les conditions (78), qui sont satisfaites pour j = o d’aprés (64), (66),
(68), (69), (70), entrainent pour r, assez petit les inégalités (73)
et (74); si donc nous établissons que pour un choix convenable de ¢
elles sont encore vérifites pour j=v, il en résultera qu’elles sont
générales. Or on tire de (51), (75), (62), (63) et (65)

ARy < (zqro)v—ilf M (%)wd_",
0 0

r
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avec
- 7 20 r 1—w 7 2w r
N = £k, <;9> Hyror (,—“> —|—,’.,;-<]—°> H, + 4, <]°> H,rr,
r 2w+1
+A‘5H5I'2<;9> >
soit
k H r\i-w kHy r k H,+ AsHy ] e
- AR.< (lgr | ——17 7t (2 2772 1, haReTm s TT5 ) S
(79) vRie<(lgro) [2(1-0’))(/'(,> e e 1—o 1(1

<H, (1970)’-5,

-en posant

ky Hy ko Hy koHy+ ksHy
, -+ :
2(1—w) 2 — I —w

(80) H,q,=
D’aprés (52) et (76) on aura de méme

. _— H A o\ 1+
(B AZe<(grgy | WT i, + 22 (1)

H, %, <;- >w H, %, r0<r>’—“’] r
+ — (=) + === -
I+ w\7y 2—w \7) q

v

<H. (lgroy 2 2,

avec

(82) M= H,Filg, + Sefe | Mk | Hsksr

~+
24 & 1+ & 2—w

et 'on déduit de la, grace a (36), (52), (76),

(83) Avse <H(lgr) L r A(%) < H,(lgry)e.

217

H,, H, et, plus loin, Hy étant des nombres positifs indépendants de r,
et v. Or, prenons pour ¢ un nombre supérieur a ia plus grande des
quantités ¢, et g, définies par (80) et (82); d’aprés (79) et (81), les
inégalités (78), et (78), seront surement vérifiées encore pour j =v.

Ecrivons alors I'inégalité
Tyt o Tyt ) — T @0 (T9) =+ Tyt [ Poat (Tvrt ) — Py (Tvq ) =0,
conséquence de (54); d’aprés (78), on aura
(84) | Ty Py (Tvr) — T @y () | < Hg (g7 )V 15

Ann. Ec. Norm., (3), XLII. — JoriLer 1926. 28
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quitte & remplacer H; par un nouveau coefficient ne dépendant ni de
r, ni de v, on peut done affirmer (') que (78); s'applique encore
pour j=v. Dailleurs, il résulte de (78), que pour 2lgr,< 1 les
points 7, ..., 7, sont intérieurs & un cercle de centre <, et de rayon
trés petit avec r,; procédant alors comme pour v=o0 (n°19) on en
déduit aussitot (?) que (78), s’applique encore pour j = v.

Enfin, on tire de (84) I'inégalité

] <t‘lt—:;;1 hl 1> Sive1 3{,\)—»1 — sy < Hg(lgry)?,
ce qui entraine (78), pour J=v, en Vertu de (39) et des inéga-
lités (78), écrites pour j=o0, ...,v — 1.

En définitive, les formules (7‘%) seront valables que] que soit 7,
pourvu que l'on ait choisi ¢ supérieur au plus grand des deux
nombres ¢, et ¢, définis par (80) et (82); de plus, pour r,<r1:2lg
(et suffisamment petit) les relations (73) et (78) seront vérifiées quel
que Soitj; la relation (45), supposée vérifiée en premiére approxima-
tion (avec substitution de 27 & 7)), le sera a toutes les approximations;
toutes les conditions que nous nous sommes imposées seront cons-
tamment satisfaites, et nos approximations seront réguliérement
convergentes. Par le procédé habituel (*) on établit que les fonctions-
limites qu’elles définissent constituent une caractéristique de (G,),
c'est-2-dire un systéme d’intégrales définies sur un chemin e, conver-
geant vers zéro; nous allons préciser ce chemin ainsi que les conditions
aux limites de nos caractéristiques.

Il résulte (*) des formules (53) et (78),, (78),; que t, décrivant 2,
de o a t}, ¢, décrit dans son plan un chemin €, de o a t}. En deux points

— —|est inférieur a une quantité de 'ordre

i
de r,, en d’autres termes les transformés de < et 2, dans les plans

correspondantsde 2 et e,

(1) Sous réserve de la méme restriction qu’au n° 19 (note de la page 214).

(*) Quitte encore & remplacer H, par un nouveau cocfficient indépendant de ry et
de v.
(%) Cf[VI], n° 19, p.agr.

(*) En ce qui concerne l'extrémité ¢}, on fera croitre indéfiniment y dans (53), et
Ton observera que d'aprés (78); =, tend alors vers une limite bien déterminée t; pour

=< obnaural;=&.

T
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T=1Log(z,:t]) et Ty,=Log(t,: 1) seront irés voisins l'un de l'autre
pour r, tres petit; et le chcmln decrlt par T sera trés voisin d'un rayon
d’un secteur identique a (S) et appartenant 2 une région (R)identique
a (R,). Lorsque ¢,, décrivant = a partir de ¢}, tend vers zéro, z, part
de =7, les R, tendent vers les R} et les 5, vers les =} (k£ 1, n+1),

tandis que -——-—-Il reste inférieur & une quantité de ordre de r, : ainsi
3

done, prés de 'origine, 3, se comporte comme z,. Ajoutons enfin que
lorsque (') les |z} | et les | R} | restent bornés supérieurement et que

les =, satisfont & (45), r, reste supérieur & un nombre positif fixe (*)..

" 21. Cas particuliers : s=o0; D =o0. — Pour terminer I’étude des
caractéristiques de premi(‘re espece et du type général nous traiterons
deux cas que nous avions réserves jusqu’ici.

Supposons d’abord s = o == D. D’aprés (41) on aura B = o, d’ott
L =2 - ! .
Ob \/D <e¢|)7‘,_1 8"‘"-——-1) >

ty=, sera une fonction rationnelle du second degré en Log E'T" dans

» X N . - V4 .
I’étude de la convergence on verra s’introduire log=* <70> au lieu

NANL O}

de <;—) et rien d’autre ne sera changé dans les développements
0

antérieurs.

Supposons enfin D = o; c¢’est I'hypothése que nous avions exclue

au début du n° 16. Les z,, seront alors des polynomes du second degré
en 7, soit
. Sp=Arm*+ 2Byt + Cy,
et 'on aura
tiwsw—=A2+2Br+ C.
Pour AC — B%®=£ o, © sera une fonction rationnelle du premier degré

Lig\* T Yl
en (L,,> avec s = 2 \/B~—A(J; on aura

ZA)\

4(B2— AC) 2 )
A tiu s 2’

s

(1) Nous léverons plus tard les restrictions relatives a 3} (¢f. n® 26).

(2) Cette limite inférieure tend vers zéro avec 1— o [cf., par exemple, les for-
mules (64), (65)].

Lz =
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et I'on poursuivra les développements comme précédemment. Pour
o ., . %
AC — B*=o0, s sera nul et 7 linéaire en 1 : Log (t—"’

0
l

>; L, %, sera le carré
d’une expression de cette forme, et I'on remplacerait encore dans

), 1 7\ - r -
I'étude de la convergence <r—o> par Log (-)

Ty
Ajoutons enfin qu’on étend aisément a (G,) les résultats établis aux
n° 21-24 de [ V1] : étude de I'intégrale dans les cercles exclus (y.x),
dérivation par rapport a 2/ ou & une valeur limite Ry, z;.

Type exceptionnel. Premiére sorte.

22. Les chemins d’intégration. — En procédant comme au n° 18
on montrerait que lorsque quelques-unes des équations P,=o
possédent des racines doubles et que les = leur sont égales, on peut

encore construire dans le plan T des secteurs (Z) ou les approxima-
tions convergent régulitrement; le secteur (I) se soudera 4 une
portion (X)) d’un secteur (S) le long d’une parallele &4 la médiane
de (S), et dans (X') on saura calculer aussi I'intégrale ; mais, comme
au n° 18, () serait assujetti & une restriction telle que mw <1, ce qui
constituerait un obstacle pour le prolongement de I'intégrale dans (R).
Comme pour VI (") nous allons construire directement des caractéris-
tiques qui convergeront dans un nouveau secteur (X), distinct de (S)

mais présentant un domaine commun avec lui, le secteur (£ ) ; enfin (Z)
ne sera pas assujetti a la condition mw < 1 : il confinera 4 la frontiere
de (R). Nous nous placerons d’abord dans le cas ou toutes les ¢qua-
tions P,= o possédent, chacune, une racine double; les caractéris-
tiques que nous définirons seront dites du type exceptionnel, de la
premiére espece et en outre de la premiére sorte, pour les distinguer
d’autres caractéristiques que nous définirons plus loin (n° 27). Elles
dépendront de n constantes arbitraires, comme il était vraisemblable

PN . . : . 7
a priori; elles convergeront le long de chemins du plan T = Log o qui

pour |¢] trés petit différeront trés peu de chemins rectilignes €/, et le

(1) [VI], p. 280-289.
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secteur que remplissent ces chemins sera dit exceptionnel et de la
premiére espéce.

sil equatlon P,(z) = o posstde une racine double, on aura d apre
(35) (R)*= Dd,z;; cherchons alors & vérifier (34) par une expression
du type

(8) - 4= ap—+ by e/V7 + ¢, e—VDT,
On devra prendre pour cela

(86) ' (a3 — 4 byor) DA—di=o,
(87) - ‘ aDti+Ry=o,

il viendra donc aqtuellement

(88) dp= Dejal,
soit, en vertu de (86),
(89) T bg=o.

Cela étant, attribuons désormiais & a chaque radical Vd, une détermi-
nation arbitraire, mais ﬁxe et posons

:1——-2”@,

(90) /D

\/ﬁ désignant, par exemple, la racine carrée de D qui a ét¢ introduite
au n° 9. Dans I'hypothése & =£o0 nous allons montrer qu'on peut
tracer_ dans-le plan 7 des chemins T s’¢loignant & I'infini de telle sorte

que ¢ et ¢/™ tendent smultanement vers zéro <on tracerait de méme
des chemins T” pour lesquels e" et e tendent aussi vers zéro). Effec-

tivement, posons provisoirement

e . 1 ‘ . .
VD= ae, ;= beiB, 7= pel,

T" sera dcﬁm par les condmons
(91) . cos(oc+6)<o, cos(Pp+0)<o;
prenons encore

(92) c=nhyD;
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il résultera des inégalités (g1) que Pargument 6 + =9 de t:4A
devra varier entre les limites figurant au tableau suivant

T . .3=
Ji( >>u ';—l—'n;qaé-;’——a-kﬁ—-n.
(o complexe) -
e i " . .3
- R(=) <o, ——a+fB4+nioec— —mu,
(&) ‘ t 2 T g
( 3w
. g >0, _+7]:?£—'—'ﬂ5
(= réel) 2
o <o, _le cas estimpossible,

ou le symbole v, dont I'introduction sera bientot J¢égitimce, représente
toujours un nombre positif arbitrairement petit.

Ce.point établi, ¢loignons indéfiniment le point = sur T'; ¢/™* tendra
vers ztro, et d’aprés (85), (88) et (89) toute solution de (34) qui
tendra en méme temps vers une limite finie sera de la forme

(93) Sp= \/\/D_-i— by e/’
a4 ces solutions approximatives de (33) correspondra pour z, la for-
mule approchée

1

(g/l) m“m—-l”"‘z \/dk V/’b t/ ey D’L‘—-— Il—I—MC\/DT
et 'on prendra (le long de I')
g dr
(95) Log lm——-f“ m>
soit '

o Logty= \/ﬁf—Log (1 -+ Tl\ile‘/ﬁ-c);

ainsi, avec des notations du n° 16, ¢® jouera (') le role de s*. De plus,
7 s’éloignant indéfiniment sur T, z, et ¢/, tendront vers zéro; enfin,
dans le plan T,==Logt,, le chemm e, décrit par T, tendra vers le
chemin décrit par le point 7 : 4; c’est dlre que les chemins € rempli-

ront dans le plan T, un secteur dont les directions frontiéres sont pré-

(1) o n’étant pas assujetti & (42), il n’est question que de o2
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cisément définies par le tableau (&); I'une de ces frontiéres sera aussi
une frontiere de (R); l"autre sera arbitrairement voisine de la
médiane du secteur (S), du type général (n°17) appartenant a I'expo-
sant s.

23. Les 2" intégrales holomorphes de premiere espece. — Nous
sommes ainsi amenés i effectuer le changement de variables suivant.

Faisons sur (G,,) les transformations (32) et z, = ——iﬁ—i— (s ilviendra(')

: -

(96) ()dC,L DCL-——AL <%:’ S/ tiszn li) (k,¢1.1 n+I)7

ou, d, et D étant supposés différents de zero, la fonction rationnelle A,
est de la forme (*)

493

ot .
\Ia~—ak< />—I—b1.-57,+c/, i

+ drt,l+ et
Jdt

a,
Jt
t; holomorphes lorsque ces variables sont voisines de zéro, De plus,
en conservant.les notations des n° 17 et 22, nous aurons

a. ..., e, désignant des fonctions rationnelles de =<, (s, 1,5, — £,

(97) A=,

avec
a cos(ot— P+ y)
W= 5 ——————,
b casy
'argument vy de Logz, étant tres voisin de o.
Procédons alors comme pour VI;afin d’établir ’existence des caracté-
ristiques du type exceptionnel, nous effectuerons sur (96) un change-

ment de variables qui repose sur existence d’intégrales holomorphes
de (96).

dz < n+1

(1) Dans Ay, Zntr €L sont supposés remplacés au moyen de (5) en fonction

JZ
de g, et -*—"-

(%) Pour la vérification de cette assertion, on rapprochera dans (G, ) les termes en,
dy et en D.
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Pour cela, nous prendrons d’abord (')
(98) e=Ch+aubi+...+agpt{",

ou g est 'entier immédiatement supérieur a @, et nous déterminerons
les coefficients @y, ..., a, ,, de maniére que.C; satisfasse 4 une équa-
tion

02 ’. () 4 2 ,

'E-Z’li — D¢ =A,=a; 75% -+ b ’,. +c,,t —C-’: —+ d, t Lt et
les nouveaux coefficients a;, ... étant holomorphes comme les a,......

Puisqu’on a §
‘dg(t;n) — m? t;'n t;nyut/ ddh !
J7* (35?2 tiz * oz’

on voit aussitot que les a,, sont donnés de proché en proche par des

équations linéaires, le coefficient de lmconnue a déterminer étant

m*—ag?
hl

entier réel; on aura alors =0 =¢—1; on remplacerait le dernier -

terme de (98) par @, ¢/ Logt, et au lieu d’obtenir une intégrale

holomorphe enz,on trouverait une mtegraleholomorphe en etz Logy,.
Ceci posé, faisons les approximations

/DT -—‘/m: o
ko =0, Chyr = ° f A, e~ V0T dr — f Ay evdrdr,

: il ne pourra donc y avoir de difficulté que si o est égal & un

iy Bipr = h— X tl.‘(Ck,wx -+ Cyplivt. oo+ aq—x',lc ity = v+1_(7)
(v=—T1,0, ...), ;
. T - .
I 1 . 1 !
LO IN+1 — /‘ — _J dT )
g L o ®~/;+1(T) h 4’
l,"_i_':"O, .

ou toutes les quadratures sont effectuées sur I' et ot A, désigne ce -
que devient la fonction A’ quand on y remplace ses différents argu-
ments {,, ... par leurs valeurs approchées (,,, .... En s’appuyant sur
les formules (*) - '
de) <1, felt|=rm,

(1) Voir [VI], note de la page 283.
(?) La premiére est une conséquence de (62) et (63) (n° 19), LOuJOL\X‘S valables
puisque €| appartient i (Ro).
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on établira aisément les inégalités

| & | < Hro, ["di;

< Hri,

iﬂ-ll<l’1/'. -
tio

et d’une maniére générale ('), H et p désignant des nombres positifs
fixes

| a:’k,v-)-l d:,-‘,v
T

, , P’
| Cevri— L | < Hv—"!"/'H, ‘ R e

t< ”‘/:);;,.q—w,

’il——,—-—'-—’——-l ‘<HP—VI"’+'.
Liy v!

Ainsi, pour r assez petit (*), les approximations convergeront uni-
formément sur T vers une solution de (G,); je dis que cette solution est
holomorphe en t, pour t,= o. En effet, A est une fonction de #;, holo-
morphe pour z,= 03 {, sera donc une fonction holomorphe de z,(ou,
pe'ut-él;re, de ¢, et 2, Logt, si o est un entier). On verrait de méme que
Log(z,: ¢,) est une fonction holomorphe de z,, nullea I'origine. D'une
maniére générale, toutes les difféerences Cpory — Coys 2ivis Brvn — Loy Zir
Log(¢,,.,: ¢, sont holomorphes en ¢, et nulles pour ¢,= o. En vertu
de la convergence uniforme des approximations, les fonctions-
limites sont donc aussi holomorphes en z,; en particulier, on a
4= tl,[1+72(2,)], @ étant holomorphe, et par suite, ,=¢[1+{(2)],
¢(z,) étant holomorphe pour ¢,=o.

Ainsi les intégrales 5,(4=~i et n +1) et4,z,, 2,5, , sont holomorphes
en t,=o0; les z, prennent d’aillears en ce point les valeurs Vd,:yDt,
(d’ou résultent pour,z, et ¢,5,.,, les valeurs 2 et—4); or ces systémes
de valeurs étant au nombre de 2", il est bien établi que (G,) posséde
2” intégrales holomorphes (de premiére espéce) (*).

Py

(1) Dans l'évaluation de |{%ys1— Chv| les intégrales définies de comparaison sont
x4

de la formef rq+vEG—1dr; les diviseurs introduits sont de la forme ¢ +v #=w,
guantité supé:tieure av, d’aprés le choiz de ¢q.

(?) De maniére que les coefficients @), ... soient holomorphes et puissent étre
bornés (ce qui permettra de définir H et p).

(3) Exceptionnellement, si 'une des 27 valeurs de o est entiére I'intégrale sera scu-
lement holomorphe en ¢ et ¢;Logt?;; elle ne pourra étre holomorphe en ¢; que si
les d; et D satisfont & une relation qu’on peut former par des calculs rationnels.

Ann. Ee. Norm., (3), XLIL. — Aour 1926. 29
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24. Construction des caractéristiques du type exceptionnel. — Nous
pouvons établir maintenant que (G,) posséde 2” familles de caracté-
ristiques du type exceptionnel et de la premiére espéce. Effectivement,
soit 5, = Z,(#) l'une quelconque des =" intégrales holomorphes
dont nous venons de démontrer I’existence; faisons le changement
de variable 5, = Z, + Z,: I'équation (96) prendra la forme

7L . 97, . 07,
(99) ot _DZI——'\~———-«~<d-T>+b/4,-+-C]‘t—a——+d YA

(le second membre devant s’annuler avec les Z;). Pour intégrer, on .

prendra, d’aprés (93), (94), (95),

Tio=bieV5%, tozn=1— 3"t (Tpy+ L) =0y (), Logty= / G (T)
0

-

. e/iT i " e e—/bt ot " e -
(100) § Zur= T [ Ay (@)ePode— T [ AL (5) e a4 ol
o

tL\H—l
! Log T */ [®v+1(f) Go(f)

avec [lm Zk(lw)] La convergence des apprommatlons se démontre
aisément. Posons

2\/

(v=o0, 1

y e )s

?

Oijes Oy ‘.
Lo ioy — 2. g, ko J 1 Ulikj - i j+1 .
l k,j+1 - /:_1|< 14 e d < 25 —_—_t,»j —

| € jt Biy e — L3505 | << Guy-

Al'aide de 'expression de A} on trouvera oy, < r°+®'( f=1,2,3,4),
@' désignant le plus petit des nombres & et 1, et 3¢ désignant un
nombre positif qui ne dépend que de v et des b,. Or d’une maniére
générale, supposons qu’on ait obtenu

L3

JCro+w’ (pro'yi =1, 2,3, ;05 <),
< EITPTY (=23 02 <

p désignant une autre constante positive. La forme du second membre
de (99) donnera (A étant indépendant de v)

[ Aly — A | < Ar® () vt + Goymt + IOz 01+ Tovn )

et la limitation des intégrales définies (100) fera apparaitre au déno-
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minateur les sommes o+ (v—1)&’ &=@ + @'Zvw’. La conclusion est
alors immeédiate : les approximations convergent régulierement sur I’
du moment que [z, a été pris assez petit ().

Nous avons obtenu ainsi 2” familles de <™ solutions de (G,), dans
lesquelles les =, tendent vers les valeurs Jd,.: 1D, et 1,5, vers &, et,
cela, pendant que = tend vers U'infini sur T, ¢’est-a~dire, d’aprés (100),
pendant que ¢z tend vers zéro sur un chemin ¢ dont le transformé 2’
dans le plan T=TLog¢ différe trés peu du chemin e, décrit par
T, =Logz¢,; il suffit alors de rapprocher les formules (95) et (100)
pour constater que les chemins @’ remplissent dans leur plan un
secteur (exceptionnel) dont les frontiéres seront définies encore
par le tableau &.

On retrouve bien la généralisation des résultats établis pour les
caractéristiques exceptionnelles de premiére espéce de VI; les formules
données au n°12 permettent de préciser le rapprochement. Moyennant
un choix convenable de la racine de I'équation fondamentale déter-
minante relative au pointz = 1 de l'équation linéaire (E,), on peut
prendre '

Vdi=1—2ar;,
et, de méme
\/5::1—}-27‘,”_3,

d’ou, d’aprés (go) et (g2),

2r;—1I :

(101) h=1+ X ,
23t 1

c=2r, 3+ 1+ 2 (2r,—1).

Or, d’aprés I'expression de 7,3, (n° 12, p. 198), A désignera bien,
comme pour VI la limite de A pour £z=o0; ¢ aura le méme sens que
pour VI, et les changements d’écriture ri|r,; 7,7, permettront de
passer des notations actuelles 4 celles de [ V1], et des formules (101)
aux formules (68), (69) de [V1]; de méme encorele tableau (&) géné-
ralise les indications données a la fin du n® 25 de [VI] (p. 281-282).

25. Cas particuliers : d, = o0; D = o. — Examinons maintenant les
hypothéses précédemment écartées (n° 23) : d,=o0 etD = o. Dans le

(1) Pour les mémes raisons que plus haut (note 2 de la page 225).
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premier cas, on posera pour les valeurs correspondantes de I'indice &
(102) Ce= ks

les équations (g6) deviendront

?ur D . I 0_;;_,,."2_*_ "o
Jt apzr

mais, dans le cas actuel, on a

Q.. 1 d{.l.k>2 D

b= (2B D@,

2 B\ 0T 4 . i

Q, étant une fonction des variabl el N L k), £z, 1, qui
;. étant une fonction des variables p,, —=> s, —()T(fqé ) 5, ¢ qui

reste holomorphe pour p,= o; si on la développe dans le voisinage

du point ¢,=o0, p,=o0, ses différents termes contiendront en

facteurs p.; ou #,u,. Cette circonstance permet d’ apphquer au systeme
différentiel formo par les équations
dzyk D

ae '[; 3 =8,

et par les équations restantes, du type primitif, un procédé d’intégration
completement analogue a celui des n® 23 et 24.
Pour traiter le second cas réservé D = o 5£ d, nous opérerons une
transformation qui nous raménera au premier cas.
Si dans I'équation linéaire (E,) on pose
'

(103) x—:m” 5 y:_l__, L, = thl (h=1, ..., n),
. L

f—y

kj:w)x'};——l (j=1, ..., n),

I’équation (E,) aux variables ', y’ aura méme forme que (E,), mais
les points singuliers 1 et oc'se seront permutés; les ¢, (A5 n +2,n+ 3)
n’auront pas varié, mais c,,, sera remplacé par

n—1

D———x
Cn+2-—zch !'

h=1

et -]2 sera remplacé par c, ., + %; la transformation échange donc d,.,
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et D. De plus, on trouvera, a I'aide de (103) et des formules du n° 12,

bi(z') _ d(x) (2 —1)30(1)

or(2") T o(®) $(1)

(104) ’

¢, et P, étant formés a I'aide des 7, et des A, comme ¢ et { 4 I'aide des
i, et des A,. Or, de (104) on tirera

, Sr 1
Sk::—,(l——tk) (A=fn+2), SiaTT —>
- ~n—+2 Sn+a
(10d) ,
Sh 1
Zp= _,/‘ (1—t¢%) (KZn+2), TSppy = =
e ~n+2

!

les =" étant définis pour (E)) comme les = pour (E,). Mais, si l'on
suppose (') d,.,=~ o, la valeur de D pour (E ) sera différente de zéro

etl'onaurad, , = o; conformémenta (102)et(105) on posera done (*)

(106) :k:gi; (k=0, n+1,n+2) et Spe=—
les (;, p et ¢,3, seront donnés par un procédé d’approximations succes-
sives analogue & celui de tout a I'heure.

>

O -
ol

26. Retour au type général : valeurs initiales =] infinies. — La

méthode d’intégration des n° 23-25 s’appliquerait encore au.cas
(semi-exceptionnel) ot une partie seulement des P, admettraient
les 5, comme racines doubles : les z, restants seraient déterminés par
la méthode des caractéristiques du type général. Il est une autre
circonstance qui nécessite 'application simultanée des deuxméthodes :
c’est le cas ou quelques-unes des =), sont infinies. S’il en est ainsi, on
déterminera s, par les formules (85), (86), (87); supposant, comme
au n° 22, que sur I' le point ©=o corresponde & t,=o (avec
¢’" tendant vers zéro ), on prendra c,= o pour tous les 5, qui doivent
tendre vers des limites finies : mais alors ces limites finies ne pour-

(1) Pour dp+s="0, on substituerait dans (103) un.autre point £; au point ¢,.,=1.
Si V'on a, quel que soit &, dz=o0=D, et si les conditions initiales ne sont pas du
type général, on se trouve dans le cas du type exceptionnel de la deuxiéme sorte, qui
sera examiné bientdt. )

(?) Pourn=r, les formules (106) se réduisent & Zpea=1: p?; OF Zpt2 = (1 —N) 1 (1=1);
la transformation équivaut donc au changement A = p=2 (¢f..[VI], n° 29, p. 288).
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ront étre arbitraires : d’aprés (86) ce seront des racines doubles
des P,(z). Ceci posé, on aura encore

tioSio= ot + (3 e/P7 (avec a =1— 2" tpay, B=— 2"t b;),

les ¢, satisfaisant a

“(107) S tper=o.

Lro
C"——--
% fot—i—ﬁe\/ﬁ"

d’ou, en posant — a D=y,

On tire de la

(108) ae \/DT—(a+ﬁ)<t'°> —B,
Lip\*

(109) ' b2 = oc(oz—{—ﬁ)(?) .
a+ﬁ~)(t'°) —B

Dans les approximations suivantes on divisera les z, en deux
groupes; pour les z, qui tendent vers P'infini, on posera

Zp = @i+ b+ cre

et 'on calculera les ¢,; et les R,; correspondants comme dans le cas
général (mais avect=020 aulieu dev=o0 comme limitesinférieures des
quadratures); pour les z, restants, leurs limjites étant racines doubles
des P,(z), on se servira de la méthode des n° 23-25. On observera
d’ailleurs que sur le chemin ot I'on définit les caractérisques (1 2,)~
tend vers zéro en vertu de (108), et ¢,z, vers a = — s ; vD [en vertu
de (109)], résultat qui s’applique aussi a ¢,5,.

Enfin, si parmi les 3} il en est v d'infinies, la caractéristique corres-
pondante dépendra de n + v arbitraires (et non pas de2n — v, comme
on aurait pu le croire a prior:). Effectivement, les z, qui tendent vers
Pinfini introduisent 2v arbitraires (R}, ;) liéés par (107); les limites
des z, restants étant données par (G,), il n’y a plus que » — v + 1 arbi-
traires nouvelles : les n — v données restantes R; et z; ().

(1) .On trouvera plus loin (n° 48, p. 270) une explication de ces résultats.
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. Les résultats de ce numeéro et des n* 22-25 permettent de supprimer
la double restriction imposée a z; a la fin du n° 20.

Deuxiéme sorte.

27. Existence de " intégrales holomorphes. — Traitons enfin le
cas ou tous (') les polynomes P, (=) sont identiquement nuls; on doit
avoir alors dy=o0 =D(k ¢ et n+1). Montrons que dans ce cas on
peut définir pour (G,) un syst‘eme d'intégrales (z;, R,) holomorphes
en ¢;= o (avec R, = o et s, arbitraire).

Introduisons toujours la variable 7 dans les equatlom((x,,) elles
s’écriront actuellement (?)

0%z . 035, . .
dfzk ._1< 53 dl. tisg, z,-) (kZd n+1)

. 05, \? 3 "Tep—t; (05,2 d;z
Y= T ( k + k Z h i /t) + 2 A
25, \ 0T 25;(Lr—&;) -2 N7 S;’([/L—-—l,‘)-

. R dsi - d;zy, A1 5
zi( ly— tl') Jr 25?([/‘—-‘ lt’):" 2(l/c— [l')tl':'z'sfz-¢~l

S avec

Soit alors [z}] un systéme de valeurs initiales arbitraires (mais finies,
et telles que 1 — £7¢,33 55 0); on fera les approximations

- -0 ‘ P — " —
Blo == S tigzsio=1— 2"ty %, - f pe
0 ZO

By = B0+ f Ydr~ft¥d _-A+/d*/ Y, dz,
¢

o

- — "
i1 By — 1T — z LpBr vty

T
Loe Livat __ dr '
S0 T t z; ?
: o byt By

oshv
Y,=T, <5hv§ o= 5 bvBas v ),

avec

et les intégrales étant prises le long d’un chemin T' du plan = s’éloi-
gnant a I'infini de telle sorte que ¢, tende vers zéro. o

(1) Si le fait n’avait lieu que pour certaines valeurs de %, on calculerait les 2 corres-

pondants par la méthode du numéro actuel; mais les z; ne seraient plus holomorphes.
(2) On remplacera z; par ¢;2;: ¢; et Zpqq par — 3;,— 2" 5.
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Soient
dS/‘-.\ 1 ():l‘:\
( Bpyet — Sk | < Tryy _d‘l‘l_ - -dTL'—’ << gay,
Ve Siv — LivZiv | << 730,
i .
f—‘tﬂ —1 ‘<<:rW et |tw|=r;
™
i /
- N tf‘l - ’
on trouve arsément (pourvu que | — — 1| soit borne>
\ 4]
Yoo — Yo <Ar[n(op—+ on) + 0=+ 64w ],

A désignant un nombre positif indépendant de v; d’ailleurs, sur I, on
an P P
peut écrire |dt| < /r—* dr. Par le procédé accoutumé, on déduit de la

(o) Tavy O3y) < H(2gqr)y'r, o< nHI(Bgryr,

oul'onag>(2n—+1+nl)AetH indépendant de r, et v.

Ces formules établissent pour r suffisamment petit la convergence
réguliere des approximations précédentes : ces approximations con-
vergent ainsi vers une solution de (G,) telle que, < tendant vers oo,
t, tende vers zéro, tandis que z, et 2,z tendent vers z et 1 — 2”2, 5, (£ 0).
On montrera de plus que les z,,, 7,5, et Log(¢, : 7,) sontdes fonctions
holomorphes de ¢, : ¢’est immédiat pour 5, puis pour Log(¢,: t,), et
on I’étendra par récurrence au cas de n quelconque. Ainsi, en vertu
de la convergence uniforme 5, — =% et (£,: ¢,) —1 sont des fonctions de
¢, holomorphes pour 7, = o et trés petites avec r; les 5, (et ¢,5,, ,3,.,)
sont donc aussi holomorphes en ¢, pour ;= o, les valeurs initiales '
des z, étant les z).

Enfin, d’apres (30), et d,= o0 =D, R, est alors une fonction holo-
morphe de ¢, nulle a Uorigine (*): on a done bien Ry =oetP,(z)=o.

II. — Caractéristiques de deuxiéme espéce. Type général.

. 28. Transformation de (G,). — Posons d’abord

" 2 P
! /t 0341 >2 di5hi1 4 dpy 57

110 28 = — D554
( ) zisu—f—lk : ()[L‘ LRI

i 8n41

(*).En s’appuyant sur les équations (1) et (4) de [VI] on peut démontrer directe-
ment la propriété analogue pour VI.
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pour former 38 nous observerons que les formules (30) sont toujours

valables pour £=n—+ 1, cas que nous n’avions pas & envisager dans
la théorie des caractéristiques de premiére espéce; or on a

V, S :;,~Bn+1—di~ﬁ+l'

3

~i

rapprochée de la remarque précédente cette égalité permet d’écrire

ds — S di~11-4-1 ()~ n-+1 dZ,'
(0 ?&?‘<E+ E ><at, +o—z,->

0..,H_1 054
— — D 22 o5is .
“5e, 2 t,L ‘( or, T CiSew

. . L., 03 .
Ceci fait, nous remplacerons les dérivées 5—; par de nouvellesincon-
i

nues auxiliaires U,

_dzn—!—l
- 1 ds; S : Jdi; .
112 U= — =Ff + kT, n—+1);
(112) 5; 0t Lp—1t; 3,(5i~+ Bp4q) (k71 )3

vd’aprés (6), les U, seront liés par la relation

(113) E”(t/;——li)Uk:——l,

de sorte qu'on n’aura pas a envisager U,,,, par exemple (*). Il nous
T

U, et de S. Pour cela différen-

A
()[Z‘
. s 0254,
tions (112) et remplacons dans le second membre ainsi obtenu ?TA et

z
0%z . C. -, ,
m’f;“ par leurs expressions tirées de (G,); dans le résultat, comme

d’ailleurs dans (111), remplacons ?}t -+

d“‘”—'—l

par

.gzn-!—l
T Y ARSI, S
dt; ‘ Y B+ Spa br— 1

“n+1

, . , . ds
et enfin, dans les équations trouvées, exprimons z, o 4u moyen

de (110); finalement, nous aurons remplacé (G,) par le systéme sui-

(1) Il n’y a donc que n—1 fonctions U indépendantes : les Uy r’existent que
pour n>1 .
Ann. Ec. Norm., (3), XLIII. — Aout 1926. 30
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vant, que nous appellerons systtme = (') :

! 0z 2 : ) N
(r14) (ti (;;TH> =235,8,1S + di5i 4+ dpy 3P+ Ditistsig,
g .
. 05 : 2"Uy
(115) — =[(5pe1—5))S — disn+ A5+ D 5,55 ] ——— — —Dt;5,5,1
di; . S S
n -~
~h e o 2 -2
- 32 [2 (l/l.— ti) (;i““ 5n+1)2 (QS‘—"di"‘deq Dtl QIL_H)

d/z tlz—vtiUg]
- - ~ h
25, (Lp—t;) 23y,

D, 03
”‘“?"(I—lzznq-t)%ti d,;:,’
‘d:'n—H
dzy Zh Lot .

I1 — =5, U — —_— ki, n+1, n+ 2
( 6) a¢; Yk bi— &; B+ Spaq ( ¢ s 21, )

dUk Z; T U/\' SR ” [IL— ti ¢
7)) A=2L U+ + — ' > Uz
(t17) 0t 25 T hi—t 0 2(bk— &) (51 Bne1) = o

fy8
-+ -
2(bp— ;) (5,4 5 )?

"
‘ . bi—l
< [28n44S—dy(5i4+25p4)+d iy 5+-Dids;3 ], ] E mﬁl

- 5 ' ”[ disn____ dnsi ]
2(tr—1t;) (51 2p14) Sp(be—ti)  zp(ln— )

+ DZ,‘Z/.- [1 - I+ t55,1+] :l .
2 (be— &) (54 Zpr)

Dans le systéme X, 5, z,,, et U, , sont supposés exprimés au moyen

de (5)et(113); dans(115) et (116), ¢; d;’;f' doit étre remplacé par son
expression (r14). l

Cela étant, soit z),, Sy, 3;, U{(k=£1i, n+1, n + 2) un systeme de
2n ¢constantes (?) finies, telles que

(118) s o,

(1) On doit noter que z; et zu4y ne figurent plus aux dénominateurs que par la
combinaison z;-+ Zn4q [comparer avec (111), par exemple]; il était nécessaire que
les seconds membres ne devinssent plus infinis pour z;= 0 ou %41 = 0, sinon I'étude
des médianes de deuxiéme espéce edt été impossible.

(%) En ce qui concerne zf,, et les 3} nous léverons plus loin les restrictions qui
vont suivre, - i
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A
o
Or

et telles en outre que sil’on pose (¢f. n° 7)

"
e

Il

~0
=)

) St 2l sh = sy,
on ait

(119) a

f

Sa— S — 12 0.

Nous allons montrer qu’il existe une intégrale du systéme = satisfai-
sant aux conditions suivantes : pour ¢,= ¢’ (suffisamment voisin de
26ro), =, se réduit a =, , tandis que ¢, tendant vers zéro le long d'un
chemin e issu de ] et que nous préciserons ultérieurement, les z,,
U, et S tendent respectivement vers les z;, UJ et S,. Enfin, il existera
un nombre positif w(oZw < 1) tel que ¢, tendant vers zéro sur 2, le
produit | z,|| %] reste borné supérieurement.

29. L’intégration par approximations successives. — Posons
u=—23"s,,
(120) P(sp1) =2505,41 (@ — 5p0y) + diSapi+ dopy (@ — 5544)°

et écrivons (114) sous la forme.

( 405":1)
C o 28¢5p i+ dp (U +a—2z,.)
121 —_—_— =TI+ U —a
( ) ) P(Zn—i-l) P(5n+1) (u )
2(S_So)zi'~"lz+1+ th,z 37 3?2—}4
4
P(sp41)

(qui suppose P=£0). Soient alors A’ et 2" les racines (supposéecs
finies) de P(z) = o; nous prendrons

(122) Spp= Spp1

’ I ' " . : .
_h "': h 4+ <-0 A _: A > chsC—+ /(5904 — A') (84— A") shsg,

en supposant z,,, différent d’une racine double (éventuelle ) de P(z),
et en posant

(123) $2== dpy + di— 2S;

s sera donc différent de zéro par hypothése (*), et, pour { =o, z,,, se
réduira i z°

“ne1*

. .
(1) Le cas ot l'on aurait s = o donne lieu aux mémes remarques que le cas s = o
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Ceci posé, le systéme X, ou, sil'on veut, (121), (115), (116), (117)
pourra s’écrire .

d?
¢ d_: =1+F( u—a, S—S, &),
g_? = g u—a, S; 5.5 Ups &),
(31) d_.l
5 = o6 u—a, 8; 515 Ug, £),
dU; )
75_—/ :‘P/:(Cy u—a, S; Shn;3 U/e; [i)7

ou F est une fonction holomorphe des variables indépendantes ,
u—a,S—S,,t lorsque les trois derniéres variables sont de modules
assez petits et que la condition

(x24) [P (5pe1) | >

(n nombre positif arbitrairement petit) est vérifice par {; quant a g,
o b, ce sont également des fonctions holomorphes de leurs argu-
ments respectifs, toutes les fois que ces arguments vérifient (124) et
les conditions

(125) |u—al|<n, m<|s]<M, U <M, [S|<M,

m,>o0, M;, M, et M, désignant des nombres positifs fixes; enfin,
considérés comme.fonctions de ¢, g, 9,, ¥, deviennent infinies avec ¢

comme =,

Or il est facile de définir sur =, un algorithme d’approximations

successives fournissant une caractéristique répondant aux conditions
initiales que nous avons énoncées. Partons des approximations

. 17

(l26)l Se, Zro== 54, U,="10U} et Co= Logﬁ

¢

[qui donnent z,,,, au moyen de (122) et 5, 5,,,, au moyen de (5)].
D’une facon générale, supposons que nous ayons calculé S, z;,, Uy,
et ¢, (d’on Zh41s S0 €6 5,.,,); pour obtenir les quantités analogues,

du n° 213 2,410 est alors un polynome du second degré (en général) par rapport

N r\—® , r . .
a Log(¢;:¢0); (;—;) est remplacé par log—2 (-’—?> dans la discussion.
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affectées de I'indice v + 1 nous poserons (*)
t A
Sv+1:so‘|‘f gvdti, 5/:,v+z:5/z +f @k\:dli,
0 0

t;
(I 27) Uk,‘l+i == U‘l).. —i—/ Ll)/” dti)
0

k de;
8ot :f [1 + F(&, wyy—a, Syiy— So-; &) 't'f'
A .

30. La seconde approximation. — [l faut démontrer maintenant que
la solution précédente n’est pas purement formelle; pour cela étu-
dions d’abord la seconde approximation. Assujettissons s a vérifier (42),
et posons ' '

(55") Log %

-

P o i x s
gt—9=T=ueY, s=yveo,
13

(56")

tilEr: ]L?[Ero;
astreignons vy a vérifier (57) et

;cos(y -+ é)

(58 cosy

=fo (f==x1).
On pourra procéder comme au n° 17 : quelle que soit la détermination
de f, on aura

(x28) B ( )"“’,

Iy

a étant un nombre positif (indépendant de r,), et z, vérifiera
une inégalité analogue. Dans le plan T, I'image ¢’ du chemin
d’intégration © du plan ¢z, sera un rayon (y = const.) appartenant
a larégion (R) et en outre & un secteur ouvert (w < 1), (S) qu’on
définira i partir de 5 comme (S) I'était au n° 17 & partir de s. Comme
au n° 18, les domaines d’exclusion seront constitués en général par
de petits cercles ((\) dont les centres sont alignés dans la direction

. b , ’ e . .
de la médiane de (S) et forment en général deux séries distinctes;
lorsque P(z) possédera un zéro double, la région interdite sera

(1) Voir la note de la page 207.
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formée par une portion de ($) limitée par une paralléle & la médiane :

c’est le cas exceptionnel sur lequel on reviendra plus loin (n° 34).
Sans nous arréter d’avantage sur ces extensions faciles dés résultats

précédents, nous observerons qu’en vertu des propriétés asmgnees

4 g, o Yy, on peut écrire (1)

(129) |Sy— So | << Hye, [ 51— 5ro | << Hag, | Upi— Uk | << Hye,

¢ étant toujours défini par (65), H,, H,, H,, et plus loin H, étant
indépendants de r,; ce sont des nombres positifs qui ne dépendent
que des paramétres de (G,), des condmons initiales, de w et de . On
déduit de Ia
|uy—a|> nHtye

et 'on aura
(130) | F (Lo, us— @, S; — Sy, &) |

< k| uy—a| 4 ky| Sy — Sy |+ ky| £ 50410

< kye -+ kyr <§>-‘:m’

0

ky, ...y &y étant définis comme H,. Or l'inégalité nécessaire r, <1

entraine

. r\w r\e’

<l <2
d’ou
(131) r<;>—m< =

0

et d’apres (126),, (127),, (130)
(132) | 6—8 [ <H.e,
en posant

e ::([~m)f :dr‘—ro—e

31. Convergence des approximations. — Employons la notation du
n° 20; les iné¢galités (129), (132) seront un cas particulier des sui-

(1) Cette maniére d’effectuer les limitations exige I'inégalité w <1.
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vantes :

AjS<Hl(l(/l'D)j€, AJ:],< Hg(l{]l'(\)j'&, AJI_T/‘< H3(lq7’o)1;a’

33
(133) AL <H,(lgry) e,

[ et ¢ étant deux nombres positifs que nous définirons tout a 'heure.
Supposons donc que les inégalités (133) aient été démontrées pour
j=o0,1, ..., v—1 et établissons qu’elles subsistent pour j=v.
Observons d’abord que pour r, assez petit (et 2/gr,<1), les condi-
tions (124), (125) seront vérifiées quand on remplacera {, S, z,
U, par des symboles analogues, affectés de I'indice supplémentaire
J(=o,...,v—1) (*). Procédant alors comme pour VI ([VI] n°17,
p- 265-266) et utilisant (122), on pourra écrire S
r\—w

(134)  Smas<i(£) A,

: T
d’olt, par un calcul aisé, fondé sur (133) et sur les expressions de
g 0 Yy tirées de X,

o —w
(135)  Ay® < [(ksH, - ko Hoor ks Hy)e -+ ko H,e'] (1(1,-0)‘4—1(;_) :
0
kgs ..., &, étant définis comme H,, et ® représentant g, o, ou J,. Or on

ae<ry, &' < rys done, en posant /==sécy (d'ou, sur e, |di,| = ldr),
et en prenant

(1 —o)grHp=fH + lkaHo+ Aty + Ay H, (f=1, 2, 3),

on peut écrire

A,S < Hylgyro(lgro=(1 —w)f (—)
0

(136) Az < Ho(lgry)Y %—2 g,

® dr = H,(Igre)? % :.

AU < Hy(Igry)” % .

] -
(*) Pour j = o on remplacera 7 par 274 dans (124), par ;i dans (125), et m4 par2m;,

: M Mq M
My, Ma, M, par—z—l, - .

2
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Enfin, on déduit de (128), (136) et (134)
(137) ] F(CV! Uy — &, S‘H—l__SO! tl) - F(CV—‘[’ uy— a, Sy"'— SO! ll)l

 \ -2
< k:o(lq"o)\'gs+k11(lql‘o)""'1r2<—,—> e,
q ry

Q désignant la plus grande des trois quantités, ¢,, g., g;; on tire enfin
de (137), (131) et (127),
(138) AL < H,,(zgro)v?;s',

en posant ‘
(I — Q))H(,,q[,E k“)lQ -+ ]{'“.

Ainsi, d’aprés (136) et (138), lesrelations (133) sont encore valables
pour j=v, & condition de prendre ¢gZQ et gZg¢,; la valeur ainsi
obtenue est indépendante de r, et v. Dés lors, pour r, assez petit, nos
approximations convergent réguliérement sur le chemin ¢; elles
représentent donc une intégrale de X [oude (G,)]. Or on tirede (133),
en faisant croitre v indéfiniment
H,e

RN T8

<2H,e pour 2lgr,<<rx;

¢, tendant vers zéro sur €, S tend donc vers S,; de méme les z; et
les U, tendent vers les z; et les Up; on a 5,,,(¢))=2=z,,, et 'on
verrait enfin que |z|| [ reste borné supérieurement comme nous
I’avions annoncé.

32. Cas ot 5,=o0. — 1l s’agit maintenant de lever les restrictions
que nous nous sommes imposées sur les z;, au n° 28. Laissons de
coté le cas ou quelques-uns des sz seraient infinis (*); il se traiterait
comme au n° 26 par la transformation (105) et d’ailleurs nous y
reviendrons dans la quatriéme Partie. ,

Nous examinerons d’abord le cas ou la condition (119) étant tou-
jours remplie, (118) cesse de I'étre pour n’ < n valeurs de I'indice 4;

(1) Le cas ou 2., serait infini se traiterait grace a la théorie des caractéristiques
de premiére espéce; il faudrait utiliser la soudure entre les caractéristiques des deux
espéces qui est décrite aun® 46.
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la. méthode restant la méme dans tous les cas nous supposerons que
’ I ___ -0 - - hy . 2
I'on a n’=1. Prenons donc z}=o, et =, 0 (A=~ f, {, n +1); nous
allons montrer que dans le cas actuel on peut encore définir et calculer
des caractéristiques de deuxiéme espéce. Posons

(139) U= v, “+ spup;
lr— 1t
dans (115) nous aurons
d bp— 1y, ¢
(140) L Ui =— f ‘zpuy—\dpuy,

25, (L— &) 25y

et la méme transformation s’applique & (117) (pour k== f); reste a
former d—-— or on trouve aisément

oL’
¢ 05p41
duf B s uys ¢ ()[[
) Q= By O
(141) i 2 7 Lp— b\ S+ 54

o 5 Z”[[}r— ¢ Uz — dn ]
2(Lyp— &) (5i+ Sp1) P A s (bn— )
7 I
TG 8) (it Faa ) —_—
= = = z. 2~ =2 LI S—
> [2S:=n+1—di(~i+2-n+1)+dn+1uz—!—Dti ~’L~"n-+-1]z (lh_[[)(tf_ti)
+-Il-[l+ T+ 4i5p4 ]_
2 (Lp — &) (5i 4+ 3pe)

Shn

Appelons £ le systéme différentiel qu'on déduit de T en faisant dans
(115) et (117) la transformation (140), en substituant & U dans (116),
sa valeur (139) et en remplacant (117), par (141). Les seconds
membres de £’ ne deviendront plus infinis pour z,= o, et ’on procé-
dera sur £ comme plus haut sur X (en cherchant & définir une carac-
térisque pour laquelle u, tende vers s une valeur uj, finie, lorsque ¢, tend
vers o).

33. Cas ott a = o. — Lorsque (119) n’est plus vérifie on substitue
aux U, les nouvelles variables

Vi=TU A '

=Up+ 4 ——

R= Sk t/ - t B+ Sp

avec

A=di+dyp,—23 +Di?si,
Ann. Ec. Norm., (3), XLIIL. — Aour 1920. 31
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la détermination du radical étant celle qui tend vers + s ou — s (avec
S — 8§, et ¢,z,., infiniment petits) suivant que fz;‘;! tend vers o ou

L;

dz *
—=2+t0 tand vers - s

vers zéro sur &’ ( ¢’est-a-dire suivant que
Sn+1,0 d

*

ou — s>. On aura ainsi

05,
P) g A
Sy f=y3 )
(142) 3 =5;Vi— — : - ;
153 le— 1t - Si+ B4

mais, supposons que lz,l tende vers w; il viendra d’aprés (114)

ds, S—d)+diz7' (514 2n4a ) !
(143) t,—'(ﬁ? +Az=— 2 ) ( 1) (54 Zuaa)s

A — _{I_ d:n—l—l
=y ()t[
et 'on voit que le second membre de (142) reste fini pour z,+ z,,,=o.
Les calculs sont analogues mais plus complexes (*) pour 95 o Ve,
atog ! pie )1 a., ot
ils fournissent également pour ces dérivées des expressions qui restent
finies si 5, + 5,,, = o. Nous ne reproduirons pas a cause de leur lon-

(1) On s’appuiera sur des identités telles que
2

.z'—_+_ 8zt — zt
8 8(1+)’)‘3(2——x+1>.y‘)’

N z
\/l—i—xE_}f:I—l—;-—

z 2 23 Qo+ 2fx—1022+ B +10y(5—x)
Y =14 = — — -+ — — P zh
2 8 16 16(8 4+ fox — 22+ 8y)*
on I’ Z(S——d,) N (I[ . . 5. N
u l'on remplacera x par — i (3 Sn41) + I (514 Bp41)?; OD pourra
‘ 25 27

()Z R .y .. .
——)%—1-- On utilisera la premiére expression pour le
gl .

k

J8 . . A% . .
calcul de pre et la seconde interviendra dans le calcul de T qui contient le terme
i i

ainsi transformer I’expression de ¢;

=~

I 78 5 0341
— | — — +Dt;z3,,+ Dt} s :
Fi Bt ( a6 i By i Pt ()li )

()zn-H

T qui figure dans

on transformera au moyen de la seconde expression le produit ¢;

a8 L .. . , . .
7, sous la parenthése. En général, la transformation s’applique encore parallélement
i v

a la médiane d'un secteur de deuxié¢me espéce (01‘1 t? devient indéterminé); elle ces-
sera seulement d’étre applicable 4 lintérieur des petits cercles, alignés suivant la
médiane, oll z; est pelit; ce seront des régions d'exclusion qu’on étudiera directe-
ment (c¢f. [VI], n° 22, p. 273-275).
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gueur les expressions obtenues pour ces dérivées; ces expressions se
comporteront dans les approximations (*) comme les fonctions g,
o et g, du systéme Z; rien ne sera done changé i la démonstration de
convergence. Sans nous arréter sur ces détails nous nous bornerons &

dS OJzp OV

indiquer les expressions qu’on- obtient pour ——,

—£, =% guand on
d[[ ‘)ti’ ()f[ q ¢

annule =, + z,_,; on trouve (*)

~S - — AN\2 " =
(144 (_)“:',_]_‘_I.diA“‘ i_d")_] 2 — e Dtz sn

a¢ 23, A t—(;
- A;g Z” [’f/::: fin Slz(tfh—ti)] + D(1 — :541) % -+l
(145) AR L
aioy St=3 - e oa] +

S (S—-—(l,)2 A ”V—/,
T 2A(li— zi)% [ A2 —df] (s,-(t,,.—t ) +E 'Ef)

L S—d " t—¢ dn
{ AV} |5
T [Z < F zhu/,—zf))“D“

+D(r+ l,-s,H_l)] % —+ ...

Des résultats précédents et de ceux des n* 30, 31, on déduit
(¢f. n° 20, ad fin.) qu’il existe un nombre positif R,(> o) tel que
‘toutes les caractéristiques de deuxiéme espéce pour lesquellesles| U} |,
les | ug] ou les | V}]sont bornés supérieurement restent convergentes
pour r < R,.

Type exceptionnel. Premiére sorte.

34. Transformation de (G,). — Etudions le cas que nous avions
réservé (n° 30) ol le polynome P(z) posséde un zéro double; pour les
mémes raisons qu’au n° 22 il nous faut construire les caractéristiques
correspondantes dans des secteurs qui ne soient pas assujettis aux

(1) Elles vérifient des conditions du type (135) comme on peut déja le constater
grice & (142), (143), pour les nouvelles fonctions or.
(2) Les points représentent des fonctions holomorphes et nulles pour z;+ 5,41=o.
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restrictions (telles que mw < 1) qui résulteraient alors de 'application
de Ia méthode générale. Or nous pouvons écarter le cas @ = o que -
nous venons dexammer la racine double de P(z) n'est donc pas
nulle, et en divisant par z,,(a — 5,.,) on peut dire que I'équation

Z a — 3

n+1 n+1

(147) di—""— v+ dp —2 4 28, =0
a— Zp4q “n+1

devra posséder une racine double; cette racine satisfera a I’équation

a

(148) dim_-d”""z—.—‘;zzo'
Posons
(149) A di:(zri_1)2) dn+l:(2lirt+l_l)27

de sorte que 7, et r,., désigneront deux quelconques des racines
des équations fondamentales déterminantes relatives respectivement
=1, etx = o de I'équation linéaire (E,,). ‘On tire alors

de (148)

@—Zpq 25—

5
Zp-1 2Tpp—1

le double signe étant inutile en raison de I’arbitraire introduit dans la
désignation des racines; la racine double de P(z) sera donc égale

»*
a ah avec

(150) ;z=

27— 1
=,
20— 27

et on aura, d’apres (147),

Se=(2ri—1)(2rpe—1),
*
de sorte que d’aprés (123) on pourra prendre pour s la valeur
(151) 7= 2(Fpw1— Ii)s
le double signe étant inutile pour la méme raison que plus haut.
Posons ¢ = ve®; v désignant toujours 'argument de T, on aura
: V g ] )

:icos(y -+ 5‘)

(152) [tf’l_—_r“r avec w=
COS}/
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Pour que ¢ tende vers zéro il faudra que T s’éloigne indéfiniment a

U'intérieur d’un secteur (S ) dont les frontiéres ont les arguments

T * N T 9 . r\
5—oet—————qou -+ et——osuwant quon a smec< ou >o0

«

(et pour a2 positif, on prendra < positif); aux deux déterminations
de o correspondent ainsi deux secteurs différents de la région (R) (*).
Cela étant, nous poserons encore

*
Zp—=ah +p,

et nous montrerons que dans I'hypothése ou h est différent de o et
de v, il existe une infinité d’intégrales de (G,), dépendant d’une cons-
tante arbitraire, telles que t, tendant vers zéro dans <é> et Z— tendent
vers zcro tandis que les =, et les Up(k=£1, n+1, n+ 2) ten(/ent vers
des limites 5, U} arbitrairement données [mais vérifiant pourtant (119)].
A cet effet, nous remplacerons (G,) par un systéme que nous appelle-
1’0ns(‘¥“); ce systéme sera formé d’ abord des equatlons(r 16), (117) —
ol 5,., sera remplacé par ak + p et z, para(r —A)— e —Ez+a)—,
puis de 'équation (G,) (écrite pour £ = n +1) et que nous transfor-

merons comme il suit.
Observons d’abord que le seul terme en #;* de cette équation s’écrit

dizig— dpy 53 I I
153 s R — =)
( ) 2[;’ - ~ ]

“n--1 ~i

. x ¥ * N
or, d’aprés la valeur de 4, on a dA?— dn+1(1—}l>2= o; si donc p et
2"z, +a tendent vers zéro la partie prépondérante de (153) sera

(21‘,L_+_1I:—;—27‘,-)2 - (27'u+1—‘)§_2"n+1—" 27 )<2//,k+a)
(3

on en déduira aisément que I’équation envisagée dans (G,) peuts’écrire

NI -
0P>+b9 3fl+dp+i+f1—~ilig,

(') Les résultats précédents, et notamment les formules (150) & (152), pourront étre
rapprochés de ceux des n* 22 & 24 du Mémoire actuel et aussi des formules de la
page 294 de [VI] (les symboles ry et r, de VI sont désignés actuellement par rp4q €L 7).
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les fonetions a,, ..., f des variables indépendantes g, 5, ¢, étant holo-
morphes quand p, ¢, et 5, — =} restent voisins de zéro; de plus e est un
polynome du second degré par rapport aux U,.

35. Convergence des approximations. — Procédons alors comme
aux n® 23, 24. On montrera d’abord qu’on peut trouver (') des coefti-
. , -
cients a;, b;, c; tels que, si 'on pose

q+1 q+1 q-+1
(153) p:p'+2a,-z{;, s= 5,—-}—2 by, Up=Up+ 3 eyt
j=1 7=1 =1

(¢ désignant 'entier immédiatement supérieur & @ — 2), les nouvelles
- ’ ’ = \ 1 ¥ﬂ, b 4 :
fonctions o', =), U}, satisfont & un systéme X', analogue & X, mais dans
lequel le terme ez;' de (154) serait remplacé par un terme en €'z},

e’ étant holomorphe dans les mémes conditions que e.

Cela fait, on établira, comme au n° 23, que X posséde oo**~* inté-
grales holomorphes o, z,, U, telles que ¢, tendant vers zéro, les 5, et les
U, (k=£1, n+1,n+ 2) tendent vers 2n — 2 valeurs arbitrairement
choisies et p vers zéro; comme d’ailleurs & chaque systéme (G,) cor-

respondent deux systémes s (par suite du double choix possible de ;2>,
on voit que (G,) possédera deux séries = *"—* d’intégrales holomorphes
de seconde espece ().

Effectuons enfin le changement de variables

- A f— A —_— A
p=p—+p, =5, 54 Ui=U;+ Uys;

’
*

: AN AN ‘ s
on établira que p, 5, U, satisfont & un systéme analogue a X, mais ou

(1) I y aura généralement exception si s st un entier; dans ce cas,.on rempla”
cerait par a;i4 t:,/HLogti le dernier terme de (155);; rien ne serait changé aux
développements qui vont suivre, si ce n’est que les intégrales seraient holomorphes
en ¢; et ¢; Logt;.

(%) Pour les intégrales holomorphes de premiére espéce du n° 23, les limites des 3,
ne sont pas arbitraires, et ce ne sont pas 3;, S,41 MAIS £;5;, £;Z,41 qui restent holo-
morphes 4 origine. Tei, les limites de z; peuvent &tre choisies arbitrairement ainsi

que celles de leurs dérivées I:d’aprés (116) et ;L # 1]; enfin 5; et 3,1 sont holomorphes.



SOLUTION DU PROBLEME DE RIEMANN. 247
les coefficients correspondant & ¢ et / sont identiquement nuls On
intégrera ce systéme en posant d’abord

¥, -
POZAt?-’ Sko= 0, [lk0:O7

puis d’une facon générale,

« ‘-

N [;‘i— i [ -G ¢ X *
Pyl = — f t""A dt; — / 8A, di+ A7,

20v0 ? 0

A, désignant ce que devient le second membre de la nouvelle équation

, . e e NN
(154) lorsqu’on y affecte les symboles variables de I'indice v, et z;,, U,
étant toujours définis par (127),, (127),; enfin les solutions holo-
morphes employées 5., U, sont celles qui tendent vers les valeurs
initiales assignées a s;, U,. On établira ainsi que = posséde une solution
répondant a ces conditions initiales et telle que ¢ Az et lt ()t (oAL
tendent vers 1 lorsque ¢, vers zéro sur un rayon de ( ) la convergence
réguliére des approximations successives étant assurée pour 7 assez
petit.

36. Cas particuliers : d,=o0; d, = o. — Dans ce qui précéde nous

avons supposé /z(lz - 1):/ o. Examinons maintenant le cas ou il

en serait autrement, et supposons d’abord h=1, ce qui exige, d’aprts
(149) et (150), d;= o. Posons alors

Spi=a 4+ A2, a—+ X'zp=y}%

I'équation (G,) s’écrira (pour £ =nr—+ 1

ara 1 OA (2 Fper— 1)2. A
156 e e — LA =F 5 A, ¢, 3 Ups &
( ) dt; + L 0L 45? - ti’ y Ko Bky Yies
avec ) .
- o ﬁl oh A 5173 S n 2%
o —-—————-—/+ : 7_(2_+ _: % +e=
/' dt ()ti ti ki

- Considérés comme fonctions des variables A, y, 5, ¢, les coefficients
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sont holomorphes pour |y | <71, | 5], [=;' | bornés (') et |z suffisam-
ment petit; de plus, v est du premier degré et ¢ du second degré par

X

-

rapport aux U,. Choisissons alors pour o 'une des racines carrées

, . 28— 1\? . .
(non négative) de <——"—+;———> et construisons le chemin ¢ de

maniére que sur € |’ |=r® tende vers zéro avec z. On fera les
approximations

9

x S99
59, U=}, ho=AZ7, Bpa1,0=a -+ A2, Bp=— A}
141 4
s=str [ gwds, Un=Ut+ [ buds,
0 [
d’olt 'on déduit (*)

| 5_/.‘1"—5/:0|< H, ri+®, | Uny— U | < H,r, || <<Har;

de la formule

* N N
7 ooy oA .
= % f tﬁ'_'cs'(d—t?’ Aoy x5 Sr1s U ti) dt;
20 Yo ¢
¥ £ -
7% [ s Ok : x
— —l—¥- t'l-'*'GS' —97 Loy Y15 B U/L-x; ti) dti-—l" At?,
20 %0 dli J

et de 'expression donnée plus haut pour S on tirera

»

T
%= | <M, r? 7

H,, ..., H, désignent des nombres positifs fixes; @’ est le plus petit
des nombres 1 et . D’'une maniére générale, on montrera qu’il existe
un nombre positif H tel qu’on a quel que soit v

H , H ,
]Z/cv = Sfy—1 l < 1 (ar)ym=o, | Up— U/:,v—1 | < 1 (ar)v®,

g

- 453’

- H
l/\~,'—7‘.y_1l< ;—!(al‘) s

lsiv — S y—i I < ;_T(a,.)m—;-/m y Izn—é-l,‘l_ Sp1,9—1 I < o1 (ar)w-;-nr:"

(1) Dans le cas contraire, on procédera comme aux n°* 26 et 32.
(2) D’une maniére générale % et zp44,y seront définis par (5).
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H et a désignant deux constantes positives dont la seconde croit avec
sécy; d’ailleurs on observera que dans I’équation (117) le crochet qui
. R . I (03
contient S se réduit actuellement a — <—d’;ﬂ
’ A

~Z

nécessaire de calculer S. Enfin ’expression

)2: il n’est donc pas

3z +a

e

J

qui doit étre plus petite que 1, est de 'ordre de ar®’; la convergence
sera donc assurée dans un certain secteur de (R), pourrsuffisamment
petit. ‘

" On étudiera de méme le second cas réservé s = o ou d,.,=o; on
posera z,.,=u?, 5;=a — p*— (¥"5,+a) et 'on parviendra 4 un
systéme différentiel, contenant une équation analogue 2 (156), et qu’on
étudiera comme le systéme précédent.

Deuxiéme sorte.

37. Existence de w**~' intégrales holomorphes. — Examinons enfin
le cas, exclu au n° 29, ot P(s)==o0; on a alors d,;=0=4d,,,=S,.
Montrons que dans ce cas on peut définir pour (G,) un systéme d’inté-
grales [z,, ..., 2,,,| holomorphes en #,= o, prenant en ce point ainsi
que les Uy(k+# ¢, n+1, n+ 2) un systéeme de 2n — 1 valeurs arbi-
traires | liées par (5)].

En effet, I’équation (G,) pour £ =n + 1 peut alors s’écrire

0% Zps I 03p4q —X 05p41 - T dsr P
- - ~p+1y Rk W: i
i

5 =
(I 7) dtf‘ + i ‘()ti d[i ’
avec
X= ! ( ! 1 ) <()zn+1\ z___I_ 0% nit ”(Ec_
T 2\ Zpm <3 a¢; 3; 0 d¢;

B n+1 Z” l.— ; ?‘ﬂ ?'_ “drz; “ _I_) o .1
26;3; =92 dt; Zr(te— &) o TR P l; ?

8,5 Bpas B 0—2(’)’;—’:"1 étant toujours calculés au moyende (5)et (6). Comme

au n° 36 la connaissance de S devient inutile; il suffira d’adjoindre
a(157) les équations (116) et (117), et pour intégrer ce systéme on fera
dnn. Ec. Norm., (3), XLIIL. — Aour 1926. . 32
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les approximations

5n+‘1,0:53+1(7—’£0): 5/;0:52-: Up= U} (kZi, n=+1,n42),

i dt; 4
retas = Sl f dt; f 46X, dt;
o i,

combinées avec (127), et (127),; et les intégrales seront étendues a
un rayon de la région (R). On montrera aisément que sur ce chemin
la convergence est réguliére, que les fonctions limites définies par les
approximations sont holomorphes en o (ol elles prennent les valeurs
30,0 35 Up) et qu’elles satisfont & (G,); enfin, on vérifiera sans peine
que la fonction S correspondante s’annule a 'origine : on a done
bien P(z)=o0. '

Les transformations des n* 32, 33 sont encore applicables.

TROISIEME PARTIE.

POSSIBILITE DE REPRESENTER PAR DES CARACTERISTIQUES
L'INTEGRALE GENERALE DE (G,).

38. Dégénérescence de (g,, &,) en (g,_,, G,_,). — Nous nous propo-
sons maintenant d’établir que dans le voisinage.du point singulier
7,= o toute intégrale (G,) peut étre représentée par les caractéristiques
qui viennent d’étre construites. La démonstration qui va suivre fait
intervenir la variation d’un second point singulier de (E,), soit x =1,
et procéde par récurrence; elle repose sur cette proposition fonda-
mentale que nous allons établir.

Lorsqu’un des points singuliers t; tend vers un autre point singulier t,,
les z,(h =] et k) et z + z,vérifient un systeme (g,_,, G,_,)aux variables
indépendantes

ly, ooy tj—h tj—(—la ey by viey ey
aux fonctions inconnues

Bry vy By Bjny ey Sj Sk aeey Bpgay
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et aux constantes

di: vy dj—-u d}'—h * d’ L] dn+2 (et D)7

la constante d étant arbitraire; de plus, a la limite, le rapport =, . =, est
Journi en fonction de ¢y, ..., t,_,, t;.,, ..., t, par une quadrature de
différentielle totale. D’une maniere plus bréve, on peut dire que la
fusion de deux points singuliers fait dégénérer (g,, G,) en un
systeme (8., G,_) (*). i

Nous appliquerons successivement le théoréme dans les deux cas

sulvants :
' Jj=n, k=n-+2 et J=1i k=n-+1;

a la notation prés ces deux cas sont d’ailleurs identiques au cas
général; nous n’introduirons donc aucune restriction en adoptant
pour la démonstration les notations du second cas (*).

Cela étant, nous poserons (°) ¢,=¢; le systéme (g,, G,) aura done
ses coefficients holomorphes en ¢ pour | ¢| inférieur a laplus petite, ¢, ,
des quantités [2,|(2 == n +1). Soit alors £ 'une quelconque des fone-
tions inconnues de (g,, G,) — ou une combinaison de ces fonctions
et de leurs dérivées —; nous poserons systématiquement (*)

F=f+cefi+efatr.. .,

sans nous préoccuper actuellement de la convergence des développe-
ments (*). Effectuons alors le changement de variables

(158) Z:ZC: En+1:2(1‘—z>y

et faisons tendre e vers zéro; le systeme (g,, G,) va tendre vers un

(1) Dans ma Thése (n° 26, p. 103), j’avais énoncé un résultat analogue, mais moins
complet, pour le systéme (fp, F,); j’avais dit supposer alors que I'une des constantes
de (F,), ¢, dépendait aussi de ¢ et tendait vers —1: 4; le maintien de cette derniére
condition aurait compliqué la discussion qui va suivre; aussi donnerons-nous actuel-
lement une démonstration toute différente de celle qui vient d’étre rappelée.

(2) C’est la notation la plus commode pour l'ensemble des applications qui suivront.

(3) Et, d’'une maniére générale, t; = ¢4+ «.

(*) Ainsi, on notera, dés maintenant, que les notations non surlignées se rapportent
au systéme-limite (g,—1, Gp—y).

(5) On peut supposer, par exemple, que les développements s’effectuent autour
d’une solution holomorphe quelconque du systéme-limite.
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systéme dont les inconnues seront les fonctions-limites z,, ..., 5,
Zisrs o e s Sns Ly 5., d'une part, et { d’autre part; remarquons que les
n -1 premiéres vérifient déja un systéme analogue 4 (5), mais ou
manqueraient z, et 5, et ot Z jouerait le role de z,.,. Ajoutons que la
limite ‘de (g,) s’obtient aisément : toutes les équations (g,) écrites
avec les indices A, j, n (A et j étant différents de 7 oun + 1) conservent
leur forme; et les deux groupes d’équations ot 'onak=ioun+1
donnent & la limite

JZ JZ dsn
(159) ZjZ,LE?——t",de— :(ZJ t, )Z

9t a __ .
(160) . Lj%,=— 3t t,“,jdt =o;

en ce qui concerne (g,) notre assertion sur le role de 5+ 5, =7 se.
trouve légitimée par (159).

Passons aux équations (G,), la variable indépendante éiant t,. Tout
d’abord, cherchons la limite de ="N, (n° 2). Les N (ki et n+1)
conservent la méme forme et la somme 2(N,+ N,,) tend vers la méme

limite que
by (0Z\®  d,Z - O3z
(161) E ?(«m) ~ %2, P |
en posant ‘
— Y72 - 2
(162) V= '____q_t./____..‘_ ’ <£ + iz + dn+i.
228(T—1) \ 0t ¢ 11—

Cela étant, écrivons les équations (G,) pourk=rtetk=n-+1;2la
limite leur somme deviendra (')

(163) _d_"_ZJ:AI 0Z>2 :L()z g?_

dt2 — a7\ ¢, dt, 0
Z ” t, [ OZ d, 7 —Q =}
— "N “nt T X *n
lnzn [L k= <dln> 25,,[4 ]
1 0Z a’nZ2 d,2*— 9z D I
~nan T e (e g)-

D’aprés cette équation, et d’aprés les équations restantes de (G,,), s’il
était établi que © se réduit & une constante absolue, nos affirmations

(1) Les accents placés aprés le signe- 2 signifient &k £ ¢, n, n + 1.
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relatives a la forme (G,_,) du systéme-limite et au réle de Z pour ce
systéme seraient complétement justifiées. Or multiplions (163) par {
et retranchons le produit de la limite de I'équation vérifiée par =5 il
viendra

2L 1 (()§>2 1 0Z 0¢ T 03, OC 1 0% - diz} VL=

S — —=\ 3 — s s st 5 3 T 3 — o Sy
ot 28\ d¢, Z 9t, 0t, 5, 0L, Ot, t, Ot, 2£3273¢ 21272

Dans I’équation (162), différentiée par rapport a t, substituons la
> : , : 0*¢ \
valeur qu’on vient d’obtenir pour 5z on trouvera, aprés quelques
réductions faciles,
ro
d—[n = 0.

Ainst, la limite de © est deja indépendante de t,; montrons gu'elle est
aussi indépendante des t,(j =1, ..., 1 —1,7+1,...,n—1). A cet effet
écrivons les équations (14) pourk =i etk = n + 1; ajoutons-les; nous

aurons a la limite

27 1 0Z 0Z 1 03, dZ 1 0s; 0Z
(164) R o AR e o
i dp 5;7 + d; 5,L
2, (t;—t,) 3, 26;(t,—t;) 3z,
- :jjzj QHZ"I + ]223"Z"Z’
en posant (') a o
G bt R d | du

=L Ei—0) 06,04 %

hd

Multiplions (164) par I et retranchons le produit de la limite de
I’équation (14) écrite pour £ =¢; il viendra
2L 1 0z, 0 1 0dz; 0C 1 0Z 0¢ 1 0Z J¢

01,0t; 23, 0f; 0t, ' 25; 0t, 0t; 21 0t, 0t; 27 0¢; Oty

/1 1 9% o
- 5[(E+ c—x>'dTn a4
5,5;(1—10) . 5,5;8
—d; _tnijZP dn+l thzj(c__l)zz] :

(165)

Différentions alors (162) par rapport 4 ¢; et tenons compte de (165); &

(1) D’aprés (160) on a d’ailleurs @ = 0.
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Paide de (159) et (160) on trouvera aisément

00 _
dl/'~

ainsi donc © se réduit ¢ une constante absolue, soit d; et les équa-
tions (163) constituent bien un svsteme (G,_,), contenant une con-
stante arbitraire, d (sur laquelle nous reviendrons au n° 40).

Enfin, on trouvera aisément qu’a la limite { satisfait & 1’équation (')

de _ g,a’t,
Vd (I-—C)+dn+1t-—d§(l—t) 2

j=1

mais nous n’aurons pas i utiliser ce résultat.

39. Démonstration du théoréme fondamental pour t, voisin de 1.
Revenons & notre proposition; il s’agit d’établir que dans le voisinage
de t,= o, toute intégrale de (g,, G,) peut étre représentée par des
caractéristiques de premiére ou de deuxiéme espéce. En d’autres
termes, soit [ z | une intégrale quelcongue de (g,, G,), intégrale qu’on
peut supposer définie au point z{, ..., ¢, par des conditions initiales
quelconques; en choisissant, comme nous le ferons, lareprésentation de
deuxiéme espéce, il s’agit d’établir qu’on peut faire tendre ¢; vers zéro
le long d’un chemin e, de telle facon que sur e les z,, S et les U,, par
exemple, tendent vers des limites bien déterminées (/inies pour S et
les U,).

Pour cela, nous procéderons par récurrence; supposant qu’on ait
démontré le théoréme pour les systémes (g,.,, G,_), nous montrerons
qu’il subsiste encore pour (g,, G,); comme nous avons établi directe-
ment la proposition pour (G,) (*), il s’ensuit bien qu’elle sera valable
pour (g,, &,) quel que soit n.

Or faisons tendre z, vers 1, et appliquons la proposition du n° 38

(1) D'aprés (159) le second membre est bxen une différentielle totale,
() [VI], p. 295-312.
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en prenant actuellement j = n, £ = r + 2, soit (")

zlz:Z, C,v zn—e—%:Z,(I’_Z_’)’ ty=1+¢.

Notre intégrale [=] pourra étre définie par les valeurs () qu’elle
prendaupoint s, =1¢], ..., t,_, =1, ,t,=1+ (] g,|<e:¢f. n°38):
nous nous bornerons actuellement aux intégrales pour lesquelles les
valeurs précédentes satisfont aux conditions

ﬂ<|5;;[<n"1, 'n<|7z|<‘n—1, n<|f|<n"’, -n<lx——E.l,
05z AR T
m‘; l()—£i1<{] I’ 55—;

[C(m)]

<0, <n 7,

ol v est un nombre positif arbitrairement petit; nous leverons plus
loin (n° 43) la restriction que nous venons d’établir . Soit alors (D)
un arc (ou un domaine quelconque) du plan ¢, ou, pour e = ¢,, notre
intégrale vérifie les conditions [C(-;)], d’apres le théoréme classique
de H. Poincaré, cette intégrale pourra étre développée en série procé-
dant suivant les puissances entiéres et positives de ¢ — ¢,; le dévelop-
pement sera convergent dans (D) pour|c — ¢, | <%, 1, ne dépendant -
que de 7 et nullement de ¢, (pourvu que |¢,| reste-inférieur a
une certaine quantité positive e,, inférieure a ¢,). En particulier,
pour |g,| <7, le développement convergera pour e=o0; inversement,

on saura donc développer U'intégrale précédente [Z] a partir d’une inté-
grale [z] d’un certain systéme (g,_,, G,_,), le développement en série
procédant suivant les puissances positives croissantes de ¢ et restant
convergent tant que l'intégrale [z] de (g, G,_,) vérifiera des condi-
tions de la forme [C(;)] et que | ¢|sera suffisamment petit.

Mais, par hypothése, les intégrales de (g,, G,.,) peuvent étre
représentées par des caractéristiques dans le voisinage de ;= o, et il
résulte de la théorie des caractéristiques qu’on peut prendre |#]| assez
petit (*) pour que les intégrales de (g,-., G,_,) qui vérifient en z; les

(1) Les accents ont pour but d’éviter toute confusion avec les notations analogues
des n% 40, 41.

(2) La limite supérieure de |z | ne dépend que de 7; on incorporera cette condi-
tion aux conditions [ G(n)].
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conditions [C(%)] vérifient sur tout un rayon &’ ('), convenable-
ment choisi dans un secteur (é) du plan T==Log(z: 2!), les condi-
tions [C(gﬂ - A 'infini sur &' les U, tendront vers des limites finies;
de plus, pour |¢] trés petit, on pourra considérer &’ comme fixe, car

les frontiéres de <S> ne dépendent que de ;qui, a priori (*), varie trés
peu avec ¢; sur le chemin &’ les successions de valeurs des z,;, S, U,
varieront donc trés peu avec ¢

Toutefois, ceci ne prouve pas encore que T tendant vers l'infini
sur &', z, par exemple, tende vers une limite déterminée (finie ou
non) : rien ne prouve que pour |c| trés petit et |T| trés grand sur &,
Z, ne soit pas indéterminé dans un cercle dont le centre serait la limite z,
de z, et dont le rayon serait infiniment petit avec < ; et la méme remarque

s’applique 4 S et aux U,.

Mais I'objection est facile & lever, car les |U.|, par exemple, reste-
ront bornés pour |¢| suffisamment petit et [T| arbitrairement grand
sur ¢'; or, nous savons calculer un nombre positif p(M) assez petit
pour que [gil étant inférieur & p, on puisse trouver une caractéristique
de deuxiéme espece telle qu’en ¢, les =, prennent des valeurs quel-
conques et les U, des valeurs de modules <<M (®). Done, pour |e]
assez petit, ¢’est-a-dire pour |z, — 1| assez petit, notre intégrale —
soumise aux restrictions [CG(n)] — peut étre surement représentée
par des caractéristiques dans le voisinage de z,=.o.

40. Tutorime. — La constante d de (G,_,) est égale & s*. 1l faut
montrer maintenant que le résultat précédent subsiste quel que soit

(1) Exception faite, peut-étre, de certains domaines trés petits avec n et qu’il favdra
contourner.

(%) Nous verrons méme que s est indépendant de ¢ (n° 40).
(3) Cela résulte aisément de l'existence du nombre R, (fin du n° 33) et de la possi-

-——-' — 1
. &
arbltralrement petits surle chemm, entre Z; et 0; ajoutons d’ailleurs qu’on a actuelle-

bilité de choisir ¢; assez petit pour que l‘./,—-z [ et (fin du n°® 21) restent

ment Z/, Zr.
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¢, et en particulier pour z,=1;, (n° 39). Or supposons qu’il n’en soit
pas ainsi, et faisons décrire a ¢, dans son plan un chemin I'issu du
point z,=1 et aboutissant au point ¢ ; par hypotheése, il existe sur T’
un arc vy, d’origine 1, ouvert en son extrémité 0, et tel que pour tous
les points de y la représentation dans le plan T =Log(z:¢) est
possible par caractéristiques, tandis qu’elle cesse de I’étre pourz, = 6:
nous allons montrer que I'hypothése est absurde.

Nous observerons tout d’abord que, pour tous les points de I'arc
ouvert v, les 5, tendent sur ¢’ vers des limites bien déterminées z,;
d’apreés le n° 38, ces limites sont des fonctions de z,, ..., ¢, tiy, -« -,
¢, qui vérifient un systéme (g,_,, G,_,), oulavariable principale serait,
par exemple, z,; d’ailleurs le passage a lalimite de (g,,G,) a(g,._,, G,.—)
ne saurdit offrir aucune difficulté, car sur &', pour |z,] assez petit, les
conditions de convergence sont surement remplies, d’aprés les pro-
priétés des solutions-limites [qui sont des caractéristiques de (G,_,)]-
Je dis que pour ce systeme-limite (G,_.), la constante d (n° 38) est
identique & la constante de deuxiéme espece s* (n° 29).

Effectivement, reprenons les calculs du n° 38, en conservant
toujours la notation j =7, k= n + 1; grice a ’équation

éf_k — tn— & zk d‘-’n + lp—1t; 5, 05

(166) =
da¢, h—tp z; 0L tp—tp 5 0L

(n° 10), il viendra

. Zp Oy Z’;“, Zp 01 dt;
puis ’
~ 8z ( 9z >*___ 2 (zw 95 _ azm> *
53 Z(s —_ 1) dt,, %;%p41 \ 3n O a¢;

r ('), sauf sur une paralléle 2 une médiane de premiére espéce (?)
(c’est-a-dire sur' une parallele 2 une frontiere d'un secteur de

(1) On a le droit, par hypothése, d’appliquer la théorie des caractéristiques quand
t, appartient & I’arc ouvert y.
(2) D’ailleurs, dans cette direction, les’ Tt deviennent indéterminés (cf. n° 47).

Ann. Ee. Norm., (3), XLIIl. — SEpTEMBRE 1926, 33
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deuxiéme espéce), le rapport

Speq 05n . 05n

Sy ()li. d¢;

tend vers zéro comme¢, z,; I'expression (162) tend donc pour |T|infi-
niment grand vers la limite de

Drei\2 . B3 A
< ()I;-}—l +dz 3 _ '1+l+dn+l (_ n—1
. .

=—2S+ d;+ drl+l- D l? 5i%p+1,

o~

2
‘

Sp+1

e
~

* . #
c’est-a-dire vers s* (n°29); et les calculs du n° 38 montrent que s est
indépendant des t,, fait bien remarquable qui se rattache étroitement a la
solution que nous donnerons du probleme de Riemann (n°56, p. 297). 11

résulte de 1a que 7, tendant vers 0, les frontiéres des secteurs <S) (qui

ne dépendent que de s) resteront fixes; en particulier, on pourra done
supposer que le chemin ' n’est paralléle ni & une frontiére ni a une
médiane du secteur. 3

&1. Introduction des fonctions-limites o, ; formation du systéme diffé-
rentiel qu’elles vérifient. — Etudions de plus pres les valeurs-limites -
des z, et des U, comme dépendant du point ¢, de I'arc y. Les limites z,
des 5 (limites qu’on aurait pu désigner, d’aprés la seconde Partie,
par 5% )-peuvent étre définies comme étant les solutions du systéme
(Znes G,_y) du n® 40, qui prennent en £}, ..., i, £, vy Lh_,,
1 + ¢, les valeurs
031 dzi—l ()51‘4-1 ., dzu

—_— e ’

™9t 7 oty D a7 Oty

ces derniéres étant les limites pour ¢, = o des symboles analogues [Z]
qui définissent en #, =1 + ¢, notre intégrale [ z|. Cela étant, posons
b O3,

Plczf‘ Iim - 5]
=0 5; dti
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nous aurons ainsi, d’aprés (116),

ﬁ 05544
. == Pk Sk g, 5 0¢; 1 S5
(167) U/L._=_thk—_—-—+——hm—_——:—:—— Pk'_""_ P
=0 b tptu=05;4+5,, W zZ

en supposant que sur & ]l‘;‘ croisse indéfiniment. Dans le cas ou
Z=lim(z,+ z,,,) serait nul en §, on-aurait, d’apres (145),

(168) Vi=lim V= 2.
. ‘ . =0 fl:

Nous nous proposons d’établir que les p, restent bornés quandt, tend
vers O sury; a cet effet, nous formerons d’abord le systéme différentiel
vérifié par les p,. Tout d’abord, considérons le systéme (g,) écrit sous
la forme (166) (£ 5 ¢, n, n +1); sur tout arc fermé v’ appartenant a y
le second membre converge uniformément vers sa limite pourz;= o3
on peut donc écrire

Sk tp—1t, 05
(169) pr= = ppt —= =
~n ~n L)tﬂ

(k#F i, n+1),
etiln’y a plus qu’é calculer p,. Or posons

t, 05,
2 dt;

o

Il

2

de sorte que o tend vers p, lorsque ¢, tend vers zéro; on aura

— 2 - 2
Loz b(Z), o
0n  n 53\ 0¢; 5; 03

Explicitons la dérivée seconde a I’aide de (G,) et passons a la limite’
comme tout 2 I’heure; il viendra
Oon __ ph a5 h  dn D

(170) 3L, = _——+ — +

— z b5, — 1
2¢, 5p Oy 25p 24, w(tn 2 )

2 .
o EZZIA [th"’ Ln <gi_’f>2 + d, 5}21 —d, ‘:rzL:l + Eﬂ . an_

en posant .
h Zh dt, Sp(tp—ty) tn Ly

D’aprés (169) et (170) les g, et g, sont des fonctions ;néromorphes de
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¢, en tout point distinct des ¢,(A 5~ 7 et r); ils ne peuvent donc cesser
d’étre bornés sur vy que s’ils présentent un pole en 0; nous allons
montrer que I'hypothése est inadmissible.

42. TutoriMe. — Les p, restent bornés quand t, tend vers 6. Moyen-
'nant au besoin une transformation (105) on peut toujours supposer
qu'en 6 — et par suite sur tout arc voisin Y’ — les z, restent finis. Je
dis qu’alors, si p, présente un pole en 0, Z s’y annule nécessairement.

Supposons d’abord z,(8) == 0. D’aprés (170) p, aura en § un péle du
premier ordre; et en posant z,(6)=c¢; on pourra écrire, dans le
veisinage de 0,

_ % _Ta
P/c-—-—Cn tn—9+”' (f',,;fo).

Mais, en vertu de (41), on a

i

§= E”tk \/D(Z/L-— h’/‘) (Zk— }l']’,) = Z”pk,

d’apres (33) et la définition de g;; or (‘)s<= s r) est constant; on doit
donc avoir
3'eckr=o0 ou Z(f)=o.
On aboutit a la méme conclusion si z,(0) = o. En effet, d’apreés (G,)
et les équations (5), z, posséde en 0 un zéro du premier ordre, soit
' sp=c(tp—0)+...;

on aura donc

r.c .
P/c:E(Tn-—_kg)z-!—... (ki n, n+1);

mais I’équation (170) montre qu’en 0, p, est infini du premier ordre
au plus; on en déduit, puisque s est constant,

Ci+ ... Cig+Cipy oo Cpg - Cpypg=0.
Or, comme z,(0) =o, la relation (5),, écrite pour (G,_,), donne
alors Z(0) =o. : :

Ce point établi, remplacons le systéme (G,) (o ¢, est la variable
principale) par le systéme équivalent du n° 33, aux inconnues z,

(1) Voir, par exemple, n° 46, p. 271.
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S, Vi; les équations (144), (145), (146) en représentent la limite (')
quand on fait tendre z,+ z,,.=Z vers zéro. Si 6 est un pole pour
les p,, sur €’ et v, dans le voisinage de t,= o, 7,= 0, | Z| sera arbitrai-
rement petit; les | V;| et | z,| seront arbitrairement grands. Soit (z},
un point appartenant & ce voisinage; quelque voisin que ce point soit
de (o, 8), les 5, y sont finis, et de méme les V,, car la singularité
polaire z,= 0 est isolée; orz; variant seul & partir de ¢, sur €, on
aura, d’aprés (145) et (146),

dv;, = )
(171) == f (14 Q),
25

| Q| étant arbitrairement petit si (¢, ¢,) a été choisi assez prés de (o, 0).
Mais z,(z,) n’ayant pas de péle en (o, 6) reste uniformément borné
sur 'arc envisagé du chemin e, si voisin que #, soitde 0; d’aprés (171)
|V, | reste donc uniformément borné, soit inférieur 4 or, et 'existence
d’une singularité polaire estinadmissible aussibien pourp, que pourV,.

43. Application au théoréme fondamental, et suppression de la
restriction du n° 39. — Or, comme nous l'avons rappelé au n° 39

(ad fin.), lorsque les | V| — ou les [TJ—,] — sont bornés, soit pour
[Vil<M  (kZiin+1),

il est possible de calculer un nombre R tel que pour

(®) él(Log—') <—R et argLog%]<§en,
0 .

on puisse construire des caractéristiques qui représentent une inté-

‘grale prenant en ¢ un systéme de valeurs quelconques Byy ey Bays
Bipss +ees Bny Bnga tandis que les [V.| y prennent des valeurs <M.
Actuellement calculons R en faisant M= o1u; il résulte de ’analyse du
n° 42 que pour Log(, : t]) assez loin dans (@) on a surement | V,| < o1

si z, appartient & I'arc oupert v; or I'intégrale [=] envisagée en un tel

(1) Abstraction faite de la limite de (114), facile & obtenir, mais que nous n’aurons
pas & utiliser. \
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point z, est une fonction continue (*) de¢z,, sur 'arc fermé y, pourt,=0:
I'intégrale estdonc encore représentableparcaractéristiquespourt, =6,
Le chemm ', aboutissant en ¢, ne saurait donc étre coupé par aucun
point d’arrét tel que 0, et I'intégrale est encore représentable par
caractéristiques pour z, = ¢, ainsi que nous voulions I’établir.

Mais, pour que notre théoréme fondamental soit complétement
démontré, il faut encore que nous nous débarrassions de larestriction
que nous avons introduite au n° 39 : nous avons supposé que les
valeurs initiales des intégrales de (g, G,l) satisfont & des conditions
de la forme [C(y)], pour ¢,=1+¢, (avec |¢,]| et |z,| suffisamment
petits en fonction de v). Or supposons que la représentation par
caractéristiques dans le voisinage de ;= o ne soit possible que pour
les intégrales dont le point représentatif

. N AN

m <A n ():1 d“’n)
Bly seey Bpgy T trey
.()t[ d[z

des conditions initiales en (¢}, ..., ¢,) appartienne & un certain
domaine (A); soit p un point frontiére de (A). Envisageons les inté-
grales définies en (2], ..., ¢,) par des conditions initiales identiques

aux 27 — 1 coordonnées de p, sauf la premiére, par exemple, Si=c
que nous ferons tendre vers la valeur frontiére ¢, [de telle sorte que
’arc ¢ décrit par le point m correspondant reste dans (A)]. Par
hypothése, sur tout arc fermé appartenant & ¢ (au sens strict),

U,, ..., U,(*) admettent des limites finies quand ¢ tendra vers zéro.
C0n51derees comme fonctions de I'un quelconque des #, (A = ), ces
limites vérifient un systéme (g,_,, G,_,) — (170), & points critiques et
4 singularités non algébriques fixes; or cette remarque permet d’élu-
cider I'allure de ces limites, envisagées somme dépendant de la
constante ¢; il résulte en effet. d’un théoréme de M. Painlevé (°) que

(*) Du moins pour # suffisamment voisin de o, et moyennaat, comme nous lavons
dit, une transformation (105) éventuelle.

(2) On remplacerait les Uy, par les V, si cela est nécessaire.

~ {?) Ld démonstration procéde comme dans les Legons‘ professées a Stoc/cholm,
Paris, 1897, p. 36-38 et p. 415. .
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les fonclions-limites U,, ..., U, ou bien sont holomorphes pour ¢ =c,,
ou bien admettent tout au plus ¢ = c, comme singularité polatre (*).

Le premier cas est & exclure : sinon, pour les points¢, arbitrairement
voisins dezéro, les | U,| seraient bornés quelque voisin que soit mde p,
et p ne serait pas point frontiére pour (A). Dans le second cas, le
point ¢ = c, est nécessairement pour les (3, U,) une singularité indépen-
dante des 1, et des t¢); sinon on envisagerait les U, comme fonctions
de z, dans le voisinage du pole z,=1¢), pour ¢ =c,, et I'on serait
ramené au cas du n® 42; on peut donc affirmer que p restera un point
Jrontiere de (A), méme st l'on modifie trés peu (*) (¢), ..., t)).
Montrons que I’hypothése est absurde.

Effectivement, si 7z est un point de (A) suffisamment voisin de p, il

‘ A

93,
_ at;
ayant leurs centres aux 2n coordonnées de m et ne contenant sur
leurs circonférences qu’un seul point frontiére : le point p. Or, ¢/ est
loujours possible de substituer au point (¢}, ..., £5,)==1" un point
voisin t, tel que la méme intégrale, définie par p ent°, soit definie égale-
ment en t, par un point m' intérieur (au sens sirict) aux cercles ' : on
posera

. A . '
existe dans les plans complexes z,, ..., un systéme de 27 cerclesT’

[\ 10— b T ! U .
1) — L) _._.zh—i—\/—-xah (&), ), véels);

et tout reviendra a résoudre un systeme de la forme
n
Z(a’,-jx"j-*-a';jm’j'-):e,: (i=1, ....,2n),
j=1 f

ou les a’, a” sont des quantités réelles formées a I'aide des coefficients
de (G,), tandis que les ¢, sont des quantités réelles, tres petites de
signes donnés; la résolution d’un tel systéme est toujours possible,
quitte 2 modifier préalablement (trés peu) le point ¢° si le déterminant
du systéme était nul. L'intégrale définie par les conditions ¢, m' est
surement représentable par caractéristiques malgré le déplicement
det°, puisque la frontiére de (A) n’a pas varié (au voisinage de p); or,

(1) Quitte a modifier (¢3, ..., £)) on peut toujours supposer co 3 0 et =.
(%) De maniére & ne pas rencontrer d’autres singularités polaires.
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d’aprés ce qui a été établi au n° 42, elle est encore représentable par
caractéristiques quand on fait tendre ¢, vers :°; ainsi p ne saurait étre
un point frontiére de (A).

Il est donc bien établi quune intégrale quelconque de (g,, G,) est
représentable par caractéristiques dans le voisinage de l'origine.

QUATRIEME PARTIE.

APPLICATION DE LA THEORIE DES CARACTERISTIQUES
A LETUDE DE L’INTEGRALE GENERALE DANS LA REGION (R).

44. Prolongement de l'intégrale a 'intérieur d’un demi-secteur. —
Nous pouvons maintenant utiliser en toute sécurité les caractéristiques
de la seconde Partie pour étudier une intégrale quelconque de (g, G,)
a l'intérieur de la région (R), lieu des points T = Log(, : ¢} ) dont les

. 3
arguments sont compris entre g +7 et—; — 7 (*). Nous commence- .

rons par faire cette étude a I'intérieur d’un secteur, et pour compléter
les résultats du n° 17 nous envisagerons plus spécialement les carae-
téristiques et les secteurs de premiére espéce.

Supposons d’abord que nous ayons calculé le long d’un rayon OA
*du plan T une caractéristique de premiére espéce de (G,). A ce
rayon correspond un certain choix des nombres o et f(n° 17);
faisons varier w de o (inclus) & 1 (exclu) et prenons successive-
ment f==1; OA balaiera un secteur ouvert (S), divisé par sa
médiane (v = o) en deux demi-secteurs, (S’), (S”). Nous montrerons
d’'abord que les caractéristiques définies aux extrémites des rayons d’itn
méme demi-secteur ouvert par les mémes conditions initiales (pour T = oo,
R,= R}, z,=z); pour T=o0, 5,= 5) appartiennent & la méme inté-
grale de (g,, G,)- :

Soient OA, et OA, deux rayons d’'un demi-secteur, (S’) par

(*) La condition est équivalente a (57).
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exemple. Prenons respectivement sur OA, et O A, deux points T, et T,
arbitrairement éloignés, et tels en outre que le segment rectiligne T, T,
fasse avec I’axe imaginaire du plan T un angle supérieur i 7 en valeur
absolue ('), et que tous les rayons T, T” issus du point T, et pénétrant
a l'intérieur du triangle OT, T, remplissent la méme condition (');
nous désignerons enfin par T"T" un segment rectiligne dont I'extré-
mité T’ est sur O A, et qui fait avec 'axe imaginaire un angle supé-
rieur & v en valeur absolue (*).

(95

Fig.

4,

Cela étant, considérons deux caractéristiques de premicre espéce
définies par les mémes conditions initiales relativement aux .extré-
mités de O A, pour la premiére, et de O A, pour la seconde.

L’algorithme d’approximations successives que nous avons employé
pour calculer les caractéristiques de premiére espece ne cessera pas
de converger si ’'on substitue au rayon O A, un chemin brisé tel que
OT,T,A, ou OT'T'T, A,. Or supposons d’abord que le triangle OT, T,
ne contienne i son intérieur aucune circonférence (y, y) (n°418, p. 211);
les fonctions & intégrer seront holomorphes dans le triangle OT, T,

_et, a chaque approximation, les quadratures étendues a OT ou A, T
(T appartenant au segment OT") auront les mémes valeurs, qu'elles

(1) Cette restriction est introduite pour que le nombre positif [ figurant dans la
démonstration de convergence (n° 20) puisse étre conservé sur les nouveaux chemins,

Ann. Ec. Norm., (3), XLII. — SErTEMBRE 1926. . 34
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soient étendues au chemin rectiligne primitif ou au chemin
bris¢ OT'T”T,A,; le résultat subsiste d’ailleurs si T appartient au
rayon T,A,. Ainsi, 2 la limite, les valeurs obtenues pour les
intégrales coincident sur OT' et T, A,; et 'introduction de la ligne
brisée OT'T"T, A, comme chemin d’intégration fournit /e prolongement
dans le triangle OT, T, de Uintégrale définie primitivement sur O A,.

La conclusion est moins immédiate dans le cas ou le triangle OT, T,
contient une circonférence (y,5). Soit T un point quelconque de OA, ;
de T comme origine décrivons un contour fermé ¢ (*) autour de (y;x)
et considérons les deux caractéristiques définies par les mémes
données extrémes, la premiére sur OA,,4la seconde sur le che-
min OT¢ TA,; celle-ci définit dans le plan complexe une intégrale
qui est uniforme i Iintérieur de ¢; calculée sur OA,, cette intégrale
définit (2) & son tour une troisieme caractéristique qui coincide avec
la seconde sur OT et T A, ; mais, d’aprés 'uniformité de la convergence
des approximations successives, il n’existe qu’une seule caractéris-
tique répondant aux mémes données extrémes imposées sur OA,; la
troisicme caractéristique coincide donc avec la premiére, et, par suite,
celle-ci, avec la seconde sur OTA,, et la conclusion est la méme que
plus haut.

Or, aux points arbitrairement éloignés T, T, du demi-secteur (S'), les
R/ (ou les z,) prennent des valeurs R, R,” (ou ", 32 qui différent
aussi peu qu'on voudra des R) (ou des z); pour le voir, il suffit
d’observer que sur T, T, on peut calculer les caractéristiques par les
formules (51)-(54) moyennant la substitution de R)”” a R} et le rempla-
cement de ¢?, z! par les valeurs (¥, /¥ prises par ¢, 5; en T,; comme
T, T, appartient & un demi-secteur ouvert, [z, : ¢;*'|* reste constamment
trés petit ou trés grand en module suivant que le demi-secteur (8)
est au-dessus ou au-dessous de la médiane; ¢, z;, restera trés petit, et
les ¢, (ou les =) ainsi que les R, varieront trés peu.

Mais la méthode des approximations successives montre que les
caractéristiques définies en O et en T, par les systémes de valeurs =} et

(1) On pourra prendre pour £ un polygone dont les cotés font avec I'axe imaginaire
des angles supérieurs 4 1.
* (2) En vertu du résultat fondamental de la troisi¢me Partie,
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[, Ri’] — celles-ci pouvantdépendre de T, et tendant vers les =9, R?
lorsque T, s’éloigne & U'infini — zendent uniformément sur O A, vers la
caracte’rislique définie en O et a linfint sur O A, par s} et les limites =),
R} des =i, R}. Ainsi, ¢ étant un nombre positif arbitrairement petit,
on peut choisir T, et T, assez loin pour que I'intégrale, prolongement
sur OA, de la caractéristisque définie sur OA, et la caractéristique
définie par les mémes données extrémes sur OA, difterent mutuelle-
ment d'une quantité de module uniformément inférieur i <
C.Q.F. D.

45. Soudure de deux demi-secteurs de premiére espéce (S), (87).
Etude de R, z, et t; 5; dans un secteur de premiere espéce. — Etudions
maintenant le passage d’'un demi-secteur & I'autre et le voisinage de la
médiane de premiére espece qui les sépare. Soient O A, et O A, deux
rayons appartenant respectivement & (8’) et (8”); joignons ces rayons
par un segment T, T, faisant avec I’axe imaginaire un angle supérieur
a7 ('). En T, les fonctions R, et 5, prennent des valeurs R}, et 5}, tres
voisines de R} et =) (si T, est assez loin); soit ) la valeur correspon-
dant (*) & =, au moyen de (36); posons alors sur T, T, (les notations

étant celles dun° 17)
+f (wk"*‘ +sz,> dz,

2 =2 +f (1 + F) dr,
0

“de s

£
Logﬁ—: (t} =) esTy);

o t;5;

on développera par approximations successives la solutien des équa-
tions précédentes tout comme le long du rayon A du n°® 17, mais sans
avoir 2 introduire les 7,; en partlcuher, malgré que la variation de <

ne sout plus infiniment petite sur T, T, (comme elle Iétait sur T, A,), les

(1) Voir la note de la page 265. v
(2) Cette valeur est définie sans ambiguité par les calculs mémes qui fournissent la
caractéristique de (G) le long de OA;.
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inégalités (78), (f=£3) continueront & rester valables. Dés lors,
d’aprés (78),, on voit aussitot que le long de T,T, et T,A, les Ry
restent aussi voisins qu'on voudra de R, c’est-a-dire de R}, pourvu
que T, et T, soient assez éloignés; dans tout secteur fermé intérieur au
sens strict a (8), les R, tendent donc uniformement vers leurs limites R}.

Etudions maintenant I’allure des z,. Tout d’abord, d’aprés (36)'on
peut écrire

(172) sr=Ay ev/ﬁik_*_ Bke"‘/ﬁzk—i— C
avec
Agy 1 W+ Rl o
(173) (B/‘=>:‘ [3/0: —"—k =+ V(=) — AL) (58— A, )] Cr= -t
k 2 2

or, d’aprés (78),, (43) et (78),, on peut écrire

1—(A—DB)x(r+0,Lry) <i>s
(1+0;L,7) (161, 165 <1), -

ev’ﬁ-t:k._
§— (A -+ B)x (1 0, Ly 7y) (‘)

ot L, et L, désignent deux nombres positifs bornés. Rapprochée
de (172), I'équation précédente donne enfin

1—(A—B)x (1+91L170)< )( 0,L,r)
1+ 0, Lyr

(174) zp,= A, b
1—(A+B)e(14+06,L,ry) —%>

(14 0,L;7)+Cr ([05]<1),

(
i— (A B)x(1+6,L,r) <f)
1_(,\-—-B)x(1+01L17‘o)<

+ By -
z
i)

L, étant aussi un nombre positif borné; observons enfin que A;, By,
- Cysont indépendants de ¢}, et que, d’aprés la remarque faite tout a
Pheure sur les relations (78), (/5= 3), 'équation (174) sera valable
dans tout le secteur de premiere espece (S).

Cela étant, faisons tendre ¢; vers zéro sur un chemin rectiligne ou
spiraliforme © de maniére que T s’éloigne indéfiniment sur un rayon
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de Sappartenant au demi-secteurinférieur (S”);on auraainsi(') (n° 17)

In N
7> 59

(t::¢}) croitra indéfiniment, et d’aprés (174) s, tendra vers la limite

A—B A+B

5)— 5. = A : -5
(175) A = Arr g + Big—g + O

de méme, dans le demi-secteur supérieur (8"), z, tendra vers la limite
(175)+ G =Ar+ B+ Gy,

quantité qui est égale a =) d’aprés (173); et cela devait étre puisque
les calculs de la deuxiéme Partie étaient effectués précisément dans
- (8)(¢f. n° 17, p. 210).

On étudiera de méme
tisi et sy (=—t5— 2 t;5,);

a'aide de (44) et (78); on obtiendrait une formule que nous écrirons
(en introduisant encore des nombres positifs bornés, L,, L)

(176)

/

I LE\TS
= m(] +64L4r0) <'£—0>

A A—B AT
— & + _—;‘B—z-.x(l-}- 95L5)'0) <.t_i6> ([ G‘I, |55|<I);

1
U5

on pourra la rapprocher (*) de la représentation analogue donnée (*)
pour A—'. Ainsi, quand T s’éloigne indéfiniment sur un rayon quel-
conque supérieur ou inférieur a la médiane, 7; z; tend verszéro comme
., r\e , . , .
une quantité de l'ordre de <r—> » » étant I’exposant d’indétermi-
0
nation (*) du rayon. Mais alors, en vertu de (5),, on devra avoir

Z"tzc(z}t—zﬂ =0,

(1) D’aprés (78), 'argument y de T, (n° 17) est asymptote & celui de T (n° 20;
ad fin.).

(2) Grace aux formules du n° 12 (p. 198).

(3) [VI], n° 47, p. 315.
- (%) [VI], n® 47, p. 316.
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c’est-a-dire, d’aprés les relations (175),

Ak B/_
A4 v Je— -
) t/¢< B B>__o,

or cette relation est une conséquence des formules

E”t/{(A/‘-—I—B/C):—A.,’ .‘:I/t/,;(AA.—— BL):_ B,

qui résultent elles-mémes du rapprochement de (36), (38) (définition
de AetB)et(173).

Comme application de la formule (174) nous allons montrer com-
ment on peut retrouver a priort les solutions z; a limites s} infinies.
A cet effet, construisons, par exemple, une caractéristique de pre-
miére espéce, telle que z),, = o3 effectuons ensuite sur le systeme (G,,)
la transformation (105); on aura 3., = <, et de méme z,' = =, sauf
pour 5)=o. Or, si I’on suppose ce cas réalis¢ dans un demi-secteur
supérieur, par exemple, on tire de (175)*, (174), (173), puis de (35),
la relation approximative

s R s v Sdr [\
sp~ 2B % (Ar—By) <%> = 2B /I, k), <%lo—> :zBf/— %(%> )
12 L v ; [

et de méme pour 5,..,
d S\
Bpa ™~ 2Bxl/\/—'gl2- <t—‘> H

mais on déduit de 12

y Vi 11—t Vi
Sp ~J m—e— = — 7 —_— >
\/drz+2 22 Ly \/dm-z

expression qui coincide avec la valeur (88) (") sil’on observe que (105)
conserve d; et échange d,,, et D. Enfin, on verrait de méme que
ByD s
Vs Vs
avec la valeur trouvée antérieurement pour « (n° 26), car la transfor-
mation (105) conserve s.

» ce qui concorde bien

t; 5, tend vers une limite finie

() D’aprés‘le n° 26, la valeur-limite de 5, est précisément la constante a; de (88).
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46. Prolongement de l'tniégrale hors du secteur primitif. — Nous
envisagerons d’abord la fonction S. Désignons désormais par (S,) le
secteur (ouvert) de premiére espéce ol nous venons d’étudier I'inté-
grale, par (8)) et (S} les deux demi-secteurs de (S, ) situés respecti-
vement au-dessus et au-dessous de la médiane. D’apres (5) et (176) (1),
si. T s’éloigne indéfiniment sur un rayon de (S)) [ou de (SH1s

< L (L,M) tendra vers (s — 1)* [ou vers (s + 1)*]; il résulte alors

-
~n+1

de (114) que, dans (S;), 2S tendra vers d;+ d,,,— (s — 1)*. On aura

x . * .
donc s?= (s — 1)*; et, puisque s, comme s, vérifie (42) (n° 30), on
en déduira, pour s complexe,

(177) ;:S-—-];

et dans (S)), il viendrait de méme s =s-+1. Dailleurs lorsque T
s'éloigne indéfiniment dans (S)), il résulte (') de (174) et de (116)
que Uy tend vers une limite bien définie (*); on pourra donc calculer
I'intégrale générale de (G,), dans (S;), par des caractéristiques de
.deuxiéme espece (du moins pour r assez petit). Comme au n° 44, on
montrerait que les caractéristiques qui répondent aux me¢mes données
extrémes ne cessent d’appartenir & une méme intégrale de (G,) lorsque
le rayon sur lequel on effectue le calcul balaie tout le secteur (ouvert)
de deuxiéme espéce, (S,), contenant (S,); or d’aprés (177), et en
vertu des résultats du n® 30, (S,) adhere a (S,) suivant (S)); sa
médiane O A, sera la frontiére supérieure de (S,); et pour fronticre
inférieure, (S,) aura la médiane (0 4,) de (S,).

"~ On définirait de méme au-dessous de OA, un second sectcur de
deuxiecme espece (S_,), adhérant a (S,) suivant (S;); nous désignerons

les constantes fondamentales s, s des secteurs (Sy), (S)), (S-,) par

(1) La méthode méme qui a fourni les équations (176) ou (174) montrerait qu'on a
le droit de dériver ces équations par rapport a t,, quitte a remplacer les 6 et L par
d’autres quantités de méme définition.

(2) On remplacera Uz par Vy si cela est nécessaire. On a d'ailleurs

_ z';L: Z Ak Bk
szUk:m(‘g I)+ S —(5+1)+OS<A+B+ >
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5,(=15), 5, et s_,; on aura ainsi

S =8 —1, S =Sg+1.

Enfin, d’aprés la remarque qu’on vient d’énoncer i propos des
caractéristiques de (S,), on peut affirmer que lorsque T s’éloigne &
I'infini sur un rayon intérieur au sens strict a(S,), les 5, tendent vers
les =}, 2S vers d;+d,_, — (s,—1)*, et les U, vers des limites bien
définies. Quant & Ry, il tend dans (S,) vers deux limites distinctes,
soient R} et R}’, suivant que le rayon décrit par T est au-dessous ou au-
dessus de OA,, et 'on trouvera aisément [conformément & la nota-
tion (119)]

0
R — RY = 2sit;£U,f.
e Ol

A Taide des =, et des R}’ on pourra donc construire des caractéris-
tiques de premiére espéce convergeant (du moins pour r assez petit)
dans un secteur (S,) situé au-dessus de (S,) et dontnous allons déter- |
miner les directions frontiéres.

Au-dessus de la médiane OA, de (S,), ¢:5; et ;5,,, sont, d’aprés
(122), (126), et (133),, de lordre de ™, c’est-d-dire de l'ordre
de 27" or, si s, est la constante fondamentale de (S,), 7;z; doit étre
au-dessous de la médiane O A, du secteur de premiére espéce (S,) de

Pordre de ¢7*; on a donc
Sa== Sp— 2.

Par suite, les frontiéres de (S,) se construisent comme celles de (S,),
mais & partir du point s,=+,— 2 (au lieu de s,) : c’est dire que la
frontiére inférieure de (S,) coincide avec la frontiére supérieure O A,
de S,.

On pourra d’ailleurs raisonner sur (S,) comme sur (S,), et ainsi de
suite, du moins tant qu’on ne sortira pas de la région (R); il en serait
de méme au-dessous de (S,) et, finalement, nous pourrons énoncer
comme pour I’équation VI le résultat général auquel nous nous trou-
vons conduits : :

Soit [z, (), +..; Zaes(2:)] une intégrale de (G,) définie le long d’un
rayon OA de (R) par une caractéristique de premiére espéce dont la
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constante fondamentale s, satisfait aux conditions
S N *
éﬂ(—l2>>o, S$o— 0 nFsy—0C

; *
( entier quelconque; , o constantes exceptionnelles de premiére ou

de deuxiéme espéce, ne dépendant que des d,,); a l'intérieur de (R),
intégrale [z] peut ¢tre représentée de la facon suivante :

Soit e, le point du plan T d’affixe — 57" [s2|yV—1 +m y—1; appe-
lons (S,,) le secteur dont les frontiéres OA,,_, et OA,,,, passent respec-
tivement par e,,_, et ¢, ; suivant que m sera pair ouimpair, I'intégrale
sera représentée dans (S,,) par des caractéristiques de premiére ou de
deuxiéme espéce; la constante fondamentale de (S,,) sera s,=s, — m
et 'on peut toujours supposer ¢/ de module assez petit pour que les
conditions 'initiales puissent étre prises. en ¢} quel que soit m et
qu’elles s’écrivent z;= z] ou z,,,= s),, suivant que m est pair ou
impair.

47. Indétermination de Uiniégrale dans les directions frontiéres. —
En procédant comme pour VI (*) on démontrera de méme les résultats
suivants :

Dans un secteur (S,,) de premiére {deuxiéme) espéce, I'équation

ti=®z5—C=o (¢ 5;— C =o),

ou 'on a soit 0Sw <y, C=£o0 et oo, soit w =0, C5£ 0 (C 5~ »), admet
une double suite infinie de racines; ces racines se rapprochent
indéfiniment de deux paralléles 2 deux rayons OA (distincts pour
w == o, confondus pour w = o) qui coupent la droite lieu des pointse,,
en deux points e tels que dist. ee,,= w, et les distances de deux

racines consécutives tendent vers la pseudo-période Q= 2w : Oe.
De méme, parallelement & une médiane de deuxiéme espéce,
I'équation '
5 5y =G (Cx£—1)

admet une double infinité de racines, qui serapprochentindéfiniment

(") [VI], n° 48, p. 316-321. |
Ann. Ec. Norm., (3), XLIII. — SgpremsRe 1926. . 35
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des racines de I'équation

50 (2'3Y + 5;,)=—C.
De méme encore I’équation
Si= (C=5m=0)

admet dans (8S,,,) une double infinité de racines qui tendent vers deux
suites périodiques, alignées parallélement & la médiane de (8S,,);
52" représente d’ailleurs la valeur asymptotique de z; dans le
secteur (S,,.,) adhérent a (S,,).

Un énoncé analogue s’applique aux Uy, aux V,, ainsi qu’a S.

Quant aux équations R, = C ol C est différent des valeurs asympto-
tiques de R, dans (8S,,) et (S,,..)], elles admettent & I'intérieur du
secteur de deuxiéme espéce (S,,.,) quatre suites de racines qui con-
vergent vers des paralléleé a la médiane OA,,.., du secteur, a des
intervalles tendant vers 2w : Oe,,,.,.

Nous n’insisterons pas sur les démonstrations de ces propositions
qui sont toutes pareilles & celles que nous avons données pour VI,
une fois qu'on a mis z, sous la forme (174) et les autres fonctions
sous des formes analogues ('). Montrons plutot que les résultats pré-
cédents confirment d’une maniére remarquable la théorie des singu-
larités essentielles isolées des fonctions uniformes.

Si I'on pose
T =Log(¢t;: ¢),

les fonctions z;,, Ry, S, Uy, V. deviennent dans (R) des fonctions

(') Par exemple, d’aprés (172) et (78),, I'équation 5= C est asymptotiquement
équivalente a deux équations )
eV = (! ou C";

ses racines, d’aprés (43) et (78),, seront donc asymptotiquement égales &

oMz aMmni .
T — TV — (M entier);
s B
Pune de ces séries ne saurait disparaitre que pour C = zf2”**). On précisera I'asympto-
tisme en enfermant lés racines dans des petits cercles dont le rayon s’évaluera comme

il a été indiqué dans [VI] (n° 48).
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méromorphes de T; étudions la portion du domaine du point 2
Vinfini qui appartient & (R). Soit (®) une région limitée par deux
rayons issus de T=o et s’¢loignant 4 I'infini dans un secteur de
deuxi¢me espéce (S,,._,); dans (®) les.| ;| sont bornés pour | T|assez
grand [moyennant, s’il le faut, une transformation (105)]: de plus,
3, tend vers z2"7" le long des deux frontiéres de (®); d’aprés un
théoréme connu, 5, doit tendre uniformément vers s;?”"" a l'intérieur
de (®), ce qui concorde avec le résultat que nous avons énoncé plus
haut. Supposons maintenant que les frontiéres de (®) appartiennent
respectivement & (S,,,—,) et (S, ); sur ces frontiéres z, tend vers
deux limites différentes; dans ce cas, d’apres un autre théoréme
général, la fonction z, ne peut rester bornée dans (®); effecti-
vement ’équation z,= oo posséde une infinité de solutions qui
s’éloignent parallelement & OA,,; et nous savons, en outre, que 5
prend dans (®) toute valeur, finie ou non, les racines formant deux
suites pseudo-périodiques (sauf pour deux valeurs exceptionnelles
ou les suites se réduisent & une seule).

48. Cas de s réel; dégénérescence de la singularité essentielle en sin-
gularizé transcendante. — Dans 'énoncé du n° 46 nous avons exclu le
cas ol s, est réel; or, s’il en est ainsi, on sait (') que dansla
région (R) l'intégrale sera représentée par des caractéristiques de
premiére espéce répondant aux mémes données initiales sz}, R},
z] pour tout rayon de (R) (n°® 44). On vérifiera d’ailleurs aisément
que, T s’éloignant & I'infini sur un rayon de (R), S et les U, tendent
vers des limites bien déterminées, et ’'on trouvera d’aprés (42)

¥
S§=—I—3S§;

ainsi, pour s réel une intégrale sera représentée indyfféremment dans la
région (R) par des développemenis de premiére ou de deuxiéme espece.

Comme pour I'équation VI (*), on peut considérer en toute rigueur ce
cas comme un cas-limite du cas général, s, complexe; s, tendant vers
une valeur réelle == o (suivant une direction déterminée), il y a deux

(1) Voir n® 17, ad ﬁn s
(2) [ VI], n° 82, p. 328,
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points consécutifs de la suite s, &= m qui tendent vers deux points du
segment (— 1, + 1), distincts d’ailleurs de o et ==1; les ouvertures
des secteurs correspondants tendent vers «, mais a cause des condi-
tions générales de convergence des approximations, on se bornera &
considérer les caractéristiques-limites comme définies seulement dans
la région (R). Dans cette région, chacune des fonctions 5, Ry, S, Uy,
V. présente une valeur asymptotique bien définie; chacune est méro-
morphe en T et admet dans (R) le point T = oo comme singularité
transcendante, et non plus essentielle. '

Il est facile d’expliquer cette dégénérescence du point singulier, de
prime abord paradoxale: au cours du passage & la limite, les médianes
tendent vers des paralléles & |’axe imaginaire. Dans le plan ¢; les zones
d’indétermination s’écartent donc de I'origine; les racines des équa-
tions z,= C, par exemple, tendent a s’échelonner dans ce planle long
de cercles de centre O (et dans le plan T, parallelement a l'axe
imaginaire) (*). ‘ ‘

Dans les cas exceptionnels de premiére ou de deuxiéme espéce, les
intégrales se comportent comme celles de I’'équation VI (*); on peut
aussi les considérer comme des formes-limites des caractéristiques
du type général et légitimer cette maniére de voir par une analyse
analogue & celle du n® 54 de [VI] (p. 331). Nous ne nous attarderons
pas sur cette discussion qui ne présente aucune difficulté nouvelle (*);
et nous montrerons plutot comment on peut appliiquer les résultats
précédents a Iétude des intégrales Ajj, du systéme (A) de M. Schle-
singer.

(v) Il parait’probable que les conclusions précédentes s’étendent hors de la région (R)
a tout le demi-plan T'; c’est ce que suggére exemple du cas

n=i\, d1=d2=d3=D=0'

(équation VI, de M. Emile Picard; voir [VI], quatriéme formule de la page 347; on
fera A, réel); mais 'extension de la démonstration de convergence dans le sens précé-
dent était inutile pour la résolution du probléme de Riemann; et elle nous aurait
entrainés trop loin.

(2) [VI], n° 83, p. 229; rappelons que (R) comprend alors un secteur exceptionnel
et des secteurs généraux, des deux espéces. '

(*) De méme, on démontrerait aisément que le systéme (g,, G,) ne peut admettre
aucune autre intégrale holomorphe que celles qui ont été énumérées dans la seconde
Partie (n% 23, 27, 35, 37). ‘
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49. Etude des intégrales du systéme (A.) de M. Schlesinger. — Con-
sidérons d’abord le cas général ou la condition (3) est vérifiée; on
pourra donc annuler la constante ¢ définie par (2). D’apres la théorie

t; .
des caractéristiques de premiére espéce, l'intégrale [ 5 d¢; étendue &
. 0
un rayon du demi-secteur initial (8') des approximations est égale
a 73 la fonction A définie par (8) est donc égale & Ee'™ (E, constante),
et 'on pourra prendre dans le secteur (S), avec les notations du n° 45,

1—(A—B)x(1+06,L;r) (%%)s
A=E- ti st
r—(A+B)x(1+06,L; 7)) <'le>
t

Parallélement 2 la médiane A de (S), A est indéterming, et paralle- -
lement aux frontiéres A’ et A” de (S) la théorie des caractéristiques

de deuxiéme espéce montre que A tend vers E ou E A—B qui sont
) o ] : . _A+B
aussi les limites de & & U'intérieur de (S") et de (S7).

Or, il résulte de (1) que M, :z; est indéterminé sur A et tend vers
une limite a I'intérieur (au sens strict) des demi-secteurs (S'), (S”).
Dés lors, d’apreés (15), H;: 5, obéira aux mémes lois, et il résulte aisé-
ment des équations (B) (n° 9, p. 192) que parallelement & A les
fonctions . .
Aby (ki n+1) et tAL, LALS
sont indéterminées (').

Arrétons-nous davantage sur 'étude des fronticres A’ et A” qui est

Js

plus délicate. Dans (15), remplacons M; par sa valeur (11), ou —0—; aura

été exprimeé au moyen de (116). Le premier membre de (15) va devenir
Sn+1
at;
parallelement ¢ A'; nous allons établir que Aj, (#5414, n+1) y pré-
sente pourtant la méme valeur asymptotique que dans (S').

un polynome du second degré en ¢ produit qui est indéterminé -

(1) De la méme facon que z; ou ; 5;; en d'autres termes, les équations Af, =G
admettent parallélement a A une double série de racines, sauf lorsque G est une des
valeurs asymptotiques limitrophes; une série disparait alors. A D'intérieur (au sens
strict) de (S') ou (S”) chacun des Af,, admet une valeur asymptotique, tandis que
Afy et Ay y croissent indéfiniment comme 3.
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Sn+1

Effectivement, le terme en (t ) dans (15)aura pour coefficient

2// S 1 I
- =2 2T Z7. =
~i (‘:l+ zn+1) “p Pn41 z z+1( i+ ~'n.+1)

. d; d
groupons avec ce terme l’expression = + === de (15) et I'on consta-
“

~'n+1

tera au moyen de (114) que la somme tend vers une limite finie paral-

lélement 3 A’.
0%p4y

dt;

) [zrl(Uk—!— Vﬁzk)(t/c“ &) _ \/D- g];

5 (S~ Sprq)

Les termes du premier degré en ¢

seront multipliés par

1

en vertu de (113) et de (6),, cette expression se réduit a

VD 4+ yD — I>;

L+ z ~n-+1 ( S

\

deés lors, d’aprés (15), nous parvenons a ce résultat essentiel : paralle-
lement a A" I’ exxpression

4 dzn—i—'l
I‘Ii ‘ dti
(178) —:T - 5i( 5+ Bpaa)

tend vers une limile finie, la méme que dans (S'), d’apres la théorie
des caractéristiques de deuxiéme espéce. Les équations (B) montrent
alors que parallélement & A’ les A}, (£ 5% i, n + 1) admettent la méme
valeur asymptotique que dans (S’), tandis que les A,,, AjJ'y sont
indéterminés.

Ces résultats s’étendent au cas ou (3) n’est plus vérifiée. On a alors
yD =1, et la seule difficulté nouvelle consiste 3 établir que parallele-
ment & A, 'expression (178) tend vers une limite. Or, d’apreés (15),
et d’aprés les développements qu’on vient de donner a l'instant,
A tend vers une limite A, parallélement & A’, tandis que, d’ aprés (133),
|A —%,| serade l'ordre de r. Cela étant, en vertu de (16) et (17), tout
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revient a prouver que

()"Il—l-l

. —7f Q1 db;—
( 79) ) . ,0 1 ~,(~z+~’n+l)

tend vers une limite; mais |9,.,| est de la forme K : r, K étant borné
parallelement & A’; en vertu de la remarque qu’on vient de faire sur
A — Ay, on pourra substituer 4 (179) 'expression

_d~n+1
l
()t,
(180) f hoppg dt;—
e "L("t+ ~n—v—l)
9 ()" DY d:
% n‘_H 5 Sa + d5hiy — Anis 53 t,—
1 de; adae,
= - 3 dt,— ————-
2/, £i5F Zp si(':;‘i":n-H)

z
i

Or dérivons (180) en rempla(jant22(;+7,+1 par sa valeur tirée de (G,);
la théorie des caractéristiques de deuxiéme espéce montre aisément
que la dérivée de (180) reste finie sur A", ce qui établit la proposition
en vue.

En définitive, on vient d’établir le résultat général énoncé a l’ Intro-
duction (n° 5, p. 184). .

Nous allons vérifier maintenant les résultats de cette quatriéme
Partie en les appliquant & un cas particulier ou (g,, G,) posséde des
intégrales du type hypergéométrique.

50. Formation du systéme hypergéomeétrigue (H). — Jai montré
dans ma Theése (') que dans un cas ou I’équation différentielle
linéaire (E,) posséde une intégrale y,(x) dont la dérivée loga-
rithmique est rationnelle, le systéeme différentiel (f,, F,) est vérifié
par toutes les solutions d’un systéme d’ordre n qui se ramene lui-
méme 3 un systéme hypergéométrique [désigné plus loin par (9)]. On
va voir tout d’abord que la méme propriété peut s’établir trés simple-
ment pour le systéme (g,, G,).

Dans I'hypothése actuelle, si le groupe de monodromie de (E,) est

(1) Loc. cit., p. 105.



280 RENE GARNIER.
indépendant des #;, les combinaisons

dLlogy,  sig(z) J o(z)

U0 T T w0t Ema gy T

doivent étre indépendantes de z (loc. cit.). Or y, est nécessairement
de la forme

n—+2 n
ri=[T @—ar]] = r);
k=1 i=1

comme dans le travail précité, placons-nous dans le cas ol le poly-
nome P(x) se réduit 4 une constante; on aura ainsi

TTce—ar
(182) L S—
' Vi(2)
Posons alors
w(@) = 22

il viendra

1 W(z) ', I oU(ty)
(183) i (x) di _—2 (2 —tr)0i(tr) Ot °

mais, de 'égalité (22), on déduit

(e 05k s
g, ¢ ) (FE - zi—t/c)

et (183) devient

1 (@) w(@) b (95 Sk )
q)(x) ()ti o LP(‘T) x—t dli Li-— Uy

Or, en vertu de (182), 'expression (181) s’écrit alors

184 (=)
G = =@
't/;——ti dZ/c Zr . "oag >al~—i—1’_"1 r;
X[Z x—t,;(ﬁzi—_i-t,-——tk)—”iz x — x——ti"_‘ x—t;

avec ;== 2r,—1, d’ou, d’apres (19),

(183) dr=a} (i=1, ..., n+4+2).



SOLUTION DU PROBLEME DE RIEMANN. 281

Exprimons alors que I'expression (184), indépendante de z, prend
les mémes valeurs pour x =, et 2 = = ; il viendra

1 d:/r B _ ) r; _ I\S,’
(186) =1t [(tk-— ) o T T a,,..,,] T s

avec

et réciproquement, comme la fonction rationnelle (184) est d’ordre n,
les n +1 relations (186), qui se réduisent & 7z, d’apres (5) et (6),
suffisent & entrainer I'indépendance de (184) par rapport 2 z.

Nous écrirons les équations (186) sous la forme

d3, i .
(|87) (l/;— ll)_é?—/: = apsi— a,:/..—k:,-sk(tk———t,») (/&;él):

on leur adjoindra les équations (5) et 'on vérifiera qu’elles admettent
comme conséquences les équations (g,, G,). Pour les équations (g,),
¢’est immédiat; pour (G,), en tenant compte de (185), on aboutira,
apres différentiation de (187) et substitution dans (G,), & la condition

Or, en vertu de la relation

n+2/ n-42 "2 ( )
v n(n—1i
Cnis=2 > X Tari—n Y ri+ —
h=1 k=i k=1

que doivent vérifier les coefficients de (E,) pour que (E,) admette
Iintégrale (182), et d’aprés (21), on a précisément

o= n+2 2

l):.’,ch+37z+x: Z(zrk—x)—\—l = K2

b= =1
C. Q. F. D.

Cela étant, pour K = o, le systéme (187) est linéaire; pour K £ o,
Ann. Ee. Norm., (3), XLII, — SepTEMBRE 1920. 36
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c’est une équation de Riccati généralisée qui peut étre remplacée par
le systeme linéaire

(i/—l\() b — a1y (/.':r., TR +2>
di¢; =1, ,n
(H) e
moyennant la substitution
Ly
Sr= 7;

bien entendu, on devra adjoindre & (H) les équations suivantes, consé-
quences de (5) :

-2 42
N z: 17
(5’) L/f: o, t/\‘Zk: Z.
k=1 k=1

51. Equivalence de (H) et de (0). — Je dis que H est bien équivalent
au systéme

0‘,:&,0 — —-Zt,(t x)s-’,_,m—:'y
(=1
0%0, 99, aeo
li— b)) —2 — — .
(9) ( Y 300 a‘() +a on
06, 1i+ a; \ 99,
dep /~t/. 6 Li—1) 9t
o V‘ Le(tp—1) 99,  Ka »
o l,-(l,‘— l)([,'—*—[/l-) ()l/. ti(l,‘—l)
k=1

dont il a été question plus haut (*). Pour le vérifier, il suffit d’écrire

I'identité en x :
) N2
’J ZX )1 S

o(z-) /.«_1

(1) Loc. cit., p. 1og-111. Rappelons qu'ona 0, = ¢, 0, les o, et les s, étant les fonctions
symétriques ¢lémentaires des &; et des ; (k4 rn =1, n-+ 2 et de 'indice supérieur

qui affecte s, .).
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on en déduit

Y=o i - (— )t - (— 1)
= 1Y% ( @/)(;; k ( ) “n (/I/:ill-{-—l,ll—{-—2).
i

(188)

2]

En vertu des relations (ou l'indice supérieur ; a le méme sens que
dans la note de la page 282),

V s 0 (J=1),
Y—orsleom=) gy
v‘:w ?lfi(li—') =5

6 .
*, ou tire de (188)

et des expressions des 0, en fonction de 0, %Z
i

1 1 ()//() (/ L, L
= = e — L ZE 1,04+ 2).
=R, 9, VT 2+ 2)

D’apres (H), on adone pourk =1, ..., n

1 d9, 1 07,

b0 du — Z 9t

ce qui permet de prendre 0, = Z.

On pouvait arriver aussi 4 la méme conclusion en observant que les
systemes linéaires, d’ordre n + 1, () et (6) possédent n + 1 intégrales
communes distinctes de la forme (') .

n+2

‘., _
Z::f Vdz  avee  V(x)= [ ] (2=
‘e /.‘_":..l'
Effectivement, on aura
l,
a * vV
li=— = | ——dux;

K s X — [/.~

les équations (H) sont alors vérifiées, et il en est de méme des équa-

(1) On peut évidemment sc borner au cas ou les @ sont choisis de telle sorte que
V sannule aux deux extrémités du chemin d’intégration. Pour le systéme (%), la
vérification est effectuée dans ma Thése, n® 32, p. 112-113.
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tions (5") du n° 50 en vertu des relations

n—=+2

2 Lji—— {{LV(.Z")AIQ‘L: o,
k=1

3

N4 42
&___ . 1.
N tti= = EA 4 DI ISR A
K K x —L x &,
A-—I
b2. Vérification de la théorie générale. — Pour elfectuer la vérifica-

tion que nous avons en vue, formons d’abord R, S, U,. On trouvera

aps;— a;s; .. a;
l:{/;::-~——l—-£-—:-—[—/[K([/‘~——ti)+ :—I:I’
Zi G
S =—a;ap+ Kt (apir5:— @ 5041 ),
(189) { 1
U/L»?I ———*—‘Vd/,—(l,m'—k:/(l/—l,)1
[I."' 4 S
| + S ‘ QiSpgr— Opyy 5i— K 455,04 .
! lp— L S5 Fgy)

Ceci posé, observons que dans le voisinage du point 7;= o la solu-
tion générale du systéme (1) est de la forme

Z==0,(4)4 C o @,(4) 5

0,(¢t) est une fonction holomorphe dans le voisinage de ¢;="0, ses
coefficients dépendant lincairement de n constantes arbitraires;
0.(¢;) est également holomorphe en ¢;=o; et si I'on prend, par
exemple, ©, (0)_ K, ©, ne (lependxa d’aucune arbitraire; enfin C est
une (2 + 1)*" constante arbitraire : la démonstration résulte aussitot
de I'identification que nous avons faite au n°51 entre 0, et Z; il suffira
d’observer que 0, satisfait & une équation linéaire (') d’ordre n + 1,
les racines de I'équation fondamentale déterminante relative 4 ;= o
étanto, 1, ..., n—1eta-+ d,. , —+ 1.
Observons encore qu’a la solution particuliére

(IO) . . Z — L?L-l—nu.“ri(,:)2(li) — [;7,417,.“-#1(}{_‘_'. R ')

(1) Thése, p. 112, équation (56).
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correspond pour Z; une expression de la forme

Li=(ai+ @pig+ 1) (140 )8
on aura done
A+ Qpyq + 1

g — T(I+...);

d’ailleurs, d’apres (H), Zi(k=£1, n+1) dmt appartenir a Pexpo-
sant @; + a,,, + 1, ce qui donne

(223 , .
Spr= = (1-4+... o=, n+1
A I&l/,-( ) (A z 3 -+ )
et I'on trouverait enfin
A+ Qpiq + 1
5n—+—1:—‘——~—————l nil (l—l—...').

K¢

les parenthéses désignant des fonctions holomorphes nulles pour ;= o.

Cela étant, supposons @;+ a,,, complexe et C=£o0. Si T s’éloigne
indéfiniment dans (R) de maniére que |/ +*'| croisse indéfiniment,
la solution correspondante se comportera a I'intini comme celle qu’on
vient d’étudier; on aura '
(191) : lim ¢;5, = ﬂ_‘?{';ﬁ‘_‘tﬁ =— lim ¢z, ;

} 1i=0 AN t;=0

s, tendra vers @, : K¢, (k=£1, n+1) et R,, d’apres (189), vers — Ka, .
Mais comme on a d,=aj et D =K?, les polynomes de premiére
espece P.(z) (n® 16) se réduisent tous a (Kz — a,£;")?; leur racine
double coincide avec Vd, - vDt,, de sorte qu'on se trouve dans le cas
exceptionnel de premiére espéce; et 'on vérifie bien que les constantes
désignées dans cette théorie par £ et 5 (n° 22) ont pour valeurs

"
a. A= Qg = 1 .
/t:J—E K:—'—-———I{———-—, c=hK=ai+da, ,+1,

comme cela devait étre, d’aprés (1g1) et d’aprés la valeur de I'expo-
sant de la solution particuliere (1go). Quant au champ dans
lequel on doit déplacer T=Log(z:¢) pour que & tende vers
I'inlini, il se détermine aussitot; moyennant le changement de o
en — o, 1l coincide avec le secteur exceptionnel défini par le
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tableau (&) du n® 22 ('). Si Pon trace la droite OA du plan T
parallelement & laquelle #7 devient indéterminé, le secteur précédent,
. @
que nous désignerons par (X) sera pour a(;) > o au-dessous de O A,
qui sera aussi une direction d’indétermination pour .z, et les z,.
Supposons maintenant que T s’¢loigne & 'infini au-dessus de O A;
¢7 tendra vers zéro; {,3, et ¢, 5,,, tendront aussi vers zéro, Svers —a,a,,,

et les 7, U, (*) vers des limites bien déterminées. Calculons s; on

aura s*=d,+d, ,— 2S,=(a,+a,,,)? soit s=o—1 etl'on pourra
construire dans cette région des caractéristiques de deuxiéme espeéce

y représentant U'intégrale. Mais observons aussitot que si ¢ tend vers

zéro — ce qui a lieu au-dessus d’un rayon OA (situé lui-méme au- .
dessus de OA) — s, z,,, tendront vers des limites finies bien détermi-

nées : ceci laisse prévoir qu’au-dessus de OA les caractéristiques seront
du type cxceptionnel; nous allons le vérifier.

Les limites de z, et z,,, sont les mémes que celles que 'on obtien-
drait en prenant pour Z I’intégrale holomorphe ©,(¢,); or substituons
0, (¢,) dans la derniére équation du systeme (0); son premier membre
sera holomorphe pour ¢,= o; écrivons que le coefficient de 1 : ¢, dans
le second membre est nul, et ulilisons des relations (5); il viendra
aisément

(3410 Qi

——— T y
(3:)0 a;

I'indice o dénotant Ies limites pour ¢ =o0. Si done on pose, comme

il est permis (n°34) ("), —a,. =27, — 1, on voit que z,,,: =, tend
vers (27, —1).1—2r et S, vers (2r,—1)(2r,,,—1): on se retrouve

donc bien dans le cas des caractéristiques exceptionnelles de deuxitme
espece. Elles définiront 'intégrale dans un secteur (Z) limité infé-

rieurement par un rayon situé au-dessus de O A (et arbitrairement

(1) On a le droit actuellement de confondre (R) avee le demi-plan (T) situé a
gauche de Paxe imaginaire.

(2) En ce qui concerne les Uz, on aura soin de réunir les termes en a; dans (189)
avant de procéder a la vérification,

(%) La notation implique que la racine r, ., est distincte de la racine rj,4q du n° 34.
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prés de A). Enfin, & l'intérieur de AOA et un peu en deca des deux
fronticres de ce secteur, I'intégrale du systéme (187) peut étre

nH /7 .
Fig. 4. D\
wf')
t
]
1
)
i
1
'
!
* ‘\\ i
a RS -=4
~ l
1
'
i
L}
i
0
[
[
1
|
1
1
1
1
!
4
I
.
!
t
'
i
P [
1
1
1
'
M
Duf'\
\

. *
1, secteur exceptionnel de 2¢ espéce (X)
2, secteur  général de 2° espéce;
3, secteur  général  de 1™ espéce;
{

, secleur exceptionnel de 17 espéce (X).

i~

définie indifféremment par des caractéristiques de premicre ou de
deuxiéme espéce; leurs domaines de convergence débordant AOA du
coté de OA ou de OA (') leraccordement des secteurs exceptionnels (X)
et (L) se trouve ainsi assuré (*).

Observons encore que pour C=o on obtient une intégrale holo-
morphe en £,= o et dépendant de n — 1 arbitraires (*); et si I'on

(') On a déja indiqué {cf. n° 22, ad init.) qu'il est possible de faire déborder les
secteurs du type général sur les secteurs exceplionnels adjacents.
(?) Ceci rectifie une inadvertance commise dans [VI] a propos de la délimitation
.-
des secteurs exceptionnels () et (2)([VI], p. 341).
(#) La théorie générale (n° 33) apprend que G, posséde une intégrale holomorphe
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prend C ==, on aura une intégrale (s, ¢, 5, ¢ :.,,H)'holomorphe en
;= o (et de premicre espéce).

Terminons par I’étude de deux cas particuliers remarquables. Tout
d’abord, si 'on a K=o=g¢a,(k=£7etn-+r1), P.(z) seraidentique-
ment nul; les caractéristiques seront du type exceptionnel, de la pre-
miére espéce et de la deuxicme sorte; les =, devront done étre holo-
morphes & P'origine, leurs valeurs y étant arbitraires; eflectivement,
on trouve alors :

7=1, sp= L= Cp (s — i)™,
les C, étant des constantes arbitraires (par rapport a¢); ¢,z et ¢, 5,
sont aussi holomorphes 4 I'origine, et, & I'aide de (189), on vérifie une
fois de plus que les R, s’annulent & 'origine.

De méme, poura,=o =a,,,, onad,=o=d, ,= S, etl'onse trouve
dans le cas exceptionnel de la deuxitme espéce et de la deuxicme
sorte. Or les équations (H) donnent aisément

n
i
Z...1 = const., Z,-:I I (ti— Lr)x D (&),

h=1
et de la derniére équation (0) on tire ®(¢,) = C(f,—1)™", d’on
Zi= CI" (¢;— 4y,
On vérifie aussi que les Z, (et les z,) sont holomorphes enz,=o ety

prennent des valeurs qu’on peut [ixer arbitrairement [sous réserve de
satisfaire a (5)].

CINQUIEME PARTIE.
RESOLUTION DU PROBLEME DE RIEMANN.

53. Kiude de I'équation linéaire (B,) parallélement aux frontiéres
d’un secteur de deuxiéme espece. — Revenons i I'équation différentielle

dépendant de 2n -— o arbitraires; mais il résulte de (189) que, pour celles de ces
intégrales qui satisfont & un systéme (187) les valeurs al’origine des n — 1 fonetions Uy
linéairement indépendantes ne peuvent plus étre fixées arbitrairement dés qu'on s’est

donné les z9.
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linéaire (E,) et supposons que les coefficients &, «,, B, de cette équa-
tion aient été exprimés en fonction des z, et de leurs dérivées par
rapport a #,. Nous allons faire tendre ¢, vers zéro le long de chemins
déterminés e, et nous chercherons la forme-limite que prendra
I’équation dans le voisinage de ;= o, et & = o.

Tout d’abord, il nous iaut examiner ce que deviennent les 4. Or,
avec les notations des n® 8 et 12, on a

n—+42
(192) Yoy =2(0) Y 25
=1 o
d’ou, en posant
= o(x) .
(‘9(1‘) = x(ll'— t,‘) :

. — i

(193) Y(2) =[(5i+ 3u) % — LiSpn] 9(2) + (2 — t;) ?(l’)E .
Si le transformé e’ de = dans le plan T n’est pas parallele & une
médiane de premicre espéce, ¢,3,,, tendra vers zéro sur 2, et I'un
des A, (quv nous désignerons par 4,) tendra vers zéro 4 la maniere
det,z,,, a("); les autres %, tendront vers les racines de I'équation (*)

~l
ao(x) + Lo(x)z x—Al,‘ =o.

Au contraire, si T s’éloigne parallétlement & une médiane de pre-
miere espéce, il résulte de lanalyse du n° 47, que les 3, seront indé-
terminés; par conséquent il en sera de méme des A : aucun d’eux ne
tendra vers zéro (*).

Placons-nous d’abord dans ce dernier cas. Il s’agit d’étudier, pour

(1) « est toujours défini par (r19); la démonstration est immédiate si 'on pose
T =15k

Pour le cas ou I'on a @ = o, voir n" 34 (ad fin.).

(?) Dans toute la cinquiéme Partie, Pindice supéricur o désigne une limite
pour £;=o0, -

(3) De P'équation (193) il résulte encore que les points critiques qui pexmutent
entre eux les A, se répartissent dans un secteur du plan T en jn — 4 séries asympto-
tiquement périodiques 4 une médiane de premiére espéce et de pseudo-période
o7 ] S.

Ann. Ec. Norm., (3), XLIHI. — Ocropre 1g20. 37
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¢, infiniment petit, la partie principale de (E,) pour z =o. Or, les

seuls termes de (E,) qui puissent donner dans I'équation-limite (E)
des termes en =2 sont (n° 3)

Cr1 C; o+ oLy .
x? (x—¢t) x(x—1)(x—1¢)

si o, tend vers une limite o le coefficient de z=* dans (E)) sera
¢, ¢,.,—o); tout revient donc a calculer cette limite a; (si elle
existe). Or on a (n°® 14) o, = ¢,(t, — 1)7, et, I’apres (29), ‘

Liyi—= A+ A

avece
Aﬁﬂwfmgﬂy*ﬁéﬂ+ﬁ_% 'dﬁ+@ﬁt D, s
43i5) d¢; 25; 0¢t; 25; bp— b G553 (f—ty) 1 4TV
t Js 2 ti 03,44 Snd
1 / A = I 11 e n+l _ n
( CH) e 43izlz+l< ot; 23, Ol 25
d;i52,  +dyq 53 D
+ L~ -1 n-=1 __I . _/_ tizn,“l
[lzz:"n.+| 4
di—1 5p04 duiy 5 D
- i5net) A 4 L — 3.
P 4 5 l d ( et ] [l 5 -/l Sp41 4 "
osons
Al = Lisi(be— &) (05k>2 dy £.5;:
VE=E 0\ &= — 7 L~y
43y, Ot htrzy

quand on s’éloignera parallélement & une médiane de premiére espéce
la dilférence A, — A, tendra vers zéro; mais si I’on fait

” tiz; 2P‘/
= —— | D3, + .
13 4 XY i

il résulte aussitot des n® 16 et 45 que A, — A, tendra (') vers zéro;
il en sera donc de méme de A,— A;.
Quant & A,,, les relations (6) montrent que si I’on fait

_ { '>] _du 1, D,
Aea = | s (tis g

la différence A,,,— A/, tendra (') vers zéro. Considérons alors

n4-|

(') On peut toujours supposer que le chemin décrit par T évite les zéros des poly-
nomes Py(z).
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I'expression

Ao

f

4 x 4

s'il est prouvé que cette expression tend vers s*- 4, s étant toujours
la constante du n° 16, il sera établi du méme coup que, ¢,tendant vers
zéro sur un chemin e [dont I'image dans (T) est paralléle a la médiane
de premiére espéce], ¢y, tend vers

1[0 iz 2R! D
Z[a‘r(‘i“"’)] + = 15"<le3/¢+ > ") + - L5

s? dit+dp—1 sT—1
Z h 7 - A — Ci— Cp+1,
4 4

d’apreés (19). Or I'assertion précédente est vraie en premiére approxi-
mation; car on a, en vertu des développements de la page 205,

[%(ti(,:[o)] = D(A shy/Dz+ BchyDr)?,

et
1~ 2 RY
7 \ <Dzk:“+ - )
" .+ hl. hp— RN —
= .’23“ [_zki%+ck<;g_h_9_ﬂ)cnl\/nf

- V= A (F— ) sh e |
— -][%(A 41+ AchyDc+BshyDr),
d’ou en premiére approximation
A = %(A shy/Dt+ Behybz)?

_'%[A(c;, YDz —1) = BshyD<][A(chyDz +1) + B shyDr]

2

D . §2
— —(— B2 A2y = —.
= Z(—A+B+ A

Cela étant, on tire de (83),, (84), (83),

d(tzi:z/) . ()([10310)

dr o< <2He

Izk]'_ S| < 2Hgr, | Lij5i— ti‘)sio‘ <2H,r,

(pourvu que 2/gr, soit < 1). Le résultat précédent est donc uniformé-
ment valable, quel que soit le rang ; des approximations et, par suite,
a la limite pour j = cc.
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Ainsi donc, ¢ tendant vers zéro sur le chemin & précédemment
Lo s?
défini ('), o, = £,(¢, — 1)v, tend vers — 7 Fete

le second membre de (E) sera de la forme

7-+1

i .
-+ 7 et, par suite,

$2—1
AarTe

L

Q(x) étant holomorphe dans le voisinage de t,= 0, x = o.

54. Etude de (BE,) a Uintérieur d’un secteur de deuxiéme espece. —
Supposons maintenant que le chemin 2" déerit par T ne soit pas paral-
lele a la frontiere d’un secteur de deuxieme espeéce. Nous avons vu
(n°53) que pour @ == o I'un des 4, soit A, tend vers zéro; dans (E))
les termes en 2 proviendront done de la somme

Coici ¢ 3 o B

TG Sy T R =y T aa =) T e S (1)

étudions allure de o, et de f,.
Remarquons d’abord que f,z; tend vers zéro sur €5 A, tend donc
vers zéro, et d’apres (194) la somme (*)

<s g S L £’_:".","-'>

] 5 ()[,;

]

‘I\Il, e

J

&

tend aussi vers zéro. Passons maintenant a 3,; sa valeur résulte de la
formule '

(9% G, T = V) [7‘-/: + et a0 (hg) | he(g—1)

que j'ai donnée dans ma These (p. 79). Or, quand ¢, tend vers zéro, il

(') En ce qui concerne #; la démonstration précédente fournil un résultat plus
complet : T s’éloignant indéfiniment sur un chemin quelconque (non paralléle a une
médiane de deuxiéme espéce), 2; tend vers une limite hien déterminée (constante a
Pintérieur d’un secteur de premiére espéce).

(?) Actuellement, on ne peut plus remplacer z,4 1 5; par — 1, & cause de I'ind¢é-
termination de ce rapport sur les médianes de deuxieme espéce.
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résulte de 'équation (193), dérivée par rapport a .z, que

‘ (G Fan) 9 () (St 5an) 9(%)
(196) V) ralg— ) V()

Dy
ai;
ensuite = A,, on trouve (')

tend vers 1. Reste

- Mais en dérivant I'équation (192) et en y faisant

Lon2 n-+2 ()‘
CD’( m) Sk Sk hoo
105 1 5 —_— - =]
(197) o (he) Z py— Z Oe— )2 | o1,
k=1 k=1

-2

AN d_:‘l_\_ N

‘Ay'_llr ()/i ' (7.’.:.—[,'_)2 -

k=1
d’ou, en n'écrivant que les termes prépondérants a l'intérieur d'un
secteur de deuxicme espece {8),

S Zhq dlg ! 9s; U 95 o
T S E e —— 5+ + ...=o0
[Ay.()\g—z[) - ] 0t " de— 4 O, hg 0L (he— ;)2 -
Or
(G + B == X 5
“\ d¢ a¢; ° 9¢;
. N , - 0%, .
qui est de 'ordre de 7,5, est négligeable devant ¢, —*=, qui est de
i
I'ordre de z,; on a donc sensiblement pour |z trés petit dans (S)
oty 1 y 0% py by 5 .
M~ B+ Sy Ol 1{;"‘ L 5i4 Zpa’

mais A, : (A,— ¢) a pour expression asymptotique — z,,, . 5,; la partie
Ohy

gz sur e’ est donc (?)

principale de

1 ad

—_— ({5 .
Zi St 051( ‘ ”—H)

Dés lors, on déduit de (195) et (196) que sur ' 1 —28, tend vers

(1) Dans (197) la premiére somme est évidemment nulle. On I'a maintenue pour la
commodité du calcul. '
(%) Gest le résultat qu'on aurait ohtenu en dérivant 'expression asymptotique de .
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| =

9 i s
5z, (40s1)s et en délinitive — 4y, + B, ou o, + B, tend vers

lim I S 4 Spt _{_é 03n+1>+_1_ _1! l[_z 05p1 4 5n—|—1>
=012 5 5 dti 2 2\ 5; dt,‘ 5

&

i

*
2

*
di+ dy oy — s?
i n+-1 :ci+cn+1+l'“'z’

1 I
= —(8 )= ~——= - -
.2( 0+) 4 +2

de sorte que le terme prépondérant pour « = o de (E,) est

*

st—1
b x?

De méme, en s’appuyant sur la formule (29) relative & v, et sur la
relation (g,) (n° 10), on montrerait que ¢z, tendant vers zéro le long
d’un chemin e dont le transform¢ e’ dans le plan T est intérieur & un
secteur de deuxieme espéce, les coefficients a«, tendent vers des
limites finies; les formules (195) et (197) permettent d’établir un
résultat analogue pour tous les 3, (/£ g), de sorte que dans les condi-
tions précitées l'équation (E,) admet une forme-limite (E,) parfaitement
déterminée (').

Nous avons supposé a == o; or supposons, plus généralement, qu’on
ait

"0

(198) Z:—I’j:o (p=o0,1, ..., q—2);
k

¢, tendant vers zéro a l'intérieur d’un secteur de deuxiéme espeéce,
(E,) possédera un groupe de q points apparemment singuliers infiniment

petits, et Uon trouverait que dans (E) ) le terme prépondérant (pour x
voisin de o) est

[s—(g—nl'—1
J

Nous n’insisterons pas sur la démonstration qui est identique a celle
qui vient d’étre développée; ajoutons d’ailleurs qu’en faisant varier

(1) Il n’en serait plus de méme si &' était paralléle a une frontiére d’un secteur de
deuxiéme espéce : dans ce cas les coefficients a,(h £ ¢), B;, %; de (E,) seraient indé-
terminés au voisinage de ;= o.
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les ¢, (£ == 7) on peut toujours supposer que les conditions (198) ne
sont pas remplies.

Ces préliminaires établis, abordons le probléeme de Riemann
pour (E,), et montrons d’abord comment on peut le ramener & un
probléme ne concernant que le systéme (g, G,).

55. Les parametres du groupe de monodromie . — Nous commen-
cerons par rappeler des résultats classiques. L’équation (E,) étant
privée de son terme en )’, son groupe ¢, sera le groupe linéaire
spécial, & substitutions unimodulaires. Partons alors d’un systéme
fondamental de (E,), soit (Y,, Y,), canonique pour le point singu-
lier x = e; en remplacant Y, par cY,, on peut toujours supposer que
(Y,, Y,) subit autour de x = o et = = 1 les substitutions respectives

e G e
avec A, ,,D, ., — C,.,= 1.Les substitutions précédentes dépendent déja
de trois paramétres arbitraires; de plus, le systeme (Y,, Y,) ainsi
défint subit autour des points ¢, (k=1, ..., ») n substitutions
Sp= (A Bk> >
Gy Di

qui, étant unimodulaires, dépendent chacune de trois paramétres et
(ui, prises avec S,,, et S, ., peuvent étre choisies comme base du
groupe ¢, ; le nombre total de parameétres de ¢, est donc bien égal
a3n~+ 3 (pournzo) ().

Or résoudre le probléme de Riemann pour ¢,, c’est construire une
équation linéaire du second ordre (E,) possédant n + 3 singularités
réguliéres données ¢,, ..., t,, £, =0, L, =1, L, ;= et admettant

g, pour groupe de monodromie: Afin que le probleme soit possible,
(E,) devra posséder des points apparemment singuliers (*), sinon le

(1) En pratique, nous adopterons pour paramétres de (, les invariants A+ D de
3n 4 3 substitutions convenablement choisies dans G, (¢f. n® 56).

(2) Pour une équation linéaire quelconque du se«,ond ordre, £, un point apparem-
ment singulier est un point singulier régulier qui introduit dans le’ groupe de mono-
dromie (f une substitution (A, o, o, A ); une telle substitution est permutable & toutes
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coefficient p(a) de ¥ serait de la forme

n+42 , n-4-2
Cr C
et eta] (Ta=e)
(&— tx) T —
k=1~ \ k=1

d’ailleurs (E,) doit étre dépourvue de terme en y’ puisque G, est
spécial : elle ne dépendrait donc que de 2n + 3 paramétres (et des
npoints ¢, ..., ¢,); le probléeme de Riemann ne pourrait alors étre
résolu que pour des positions particuli¢res des pointsz,, ..., ¢,.

Ainsi (E,) devra posséder n points apparemment singuliers
(simples) Ay, ..., &,; d’ailleurs dans le voisihage de 2, (E,) est de la
forme :

" ___ 3 C}I i ] .
Yy = -+ = +C'/'+... Y

L’](.Z'_‘)‘.j)z X — h;
1]
le point z = A, ne pouvant étre logarithmique pour y, il faut que I'on
ait ¢ =c(j=1,...,n). En vertu de I’existence de ces nrelations (e;)
'équation linéaire (ot les z, sont donnés) dépendrabiende 3n + 3 para-
metres : si on I'écrit sous la forme (E,) du n° 8, ces paramétres seront

Cy, ey Cpyny )\1, ey by dy, ceey Oy (1)-

Or, parmi les 3n + 3 parametres de (E,) il en est n+ 3 que 'on

les substitutions de §f. On peut toujours supposer ( spécial et & dépourvue de terme
en y'; la substitution estalors de la forme (¢, o, 0, ¢), (e ===1). Les racines de I’"équa—
tion déterminante relative au point sont 1+ i’; et — —';, Ventier -ln étant Vordre du
point apparemment singulier. Un point d’ordre m peut étre considéré comme prove-
nant de la fusion de m points simples : ce fait résulte aussitot de Vintroduction des
points apparemment singuliers & partir des systémes canoniques (voirla note suivante).

(1) A Péquation (E,) substituons le systéme canonique 8§ (n" 8), ot les cocfficients
satisfont aux relations A% - A%, =1; ( est alors spécial; les coefficients distincts de 8
(et autres que les ¢;) sont au nombre de 32 -+6; mais comme on I’a vu (n° 9, note
de la page 190) on peut effectuer sur les inconnues y4, ¥, de 8 une substitution linéaire’
quelconque dépendant de trois paramétres arbitraires; en général (n® 9) on peut ainsi
annuler les résidus de a, et aqa pour # ==; un tel systéme réduit dépend de
3n + 4 parvamétres, mais n’est défini qu’a la transformation prés yq| kyq. Le passage
du systéme 4 'équation (E,) vérifiée par y, introduit précisément n points apparem-
ment singuliers : les zéros de ay(z). Un zéro d’ordre m de aqy est un point appa-
remment singulier d’ordre m (au sens de la note précédente).
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connait immédiatement. Tout d'abord, les racines de I'équation fon-
“damentale déterminante relative au point régulier x = ¢, étant

Ii‘\/.‘i?—i——l— N \/zT,-; :
. o —a2 5
on aura
(199): AA4+D,;:—~2cosrz\/ch (k=1, ..., n+2),

. , . I~ . KAR \ , . . , -
ce qui détermine - yd, & une unité prés ('), Dlailleurs, si Ion éerit

que la substitution S,_, correspondant 4 un lacet autour de x = = est
le produit des substitutions S,, ..., S,.,, son invariant, qui est
—acosmyD d'aprés (21), sera une fonction rationnelle (199),..
des 3n -+ 3 paramétres de ¢,; D (ou ¢,,,) est done déterminé (au méme
titre que ).

Ainsi, les n + 3 constantes ¢, figurant dans (E,) sont connues des
que Pon s’est donné ¢, (*); il reste alors (*) & écrire 2n relations
entre les 3n coefficients o;, B, A;, de (E,), liés par les n relations (e;).
Or le groupe ¢, étant indépendant des ¢, nous savons que 3,
Yil=ai;(& — 1)] et X; sont donnés par les formules (195), (29)
et (192), les =, satisfaisant & un systeme (g,,G,); Uintégrale générale
de ce systeme (dont les coefficients ,, D sont actuellement connus)
dépend précisément de 2n constantes arbitraires : la résolution du
prebléme de Riemann revient donc a choisir dans la multiplicite «=** des
intégrales de(g,, G,) celle qui fournit, comme il vient d’étre indigué,
les coefficients de U'équation linéaire (E,) admettant G, pour groupe de
monodromie.

56. Déterinination de la constante s en fonction des invariants de ¢,,.
— Pour résoudre le probléme ainsi posé, nous utiliserons encore la

(1) Il existe ainsi une infinité d'équations (E,) de la méme « espéce », 1)055édan£
. un méme groupe (j, ; nous n’envisageonsici qu’une seule équation de cette espéce sans
nous préoccuper des relations existant entre les systémes (g, G,) correspondant
aux équations de la méme espéce.
(2) Cest le « leichte Teil » du probléme d’aprés M. Schlesinger. Cf. Vorlesungen
ither lineare Diflerentialgleichungen, Leipzig et Berlin, 1908, p. 236.
(3) Cest le « schwierige Teil »; loc cit.; p. 236.
Ann. Ec. Norm., (3), XLIIl. — OcToBre 1g926.

w
oo
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méthode de récurrence, comme dans la troisieme Partie. Riemann a
montré comment on peut résoudre le probléme pour n =o; nous
admettrons donc qu’on sait’ résoudre le probléme pour une équa-
tion (E,_,)an+ 2 > points smcrullerb, solent

=y vy by gy ooy Ly by =04l =T, Iy 3= o0,

et nous allons montrer comment on le résoudrait alors pour une équa-
tion (E,) possédant un point singulier de plus, z = ¢,.

Le groupe de monodromie ¢, de (E,) dérive de la substitution S; et
des substitutions fondamentales de ¢,_,, groupe de monodromie
de (E,_,); les parameétres de ¢, sont donc d’abord les 3n paramétres
de g,_, et les quatre coefficients de A;, B;, C;, D; de S;liés par la relation

(200) A;D— B;Ci=1;
et, de plus, on connait la valeur

(2071) A+ D=7,
de I'invariant de la substitution S,.

Or, soit ¢, un lacet fermé, tracé dans le plan a & partir d’un point
fixe x,, et enveloppant les points @ = o et & = t;; la substitution 3,
subie le long de ¢, par le systtme fondamental (Y,, Y,) (n°55) aura
pour invariant

(202) ANiApo+ DAL=,

De méme, au lacet ¢, enveloppant z =1 et @ = ¢; correspond une
substitution 8, d’invariant

(203) Aijx,,+2+ B,‘C,H.Q—l— C,,-f— Di])n+2:'[1'

Réciproquement, si J, J, et J, sont donnés, on voit aussitot que les
équations (200), (201), (202), (203) déterminent (') un seul sys-
teme de constantes A;, D, et deux systémes de constantes B;, C;; ily a
donc deux groupes ¢, qui admettent les 3n parametres de G, et pos-
sédent en outre trois invariants donnés, 1, J,,7,.

(1) Sauf si 'on avait A, =z==1; mais alors 2 = o ne serait plus qu’apparemment
singulier (note (*) de la page 295), et 'on n’aurait affaire qu’a un groupe {, _;.
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Or la connaissance de J entraine, comme nous l'avons dit, celle
~de yd; (*); voyons maintenant quel parti on peut tirer de la donnée
deJ, et],.

Supposons que l'on connaisse U'intégrale |z] de (g,, G,) répondant
au probleme; dans le voisinage de t; = o cette intégrale est sirement
représentable par caractéristiques (en vertu du théoréme fondamental
de la troisiéme Partie). On pourradone faire tendre ¢; vers zéro sur un
chemin ¢, et cela & partir d’une position initiale intérieure & £, de
telle maniere, par exemple, que le chemin =’ décrit par Log¢, ne soit
pas paralléle & une médiane de premicre espece. Pendant 'opération
les paramétres de ¢, restent constants; d’autre part, sur ¢,, un systéme
fondamental quelconque (Y,, Y,) détini & lorigine @, du lacet par
des conditions initiales indépendantes de ¢; reste, sur tout le lacet,
continu par rapport a #. Or il résulte de I'analyse du n° 54 que,
2 variant le long de 1 et ¢; ayant une valeur non nulle (mais de module
assez petit), le coefficient p(x) de y dans I'équation (E,) sera arbi-
trairement voisin du coefficient de y° dans I’équation-limite

(En-y)

d*y® [si-—l -+ w'( L)
x

: . N g 0
2 = | T 4o (L) a0y (L) +...“y N

les w,(z,) étant des fonctions analytiques bien déterminées de¢,, ...,
Lty Ly oo oy L, Aprés circulation de x le long de ¢, le systeme fonda-
“mental (Y,, Y,) reprendra donc en x, des valeurs arbitrairement voi-
sines de celles qui sont prises en x,, dans les mémes conditions, par
un systeme fondamental (Y], Y;) de (E,_,) répondant aux mémes

données initiales que le premier systéme. Or I'invariant de la substi-
tution subie par (Y}, Y;) est — 2 cos ws; celui de la substitution rixe
subie par (Y,, Y.) a précisément la méme valeur. Ainsi s est connu @ un
entier pair prés; 'ensemble des secteurs du plan T est pleinement

déterminé et I'on peut fixer le chemin <.
Mais il y a plus: quand T tend vers U'infini sur un chemin non

(1) La valeur de d; dépendra d’un entier arbitraire (n® 53). Répétons encore
(cf.note (1) de la page 297) que, dans tout ce qui suit, cet entier a été fixé une fois
pour toutes.
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paralléle & une médiane de premicre espéce, 5., <. o Ty Siigs + ooy S
5, +5,,, ets,, tendent (n° 38) vers des limites

-0 -0 0 -0 70— -0
(204) ~1a RS ~ -1 Sit1y L) <y 7 a, TR

quisatisfonta un systeme (g,_,,G,_ ) auxvariables¢,, ....¢, ,t,,,,....0,,

et aux constantes d,, ..., d,,, d;.,, -...d,, s*, d,, (et D): c’est
done précisément le systeme (g,_,, G,,) attacheé & Péquation (E,_)),

d;—1 $?— 1 -
aux constantes ¢, = ]Z 3 s Ciy Copry ey O —— o [0 D(Y)]
} . - 4 =t .

ainsi, lapparition simultanée de s* dans (E, ) et dans (g,_,, G,_,),
résultat des analyses bien différentes des n™ b4 et 38, trouve ict son
explication naturelle.

57. Réduction du probléme de Riemann a un probléeme (A), relatif a
la détermination d’une intégrale de (g,, G,) par des conditions aux
limites. Cela ¢tant, nous savons résoudre par hypothése le probleme de
Riemann pour le groupe ¢,_, : nous savons donc construire, en fone-
tion de ¢, ..., 0, t,\y, ..., L, toutes les limites (204). Ce n’est pas
tout : comme nous 'avons vu au n® 41, on peut écrire

Xl tr—t, 95}

R N ~n
S T i )2 -5 P" ~ 0 Ty
! 35 s 0,

Le point (¢,, ..., ¢yt s ---,¢,) peut étre choisi de telle sorte que

pY J—A
n’y soit pas nul; d’autre part,suivant que le chemin 2" appartient & un
demi-secteur supérieur ou inférieur (de deuxicme espéce), on a

*

s=s—1o0u s+ 1; on sait donc calculer g, et les p; d’aprés (169),
c’est-a-dire, d’apres (167), les limites des U, quand 'z, tend vers zéro
sur €. En définitive, on saurait caleuler Uintégrale [ =] résolvant le pro-

(1) On entend par 1d que D a la méme valeur.pour (Eg) et pour (E,_{); ainsi,
d’aprés (21), si ¢’ est le coefficient de 12 (z —1) dans (E,_;), on aura

*
2

)
23

«

'

-+~ C.

Cit Cpap = —
4
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bléme de Riemann pour () st lon connaissait la valeur 3., @ adopter
pour 5., au point t} dans les approximations successives du n° 29. Nous
fixerons une fois pour toutes z{ et nous dirons que toutes les intégrales
qui répondent aux mémes conditions-limites relatives & l'origine,
tandis que z),, prend une valeur variable, constituent un faisceau | z|.

Tout le probléme consiste donc a determiner =), de telle maniére que
Uinvariant 1, correspondant au lacet v, ait u.ne ualeur donnée | pro-
bléeme (A)]. Or, d’aprés les résultats du n° 53 (transposés pour la sin-
gularité @ =1), tout revient & déterminer =z, de maniére que, ¢ ten-
dant vers 1 le long d’un chemin T' [qui, au voisinage de 1, est le trans-
formé d'un rayon intérieur d’un secteur de premicre espeéce ()],
(ti—1)y, — c’est-a-dire o, — tende vers

.2
'Sl —_1

4

—— Ci=— Cpia avec —2cosTs; == J,3

J =

'équation méme que I'on vient d’écrire montre que s, sera défini a un
nombre pair pres : les médianes de premiére espéce du point x =1
seront donc connues et par suite le chemin T décrit par t; sera par-
Jaitement défine.

Nous diviserons entrois partms la solution du probleme precedent
nous commencerons par montrer comment on peut déterminer z,  de
maniére qu’en un point ¢, situé dans le voisinage de & = o, «, prenne
la valeur =«; nous établirons ensuite que, ¢, s’éloignant de z=o0
vers z =1 le long de I, la valeur =, (z,) qu'il faut adopter pour que
'on ait «,(¢,) == reste toujours bien déterminée; nous verrons enfin
que ¢ tendant vers 1, 3. (¢;) posséde une limite bien déterminée
qui constitue la solution cherchée.

58. Résolution du probléeme (A) pour t; voisin de zéro. Les deux
groupes ¢,. -— Or, pour || suffisamment petit, la solution du pro-
bléme (A) est une conséquence des résultats du n" 47. En effet, consi-
dérons une intégrale quelconque |=] du faisceau |z|; on a vu au n° 54

(1) On supposera en outre que le chemin I' ne passe par aucun point singulier #5.
Ici et plus loin (n° 60), on entend par rayon intérieur d’un secteur de premiére
espéce tout secteur qui fait. avec les frontiéres un angle Z 7
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qu’au voisinage de ¢, = o et sur une médiane de deuxiéme espéce ( par
exemple) 2a, est trés voisin de — 2(Z"A, + A,,,), c’est-a-dire de

’ [l' dzu*l Sn41
2t Lo LS.
Sy ()[,‘ I .

Mais la méthode employée pour 'équation VI et qui nous a permis
d’énoncer les résultats du n® 47 nous assure également que I’équa-
tion «, = o admet parallélement i la médiane de deuxicme espéce une
double infinité (') de racines ¢, ¢, (@, v=1, 2, ...); d’ailleurs, si
Pon a asymptotiquement z, , ~ af; + bt +c, ces racines se rap-
prochent indéfiniment des deux séries de racines de I’équation

(,;+.>g¢-f—-<.;—,— 1)[;t7}+c _

(205) So _ " "
ati+ bt;i*+ X' zh+ ¢

Rappelons encore que d’aprésle n® 29 lavaleur asymptotique =, , de =,
a pour expression

. h!— R" ’ A . i
(206) . — (:flﬂ — -——:—«——) ch (s Log Z")
“ 3

2

+¢um$.hqwhr_mthL%gJ;
or, pour l'instant, la valeur =, est arbitraire; on voit donc que les
coefficients « et /) de (205) peuvent toujours étre supposés différents
de zéro; de plus, en remplacant au besoin le secteur de deuxiéme
espice qui contient le chean g’ par un secteur adjacent, on peut
toujours supposer S, — s 1 # oz ainsi, les deux séries deracines s, ¢,
existeront certainement.

Ceci posé, deslgnons par ¢ la valeur qu’on vient d’attribuer a z)_,
et faisons varier z,, par continuité a partir de { de maniére que I’équa-
tion «, = o présente une racine qui parte de £, ous, et décrive un
chemin T tendantvers le point # = 1; audébut tout au moins, s, sera
une fonction holomorphe e bien déterminée de la variable ¢,;; nous allons

*
(1) Si s est réel, nous ne sommes plus surs de I'existence d’'une double infinité de
racines dans la région (R); mais nous avons vu que ce cas est un cas-limite de celui

*
ou s est complexe (n°48); (R) contiendra au moins deux séries (finies de racines) et
cela nous suffit.
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voir que le choix de la série (¢ ou t') a laquelle appartient la valeur
tnitiale de t; n’est pas indyfférent (') : suivant qu'on choisit une série
ou l'autre, 5, (¢,) eura deux valeurs, en général bien distinctes.

En effet, dans 'expression (206), faisons

2

ey

o R+ h" R =R T
+ B
2 2 23
d’apres (205) et‘(zo(i?l’équation o, = o sera asymptotiquement équi-
valente aux deux suivantes :

AN frNs
,%/fi\y—-——’ Sl_'. S__'/
(\/lo -t ([lo - =

ou 7', 7" ne dépendent que de 2’, 2, 32, S,, =, ¢’est-a-dire, de d,, d,.,,
s, 5, et o Si Pon fait varier ¢, depuis un point ¢,, soit ¢/ (correspondant
a 7') jusqu'a un point z; = ¢’ (correspondant & =”), T variera depuis
So=1"(t 1} _); jusqu'a <'(¢": t‘j)}# (1t c}’);—; S,. Ces résultats,
valables en premiére approximation, restent exacts pour les intégrales
de (G,) & une erreur relative pres de I"ordre de ¢’ (ou de ry; n° 30,
ad fir.) : cela suffit pour qu’on puisse affirmer que ¢, allant de ¢ a ’
Uintégrale | =] ne coincide pas a la fin avec U'intégrale inutiale.

Pour montrer que la coincidence a lieu au contraire quand ¢z, va
de ¢ &4 'un quelconque des points de la méme série, imaginons qu’on
déplace ¢, depuis I'un quelconque des points ¢ (arbitrairement voisin
de zéro) jusqu’au point ¢’ consécutif; le raisonnement de tout & 'heure
montre que,si s, nerevient pas a savaleurinitiale {, il doit pénétrer
dans un cercle dont le centre est T et dont le rayon est de I'ordre de
grandeur de ¢'. Ce cercle contient donc un pornt d’accumulation des
points précédents ; mais alors on pourrait trouver deux tels points arbi-
trairement voisins, soient =, et z; , tels que pour les intégrales du
faisceau | z| définies par les conditions initiales (¢;, 5,,,) et (¢], 5.,
les équations e, (¢, ) = « présenteraientles mémes files de zéros, ; = ¢,
ce qui est absurde.

En définitive, si I'on fait varier U'intégrale dans|z|de maniére que
I’équation «,(#,) = « soit vérifiée en un point ¢, variable par continuité

(') On peut toujours supposer que le chemin I' contient un point ¢’ au moins et un
L .
point " au moins.



304 RENE GARNIER.

sur la spheére a partir de ¢/ sur I, lavaleur prise au point fixe 2} par =,
variera par continuité sur la sphere complexe X pour |7, | assez petit;
elle resterala méme si ’on remplace le point de départz’ par un point
quelconque de la méme série; elle changera en général si 'on rem-

“place le point de départ par un point de la seconde série (‘) : si done
nous parvenons a prouver I’existence d’une limite pour =, lorsque ¢,
tend vers 1, le probléeme (A) aura deux solutions distinctes.

Mais cect pouvait étre prévu, car nous savons qu’il existe deux groupes G,
admettant pour parametres ceux de ¢,_, et les trois tnvariants J,, J,, J,;
si I'on se borne & résoudre le probléeme de Riemann pour l'un des
Groupes il ne faudra retenir que l'une des valeurs-limites obtenues
pour s, . enZ =r1; nous nousborneronsdonc & I’étude de I'une seule-
des fonctions z)  (¢,).

59. Résolution du probléme (A) pour t; quelconque. — Nous montre-
rons d’abord que lorsque t; tend vers un point quelconque du chemin T,
le point =, | tend vers une position limite bien déterminée. Supposons, en
effet, que le théoréme soit inexact; on pourra marquer sur I' un arc
ouvert Of tel qu’en tout point de 00 z,, (¢) tende vers une limite
bien déterminée, le méme fait cessant d’étre exact soit en 0, soit au
dela de 0 : je dis que cette hypothese est absurde.

Effectivement la fonction «(z,, =), ,) est méromorphe en ¢, pour tout
pointdeI' (¢, = o et ¢, =1 exclus); d’aprés un théoréme de M. Pain-
levé (%) oc(z,, z,.,)est ausm méromorphe en z,,,, sauf peut-étre pour
les valeurs z,, = o et 5),, = . Sur la sphére complexe X représenta-
tive de z,,,, entourons ces deux points de cercles v, et v, de rayon p
trés petit, et soit =’ la partie restante de la sphére. Soit alors A un petit
arcdeI’, comprenant ;= 4 son intérieur (au sens strict); pour chaque
point z, de A «(z, zp,,) possédera dans X’ un nombre fini de poles
quise déplaceront dans des aires w arbitrairementpetites si A a été pris
assez petit : ces aires seront donc extérieures les unes aux autres et
intérieures 4 X’. Sur la portion £ de ' exterleure aux ®, marquons

encore les points (en nombre fini) qui annulent —— pour une valeur

d*’/H—l

(1) Voir la note de la page 303.
(%) Voirla note (3) de la page 262,
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déterminée de #;; quand ¢, décrira A, ces points resteront dans des
aires o' infiniment petites que nous exclurons encore de X’. Soit &
'aire restante; ¢, appartenantahet s° 2 X", o, (2, 5°,,) sera une fonc-

2m> o.
d""n+1
Ceci posé, faisons tendre z, vers 6 le long de I'arc 06 de T'; ou
bien z s,m sortira de X" pour ne plus y rentrer, et cela si petite que soit
la région complémentaire de X" par rapport & = (c’est—h -dire si petits
que solent p et le diameétre de A) : dans ce cas, 5, tendra vers une
limite bien déterminée et le théoréme sera démontré pourz, = 6; ou
bien il n’en sera rien. Donunons alors 4 ¢, °_ un systeme de valeurs
quelconques, ¢, 3, appartenant respectivement a A et £”; «,(¢;, 55,,)
prendra une valeur a et d’apreés le théoréme des fonctions impli-
cites il existera une branche de fonction =%, (¢,) telle que I’équa-
tion o,(%;, 5,,,) = @ admette une solution identique & la branche pré-
cédente et se réduisant i s s pour 4, =1, cette bOhlthI’l étant d’ailleurs
holomorphe pour |z, — ]| <.
Or, lorsque # et =z varient de toutes les manieres possibles dans leurs
domaines respectifs, un raisonnement bien connu (par exemple, I'ap-

n+1

tionholomorphe des deux variables z, et 5, ,, et ’onaura

plication du lemme de Borel-Lebesgue) montre que ﬁ(z, z) présentera
un minimum non nul 7,. Prenons alors pour ¢ un point ¢/ de 06 & une
distance de f inférieure 4 v,; soit 5" la valeur correspondante prise en ce
point par notre fonction ;,"M(t )5 il suffit de remplacer z par, s par =
et @ par o pour constater que =, (z,) est holomorphe sur I' pour z, = 0.
€.Q.F.D
D’ailleurs, dans le cas ou la limite de z,., en O serait o ou =, ou

Ill

» 1l suffirait de déformer arbi-

encore un pole de «, ou un zéro de ()
e

trairement peu I' dans le voisinage de § pour faire cesser la particula-
rité précédente.

60. Résolution du probléme (A) pour t;=1. — Il ne nousreste plus
qu’a établir que, ¢, tendant vers 1, z, (1) tend vers une limite bien
déterminée.

Or, quand on fait varier z., d’une maniére quelconque sur lasphéere
complexe X, toute intégrale [z] du faisceau | z| peut étre représentée
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dans le voisinage du pointz; =1 par des caractéristiques convenable-
ment choisies. En particulier, soit A un rayon paralléle 2 une médiane -
de premiére. espéce (pour le point singulier z,=1 et pour linté-
grale [z]); lorsque [z] variera dans |z| assujettissons le secteur
auquel appartient A a rester dans la région (R,) (') :

[ cos arg Log(1—¢;) |Zn > o.

A linfini sur A, «,(z,) tendra vers une limite finie «f (n° 53), variable
avec z,,,; mais si z , décrit toute la sphére complexe X et que A reste
assujetti 4 la condition précédente, on voit aisément (*) que | o} res-
tera uniformément borné et qu’a chaque nombre positif arbitraire-
ment petit €, on pourra associer un nombre positif A tel que pour

toute intégrale du faisceau, et sur tout rayon A intérieur (*) 4 un sec-
teur premiére espéce de (R,) on ait [avee a« =a,(z,)]

(207) la—-oc,"i<e, Iggz—,-—x <e pour — R [Log(1—¢)]ZA.

Or nous avons vu aux n° 58 et 59 que dans le faisceau [z | on peut
encore définir une-intégrale quelconque au moyen de la valeur a prise
par o, en ¢, sur I'; mais, si [£, — 1| est assez petit, o est une fonction
de o) vérifiant les conditions (207); si [7,— 1| est pris assez petit, il
existera donc sirement une intégrale du faisceau (et une seule) pour
laquelle la valeur-limite de «, & I'infini sur A sera un nombre fini arbi-
trairement donné «; ce sera I'intégrale qui résoudra le probléeme de
Riemann pour ¢,; elle constituera d’ailleurs, d’aprés (207), la limite,
pour ¢, tendant vers 1, de I'intégrale définie par o,(z,) = a.

Ainsi, sous réserve des restrictions faites plus haut [n° 55, note ('),

(1) Pour certaines valeurs de z9,, cette condition pourra obliger & remplacer un
secteur par un secteur adjacent; mais ces discontinuités ne présentent aucun incon-
vénient pour le probléme actuel.

(2) Par exemple, en appliquant le lemme de Borel-Lebesgue. D’ailleurs, afin de
pouvoir appliquer ce lemme, il faut étre sir de pouvoir écrire des inégalités de la
forme (207) pour une intégrale déterminée de | z|. Or la premiére est une consé-
quence immédiate de la théorie des caractéristiques de premiére espéce; la seconde
s’établit comme pour VI ([VI], n* 23 et 36). 4

(®) Voir la note de la page 3or1.
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p-297;1n°56, note (*), p.299; n°57, p.301] & propos de ladétermination

*

de d, s, s, par 1, J,,1,, on peut dire que la solution du probléme de
Riemann est unique une fois qu'on s'est donné le chemin T'. D’ailleurs,
pour deux chemins T' qui peuvent se réduire l'un a I’ autre par une défor-
mation continue, sans rencontrer les points singuliers, les solutions obtenues
ne sauraient étre différentes ('). Ainsi donc, sous réserve des restric-
tions précédentes, la solution du probléme de Riemann est unique, ce
qui concorde bien avec le Fundamentallemma de M. Schlesinger ().
Ajoutons enfin que 'équation linéaire (E,) correspondant a cette solu-
tion sera toujours bien déterminée sauf pour les valeurs particuliéres
des ¢, qui rendent infinis les coefficients «,ou B;.

Il résulte enfin de notre méthode méme de résolution que deux
équations (E,.,) admettant le méme groupe G,_, mais dyfférant I'une de

'autre par la valeur du coefficient (;2—— 1) : 4 de 22 peuvent étre const-
derées comme provenant d'une méme équation (E,) par deux passages
a la imite dyfférents; chaque fois le point singulier # =1, [qui appar-
tient a (E,) mais non & (E,_,)] tend vers le point = o, mais dans les
deux cas suivant des chemins différents : suivant deux spirales
logarithmiques transformées par T = Logz, de deux rayons intérieurs
au sens strict & deux secteurs de deuxieme espéce différents du

plan T ().

(*) On le voit par la méthode de décomposition en régions successives appliquée
4 laire comprise entre les deux chemins; on appliquera au point critique hypothé-
tique défini par la décomposition les résultats du n° 89. En reprenant les considéra-
tions des n° 58 et 36, on verrait que si les deux chemins I', qui doivent donner a a;
en t;=o et t;=1 les deux valeurs-limites que nous avons déduites de J, et J;, com-
prennent entre eux un point #, les deux groupes { qui leur correspondraient ne
seraient pas identiques (on suppose, bien entendu, que pour définir les substitutions
des groupes on a tracé dans les plans z, chaque fois, le méme systéme de%oupures.

(2) Vorlesungen..., p. 234.

(3) Les développements donnés a propos de VI, ([VI], n® B7, p. 343-348) per-
mettent de résoudre en termes finis de la maniére la plus sxmple le probléeme de
Riemann pour I’équation du second ordre, a qilatre points singuliers logarithmiques
(les racines des équations fondamentales déterminantes sont égales entre elles pour
chaque équation).



