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ÉTUDE

D'UNE MASSE LIQUIDE DE RÉVOLUTION
HOViOGENE, SANS PESANTEUR ET A TENSION SUPERFICIELLE,

LIBRE DANS UN MILIEU A PRESSION UNIFORME,

ANIMEE D'UNE ROTATICtfs' UNIFORME AUTOUR DE SON AXE DE RÉVOLUTION

PAR M. ANDRÉ CHARRUEAU

Historique. — L'étude des masses liquides de révolution, homo-
gènes, sans pesanteur et à tension superficielle, en rotation uniforme
autour de leur axe de révolution., a été entreprise par M. Globa"
Mikhaïlenko(1) .

En prenant, dans un plan méridien quelconque, l'axe de rotation.,
pour axe des ordonnées, et une perpendiculaire à cette droite, pour
axe des abscisses, M. Globa-Mikhaïlenko a exprimé l'ordonnée du
méridien 5 à l'aide d'une certaine intégrale hyperelliptique de l'abs-
cisse ( 2 ) ; puis a donné une discussion générale du problème et
intégré Inéquation du méridien, à l'aide des fonct ions elliptiques; dans
un cas part iculier très important (3). M. Globa-Mikhaïlenko n'a pas
poussé l 'étude de ce cas jusqu'à la détermination de la forme d'une
masse liquide, d'une nature et d'un volume donnés, soumise à une
rotation donnée.

M. Boussinesq a repris l 'é tude de ce dernier problème et en a
donné, avec un énoncé simple et indépendant de la théorie générale

( 1 ) GLOBA-MIKHAÏLENKO, Thèses de doctoral d'Université et de doctorat d'Etat^ sou te-
nues à Paris, en 1916 et 19^0 (Gauthier-Villars, éditeur).

( 2 ) GLOBA-MIKHÂÏLENKO, Thèse clé doctorat d Université^ p. 60.
( 3 ) GLOBA-MIKHAÏLENKO, Thèse de doctorat d'Université, p. 76.

Ann. Èc. Norm., ( 3 ) , XLÏIÎ . -- MAÎ 1926. ^



l3o ANDRÉ CHAr^UEAU^

de M. Globa-Mikhaïlenko, une solution par développements en séries,
applicable pour certaines valeurs des données (1). M. Boussinesq a
bien voulu nous indiquer cette question;, comme sujet d'étude.

Nous en avons recherché la solution complète, quelles que soient
les valeurs des données, avec le seul secours de la théorie des inté-
grales elliptiques : les excellentes tables de Legendre (2) permettent,
en effet, de résoudre ce problème, avec toute l'approximation utile.

Énoncé du problème. — Prenons une masse liquide.homogène, sans
pesanteur, à tension superficielle, libre et dabord immobile dans un
milieu à pression uniforme; elle affectera une forme sphérique.
Considérons ensuite, dans le même milieu, cette masse, tournant sur
elle-même, sans axe matériel de rotat ion, avec une vitesse uniforme
donnée. Parmi les formes d'équilibre relatif possibles, nous nous pro-
posons de déterminer la figure de révolution qui soit une figure per-
manente d'équilibre relatif, pour cette masse liquide et pour cette
vitesse de rotat ion. Notre étude s'applique, quelles que soient les
données, aussi longtemps que les figures d'équilibre correspondantes
sont d 'un seul t e n a n t et traversées par leur axe de révolution.

Le l iquide est supposé incompressible, mais nous ne supposons
pas que sa fluidité soit forcément parfaite.

Nous insistons sur ce point que nous n 'é tudions pas ici un mouve-
ment de déformation de la masse l iqu ide , mais des figures perma-
nentes d'équilibre relat if .

C'est pourquoi nous n'aurons pas à tenir compte de forces de vis-
cosité.

Equation du méridien de la masse liquide. — Soient :

ô, la densité du liquide;

où, la vitesse angulaire de rotation ;

ĵ , la valeur de la tension superficielle;

p^ la pression dans le milieu extérieur.

( r) BOUSSINESQ, Cours de Pfiysique mai/iématiquff, Compléments au Tome III, p. ix
à xxn.. • 1 , 1 1 , ' ! . ! ! ! • , 1 . '

(2) LEGENDRE, Traité des fonctions elliptiques^ t; lî»
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Dans un plan méridien quelconque, prenons, pour axe des y, l'axe
de rotation et de révolution et, pour axe des abscisses, une perpendi-
culaire Ox, menée à y y, en un point 0, encore indéterminé.

Fig. i..

SolentC le centre de courbure du méridien correspondant au pointM,
et G7 le point où la normale MC coupe l'axe de révolution. C et (Y sont
les deux centres de courbure principaux de là surface, correspondant
au point M.

Considérons les rayons de courbure principaux de la surface, en M,
comme deux vecteurs

MC=T, MOrrrp,

positifs quand, les parcourant de M vers les centres de courbure, on
pénètre dans la masse liquide, au départ de M.

La pression, en M, dans le liquide, juste à l ' intérieor de la couche
superficielle^est égale à(I) ^.o.-^- •
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^Remarquons ma in tenan t que notre masse ' l iquide, en équilibre
relatif, peut être regardée comme se trouvant en équilibre absolu,
après que nous aurons appliqué à chacune de ses particules., une
force é^'ale à la force centrifuge et ayant la même direction et le
même sens.

Si nous écrivions les équations d'équilibre de la masse, par rapport
à un système de trois axes rectangulaires issus de 0 et comprenant Ox
et Or, nous en déduirions immédiatement que la pression?, dans la
masse, en tout point d'une surface cylindrique de révolution d'axe y ' y
et de rayon x, est
/ v °Û02 .»
(2) p=^+~^-,

po étant la pression, dans la masse, le long der ' r .
Si donc, x est l'abscisse du point M, on a

(3)
, / I 1 \ OG)- ,

A^^^^^-T^

Mais, représentant.^— et —^ par y et y, on a

i
T"

y ' ' \ , y'

l.y"l
(•+yT

i
p

y'
a?i/i+y

d i y' \
dx y^i+ y ' 1 )

t-î

i d / xf± ( _y' ^ + _rL= = i ± ̂ —^>
dx\^^.yrîj ^^/i^-ya xdûc\^^y'ï^

Par défini t ion, notre étude ne s'applique qu'à des méridiens consti-
tués par une courbe fermée, d'un seul tenant et sans point singulier.

Or, si l'on considère, sur une courbe fermée, sans point singulier,
la partie de cette courbe située du côté des x positifs, on vérifie faci-
lement :

ï° Que les produits j'y" et pr sont de même signe et, par suite, que

(4)
d xy

X dx\^~^y^ } 3
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2° Que, si Von part d'un point de là courbe, avec le signe conve-
nable dans (4) et que l'on parcoure la partie déjà indiquée de la
courbe, on n'aura à opérer le changement de signe, dans (4), pour
avoir toujours la valeur de ^ 4- -1"? qu'aux points où la courbe admet
une tangente verticale, sans y traverser cette tangente.

Compte tenu de (4), l'équation (3) devient

/ - s , / d { ^r' \ oûj2
(3) ± v- -7- ( ,_____ } -^-p^=p^ ——— ̂

X dx \^i -^-y^/ ' ' 2

et, intégrée, s'écrit
œy1 . ^2 Su2 . ^

- =(po-Pi)—.•+-^^-JrC,
-V^Ty72 ^V 8/'

comme nous n'étudions que des masses ayant des points sur l'axe de
révolution, l 'équation précédente doit être satisfaite pour ;r==o;
doncC = o, puisque y est toujours fini ; et il faut maintenir cettev/i-+~y2

constante nulle, quand le signe change dans (4)? et, par suite, dans
la dernière équation, puisque c'est en un point où y passe de -t-co
à — oo, ou inversement, et, par suite, le membre de gauche de cette
dernière équation, compte tenu du changement de signe nécessaire,
ne présente pas de discontinuité en ce point.

Donc
/ F \ -i- y / ^ x ^ÛL)2 ..(6) ± J_=(p,^p,) ^- ^.

v1"^./ •/ 'v
Prenons pour axe des Xy la perpendiculaire àyj^ passant par A, point
le plus éloigné de l'axe de révolution (ou disons plutôt l'un des plus
éloignés de cet axe, puisque nous ne connaissons encore rien de la
forme du méridien).

Posons
OA=^ ^==1^ K^^a^

°/

À-2 est une donnée, qui a pour dimensions L""3, L désignant la lon-
gueur et, par suite, K? est une quantité sans dimension, un nombre.

Au-dessus de Qx, dans la région convexe avoisinant A, il est clair
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que la valeur de ^ •+- " s'obtient en prenant le signe — , dans (4)? et,
pour le point A, où Y ' == — oo, Inéquat ion (6) donne

(7) ^-^^^(i-^).

/ x \ â

Portant cette valeur dans (6), et posant — ) == ^ on obtient :

± -——== = (i — K2-1- K 2 / ) ^ ;
V/i+y'2 • / r î

y^ ̂  ̂ ± ̂ L̂ !±AÎ L..

^ ^i—^ï - .Ks+K 2 ^) 2 7

, ,a ï—Ka-h-K 2 ^ ,,(i?y == ± - ... —======———— ̂ . ••
2 ^/i^^i^JO^K^)2

Allure générale clé Ici courbe méridienne. — Posons

tF(^)^^_^î„K2-+-.K2Q2 .

C'est un polynôme du troisième degré en L
On verra facilement que :
Pour K2 <^ 4? ^t'(^) == o n^a qu'une racine réelle, -t- ï ;
PourK2= 4? ^(^ == o a ses trois racines réelles et positives, + î

et la racine double, + ^;
Po^rK2 > 4? ^Ç^) ==0 a ses trois racines réelles et positives? 4- î

et deux autres nombres compris entre o et 4- i.
Décrivons le méridien, en partant du point A {fig\ î); d'après une

remarque précédente, nous devrons prendre le signe — , dans Inéqua-
tion du méridien, pour obtenir la partie de courbe dirigée vers le haut,
au départ de A, et l'on verrait de même que l'on doit prendre le
signe 4", pour obtenir l'autre.

Pour K2 <^ 4; nous ne rencontrerons, entre A et Paxe de révolution,
aucun point à tangente verticale autre que A, puisque W ( t ' ) == o
n'admet que la seule racine réelle, +• î ; et, en faisant varier t de î à o,
nous atteindrons l'axe de révolution, après avoir décrit, d'une part, la
courbe

y
a r1 j — K ^ + K ^

-"f2 .A .dt,2 j ^ yi— ^(i—K2^^^)2
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d'autre par t , la courbe

. ^^îf'——i^^^i^
2 J^ ^ _ ̂  _ K2^- K.2^)2

Le méridien est donc symétrique par rapport à Ox.
Pour K 2 = 4 , les expressions précédentes se simplif ient et l 'on

trouve que

(-^ ,_^ (-Î)-"
- L ./7—/ 2^ ! / l ./T—

y^~- v 4-___, ^/_
/- I- ^1^7 2^ ^— v/'r=^

pour l'arc dirigé vers le haut, au départ de A. Pour t décroissant à
partir de ï , l 'ordonnée de cet arc, d'abord positive et croissante,
décroît ensuite et l'on voit que y = -— ce, pour t = ]-, l 'intégrale don-

nante contenant , au dénominateur , le facteur t• — ^ à la puissance ï ,

alors que le numéra teur a ( . 1 — ^ a une valeur non nulle et négative,

pour £ -= -. La courbe a une partie rejetée à l ' inf in i et, considérée en
entier, présente deux points doubles, sur l'axe des x. Elle ne con-.
vient donc pas au problème que nous avons énoncé.

Pour K2 > 4, il existe un intervalle, dont les l imites sont comprises
entre o et ï , dans lequel W(t) est négatif et, par suite, y imaginaire.
La courbe n'est plus d'un seul tenant et ne peut donc convenir au
problème que nous nous sommes pose-

Le seul cas à retenir est donc celui de K2 <; 4 6l nous allons l'exa-
miner de plus près, en profitant de la symétrie du méridien par rap-
port à Qx, pour considérer seulement le quart de méridien situé du
côté des x positifs et dirigé vers le haut, au départ de A, quart de
méridien le long duquel

m • dy — ( ï — K2-!- K. ' /)y^
dx ~~ ^y-^^-^^^--g^

/ . 1 , a i — K'^-f- KL2^ ,
(9) , dv=~ - — — , cit.

. ; . " , ^ \/î —^tï—lv2-} ' K^t)2 , ,
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Subdivisons en deux le cas rétenu :
^ A^j° K2 ^ i. I/équation (8) montre que, dans ce cas, —L décroît conti-

nuellement, de o à —co, quand t croît de o à i. Le méridien est donc
partout convexe Çfig. 2);

Fig. 2.

2° K2^!. c—) nulle au pôle, prend d^abord des valeurs positives,
lorsqu'on suit le méridien, en partant du pôle.

J

B
^0

0

-<N

^^'•^\
T^— \
{t \•^ <x/ ^ A x

Fi g. ï bis.

dySi l'on prend la dérivée de -J-^. par rapport à t, on constate que cette
dérivée s'annule, en changeant de signe, pour

K 2 — !

A cette valeur de t correspond donc un point d'inflexion du méridien.
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Enfin , --7 s 'annule pour
K—i

• ^-""ÎC^

ainsi qu'on le voit immédia tement sur l'expression (8).
Le demi-axe polaire, &, devient nul pour une certaine valeur, K;;, de

K2, que nous calculerons plus lo in-e tqui est voisine de 4- 2,32 et reste
négatif, comme nous le verronsplus loin également, pour Kj<^K 2 <^4•

Or, il est à penser qu'au moment où b =- o, la masse liquide se
transforme en un anneau auquel notre étude ne s'applique plus; en
outre, les figures où b est infér ieur à o présentent deux points doubles
et ne correspondent à rien de réel. A ins i donc, les courbes réelles
d'équilibre relatif, d 'un seul tenant et ayant des points sur l'axe de
révolution, les seules que nous étudions, seront ou entièrement con-
vexes (fig\ 2) ou présenteront des cavités aux pôles, à la façon de la
courbe de la figure 2 bù\

Intégration de l'équation du méridien. — Nous avons, diaprés (9),
le long du quart de mér id ien situé dans l 'angle xOy,

( xo ) • z^^r--=^£^i^ ^̂dt.
C 2 , _ K 2 / ^a ^ J t v/i — ^ i — ï O H - K 2 ^ )

C'est une intégrale elliptique de t.
Nous poserons

^(^^ i—K 2 -^ !^ 2 ^ ;
nous avons déjà posé

11 vient

et, par suite,

ly^^i^^i-^K^K'^)2 .

y ___ î ' ( ^ ^ { t ) d t-f.a ^Jt \/^¥{t)

b _ î f1 ^(t)d£ua ^ J o \/W(t)

C^K2^,
Nous supposons que

W(t) == o n'ayant alors qu'une seule racine réelle, +î, ainsi qu'il
Afin. Éc. Norm., (3), XLIII. — MAI 1926. î8
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a déjà été d i t , on peut écrire

^ (Q - K^i-Q [(^ - ̂ .)2 4-^2],

a et v étant des nombres réels, tels que
K 2 — ^ » . ï, > ——, » » ï 1 M 2 "i""' ____ «

^^K^7 l + ~"K4

Posons
(11 ) i — ^ z ^ t a n g 2 9 ( X > o )

2

avec
À--=(î-p.)2+^,

^ ,^i_^±2. • •
•2À

Remarquons que la quantité appelée c2 est bien toujours positive
et, d^utre part, inférieure a i .

Il vient
dt — ~~d<o

( 1 2 )

et
V(ï _ f) [ ̂  — p. Y 4- ^2] \/À v/i— ̂  sin2^

r^^_ , ^——<•>•••< |,_
J, ^AFO) K'vA^o V / ï — ^ s i n 2 ®

Posons r-====p(c,,),
Jo V 1 — 6 sm ?

intégrale ell iptique de première espèce de Legendre ;
^ ______

j ^ t — c 1 sin2 y d(p •=. E ( c, îp ),
• u

intégrale elliptique de deuxième espèce de Legendre.
La différentiation de tang Q \/i — c2 sin2!? conduit à

.tang^^. ^ . ._______ 1

,. 1 -==.^ l a n g - y i — c 2 S l n 2 o - 4 ~ ^ ( c , ( p ) — 2 E ( C ) Q 3 ) .
Jç \/'i -^-c2 s i n y . ^ . ^ • - . /
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Donc

r1^^^^^]" F(^)_K^L îan^Ïv/i-^sin^-hFCc^^-^E^^)!'],
J, V/r(7) K-^L x ' 1 / ( ^r ' ' t U

^ == \/À — t a n ^ î ^ / i — c 2 s i n 2 ® -r- E(c, o) — ——::::—i7(c, 9).
^ , L 2 , . • ' , ' J. sK 2 y A

On trouve facilement que
!- - . i + a K 2

03) _ . < . . . .. . . Â2^—^——, .

2—- 1 . 2 4- K2

C 1 4 ) ^ ^""a'^^Vi+aK2*
1 1 vient

____ 1 ' tang'—^
(.5) ^=t/I-^^-v/7-^^in^+E(^l1--==---F(c,y),

a V a ' tang2 /,+a^+i .
L 2 J

où

"••^-^yCT
Nous avons désigné par b le demi-axe polaire.
Pour obtenir -^ il faut, dans (10)5 prendre t=o, pour la limite

inférieure d' intégration, c'est-à-dire, dans (i5), faire x = o et donner
à <p la valeur opo? définie par (16).

D'où
crS0

( ,7) ^-^_,.sin•^o+E(c•?ft)- ""^--F^oo).
V 7 / ^ ' ' tan.î» v/r- t -aK'+i

0 2

Notons que
————^—— • i

V i — c 2 sin^co^ ==:•—=========:———••
v 1 • 0 V1 4-21^+1^

Nous montrerons plus loin que le calcul numér ique de -A^LÎ^, pour
• , , ',, • tan^ 1 ,

de petites valeurs de ç, reste très facile, bien que l'on ne puisse recourir
alors aux tables de Le^endre.
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Équation de l invariabilité du volume. — Soit R le rayon de la masse
liquide, quand elle est sphérique. Son volume est égal à

|.B.

Soumise à différentes vitesses uniformes de rotation, la masse
prendra différentes formes, mais comme le liquide est incompressible,
le volume de la masse restera toujours invariable.

L'arc AB étant le quart de méridien précédemment choisi, nous
avons / /^

^TiR^aTi / ^ dy.
t> ^AB

D'où, en tenant compte de (9)5

(.8) i |R3=^f1^^^ ,
{ ' 3 ^ \^\t)

Mais, on a identiquement

d /W77\-~ 3K2 ^^(^ 1-K_2 ^Lv i ^)^-
^v ' / a V^'^) 2 ^^'(^

Intégrant entre o et i, il v ient

_ —„ 3K! f1 t^Wdt ^ • i — K 2 r^Wdt
~{~~~~~ ~rj, . ^F(7) "" 2 ^) s/^To*

Or, d'après (18),
r' i^{t)dt _ w^o. wr^T ^""ïai

et nous savons que / 1 ̂  ( ̂  ) ̂  __ 2 Z?

o T^T""^'
D'où

=_,K^-0-K^
a3 ' ' a

et
(19) 2 Â - 2 R 3 = = = I — ( l ~ - K 2 ) ^ •

Si To ^^^t le rayon de courbure du méridien aux pôles, qui sont des
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ombilics de la surface, (3) montre que
2 / '

(20) ^o—pi^—-
^o

D'autre part, nous savons, par (7), que

^—^=^(i- ï^) .
Donc

, i ! ' i ~ K 2
(21) 1 1 — =————v / . To a

et la relation (19) s'écrit sous la forme remarquable suivante :

( 2 2 ) - a^R 3 ^!—^.
'̂o

Calcul de a. — P = °— et B étant donnés, nous nous proposons de
calculer a.

Si, dans (19), nous remplaçons - par sa valeur (17), où c et cpo sont
des fonctions de K définies par (i4) et (16), nous obtenons une équa-
tion transcendante en K, qui pourra être résolue, par approximations
successives, à l 'aide des tables d'intégrales elliptiques de Legendre.
Ayant déterminé K, on en déduira immédiatement a9 et a, puisque
K2 = P^3, où P est une donnée.

Nous ind iquons ci-après une méthode particulière, applicable
quand K est petit et, plus loin, un procédé graphique, applicable
p o u r K quelconque, donnant K immédiatement ou, tout au moins, si
l'on a besoin d'une approximation plus grande, réduisant beaucoup le
nombre des tâtonnements.

Méthode particulière applicable pour K petit.— C'est, au fond, le cas
étudié par M. Boussinesq (1), d'une manière directe, à Faide de déve-
loppements en série, sans intégration préalable de l'équation du
méridien.

( 1 ) BOTJSSÏNESQ, Cours de P/ysique mathématique y Compléments au Tome ÎIÏ, p. ix
à xxiî. , . , !
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Nous supposons K assez petit, pour qu'on puisse négliger," devant, i,
les quantités de l'ordre de K4 e td^ordre supérieur.

.Pour ne pas rompre l 'unité de notre exposé, nous déduirons les
résultats simples qui se présentent alors, de l 'équation (i5) à laquelle
on peut donner la forme

(33) y =t/^ f-^-^sin^+E(c-(?) - ̂ Ijgr1 j^^t
a y a \ ' tongî ^^K- ,ang?

1_ A î? ^j

en se rappelant que

Ki/T^ ! -___ " ' ' '
ÎO V ^2 / ^><i ÇQtang ~ =^ , ^— == i / i — — tan^ r- <

. ^ 2 ^ V 1 - ^ 1 2 1 4 2 ^ a 2 '

D'après (i4)?
i^1. ^+K 2

. c ""' 2 "T' ^TTaZ^ :

Posons

tangj =«. • • '1 • " ,

' ' " ' ' ! ' T< •La, valeur maximum de.u, pour x variable, est -; u est donc
• : yi+ 2 K2

toujours plus petit que K; ç<2/z est également de l'ordre de K, au
plus/'

Nous avons
o a3 W. — =^ arc lang a =r /:// — -y.-.,. 4- — —. . .,
•î ô 0

^4(«.-^...),

- ' ( l 4-2^) ̂  1—^4- ^K^—. . . ,
. • 1 1 ^ • ! 2. ! ! • 1 . ^ 1 . . , . .

. • . • <>„ ' ̂  . ^ ! , •

^ ^ 4 ^ ^ î l '- 1 , ^ ! 1 ! !

'1 ' R 4

( i+aK2 )^^! -^^-—.. . , ' , . , / . .

1 1 1 . 1 - ; ' .. y<rr-̂ --.r ̂  ̂ ,,^^ ,^,4-^. (\ _ i^ \ ' 1 1 ,
V/ i4-^K^ ' / À ^ 7



ÉTUDE D 'UNE MASSE LIQUIDE DE - RÉVOLUTION. I/l3

Nous avons aussi • • • .

Ji — c2 sin2^ == î — - c2 sin2 o...== î — - c2 { Q — — -4- , . . ) ...* 2 ' a \ ' 6 /
c2

^=1 — — cp2. . . ±= î — 2s c2 a2 . . . 5
2 '

I I . C2

. ==1-4- — c2 si n2 s? . . .==: i + — cp2 . . . =r ï 4- 2 c2 ;^2 . . . ,
\/i — c2 s in^o 2 ' 2 '

où les termes non écrits, dans ces deux séries, sont de degré égal ou
supérieur à 4.

Il vient :
r^ _______ ç2 1 r ^2 •-1

K(c, ç) =-= ^ </i — c2 s i n 2 ^ €/o== o— "^•?3- • -^ <â M I — -o- ( î + .2C 2) . . . .

F(c, ç) =: ^ . ^ f ? —— =9 4- — 9 3 . . .== 2 ^ î — ^ ( ï - — a c 2 ) . . . ,
J,, \ / i—c" 2 s in 2 ^ ^ L d J

où les termes non écrits, dans les développements entre crochets
figurant dans ces deux dernières formules, sont de degré égal ou
supérieur à 4< •

Tenant compte de ces développements en séries et négligeant, devant
Pun i t é , les puissances et produits en u et K, de degré égal ou supérieur
à 4? on trouve

y ==(i~K2)^^

équat ion d'une ellipse dont le grand axe est 2^ et le pet i t axe

a & = 2 a ( ï — K 2 ) = 2 a ( ï — À • 2 a 3 ) .

L'équation d'invariabilité du volume s'écrit donc

l l T r a ^ — T T R 3 ,

, , . ^ ' • a^^rp, . , , \ . .. ..
a3 ( i—/c2a3 )===H 3 ,

qu^on peut écrire ici
. ! ! 1 • .___^___^R3 -

i+A2^ "" ' • - 1 •-
d'où

3 ! R3 • .. ! ' 1 1 - . ^ ' ./y J ,———— •____________ - ' ' •
a,— I-./fîR*
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L'équation précédant l 'avant-dernière montre que PE.^K2 ( î —K2),
•Â-^R3 est donc du second ordre par rapport à K et l'on pourra négliger
devant l 'uni té les puissances de PR3 de degré égal ou supérieur à 2.

Voù

(a4) a==:R(î+^R3},
\ ^ /

^^^Rf.-^R^
a2 \ 3 . )

' e t
2 ^ - + - & = 3 R .

Diaprés ce que nous venons de dire de la grandeur de A^R3 , on
reconnaîtra, sur les données, que cette méthode particulière est appli-
cable, quand le carré de FR3 sera négligeable devant Punité.

Retour au cas général. Elude de la courbe X==K2, Y=ï — (î — K2) -*
Ct

— Nous appellerons cette courbe, la courbe de résolution.
Compte tenu de (17), il est facile d'en déterminer autant de points

qu'on le désire, à Paide des tables d'intégrales elliptiques de Legendre.
Nous avons pu aussi en déterminer le coefficient angulaire de la

tangente, en chaque point.
En effet,

/È
ciY b . ,_ a9

^) TlX^a^^-"1^^

et nous savons que

b î r 1 i—K'+K^
(.6) ^If

a ^n
-.dt.

2^ ^i-.^i^.i^^K.2^)2

La dérivée par rapport à X == K2 de la fonction, sous le signe d'inté-
gration dans (26), est égale à

£— î

i_ ^ï^K2^-^^)2 î

où le dénominateur contient le facteur (î — iî)2.
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.Considérons les deux intégrales • - . .
3 __ K-2 ^_ R2 tf.

f.
,̂

o v / i— <?( i—K 2 -4-K2^)2

.^-i
-^.

0 j i _ _ ^ ( i _ _ - K 2 . 4 _ K 2 ^ 2 jY

Après division par i — t du numérateur et du dénominateur , dans
la deuxième intégrale, on voit que, dans Pune et l'autre, i — ï figure
au dénominateur avec l'exposant-1- De plus, si. nous supposons que

o^<4,

il n'existe aucune racine du dénominateur, autre que î , entre o et î .
•Donc ces deux intégrales ont un sens pour toute valeur de K, telle
que o$K 2 <4-

On peut aussi démontrer que, dans tout l ' intervalle de K Ici
que o^lP^V^ <^ deux intégrales sont uniformément convergentes
et sont des fonctions continues de K et, par suite, que la seconde
représente la 'dérivée de la première par rapport à. X = K2 (voir
GOURSAT, Cours d'Analyse mathématique, t. I, p. 237).

DonCy pour K tel que o^K 2 <Yh nous avons

/bd^ î r1 t^ia î F
(^ dx=.j. -dt.

o j ( — / ( i — K s + K 2 ^ ) 2 ! 2

Pour K = o, (26) et (27) donnent par une intégration élémentaire :
- ==i , résultat bien évident puisque la masse liquide est alors en

équilibre absolu et, par suite, sphérique;

â
„. dX

• î .

d^
Remarquons encore que -ry- est toujours négatif, quel que soit K,

compris dans rintervalle considéré, Pélément différentiel, dans ("27),
étant toujours négatif.

Àim. Êc. A^rw., (3 ) , XLÎIÏ — MAÎ 192.6. 19



ï4'6 ANDRÉ GHÂ.RlUîEAU.

En posant A = v''î — c^sin^ç et en supposant o ^ K 2 ^ ^ ? nous
trouvons que

? ^ / ( pd~a- —r ^
^"•"^U -A'-"9

I /'?B I -+- 2 COSCO 4- COS2® ,
=—— ——————? / —————————A3——————————d<?-

SK6^-7» -

Si l'on désigne par d'1 la quantité t — c2, on a ( ' )

C'9'"dvs J v i ^ . -> c^ ^"yofosyo
i -K^^^^-dï——A,——5

/< <?0 cos2cp < (̂P i „/ -v in/ v-i sina;o coscpo
/ ——^—-=^[F(^19o)--E(c,9o)]+———i—^3

OÙ

Ao = ̂ i-^sin^o, avec tang Ç = — = ,———^ •
2 \h y i 4- 2 K^

Reste l'intégrale
/^ ̂ 0 COS 03 <^Cp

Jo ~A~"

On voit sans peine qu'elle a pour valeur
sinipp

A,
D'où

(.s) î - î̂ ^^^Ec.,,)-^^^
.bd - .

Pour une valeur donnée de K, on pourra calculer -—? comme -/
à l'aide des tables de Legendre.

.j'y ' , -

Par (25), nous aurons ensuite-.y-
Le calcul des intégrales figurant dans (26) et dans (27), lequel

nous a conduit aux formules (17) et (28), a été fait en supposantK^o,

( 1 ) LEGEN^BE, Traité des fonctions elliptiques^ t. î, p. %56-et •â5^.
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Mais, par développement en série entière en K, de leurs différents
termes, on constaterait que les vraies valeurs des membres de droite
de (17) et de (28) sont respectivement égales à 4-1 et à — i,
pour K == o. Ce sont bien, savons-nous, les valeurs que prennent

y b

J • - a ~
alors - et -j^-' Les formules (17) et (28) restent donc valables

€!• Cl .-/v-

pour JK = o.
Pour K2 = L\, on déduit de la remarque faite un peu avant (8), que

f^(t)d£

En outre, l 'élément différentiel restant toujours négatif, pour cette
valeur de K2, quand t varie de o à j ? il s^ensuit que

' b ̂ [ ' ^ ^ d t = ^a J. v/wco

Nous avons dit, déjà, que, pour K 2 > t 2 ,32 , l 'équation ( ï5 ) ne
représente plus de figure réelle d'équilibre; la remarque relative au
cas de IF = 4 ne porte donc pas sur une partie utile de la courbe de
résolution, mais elle sert à la tncer.

âLe tableau suivant indique les valeurs de - î de-^r et de Y pour
quelques valeurs de K; là encore, figurent des valeurs ne correspon-
dant plus à rien de réel, mais données au même t i t re que la remarque
précédente.

0 ......

i,5,....
5 /3 . . . .
2 ......
^5, . . . 1

3 ......
â^....

4 . . . . . . .

<
-4-1
-4-0;

-4-0,

-4- o.

-4-0.

—0;
——0

—0;

——'OÇ

b
X

,431
,209
,âo62
, io3^
,o56
,236
,5i8
?

d6-a
Tix"

—0,32%

—o,3i4

•—. oc

Y=: i—(

0

•+•1

•+I,

-n
•4-Ï ,

-h0;

-4-0,
1—0.

1 — oç

,-K^.

,r295
,i375
,T032

,9l6

,5^8
,294

s-i-'-"'^
+2

-4-0,431
-+-0,098
—o,oo3
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D'où le tracé ci-dessous de la courbe de variation de -3 en fonctiona
de X == K2 et de la courbe de résolution.

Fig. 4.

Des valeurs indiquées dans le tableau précédent, on déduit, par
interpolation, que le maximum de Y a lieu pour K2 = 1,662 et qu'il
est égal à. -4- i, 1375," , , ' . '

On voit aussi que, pour K^ == 2,32, on a - ==o et que pour K^> Ko?

- est toujours négatif. L'équation (10), qui , intégrée, devient (i5),
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ne représente donc une figure réelle d'équilibre que pour K tel que
o^K^^Sa

ainsi que nous l'avions déjà annoncé.
Sur les courbes des figures 3-et 4? .nous avons tracé en pointillé la

partie située au delà de l'ordonnée d^abscisse 2,32, pour la distinguer
"de la partie correspondant à des figures réelles d'équilibre, laquelle
est tracée en trait plein continu.

Les valeurs de K correspondant à toutes les figures non annulaires
d'équilibre relatif sont donc comprises entre o et Ko,

Procédé graphique donnant une première valeur approchée de K et
achèvement des calculs. — Nous savons, d'après (19), que

a^^^ i—Çi—K 2 ) 0 ,

R étant le rayon' de la masse liquide supposée au repos.
P et R étant des données du problème, supposons que nous menions

à OX, sur la figure 4» une parallèle distante de OX, de 2P"R3. L'abs-
cisse d'un poin t d'intersection de cette parallèle et de la courbe de
résolution sera une valeur K2 répondant au problème. On peut, d'ail-
leurs, tracer la courbe de résolution a une échelle assez grande pour
qu'on puisse lire K% avec une erreur absolue inférieure à i ou 2 mil-
lièmes. Cette première valeur pourra suffire dans certains cas. Si l'on
a besoin de plus de précision, on partira de cette valeur de K, obtenue
graphic[uement, pour résoudre Inéquation (19)? par approximations
successives, à l'aide des tables d'intégrales elliptiques de Legendre.
Toutefois, l'emploi de ces tables deviendrait pénible et même impos-
sible, pour K suffisamment petit, car -A^^J?07 qui figure dans (17) tend

tangÇ

à prendre la forme - quand K tend vers zéro. Alors, on calcule les

valeurs d'e vc ' w et aussi de F(c, ço) à l'aide de leurs développe-
tangÇ

ments en séries entières en z / o ^ t a n g < p o? développements dont le
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pr incipe et les premiers termes ont été donnés lorsqu'on a é tudié le
cas de K petit. En remplaçant, dans ces derniers développements, la
quantité ^ par son développement en série entière en K, tiré de (16),
on obtiendra le développement de -en série entière en K; (iq) per-

metira d'en déduire le développement de -^en série entière en PR3-,
Théoriquement, cette opération est très facile; pratiquement on peut,"
sans grand'peine, déterminer cinq ternies de ce développement. Ici,
nous rappellerons seulement que, pour K4 négligeable devant i, on
dispose de la méthode de résolution extrêmement simple qui a déjà
été donnée.

Dans le cas de l'emploi des tables, de la valeur à laquelle on s'arrêtera
pour K, on tirera facilement a.

Il sera ensuite facile de déterminer autant de points du méridien
qu'on le voudra, à l'aide de (i5). Pour les petites valeurs de c>, on

17 / \ . •

pourra calculer " N ? ̂  et F(c, ç) à l'aide de leurs développements en
tangj

séries entières en u == tang-î déjà donnés.
La tangente en tout point du méridien sera facile à déterminer, à

la ide de (8).
D'après la forme de la courbe de résolution représentée sur la

figure 4, on voit que :
i° Si 2PE.3 <;i, on a une seule figure d'équilibre;
2° Si i ^2PR3 < 1,1375, on a deux figures d'équilibre;

• 3° Si 27i2 B.3 = 1,1375, on est en présence d'un cas limite;
4° Si sPR^i.^S, il n 'ya plus de solution.

Courbes de variation^ pour une masse liquide donnée^ de a, by To en
fonction de o>. — II s'agit des valeurs de Oy 6, T^ pour les états per-
manents correspondant à différentes valeurs de œ.

Supposons les unités de longueur, de masse et de temps choisies de
manière que

!, . ! ,;' R=z, 0=1, /==|;

alors A2 et o>2 sont exprimés par le même nombre.
De la courbe de la figure 4 et des résultats figurant au précédent
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tableau, on peut déduire facilement ceux qui suivent,, en remarquant
que Y = 2k2 R3 est égal ici à 2œ2 :

î>.w (en radians).

o

0,707

o,75i
0,754

(cas l imi te) ,
0,754
o,743
0,707

K3.
o
î
1 , 5
î , 662
5/3

a^

î

' a

2,656

2,9-22

ï — K ^
îo

o , 5
o,5647
0,5687

ô,543 j

o,359

0,297

i,-â6o

1 , 3 8 5

i,4 3o

o,43i

0,159
o, '>o8

—— 30

—-2,770
—2,l6o

--2,146
--i^G

o,5687 5/3 à, 9 3 ï î , 4 31 o,âo6 o,^9°
o,55i6 9. 3,626 i,53ê 0,1o3 Oj!58
o, 5 ' î , 3-A 4 5 6-î î , 67 o o — ï , 27
0,458 2,5 5,459 i^61 —o,o56 —0,099. — î î i 7 4

OBSERVATIONS. — Les figures pour lesquelles K2^ 2,3'2 ne sont pas des figures réelles
d'équilibre. Les deux valeurs de œ indiquées comme égales à 0,754 diffèrent entre elles,
évidemment, mais d^une quantité bien inférieure à 0,00 r.

yi,67^\
; J^âO

1,260 /

JlL
h, -4-
0 10
N N
d o

Fig. 5. .

La courbe de a, en fonction de co, affecte la forme ci-dessus (fig\ 5).
Ici, (24) s'écrit

a :
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et montre que la tangente à la courbe, au point d'abscisse zéro, est
une parallèle à l'axe des œ.

On tracerait, sans difficulté, la courbe de b et de T(), en fonction
de co. Nous nous bornerons à signaler que To passe de -4- x' à -— 03
quand oo, croissani, franchit la valeur 0,707.

Discussion du problème. — L'équation (10) montre, comme c'était à
prévoir, que la forme du méridien est indépendante de la pression
extérieure. Mais, si cette dernière est assez faible, elle peut limiter la
suite des figures possibles d'équilibre.

D'après (20),
V

^0=^.+——-
^0

Or, dans la masse liquide, c'est le long de l'axe de rotation qu'on a la
plus faible pression, po, d'après (2 ) .

Pour qu'on ait, dans toute la masse, une pression et non un effort
d'extension, il faut et il suffit que

PQ^O.
Nous devrons donc avoir

P^^o-
'-a

Premier cas : p^ = o. — II faut que To soit positif. Ce qui exige,
d'après (21), que

K^f .

Ainsi, dans le cas d'une pression extérieure nul le , les seules figures
d'équilibre possibles sont celles qui correspondent aux valeurs de K
comprises entre o et i. Toutes ces figures sont partout convexes,
d'après ce qui a été dit en parlant de l'allure générale du méridien.

Le cas de K=== i, T^ = co, est un cas limite, si la pression extérieure
est nulle. L'équation (19) montre qu'on a alors

/! ^ / , • ! , ! ! ! , ^ ^^==1, 1 1 ^ • ^ ! 1 ; !

et puisque K2 = Pa3 = = i , i l vient, dans ce cas, '

a •=. R \/2 == R x i ,260.
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Deuxième cas : p, ̂  o. — L'inégalité

V\/^-4--^0
'•()

est évidemment sat isfai te pour les figures d 'équi l ibre qui sont pos-
sibles quand /^ = o et pour lesquelles To > o.

Elle l'est aussi par des figures concaves aux pôles, c'est-à-dire pour
lesquelles To <^ o, à la condi t ion que

ro<-^
Pi

Ainsi donc les figures réelles d'équilibre sont, dans ce cas :
i° Des figures, partout convexes, pour lesquelles To est compris

entre R et •+" co;
2° Des figures, concaves aux pôles, pour lesquelles T() est compris

2fentre — ce et — —••Pi
La figure pour laquelle ^o == — -^-est une figure l imite .
Comme, d'après le dernier tableau de résultats numériques , la valeur

maximum de T(), pour les figures réelles concaves aux pôles, est
--1,27 x R,

-^XR^,
sij^ est tel que

, __2/
/?1= 1,27X11'

on n'aura pas de cas l imite dû à la pression extérieure.
Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons p^ assez grand pour

qu'il en soit ainsi .
Considérons une masse liquide, dans des états permanents, corres-

pondant d'abord au repos, puis à des vitesses uniformes de rotation
d'abord croissantes.

En supposant les un i t é s choisies comme au paragraphe précédent,
et, en tenant compte des résultats qu i y sont indiqués, on voit que :

Pour co croissant de o à o^o^, la masse sphérique s'aplatit de plus
en plus, en restant convexe;

Ann. Éc. Norm^ (3), XUlï. — MAI 1926. 20
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Pour û) croissant de 0,707 à 0,754, la masse devien t concave aux
pôles et s'aplatit de plus en plus, puis arrive à une figure l imi te ;

Pour co compris entre 0,707 et 0,734, il Y a une deuxième série de
figures d 'équilibre, pour lesquelles - décroît quand la" vitesse de rota-
tion décroît.

Les valeurs 'de la vitesse, qui viennent d'être indiquées, sont
exprimées en radians, par un i té de temps du système d'unités'
propre à la masse donnée et déjà défini. Pour une masse donnée
quelconque, on passera facilement des valeurs correspondant à ce
dernier système à celles qui mesurent les mêmes quanti tés , dans
le système C. G. S.

Nous allons, d 'ail leurs, donner la v a l e u r o^ de la vitesse l imi te , pour
une masse donnée, par u n e f o r m u l e valable dans tout système d'unités;
nous savons que l'état l imite a lieu pour

2 PR8^ 1,1373,
c'est-à-dire pour

donc pour

^1R3— , T ^ n ^ .-——n — i , 107^ ,

, ' j _ /. ^<-. J ,
^i — q î R^à

Le carré de la vitesse l imite est donc proportionnel à /et inversement
propor t ionnel à o et à K3.

Remarquons encore que ce qui a été d i t de la oroissance ou de
la décroissance de la quanti té -^ pour une masse donnée, quand (D
varie, et qui résultait des nombres du tableau précédent, peut être

^démontré en considérant le signe de —r pour X •== K2 variant; nous
savons que cette dérivée est toujours négative et, d'après la forme de
la courbe de la figure 45 selon queo) croît avec K% le long de l'arc OAB,
ou décroît quand K2 croît, le long de l'arc BC, on arrive bien, sans
calculs, aux conclusions déjà indiquées.

Nous allons maintenant exposer des propriétés, 'd'ordre géométrique
ou d'ordre mécanique, de la masse liquide et de sa surface libre,
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Courbure du méridien. — Soient :
TO, le rayon de courbure du méridien, au pôle;

Ta, ie rayon de courbure du méridien, à Féquateur;
r, le rayon de courbure du méridien, en un point courant.

Nous savons déjà, par (21), que
r ___ i -^K2

T'(» a

c'est-à-dire que
- — — Â - 2 ^ 2 .
a

Si p^ est la pression dans la masse liquide, a Féquateur, jus te à
l'intérieur de la surface, on a^ d'après (i) et (2),

w . /. / ï i \UUJ - .. / i JL \

P^P^^^f^^a)^

Et, tenant compte de (7), il vient

(20) ^- •=- ^ +2 A-2 a2.
^ a.

Donc
(3o) 1+L^3.
' ' TO ^e ^

Calculons ma in tenan t la courbure du méridien, en un point quel-
conque. Le long du quart de méridien situé dans l'angle x O y , nous
avons, avec notre convention sur le signe du rayon de courbure,

ï — y " __ d —y
T"" (,+y2)t""^\/TT72

D'après ce que nous avons'vu précédemment, le signe — est à
prendre dans l'équation (6), le long de ce quart de méridien ; donc

Par suite,

y ' / ^ ^ 0&) t
——— = (^o - pi ) -7 +. .̂ 7 ̂ •TT+y-^ 0 ^W • s/

ï _ po — p i 3 ̂ a>2
x'V V



l56 ÂINDRE CHARRUEAU.

et, compte tenu de (20),
(3i) -=:_-}-. S/:2^2.

T To

On retrouve ^î puis une valeur de ^- équivalente à (29), en fai-
sant x === o, puis x = a.

L'accroissement de la courbure, par rapport à sa valeur au pôle, est
donc proportionnel au carré de l'abscisse (1).

Développée du méridien. Premier cas : K2 = 7r a3 < ï. — (21) montre
que To > ° et, par suite, d'après (3i) , on voit que T est partout positif.
Nous savions déjà que, dans ce cas, le méridien est partout convexe.

Fig. 6.

Soit À l'angle que forme, avec Ox, la demi-normale diri
l'extérieur de la courbe.

On a

rigée vers

tang?.==—~

( 1 ) Si l'on rapprochait ces résultats de ceux donnés par M. Boussinesq, à la page xvn
dos Complénieftts au Tome IÏI de son Cours de Physique mathématique^ il faudrait
bien prendre garde à ce que la lettre k employée par M. Boussinesq ne représente pas
la même quantité que le À' de nos formules.
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Mais, dans l 'angle xOy, on a, d'après (8),

^-^r_. (I-K^+K^)^
/ —— /7^dx \/i — t { i — K2-}- K^iy

avec -=œ''
- K^Â^a3 .

D'après (20), on peut écrire
^/JL -4-Â-2^2

( 82 ) , / -= — ____VTO————v / J /•—————•--———
^ [ -*- -+. /c2 ̂\/-

y,-,.[
\ Tn - /

puis
2

i — x2 ( -"- 4- /c2 ̂ !i )V^o /
t a n g X :

^fl 4-A-2^2^Â-2^2)

sinÀ ==: i / i ~ a;2 ( -
V V<

sinÀ ==: i / l — x^ ( — 4- P^2

TO

COSÀ == x ( — 4- /c2^2!.
Vo /

En outre, (31) peut s'écrire

1+3^2^2

TO

Soient ^ Y] les coordonnées du centre de courbure correspondant
au po in t {x, y ) du méridien; on a

x—^==TCOSX, y—y]==Tsin/;
d'où Ton tire

.̂  2Â:2^3

^=—————?
i -^3/c2^2

TO

^2 f ± 4- A-s^Yi/.-^fl
V \TO'̂ •o y^=y—

-1- +3^2^2

^0
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Nous avons calculée, en termes finis, à l'aide des intégrales E et F
de Legendre. Nous avons donc aussi T] en ternies finis.

La développée est une figure à quatre pointes, tangente en ses som-
mets, à Ox'ou à Oy, qui sont des normales du méridien.

Remarquons que, pour Ç croissant de zéro à OC,.,

d'n s.
_ ^ ^^-y ,

décroît continuellement de +coào , le long du quart de développée
situé dans l'angle y Q x , y ' décroissant continuellement, de o à—xs,
quand le point Mparcourt le quart de méridien situé dans l 'angle xQy.

On a
• TO== arcC^C + T;

d'où
^ ^ SA-^^To2

arcC^C = = T u — ^ =———————.,
J -{- ôÂ'-^Z'-T^

On a aussi
a rc Co, Cy == To — Te •=.

OCe-='a-^

3K2a
( I — K 2 ) ( J - l - 2 K 2 )

__ aaK 2

)''"" J + 2 K 2 '

Deuxième cas ; K2 = ï . —. Alors To == 4- ce.
D'où, de (3o),

a
^=^

et de (31)
ï a3

3Â'2^"2 3 .y2

A-2.y3
D? (32), on tire

y^ i/7— /c '̂6

En calculant/7 , y ' " ety^, on verrait qu'au pôle

v^y^^o,' j-^-ôp-^-^^o.

La tangente au pôle a donc, en ce point, avec le mér id ien , un contact
d'ordre 3.
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On a ici

3:59

^7=r^6
^=r- 3^ '

y y ^ est asymptote de la développée.
"On a

.^rr -.^ » — û(^2—^)arcCC<,== 7 — 7,=:
3^2

a
i^^K'2

Troisième cas : K'2 ^> i. — Alors T() == _,^ est négatif.
Le mér id ien est concave aux pôles.
L'équation de la développée est la rnèine que dans le premier cas;

mais la développée admet une asymptote ciui est la normale au méri-
dien, au point d ' in t lexion D déjà déterminé (voir le paragraphe relatif
à l 'allure générale de la courbe méridienne).

Considérons le point N, à tangente horizontale Çjîg. 7). Il cor-
respond, d'après ce que nous avons déjà vu, à la valeur

_ /'îV— î^n1

^~~w '-n^""
Désignant par T^ le rayon de courbure du méridien, en N, il vient,

d'après (3i),
i i 3 K 2 — ! -,_-=:-». .4- 3 /^ a2,

T^ TO K2 ^

et, tenant compte de (21),
ï 2 ( R 2 — i )

TN a
Donc

^o
— 3
2

TN

propriété très curieuse.
On a, par suite, d'après (3o),

(33) 1-.±=3

• T, • TN ^

Remarquons encore que
To+STe_ 3'roT<.

arcC^CN==Tj<—Tfi==—
2 20
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A l'aide de (8), on trouve ^que le coefficient angulaire de. la tangente
au méridien, au point d'inflexion D, est égal à

-i
S^2—!)2 2

^ÏTK^^TI^^Q3 v^;^-^

expression simple en fonction de To qui, rappelons-le, est négatif,
dans le cas envisagé.

Rectification de T arc de méridien. — On a, d'après (8), le long du
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méridien, dans l'angle xOy,

/ / — — ( i — K ^ K ^ ) ^ ^
} ~^___ ^^__^^_^2^2-• î

d^où
^/r-4-y-rrr- —î

^ / î — ^ l — K 2 ^ - K ^ ) 2

Mais
• A'2

/ ="^- , . .
Donc

J^^.
,2 \/^'

Par suite, pour dt > o, on a
. a dtci s == ——=—__^ „ —————. „ , ..--, ,

2 v / ^ v / I — ^ ( î — K 2 + K 2 ^ ) > • i

et, en supposant d'abord K ̂  o,
.... , a dt(34) /7.g --: ^— —— — ,

^ ^t{i—t)[{c-^y+^

où ^ et v sont des nombres réels, déjà employés pour l'intégration de
l'équation du méridien et tels que

K - 2 — ^ J - , „ i
, » —— ________ » » -a -. |.,_ ^ j2 •—— ___^-""^K^5 ^~h '~i^ '

Posons
^msin2^.

Il vient, pour un arc BM du quart BA du méridieny arc ayant son
origine B au pôle et son autre extrémité, en un point M quelconque
voir(/^. 7) ^

o^r a r de
arcBM=-,^ / — '

^Jo ^(sin^—^)2^-^
Mais

( s in 2 ^ — /j-)2 4- •u2 ==[(î — ^) s i n 2 ^ — ^ cos2^]2 + v2 (s in 2^ -4- cos2^)2;

d^où

(35) 8 rcBM=4 f0 ____. ^____^ta^^^ 1 ,______„
K2Jo /[(<—^)â- J- v2] tang'>^-4- 2(^ 2 +^-—^)tan§ 2 0-4-p 2 +•y 2

^/ÎTI. ^c. Norm., (3), XLI1I. — JL-IN 1926. 2 E
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Posons ^ ^ ^
taiîff@ == i / ——•—————- tan g - == -,———:—tang — 5& y(i^)--+-^ s ^ {/r+sK2 b ^

n2^ JL _ 1 ̂ .̂̂ iĵ iZ^^
3 2 </^ _^_ ^2 ^/( î -^ ^)24_ ^2

En élevant au carré le coefficient de — -? on vérifie qu'il est inférieur
ou égal à ï, en valeur absolue, quels que soient \L et v. L^expression
désignée par D2 est donc bien toujours positive et inférieure ou égale
à ï.

On trouve facilement que
• ' D^l^^^——^,

2 4 \/l +-2K'2

3En remplaçant, dans (35), tango en fonction de tang ^y on a

^
-= f __:-^—
"^'l^n , v / ï — î ^ s i r

arc BM ==
2 K2 ^(p2+ y^)[(i—^-i:''y^ ,7, ^/i — D2 sin^

et, tous calculs faits,
(36) a ^ c B M = ^ a _ ^ F ( D , l p ) . '

^ y ï 4- ^ K*2

Par suite,
(87) , , arcBÀ^,.-^_F(.D^).

\/I + 2K 2 \ 2/

Ces formules n'ont pas été établies pour le cas de K ==o, où la masse
liquide estsphénque; mais, on remarque que les valeurs des membres
de droite de (36) et de (37), où D devient nu l , sont alors égales, res-
pectivement, à a x L == a x 9y où 6 n'est autre que la colafcitude du

2

7Tpoint M, et à a x ~; et ce sont bien les longueurs des arcs BM et BA
de la circonférence de rayon a. Ces formules restent donc valables
pour K == o.

Elles sont d'un emploi très commode, pour toute valeur de K.
Tout arcde méridien, compté depuis le pôle, s'exprime donc à l'aide

d'une intégraie de première espèce de Legendre et le quart du méri-



ÉTUBE D'UNE MASSE LIQUIDE DE RÉVOLUTION. • ï63

dien, à l'aide d'une intégrale complète de première espèce de Legendre
( intégrale dont l'amplitude est é^'ale à ^V-\ - D 2 /

Aire de la surface de la masse liquide. — Nous allons calculer l'aire
de la surface engendrée par la rotation d\m arc AM de quart de méri-
d i e n y A étant sur Féquateur et M étant quelconque. Nous rappellerons
aire AM.

ds étant l'élément d'arc de méridien, on a

aire AM = f 2 TC-r ds = 2 TT f x ds.
^MA ^MA '

Comme t croît lorsqu'on décrit l'arc MA, on a, d'après la formule
précédant immédiatement (34)?

, a cit
ds = —— -̂--3==z=r.— .̂.._____,.,..„ „.„ .,„„„.:== "

s^v/i ~ ^ ( ï — K ^ - i - K ^ ) 2

Mais
x ==: a \/7.

Donc

(38) ' aireAM^-rr^ f — dl

J^ - ^/i^ t{i—¥^-\~ K;2^)2

Procédant comme pour l'intégration du méridien, nous pourrons
écrire, en supposant K ~=f=- o,

I_ / ( ï_K>>-4-K^)2^K / - ( l—^[(^- -^ )24-y- ] , -

où p. et v ont la signification connue. Nous aurons

. . ,- Tra2 r 1 dt
• a i r eAM ==-7^- 1 —— , • _ - , _ ——=.K- ^ ^^i)^t—^y^^]

Mais, d'après (12) et (i3),
1 ! r 1 ____eu '___ _ __K___ ' r " d^

J, ^/( i _ t ) [ ( i — r̂)r4::-•y^] "" ^T :̂-̂ '̂ ? J^ y/T^r^sin^o7

où ç et c2 ont la même signification que dans l'intégration de l'équa-
tion du méridien.
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Rappelons que
1 2 4 - K 2

c2^ - 4--2 4.^14- atK)

Donc
(89) aire AM =. -—a-.^ F (c, <?).

K y î 4- 2 K-

Pour obtenir la demi-surface delà masse liquide, il faut .prendre
t =='o, pour limite inférieure de l'intégrale figurant dans (38); par
suite, il faut, dans (SQ), remplacer 9 par Ço tel que

coo K
(4.0) tang^=^=^

toujours comme pour l'intégration de l'équation du méridien.
L'aire de la surface totale de la masse liquide est donc

( 41 ) __^__F(c^).
Iv \/ï 4- ^K.2

C^est encore un résultat très simple et le calcul effectif de l'expres-
sion (40 est très facile, à l'aide des tables de Legendre.

Toutefois, pour K tendant: vers zéro,. ^g? tend vers 0 - Aussi,
pour K petit, au lieu d'employer les tables de Legendre, on calcu-
lera -A^-S0-7, ou mieux, tout le coefficient de 2îca2, à l 'aide de son

développement en série entière en K. En posant tang 2° ==UQ, l'ex-
pression (4ï) peut s'écrire, en tenant compte de (4o),

^r.a1 F(c, 90)
(4i bis)

^/I-^2K2 2^

En se reportant aux séries qui ont été données après (28), on voit
que

F(c, y p ) _ ^ ^
————————— —— 1 •—— ——— ^ i —— £ C ) , • * » y

2^0 3
et que

. K2 K1-
c2 == i — — -+-—" •4 a
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De plus, d'après (4o)»

u,^ K(i 4- aK2)"^ K Ci - ̂ K^ | K4 . . .V

Le développement en série entière en K du coefficient de 471::a!^
dans (4ï è^)? est bien facile a effectuer. Si., dans ce développement,
on n'inscrit pas les termes en K4 et de degré supérieur, on trouve, pour
l'aire cherchée, la valeur suivante :

, ,/ 2^47ra2 i~—— .
\ û /

/• -
Si le volume de la masse'liquide est donné et égal à ^ n B 3 , nous

avons trouvé, en (24), pour K petit et en négligeant, devant l'unité, des
quantités d'ordre égal ou supérieur à 4s. par rapport à K, que

a = R f ï 4 - Ç R ^ -
\ ° /

Portant cette valeur de a, dans l'expression ci-dessus et, tenant
compte de la remarque précédant immédiatement (24), on trouve
qu'aux quantités petites du quatrième ordre en K près, l'aire de la
surface entière est égale à

( 4 ^ ) 4^BV

c'est-à-dire égale à celle de la sphère de rayon R.

Lignes géodésiques de la surface. — Soit N un point quelconque
d'une géodésiquede la surface et soit.r la distance de ce point à l'axe
de révolution.

Désignons par a l'angle de cette géodésique, avec le méridien pas-
sant par N.

Inéquation des lignes géodésiques d^une surface de révolution peut
s'écrire

se slûa == const.

Les géodésiques passant par un pôle sont des méridiens et passent
aussi par l'autre pôle.
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Toute géodésique ne passant pas par les pôles a pour équation

( 4 3 ) , ^ sina = a-o,

î^g. <^

^"o étant la distance à l'axe de révolution, du point C où là géodésique
considérée coupe orthogonalement le méridien BCA qui passe en ce
point G.

Soient :

NQ,.un élément d'arc de parallèle;
PQ === ds, un élément d'arc de méridien ;
NP == ^/S, l 'élément d'arc de géodésique;
^/Ia longitude du point N, comptée à partir de A et positivement

dans le sens AA'; -
'^, la longitude du point D où la géodésique coupe Féquateur.

On a, dans le triangle rectangle infiniment petit PQN,

(44)
"(4S)

^j^l î=^ sinadS,
ds= cosarfS.
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De (43), on ( i r

.r

ï6'7

puis, a désignant celui des deux angles, en N, qui est aigu,

V/^2—^cosa == -————- *°. *?x
d'où
(46) ^S== x ds

Multipliant par ^ les deux membres de (44) et, tenant compte de (43 )
et de (46), il vient
(47) |^[=—^ods—.

x\/^-—x^

Mais, en étudiant l'arc de méridien, nous avons trouvé en (34) que
a \dt\

ds= ^ ^ r̂7)7(7^7'̂ ]
où Fo n a

/^ \ 2 ' K 2 — ^ it=^). p-='n— ^+^=•Kï•

Nous savons qu'une géodésique peut être décrite par un point,
mobile sur la surface et sollicité par aucune force. L'équation du
moment de la quantité de mouvement, par rapport à l'axe OB, montre
que si le mobile est lancé, en C,dans le sens des A croissants, on aura
toujours Ap>o. L'équation (43) est une autre forme de cette équa-
tion. La vitesse (; du mobile reste, constante» d'après le théorème des
forces vives.Sa composante suivant le méridien, dont la valeur absolue

estî'cosa:^ <-^———J^•-> ne peut s'annuler que sur les parallèles limites
de la géodésique pouro? = ^o; et, comme au départ de C, d'après (43),

X'2'le mobile ne peut que s'éloigner de l'axe, ^== ^croîtra continuelle"
ment jusqu'à ceque le mobile atteigne l'équateur. Le long de l'arc CD
de géodésique, on a donc constamment

dè>o, <^>o.
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Donc, le long de l'arc CD, en posant to == ^? on a

• ^g^ a __ ___dt __>
2K2 ̂  __ t,) ( î ~ ̂ [(^——p^+ ̂

^ =^ _ _ dt

- 2K-- ^__^)(î^)[(^^,^J5

/-,.T a a r 1 ^t
arc LN == S == —;— / ————— •— • — ;2K-^ ^t-^{i-~t)[{f-^Y^-^}

\ = V^L C 1 __-. _ .. dt

^ ^J^ i ^(T^/o") (î - t) [ ( t ~ ̂  -h -/^] '

Nous a l lons calculer S en termes unis.
Posons

i — ^o . , -———- =-. sin''t.
i — 4

II v i e n t

^r c a r^ d^arcCN=S==-,7————- / — — " — —.
(l- )Jfl i/fsi^-^Y-.——V \ s i — < o ^ ( i—^o) 2

Posons
[J. —— ty V

l^=-—.-' ^1= -—/-•
1 —— <0 * —— "O

Nous avons
g ̂  a r __ ^ •

^O-^Jo \/(sin^—^)^-/f'

Posons encore ^=\/^^»"^.
p^^ I __, 2 _—_,̂ '4";̂ 2 — ̂ ^___.

2 2 ^î+^^i-^)2^^*

En élevant au carré le coefficient d e — • x > on vérifie qu'il est tou-
jours inférieur ou égal à ï , en valeur absolue, quels que soient pi,
et v < ; la quantité appelée G2 est donc bien toujours positive et infé-
rieure ou égale à i.
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On arrive ainsi à

arcCN=________— a ___ _ r_^^
2K2( ï—^)y(^^^ ' ï ) t ( I—p. l ) ^-+-yf ]Jo v/ ï—C's i l

^.K^VÎ^ÏÎ1^^^ .
puis, à

(48) arc GN == — __._,,., ^.,._. -a . — F ( ̂  Y)) .
a v^ iH-K^o î '—K^oy iH- . a^ 2 "

On trouve que

G2 == î. — i (^— ^) 2 -+•^ ' Î —(F-—^)( I—^)
2 2 ^(^——^)24-^^/^_^^^.^2

et que

.".^v^^^ï-
Enfin,

(49) 1 a r^CD= a — — — — F f r . ^ .
^/(i-^-K2^)2— K^oV'T1^^^ \ 2/

En faisant ^o == o, dans (48) ou (49)? on retrouve le développement
d'un arc ou du quart de méridien.

Tout arc de géodésique, compté à partir du point C, s'exprime donc
à l'aide d'une intégrale de première espèce de Legendre.

En ce qui concerne l'angle 'sp, nous nous bornerons à indiquer,
sans reproduire ici les calculs, que ^ est exprimable à l'aide d'inté-
grales des deux premières espèces F et E de Legendre.

Aire d'une section méridienne. — On a (voir fig. 2 ou 2 bis)

aireAOB== f ocdy^
^AB

intégrale curviligne prise le long du quart AB de méridien.
MaiSy en posant

(*z"\2 i-— ) === ty c^est-à-dire *r==<2vï,
a /

Ann. Éc.Norm^{3^ XLIII. — JUIN 1926, 22
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nous avons trouvé la formule (9) • .

d'où

a i — K2 4- K-2 ^ ,^}' ==:—-. — • , _ _.———- dt '
2 ^_ HI-^IO+K^)^

^ /-1 ( i — K â - 4 , K^)^
aire AOB :

^1 ^^K 2
'0 \ / ^ î - ^ ) [ ( ^——^) 2 +^ ]

Celte intégrale est exprimable à l'aide des intégrales F et E de
Legendre. Mais, pour ne pas trop allonger ce Mémoire, nous nous
bornerons ici à indiquer le résultât que nous avons obtenu

/ ^ \ - A r\r» f/2 I' 4/—————ï-ï T^ /r. 7^ f -+" i/7^+~ÏK^"2-in /ï-v 'n'\|(30) aire AOB =: ^ /i •+• 2!^ E ( D, - ) -- —.-L========-F D, - ,Iv2 [ \ 2 / a y / i + s K 2 \ '-Vj
ou

_ ^ _ a.-^aK.'^K4

2 4Vi+ ^K2

Pour K = = o , D=o , E(D,^ ==F(D^) =^ et le membre de

droite de (5o) prend la forme indéterminée -• Aussi, l'emploi de la
formule (5o) cesse d'être commode, pour K petit; on recourt alors au
développement en série entière en K, de l'expression entre crochets,
en s^aidant desformules classiques suivantes :

^KO-^-^30'-^"1----).
( '7T\ rr / r r^ ^3 T 2 'Î2 ,'<2 \

F JJ," =7r(I+^/D'+—3D-+^--^—D<+...).
2/ 2 \ a2 a2^ 2^ .4 .62 y

On y remplace D2 par son développement en série entière en K.
Ce calcul ne présente aucune difficulté. On trouve'

aire AOB == ̂  ( i -, K2-^ jK^. . IY •
4 \ ° /

Dans le cas de K5 négligeable devant l'unité, noussavons que la
section méridienne est une ellipse dont les demi-axes sont a et
0 (1— K 2 ) ; Faire du quart de cette ellipse est7E^2 (i - K2), résultat
çn accord avec la formule précédente, limitée au terme en K\
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Moment d\nertie de la masse liquide par rapport à l^axe de révolu-
tion. — Le moment d'inertie, par rapporta l'axe de révolution, d^un
cylindre élémentaire ayant pour base le cercle de rayon x et une hau-
teur dy est égal à

.7T^1 ' ,
ô^-^

où § est la densité du liquide.

On a donc, pour le moment d ' inertie, J,cle la masse entière, par
rapport à l'axe de révolution,

h ! ' T ^ rn^ jJ = 2 o f —— dy,
^AC 2

l ' intégrale qui ligure dans cette formule étant une intégrale curviligne
à prendre suivant le quart AB de méridien.

On a donc
J =: no f ^ dy,

^AB

Donc
, ^ TU^_Ô r'I^î—K2-^ K^t) dt • _ \ .

• • t '"" ^ JQ ^-^zrnT^^

Posons, comme nous l'avons déjà fait,
; y^)^î__^__K24.I<2^,
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Nous avons
^r^,î^i-^^±^^.
W^^1- ^W(T)

On vérifiera facilement que
^\y(_t^tW'(t)=s2—3c{l—K't){l—K•!-{-Kît)—6t•'KÎ(l—K's+Kît).

Donc
d_ r „——-, _ _i__ _ 3(1-^) ^i—K'+K'Q _ 5K2 ^(i—K'+K^)
^•-^ ^'-'"^(Ty 2 ^»F(T) 2 ^w

Intégrons entre o et i et remarquons que ^(i) == o; nous avons

_ y1 dt 3 ( t — K 2 ) ^ ^ ( i — K ^ + K ^ ) ^
°~Jo V'Î'TQ 2 ^ ^'Î'TQ

_ 5K2 r1 t2(l-KÎ+K'tt)dt
~~~^~J» ^1T)

Or, si l'on appelle :
Û, l'aire de la surface entière de la masse liquide ;
V, son volume qui est donné;

on a, d'après (38),
a=[2îra2 Ç1—^,

J. ^{t)
et, d'après (18),

. - v^^f1^^^2^;
Jo ^(0

tenant compte aussi de (5i), il vient
^ 3(i—K2) _V_ _ 5K2 2J _

2Tra2 3 Tra3 2 rca^ô î

d'où, en supposant P ̂  o,

/ - '. T s ÎO 3(1-^)V1^^)^ 1
 J=:^,^«-—^—J.

Nous avons déjà calculé û, à l'aide d'une intégrale de première espèce
de Legendre et Y est donné. Nous avons donc L
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L'expression (5s) de J est susceptible d'une autre forme. Rappe-
Ions que

•K^^a3,

/,â— ̂
" - S / ^

î — K2 i

d'où
(53) j^AZ^-ny

0 CO' \ To /

Si K = î, To =-+-^ et J = ̂ ?-
Ï) (A)"

La densité du liquide ne figure pas explicitement dans (53), maisû
et To en dépendent.

Les formules (52) et (53) ne peuvent plus être employées quand QJ
est très petit. On voit, en effet, que pour K tendant vers o, ce qui a
lieu pour co tendant vers o, les membres de droite de ces deux for-
mules tendent à prendre la forme indéterminée °? car/pour la sphère

de volume V == z 7rR.% on a £î ==• 4'^R2 et To = a== B.
Mais, nous savons que pour K petit, et par suite, pour o petit, si K4

eto)4 sont négligeables devant ï y la masse a la forme d'un ellipsoïde
de révolution, de volume « nR3 donné et dont le rayon équatorial

_ / /^R^^ = = R i + — — ;
\ ô /

on a alors, d'après une formule connue relative aux ellipsoïdes,

^É^Ï.
d'où
/^ T 8 D^/ a^R3^(54) J=: -jTrR^ 1 4 - — . — ?10 \ ° /

en négligeant, devant î, le terme en ^R®, qui est de l'ordre de K4.

Force vice de la masse liquide,— Si m et ç sont la masse et la vitesse
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d'une particule quelconque, là force vive de la masse liquide est
,Swt.^r= J:ûû2 ;

cl'oùy d'après (53),
(55) ^wt^^Y^-- ^V5 \ To y

Pour K === i, T^==+ ce et
v , 4/^l/m^rrr -^—.

0

Variation, en fonction de œ OM de Ï une d'entre elles^ des diverses quan-
tités relatives à une masse liquide donnée Û, J, Sm^2, etc. — II s'agit des
valeurs de ces quantités pour les états permanents correspondant à
différentes valeurs de œ.

Nous avons déjà parlé de la variation de a^ b, ïy, en fonction de G.).
Il est bien facile de voir qu'à l'aide de la courbe de la figure 4 et des

formules données, on peut construire les courbes de variation, en
fonction de a>, de toutes les quantités que nous avons considérées; et
par suite, les courbes de variation de ces quantités, en fonction de
l'une d'entre elles.

Conirne pour l 'étude de la variation de û, b, 1:07 en fonction de û),
nous supposerons les unités de longueur, de masse et de temps choi-
sies de manière que, pour la masse liquide donnée,

. R=i, S^i, /=!*

Alors P.== —, et co2 sont exprimés par le même nombre.
Nous nous bornerons à donner à titre d'exemples les deux courbes

suivantes : '

i° Courbe de variation de Cl, en fonction de a. — Reportons-nous
au tableau des résultats numériques donnés lorsque nous avons parlé
d e l à variation de a, 6, T(( en fonction de co, pour une masse donnée,
Avec ces résultats et à l'aide de la formule (4i)? nous avons tracé la
courbe de la figure ïo :

D'après les résultats numériques du tableau sus-indiqué/lorsque
<z ï= i, 67 y nous avons b == o^ et il n'y a pas de figure réelle d'équilibre
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non annulaire, ayant un rayon, équatorial supérieur à 1,67. C'est.
pourquoi la courbe précédente est tracée en pointillé, au delà de
l'ordonnée d'abscisse 1,67. Le long de cette partie pointil lée, 0 et a

l̂
2ÏT

(QCO o") CD CO
S^^q.r--^

sont relatifs à des surfaces de révolution dont le méridien satisfait
toujours à (i5\ avec K2 déterminé par (17) et (19), mais dont le
méridien se recoupe en deux points doubles^ après avoir eu ses pôles
confondus pour 0=1,67; cette partie point i l lée ne correspond donc
à rien de réel et n'est donnée que dans l'intérêt du tracé de la partie
utile.» figurée en trait plein continu.

On voit que Q croît continuellement avec a.
La tangente à la courbe, au point d'abscisse l y qui correspond

à ce = o, est l'horizontale, ca rde (^4) et (4^)? on déduit que, si œ
passe de o à une valeur infiniment petite du premier ordre, Û ne varie
que d'une quantité d'ordre égal ou supérieur à 4» alors que ci varie
d'une quantité du deuxième ordre.

si0 Courbe devariation deî, en fonction de'û.
Même remarque que pour la courbe précédente, en ce qui concerne

la partie pointilléey pour laquelle J ne correspond plus à rien de réel,
mais continue à être défini par (5i).
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La tangente au point de départe qui correspond à o =o,'est verti-
cale, parce que, d'après (4^) et (54)? si co passe de zéro à une valeur
infiniment petite du premier ordre^ ] varie d'une quantité du deuxième
ordre, tandis que û varie d 'une quantité d'ordre égal ou supérieur à 4-

Fig. i i .

Cette courbe présente un point d'inflexion I, correspondant à la
vitesse limite ô),.

On peut montrer, en effet, que le coefficient angulaire de la tangente
à cette courbe, -^3 est égal à

ĉo2

où il faut prendre/= ^ avec le système d'unités choisi pour le tracé
des courbes des figures 5, ïo et 11 *

Mais cette question se rattache à celle de la stabilité de l'équilibre
et nous ne nous étendrons pas davantage, ici, sur ce point.


