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DE L’EQUILIBRE

ET

DU MOUVEMENT DES CORPS PESANTS

EN AYANT EGARD

AUX VARIATIONS DE DIRECTION ET D'INTENSITE DE LA PESANTEUR,

Par M. V. PUISEUX,

MEMBRE DE L'INSTITUT DE FRANCE.

Dans les questions relatives 4 I'équilibre et au mouvement des corps
pesants & la surface de la Terre, on raisonne ordinairement comme si
cette surface était immobile et que les actions de la pesanteur sur des
molécules de masses égales fussent égales et paralléles entre elles : on
admet aussi que la direction commune de ces actions reste constante
relativement aux objets terrestres réputés immobiles. Les résultats
fondés sur ces suppositions, bien que suffisamment approchés dans la
plupart des cas, ne sont cependant pas absolnment rigoureux. En effet,
a prendre les choses & la rigueur, la pesanteur, & un instant déterminé,
varie d’intensité et de direction quand on passe d’un point & un point
voisin; en outre, les actions du Soleil et de la Lune sur un point de la
surface de la Terre n’étant pas tout a fait égales et paralleles aux actions
de ces astres sur le centre de notre globe, il en résulte, dans la gran-
deur et la direction de la pesanteur en chaque point, des changements
continuels qui sont rendus manifestes par le phénomene des marées.
On se propose d’examiner ici comment ces diverses circonstances mo-
difient la théorie ordinaire de I'équilibre et du mouvement des corps
pesants.
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On nomme poids d’une molécule matérielle une force égale et con-
traire & celle qui, appliquée & cette molécule supposée libre, la main-
tiendrait dans la position qu'elle occupe relativement aux objets ter-
restres : la direction de cetle force est ce qu'on appelle la verticale.
Comme on vient de le rappeler, la grandeur et la direction du poids
dépendent, pour une méme molécule, et de la position qu’elle occupe
et de 'époque que I'on considere. Ainsi, quand on dit qu'une droite
est verticale, il faut entendre qu’elle Uest pour un de ses points; car,
en général, elle ne le sera pas pour tout autre point pris sur sa direc-
tion. il faut entendre également qu’elle est verticale pour une certaine
époque; car, 4 une autre époque, la direction de la pesantcur au point
considéré ne sera plusla méme.

Je cherche dans le présent Mémoire comment doivent étre modifices
les formules qui servent & déterminer le mouvement d’un corps pesant
lorsqu’on veut tenir compte de ces petites variations de la pesanteur;
j’applique ensuite & quelques questions particuliéres les formules ainsi
complétées.

J’en déduis, par exemple, 'angle que la direction d’un fil & plomb
tait avec celle de la verticale du point de suspension : ce petit angle,
qu’on pourrait chercher & déterminer expérimentalement par des
moyens opliques, est 1ié & I'aplatissement de la Terre, et §'il ¢tait pos-
sible de le mesurer avec précision, on en conclurait I'aplatissement
par une observation faite en un seul lieu.

Je cherche encore, & I'aide des mémes formules, la figure d’un fil
pesant suspendu par une de ses extrémités, les lois de la chute d’un
point pesant dans le vide, le mouvement d’un solide pesant assujetti &
tourner autour de la verticale de son centre de gravité. Je trouve que,
dans ce dernier cas, 'équilibre n’est pas indifférent et n’a lieu que dans
deux ou quatre positions déterminées, en sorte que le corps, écarté
d’une position d’équilibre stable, tendrait & y revenir par une suite
d’oscillations tres-lentes. '

La plupart de ces conséquences ne sont guere susceptibles d’une
vérification expérimentale; mais I’analyse d’olt elles sont tirées pourra
trouver son application dans quelques recherches délicates, et j’ai
pensé qu’il y aurait quelque utilité a la développer.
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I. — Expressions des composantes de [ ‘attraction terrestre.

Nommons p. la masse de la Terre, du. un élément de cette masse,
u la distance de I’élément dpx 4 un point extérieur M, f I'attraction de
'unité de masse sur I'unité de masse a 'unité de distance : on sait que
les composantes de I'attraction terrestre sont les dérivées partielles par
rapport aux coordonnées du point M de I'intégrale

‘T:f—f—dﬁa
. u

étendue & la masse entiere du globe. )

Nous considérerons la Terre comme formée d’un noyau solide recou-
vert d’une couche liquide; nous supposerons que le noyau solide est
formé de couches a peu prés sphériques dans chacune desquelles la
densité est constante, et nous regarderons la surface libre de la couche
liquide comme étant celle d’un ellipsoide de révolution autour de 'axe
de rotation du globe. Ces hypotheses admises, la théorie de T’attraction
des sphéroides montre que I'intégrale T reste la méme pour tous les
points situés sur un méme parallele.

Soient C&, Cy, C& trois axes rectangulaires passant par le centre d¢
gravité C de la Terre, dont I'un CZ coincide avec I'axe de rotation et
soit dirigé vers le pole boréal, tandis que les deux autres tournent avec
la Terre; nous supposerons ces dernicrs dirigés de telle sorte que la
rotation se fasse de C£ vers C». Sil’on nomme &, x, ¢ les coordonnées
du point M par rapport & ces axes et qu’on fasse

Ve +n*=p,
T sera une fonction des seules variables p, £, et nous pourrons écrive
T=9(p, &)

Pour la suite des calculs, il sera commode d’adopter d’autres axes de
coordonnées Oz, Oy, Oz ayant leur origine pres de la surface de la
Terre dans le plan méridien £C¢; les axes Ox, Oz seront situés dans
ce méme plan; I'axe Oz, dirigé vers I'intérieur de la Terre, ira passer

Annales de I’ Ecole Normale: 2¢ Série. Tome 1. /l-
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prés du centre dans une direction que nous préeiserons plus tard;
Paxe O sera dirigé du coté du nord; I'axe Oy sera parallele & Cqg et de
méme sens, ¢’est-a-dire dirigé vers I'est.

Si I’on nomme « et 7y les valeurs de £ et de & pour le point O, si de
plus on désigne par A 'angle que Oz, prolongé vers le haut, fait
avec C&, on aura les formules de transformation

E=a-—xsinhk—zcosh, n=y, {=y-+xcosk— zsinl

Le corps pesant dont nous nous occuperons sera toujours situé¢ & unc
distance du point O trés-petite comparativement aux dimensions de la
Terre : x, y, = seront alors des quantités trés-petites, que nous regar-
derons comme du premier ordre, et, en négligeant les termes du troi-
sieme ordre, nous aurons

— 2 o — L2 ___l:_.. J— INA e 2 0 -_:Zi..
p=Ve+n=JE+pyr ==t 2ET z sink — z cosh oy

Il s’en suivra, au méme degré d’approximation et en nommant 0 la
quantité ¢(a, ),

—_ do = . do . . 1 do
T = O—d—“(xsml - Z2 COSA) b (2 cosA— z sin}d) - o da
, 28 . , . . 40 ] e
-+ % 'JOF(Z sinA + z cos?) -+~;7[—y;(xcosx——zsm)\)

d=0
— Zla—d—y_ (2 sind + z cosA) (2 cosk— z sind),

ce que nous pouvons écrire

T=0—ax—by-+ jcy'+ 02"+ exz +- | 2,

en posant, pour abréger,

do . 10 d*0 ? 1
u:zl;sml— Zl—ycosl, d=-(wsin=)\ - %@ COS*A — 2 Z(é:l—%/ sinA cosa,
__df do . __[d6  do\ o -
b -—-a—“-COS}\—i- ESIH)., e = ((Ta;—— W) sinA cosA — (—l;—d‘i; (cOS?* A — sin‘a),
. 1df __d0 de a0
c=- f_aa-ﬂcos')\+76,—zsm’l+zm'? sinA cosA.
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Observons & présent que les dérivées de T, prises par rapport aux ccor-
données z, y, z du point M, expriment les composantes de l'attraction
terrestre sur une masse égale d I'unité et située en M : ces composantes
ont donc pour valeurs

dT dT dT ‘ ;
(—/—;_—-—a—l-()xq—ez, CTJ:—C‘)’ ?z—__—b—&cz—;-fg,

ott les quantités négligées sont tres-petites du second ordre.

L. — Composantes des forces provenant des actions du Soleil
et de la Lune.

Nommons P attraction qu’exerce le Soleil a I'époque Zsur une unité
de masse située au point M, P, 'attraction exercée par le méme astre
sur une unité de masse placée au centre de la Terre, Q la résultante de
la force P et d’une force égale et contraire & P,. On sait que, pour tenir
compte de 'action du Soleil danslarecherche du mouvement du point M
par rapport aux objets terrestres, on doit considérer ce point comme
soumis a la force Q. On aura pareillement égard a 'action de la Lune,
en supposant le point M soumis & une force Q' qui sera la résultante de
I'attraction réelle de la Lune sur le point M, et d’une force égale et con-
traire & l'attraction de cet astre sur le centre de la Terre.

Ajoutons cependant que le Soleil et la Lune exercent, en outre, une
action indirecte sur le point M par la déformation qu’ils occasionnent
dans la surface des mers, et qui constitue le phénoméne des marées.
Cette déformation altére & chaque instant l'attraction moyenne de Ia
Terre considérée dans le paragraphe précédent; en sorte que lattrac-
tion réelle peut étre considérée comme la résultante de P’attraction
moyenne et d’une petite force Q”.

Les trois forces Q, Q’, Q” peuvent étre composées en une seule R, qui
sera tres-petite en comparaison de la pesanteur, et qui variera avee le
temps; mais nous pourrons négliger les variations qu’elle éprouve &
une méme époque avec la position du point M, toujours supposé voisin
de P'origine O. Si done nous désignons par les lettres I, 1, K les comn-

4.
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posantes de cette force R suivant Oz, Oy, Oz, nous pourrons regarder
H, I, K comme indépendantes de @, y, z, et leur attribuer, au point M,
les valeurs qu’elles ont au point O (*).

III. — Composantes de la force cffective.

Pour appliquer le principe de d’Alembert au probleme du mouve-
ment d’un corps pesant, nous avons besoin des composantes, paralltles
aux axcs des coordonnées, de la force effective pour chaque point du
corps, ¢’est-d-dire de la force qui donnerait a ce point supposé libre
le mouvement qu'il a réellement. Les axes CE, Cx tournant uniformé-
ment autour de C&, on sait qu'on a pour les composantes de la force
effective suivant ces trois directions les expressions

%@ — 20 g,?ﬂ — ok, Ef—;—lg -+ 20 %—:l — ', "7/;7?7
ol la lettre o désigne la vitesse de rotation de la Terre autour de son
axe.

En ajoutant les projections de ces composantes sur chacun des axes
Oz, Oy, Oz, on aura les composantes paralleles & ces derniers axes de
la force eflective, savoir :

_ (mz_’ dn 12

AN -
il i m:g) 5'”7“*‘;'”5 ¢Os A,

-

d*n ”e dE \
— 20 = — 0
T TR

d*E dn AN d*C
— (7/72 — 205 — 9 ;) CoSA — 75 S,

(') Silon ne voulait pas regarder la figure moyenne du sphéroide terrestre comme Gtant
. . . dT d’ T
exactement de révolution, il faudrait encore, aux composantes ;717 '—5!:-, f{l[— de Pattraction
a ( az
terresire calculées dans 'hypothése du sphéroide de révolution, ajouter celles d'une trés-
. petite force; on pourrait alors supposer ces petites composantes comprises dans 11, 1, K.
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ou bien, en substituant pour &, », ¢ leurs valeurs en x, y, =,

I’z . o d . ., .

ﬁ—, 4- 26 sinA T 4 wrsind.a — w?sin®h.x — wisin} cosh. z,
der dt

4y 2.6 Sin A dz 26 COSA dz »?

dt ‘dr S ¥

d*z

d .
v -+ 20 COSA Ej-r 4+ 207CO0SA.a — @?SINACOSA. xr — w? COS*A. Z.
WL

IV. — FEquations du mouvement d’un corps pesant.

Considérons un corps soumis aux actions de la Terre, du Soleil et de
la Lune, et dont chaque molécule peut étre sollicitée en outre par une
force donnée @, dont les composantes dirigées suivant Oz, Oy, Oz et
rapportées & I'unité de masse seront appelées A, B, C. Si a ces compo-
santes on ajoute celles de I'attraction terrestre (paragraphe I), celles
de la force R (paragraphe II) et enfin les composantes prises avec des
signes contraires de la force effective (paragraphe III), on obtiendra
les composantes X, Y, Z de ce qu'on nomme la force perdue pour le
point M du corps et pour 'unité de masse.

On trouvera ainsi

X=A+H—a—osinr.a+ (J + w*sin?})x

res . . dy  dzx
+ (e + w'sinAcosAi)z — 2msini 2 I
. . dx dz  dy
Y=B~+1I +(¢c+ow)y+2wsind T 2¢0sA TR Ik

2Z=C+K—b—0*cosr.a+ (e + w*sinkcosi)z

) e dy d*z
+ (f+ 0?c0s’A)z — 20 cosA T a

Si donc on nomme m la masse de la molécule située en M, I'équilibre
qui, d’apres le principe de d’Alembert, doit avoir lieu i chaque instant
entre les forces perdues, pourra étre exprimé par I'équation des vitesses
virtuelles

2 m(Xox + Y3y + Zdz)=o,
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et pour déduire de la les équations diflérentielles du mouvement, 1l
suffira, dans chaque question particuliere, d’exprimer les variations
dx, dy, 0z au moyen de quantités indépendantes. '

Nous simplifierons les expressions de X, Y, Z en supposant que la
direction de I'axe Oz soit celle de la pesanteur moyenne au point O,
¢’est-a-dire de la pesanteur qui aurait lieu en ce point, si les forces
H, I, K provenant des actions du Soleil et de la Lune cessaient d’exis-
ter. En effet, nommons g I'intensité de cette pesanteur moyenne, ¢'esi-
a-dire le poids qu’aurait en O I'unité de masse dans I'hypothese qu'on
vient de formuler; les équations X = o, Y = o, Z = o devront étre
vérifiées si 'on y suppose @, y, z constamment nulles et qu’on y fasse
en outre

A=o, B=o, C=—g H=o0, l=o0, K=o.

Il suit de 1a

a +osinh.a=o0, g-+b-+ wcosr.a=o,

et, par conséquent, les valeurs de X, Y, Z pour un point quelconque
M se réduisent aux suivantes :
ly d*x

X=A+H+Dx +Ez—a2msiny & 2%,
lt dtt

. o L dz
Y=B +1 . sin 2 “x -+ 2 )y Y «l
=B + Gy~ 20 5in) ;T rmeosh i

Z=g+C+K+Ex+Fz—20cosk g{y:__f_/ff,
de  di

ol on a fait pour abréger

d-+o'sinfdA=D, e+ w'sinkcosh=E, [f-+-w'cos’l=F, ¢+ w (.

Nous dirons que l'axe Oz, ainsi défini, est la verticale moyenne du
point O, et que I'angle 2 est la latitude moyenne ou simplement la lati-
tude du méme point.

Nommons I" la pesanteur vraic au point M, & I'époque ¢, et U, V, W
ses trois composantes. Pour maintenir en équilibre, au point M, une
molécule entierement libre de masse égale & 1, il suffirait de lui appli-
quer une force égale et contraire & T' : les équations X = 0, Y = o,
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Z = o doivent donc étre vérifiées quand on y suppose constantes les

coordonnées x, y, z et quon y remplace A, B, C par — U, —V,
— W. On en conclut

U=H+Dzx+Ez, V=I+Gy, W=g+K~+ Ex—+Fz.

V. — Calcul numérique des coefficients D, E, F, G.

Nommons r la distance du centre C de la Terre 2 un point quelcon-
que M, et ¢ I’angle de la droite CM avec I'axe de rotation C&. Dési-
gnons en outre par = 'aplatissement de la surface de la mer que nous
supposons elliptique et de révolution; I’équation de cette surface
pourra, si I'on néglige le carré de =, étre écrite

r=R[t+ m(+— cos’v)],

R étant une constante. De la et des hypotheses admises dans le para-
graphe I sur la constitution du sphéroide terrestre il suit que U'inté-

grale T —_—f%ﬁ, pour un point extérieur M, est donnée par la formule

T:%—L =4 (z:r — 2) fuR? R ?052(./

2

2

".‘

olt ¢ désigne le rapport de la force centrifuge a I'attraction & I'équa-
teur. (Voir Mécanique celeste, Livre I1I, n° 35.) Dans la deuxieéme partie

du second membre, on peut, i cause de la petitesse du facteur = — 2,
2

prendre w*R pour la force centrifuge & I’équateur et ’;{—‘f pour lattrac-

tion au méme lieu. Il en résulte

et par conséquent
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Si donc on observe qu’on a

r= \/p’—l-— ¢, cosy= vmv

© 1
— — = 0?=n}
\ ¢ 2

f r b7 :l{a 2. 2‘/2
B (p g)

—_—
5

et que l'on fasse

on aura
T= 7 L 72 o
yer +¢ 3(p*+10¢)°

La quantité désignée par @ dans le paragraphe I'se déduit de T, eny
remplacant p par a et & par 7y; on trouve ainsi

225 2 e 2
6 — fp. +nR(oc 2y*)

TNEEY ey
On déduit de 1a
ﬁ’ﬁ — ‘f[J,db - nRa(fy:— a’)7
N N C e o
a9 Tpy _n’]l"y(.':’ua?—-zy’)’
@ (2 +7)° (4 77)"

d*0 _ fp(2a*—y*)  mR(fa'— 270y + 8y
dor — 4 + & o7

(e +7*) (ot +7%)

a0 _ f‘u’(z},z_az) n’l{-"(?)a‘— 2405:)/2_*_ 8},4)
—_— = — — )
7

(a2 +7") (o -+ )}

d=0 3lpoy | SnReay(3ci—4y)
= ~ - e
do dy ; 3

(cr+y)? (22 )7

Soient 9 la distance du point O au centre C de la Terre et v langle que
le rayon CO fait avec I'axe CZ ou avec le plan de I'équateur, de sorte

qu’on ait
a=0dcoSvu, m=2>4sinvy:

mettons ces valeurs de o et de y dans les formules précédentes et ob-
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servons que dans les termes multipliés par »* on peut remplacer le

raﬂpport—g—l par l'unité; il viendra

Z—Z e — %—f: cosv— n?dcosv(costu — 4sin’v),

%}Q’ = ——-fa‘i siny — n3d sinv (3 cus?v — 2sin®v),

22_;2 = %% (2c0s%v — sin’u) + n2(4 cos‘v — 27sin?vcos?v -+ 4sin‘v),

i%e; = — % (Cos’u — asin’v) — n?(3cos'v — 24sin?v cos*v + 8sin‘u),
‘z‘;f—fly = ?%;U- sinvcosv + Sn*sinvcosv(3 cos’*u — sin®y).

Avant de substituer ces dérivées partielles dans les expressions de a,
b, c, 9, e, f, il convient d’y introduire & la place de I'angle v la latitude
2 du point O, dont la différence avec v est de I'ordre de ’aplatissement
de la Terre. Pour évaluer cette différence, nous observerons que la sur-
face de niveau moyen qui passe au point O coupe le plan CEZ suivant
une courbe méridienne dont l’équation est

T
0+ > w*a?= const.

do
Le rapport 79—(—1—-— exprime donc la tangente de 'angle que fait avec
do + w'ax

’axe CZ la normale en O a la surface de niveau, ¢ est-a-dire la tan-
gente de la latitude du point O, et 'on a ’équation

do
dy
do

—-— -+ o'a
do

=1tanga,

ou bien

48 052 — %8 sin A — 0?4 cosv sin A = o.
dy da

Annales de U’Ecole Normale. 2 Série. Tome L
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19 s %ﬂ par les valeurs trouvées tout a 'heure, et obser-
7

vons que, dans les termes multipliés par * ou par »*, il est permis
d’éerire ) au lieu de v; il viendra

%ifsin(}\——u)z(zn’-l— »?)d sinkcos},

et comme on peut confondre le petit arc A — v avec son sinus, on fire

de

Ia
(2n?—-m?} 5°

%()\—u) =(2n*+ w*)dsindcosd, v=2»~— T sinAcosh.
0 A

En substituant cette valeur de v dans les dérivées partielles de 0 et

né

do

;[-—a‘...._

4o _
dy
d*9
d o
@ _
dv ™
o0

dady™ &

da

gligeant le carré de X —v, nous trouverons

- % €0SA— (2n* +w?)dsin*A c0s A — n?d €03 A(C0S*A— 4 sin*d),
— '—{é sind+ (2 n?+w*)0 sink cos?*A— n?d sin A (3 cos?A — 2sin’),

J

Ry
OJ

L2 cosh—sin'}) + 6 (21 4+ ?)sin?2 cos?* A -+ n' (4 COs* A -—27 8in* A o8 A -4 5in‘2),

-—-E\%(cos’l——zsm’l) —6(2n*4-6°)sin* A cOs*A—n? (3 cos‘A—248in? A cos?h-| Bsin‘4),

3fu . . . . .
—“—3’- sinAcosh — 3(2n*+w?)sin1cosA(C0s*A— sin*}) +- 5n1sind coSA(3 cos? A 4 sin®A).

ATaide de ces formules et des expressions de a, b, 0, ¢, /, données

ns le premier paragraphe, nous formerons les valeurs snivantes de
ces quantités :
a=—w*dsinicos},
: fu. o )
b = n*é(cos*A— 2sin?l),

fu. )
0 == = lz’(300§27\ — 4sin?l),

e=(3w’—a2n*)sinA cos?,

. aflu
f =5 -+ 40 (cos*A — 2sin?}).
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. 4
Reprenant ensuite la valeur de g; sous la forme

do fua nRa(fy'— o?)

da= " ’

7

@+7)F (@)

nous en conclurons

o=t M0 e | wRally—o),
“ (@ +77) (o492 )
ou bien
c::—k—— n? (cos*A — 4sin’d).

33
Nous avons trouvé ci-dessus
b+ owcosh.a+g=o0;

mettons pour b la valeur que nous venons d’obtenir et observons que
dans le terme w®cosh.« il est permis de remplacer & par 0 cos}, il
nous viendra

f .
— “6% — n*d (€0s*A — 25in°A) + w?dCcoS*A+ g =0,
d’olt
fu. g , , .
OT"‘;:: -% -+ 0?€0s?A — n*(cos*A — 2sin?}).

: . fu . .
Substituons pour —o—’j cette valeur, et les expressions précédentes de ¢,

d, e, f deviendront

[y

o
¢=— % — wicos’A + 2n’sin?1,

r
()_—_———% — (w4 27%) cos? ) + 2n?sin?),
e = (3nw*— 2n*)sin 2 cos A,

)
I
Q:IO%;

“+2(0* + n?)cos*A — 4n*sin?l,



36 DE L’EQUILIBRE

formules d’ou 'on conclut enfin celles-ci

D=— ’%—(w’—i— 2n?)(cos*k — sin*}),
E=2(20"—n*)sinicosa,

F= % -+ (3w?+ 27*) cos*A—4n*sin? &,

G=— %’ + (@' +27?) sinA.

On se rappellera que, dans ces seconds membres, les nombres n* et o®
sont petits par rapport a -§ et que leurs rapports a cette fraction sont
de Pordre de I'aplatissement de la Terre : quant aux quantités négli-
gées, leurs rapports a § sont de I'ordre du carré de D'aplatissement.

Lorsqu'on voudra réduire ces formules en nombres, on devra y
substituer les valeurs de *—:; et de X qui se rapportent au point particu-

lier O pris dans le voisinage du corps dont on s’occupe : quant aux
nombres »* et n*, nous pouvons les calculer une fois pour toutes.
D’abord, » exprimant la vitesse de rotation de la rotation de la Terre,
si nous prenons la seconde pour unité de temps, nous aurons

) =

8—62"?62’ et par suite

®»*= 0,000 000 005 318,

Pour calculer »?, dans la formule

o 1
nN=ow* [ — — —
¢ 2

nous remplacerons »® par la valeur qu’on vient de trouver, ¢ par le
T 1 .
nombre ——— et % pa . it é sur 1
© J89 70 et = par le nombre 295" qU parait étre la valeur la
plus probable de I'aplatissement; nous obtiendrons ainsi

n* = 0,000 000 002 48g.

Quant au calcul numérique des quantités H, 1, K, nous ne le déve-
lopperons pas ici; il serait inutile pour ce qui va suivre. On s’assurera
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aisément que les rapports a la pesanteur g des parties de H, I, K qui
proviennent des actions du Soleil et de la Lune sont toujours inférieurs
a la fraction 0,000000 2. :

Je vais maintenant appliquer ’analyse précédente & quelques ques-
tions particulieres.

VI. — De Uangle que fait un fil a plomb avec la verticale
du point de suspension.

Jentendsici par fil 2 plomb un fil dont la masse soit négligeable par
rapport a celle du poids qu’il supporte; il est clair qu’il se dirige sui-
vant la verticale de son extrémité inférieure, et non pas suivant celle
de son extrémité supérieure. Nous nous proposons de trouver I'angle
de ces deux verticales.

Plagons 'origine O de nos axes au point de suspension, et appelons
x, y, z les coordonnées de Vextrémité inférieure du fil. Les compd—
santes de la pesanteur vraie en ce dernier point seront (§ IV)

U=H~+Dzx+Ez V=I1+Gy, W=g+ K+ Ex + Fz;

mais la direction de cette force doit se confondre avec celle du fil; il
faut done que les composantes U, V, W soient proportionnelles i
z, ¥, &, c’est-a-dire qu’on ait

H+Dzx+Ez_I+Gy g+K-+Exr4Fz

—— - - ’

x r z

ou encore

(H+Dx+Ez)s=(g+K+Ex~+TFz)z, (I+Gy)z=(g+K~+Ezx-+Fz)y.

Les quantités xet y peuvent étre regardées, ainsi que H, I, K, D, E,
F, G, comme tres-petites du premier ordre : négligeons dans les deux
équations précédentes les termes d’un ordre supérieur au premier, elles

deviendront
Hz +~ Ez2= gx, 1z =gy,

d’olt

x Hz+ Ez ¥ 1z

= - y = —-
8 g
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Mais z ne differe pas sensiblement de la longueur / du fil; on peut

done éerire
H!{4+E
It

= P

=1

g
Prenons, a la méme époque, une longueur égale & [ sur la verticale
vraie du point O, et nommons «’, y', & les coordonnées de I'extré-
mité : les composantés de 1a pesanteur vraie en O étant H, I, g+ K,
on aura sensiblement

,  HZ# , 17
I e = -
¢ o
b o
ou, si 'on veut, '
oo Bl U
= — ==
g g

Il en résulte

I+

& . L
=2(20" — n*) = sinA cosA= (26’ — n?) = sin 2k,
8

x— 2z =

Q’:slm

y——y’::o:

on voit par la que le fil & plomb s’écarte de la vertieale vraie du point
de suspension du coté du nord si la latitude est positive, et du coté
du sud si elle est négative, c’est-a-dire toujours du coté opposé a

b e

i . N . X—
Véquateur. L'angle de ces deux lignes est & peu pres —— on

(2% — n”)gsmzl; il est indépendant du temps; ainsi, bien que la

direction du fil a plomb et celle de la verticale vraie du point de sus-
pension varient sans cesse avee le temps, 'angle de ces deux droites
ne changepas. L’équation y — y’= o montre de plus que leur plan ne
cesse point de passer par la méridienne du point de suspension.
Concevons qu’une lunette munie d’un réticule soit pointée sur un
hain de mercure situé au-dessous d’elle, de manikre que les images des
fils du réticule vus par réflexion sur le métal coincident avec les fils vus
directement, la direction de la lunette sera celle de la verticale vraic au
point de la surface du bain olt s’opere la réflexion des rayons lumineux.
Si donc on pointe successivement la lunette sur deux bains de mercure
situés, 'un tout pres de la lunette, et I'autre & une distance / au-des-
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sous du premier, 'angle dont la lunette aura tourné en passant d’une
position a I'autre sera celui dont nous venons d'obtenir I"expression.
Si cet angle pouvait étre mesuré avec précision, on aurait Ii un
moyen de déterminer I'aplatissement de la Terre par une observation
faite en un seul lieu. En effet, soit £ Uangle mesuré; de I'équation

l .
(20f —n?) — sin2A =0,
8

on tirerait

n? T 1 epB
— 0U — — === 2—
0 » 2 w*lsin22

et par conséquent
5 o
=z — 52— )¢,
(2 w?l smzl) '

formule ou tout serait connu dans le second membre. Mais la petitesse
de I'angle 8 (4 Paris, pour /=r00", il s’¢leverait & peinc & 0”,017) ne
permettrait sans doute pas de le mesurer avee une exactitude sullisante
pour cet objet.

VII. — De la forme d'un fil pesant homogene suspendn
par une de ses cxtrémités.

Si les actions de la pesanteur sur les différents points d"un fil Gtaient
rigoureusement paralleles & une direction constante, et que le poids
de 'unité de masse elt partout la méme valeur g, cc fil, suspendu pu
une de ses extrémités, prendrait la forme d’une ligne droite, et sc pla-
cerait dans la direction méme de la pesanteur : de plus, la tension en
chaque point serait égale au produit de la constante g par la masse de
la portion de fil située au-dessous de ce point. A la rigucur, il n’en est
pas ainsi, et les expressions trouvées ci-dessus pour les composantes
U, V, W de la pesanteur permettent de déterminer la forme d’équilibre
du fil & un instant quelconque ainsi que la tension en chacun de ses
points; c’est ce que nous allons faire, en supposant, pour simplifier,
le fil homogene.

Plagons I'origine O au point de suspension, et nommons T la tension
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au point (w,y, z), s l'arc qui se termine au méme point, ¢ la masse de
P'unité de longueur du fil : nous aurons pour I'équilibre les ¢quations
connues

' dx dy . _ dz\’ i
d (T;E) 4 eUds—=o, d(T,B—S—> +eVds=o, d(T %> W ds=o,

ou bien, en mettant pour U, V, W leurs valeurs,
d (fl‘ %Il—:f) +e(H+Dx+Ez)ds=0,

d(T%) + eI+ Gy) ds=o,

d(vr %%) +e(g+K+Ex+Fz)ds=o.
Observons & présent que si I’on négligeait les termes multipliés par
H, I, K, D, E, F, G, on retomberait sur les équations ui conviennent

au cas d’une pesanteur constante et parallele & Oz : dans ce cas, le fil
se dirigerait suivant Oz, et I'on aurait

rx=o0, y=o, T=eg(l--z),

/ désignant la longueur du fil. Si donc on a égard aux variations de la
pesanteur, et qu’on fasse

T=eg(l—2z)+40,
les fonctions de z désignées par x, y et § seront, ainsi que leurs déri-
vées, tres-petites et de I'ordre de H, I, K, D, E, F, G : en négligeant les
carrés de ces quantités, on aura d’abord

ds=dz, s=1z3;

ensuite, dans la premiere équation d’équilibre, on pourra négliger Dz
et remplacer T par eg (! — z); elle deviendra

gd[(l— z) %’Zf] 4 (H+Ez)dz=o.
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On trouve, en intégrant,
dx
— z)— +2Hz Bzr=FK
2g (! z)dz Hz+E ’
k désignant une constante arbitraire.

Pour déterminer cette constante, observons qu’a 'extrémité inférieure
dz . . . ,
du fil, on a 3=/, et que —— n’est pas infini : faisant = = { dans I'équa-

tion intégrée, il viendra
k=o2HI+El;

substituons cette valeur de £ et divisons par /— z; nous retrouverons

dx
28 = =o2H+ E(l+ 2),

d’ol, en intégrant de nouveau et observant que x et z s’annulent ¢n
méme temps,
oH + E/ E

28 4o

Dans la deuxieme équation d’équilibre, nous négligerons parcille-
ment Gy, et nous remplacerons encore T par eg(/—z); elle nous
donnera

g(l[(l——z)%] +1dz=o,

’ AY M A erare
d’olt, en intégrant,

g(l—2z) dy + 1z =K.
dz

4

Faisant, comme tout & I’heure, z =/, nous trouverons & =1/, et, par
suite,

une nouveile intégration nous conduira a I'équation
= ;’; 2.
Cette derniere équation nous montre que le fil, pour étre en équi-
libre, doit étre situé dans un plan passant par la méridienne Oz du

dnnales de " Ecole Normale. 2¢ Série. Tome 1. 6
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point O et faisant I’angle trés-petit ;I- avec le plan méridien Ozz de ce
. 8

point; cet angle est d’ailleurs variable avec le temps pour un meme
point O, mais indépendant de la nature et de la longueur du fil. A cause

de la petitesse de I'angle é, la forme du fil ne differe pas sensible-
o

ment de celle de sa projection sur le plan méridien Oxz, projection
qui est représentée par I’équation trouvée ci-dessus
2sH+El  E
= —2

?u

28 8
Nous voyons par la que le fil affecte la forme d’un are de parabole : les
diamatres de cette parabole sont paralleles 4 la méridienne O du point
de suspension, la convexité de la courbe est tournée vers I'équateur, et

o . , .
le paramétre %‘2 est indépendant du temps et aussi de la longueur et de

la nature du fil. Ainsi, en un méme lieu, les courbes formées par des

fils homogenes de diverses longueurs, suspendus librement, sont au-
8 ]

tant d’arcs d’'une méme parabole.

C'est & une latitude d’environ 45 degrés que le paramétre %—’T 4 84 Va-
leur minimum, environ 750 rayons de I'équateur terrestre; a I'équa-
teur et au pole, il devient infini, ¢’est-d-dire que le fil se tend en ligne
droite. |

Pour avoir la tension en chaque point, nous aurons recours i la troi-
sitme équation d’équilibre, olt nous négligerons Ew, et ol nous rem-

placerons ds par dz, T par eg({— z) + 0; elle deviendra
do +e(K+Fz)dz =o,
d’ou, en observant que 6 doit se réduire & zéro pour z =/,

0=¢[K+1F(l+2)]({— z),

el par suite
T=¢[g+K~+iF(l+2)](l+z).
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VIIl. — De la chute dans le wide d’un point pesant abandonné
a lui-méme sans witesse initiale.

Pour obtenir les équations du mouvement de ce point, il faut égaler
a zéro les valeurs de X, Y, Z données dans le paragraphe IV, apres y
avoir supprimé les termes A, B, C. On trouve ainsi

%:f—l«zmsinl%_[)x_]iz_ﬂzo’
(f;‘t{-__:,‘o)s.ln)\%%_zmcos;\% —Gy—I=o,
[(];—;—i—zmcosk%_]gx_lpz_g__ K=o,

et si 'on suppose que le point de départ du mobile ait été pris pour
origine, il faudra intégrer ces équations de facon que, pour ¢=o, on ait
dzx dy dz

—(7'[—:0’ :O, —_— =0,

x=o0, y=—o0, z=0, J
Nous y considérerons o comme une petite quantité du premier ordre,
etD, E, F, G, H, I, K comme de petites quantités du second ordre, qu’il
nous sera permis de regarder comme contenant le facteur w2, Nous né-
gligerons d’ailleurs les changements qu’éprouvent H, I, K pendant la
durée de la chute, et nous les traiterons comme des constantes.

D’apres ce qui vient d’étre dit, nous pouvons supposer les valeurs
de x, ¥, z développées suivant les puissances de w et faire

xzxu‘i‘x]“Jt—xz-*—..«,

j"=}"o+}".+]'g+...,

Z=20 4 F - F ...,

Zo, Yo» 3o étant indépendantes de », tandis que x,, y,, 5, contiendront
le facteur w, x,, y.,, 2, le facteur w?, etc. Les équations du mouvement
6.
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se décomposent alors dans les suivantes :

[ APy
i —
dz
(1) '@3 =0,
d*z,
8=
d*zx, dy,
T 20 sini =
d*y, .. dz, LAz,
(2) | — — 20 sind 2 — 20 oSk = o,
d?z, S dye
= ~+ 26 COSA = 03
2 o
c—i[—'tf-f—i-- 26 SinA i(;/—l' —Dxy — Bz, — Il = o,
d*yy .. dx . dz, - .
(3) -—(ZF— — 20 8inA —(7[- — 2.0 COS A *(‘l'z' - ("J" — f == o0,
d?z, dy - . '
T -+ 2.6 COSA v Bxy-—Fz,— K ==o0.

Des équations (1) on conclut, en ayant égard aux conditions initiales,
Xy =m0, Yo== 0, By %gl’.
Les équations (2) deviennent par suite

d*x, d*y, d*z,

—— = —~— — 20 COSA gl == 0, =m0
de * o de ' o T T ’

et nous donnent
Zy=0, yi==imCOSALL, 2z =0,

Alors les équations (3) se réduisent aux suivantes :
d'z,
de
diyy

S 1=,

di

—(fE—o’sin2}) g’ — H = o,

d*z,

di (+F — 207 cos* ) gt — K = o,
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d’ou, en intégrant,

8
I

4B — otsin2d) gt + tHe,

w

T
= (35F — Lo cos’A)gt' + ;K&
On 9 done
z=(4E — Hw?sin2d)gt + tH#,
¥y = twcosA.gt'+ 112,
z

=1(g+ K) 2 +(&F —twcos?d) gt

D’apres cela, les valeurs de « et de y en fonction de z sont, aux (uan-
tités pres du troisieme ordre,

2 o > 3 ‘z_:
x:(gE——go\’sinz)\)z——i—B—za ]':?—'-————('),COS1 \/?iz"’+£—-
g 8 3 § 8
Mais, pour I'extrémité d’un fil & plomb de longueur z suspendu au
point de départ O, on aurait (paragraphe VI)

, Hz+Ez , 1z
X =y Y= —_
g g

la déviation du point pesant par rapport au fil & plomb est donc, dans
la direction O,

. z? , 0 e
z—z'=— (§E4jo?sinal) — = — (20’ —{n?) sin2],
o

et, dans la direction Oy,

., 20C0SA 2 3
y—r=-—3 ;;,z :

La valeur de x — ', négative dans I’hémisphere boréal et positive
dans I'hémisphere austral, indique une déviation dans le sens du mé-
ridien et du coté de I’équateur; mais elle est & peine sensible, méme
pour les plus grandes hauteurs de chute qu’on puisse chercher & réa-
liser. Quant & la valeur de ¥ —y’, elle reproduit expression connue
de la déviation vers I'est, laquelle croit comme la racine carrée du cube
de la hauteur de la chute.

Si 'on voulait avoir égard & la résistance de lair, il faudrait intro-
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duire dans les trois équations du mouvement les composantes de la ré-
sistance de ce fluide; I'intégration pourrait se faire par la méthode qui
vient d’étre expliquée; mais nous ne développerons pas la solution qu’il
serait peut-étre difficile de traduire en nombres, faute de données assez
précises sur la résistance des fluides au mouvement des corps solides.

IX. — Du mouvement d’un corps solide autour d’un axe fixe
passant par son centre de gravité et coincidant avec la verticale
moyenne de ce point.

Quand on regarde la pesanteur comme constante en grandeur et en
direction dans toute 'étendue d’un corps solide, il est évident que, si
ce corps ne peut que tourner autour d’un axe passant par son centre de
gravité, il sera en équilibre dans toutes les positions. Mais cette pro-
position cesse d’étre rigoureuse quand on a égard, comme nous le fai-
sons ici, aux petites variations qu’éprouve la pesanteur lorsqu’on
passe d’un point & un point voisin. Les formules établies ci-dessus per-
mettent de trouver, dans ce cas, le mouvement du corps et ses positions
d’équilibre. C’est ce que nous allons faire en supposant que P'axe fixe
coincide avec la verticale du centre de gravité.

Prenons pour I'origine O le centre de gravité du solide; 'axe Oz se
confondra avec 'axe fixe, et la condition de I'équilibre des forces per-
dues sera exprimée par I'équation

Zm(zY —pX)=o.
On a, d’apres le paragraphe [V,

X=H+ Dz +Ez — 20sini 11-7- — @,
dl dt:

I . dx .dz oy
Y =1 . sind &Z o cosy B2 ).
| + Gy ~+ 20 sin} g v eosh o — o
il en résulte
Zm(zY —yX)=13mz —UEZmy + (G — D)Emzy — EEmyz

" \ I 7 . xdiy—ydiz
2w Sin k. Zm-——t “+20 cosh.Sma 52 3m ¥ dy—yd'z

dt dt TTTde
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Mais, par les propriétés du centre de gravité, les sommes EZmx, Smy
sont nulles; de plus, pour chaque point du corps, z et #° + ¥ sont des
constantes, et les différentielles dz, xdx + ydy sont nulles. L’équation
Sm(xY — yX) = o se réduit donc a celle-ci

mxd’y —ydz

b
de

(G—D)EZmzy +EEZmyz=o.

Imaginons, dans le plan des xy, deux axes rectangulaires Oz', Oy’
emportés avec le corps dans son mouvement, et soient =’, ¥ les coor—
données rapportées a ces axes de la projection du point M sur le plan
des xy; on aura

xz=2z'cosy —y'sind, y=ua'sind + y'cos{,

en désignant par ¢ I'angle variable 'O x. Les quantités ', ¥’ étant in-
dépendantes du temps, I'équation précédente deviendra, par cette sub-
stitution,

C(l;t? Em(z"*+y"?)—(G—D)[sin¢ cosy.Zm(z"*— y'*)+cos2y.Zmaz’y']

+ E(sind.2ma'z + cos¢.Emy’'z)=o.

On peut choisir les axes Ox’, Oy’ dans le corps, de maniére a rendre
nulle la somme Sma’y’, et si I'on pose, pour abréger,

(G— D) Zm(z" — y") EZma’z “ EZmy's
3 - = a, =
Zm(xlz +:V"2)

Sm(@it 7)) P Sz =P

on aura pour I’équation du mouvement

Q%——asimpcosnp—i—ﬁsimp -+ ycosy =o.

On en conclut d’abord que le corps ne sera en équilibre que dans les
positions correspondantes aux valeurs de ¢ déterminées par I’équation

esing cosy — Bsing — y cosy == o.

Les rapports des nombres «, f3, 7 dépendent de la constitution du solide
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et peuvent étre quelconques : on reconnaitra sans peine que, suivant les
cas, il y aura, entre les limites o et 27, soit deux, soit quatre valeurs
de ¢ satisfaisant & la condition précédente. Le solide aura donc ou deux
ou quatre positions d’équilibre, et il est aisé de voir que, si les valeurs
de ¢ sont rangées par ordre de grandeur, les positions d’équilibre cor-
respondantes seront alternativement stables et instables.

Par exemple, si I'on suppose nulles les sommes Yma’z, Zmy'z, ce
qui arrive lorsque le plan Oy est un plan de symétrie du corps, I'¢qua-
tion du mouvement se réduit a

d*d .
7.[7}) — asind cosb = o,

et I'on voit qu’il y a quatre positions d’équilibre répondant aux valeurs

™ 3 H H N F

0, =, — de I'angle §. Le signe de « est celui de Sm(x™ — y™); car
le facteur G — D = (w* 4 27?) cos*) est essentiellement positif': admet-
tons que ce signe soit le signe +. L’intégration de I'équation précédente
nous donne

Ay - .
7 sin*y -~ const. ;
on voit que la force vive du solide est un minimum pour ¢ = o et pour
. B . T 37
y =m, tandis qu’elle est un maximum pour ¢ == et pour ¢ = ’;, oS
2 ! .
deux dernitres valeurs répondent donc aux positions d’équilibre stable.
Le corps étant supposé infiniment peu écarté de I'une de ces positions,
il tendrait & y revenir en exéceutant des oscillations dont la durée serait

N/ S

Voo cosh V Zm(z"t—y't) 0 4 ant
cette durée serait, comme on voit, au moins égale & ——" . ot par

cons¢quent surpasserait 8 heures.

Je ne m’arréterai pas davantage i poursuivre ces conséquences de nos
formules; la résistance de air, les frottements et le défaut de rigidité
des corps n’en permeltraient pas la vérification expérimentale.
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Rappelons, en terminant ce Mémoire, que toute notre analyse est fondée
. s fd . , .

sur l'expression de l'intégrale T =f—u—“ pour un point extérieur au

sphéroide terrestire (paragraphe V); nos formules se rapportent donc &

I’équilibre ou au mouvement d’un corps placé au-dessus de la surface

de la Terre, et il ne faudrait pas les appliquer sans modifications au

cas ol le corps se trouverait 2 une certaine profondeur au-dessous
du sol.
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