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ANNALES

SCIENTIFIQUES

* LECOLE NORMALE SUPERIEURE

LE PROBLEME DE DIRICHLET GENERALISE
EQUATIONS NON LINEAIRES A m VARIABLES

Par M. Grorcrs GIRAUD

Introduction.

Le principe qui a dirigé ce travail est de considérer les solutions
qu'on posséde du probleme de Dirichlet géncralisé pour les équations
linéaires, comme permettant de former des approximations succes-
sives, dans-le but de résoudre le méme probleme pour les équations
non linéaires.

Rappelons d’abord ce qu’on entend par probléme de Dirichlet géné-
ralisé. Soit ‘
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une équation aux dérivées partielles du second ordre, avec m variables
indépendantes. Soient
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On dit que I'équation est de type elliptique, relativement i une solu-
dnn. Ee. Norm., (3), XLIL — Janvisk 1g26. t
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tion & de cette ¢quation, si, les coeflicients a, g étant caleulés relati-
vement & cette solution, la forme quadratique en Xy, Ny, ..., X,

m m
O C
PIPILIFLRS

L=1 1’5.—:1

st définde. Cette condition peut n’ctre satisfaite que dans une région D
de Pespace (@, Zas ..., @,), alors c’est dans cetle région que I'équa-
tion est de type elliptique.

Nous supposerons toujours (cela ne diminue pas la généralité) que
la forme quadratique définie est positive.

Soit maintenant S vne multiplicité fermée, limitant un domaine D
de I'espace & m dimensions, ot 'équation soit de type elliptique. Le
probléme de Dirichlet généralisé consiste & chercher une solution de
’équation aux dérivées partielles, qui soit définie dans D, et qui.con-
tinue méme sur S, prenne sur celte multiplieité une suite de valeurs
donnée a I'avance.

C’est M. Picard qui, en 189o, i propos d’¢quations & deux variables,
les unes linéaires, et d’autres plus générales, a abordé le premier ces
généralisations du probléme de Dirichlet'(").

Parfois la suite des valeurs données sur Sn’est pas continue; alors w
ne peut étre continue, et I'on sait, par le cas des fonctions harmo-
niques, qu'il faut remplacer la condition de continuité par quelque
autre. ” ‘

Voici comment sont formdées les approximations successives qui
sont employées ici. Supposons que I'on connaisse une fonction ¢, qu’on
puisse regarder comme une valeur approchée de v : on remplace, dans
Péquation, i par ¢ -+ £, et on développe le premier membre en série
de puissances de 7 et de ses dérivées (en série limitée, si 'équation
n’est pas analylique; mais ce travail se borne aux équations analy-
tiques). Dans le résultat, on ne conserve que la partie linéaire

(Y) Mémoire sur la théorie des équations aux dérivées partielles ¢t la méthode
des af firmations successives (Journal de Mathématiques, 4° série, t. VI, 18g0).
) ) y 1690)

M. Picard est revenu a plusieurs reprises sur ces questions. L’indication de plusieurs
de ses travaux se trouve dans son article : Sur les équations linéaires aux dérivées
particlles et la généralisation du probléme de Dirichlet (Acta mathematica,

t. 23, 1902, p. 121-137).
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(v comprisla partie indépendante de £): en Uégalant i zéro, on obtient
une équation linéaire en N, dont on cherche une solution, définie et
continue dans D et sur S, et prenant sur S les valeurs « — ¢ : si ['on
sait trouver /%, on regardera ¢ + /A comme 'approximation de « qui
doit succéder a o, .

Pour limiter %, on rencontre des difficultés. L’équation qui donne A
contient F(¢) comme terme indépendant de %, et & (o) dépend des
dérivées secondes de ¢. En vue de Papproximation suivante, il faut
done limiter les dérivées secondes de /. Mais il est classique que le
caleul des dérivées sccondes de £ fait intervenir les dérvivées de (o),
done les dérivées troisiémes de ¢. On est done entrainé i s’oceuper
aussi des dérivées troisiemes de A, mais celles-ci font intervenir les
dérivées quatriémes de ¢, et ainsi de suite. Dans ce travail, on procéde
autrement : la fonction 4 est, on le sait, holomorphe dans D et sur S
(pourvu que ¢ le soit, ainsi que la suite de valeurs données). On
profite de cette propriété pour limiter /o dans un domaine complexe,
2 2m dimensions, comprenant S et D & son intérieur : alors les pro-
prictés connues des fonctions analytiques donnent des limitations de
toutes Jes dérivées de & dans un domaine fermé, intérieur au premier.

Les approximations successives sont ainsi limitées dans une suite
de domaines fermés, chacun étant intérieur au précédent. Mais une
objection se présente : ces domaines ayant un domaine limite (D leur
est intérieur & tous), la plus courte distance des points de 'un d’entre
eux & la fronticre du précédent tend vers zéro ;5 le facteur par lequel il
faut multiplier la limitation de 2 pour avoir celle d'une dérivée
seconde augmente donc indéfiniment, au fur et & mesare que les
approximations se suivent. Cette circonstance ne détruit-¢lle pas tout
espoir de convergence? Non, et voici pourquoi: (v -+ %), développé
par rapport & & et d ses dérivées par la formule de Taylor limitée an’

second ordre, se réduit 4 ses termes du second ordre, Capres I'équa-
tion qui donne 4. Dans Papproximation suivante, on a done une équa-
tion olt §(¢) est remplacé par une fonction ayant une limitation du
second degré par rapport & A el a ses dérivées. Or soit, par exemple,
une suite de nombres réels @, lics par les inégalités

| @nga | << sy

(a>o0, o<<qg<<1);



4 GEORGES GIRAUD.

je dis que la série S, converge si | 2, | est assez pelit. En effet, d
I'identité facile & vérilier

n
E P.)ln——p: 2)z+1__ n—2,
p=1

“on déduit

R+t /e \ 2%
|| < 2 < °> ;

a q*
il y a donc convergence si

2
|430l<%—5

et cela, malgré la présence du facteur ¢7"* (qui augmente indéfini-
ment) dans la limitation de z,, . Si le facteur g7 avait été remplacé
par g~*, avec 1 < « < 2, il y aurait encore eu convergence pour |z, |
assez petit. Effectivement, la convergence de nos approximations
résultera d’inégalités analogues.

Pour former effectivement la fonction %, on recourt dans ce travail
a la remarquable méthode de M. E.-E. Levi (*), qui est affranchie des
inconvénients des méthodes employant les séries entiéres, au point
de s’appliquer méme & des équations linéaires non analytiques. Pour
avoir 2 dans un domaine de I'espace complexe, il suffit d’appliquer la
méthode de M. Levi dans l’espace complexe. Une multiplicité a
m dimensions de cet espace, telle que le conoide caractéristique (*) de
I'équation aux dérivées particlles, relatif & un point A de cette multi-
plicité, n’ait en commun avec cette derniére que ce point A, parait
bien, a priori, devoir jouer pour cette équation un role analogue &
celui de I'espace réel. Tout un chapitre de ce travail (le second) est
consacré principalement & cette extension de la méthode de M. Levi &
'espace complexe; les multiplicités & m dimensions que 'on y.consi-
dére sont soumises & des conditions un peu plus restrictives qu’il

(1) Eugenio-Elia Levi, Sulle equazioni lineari totalmente ellittiche alle deri-
vate parziali (Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. 24, 1907,
p- 275-317).

(2) Introduit par M. HapaMARD, Recherches sur les solutions fondamentales et
Uintégration des équations linéaires aux dérivées partielles ( Annales scienti-
JSigues de I’Ecole Normale supérieure, 3¢ série, t. 21, 1904, p. 535-556).
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n'est indiqué ici, sans que lanceessité de ces restrictions soit prouvée.

Le domaine complexe ou 4 se trouve ainsi formé admet les points
réels de S, et les points imaginaires suffisamment voisins du domaine
réel, comme points- fronlwre. Mais on étend ce domaine en caleulant,
sur S, une dérivée de & suivant une direction non tangente & S, et en -
employant le théoreme de Cauchy-Kowalewski.

Ces considérations sur I'espace complexe nécessitent des intégra-
tions par parties, et des dérivations de fonctions représentées par des
intégrales étendues & des multiplicités dépendant dun paramétre. Il
m’a semblé indispensable de préparer ces caleuls en revenant, dans le
premier Chapitre de ce travail, sur I'extension a 'espace complexe de
la notion d’intégrale multiple, extension qui est due & Poincaré ('),
suivi par M. PlC'iPd (*).

C’est seulement dans le troisicme et dernier Chapitre do ce travail
que sont abordées les équations non linéaires. Le probleme de Diri-
chlet proprement dit n’y est résolu que pour un domaine suffisamment
petit dans toutes ses dimensions, et pour des valeurs données sur 8
suffisamment voisines de valeurs pour lesquelles on connait déja une
solution. En outre, S doit étre régulicrement analytique, mais peut se
composer de plusieurs contours sans points communs. La suite des
valeurs données sur S doit étre holomorphe.

Enfin on démontre que toute solution d’une ¢quation non lincaire,
qui est continue ainsi que ses dérivées des trois premiers ordres, est
holomorphe. Pour certaines équations, telles que Iéquation des sur-
faces minima, il suffit de supposer la continuité des dérivées se-
condes (*) pour arriver & la méme conclusion.

(') H. PoiNcarg, Sur les résidus des intégrales doubles (Acta matematica, 1.9,
1887, p. 321-380).

(*) Emile Prcarp et Georges Swawr, Théorie des Jonctions algébriques de
deuz variables indépendantes, t. |, Ghap. T et 1M,

(%) Dans le cas de deux variables, ce résultat (moins la simplification relative aux
types tels que I'équation des surfaces minima) a ¢té démontré par M. Serge BeansTeLy,
Sur la nature analytiqgue des solutions.des équations auzx dérivées partielles du
second ordre, Thése de Université de Paris, 1903. M. Bernstein a en outre traité le
probléme de Dirichlet généralisé dans le cas de deux variables (Mathematische
Annalen, t. 62, 1906, p. 253-271, et t. 69, 1910, p. 82-136, et Annales scienttfiques de
I'Ecole Normale supérieure, t. 27, 1910, p. 233—256).
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Dans deux Notes antérieures ('), j'ai annoncé des résultats plus
¢tendus. Mais certaines lacunes rendent mes raisonnements non rigou-
reux, et, pour le moment tout au moins, je me borne a ce qui pré-
cede. _

Les intégrales multiples qui se rencontrent dans ce travail sont
écrites avec une notation due & Méray, et qui consiste A écrire
d(z,, 2, ..., x,), ce quon écrit ordinairement dx, dw, ... dz,,.
Comme on rencontre souvent des notations tout a fait convention-
nelles, telles que dw, dp, ete., je pense que la notation ci-dessus ne

causera de géne & personne, En outre, je n’écris (u'un siguc/pour

chaque intégrale, en précisant en haut de ce signe ordre de multi-
plicité a I'aide d’accents ou de chiffres romains.

Jexprime & M. Picard toute ma reconnaissance pour les encourage-
ments qu'il m’a donnés au cours de ce travail.

CHAPITRE 1.

INTEGRALES MULTIPLES. FORMULES DE STOKES. l)él‘.l\':\'l‘!ON. DOMAINE REFL.

DOMAINE COMPLEXE (?).

I. — Domaine réel.

1. Sens d’une muluiplicité a p narametres dans un espace a m dimen-
stons. — Soit

(1,1) Ty = fu(ly, Loy -y tp) (x=1,2, ..., m)

(1) Comptes rendus, t. 180, 1925, p. {13-415 et 562-563.

() Ce travail était entiérement terminé quand j’ai eu connaissance d’un article de
M. Philip Frauklin (Multiple integrals in n-space paru dans Annals of Mathe-
maties, of série, vol. 24, 1922-1923, p. 213-226). Cet auteur, dont le point de départ
estle méme que le mien, a traité dans cet article Pextension des formules dée Green et
de Stokes 4 Vespace réel 2 n dimensions; une erreur parait cependant s'dtre glissée
dans la formule (29), p. 220, qui serait 'extension de la formule de Stokes. L’article
se termine par I'application des résultats obtenus aux intégrales complexes, au point
de vue de la généralisation du théoréme de Cauchy.
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une multiplicité & p paramétres dans un éspace réel & m dimensions.
On dit que les paramétres ¢, Ly, ..., {,, rangeés dans cet ordre, déti-
nissent un sens sur cette multiplicite.

Deux représentations paramétriques, la premiére a aide de ¢,,
lyy -+ s &, la seconde & Paide de w,, wy, ..., @, sont diles délinir le
méme sens (ou correspondre au meéme sens ) si

d(lyy by ooy bp)

I 2
(1.2) d(uy, ey ...y ty)

~- .
- O)

clles correspondent i des sens différents, ou opposes, dans le cas ou ce
déterminant fonctiounel serait négatif.

Il peut arriver, par exemple si les /, sont des fonctions périodiques,
que deux ou plusieurs systemes de valeurs de ¢, ¢,, ..., 1, corres-
pondent au méme point de la multiplicité. Soient £, ¢,, .... ¢, ce que
sont devenus ¢,, 2, ..., ¢, aprés un circuil fermé déerit sur la multi-
plicité. Si, pour certains circuits fermés,

d(ty, by, ooy )

ALy, byy ooy 1)
on dit que la multiplicité n’a pas deux sens distinets. De telles multi-
plicités seront exclues de ce qui va suivre, & moins qu’on n’y trace des
coupufes telles que les deux sens redeviennent distinets. »

La notion de sens correspond i celle de cdté d’une surface de 'espace
ordinaire : si une telle surface est définie paramétriquement & Paide
de ¢, et de ¢,, et si 'on méne en un point les tangentes aux courbes ¢,
variable et 7, variable, dirigées dans les sens des paramétres crois-
sants, on peut considérer 'une des deux demi-normales comme la
troisicme aréle dun tricdre de sens positif, les deux premicres arétes
étant ces tangentes : cette demi-normale définit le coié de la surface
correspondant aux parametres ¢,, £,, pris dans cet ordre.

Dans le cas général, on peuat dirve aussi que le sens choisi est délini
par les demi-tangentes aux p courbes ¢; variables (B =1, 2, ..., p),
tracées chacune dans le sens des 5 croissants, et rangcées dans Pordre
des valeurs de B.

2. Intégrale étendue a une multiplicité prise dans un certain sens. ——
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Soit & définir 'intégrale
8

(p)
(2,1) I:f Ea,x.,...,aI,A:/.,,:Ag,,..,;x,,(—‘\-)d(x.z[, Loy vy -‘rzr,),

¢tendue & notre multiplicité prise dans le sens choisi. Les A affectés
d'indices sont des fonctions du point X, de coordonnées x,, x,, ..., Z,,
qui changent de signe quand on permute deux indices. La sommation
est supposée étendue i toutes les combinaisons des entiers o,, oy, ..., o,
pris parmi les nombres 1, 2, ..., m : ¢’est-a-dire qu’on ne considere
pas comme distincts deux systeémes d’entiers ne différant que par
I'ordre de ces entiers.

Le sens choisi étant celui auquel correspondent z,, ¢,, ..., ¢
intégrale est, par définition, I'intégrale ordinaire

notre

p’

d(xo, Taypy -, wal_)
d(tla Loy - oy zp)

Q)
(272)‘ I:f an,,oc,,..‘,x,,Aax,a,,‘.‘,a,,(x) d(tu Loy, v ey lp)'
Cette valeur ne dépend pas de 'ordre dans lequel on range les
entiers de chaque combinaison, ni de la représentation paramétrique
choisie, pourvu qu’elle corresponde au sens considéré.
Sil’on change ce sens, 'intégrale est multipliée par — 1.

3. Changement de variables. — Soient y,, ¥,, ..., ¥, (nZp) de nou-
velles variables liées aux «, par les relations

"La= 9o (¥1, Yor « 3 Vn) (a=1,2, ..., n).

On suppose que y,, ¥u, -+, ¥, sont fonctions de ¢,, 2,, ..., ¢,, et que
c’est par leur intermédiaire que z,, 2., ..., #, dépendent des mémes
paramétres. Alors il est évident que

O (Za,, Zogy oeny Xa,)

" \
d ) g aney ,)y
O(Y B0 YBas <+ 0'B,) (Y80 I+ V1)

(r) '
v o
I f ‘3‘1:“51-“,“,;}‘31:1{53:”-;;QI»A'OH)“::-'-,%:(X)

cette intégrale étant étendue  la multiplicité correspondante de I’es-
pace (¥, Y2, ---» ¥n), prise dans le sens (¢,, 2, ..., ¢,). Il est presque
superflu de dire que les (8,, 8., ..., B,) sont des combinaisons des
entiers 1, 2, ..., n.
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4. Sens associés sur une multiplicité et sur sa frontiére. — Le champ
dans lequel il faut faire varier ¢,, ¢., ..., ¢, pour obtenir la multiplicité
considérée peut étre défini par des inégalités. Sil’une de ces inégalités
vient & se transformer en égalité, on est sur la frontiére de la multi-
plicité. ' , ‘

Sur cette frontiére, en écartant, comme dans tout ce Chapitre, toutes
les singularités, ¢,, z., ..:, ¢, peuvent étre considérés comme des fonc-
tions de p — 1 parameétres, u,, Uy, «.., &, ;.

Choisissons un paramétre u, tel que 'on sorte de la multiplicité (*)
en faisant croitre u, i partir de la valear qu’il a en un point de la fron-
tiere. La tangente a la courbe », variable ne doit pas étre tangente a la
frontiere.

Cela posé, le sens délini sur la frontiére par les paramétres u,,
y, ..., u,_, est dit le sens associé au sens défini sur la multiplicité par

les paramétres ¢,, oy .., ¢, 81

ALy, tyy ooy L))
4,1 > 0.
(4:1) A(Ugy Uyy ooy Upoy)

Cette définition ne dépend pas du paramdétre w, choisi. Soit en effet

(‘»/h'-)‘) <.D(‘,éh lyy oy Lp)<Z0

'inégalité qui définit la multiplicité au voisinage du point considéré
de la frontiére. Soient «;, ,, ..., «, , les paramétres « d’un point de
cette fronticre. La condition (4, 2) peut s’écrire

wy< wy=(dy, ty, ..., W, ).
Sil'on rempla.ce u, par un autre parameétre ¢,, défini par I’égalité
0o= 2 (Uy, Uy, ..y Up_y),
la frontiére est donnée par

=AY (y, ), W, g,

(1) Dans certains cas, il peut étre préférable de dire que I'on passe & Uintérieur de
la multiplicité en faisant décroétre u,.
Ann. Ec Norm., (3), XLIIL — JAnviEr 1926 2
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et il faut que «, <, entraine ¢, < ¢y, ce qui équivaut i

vy
g
alors comme
S 00y ALy by ooy ty)  d(ly, Ly ey b)) ,
Oty Ay tyy ooy ttp_y) Aty Usy ooy Upey)

onvoit que le remplacement de w, par ¢, ne change rien 4 la définition
du sens associé.

5. Formules de Green et de Stokes. — Considérons intégrale
(p—=1)
I"T/ )'-‘lx-xu,m,x,,—l')’1.-7-2”--.1,,-»‘.d('rzx’ Ty oo L, s
G
étendue i la frontiere C d’une multiplicité S, le sens choisi sur G ¢tant

le sens associé au sens défini sur S par les paramétres ¢,, ¢,, ..., (
On peut écrire aussi

I

pt) .
— P SR O( Loy Zagy + o5 Lap ) d(lgagy, « .y lgy),
- — T —4"‘5 Ly S,

i S %pey 0(154—1, LB+ay - -y 18.1)

ot la notation (Zg.,, ..., £3_,) signifie qu’on a permuté circulairement
tyy a5 ..., t, de facon & amener 74 en téte, el qu’ensuite on a sup-
primé z, de la permutation obtenue. Nous avons ainsi une intégrale
dans Pespace (4,, 1, ..., ¢,), el il est & peu prés évident que la multi-
tiplicité C’ de cet espace, qui correspond a C, doit otre prise dans le
sens associé au sens (¢,, 7,, ..., ¢,) de larégion S’ de cet espace corres-
pondant & S. 4

Ceci nous raméne donc au cas particulier ot p = m. Dans ce der-
nier cas, je dis que

(m—1})
(5,1) f Bﬁ—i—l.ﬁ-&-!,.‘.,ﬁ—id(‘ﬁﬁ—{—h ey -’«'[3—1)
c
M 5B
B+1,...,8—1
:(___1)(%—1)(.{5'*'!/ ._._-_E___d(m“v_ ey T )
S

Jx g

S et G étant pris dans des sens associés. En effet, choisissons sur S le
sens (z,, .... z,,), c’est-d-dire que nous avons au second membre une
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intégrale ordinaire. Si nous remarquons que

A2y, Zay ooy Lpy)
d(xp, Thars « -y Th—1)

— (_ 1)(:11-» 1)\{'5—4;’

nous en concluons que le sens dans lequel est prise la frontiere C est
le sens défini par @5, ..., x£s_, ou le sens opposé selon le signe.
de (— 1)V ce qui justifie la- formule (5, 1), en effectuant au .
second membre 'intégration par rapport & .

C’est la généralisation de la formule de Green.

Revenons maintenant au cas général, et appliquons la formule de
Green dans espace (¢,, &, ..., ¢,). En supposant que les x, aient, par
rapport a ¢, ..., ¢, des dérivées secondes continues, on trouve

~(m . 0 D2y, ey, )
v o =B 1) 2| o FZgy ey, ) )
l_—/ oty 2 (— ) B o [B ! ‘--]d(z,,...,t,,).

o oy £ )

Mais
(}B:xw sy
dtg

OBay..

Le coefficient de ' sous le signe/sera done

),
S o) 0z, 0(Zayy + oo o, ) _ d(xy, xg, -, J:IIM)'
o dtﬁ ()(l[‘i-i-h "'7tﬁ—-1) ()(,th l2, .-.,l,,)

Ensuite nous avons sous le signe/ le produit de B, ,  par

D@y, Ty, oo, 2 )
RN B[ CoNE CRRTTE S
' dt,’.‘a ()(tf‘.'ﬂ-h lﬁ—l~29 BN 5{1 1)

Ceci est une somme de termes dont chacun est le produit de p--1
dérivées premiéres des variables x, par une dérivée seconde d’une
autre de ces variables. Nous allons montrer que cette somme est nulle;
il suffit pour cela de montrer que les dérivées secondes disparaissent.
0z,

5 la question ne se pose que si

Cherchons donc le coefficient de ——2+;

et v sont différents; soit done

Y > .
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Alors, dans
0 (o oves &z, )

35—;3 O(8+1y -+ +» [[3~1)’

ce coefficient est )
O( Xy =vns :Z‘J,I‘__,)

/ r—B41 .
— [ )ik
{ ) ()(%4-1:---;‘}"1’57—4-“ ~~-7tﬁ~1)’
et dans
() 0(17117 ] 'Z‘ll,_1)
= )
Oty O(lysqy v vy byy)
on trouve

D Zayy o vvy Zay )

O(LBsty »=vs by 1y byaty « vy LB1)

(—1 ){ivv«y«‘r,h-(ym(i—l)(p-- LAB--1) 1

En combinant linéairement ces coefficients, 2 I'aide des facteurs
(— 1) N@E=D ey (—g)p0D
on trouve zéro.
Nous avons done

(») ()Bm o
¥ v N SRR ‘Il—l . e
I-—-\[; gy Fp—t EA dx)‘ d(")‘, ‘LO‘-n cety x“.,—:)u

ou, en changeant la notation,

p-n
(5,2) f }:O(.,,...,O(.P_th,,...,lp_|d(x:x,s ey @'xl,_‘)
C

P Moy
= Z:z‘,o:,)...,al, E’l(—— I)(p-——1)(/1—1) Aot o thot d(xdtn ey xa/,);

S dxy,
le second membre contient une sommation par rapport aux combinai-
sons (%,, ..., ;) p-a p des entiers 1, 2, ..., m.

C’est la généralisation de la formule de Stokes (*).

6. Dérivation d’une intégrale d’ordre m. — Soit Vintégrale ordinaire
(m)

<67’) F(OC): P(‘xh Lyy voey Ly a)d(xh xzs MRS xm)v
D

étendue & un domaine D, dépendant, ainsi que sa frontiére S, de . On

(*) Nous avons supposé que zy, ..., &, admecttaient, par rapport & ¢y, ..., fp, des
dérivées secondes continues; on peut se débarrasser de cette hypothése par un artifice
de M. Goursat (Cours d’Analyse, t. 1, 3¢ édition, p. 355, exercice 13).
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suppose P continu, ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre.
On suppose en outre que I'on sache exprimer x,, x,, ..., z,, en fone-
tions continues, ainsi que leurs dérivées partielles jusqu’au second
ordre, de « et de m paramétres ¢,, £,, ..., ¢,, de facon qu'a D COrres-
ponde un domaine D’ de variation de¢,, ¢,, ..., ¢,,, indépendant de o;
soit S’ la frontiére de D'. On admet que S’ se compose d’un nombre
fini de portions ou 'une des variables est fonction continue, et &
dérivées premicres continues, des m — 1 autres. Faisons le change-
ment de variables, en supposant le jacobien positif :

L)

Tl (&, gy e, X
I‘(“):j P(ay, ..oy @y ) ( 1 &2 2oy D)
D’ ()(th 621 L] lm)

(l(lh l‘la MR ] lm)-

En désignant par I'(«) la dérivée de F(e), nous tirons de la

(m) d ) (m} ()L
— o .
(672) F,(OE)_ ) ‘J&d(xhxh- Em) +f 2(}‘/&," dor 1( 17‘7/’,"'1‘1'111)
n=1
dz, \
= (m) " d('xh ceey Tpaty ()77 Lnoety o0y Ty
-+ p - A(lyy Ly ooiy L),
D’ ::1 d(th LR} [m) ’ ’ T

La formule (5,1) nous permet de transformer, par intégration par
parties, la derniére intégrale en

m m

(m—1) ) .
(6,3) / PZ Z(,_] me=1) (n-p) - (mo-1)(p= x)(lll 0("’"'4‘17 """L‘ll-~l)d(tp+“ e £p~1)
/g

0% O (Lpaty ovy Lpey)

n=1 p=1
('") m m ) ‘ )
— S‘ 2(_1) me-1) I/H—p) J P O(Zpety vvey Tyoy) J
o’ :-‘-—1 p=t d(/ ()Ip ()(I:f’"“‘ S| tl"‘l) d(lh ey tm)

Développons la dérivation dans la seconde intégrale, et faisons la som-
mation par rapport a p dans la premiére; ceci devient

W (m—1 m
Ad dxﬂ
(6,4)- -/s P; (-—1)("1—”(""”—a‘a—d(mn—ua ey T q)

() m m

0P dx, 0x, O(Zpayy ooy Tny)
e _— (m~1.(n.+p % nvoq 19 vy Tyt
N E PN T2y a0ty Tlymrr i Doy) Clh oo )

...

=1 p=1 ¢=
(m) mooom

02y 0 O(Lnigs - oy Tumy) .
— P E E —m—=1)(np) & +15 s Loy
' (=1 do c)t O(Lpity - +vy Lpey) Aty - bn)-

n=1 p={
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Or la derniére intégrale est nulle, car nous avons déja, dans ladémon-
stration de la formule (5,2), prouvé (*) 'identité

m

N (1) p—1) d xyity -, ‘Tn»l)__
()t =l =o.

) 0y O(lpans s Ept)

p=1

Quant & I'avant-derniére intégrale (6,4), en sommant par rapport a p,
on trouve zéro si g == n, et

-J

<D

A

Zm JapP Jdx,
dl',; ()0( ((‘Ll: 1'1’//1)
n==1

si ¢ = n, ce qui détruit la seconde intégrale (6,2).
Nous avons donc finalement

! e )
(6,5)  Fla)= [ (—)-I"“(/(‘ZI.’]~‘;(’Q. ceen )

Jy, 02 ]
m
n--1)
) ox
) (m—1)(n—1 " P .
—k»b/g Y (= 1)tm—=ti(n )7;;— ALty ooy Ly

n=1

le sens d'intégration sur S étant le sens associé au sens (z,, 4., ..., z,,)
de D.

7. Déripation d’une tntegrale quelconque. — Passons au cas général,
ot 'ordre de I'intégrale est quelconque. Soit

m
N f— ) 3 o PO o ,
<7’l) l<(7‘) - [ “11,1‘.-‘“-.2,,"\11#:,...,Z,.(J'l; Loy ooy Ty &) d(xz,» Lgyn ooy -’1,,)7
Jy

la sommation ¢lant étendue & toutes les combinaisons («,, o, ..., «,)
des entiers 1, 2, ..., m. La multiplicité S d’intégration et sa fronticre (;
dépendent de . Les fonctions A, el leurs dérivées premiéres sont
continues. )

Supposons qu’il soit possible d’exprimer les coordonnées w,,
2,y ..., x,, d'un point de S en fonctions -continues, ainsi que leurs
dérivées partielles jusqu’au second ordre, de p paramétres ¢, Z,, ..., ¢,
et de o, de facon. qu’apres le changement de variables il soit possible
d’appliquer la formule (6,5); le sens choisi sur S est supposé étre le

(') Avec une autre notation.
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Sens (g, £y ooy, ). SolENE S' le domaine de variation de (4, 1y, ...,2,),
" sa frontiére.

Pour abréger, nous désignerons par X, une sommation étendue a
toutes les combinaisons (2, ,, ..., a,) des entiers 1,2, ..., mpris
pap.

Faisons le changement de variables :

P O Zgyy ey )
I’(x‘::"'[_.\‘ —_— Pl ).
) ~|vs. ey ()(llw L [[,) 1 ]r)

Appliquons la formule (6,5)

N [0,
(9) Flay=2 [ Detdin, )

1 o8

A A ()‘r
S
'S 4 dr/l ()a *
n-=
Dy
+ / ® I}”ﬂ ()<r°“ e B TG0 "r“"""""a“’) {(Ly,0enl
) = A{lyyeenyl
J % ALy, ooy ty) (Gtrerrty)

Nl
m

X )t )
'2.‘(“"‘)" e “ . l(‘mh ey lny)

noq

(p— 1,
+f

by 3, - Py )
= désigne la dérivée de ¢, par rapport s a, en supposant ¢, ..., 4,
exprimées sur C, en fonctions de p — 1 paramotres 2 domaine de

variation fixe, et de o. De méme nous poserons, sur (;,

. p
0x, 0y, 0[,, (hu
- a1) ,;._':Z + - n=ty9, ... m).
(7.21) oo ol 2 dz ( ! )
=1

La troisiéme intégrale de (7,2), intégrée par parties, devient

(=1 4 7]
(-.22) (_, (p=1)(ntq)-+(p=1)(g-1) ‘)x“n‘)(‘”anw-"vxa,._‘)
vE Aa,.. T —()'T——-——-—-—(l(t,,+,,,,.,l,,.,.,)
5 Y n=1 =t ¢ ( G135 ¢v ey t{/-()
pop

py

—_ \ — (1-1)(1:—/)(_);”_“_5_0_ ()(1“1’4»17"'1‘2‘%—1)' |
]{, 22( 181% q o 30 Au,t, T "H—*——" d(by ooy ty) .

n=tq=t b tq+1)
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Dans la premiére intégrale, effectuons la sommation par rapport a ¢;
dans la seconde, développons la dérivation; I'expression devient

( o=t . X 1) dxry
£ — —1)(n—-1) __¥n P
(7,93)2) o A gy 3 (=P )
! \ ¢ n=t
PP o )
. v v (_ I)rp-n[n-i—q) ()A“u-n,&p ()xdu da’"d(x“n-}—i"“’xan—i)d(li‘
, e eed 0z, 0o Oby  O(lystyeees by '
n=1 g=1 r=1
A 0ze. 0 O(Taes +e ey Ta,_)
*‘/ N N (—pe-newiap, 2w 2 wend 2100 Fnmtl
Jy - i % 00 Oly 0 (Lyaty oeny L)
) n=1 g=1

La troisiéme intégrale est nulle, comme la troisieme intégrale (6,4).
Dans la seconde, elfectuons la sommation par rapport & ¢ : nous
trouvons zéro si r est I'un des' nombres o, ..., «,,, et, dans le cas
olt 7 n’est aucun de ces nombres,

i P
(7,24) — 2 E’(_ ,((p-—l)(n—l)+p-—n
/

S ()x“p +1 do
n==1

L dx
BB B (g ey Ty )y

ou P'on a appelé «,,, ce qui était nommé r, de sorte que (z,_ , ...,
x,, ) désigne maintenant ce qu'on obtient en permutant circulaire-
ment les p-+1 variables z,, ..., %, ., de facon & amener «,, au
premier rang, et en supprimant z, de I'arrangement obtenu : on est
averti de cette nouvelle signification par I'ordre de I'intégrale, qui
est p. I’ est une sommation par rapport a I'entier «,,,, qui ne peut
recevoir aucune des valeurs o,.,,..., o, . Si I'on donne & o,, la
valeur «,, on remarquera que

d('xan-i-ﬁ ‘:" a..-q) = ('- [)p—~ll+(ll~1)(n——1) d(xoh’ s x“ﬂ):

etque, parsuite, lestermes obtenus détruisentlestermes de la seconde
intégrale (7,2) o n'aurait'une des valeurs «,, ..., e,. Ainsi nous sup-
poserons a,, ..., 4, distincts. Pour éviter 'ambiguité, nous désigne-
rons par @3, ..., B,,, une combinaison quelconque des entiers 1,2, ...,
m, pris p+1 4 p+1, et par X, une somme étendue 2 ces combi-
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naisons. Nous trouvons ainsi

"
(7.3) F(a)= 2[ Md(%,...,%)
1v' s

)p +1 P+t
‘/ 2 (— )pn r;;ﬂ Brs Z (— )11(1 ﬁq d(xﬁ,H.n .Z‘gq_,)
> n=1 g=1
L p oz
3 Ay X 0 o )
n=1

o 4

(=) d(Zay ooy Zy,) . ot
TS AR —q (12— n .
X [ A G B e G d ()

dans la seconde intégrale, les termes ol ¢ =n proviennent de la
seconde intégrale (7, 2).

Nous allons maintenant transformer la derniére intégrale de cette
formule. En changeant n en ¢, ct en mettant en évidence les dérivées
par rapport az,, elle devient

(7,31) 2 ]

ou bien.

V(= H

y

V]
~ . ot, dxq, 0(x ceos Lo, )
1,,.,,,&, Z Z —1 1/;-—];01&—[,_\_’{ ° Cppoer * ) ] d i e [
& ( ) oot ()[,/ ()(t,/_H, s tq—i) (’/-H: 7 l);

n=1 g=1

L

¥ Y4

(p—1)
3 oL, O0zy, 0(x T
(7!‘72) 21>/(; Adn...,a,. 2‘ E > —I) p=1)n—1) 7" 0L, Gn ( Opg) * 00 T On ey ) d(tq-H:'“J [q——-l)}

oo L, 0(t,,4_1, e bgey)

nz=1 ¢ =1 r=i

car si, dans cette dernicre expression, on effectue la sommation par
rapport & n, on trouve zéro sir=~g¢; et, pour r =g, on retrouve
lexpression (7,31). Dans (7,32), effectuons la sommation par
rapport a ¢; cela devient

7

(/f—ﬂ ”
ot,
333 X [ My 3 D Zr e ),
1ve r

n=1 r=t

En groupant cette valeur de la derniére intégrale (7,3) avec la
troisiéme intégrale de la méme formule, nous obtenons le résultat
Ann. Ee. Norm., (3, XLII. — Javier 1926, 3
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définitif
2l
) Fl= Y | ‘M“(; """ 2 d(y,. e )
S
S 5 oux
w3 [ e Bl 3 (i Sl 0,
- n=l q=1
~ ( B /B.L' .
f—‘\d f Aab_,_,% 2‘(——1)'/""“"—"—65—" A( Ly, 1y ovey Ty, )
1Yo n=l

Si'on était parti d’une intégrale simple
n

F(a)= }:/ M@y, oy @y o) dasy,
—)

L étant une courbe dépendant de «, ainsi que ses extrémités M et N,
les mémes calculs auraient donné (*)

(7,6) F' (o) = E/QL,U,

h=1

N (AL 9N (I, OFy g
+ﬂf <0*1’u. oz )\ T “0 ‘“"‘)

la seconde sommation étant étendue aux combinaisons 7, 1, des
entiers 1,2, ..., m, pris deux i deux. .

La formule (7,4) suppose en réalité, 4 cause de hypothese faite
dans la démonstration de la formule (6,5), que @, ., ..., 7, sont
exprimables en fonctions continues, de « et de p parametres ¢,
lyy <oy L, dont le domaine de vartation soit indépendant de o. Mais le
mode de démonstration adopté nous permet d’élargir cette hypothese,
en I'¢largissant seulement pour (6,5).

Remarquons d’abord que, pour la formule (7,6), c’est-a-dire
pour p=r1, il n'y a pas de difficulté. Nous allons donc supposer la
formule (7,4) vraie pour les intégrales d’ordre p — 1; nous allons

(M) Voir Goursat, Cours d'Analyse, t. I, 3¢ édition, p. 644 et suiv.
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voir qu’elle le sera pour celles d'ordre p, indépendamment de
I'hypothese pi‘écédente. I suffit, pour cela, d’établir la formule (6, 5).

Orsoit Q(y, ..., @,; 2) une fonction telle que

00 (24, ..., xzp; @)
oz,

=P(x,. ..., z,; a);

Q s’obtient par une intégration. Alors la fonetion F(a) de (6,1), ou
nous changeons m en p, devient

W p=1)
Fla)= / Q(ry oo vy a)d(zy, ..y ap).

(S

Mais la formule (7,%) est, par hypothése, applicable a cette dernivre
intégrale, d’ott

(p—1)
F(U): \/Q\ ’5‘-(1( Loy wvis Z,,Z)
P90 « )
9NN ip=1)in—1) 9% n .
™ «[ Dz, -l( 1) dou A Zuety vors T

n=i

car la frontiére S de D n’a pas de fronticre; cela équivaut a la
formule (6,5), comme on le voit en appliquant la formule de (xl‘(‘(‘l] a
la premiére intégrale.

II. — Domaine complexe.

8. Muluplicité a p parametres. — Les équations
(8,1) a== [0 (lyy Loy o ooy Lp) (==1,2, ..., m),

ol les f, sont des fonctions complexes des variables récllest,, ¢,, .. .,
¢, définissent une multiplicité & p dimensions dans T'espace com-
plexe (5, 54, «ovp Sp)-
Les sens sur cette multiplicité se deﬁnlbbont comme dans le domaine
réel. -
Les sens associés sur une multiplicité et sur sa frontiére se définis-
sent également comme dans le domaine réel; il suffit de décom-
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poser z,, ..., 5, en leurs parties réelles et imaginaires pour voir que

ce sont les mémes notions.

9. Intégrale. — Par définition
(P
f }-'1[,“.,1’_, AZ,,....OLP (:'19‘523 LR | snz) d(zl,a ] le)
S

f:lll < A d(Sll, ey Zzp) d([ ¢ )
== Gy, Oy R S e — Ty »
” &y, oc, %Xy 7, d(t“ e [’)) bl » Y'pls

toujours comme dans le domaine réel, et avec Ies mémes conventions.

10. Formules de Green et de Stokes. — Pour établir que ces formules
s’étendent au domaine complexe, il suffit d’établir le cas particulier
suivant :

(p—1)
(10,1) f A, evoy 3m)d(5yy - ooy S5pe)
c

A (3, ..., 3,) étant une fonction holomorphe.
Or soient
S = &g+ i)’oc (=1, 2, m),

A;‘B(xiy -~','/L‘/n;_:yl7 --~7.ym)+ic(‘xh "'1xlll;),l7 --41ym)7

Zy, Voo B, G étant réels. On a

{(p—1)
(10,2) / Ad(sy, ..., 8p-1)
G

Ry = rir+1)

(p—1)
— S (_ T per—t .
=3 (—1) p=r f Ad(xh’, ey Zhys Vi ov oy y/l.',__"_i)’
G

la sommation X, étant ¢tendue & toutes les combinaisons 4,, A,, ..., A,
des entiers 1, 2, ..., p —1 de facon que

h<<hy<<...<h,;
r peut varier de zéro 2 p — 1. Les entiers

ki <ky<<...<kp_py
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sont les autres entiers de la suite 1, 2, ..., p — 1. Appliquons la
formule de Stokes au second membre de la relation (10,2); cette
application est légitime, car, en décomposant A en B + iC, nous avons
au second membre une combinaison linéaire d’intégrales réelles;
nous obtenons

rir+1

Dyt +/x,—__. —
(10,3) = (—1) 2T e
o 9 (B +iC)
[f 2& Jr Z(JE/,” s X YVigy ey y/r,,_,-_,;xn)
n
n=1
(py m d(B+ C)
I
+£ Z -———-———dyn A(Zpy ooy iy Vi - ooy Vi J— ,,)]
n=—=1

Si nous effectuons d’abord la sommation ¥,, en laissant n fixe, et en
tenant compte de U'identité d’analyticité

I(B+iC) _  I(B+iC)__ dA
oz, 0Yn 03,

nous constatons que l’expression (10,3) n’est autre que
< 7oA
(——-1)1)~12/ ER Ad(5¢, ooy Bpey Bn)e
n=1 8
Les termes correspondant aux valeurs 1,2, ..., p —1 de n sont
donc nuls; et nous avons I'identité annoncée (10,1).
I suit de la que la formule de Stokes (5,2) peut se transporter sans
modification au domaine complexe :

Alp—1) .
('0)4) / ‘}:3’-;,-‘-,05,:_1 Ba,,...,oc,,_,<~""n Sa2, -"yzm) d(sz,; cety 57.,,._‘>
C

7 0B, o
— ' - — Jode g5 0o vy Ll - -
—f 21““., o%p E/‘(_-I)(p 1 th=1) -‘_——’—__——__ld(“"-"-h-kl’ AR ”'7'11—1)’
S

Zay,

les multiplicités S et C étant prises dans des sens associés, et les
fonctions B, a,_, étant holomorphes.

11. Deérivation. — Considérons tout d’abord la fonection

cAlmy
(11,1) F(a)zf P (51, - om; )50y - Bm)s
S
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ou P est une fonction holomorphe de z,, ..., =, ainsi que sa dérivée
par rapport au paramétre réel «; P est en outre fonction continue de
Zyy -+ ey S . La multiplicité S d'intégration et sa fronti¢re C dépen-
dent de & : 5,, 3., ..., 5, sOnt, sur S, des fonctions continues, et i déri-
vées continues jusquau second ordre, de « et de m parametres réels,
£y Loy «-v, L. Soient S’ le domaine de variation de z,, ¢,, ..., ¢, et '
sa frontiére. Sur C’, on admet que ¢, 2,,..., ¢, peuvent étre exprimés
en fonctions de « et de m — 1 paramétres réels & domaine de variation

o

M ’ O[u, L R ’ . .
indépendant de a; <= désignera la dérivée partielle prise dans ces

conditions: de plus

m

3z, 03, 0, 05,
oo oty bor  da
p=1
Si
:lz:xrz+iylz (n:I, Dy ey m),

x, et y, étant réels, on posera
P:Q(‘TJU ey xnl;.},la iy ym; DC) -+ Z.R(.'):'“ ey Eom3 Vs ees Yo o;)_

Soit (A, ..., ) une combinaison quelconque des entiers 1, 2,
m, rangés par ordre de grandeurs croissantes

h<<h<<...<h, (oSrim),
et soient £,, £,, ..., £, les autres entiers 1, 2, ..., m,

. ky<<ky<<...<km_p
Alors

L Y r{r+1)
(11,2) F(d):}:1(-——[)l‘+ i 2 ym—r

(m)
X/ (Q+ IR)Yd(zny - .nn @, Yies oo s YVimer)s
3

la sommation X, étant étendue & toutes les combinaisons (4,, ..., 4,),
Lesecond membre étant une combinaison linéaire d’intégrales réelles,

~nous pouvons appliquer la formule (7,4), en y remplaoant metp
respectivement par 2m et m.

Tout d’abord, la quantité sous le second signe fest nulle. En effet,
il y figure une combinaison p+1 & p+4+1 (ici m+1 4 m~+1) des
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entiers 1, 2, ..., m(ici 1, 2, ..., 2m). Comme 5,, z,, ..., 5, doivent
tous figurer, soit par leur partic réelle, soit par leur partie imaginaire,
dans la combinaison de variables obtenue, il en résulte qu'une et une
seule de ces variables complexes figure & la fois par sa partie réelle
et par sa partie imaginaire. Il suffit de voir ce qui se passe si cette
variable est z, : le terme correspondant est nul. En elfet, soit

(LZ,‘“ Lhyy ovon Lhys Yis Y o« - o )'/.',,,,__,.)

notre combinaison de 72 + 1 variables réelles. La fonction

S (1 OABursy B
2 —1 —_—
) dy

P

de la formule (7,4), devient ici

P O R Gl I 258
(—‘,)Illr/l._ B 3 ["”’ ,__H()((L-‘]—lll)

dx,

. 7
D e A B e B S

(1) T e 20

ce qui n’est autre, & un facteur pres, que

L0(Q+IR)  9(Q+(R)
z —_—
()(L" ()‘}/1

qui est nul.
La formule (7,4) donne donc

W (11 -

. opP
Flay=[ S d .. o

< ?

: . I 7 1) (=1
: e == > s st o
+-‘I(~—') e l/ r("h cees Sy %)
e
,” .

K v (——I)("‘_“i(”_”"'(’” “n)(n-—1j

/

_n=1
Ny
0xy,
-
74
7 -1

- Z (__ IV)(nt—l)(/H/'—I)-{-{m—/z —r)(ndr-1)

n=1

P C{(J,’»‘/“, D] "U/x“_,v xyp, R ERILEE ) “C/I,»; _}’/m LI} .)’lr,,.-~r)

0¥
> —-——'6 - d(x/,], oy Lhey Yy vooy Yhooos Yeygrs =+ on Vi )
%
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ou bien
ym) P
(II,S) F,((Z):f Q—d(*’"h RS S,,,)
s Oa

hocten o rir+1 (m'—1)

N 14 r= . .

+}‘1(— 1) 2 l"l-’f P(Sh caey B @)
¢ -

O.Z'[, . B
Z ( n L= d(x/m voey Lhyyy Lhoyys v s Lhs Vi oo o .}/A‘m—r)

n=1
me—r
6)’[.
— 3 .
+Z (=)= 5 2d(Zhyy o 33 Ve oo or Yness Yiinass =+ o0 Yeer)
o
n=1

Or, on peut vérifier que ceci se réduit &
(m)
oP
(“74) F'((Z)"‘ f ""‘d(“‘h RS ~"'m)
m—1) m '
Oa
+f P 2 )(’”—1) (s 1) - d("’lH'l’ Ty 511—«1)'

(Vest la formule (6,5), qui se trouve ainsi transportée dans le
domaine complexe.

D’aprés le mode de démonstration de la formule (7,4). nous
pouvons affirmer immédiatement que si, dans

(P)
(11,5) F(a)=2, Aa,,ag,...,a,,(sn Soy vvey S O) d(:a,, cey Za.,,),
3

5y, 54y .-+, 5, sont fonctions de « et fonctions holomorphes de p para-
métres complexes u,, u,, ..., u,, qui sont eux-mémes fonctions de «

et de p parameétres réels z,, ¢,, ..., ¢,, on aura

P oA
(11,6) F(o)= Zf S Sy o B

p1

2]
OAB B 938,
f Z(-—u f‘ z(-—x V/Td(ge‘m, ey 3B,)

=1

p—1) 4 oz
3 — —1) (n=1) 2% J( - -
+3, f Aa,,...,%}_‘m OO d (s, s, ),
C

n=1

ou, autrement dit, la formule (7, 4) est applicable.
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Mais si I'on introduitles variables réellesx,, ..., @,, ¥ -+ Yu»r 0N
voit que les coefficients de

dzy.  dyn Sy A
-2 7 ~_ 7 .2
do do oo dot
sous les deux derniéres intégrales, ne dépendent pas du fait que
5,y ..., 3, sont ou non des fonctions de ¢,, ..., ¢, de la nature indi-
quée. La formule (11,6) est donc vraie quelle que soit la facon
dont =z, ..., 5, dépendentde « et de ¢,, ..., ¢, (pourvu qu’il y ait
des dérivées continues jusqu’au second ordre).
Le cas ou la multiplicité S est tracée sur une multiplicité analytique

indépendante de o, c’est-d-dire le cas ou
(r1,7) Sp== 3, (U, Ugy ooy Uy) (n=1,2,...,m),

les z, ¢tant holomorphes, et u,, u,, ..., u, étant des variables com-
plexes, offre un intéret particulier : la seconde intégrale de la for-
mule (11,0) est identiquement nulle.

Si c’est la fronticre C qui est tracée sur une multiplicité analytique
a p — 1 paramétres indépendante de «,

(11,8) Sa=5, (ty, Uy, ..., Up_y) (n=1,2, ..., m),

les =z, ¢tant des fonctions holomorphes des variables complexesu,, ...,
u, ,, la trousiéme intégrale de la formule (11,6) est identiguement nulle.

Si donc les A, . ne dépendent pas de o et si la multiplicité
d’intégration se déforme en restant sur une méme multiplicité ana-
Iytique (r1,7), pendant que sa frontiére reste sur une méme multipli-
cité analytique (11,8), lintégrale (11,4) ne change pas, a moins que
des singularités n’interviennent (*).

(1) Ceci peut permettre de définir des fonctions a aide d’intégrales multiples. Soient
» I

par exemple f(x, ¥, 5) = o0 unec surface algébrique, et Flx, y,2)d(z, y) une
intégrale attachée a la surface. Soit une famille de courbes algébriques C tracées sur
la surface, et dépendant d'un ou de plusieurs parameétres =z, §, .... Si l'on étend
I'intégrale & une multiplicité ayant pour frontiére, d’une part un circuit fermé tracé
sur une courbe fixe Cy, d’autre part un circuit fermé tracé sur la courbe mobile C,
I'intégrale sera fonction des paramétres de C. Cette fonction est définie a des périvees
prés, dépendant du genre des courbes C, des propriéués d'analysis situs de la surface
et des singularités de I,

dnn. Ee. Norm., (3), XLIL — Jasvier 1926, 4
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1II. — Quelques intégrales étendues & une hypersphére ou a son contour (').
12. Soit tout d’abord & calculer
(12,1) T,,,::[l '.v'-;l’d(a’l, Loy ooy L)y

étendue i hypersphére

2 2 2
Ty +'T2 BRI it Ry e

p ¢tant entier, positif ou nul. Le résultat, pour p = o tout au moins,
est connu (*); dans la suite nous aurons aussi besoin du rdsultat
pour p =1. '

Tout d’abord une homothétie prouve que

(I2,2) Im:Anz 7-”1+2/)}

A, étant indépendant de 7. D’autre part, on peut écrire

"y (rm—2;
(12,21) I, ___/ [f 23 d(axy, T2y .., .’L’,,,__;_,)-l A(Zpmery i)y
. .

Pintégration d'ordre me — 2 étant étendue au domaine
2t Xt Ak St — k| — 2l
et 'intégration double, au domaine
a4 axd Dok

Ceci donne

meA-2p—2

W N
('2’ 27‘) . [m:Am-—-'J / ('"2—-’1/'2—.)’5) : d(.fl', ,y)ﬂ

'intégrale étant étendue au cercle de centre O et de rayon 7. Posons

x = pcosh, y=psinf (pZo,0Z0<<am);

(1) Nous rassemblons ici quelques résultats dont les démonstrations interrompraient
trop ce qui suivra.

(2) Voir Goursat, Cours d’Analyse, t. I, 3¢ édition, p. 392, exercice 5. Ges inté—
grales peuvent aussi se ramener aux intégrales de Dirichlet, en prenant comme
variables z3, #3, ..., 27,
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il vient

” Ry ]
Ly 2 2 2
[/11*—2“-‘\111-2f (’ — %) Pdgo’
o

d’ott
- 9OT
—_ A, _..
T e ap TR
Donc
ﬂ
(12,23) I, = - G pm+2p,

C ayant au plus deux valeurs distinctes, 'une pour » tmpair, 'autre
pour rm pair. Mais, en prenant successivement m =1 et m==2, on
trouve la méme valeur pour C,

r </)+ 3) l‘< + '> '
> ) . g .
(12,24) C = 2 2 - ! 2/ 1.3 . (ap—1) (:),/)‘)“!'
” VT 2p 41 \/E - o0 T pl
Ainsi
(12,3) I/n —— ((]')l 7 - poE2p

T op p!

o

,(m e
(= -+p- )
~ (Cest le résultat cherché.
On peut en déduire, & 'aide d’une substitution orthogonale sur les
v:'wiables d’intégration, que

o« (1)

/ (a,z; ...+ a,,,:‘z:,,,)ﬁl‘ vy, oy ) = (df - @),

Pintégrale étant ¢tendue au meéme domaine, et a,, ..., «, clant des
constantes. Une identification immédiate conduit alors au résultat
suivant:

D)
9y a2 f 2% . Lo
(12,4) [ XA IAD i d (X, o L)
.
"
- ' oY 7 .
(2l (2p)l (2! 7 ity
- 2rol G101 ’

r(= 41
Fr)

Pintégrale étant toujours étendue au méme domaine, et «, 3, ..., A
étant des entiers positifs ou nuls, de somme 2p.
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13. Mesure du contour. — Soit & calculer I'intégrale

(m—1)
(13,1) S, r"‘—‘:/ \/.‘de(;vpﬂ, cey Zpey)? (p=1,2,..., m),

étendue 2
27+ L:: Az, = R

la notation (,,,, ..., x,,) ayant le méme sens que la notation
analogue au n° 5: Il est évident que S, est indépendant de r.
Partons de

d(xy, ..., xy) = ——— 71",

et transformons le premier membre. Soient £, £,, ..., £, m fonctions
de m — 1 paramétres A,, A,, ..., A,_,, lies par la relation
. , B3 8. B =1

Posons

x,=pé, (p=1x,2,...,m);
les «, sont ainsi fonctions de p et des m — 1 paramétres A,. On a la
relation symbolique
A(Zyy ooy i)
:P”‘d(ih cey gm) -+ Pm—1 E’a(—" I)a.—[ £0¢ d(P7 51! M 'éd—'h £d+1: AR gm) .
Mais il est évident que

s d(z;, ..qim):O.
D’autre part

21('— l)l_l Q-/ ‘l(P':’;h RS ‘Exun £a+1~ ceey 5,)1)

d((ﬁ 7“1) ey 7‘-/11-—1)

O F=1 o E_nz
I 8] e (6]
0% b — T
I (77—1 5%22- R \/ymtfl(ga+1, ---7£a—1)J2
) A = ot = 3 b
1 ! d(hy, o oey hey)
(s} ac:l “e '———()Em
d)\m -1 d7\m—-1

comme on le voit immédiatement en élevant le déterminant au carré
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par le procédé ordinaire, et en transformant le résultat.par une for-
mule connue. Ceci permet d’éerire

(m) r’ fm— 1
d — m—1 N = 5 Sm re
(‘xh "-7xm)—' P \/-'ocd(‘g.‘l,+l: e ey éa-x)‘dP:'—’”T"
0

d’ou
(13,2) S,,l::'————-
Tel est le résultat cherché.

14. Auwtresintégrales. — Considérons I'intégrale

(me—1) ~
(14,1) 12[ f(J"nL) \/E‘P d(‘”/)-!—lv ceey Zp—g)?

étendue a

R —_—
X, ;=1 (p=1x,2, ..., m).

Soient £,,%,, ..., %, m — 1 fonctions de m — 2 parameétres i, ...,
sy telles que

ne-—1

Y r2
2=
p==1
Posons ‘
x, =&,sinf (p=1,2, ..., m—r1),

€, == c0s 0,
050" m.

Les coordonnées d’un point de I'hypersphére sont ainsi fonctions
des m—=2 parameétres A,, et de 0. On aura d’abord

d(xlv . wxm—l) - sin"l—" Od(élv st E,-mwl)

. - 3 - ” p P P
-+ Slnm" 20 cosf Lp('—"l)l‘ 1d(9, Gy »+ oy Ep—ts 5,7)4-17 vey Emmt)

==z sin™m~20 cosH \/E,,

(vour le numéro précédent ). Puis

A(Cprtr - Epa) |? . .
_d(/.“ ey /~m,42) d(-}v /l’ 7/111-—-2)

A(Xprry ooy @pmy) = (— 1) st 1 0d (0, Epyy ooy Ept)

(p==1,2, ..., m—1).
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Ceci permet d’éerire

' A=Y
1:/ sinm—-za/'(cosa)f VS A S B db,

vy 2

ou
m—1

27 ? /
ny—1
- Jo
*(=)
15. Application. — Proposons-nous de trouver une limite supérieure
de

(m—1j i
(15,1) I = [ PN YA (2 e, Ty,

o/

(14,2) = sin”=2§ f(cosh)dh.

étendue a

.\:p ‘l.‘;") = RR?,

r étant la distance point (e, ..., 2, ) 4 un point A intérieur a Uhyper-
sphére; / cst une constante. :
Par une substitution orthogonale, nous amenons A & la position

a S
9, 0, "'70"ﬁ (f):§:a<l)'

L’homogénéité montre que I'intégrale est le produit de R par une
fonction de a; ceci nous permet de faire R = 1. Nous sommes ramenés
au calcul précédent, avec '

m -

f("’-"m) =(—2axy+ ) i,

| _°% 2 ‘/'Z sin”20 dfj
- ) —— 11+ 1
r m 1 \ o 2
o

(1—o2acoslt+a?) *

de sorte que

Posons.
tangg =,
2
nous obtenons

m-—1
w

omaqmq 2 o l tm—?’ di .

[ m—1 : mo ko2 m+ i’
1( P )“‘ (r+¢) * [(1—a)+(1+a)e?] *
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dot, st —1 << AZm — 2,

10— 1
2
oMl 2

m=2 Ay

A

n: -l

o [ 10— 1 ] mih
—l< 5 ) O [(r—a) 4+ (1+ a) 2] ®

Soit

nous obtenons

ne—1

- gm+l g 2 = w2 du
= m—1 wih
l‘(- _)(I—.L(()’“”’(I-——ﬂ)/”‘ O (1 w?) ®

n -1

:
.2

3

oM+l T2 Chid wm—2du

Y P — m i
F( = >(1——a)"+'°“ (1+ u?) ?

ou
A
(1 — a)* ?

TAN

(15,2) I:

A ne dépendant que de m et de /4.
Si A>m — 2, on remarque que

14 ¢ , T

“

(G—aY+(+a)yr=(1—a)?

ce qui conduit &

m—A1

1< oMl 2 /" tm=2 ¢
| = . —,
TP amap ek AT

2

et, en passant & la variable d’intégration «, on obtient un résultat de
méme forme que le précédent (15,2), A ne dépendant plus que de m
(et non de ).

Enfin examinons le cas ou 2 = — 1. Nous avons alors

n-=-1

, o MmA1 TL'T f_" tm=2 (¢
—_— K
nm—1 m-—1 m—-1
r ( __> 0 :

2 () [(1—a)y+ (1+a) ]
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n—1

x

dt

I 2IIl+l s 2 1
< m—1i m—2 m—1 ’

5 (1+a) * (1+2) * Ji—a)yX+(G+a)e

ou

n—1

[ 20T i /“ dt %_/“” de
. 1,(172-—1) m_2 o \/(l—(()2+(1+a)2l'2 n—1

- (1+a) ? U(+a) t(ie) T

¢'est-a-dire
m—1 m—1

2

[ 2R e 4 4 an+ig 2 T dt
< m—1 Si—a m—r1\ J m—i’
F( ) "= L+ )

ou enfin

(15,3) [<7log—&

)
I—a

w étant un nombre quelconque supérieur & un, et A dépendant de m
et de p.

CHAPITRE 1.

EQUATIONS LINEAIRES.

I. — Recherche d'une solution particuliére dans le domaine réel.

1. Soit I'équation

r . 0%u . ou
(1,1) () “—“La,ﬁaa.@m +2abu—x—“ +eu=f (=1, 2, ..., m),
la sommation X, 4 étant étendue & tous les arrangements avec répéti-
tion des entiers 1, 2, ..., m; cette sommation comprend done m? termes.
Les a3, b,, ¢, / sont des fonctions continues données de z,, z,, ..
Z,,, &1

°9

aa‘g: a‘g,a.
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Nous supposons d’abord que ces fonctions sont réelles, et que I'équa-
tion est de type elliptique dans un domaine D réel, limité par une sur-
face S, c’est-d-dire que, dans D, la forme quadratique en X,,
X,y .oos X,

(1,2) 2y paasXaXg

est définie. Nous ferons en sorte (ue cette forme soit définie positive,
et que son discriminant soit wn; s’il n’en est pas ainsi, il suffit de mul-
tiplier les deux membres de I'équation par une fonction convenable
pour &tre ramené a ce cas.

2. Cela étant, nous cherchons d’abord une solution particuliére de
Péquation (1,1). Soit

(271) ”(wh veny Ly s Ayy uney “m) ::a.BAa,ﬁ(an veey (Z,,,) (xf/._aa) (-rﬁ’_aﬁ)J

les A, 4 étant les coefficients de la forme adjointe & (1,2); si nous
n’avions pas pris le discriminant de cette derniere égal & un, nous
aurions du, dans (2,1), diviser les A, , par cc discriminant.

Nous désignerons par X le pomnt (x,, ..., x,), par A le point
(ay, ..., a,), et nous écrirons souvent H(X, A) le premier membre
de (2,1); et nous ferons de mnéme pour les autres fonctions des mémes
variables. '

La solution que nous cherchons sera de laforme (")

(2,2) ll(X):/ o(A) d(ay, .--,am),
D

m—2

H T (X, A)
ot ¢(A) est une fonction & déterminer. On suppose ici
m> 2.

Formons §(u). L’intégrale du second membre de (2,2) est conver-
genle si ¢ est une fonction bornée. Dans la méme hypothése, ses déri-
vées partielles du premier ordre s’obtiennent en dérivant sous le

(1) Cet ariilice est puisé dans le travail cité de M. E.-E. Levi.
Ann. Ee. Norm., (3), XLIII, — Fiyrier 1926, 5
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)
d(ah RS ) ‘:’uz)a

o :
(2.0 S T (— 2 )
e Iy

Jdu / e 2 AL v (A) (ay— ay

HE(X, A)

car il y a convergence uniforme.
Passons aux dérivées secondes. Partageons D en deux régions D’

’

et D7, séparées par une surface S'; on suppose que D” contient le
point (@, 2, ..., &,). On aura :

2

d*u o 0? =
; = ) —— 2 (X, A)|d
(3,51) [T il o n]ace, a

0zq dry

<y
Sl 2oA (A (ry— ay
““("I"’“z)()x, / V(A)'—. "AE" )( ; ‘)d(”h "',ﬂu!)'
g (X, A)

Pour transformer le second terme, et pour montrer méme que la déri-
vation indiquée est possible, nous supposons d’abord que les a, 45 ont
des dérivées partielles du premier ordre continues; en outre, que ¢(\)
est continu, et a ses derivées partielles du premier ordre continues. Alors
nous pourrons ¢éerire

J | = ’ o | A5 '
2,3 — |11 2 (X =—-——|H0 ?* (X,A
(2,32) Org - (\7A),l ()(l1|’l (X, A)
m—ay JAys (wy— ay) (w3 — az)
T2 TV 9ay o ’
_ : HZ(X, A)
Donc
(2,33 ('/I”v(‘»\)illvli-—#(x A)vldw ey )
Sl | o \ dxa - ) 1 ¥ ? 1223
E— p(A) J ‘HT(\,;\)I([((J‘, ce )
~pr Qo i
i Ay 3 ()A ,,( —a ) (ws —
_m 2] o(A) 2y s day,o (2 my)(to a&)d((t,, ),
" “ T HE(X, A)

La seconde intégrale du second membre se dérive immédiatement

sous le sigm\/. La premiére intégrale devient, par intégration par
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parties,

2—m

im—1]
— (= I)(m——l)(:\l--*i)\/ e(A)H *

8
AL} , 22
+j AV g7 (x, A) d(ay, |

da L] anz)s
" %

(X, A)d(ay., ..

A ax—i)

Iintégrale sur S’ étant prise dans le sens associé au sens (a,, ..., a,,)

de D”. Or ces deux intégrales se dérivent sous le signe / Nous trou-

vons ainsi

(0) fw= [
1

/,

vy
mj

[...]d(ay,

2—~m 7]

w(A):f[H 2 (X,A)Jf/(a,,

b a/" )

Wim—1 2—m

cees Am);
G

0{A) 2, g(—r1)tm=1(E1) (Il‘ﬁ(X)b%E[HT( X, A‘),I Ay vy Aaes)

I’expression de-la fonction qui est intégrée dans D”n’importe pas pour

la suite.

Faisons endre D" vers zéro dans toutes ses dimensions, le point X

restant & son intérieur. Il est évident que la troisieme

intégrale tend

vers zéro. Nous allons montrer que la premicee intégrale tend vers

une limite, c’est-a-dire que

2= m

H 2 (X, A)] d(ay, ..

(mj B
f v (AT
D

est convergente. En effet

*? (IIII)

—_— 2 (N, A)=—(m—2)A, gAY (X, A
g T (A = = ) A I A)
4 m(m—2) 258, (A)
p%e Aﬁqa(_t\.) (y—ay) (15— az) 1
done
2—/m
oI (XA T SR
Lu.ﬁﬂa,ﬁ(x)——mr._—%m—z)“ T(X, A) S, pa

m+-2

m4=2

TN, A

z.(i(X)Aa,{i( A)

+m(m—2) H (X, A) }lx‘g,%a (rxvg(X)
X Auy(A)Aps(A) (2y—ay) (2e—az).



36 CEORGES GIRAUD.

Or
8y g(X)Azp(A)=m+...,

<
i, f

les points tenant la place d’une fonction ayant une limitation du pre-
mier ordre par rapport a la distance » des points A et X, quand on
connait des limites supérieures des valeurs absolues des a,, et de
leurs dérivées premiéres. De méme

:z.{i,}'.aaz.ﬁ(x)A:z.*,-'(A)A{ﬂ,a(A) (x}"‘ﬂ\,') (w3— az)
' =Sy Ay (A) (y—ay) (g —a) +. .. = H(X; A) +. ..,

les points tenant la place d’une fonction ayant une limitation du troi-
sieme ordre par rapport a r. Done
2—m

o IIT( X. A ) _ m:-:z ’
—————=H * (X,A)[...
()-Z‘x ()I'.r-g, H ( ? ) [ ]9

Zagax8(X)

le erochet ayant une limitation du troisicme ordre par rapport i r.
Soit maintenant ¢ le minimum dans D des racines s du discriminant
de la forme quadratique en X, X,, ..., X,,

a8 .‘\a,(g(,\')Xl Xg— SEYX:';;

- o est un nombre positif, et

(2,41) H(X, A)zor
Il résulte de la que
T 2—m 7
(2,42) ‘J[H“”(X A)J ’</;r"”+‘,

k dépendant des limites supérieures des valeurs absolues des a, g et de
leurs dérivées premiéres, et d'une limite inférieure de o.

Donc la premiére intégrale du second membre de (2,4) est conver-
gente, et méme uniformément convergente dans D, ce qui prouve
qu’elle représente une fonction continue de X.

[l résulte de 1a que, D” tendant vers zéro dans toutes ses dimen-
sions, la seconde intégrale du second membre de (2,4) tend aussi vers
une limite, dont nous allons chercher une expression. Cette limite
étant bien déterminée, nous pouvons particulariser les surfaces S';
nous allons supposer qu’elles sont homothétiques les unes des autres
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/
par rapport a N. Or, en développant la dérivation, cette intégrale
s’écrit

(,n —_ 2)31 ?» v(__,l)(_m——i)(a—x)

=1
><f v(A)aa s (X)Agy(A) (zy—ay)ll
Q

i

?(X, AVd(asey, ooy any);

sans changer la limite, nous pouvons remplacer la fonction sous le

31gne/ par

car une homothétie de rapport A multiplie la différence entre cette
fonction et 'ancienne par un facteur d’ordre 2 — m par rapport a A,
pendant que I'élément de domaine d’intégration est multiplié par 2”5
Pintégrale de la différence tend donc vers zéro. En effectuant la som-
mation par rapport & B, nous sommes ramenc¢s a trouver la limite de

0(X)axg(X) Mgy (X)H 2(A, X) (2y—ay),

n

dm—=1im
(m——-?.')ﬁz(——l)"""'”“"’”V(X)/ H *(A, X)) (za— @) d{ sy «oey @5y).
”

Prenons pour S’ la multiplicité

H(A, X) =g

Faisons sur les a, — 2, un changement linéaire, & coeflicients indé-
pendants de A, tels que

H(A, X) =024 b2+, ..+ b2,

les b, étant de nouvelles variables; alors

dlay, ..., ay) .
d(bh L] ,bnl) -

Nous sommes ramenés & trouver la limite de

(m—a2)e(X) /™

(2,43) o Lo (=)= (g —ay ) d(Ayagy + o vy @5oy)
m(m—2)e(X) /™
:_____‘._____mu—) (g oy W)
p Jpe

__ mm—2)¢(X) [ " s Do)
- LDy e ey m)

0 ”n
i
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la derniere intégrale étant ¢tendue d une hypersphere de rayon g; or
ce résultat est indépendant de g3 il est égal (Chap. I, n® 12) &

— /n' - o(X).
Ainsi ()
i 2—-m i 2
(2,5) §Flu)y= f e(A)Ys|H * (X A\]fl(ﬂ,. cey (M) - ki o (X).

Ji l(i'-' . 1)
] - 2
SiI'on veut que #(u) = f(X), on a don¢ une équation de Fredholm
pour caleuler ¢(X). Nous verrons plus loin des conditions suffisantes
pour que cette équation admette une solution et une seule.
Nous allons maintenant étudier les propriétés de la fonction u(X)
définie par la relation (2,2), quand on ne suppose pas que ¢(A) a des
dérivées premieres eontinues (?). '

3. Tuiorime. — St ¢(A) est seulement supposé continu, et st X recoit
un déplacement I’amenant en X,, de fagon que la distance g des points X
et X, soit in féricure a un nombre fixe o, plus petit que un, on aura

N du du
(30 ()~ (72),

M étant une limite supérieure de |¢(A)| dans D, et k étant un nombre

Jizce (*).

</;M.ologé>

(1) Nous avons supposé seulement l'existence et la continuité des dérivées pre-
miéres des coefficients ¢y g, au lieu que la marche originale de M. E.-E. Levi suppose
existence et la continuité des dérivées (rodsiémes des ay g ct des dérivées premiéres
des by et de c; de, plus cet auteur remplace (loc. eit., p. 314) le coefficient de ¢(X )
dans la formule (2,5) par la valeur erronée + om—1 z,

(%) Cette étude nous servira plus loin & prouver I'analyticité des solutions des équa-
tions non linéaires.

(#) Dans le cas de deux variables, ce résultat et celui du numéro suivant ont éié
donnés par M. Dint, Sur la méthode des approximations successives pour les équa-
tions aux dérivées partielles du deuxiéme ordre (Acta mathematica, t. 23, 1902,
p- 185-230); voir particuliérement p. 195 et 197. M. HENtik PrrRiNt ( Journal de
Math. pures et appliquées, 6° série, t, 5, 1909, p. 127-223) a donné les conditions
nécessaires et suffisantes pour que le potentiel logarithmique ait des dérivées
secondes.
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Soit 8" une hypersphere de centre X et de rayon 2 g3 soit D" la partie
du domaine D interieure a ', et soit D' la partie restante de D. On
aura, d'apres (2,3),

' CJu ) " du ‘
(3:2) <E,xx—‘(\d‘“)x )

‘ oH T (X, A) oulT(x, ull ,
Jy ((\A)" m—-(‘)—u;;——h -\1— ——(_):'—;_w< x‘(/(.f(p—..,ﬂ,“)
o) \' ) _; - v;m . }
. ) ()ll A) oH (N, A ! )
AT—L/I:" § (A\)( —()’ P .\',M —gm. —‘ x’a’(a,. ey e
- Or
-»:IH I
Wt )
3,21) (‘(:\‘)(Ll-l»» . (X, A—)(ll u,,'...,//,,,)E < My,
( i d.r, |
i S

que 1 soit pris en X ou en X. En ellet, » désignant la distance AX
ou AN,

onE FXA

[ I ~m
—— < N,;r
. ’

N, dépcmlant des limites supérieures des |a, 4|, |b,], |¢|. et du
nombre 5 de_la formule (2,41). Soit C une hypersphére de centre X
(ou X,) et de rayon R. Notre intégrale sera en valeur absolue moindre
que .

i

)
MY, f rmid(ay, oo, @) - MN R day, ..., ty).

i T

St est la mesure de D7, eela fait (caleul analogue a celui du Cha-
pitre I, n° 13)

MN, | 2 R p R

ﬂ_‘-‘(%ff) |

Comme
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la valeur de R qui nous donne la meilleure limitation est donnée par

R — m—1

( 2 )I)l

et elle nous conduit a 'expression (3,21), ot £, est le produit de N,
par une fonction de 7 qu’il est inutile d’écrire.

Ainsi la seconde intégrale de la formule (3,2) est moindre en valeur
absolue que 24, Mp. Passons a la premiére intégrale. On a

2—m 2—m 2—m
[dn“i’(x, A)] o (x, A)] S (Eo— 2s) I T (X, A)]
dél:g; X, du&x X = =pleg P ()Ji'y, dll'-; xr’

£k, ..., %, élant les coordonnées de X,, et X’ étant un point de la
droite XX,, situé entre X et X,. Si 7’ est la distance AX et r la dis-

tance AX,
211 2 (X
[0 n= (X, A)] < Nyriom
. X

dax, dxg
N, dépendant des mémes quantités que N,. Mais, A étant dans D/,
FP>AX —XX'>AX — XX =r—p >-

comme, d’autre part,

ZplEp— g =p"

notre intégrale est moindre que

7

2m\/mMN,p [ remd(ag, o, @)

[ 8T

Soit L, le maximum de la distance de deux points de D; » est tou-
jours compris entre 20 et L,; si 2¢>L,, D’ n’existe donc pas;
si 29 <L,, on a pour l’inlégrale la limite (voir Chap. I, n° 13)

m III,

m by
— T
amriy/m —— ] M'\I pf = amti\/m ————

(%) F<‘5‘>

MN,p log I—J- .
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Alnsi
" du du \
(5.3) l(d‘%c)h (d-l )

et il est facile de remplacer le second membre par une quantité plus
grande qui soit du type de I’énoncé, ou encore par

"

o Mp - 2m+1y/ m—r__ N,/ Mplog Ii—,
Jm 2p
1( ----- >

L
(3,4) ke Mp log =2,

I

i
k, étant une constante; cette dernicre limitation sera valable quel que
soit g inférieur & un nombre fixe inféricur a L,.

4. TuioriMe. — St dans D, ¢ (A) satisfait a la condition de Lipschits
généralisée '
[o(A) —e(X)|<<Nr~ (o< hin),
ott N est constant dans D, et otv r est la distance AX, u(X) a des déripées
secondes continues dans Uintéricur de D).

Soit 8 ane hypersphére de centre X et de rayon g; soit D la partie
de D extérieure 8 7. Ona

(4, 1) U—I;—(}i‘-\—)— = lim w(X),
J& g =0
avec
(1n) P
(4,11) u(\)_.__f (»(A)_{)-H );\ A)(/(a“ ces Wy ).
Or [Chap. 1, (6,5)]
ow(X) _ /’"”’ A PH (X, A)
(4,2) —-3;7—3—-_.‘ 5 ‘(A)wdxg_()xp d(ay, ..., an)
{m—1y ) -)’_Tlﬁ YV
_(...[)(m,-—i)lla—1 [ ()(A)M({(([@_’_“ e 1)’
Jg ar, i i

la derniere intégrale provenant du déplacement de S'; 87 est pris dans
8 1 I
Ann. Ee, Norm., (3), XLIII. — FEVRIER 1926, 3]
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le sens associé au sens (a,, ..., a,) de son intérieur. Ceci peul s’éerire

-
o, ow(X) _ [ oy 02U T (X, A)
RERI] dlf /n' [H_"\»)—‘(X)] dx_xdzl-‘g d(ay, ..., ay)
d=u:'-*—(x, A)
+e(X d oy Em
' ‘(‘\)““, ()»’L;()Z‘lg (ala g a \)
AT (XUA)
m- ~1) (A — ——— g e QGy ).
- — (—1)tm 0if '[ ¢ (A) ar. diagy,, as_y)
Mais
()z[-[:%' Ay m—o —Q—Z dAy % (i.._,:—a..,) E.»r,,;— aa)_dfliT(X,A).
day O - 2 drgk=dy i dag H%’I(X,A) 0-1_‘;4 day

En portant dans (4,21), une intégration par parties donne

o 00 (X) ["m 0? H (X, A)
h3 = —¢(X ————-—-——a’ N
(03 T = = (X ==, - )
— S 0AL 5 (2y— ay) (x3— a3
_n—2 ¢(X) / _—0(1' }:‘ A ()(l‘r'O( i m{)( ° )(l(a“ ey )
Jwo OTa ShE GG RN Ay
(-1 .‘:m
. R oH * (X, \)
- ('-1)""""‘[1“""’(}\)9/: — 0;1 . ([(aw,, s dg o)
(r2-— 1y _'“—_,ﬂ ©

-+ (_,):m.-m@—n)[ [¢(N)—e(A)] ’)”_____E;\_';\._)d(m”“ 1z ).

. E ()T;/ ‘ i I

g

Si nous faisons tendre g vers zéro, les deux premiéres intégrales
tendent uniformément vers les intégrales étendues & D, la troisiéme
intégrale ne change pas, et la derniere tend uniformément vers zéro.

()Zi )tendan t uniformément vers sa limite, celle-ci est la dérivée de
la limite de o (X), c’est-d-dire que
, n) 2 l:'-T,i 4
Loy e (X)L PR (X A)
) G —f ) —o 001 e )
_m—2 o f“"' 2 N ddftzva (xy——:y)(xa——aa) A(as, ) ay)
e HY (X, A)
(m—1) ::‘,‘,i , : .
‘ L LTTUOHTE (X A
— (=)D (B UV(X)‘/\.. __d—;;—_)d(aﬂ*“ ey @)
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Nous voyons de plus sur cette expression que les dérivies secondes
de «(X) sont continues, toujours a cause de P'uniformité de la conver-
gence. Le théorecme est démontré.

5. Calcul de.3(u) dans I’ /ﬂ ‘potheése ot ¢ -\) satisfait a la condition
de Lipschitz. — Dans les expressions de 22 ot de w, on peut rem-
day
placer ¢(A) par
Lo(A) — v (X)] =+ o(X).

) .
La partie de F(w) provenant des parties de ———— T dae 0 ][()unulv (4,%],
g
Jdu L Fye - o
T2 U, ol figure ¢ (A) — ¢ (X) est évidemment
ha

W) Coge—m
[ ) — o)1 7 (X, A,

b

d(ay, ..., 1)

La partie restante de 3(w) est la méme que si ¢(X) était constant,
done dérivables ¢’est done (n° 2)
7

A
- +0(X)

En ajoutant, on retrouve la formule (2,5

A (1) 2em

Tll[ * (X, :\),d(a,, ey ).

6. Cas oum = 2. - Dans le cas ol m == 2, on a a poser
Al
(6,1) w(X) =— / v (A)logH (N, A) d(ay, a,),
<y

et 'on obhtient

o
(6,2)  F(u)=— / o (A) T [logH(N, A) 1 d(ay, ay)— Gmo(ay, ay),
D

pourvu que ¢(A) ait des dérivées premiéres continues, ou au moins
satisfasse 2 une condition de Lipschitz.

Le cas ot m = 2 peut du reste se ramener au cas oum=3. Soit A
un nombre plus petit que les abscisses 2, de tous les points de D et de
sa frontiere. En faisant tourner D autour de la drotte x, = /4, on



44 GEORGES GIRAUD.

obtient un domaine & trois dimensions, sorte de tore si D n’a qu'un
seul contour. Soit o I'angle d'un demi-plan méridien quelconque avec
un demi-plan méridien fixe. Nous pouvons ajouter a I'équation un
terme

9

<

- u
IS

b

2

Q

o

ot A est une fonction positive quelconque (i dérivées premicres con-
tinues) de «,, x,. Nous avons ainsi une ¢quation de type elliptique,
écrite en coordonnées semi-polaires; mais on peut revenir aux coor-
données cartésiennes. Si les valeurs données sur la frontiére sont
indépendantes de g, la solution sera aussi indépendante de ¢, sauf
peut-étre dans les cas ou il y aurait une solution indéterminée : mais
on verra que ces cas seront exclus de nos considérations. On aura
ainsi résolu le probléme de Dirichlet pour I'équation & deux variables
donnée d’abord.

En conséquence, dans la suite, sauf avis contraire, nous ne trai-
terons pas a part le cas ot m = 2. Nous supposerons donc

m: 3.

Quel que soit 7, du reste, on peut I'augmenter par ce procédé. En
particulier, on peut aussi ramener le cas out m =1, c’est-a-dire le cas
des équations différentielles, au cas olt m = 3.

II. — Extension au domaine complexe.

7. Nature des domaines complexes consideérés. — Les considérations
précédentes peuvent s’étendre & certains cas ot D est une multiplicité
complexe & 7/ paramétres réels; nous désignerons encore par S la
frontiére de D. Nous supposerons que les a, 3, b,, ¢, / sont des fonc-
tions holomorphes.

Nous imposerons & D la restriction saivante : si X et A sont deux

points de D, on a
H(X, A) o,

sauf si X et A sont confondus. Nous imposerons en outre & D la con-
dition que, si X et A sont deux points de D, /a partie réelle de H(X,A)
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est positive ou nulle; alors 'argument de H(X, A) sera évidemment une
fonction uniforme de X et de A. 7

Mais comment pourra-t-on satisfaire aux conditions imposéesa D?
Soient x,, a,, A, 5 les parties réelles de @, a,, A, g solent x;, a,, A},
les coefficients de 7 dans les mémes quantités. On a

SopAng(@a— ay) (rz—ag)
=2, 8 A0 (s — ay) (vh — @) — 2y g Ay g (@ — ) (h—ay)
—23, A% g (2y—az) (2g— ap) '
+ (23,3 A0 8 (x0— ay) (2 — a'fg)
+ S p AL g (2 — ay) (wg— ap) — Ty ALs(wr—dy) (g — aj)].
Nous pourrons d’abord nous arranger de facon que, dans D, la forme

quadratique
a5 AL s (xy—ay) (vs—daly),

ol les variables sont les z, — a,, soit définie positive. A cause de
Ihypothese faite sur la forme (1,2), dans une certaine région réelle,
’hypothése actuelle sera satisfaite pourva que I'on ne s’éloigne pas
trop de cctte région réelle.

Soient L et L” des nombres positifs ou nuls tels que

9 o

L= B (2h— al)?,

L=2X, (2% — a%)*.
Soient ¢’ et " des nombres positifs tels que
¢"L"2> X, g AL s (xh—alh) (2 — al) > o' L%,

. On aura

et soit T une limite supérieure des | A, g
| 2.8A% 5(xy— ay) (2s—a%) | < m2TL L.
Par suite, en désignant par & A la partie réelle de 7,
AH(X, A)> o' L2 — am?TL/L' — 5" L".
Ornous pourrons faire en sorte que, sur D, le rapport L” : L' reste infé-
rieur & une limite g fixe; le nombre positif g sera pris de facon que

— ! 9 I 2
sg=0c —am?Tg—dc"g*> o,
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cette relation définissant ; cetle inégalité aura lieu pourvu que g soit
assez petit. On voit qu’alors

(7,2) AHX, A)> 5L

cetle partie réelle est donc toujours positive ou nulle; elle ne peut
s’annuler que si X et A sont confondus, puisque

(7,21) L'< gl

T’ M 3 y N ) 1gae 1 AN f i) ") ‘. ~ ) i —_— E .T:.
L'argument de H(X, A) pourra toujours étre pris entre — = el

Mais nous aurons besoin de supposer que

(=.3) JargH (X, A)| << angle fixe inférieura :—L

Pour cela remarquons que s H, coeflicient de ¢ dans 11, est tel que, en
appelant U une limite supérieure des | A 4

,
[AH(X, A)| < m2(aUL/L" 4+ TL? 4 TL'?);
done
M\‘zll{l((;‘,—}\_))—lﬁ < ”’J_i (T +2Ug+ Tg?);
sl g esl assez petit, et si en oulre on reste assez pres du domaine réel,
le second membre est aussi petit que 'on veut, car T est aussi petit
que 'on veut. On aura donc bien I'inégalité (7,3).

D’apres (7,21), nous avons déja vu que deux points distincts de D
ont des projections distinctes sur I'espace réel : nous entendons par
projections de A sur Pespace réel le point A’ de coordonnées o',
@y «ooy @,. On pourra donc prendre o), «,, .. , @, comme para-
metres pour exprimer les coordonnées d'un point quelconque de D.
La condition (7,21) entraine alors que, quels que soient les nombres
réels 4,

(7,30) 3

" ”
= Oddy, 2 WN 7o
S5, < s

\d?, ()[l,lﬁ

Réciproquement, si cette inégalité a lieu quels que soient les 4, et
le point A de D, la condition (7,21) est remplie. En effet, pour deux
points X et A fixes, on peut écrire

N o Y
S = (ki — ay),
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les 4, étant des nombres réels tels que X, 75 =r1. Or, d’apres la for-
mule des accroissements finis,

. . [ada,
A 1" " AN 3 / /
(7,32) Sty (@o— ay) = Xy 30y (da’n (23— ap),
:J

la dérivée étant prise en un pointdela droite X' A’, situé entre X' et A",
Iin rapprochant (7,32) de (7,31), on obtient immédiatement (7,21).
Ainsi cette derniére condition a lieu pourva seulement que les parties
imaginaires des dérivées :—iz-” soient assez pelites.

Que pouvons-nous dire de

Remarquons que

dés lors, an théoreme connu de M. Hadamard entraine

d(a;,, ..., a o
Aa, . —»--f”)—‘ < (1 g%)".
dia,. ..., a,)

(7:4)

En réalité nous ne considérerons pas isolément ces domaines com-
plexes 4 m dimensions : nous en considérerons toute une famille,
balayant une région & 2/m dimensions de I'espace complexe. Suaivant
les cas, ou bien tous ces domaines complexes auront une méme fron-
tiere réelle, ou bien leurs frontiéres varieront en restant tracées sur
une méme multiplicité analytique a m — 1 paramétres complexes.

Par exemple, considérons hypersphere

{7,5) 2} 2.+ xl =l

La partie réelle de cette hypersphere est la frontiére des domaines D
complexes définis de lafacon suivante : étant donnés m nombres réels
quelconques b,, b,, ..., b,, nous posons

(7,51) Fr—— /% (x=1,2, ..., m),
et nous déterminons A par 'équation

(7,52) Sl +2)2bi | = a*+ X, b3,
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dont nous choisissons, pour
(7,53) Lya < al,

la racine positive. Nous avons ainsi une famille & m paramétres de
domaines D; les paramétres sont b, b, ..., b,. La condition relative
4 g sera remplie si

. s g a®
(7,54) 205> el
o

La région balavée, dans I'espace complexe, est définie par
[@2— 2, (22 + 22)]° < a

N a2 2
-y, Ly, > s

(7,53) Tat<< at

Si l'on veut que la frontiére ne reste pas réelle et fixe, il suffit de
veprendre les velations (7,51) et (7,52), apreés avoir fait subira =,, ...,
x,, une transformation orthogonale complexe; cette transformation
devra étre assujettie a étre suffisamment voisine d’une transformation
réelle, qui sera par exemple la transformation unité.

On pourra aussi procéder de la facon suivante, si 'on impose aux
domaines D une frontiére réelle S convexe. Le point A étant choisi tel
((ue sa projection sur I'espace réel soit intérieure a cette frontiére, on
le joint aux points de cette frontiere par des traits rectilignes (multi-
plicités linéaires & un paramétre réel); on a ainsi un domaine D. Pour
que la condition relative & g soit remplie, il est nécessaire el suffisant
que la multiplicité définie par Péquation en 2, ..., 2,

1o

2N . )2 — ¥
I4 2o(xh—ay) = X, a3,

ait tous ses points intérieurs & S ou situés surS.

Si S n’était pas convexe, il faudrait remplacer les traits rectilignes
par des traits carvilignes.

Dans ce procédé, plusieurs domaines D de la famille passent.par un
méme point de la région balayce.

8. Nousallons encore chercher une solution de I’équation (1,1) qui
soit du type (2,2), D étant 'un quelconque des domaines que nous
venons de définir, et qui passent par le point, X et I'intégrale étant

’

prise dans le sens (&, ..., @,). ¢(A) devra étre holomorphe dans la
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région balayée par les domaines D. Nous allons d’abord démontrer
que, dans ces conditions, «(X) ne change pas quand on déforme D de
fagon qu’il ‘continue de passer par X, et de facon que sa frontiére ne
change pas ou reste sur une méme multiplicité analytique a m —r
parameétres.

Ce qui nous oblige & une démonstration, c’est la présence de la sin-
gularité de la fonction intégrée au point X. En ellet, la puissance frac-
tionnaire de H n’empéche pas la fonction intégrée d’étre uniforme,
puisque I'argument de H satisfait & la condition (7,3) (ici, il suffirait
méme que cet argument reste, en valeur absolue, inférieur a g>, on
prend ladétermination de la puissance fractionnaire qui devient posi-
tive dans le cas réel : la valeur absolue de son argument est inférieure
iy
2

Si done il n’y avait pas cette singularité, il suffirait d’appliquer Ia
remarque finale du n° 11 (Chap. I).
Nous démontrerons alors la proposition suivante :

a

Sty dans Uintégrale

(m)
(8,1) L}J(X):/ p(A)o(X,A)d(ay, ..., ay),
D '

¢(A) et 5(X, A) sont des fonctions holomorphes de A, la derniére seule
ayant une singularité au point X de D, et cela de facon que

(8,11) [o(X,A)| < kLitm,

ol L! est la distance des projections de X et de A sur Uespace réel, et o h
et k sont des constantes positives, la valeur de Uintégrale ne change pas
quand D est déformé sans cesser de satisfaire aux conditions indiquées.

En effet _
(m)
'](X):limf v(A)o (X, A)d(ay, ..., a,),

n
D’ étant la partie de D extérieure a un petit contour S’ isolant X.
Quand on déformera D, on pourra imaginer, par exemple, que S’
garde toujours la méme projection sur I'espace réel.
Or appliquons la formule (11,4) (Chap.I) & 'intégrale prise surD’;
Ann Ec. Norm., (3), XLUI. — Fiviuer 1926. 7
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la dérivée par rapport au parametre ¢ dont dépend D est

m

oot H—1} ~
. ., 0a
(8,12) —/ c(AYo (X, A) 2 (= 1)tm—in=b —a—i'-’id(a,zH, ey Ap),
S g

n==1
8" étant pris dans le sens associé au sens (@, ..., a,) de son inté-
rieur. Imaginons que S’ soit, par exemple,
E(dy— x%)r=p*.

',

oa ., . .. oA
Alors les n sont des uantités purement lmaginaires, infiniment
petites du premier ordre au moins par rapport & g, puisque les fonc-
tions
An= (s Ayy «ooy @y t) (e=1,2, ..., m)
se réduisent aux &}, quel que soit ¢, quand A" vient en X', et que les w,
ont des dérivées secondes continues.
Donc on a sur S’

m

HUAVS (X V (. nm-mé\ﬁ’id(a”'*‘“ ey @ny) NPy TR
p(A)o(X,A) > (—1) 5 Ay o d ) <K'p

n=1

(p=1,2, ..., m).

D’autre part la mesure de la projection de S’ sur I'espace réel est
’ .

-
27 me—1

ey
(%)

Notre intégrale est done (') moindre en valeur absolue que

———\m K p";
BT
(%)

(1) Pour limiter I'intégrale (2,1) du Chapitre I, il suffit d'appliquer a la fonction
sous le signef, dans (2,32), une identité due 2 Lagrange; on trouve aussitdt
" i

[1] < lim sup \/Em,(__”zp AdL L% Ve, A Zay oy @)%,

la derniére intégrale éiLant la mesure de la multiplicité. Cela s’étend au domaine
complexe, en introduisant les carrés des valeurs absolues sous les deux radicaux.
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elle tend donc uniformement vers zéro avec g. Done ladérivéede L(X)
par rapport a ¢ est nulle. G.o Q. F. D
Or, d’aprés (7,2

211t ’ 2 L

e (X‘A)|<’I E L/2—m

le résultat s’applique done, avec 4 = 2. .

Nous avons maintenant & voir si u(X) est dérivable, donc /olo-
morphe | puisque «(X) est continu, et que nous sommes dans I'espace
complexe|. Pour cela, revenons a l'intégrale (8,1), en supposant que

do (X (¢

(8,2) A) . < kL,

2(N, A)| << kL mt]

das,

h et k étant des constantes positives. L’intégrale étendue a D" aura pour
dérivée, d’apres (11,4) (Chap. 1),

2 imy
/ ‘(\)d,p(\ A)

e

d(ay, ..., a,)

21—

m .
. ) 17
—*/ "(A)'f’(‘\a‘\)z (= x)temtitn I)Z\T_’I"d(an-hh ceey @uy)-
. Zy
n=1

Cette fois,

ers zéro avec g, car 2% tend
Lo Ja

vers un (quelle que soit la (lxreci.lon (l.ms laquelle on fait varier 2

lesa, peuvent ne pas en étre des fonctions holomorphes). Mais ces coef-

ficients sont bornés, et avec ’hypothése (8,2), cela suffit & montrer

encore que l'intégrale le long de S’ tend uniformeément vers zéro avec p.

L’intégrale sur D’ tend uniformément vers Uintégrale sur D, et par

9y

suite 5o 5€ calcule comme dans le cas réel.
C(

Ceci nous permet de refaire tous les calculs du n® 2, jusqu’a la for-
mule (2,4). On constate encore que, S’ tendant vers zéro dans toutes
ses dimensions, la derniére intégrale de cette formule tend vers zéro,
tandis que la premiére tend vers I'intégrale étendue & D. Il reste a
trouver la limite de la seconde de ces intégrales, limite que nous pou-
vons encore remplacer par celle de

(n—

I
H ®

(m—2) 2y (— 1) a1 a(\)f AL X)) (@oy— as) d( Aoty -+ p Bay)-

Mais nous ne pouvons plus, sans précaution, supposer que S’ soit tracé
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sur
(8,3) H(A, X)=p¢?%

car il n’est pas certain que D rencontre cette multiplicité suivant un
continuum &4 72 — 1 dimensions.
Remarquons alors que, d’aprés le début de ce numéro,

2~

o(A)gf[H : (X,A)]d(a“ cee @)

L

“D

ne dépend pas de D; donc la limite de I'intégrale étendue & S' n’en

dépend pas non plus. Nous pouvons donc déformer D de facon a le

faire passer par une multiplicité & m — 1 dimensions tracée sur (8,3),

et choisie de facon qu’on puisse satisfaire aux conditions relatives & g;

ce sera possible, du moins, si p est assez petit, réel si 'on veut; quant’
4 la portion de D contenant X et limitée par (8,3), nous pourrons la

faire coincider avec le lieu des homothétiques de I'intersection de D

avec (8,3), avec des rapports d’homothétie variant de un a zéro.

Nous parvenons ainsi a la formule (2,43). Pour transformer enfin
ce dernier résultat, il suffit de remarquer que nous ne changeons pas
Pintégrale

),

d(bh Te bm)

en I’étendant au domaine réel avant sa frontiére sur la méme hyper-
sphére (multiplicit¢ analytique & m — 1 paramétres) que le domaine
auquel viennent de nous conduire nos caleuls.
Ainsi la formuile (2,5) est encore vraie dans le domaine complexe.
Pour m = 2, on parviendrait de méme a (6,2).

ITI. — Résolution de ’équation de Fredholm obtenue.

9. Nousallons voir que I’équation obtenue

F(%z —l> ()
(00 (0 — =2 [ KX A) (A d(a, -y ap)
D .

m

4r?

lI' ’—n——l\)

4m?
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\

ou

2—rm

(9,17) K(.\',A):j[l-l-f_(x,f\)],

peut, méme dans le cas complexe, étre traitée par les formules de
M. Fredholm : on doit seulement, dans ce dernier cas, supposer que
S(X) est holomorphe, et alors ¢(X) sera aussi holomorphe (dans la
région balayée par les domaines D).

~La proposition, pour un domaine D quelconque (tel que le second
membre puisse étre pris arbitrairement), résultera plus loin de I'étude
que nous commencons. Nous allons d’abord montrer que, si les
mesures L.

(I

/ ld(ay, ..., au)|
<D

des domaines D restent assez pelites, I’équation (g,1) admet, pour
chaque domaine 1), une solution; nous aurons ensuite a voir que
celle-ci est holomorphe dans le cas complexe.

Or ce premier point ne présente aucune difficulté. Soient

K (X, A)== K(X, A),

(m)
I{,L('X,A):f Koy (X, BYK(B,AYd( by, -, bm);
<D
les noyaux itérés K, (X, A) sont ainsi définis quand les points X el A
appartiennent & un méme domaine D satis farsant aux conditions requises.
Introduisons les constantes

J _/""” d(xy ooy Zp)
o m-—1 m—y
(4. ..+z2) * (zy—1)+xi+..+ay] *?
(v=1, ..., m—2),

les intégrales étant étendues a tout I'espace réel. Soit A,,_, une limite
supérieure de

W
‘l<xh"'1xm) 1

7 —1

b

2

o\ =0
(224...+22) * V(x,— 1) 4. ..+ z2, log >

ou L, est supérieur & la borne supérieure de la distance L’ des projec-
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tions sur I'espace réel de deux points quelconques de D, et ou r varie

de zéro a la horne supérieure de L', 'intégrale étant étendue & I'inté-
L,

rieur d’'une sphére de-centre l'origine et de rayon =*; 4, , existe, car

le produit ci-dessus a une limite qmmd rtend vers zéro. Enfin soit 4,
une limite supérieure de

im)
I"[ ’ log Lo—“‘ r d(x“ Tt x"l)

g / = = 5 m—1
ry(e—1)t 4 i ...+ a3, (2 1/,2)—
zi+...+ x5

ou l'intégrale est étendue a une sphére de centre ['origine et de
rayon I%; r varie de zéro a la borne supérieure de L'; 4, existe, car le
produit tend vers zéro avec r. L'imitation de raisonnements connus (')
va nous fournir une borne supérieure de |K,_ |. En effet, opérons
sur by, ..., b, une substitution linéaire, non homogeéne, a coefficients
réels, de determmant L™, telle que Ies parties réelles des nouvelles
variables ¢, ..., ¢, deviennent toutes égales & zéro quand le point
B(b,, ..., b,) vient en A, et toutes nulles encore, excepté celle de ¢,
qui deviendra égale & un, quand B vient en X; ce changement de
variables résultera d'une homothétie suivie d’'un déplacement. Nous
voyons ainsi, en tenant compte de la relation (7,2), qui entraine

(9a2) ]K( ,A)‘<kL/~—m+11

o . est une constante, et en tenant compte aussi de I'inégalité (7,4),
que
. i —2

Ky (X, A) | < by By s Sy k=3 (x4 g2) = LIt

Ll
mlm—1) L
0

(9,3) [Kn (XA)|<hihygoihpy g k™ (1+g%) % log—,

m2

[ K (X, A) [ < hyhyo o by b7+ (14 g0 2 = .

Ainsi | K, | est borné. Sa borne supérieure ne dépend que de %, m,

8> LO' .
Nous pouvons aisément déduire de 12 une limite inférieure du rayon

(1) Voir, par exemple, Heywoop et FaicHEr, L'équation de Fredholm et ses
applications & la Physique mathématique, Paris 1912, Note de M. Hadamard,
p. B41. °
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de convergence de la série entiére en A
}_l}-‘" h(_m +1)71(X: A)
=1

En désignant par » une limite supérieure de la mesure de la projection
de D sur 'espace réel, on aura évidemment

mip—1i]
I k(lll-*—-i)]’i (Xa A) I < (I -+ gz) : WP /‘"I';

la série convergera donc uniformément par rapport & A, X et A tant
que I'on aura

m

[ <(+g?) ForiAy
En particulier [’équation (g,1) sera certainement soluble st
m ni-=1

(0.6)  w<| =T gy

p(,'zf_,>
. 2

Elle sera soluble égalementsi le déterminant du noyau K,,,, n’admet
pas laracine

m
T 1
k.

\,

nm N 1205
I< - — 1) ‘
) R

mn

hr*

Mais, jusqu’a présent, nous n’avons pas démontré que la valeur
de ¢(X) en un point X donné ne dépend pas du domaine D particulier,
passant par X, auquel nous avons appliqué cette méthode. Cela peut
s"établir comme les propositions correspondantes du n°® 8. Introdui-
sons p-——1 points B, (¢ =1, 2, ..., p — 1), ayant pour coordonnées

respectives b, ,, b,,, ..., b, .. On peut écrire

{m
Kﬂ(xv A)f(A)d(ah cey @)

v D

lmp) N
= f K(X,B,) K(By,Ba). . . K(Bpey, A) F(A) d(byrs - s bptoms @pr -y ).
DD, ...,D

Le second membre peut étre considéré comme la limite d’une inté-
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’

grale sans singularité : il suffit de n'intégrer que dans la portion du
champ telle que '

L(X, B'1)>‘9’ L(B,’/_,, B:/)>.0 (g=2, ..., p—1),
L(B},ﬁ_,?A')>p.

On peut, comme au n° 8, dériver celte intégrale par rapport au
parameétre dont dépend D, et faire ensuite tendre ¢ vers zéro. On trouve
ainsi que les deux membres de (9,5) ne changent pas par la déforma-
tion de D. 1l en résulte que ¢(X) ne change pas non plus.

On démontre de méme que K, (X, A) est, quel que soit », indépen-
dant de D, pourvu que ce domaine passe par X et par A, et satisfasse
aux conditions requises.

10. Dérivées de

(m)
f K (X, B)ow(B)d(by, -y by).
Y

Nous supposons que D” est un domaine quelconque, ou la fonction
w(B) est holomorphe.
Il est évident, surl’expression de K, que si 'on pose

K(X,B)  dK(X,B)
IR(X, B)  JK(XN,B)

-y
(10,1) R(X,B)= Uz, a0,

>

R sera d’ordre 1 — m par rapport a la distance L’ des projections de X
et de B sur I'espace réel, L” étant regardé comme infiniment petit.
Bien que nous ayons surtout en vue le cas complexe, remarquons
que le caleul de R(X, B) et sa limitation ne font pas intervenir les
dérivées d’ordre supérieur au premier des fonctions a, s, b,, c.
- Dans D", isolons le point X par une multiplicité C tracée sur

S (b — 2l =p?,

ol o est un nombre positif suffisamment petit, et ou les &, et les o),
sont les parties réelles des b, et des «,. Soit D, ce qui reste de D”. On
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aura [Chap. I, (11,4)]

im)
(10,2) oo [ RS BYw(B)d(by, -, )
‘DO

my -
_ [MOK(X.B)
—fng R w(Byd(hy, ..., b)

1

=1 : " '\])
— { , — (1) (n—1) 2R
I I\(J\,B)u(B)Z( 1) (m=1(r—1 6%4(0“ cees b)),

n=1

ol la derniere intégrale n’a de sens que si Pon fixe la direction de la
dérivation par rapport & la variable complexe «,. En tenant compte
de (10,1), et en intégrant par parties, la premiére intégrale du second
membre de (r0,2) devient

(rre-—1)
(10,3) *f K(X,B)w(B)Yd(b, ..., by)
s
(rre—=1)
—+—f KX, B)sw(B)d(by, ..., D,)
C

d(byy ..o by),

+ ""’][R(x,la)w(lz)+l\'(.\,n)_‘)‘"(B)

ne d6,
S’ étant lafrontiére de D7, prise dans le sens associé au sens (6, ..., 8,,)
‘de D7, tandis que C est prise dans le sens opposé au sens associé au
sens (b,. ..., b,)deD".

Sil’on fait tendre pvers zéro, la premiére intégrale (10,3) ne change
pas, et la troisitme converge uniformément. Réunissons la seconde
intégrale (10,3) a la derniére du second membre de (10,2); je dis que

(e —1}
f K(X, B) w(B)
¢

ch
X d(Bay oy b)) = D () O R (b, biy)

n=1

-

. , , A . ab . ;
tend uniformément vers zéro. En effet les = tendent uniformément
. 1
, ,8b, . . . .
vers zéro avec p, excepté =— qui tend vers un [voir ce qui est dit &
1
Ann, Ec, Norm., (3), XLII. — Févaer 1926. 8
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propos de lintégrale (8,12)]; dans le crochet, les coefficients de
chacun des d(b,,,, ..., b, ,) tendent uniformément vers zéro, et,
étant donnée la limitation de K(X, B), cela entraine notre proposition.

Quand ¢ tend vers zéro, notre dérivée tend donc uniformément vers
une limite : celle-ci est done la dérivée de Uintégrale donnée

(ray
(10,4) 2 [ K(X, BYw(B) d(br, +.., b)
dx,

D

(rm—1)
:_f K(X, B) w(B)d (b, - .., bn)

+f [H(X, B)w(B) +K (X, B)‘”BE)B)] d(by, ..", by).
b 1

Or cette valeur ne dépend pas de la direction dans laquelle on a
déplacé x,; d’autre par(, elle est évidemment, comme l'intégrale
donnée, fonction continue de X. Comme on peut en dire autant des
dérivées par rapport & @,, ..., aw, il en résulte, dans le cascomplexe,
que I'intégrale donnée est fonction fholomorphe de X.

11. Corolluire. — Considérons une fonction w(B, A); soient B’
et A" les projections de B et de A sur I'espace réel, et L(B’, A") la
distance de ces projections. Nous supposons que les valeurs absolues
de w(B, A) etde ses dérivées premieres admettent des limitations
d’ordres respectifs 2 — m et A—m — 1 par rapport & L(B’, A").

Nous considérons I'intégrale '

g
(11,1) J K(X,B)Ya(B,A)d(b,, ..., by
n”
étendue a un domaine passant par le point E et se composant des
points de D tels que '
L(B/, E')<a,
avec
L(Z, A"),

1
as -
)

a étant au plus égal au minimum de L(B’, &) quand B’ parcourt S.
Les valeurs absolues des dérivées premieres de cette intégrale par rapport
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auxr xy, calculées pour la position E de X, admettent une limitation

d'ordre h — m par rapport a L(E', A").

Si en effet nous appliquons la formule (10,4), nous allons voir que
chacun des termes du second membre admet une limitation de la
re m — 1, c’est évident : car K(X, B) admet une

nature indiquée.
Pour P’intégrale d’ord
limitation de l'ordre de L'-™(E’, B"), si X est en Z, ou de l'ordre

de " puisque I'on est sur $’; comme, dans D' et sur S,

L(B', A")ZL(Z, A")—L(Z, B') 2 . L(Z, A),
Z, A); enfin la

—y L

w(B, A) admet une limitation de I'ordre de L'=(
mesure de 8’ a une limitation de l'ordre de a™-*; l'intégrale admet

donc une limitation de I'ordre de L’="(E/, A).
Pour I'intégrale d’ordre m, nous considérerons d’abord

o

W (00 . ;
/ (_['(.2?1, "~s"vm) ([)<”l),
A ,v[}

ou
: r=\ri4+.. .+ 22,
A ayanl une mesure au plus égale & (. Nous réemployons le procédé

du n°® 3; R étant un nombre positif quelconque

/—u‘m)d(xh e ) om? Rmp N e
JA rr (™) m—r R’
st alors on prend
m
/)F(—;)
]{Hl_—: .II,I [""
27:?
on {rouve
7
2 () X - P
f d(x,, ;-1.:" Zm) < - m B 9,," I;:7 =,
A RV '<>
2
Ici, la mesure p. de D’ est de Pordre de a”, et il faudra
prendre p =m — 1 (ordre de K et de R); le résultat en découle

immeédiatement.
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12. Dérivées de K,(X, A). Appliquons ce qui vient d’étre dit en
remplacant 2 par K(B, A). Nous pouvons écrire, en désignant par D’
la partie de D extérieure a D”.

()
(12,01) K. (X,A)= f K(X, BYK(B,A)d(bys +. vy b)
D’

- (1)
+] “K(X,B)YK(B,A)d(bys - ., D).

0"

La premiére intégrale se dérive par rapport & x, sous le signe /,
car il n’y a pas de singularité; la seconde est du type qui vient détre
étudié. .

Donc, si I'on est dans le cas complexe, K, (X, A) est holomorphe par
rapport & X, pourvu que X et A appartiennent & un méme domaine D et
sotent distincts.

Sil'on est dans le cas réel, K, (X, A) est derivable par rapport aux x,,
pourvu seulement que les a,,g, b,, ¢ aient des deriwées premieres
continues.

En ce qui concerne les limitations, il faut observer que le corol-
laire (n°11) suppose que D” est intérieur & D; nous serons donc
obligés de supposer que L(X’A’) ne tombe pas au-dessous d’un
certain minimum & quand A parcourt S. Dans ces conditions, la
seconde intégrale admet une limitation de 'ordre de L' (X', A"); la
premiére intégrale, elle, admet une limitation de l'ordre de

Li=m (X' A log L (a<1),”
a
comme on [e voit en considérant qu’on a a effectuer une intégrale

(b Yy ey Ol)
Lm( Xlr Bl) Lm—1(X/, A/)

, .

prise dans la partie de D exwtérieure 3 la région
L(X', B)<a [a_ ~;-L(X.’, A )1‘;

en introduisant les coordonnées polaires, et en remplacant L(X', B’)
par p, on aura une limitation contenant l'intégrale

Lo
Li-m (X, A’)j ‘—ipf—,: Li-m(X/, A') log%%

a
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ou L, est une limite supérieure de la distance des projections de
deux points de D. En réunissant ces résultats, on a done

Ql-

(12,1)

()1\2(\ A l<l\(”.a1 ,,,(\/ K’)

M étant une constante, connue des qu ‘on sait borner les a,,g, b,, c et

leurs dérivées premiéres.
On peut échangerles roles des points X et A dans la démonstration;

on obtiendra ainst

dK‘l(X)A) AV 1—m U ! “]
(|2,2) —;)—a—-;-——*'<1\IL (\,A.)locz,

le nombre M étant de méme nature que celui de (12,1), avec lequel on
peut le confondre; mais cette fois, ¢’est L(B" A”) qui ne doit pas
tomber au-dessous de @, quand B parcourt S.

Dans le cas complexe, K, est holomorphe par rapport a 'ensemble
des points X et A, pourvu qu’ils soient sur un méme domaine D et
distincts, et que ni 'un ni 'autre ne soit sur S.

Enfin isolons sur D les deux points X et A; soit D” I'ensemble des
points B de D tels que

L(B, X')Za [aggL(.\i', AN,

D" sera ’ensemble des points B de D tels que
L(B', A") % a;

D’ sera I'’ensemble des points restants de D, parmi lesquels doit se
trouver toute la frontiére S de D. On aura

o D"

(rn} im) 1n)
(12,21) Ko (X, A) :f K(X,B)K(B, A)d(b1, ..., /),,L).;_/ + [,
134

les fonctions intégrées étant toujours les mémes. Par rapport a a,, la

el

premiere et la seconde intégrale peuvent se dériver sous le signe’ | »

et la troisieme peut se dériver par le procédé quon vient de voir.
Dans les expressions obtenues, les dérivées de la premiere et de la

troisieme intégrale peuvent se dériver sous le signe/ par rapport
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A ag; quant a la dérivée par rapport & «, de la seconde intégrale, elle
se dérive par rapport & «g en appliquant la proposition du n° 11 ala
fonction

0K, (X, A)

&Y'(B, A): ()ay

0*K, (X, A)
dag ()xfg
¢tions déja certains dans le cas complexe), et en outre que

On trouve ainsi que existe et est continu (ce dont nous

IR, (X, A)

(12,3) g 03

' < ML= (X', A") log;—i:

le nombre M étant de méme nature que ceux des formules (r2,1)
et (12,2) (il dépend seulement des limitations des agp, by, ¢ et de
leurs dérivées premiéres).

On voit de méme que la dérivée

K, (X, A)
dx;j dao;

existe et est continue; elle est par suite égale & la précédente.

13. Dérivées des autres noyaux itérés. — Les autres noyaux itérés
admettent tous des dérivées par rapport aux a, ou aux a,, et ces
~dérivées sont continues si les deux points sont différents, car

(1)
Ko (A= [ Ka(X, B) Ky a (B AYA(Gy, ooy b)) (p23),
n ‘

et on peut dériver sous le signefpar rapport & x,. Pour tenir

compte de ce que K,(X,B) et K,_,(B, A) ne sont peut-étre pas
holomorphes quand B vient sur S, il soffit d’imaginer que D n’est pas
déformé au voisinage de S. On peut dériver d’une facon analogue par
rapport a a,, et I'on voit ainsi de proche en proche que tous les
noyaux itérés sont fonctions holomorphes de X et de A a l'intérieur
de D (quand les deux points sont distinets).
Les dérivées
0?K, (X, A
62, S5
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existent aussi et sont continues, méme dans le cas réel, quand on
suppose seulement que les a,g, b,, ¢ ont des dérivées premiéres
continues. C’est immédiat pour pZ 4, car alors

2y
KP(X’ '\):f 1{2(X7 B) I{/I--L(B7 C‘) KE(C3 A)d(‘bn R4 b/n; Cyy - -,Cm),
D, D

et I'on peut effectuer la double dérivation sous le sig j Sip=3,
nous avons

tm) -
(13, 2) K, (X, A) :f K, (X, BYK(B, A)d(by, ..., by).
- D

Divisons D en deux parties D, et D, par la surface
L(B, X')=L(B', A’);

D, sera la région contenant X. Alors

(m) (rr)
,[\'3(X,A)::f -}—f ,
Dy “ Dy

la fonction intégrée étant la méme que dans (13,2). La premiére inté-
grale peut subir sous le signe fla double dérivation. Pour laseconde,
nous ’écrivons

(2m)

(13, 3) / K(X, BYK(B, CYK(C, AYd(by, « .oy by iy oovr Cm)
Dy, Dy
(2rm)
+ K(X, BYK(B, CYK(C, AYd(by, ..., bu; Cir .-y Cmi).
Dy, Dy .

Dans la premiere intégrale, on peut effectuer d’abord
F(B, A):f K(B, CYK (C, A)d(cr -y em),

qui se dérive par rapport i a, par le procédé employé pour K, ; puis

(rn)
f K(X, B)Qf.(-'—(’—ii)d(b,, b))

D,

peut, par le procédé du corollaire 11, étre dérivée par rapport & .
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Pour la seconde intégrale (13,3), sa dérivée par rapport a a, se cal-
cule comme celle de la premiére, et ensuite

Almy A )
K (X, B)‘i%%;—)du},, b))

«'p,
se dérive sous le signefpar rapport & xg. Ainsi la dérivée (13,1)

existe et est continue méme pour p=3; et I'on peut intervertir
I'ordre des dérivations.

14. Dérivées du novau résolvant. — Le noyau résolvant de K, ,,
¢'est-a-dire, tant que A reste assez petit,

(I.,J,, X) 27~”K(m+l)p(-\" A)~

p=1
est aussi dérivable. En effet nous pouvons ’écrire

(nt) *
[ Kz(xa B)E )'l,l{(1)1+1)p—2(B) A)d(bh MR ] bm)’

1 p=t

car la série sous le signe fest uniformément convergente, et la
fonction par laquelle on la multiplie est intégrable dans D. Or il est

visible que cette expression peut étre dérivée sous le signe] par

rapport a x,.
02

dag’ day d.v(,’

existent et sont continues pour 'expression (14, 1).

On prouve d’une facon analogue que les dérivées

2
0xg 0y

On démontre de méme que les mémes dérivées existent et sont
continues pour

(16, 2) P WK, (X, A)

p=1

(m) w0 m
+f Am+g K m-+1) (Xv B) K (B’ A) d(b 9 ey blll)i
A Z (m+1)q Z By 1

g=1 p=1

qui est le noyau résolvant de K-(X, A).
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15. Expressions de ¢(X) et de u(X). — Soit N(X, A) Dexpres-

T <m
sion (14,2) ou I'on a remplacé A par —>—_~. On aura

ne

Gm?
I‘(? —1> (m)
(15’ I) ‘)(X):__———i—- [ (X)-i— /‘ (X9 A)f(A) d(ah L) a/n)];

4752

on suppose, bien entendu, que I'on est dans les conditions (9,4). Des
raisonnements toujours pareils montrent que ¢(X) admet, dans D,
des dérivées premiéres continues, et que, dans le cas complexe, ¢(X)
est holomorphe & I'intérieur de D.

Pour u(X), son expression (2,2) et ce qui précéde suffisent a
prouver qu'elle est holomorphe dans le.cas complexe, pourvue de
dérivées secondes continues dans le cas réel, et qu’elle satisfait a
Iéquation (1, 1)

Remplacons, dans (2, 2), la fonction ¢ par son expression (15,1).

Nous obtenons
n

I‘(—— —l> ()
(15, 2) a(X)=— —> 2 G(X, A)f(A)d(ay, ..., an),
472_'5 )

en posant :

2—m

29— m j )
(15, 3) G(X, A)::HT(X,A)—f—[ H * (X, BYN(B, A)d(b,, ..., by)
v

ou

22—

(15, 4) G(X, A)=H * (X, A) + G,(X, A),

I'expression de G, découlant de la comparaison avec (15,3).
Il est manifeste que, sim > 3,

(15, 5) 1Go (X, A)| << kg LI3=m (X", A,

ky étant une constante; et, sim =23,

¢ . Lo
(15,51) [ Gy (X, A)[ < hylog X, Ay
En effet, d’aprés son expression,
[N(B, A) <AL= (X!, A');
dnn. Eé. Norm., (3), XLIlI. — Mars 1926. . 0
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on obtient alors Ies résultats précédents en se reportant au procédé
qui a servi & limiter les noyaux itérés.

G.(X, A), d’'aprés son expression, admet des dérivées secondes
continues par rapport aux x,. La méme fonction des dérivées con-

tinues du type :
DGy (X, A)
dzgdryoa,’

et I'on peut y intervertir 'ordre des dérivations.

Il résulte également de ce qu’on a dit que
D ’

0*G, (X, A)
dwy 02y
0° G, (X, A)
dxy dxg day |

< kg Lit=m (X7, ATy,

< k@Ll——-m( X’, Al ),

ky et k, étant des constantes, connues, ainsi que 4,, quand on connait
le nombre o de la formule (7,2), ainsi que des limites supérieures des
valeurs absolues des a,g, b,, ¢ et de leurs dérivées premicres.
L’expression (15,2) représente une solution de (1, 1) méme si 'on
suppose seulement, dans le cas réel, que f(X) satisfait & une condi-
tion de Lipschitz généralisée. En effet, si 'on décompose G selon la
formule (15,4) l'intégrale portant sur G, peut étre dérivée deux fois

sous le signe f; et 'on peut appliquer a I'autre le théoréme dun® 4 :

done u(X) admet, méme dans ce cas, des dérivées secondes continues.
Pour achever de prouver que u est alors solution de (1, 1), il suffit
de remarquer que

(15, 6) _ FIG(X, A)]=o;

cette identité résulte de (15,3); car

F<7-7—1—1> (m)
N(X,A>———3——,,T—f K(X, B) N(B, A) d(by, . . ., by)
47.[-2" D
r ];—z_-"> r <%ﬁ"“'> 1=m "
- —= n R(Y7A*)_ n g:I:H 2 (X,.‘\)_,
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ce qui s'écrit aussi
2—m
FIG(X, A)]=—7 [H e A)};

or ceci n’est que la relation (15,6). Elle montre bien que zestsolution
de (1, 1), car le résultat de Popération &, appliquée a

[ GS(Xv A-)f(‘L\)d(aI" am)y
“b

est évidemment
[ F0G(X, M1S(A) d(ay, - an).
I/N
Enfin il résulte aisément de ce qui précéde que les dérivées sui-
vantes de G(X, A) admettent des limitations du méme type que celles

2—-m

de son premier terme H * (X, A) :

oG :
=4 Y 1—m AL
(15,7) ’da‘a < kLU= m(X') A, .
' 0*G .
= Py (X !
(15,71) T g < kL=m (X', A"),
. 3G .
. 2 N — oL m— Xl y .
(15,72) ’0.7:,1 Jag 9y < kI (X', A",

ces limitations supposent seulement que X, pour ia premicre,
X et A, pour les deux dernieres, ne s’approchent pas trop de la
frontitre S de D : % dépend du minimum ¢ de L(X’, B), ou
de L(X, B") et de L(A’, B"), quand B parcourt S, des maxima des
valeurs absolues des a,g, b,, ¢ et de leurs dérivées premiéres, enfin du
nombre o de la relation (7, 2).

Sil'on veut pouvoir faire tendre ¢ vers zéro, il suffit de remplacer,

. . . 1 . ,
dans ces limitations, % par %log =; k sera alors indépendant de ¢
’ o3 9

pourvu que ¢ reste inférieur & un nombre fixe inférieur 4 un.

1V. — Etude de la fonction G(X, A). Potentiel.

16. Formule de réciprocité. — La fonction G(X, A) est ce qu’on a
appelé une solution fondamentale de I'équation (1, 1), expression que
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M. Hadamard a proposé (') de remplacer par celle de solution
élémentatre.
Soit

(16, 1) G(v(2)]= [”z{i(z\)v X)] End[ba(x)t’(,\")}

dwy 0z * dxy

—+ ¢y =o,

I'équation qu’on nomme associée a (1,1). Soit G*(X, A) une solution
fondamentale, ou élémentaire, de cette équation, définie dans le méme
. domaine que G; dans ce numéro nous devons supposer les dérivées
des a,g jusqu’au troisieme ordre existantes et continues, ainsi que
celles des b, jusqu’au second ordre -

Des intégrations par partics montrent que, si « et v ont des dérivées -
continues jusqu’au second ordre dans D et sur sa frontiére S, on a

(m)
(16, 2) f 19( (X)) Flu(X)]—u(X)G[¢ (\)]’d(.rl, e )
v

(m—1)
-—_—f El(_])(m-—i)(a—-i)
S .

() . du B
><~(c (X) [Ega%ﬁm + bmu(}x)]
u(X)3g d[aqxp (X) "(X)”

Jxg g(‘l(x;u_l, ce ey Zgy).

Nous allons appliquer cette formule a G(X, A) et & G*(X, B), en
prenant pour D un domaine qui soit, ainsi que sa frontiére S, intérieur
4 la région ol nous venons de définir ces fonctions; A et B sont
deux points de D; nous isolons, sur D, ces deux points par des
contours S, et S;. Nous trouvons ainsi

(m—1) .
(16, 3) f 2y (— 1)tm=1)(a—1)
S
: J0G(X, A)
* s
XgG (X,B)[-«,eﬂa,e pr

— (X, A) 3L TN

oz
(m—1) (m —1) ﬂ S
Zf +f )
S, Sy

(1) Hapamarp, Comptes rendus, t. 170, 1920, p. 149.

+ b, G (X, A)]

veey Zoq)
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les fonctions intégrées étant les mémes sous les trois signes f

Or si tous les points de S, et de S, tendent uniformément vers A ou
vers B, on constate, en remplacant les dérivées de G par celles de son
expression (15, 4), et de méme pour les dérivées de G*, que le second
membre tend vers

m

(16, 3;) f::‘z [G*(A, B)— G (B, A)].
r (-—2'— -——I>

Ainsi

(16, 4) G(B, A)=G*(A, B) +I(A, B),

[ m
(2

2

4
mier membre de (16,3); cette fonction est, dans le cas complexe,
holomorphe dans D, que A et B soient distincts ou non; dans le cas
réel, elle est continue et dérivable. La multiplicité S qui intervient ici
est intérieure au domaine qui a servi & former G et G*, de sorte qu'on
ne peut atteindre la fronticre de celui-ci.

I(A, B) étant une fonction égale au produit par — du pre-

17. Lemme. — Soit o(x,, %,, ..., ®,) une f[fonction homogene
d'ordre — m des variables réelles oucomplexes x,, x,, ..., z,;Uintégrale

{nm—1) i
[ 0( @1y @as ve s T D 1) DE) 2 d (i -y Tt )

s

reste invariable par toute déformation de la surface fermée S ne
rencontrant pas de singularité de o (dans le cas réel, une singularité
sera un point ou les dérivées premieres de o sont discontinues).

En effet, la dérivée de cette intégrale par rapport au parameétre ¢ de
déformation de S est [Chap. I (11, 6)]

(m—1) . 61"[-’
[ 2“(7?6_; [ao(zy, 2oy -0y 2,)] 2p(— 1) ¢m=1(B—1 Tt—'c/(.rﬁ.,_l, ey ZBq)-

Or en développant et en appliquant le théoréme des fonctions
homogenes, on trouve

d9
dxy,

- O.

.0 . ‘
}-':7.5;;[1"04@(‘%‘17 Loy o vy xm)} :”“.D(xh Loy « -y xm) _""Eonxoc

Le lemme est démontré.
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18. Sur une intégrale particuliere. — Considérons l'intégrale
S IG(X, A
(18, 1) / Zas(—=n) “‘)(ﬂf‘)aa,g(A)—(()—;;g——)— d(@uire <.y Qo)
g !

Nous allons la transformer, en supposant que S $oit une surface

fermée, intéricure au domaine ou G(X, A) a été formé par le procédé

décrit. On suppose que X est inzérieur 2 un domaine D de frontiére S.
Cette intégrale peut s’écrire '

Q—1rn

(nme~—1) . ks
H = (X, A
. f .5(—1)m=DC=D g, 5 (A) L——()—(-——j—)d(alﬂ, )
s ag

A(nv—-!(
0Go (X, A
~[ zy.,.e<~r)(m-*““*”az,p(A.)—-—f)a;——ldww, ey @ay)
(] "

Or la derniére intégrale représente une fonction de X continue méme
sur S, parce qu'elle porte sur une fonction ayant une limitation
d’ordre 2 — m par rapport 2 L(X’, A"); cela suffit pour qu’on puisse lui
appliquer les raisonnements connus qu'on fait dans la théorie
classique du potentiel de simple couche. "
Passons & la premiére intégrale (18,2). On trouve aisément

2-—m

S5 t0a(A) OH * (X,A) _(m—>)(ra—as)

‘ ) Iz
oee HE (A, X)

les points tenant lieu d’une fonction ayant une limitation d’ordre
2 —m par rapport & L(X’, A’), et dont I'intégrale est, par suite,
continue méme sur S. Ainsi

(m—1) .
(8,3 [ Zaponunetay ) E D d(a, .

:_—_(:77,.—~ e)v/S

J(X) étant une fonction continue méme sur S.

m

Or H * (A, X) est une fonction homogéne d’ordre —m de a,,
@y, ..., @y. Nous concluons donc du lemme que I'intégrale (18,1) ne
change pas par une déformation de S. :

(m--1) Zo— a
Zp(—n)m-nemt) R % (@, o Ta) +J(X),
| H? (A, X) )
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Pour avoir sa valeur, appliquons la formule de Green [Chap. I,
(5,1)] & la partie d’'un domaine D de frontiére S, passant par X,
satisfaisant aux conditions requises (n° 7), qui est extérieure &
I'intersection ' de D avec

LN, A) =p;
nous trouvons
{m—1)
(18, 4) f T (=) tm=t(at) uc[(az+,, e, dyy)

mn

H= (x \)

m—l)
= f — )=t =2 (A, ey Aaey ),
" H (1\ )

car 'intégrale d’ordre m porte sur une fonction identiquement nulle.
Or la multiplicité S’ peut étre déformée, de fagon & étre tracée sur

H(A, X) =2,

ol r est quelconque; le second membre de (18,4 ) est done égal (n” 2) &

L

KO

Par suite
dG(X, A)

d(Qaipry ooy Gay)

) m—1) :
(18,5) f Sy (1) IO g (A)
S

dag
I_II,
;7‘” X
(” +J(X).
: 1)
19. Cus ou X est sur S. — Si X est sur 8, il n'y a, dans le calcul
précédent, i refaire que le calcul de
{(m=—1) _L'."
(19, 1) / (A, X) Zu(—~ p)(m=nia=0 (g, —ay) d{aypy, ..y Aas);

en lui ajoutant J(X), fonction qui est continue méme sur S, on a la
valear de I'intégrale proposée. ‘

On voit comme précédemment que I'on peut remplacer la multi-
plicité S d’intégration par la multiplicité S’ formée de Pintersection
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de D avec
L(X', Ay =p,

Y

ou p est assez petit, et de la partie de S située dans

L(X/, A <p.

Si nous déformons cette multiplicité 8’ sans qu’elle cesse de rester
tangente & S en X, cette intégrale ne change pas. En effet, si nous
isolons X par un contour C tracé sur §', la dérivée par rapport au
paramétre ¢ de déformation de S' de la portion d’intégrale étendue a
Iextérieur de C sera [Chap. I (11, 6)]

(m—2 n
(19, 2) [ . H 2 (A} X)Za,n(— ])(m—l)(ot-i-n)—-rH-l
v G
da ‘
> (x.‘t_au) 5:” d(a('/.+u’ L] a:x—n a:x—a—n ey a3t+n—1)'

Or, si C est I'intersection de S avec
L(X/, A") =,

la fonction sous le signe fe.st dordre —m +1+2=3—m par

3 " a4 aaa+n. ot
rapport a r, car, en X', les =7 et leurs dérivées par rapport aux

parameétres qui servent & exprimer les coordonnées des points de S/,
sont nuls. Comme la mesure de C est d’ordre m — 2, cette inté-
grale (19, 2) tend uniformément vers zéro avec r, ce qui démontre
notre proposition (raisonnement analogue a celui du n° 8).

Profitons de cette propriété pour remplacer S’ par une multiplicité
tracée d’une part sur la surface

S ha(ag—2y) =0,
tangente & S en X, et d’autre part sur hypersphére
| So(@g— )= r2.

La valeur de I'intégrale est évidemment la méme que celle de

A (m—1)
— ,.—m‘:/ o (— )0 N ag d(@ayyy ooy Gyy)
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étendue & une multiplicité tracée d'une part sur 'hypersphére de
centre O et de rayon r, et d’autre part sur a, = o; cette derniére
partie de la multiplicité donne =zéro pour I'intégrale, qui peut ainsi
étre étendue d une demi-hypersphére. Finalement

(m—1)
10:3) [ Sag(—numimna,(a) SN AL

g '3

A(@ogry vy Axy)

m

X étant sur S.

20. Cas ou X est extérieur a S, sur un domaine D passant par S. —
Dans ce cas, il est immédiat que l'intégrale (19, 1) est nulle. Ainsi,
dans ce cas,

e

0G(X, A) B
—%r—d(a,H,, ooy @ay) =T (X).

(n—1y
(20,1) [ Sap(—n)0nahagg(A)
S
Comme J(X) est continu méme sur S, les formules (18,5), (19,3)
et (20, 1) mettent en évidence que l'intégrale da premier membre est
discontinue sur S.

21. Lirm'tat[on de certarnes intégrales. — Considérons les intégrales

(rm—1)
1, 1) f ..,ap(—x)(""")“‘ l3au@(A)(E'Er(—)—&——ji) A(gpry vy Ay _g)

étendues & une partie quelconque S, de S, X étant un point quelconque
d’une multiplicité D passant par S : X peut étre, sur D, intérieur ou
extérieur 2 S, ou situé sur S. Nous voulons trouver une limite
supérieure des valeurs absolues des intégrales (21, 1).

Soient A, Xy, ..., Ay, des paramétres réels a 'aide desquels s’ex-
priment les coordonnées des points de S. Soit A, un autre paramétre
réel, tel que les coordonnées des points de D suffisamment voisins
de S s’expriment & laide de A,, Ay, «ovy Apey, Ay, de facon que,
pour A,, = o, on ait la frontiére S elle-méme; les points mterleurs as
sur D correspondent par exemple, & A,,> o.

Ann. Fe. Norm., (3), XLIlI, — MARS 1926. ' 10
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Il nous suffit de limiter l'intégrale (21,1) pour les points assez
voisins de S: car, si L(X’, A’) reste supérieur 2 un nombre positif
donné, la valeur absolue du coefficient de d(a@,y, ..., a,_,) est
bornée; comme la mesure de S, est inférieure a celle de S, I'intégrale
est bornée aussi. De méme, on peut se borner & des parties S, de S
telles que loscillation de chacun des paramétres A, Ky ovns Pome
dans S, soit inférieure & un nombre fixe arbitraire.

Soient g, ty, «v s -y, 0 les valeurs des parametres au point A
de S; solent Ay, A5, ..., A, leurs valeurs au point X. Nous avons,
d’ apreb la formule de Tavlor, en posant ., = o,

- da
(21,2) Zg—daq=28(hg— pg) Z)—pﬁ 4+ 28y foa oy (Fg—pg) (Ay — Py),
les indices o, B, v variant de 1 & m, et les A, 5. étant bornés a 'aide

des dérivées secondes de =, x,, ..., 2,
Si 'on introduit les variables ,, ’équation (1, 1) devient

0*u du
2 280y 8~ + 2, 0, =
(21,3) o, B %o B 01y 05 + 2 by - Jia +cu=o,
avec
: dzy 0
(a1,31) aa5(2) = o (4) 577 57
0z, . dx
— ¥ S b a3
(21,32) /)u(a?)——‘dﬂ{’g O(A)d)ayd) ‘l".n(b-{(A) 07‘]')
(21,33) c(x)y=c'(A).

On constate alors que

21, 4) CH(X,A)=3,4 A&,MM)('A:,(\:;;)(?&*%)

M étant ce que devient A dans le changement de variables; A’ et
les A, g sont le déterminant des a, g et ses mincurs; les points tiennent
lieu de termes d’ordre supérieur au second, dont on connait une
limitation. Il en résulte que

@B (M)
PIAT(MY

2—m
7 2

(2r, 1) GOX, )= 3.5 228 00 b ) Og—p) | e

les points tenant lieu d’une fonction ayant une limitation d’ordre
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3 —m par rapport a \E,(A,— u,)%, et dont les dérivées ont une
limitation d’ordre 2 — m.
D’autre part,

29-(_ S R ) d(gsts ony Aaoy)

o l - da 1d(a Caay g y)

— ¥ (m—1){0-—-1) ¥ o -1 ) o—1

e el | ),(,— 1L0 ) — Ve d s
O(.Syr ( ) ( P { u) ()IJ_‘IJJ R d(P‘T 1y v ey IJ";" ]) (l Y+

dlay, ..., ay)

= Zy(—1)fm=n [()ﬂ"— i) m
el CEEE S N et

+.. ] A(Pyry < ooy Poy—t)s
les points tenant lieu d’une fonction ayant une limitation du second
ordre, et dont, par suite, la part dans T'intégrale (21,1) est facile &
limiter. _

Nous sommes donc amenés i limiter seulement I'intégrale

=t = d(a )
21,5 H 2(A, M) ——2 20 oyt s e
(21,9) f . (A, )([([J‘“ "‘1[J'm)( ) m Ay s =1
car la surface d'intégration est ,,=o, et par suite la fonction inté-
grée ne differe de celle de I'intégrale (21,1) que par une quantité
d’ordre 2 — m, dont I'influence est aisée 4 limiter; on a posé¢

Al s(M)

H(A, M)=3, g%/
(21,01) (A, 1 X XV

(Pa— o) (25— g ).
Les coefficients de I’ sont des nombres complexes; mais on constate
facilement que, sur D,

I HI(A) M) | > G/Eﬂ()ﬂ'— {-’-a.)z»

o' étant positif. Donc la valeur absolue de la fonction intégrée,
dans (21, 5), est moindre que

m

A’[Ea(lu—-—pa)]_ Y (=1, 2, ..., m),

k étant une constante.

Posons
Vg == b+ pla (=1, 2, m—1),

5.y oy vony ey étant des fonctions de m — 2 paramétres ¢, t,, ...,
Lo s, telles que
G4+ =1

ey Brer)
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Alors (Chap. I, n° 13)

-/1)1.—1

di(Zarry s Eat)]? |
pz—”‘d((l“ [ Hm—1): Z {: :5(;:1 [n;ini))] d(Pa Liy ooy tm-—2).

a=1

Notre intégrale est donc moindre que

Am—1) - . = = >

/i'/t,,, m—2 d -, e B 2

/ P ”m S‘ [ (ﬂ‘Hq Ci 1)] d(P’ [1, LIS tm—e)'
o 05 ‘a (l([“ ey CI)LVQ) i

(.O-_*— 7‘;n)_

Dans cette derniére intégrale, le champ de variation de ¢ est limité,
et dépend de la direction ¢,,2,, ..., ,—,. On augmentera 'intégrale
ea I’étendant a I’espace entier, ce qui donne (Chap. I, n°13)

m—1 m—1
o«

ok 2 3 f p 2 dp ok * fw u"du
~ fom —- >
m—1 m m—1 jidd
r() (=)

; (¢ 13,)3 ; (1 u*)?

c’est la limitation cherchée.
22. Potentiel de double couche. — Considérons I'intégrale

(m—1)
(22, 1) w(X) :f p(A)Ea,ﬁ(_ p )1 ta—1)
S

G(X, A
= (loc,f',(.A.) S)——’f)_a“é'_‘zd(aOH—h (R a%—l%

ou ¢(A) est une fonction continue donnée sur S; si I'on est dans le
cas complexe, et qu'on veuille pouvoir déformer S sur une multipli- -
cité analytique, ¢(A) devra étre fonction holomorphe des m —1
paramétres a l'aide desquels sont exprimées analytiquement les
coordonnées des points de S. C’est ce que nous appellerons le potentiel
de double couche (généralisé). Quel que soit ¢(A), u(X) satisfait a
I'équation (1, 1) homogeéne (f=o0) dans la région balayée par les
domaines D, satisfaisant aux conditions requises (n° 7), et ayant S
pour frontiére. .

Nous allons chercher la limite de 2(X) quand X tend vers un point
- de S, en restant sur D.
Soit Y ce point de S. Nous allons d’abord prouver que,si ¢(Y) =o,
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u(X) est continu en Y; c’est-d-dire que, pour X assez voisin de Y,

(22, 2) Ju(X)—u(Y)|<e [¢(Y)=0],

e étant donné d’une facon quelconque. Décomposons S en deux parties
S’ et 8", la premiére contenant Y & son intérieur. Il suffit de prouver
que, si S’ est assez petit et X assez voisin de Y,

Alm—1)

(22, 21) 0(A) g p(—1)im Dx=b

I
1

1G(X, A
L“(d—“ﬁ[—)d(am—n e Ay ) | <

3

wl m

poe ﬂa,p(f\)

car alors la part de S" dans le premier membre de (22,2) seramoindre

28 . , . o .
ue —; et comme d’autre part I'intégrale étendue & S” représente une
3 o]

. . . €
fonction continue en Y, sa part dans (22,2) sera moindre que z

des que X sera assez voisin de Y; donc la condition (22,2) sera satis-
faite. Mais la condjtion (22,21) peut elle-méme étre remplacée par

Wl —1)

L

(22, 22) ()(A)E“,ﬁ(__])(nz-vl)(oc41)

2—m
M (X, A
M A g,

= aa’ﬁ(A) d(lg

€
) aot——l) < Z’
car le coefficient de v(A)d(a, ., .., @) 2 été moditié d’une fonc-
tion ayant une limitation d’ordre 2 — m. Ceci s’écrit encore
(m—1; m

(m— 2) C(AYH™ (X, A)Zy(— 1)(m—tia—1)
SI

(22, 23) .

3
< -

X (Xa— ag) d(@gity - - -y A1) A

Or nous avons vu (n° 21) que

(m—1) _m
(22, 24) f H 7(X, A) Sa(— )" 0@ (20— ay) d(@gisy +.s das)| < oo,
g

J étant indépendant de X et de la partie considérée de S. D’autre
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part, sur S, d'aprés (21,2).
o (— 1)@ (24— ag) d(agery - -, o)

d(ay, ..., @)
— )‘m [ — )m—1 1 ?
§ ( ) d(f‘n- b P‘uz)v

A(Qys + s Ayy)
d([J.” ---«,U-m—l)

— 3, (— I)("L~1)(a‘1)lla mym d(“aﬂ’ — aa—l)J
A d(}’-u ey [J'm—i)

+ 22y g(— 1)@= oy g, (23— 4B)

m—1m=—1

R d(a ,...,a_)‘
3 X D b (i) g ) g

o B=1v=1

Or la part dans (22,23) et dans (22,24) de la partie de 'accolade
ol A, n'est pas en facteur est aussi petite que I'on veut, car lafonction
intégrée a une limitation

2—m

m—1 2

Z (lo— o )? ,

=1

dans laquelle % est une constante : cette partie d’intégrale est donc
aussi petite que I'on veut, si 8’ est assez petit.
Considérons maintenant le coefficient de %, dans 'accolade du

m

second membre de (22,3) : il est aussi voisin que I'on veut de

dlay, ..., a,)

H
([(.uu RN Ij*/u)

(_ l’)/u—l

si X est assez voisin de Y; son argument varie donc aussi peu que 'on
veul dans toute I'étendue de §', si S est assez petit et Y assez voisin
de X. En prenant les variables u.,, ..., p,_, 12 partie correspondante
de la fonction intégrée, dans (22,24 ), a un argument qui oscille entre
deux limites 0, et 0, telles que

(22, 31) o< Bh—bi <,

cela & cause de la condition (7,3). Comme d’autre part, si §' est assez
petit,
' fo(A)[ <,

v étant pris d’une facon quelconque, on en conclut que la partie

Aty ...

) Fz:z--l)'
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correspondante de (22,23) est moindre que (')
L7

cos b b

(m—2)

2

Donc le premier membre de (22,23) est aussi petit que 'on veut, ce
qu’il fallait démontrer.
D’aprés les résultats déja obtenus (n»s 18 2 20), si¢(Y) =40, en
décomposant ¢(A) en [¢(A) — ¢(Y)]+ ¢(Y), on trouve que
2T —¢(Y).

1’(221——1

2

(22,4) ' Imoe(X)=u(Y) —

Si X tend vers Y en venant de U'extérienr de S sur D, il faut changer
le signe du coefficient de ¢(Y). Mais si D est limité extéricurement

(1) Supposons que

()
f F(X)d(z ooy xm)'<°ﬂ~":

le domaine d’intégration étant réel, et Pargument de F(X) étant compris entre 0,
et 05, avee la condition (22,31). Soit ¢(X) une fonction telle que

le(X)] <.

Alors
F(X)=A(X)e+ B(X)ef:, A(X)Zo, B(X)Zo.
Donc
(1)
F(X)d(xy, ..., on) =2uedit+ peid
avee
(m) (m)
o = AX)d(2r, ..y &m), g:f, B(X)d(zi, ..., zm), 220, BZo.
D’aprés I'hypothése
a2+ 22f cos (83— 04) + g2 < A2,
ou
(@ 4 f)? cos? O (¢ —§)*sin? heb <z
Mais
(m) ) (m)
[ EeXydan, o mw) = e [ AK)e(X) (a1, - 2)
(mn)
+ il B(X)‘?(X)d(xh ceey @m),
d’ou
(1n) X a}b-,]
‘ F(X)e(X)d(zy, ..., x,,,)'<'f.(7.—l—r@') < c—-—~———os b—0;
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par le contour S,, et intérieurement par d’autres contours S,, S, ...,
la relation (22,4) convient quel que soit celui des contours partiels
auquel appartient Y, pourvu que, dans (22,1), chacun de ces con-
tours soit pris dans le sens associé au sens choisi sur D.

Dans le cas ou S n’est pas déformable, cette démonstration ne
suppose rien de plus sur ¢(A) que sa continuité.

Nous avons supposé implicitement que les coordonnées d’un point
de S sont exprimables en fonctions continues et a dérivées premieéres
et secondes continues de g, Yoy <o vy Yy

V. — Le probléme de Dirichlet pour les équations linéaires.

23. L'équation intégrale du probléme. — Proposons-nous de trouver
une solution u(X) de I’équation (1, 1), définie dans un domaine D de
frontiére S, et prenant des valeurs données sur S. Si D n’est pas réel,
il doit satisfaire aux conditions requises (n°7). Si S est tracée sur
une multiplicité analytique & m — 1 paramétres, et si la suite des
valeurs données est analytique, la solution doit rester valable par une
déformation de S n’excédant pas certaines limites.

Nous commencerons par former une solution de I'équation (1,1)
dans un domaine débordant partout S : nous la formerons par la
méthode déja indiquée, valable au moins quand la mesure du domaine
est assez petite. Nous aurons duméme coup une solution fondamentale
(ou élémentaire) G(X, A) de I’'équation homogéne.

Nous nous servirons de celle-ci pour trouver une solution de
I'équation homogéne qui, ajoutée i la solution trouvée de I’équation
non homogéne, satisfasse & la question.

Cette solution u(X) de I’équation homogeéne, nous la chercherons
parmi les fonctions du type suivant. Soient p,(z, Z,, ..., x,,)
(e=1, 2, ..., m), m fonctions continues quelconques données
(Phypothése de la continuité peut méme étre remplacée par d’autres
moins restrictives ). Nous poserons

o (2 —1)
(23, 1) u(X)-:_/ 0 (A)Zy (— 1)im—D =
. S

’ JIG(X, A
= [zﬁa“:ﬁ(A)_“%a‘“)‘ -+ Pa(A) G(X, A)] d(Agqs ooy Qay))
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#(A) étant la fonction inconnue. Les termes en G(X, A) (potentiel de
simple couche) ne changeant pas la discontinuit¢ de 'intégrale sur S,
¢ devra satisfaire & I’¢quation de Fredholm

n
F(T "“’> (m =1
(23,2) “(X)'—’*L*,r—f 0 (A) 2, (— 1)lm=1@=1
o7 $
0G (X, A)
dao

P

X | 2gag g(A) + 02 (A) G(X, A.)] A(Ayy onry Agy)

ol (X)) désigne la valeur donnée de «(X) au point X de S.

Lathéorie classique est applicable & cette équation, car, en prenant
des variables d’intégration g, gy, ..., 1, (n°21), le noyaua est infini.
d’ordre 2 — m quand les points X et A viennent se confondre.

Ici nous devons appliquer les formules de fa théorie générale des
¢quations de Fredholm, et non la méthode d’approximations succes-
sives comme au n° 9. Il n’y a aucune difficulté & montrer (comme
aux n® 10 et suivants) que les termes des séries qui interviennent
dans ces formules ne changent pas, dans le cas analytique, par une
déformation de S restant dans les limites voulues (n° 7).

24. Cas ot U'équation est soluble. — 11 faut maintenant se préoccuper
de la solubilité de I'équation (23,2) en ¢(X); il faut, pour pouvoir
utiliser cette équation, étre assuré que le déterminant du noyau
itéré de rang m n’est pas nul.

Orici, il n’est plus possible de procéder comme précédemment; peu
importe la mesure de S. On pourra aisément constater que, si
les a, 5, sont constants, les b, et ¢ étant nuls, si 'on fait subir & S une
homothétie de rapport quelconque, les différents termes de ce détermi-

. 2111
nant ne changent pas [dans ce cas, G(X, &) coincide avec H * (X, A)[;
cette particularité empéche absolument de procéder comme pour
Péquation (g, 1). '
Remarquons cependant que, dans le cas ou les «, 4 sont constants
Ann. Ke. Norm., (3), XLUIL — Mans 1926. il
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et les b, et ¢ nuls, rien n'empéche de démontrer, comme pour I'équa-
tion de Laplace ('), que I'équation (23,2) est soluble, en prenant
les ¢, tous nuls.

Dans les autres cas, on peut essayer de choisir les g, de facon a
rendre ce déterminant non nul, si c¢’est possible. Remarquons qu’en
réalité cela fait une seule fonction i choisir, car les termes dependant
des ¢, peuvent étre rassemblés en un seul :

»lm—1)

/ C(A) p(A)G(X, AYVEs d{dmins ooy dr )

s

avec
Zapa(A) (=)D (g Ly @y )

VEad(@oiay .y aay)?

p(A)=

On peut également poser
v(A)pA)=pi(A),

et considérer g, (A) (au lieu de g) comme une fonction donnée; dans
le cas ol le déterminant serait nul, on disposerait (si ¢’est l)()bblbl e)
de o, de fagon & satisfaire aux conditions de solubilite.

On sait d’ailleurs qu'il est des cas ou le probléme de Dirichlet
généralisé est impossible, et ol par suite tous les procédés plc(*edents
echouemnl

Nous allons prouver que, si D est assez petit dans toutes ses dimen-
sions et reste homothétique & un domaine fixe, et si 'on prend
les g, tous nuls, le déterminant n’est pas nul.

[‘dlbona en effet dans I'équation (1, 1) le changement de variables

Zy== iy (=1, 2, ..., m),
ol A est une constante positive. En désignant par AT le point de
coordonnées At,, Aiy, ..., A, cette équation devient

J0%u ()

(24, 1) 2., qag,g(/'l‘)d[ i + l-zb ()T — +i 2cu == )2 f.

(1) Du veste ces ¢quations se raménent & Péquation de Laplace, en faisant sur 2y,
Ly, .., Ty la transformation adjointe d celle qui change (1, 2) en X2+ X2, . .+ X2,
Sur I’équation de Laplace, on peut consulter Hevwoop et Frizcner, loc. cit., ou
Goursat, Cours d’Analyse mathématique, »¢ édition, t. I, Chap. XXXII, para-
graphe II. :
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Supposons D assez petit,”dans toutes ses dimensions, pour que,
X et A étant deux points quelconques de ce domaine,

(24, 11) | ey—ay | <2 (=1, 2, o0, m).
Alors, st a4g= Au,, on aura
(24, 12) [ lo— sy | <1 (oz==1,2, ..., m).

Si A est assez petit, il est évident que, dans tout le domaine de
variation de T, les Ab,(AT) et 22¢(AT) seront aussi voisins de zéro
que nous voudrons. De plus, les dérivées des a,g(AT), c’est-a-dire les

L dagg
—

' day

seront également aussi petites que nous voudrons.

On peut donc dire que, si A est assez petit, 'équation (24, 1) différe
aussi peu que I'on veut d’une équation ou les @, g seraient constants,
et ot les b, et ¢ seraient nuls.

Or on va prouver que, si les a,g, b,, c et leurs dérivées premiéres
varient de moins de ¢, dans un domaine fixe, la variation du détermi-
nant correspondant est moindre qu'une quantité proportionnelle & e.
En nous rappelant que le déterminant n’est pas nul dans le cas ou
les @, g sont constants, et les b, et ¢ nuls, nous aurons la conclusion
annoncée.

Nous allons d’abord prouver que G(X, A) varie de moins de

feLrm(X, A)
(on se place ici dans le cas réel, ce qui suffit), el ses dérivées pre-
miéres et secondes de moins de
keLi-m(X, A) et keL-n(X, A),
k étant une constante.

" Nous supposons, bien entendu, ¢ assez petit pour que I’équation ne
cesse pas d’étre de type elliptique. Alors, quels que soient les a,4
dans le domaine de variation en question, et quel que soit le point X
du domaine D, les racines du discriminant de la forme quadratique

21,@1\%5)\’“}{{3—&1 X3
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restent supérieures  un nombre positif fixe o. Il enrésulte 'existence
‘d’un nombre fixe £, tel que

|K (X, A)| < &L= (X, A).

De plus, pour une variation inférieure d ¢ des a, g, b,, c et des dérivées
premiéres des a,g, on constate que K(X, A) varie d'une quantité
moindre que
fpeLi—m (X[ A),

en choisissant convenablement la constante £,; pour faire cette vérifi-
cation, il est utile de remarquer que "

X
, 5 ddag (D)
X A _.[ ._.___[.3_____0'51/,
ag_ﬁ( ) ~ al.ﬁ( ) Jy dY ()t-Y :

et que par suite ces différences, qui figurent au numérateur de K(X, A),
ont une variation moindre qu’une quantité proportionnelle i eL(X, A),
le facteur de proportionnalité étant le produit par ym d’une limite

Jday
I
droite de A & X sans sortir du domaine d’existence et de continuité

des coefficients et de leurs dérivées; cette hypothése n’a pas d’incon-
vénient, puisque D est infiniment petit dans toutes ses dimensions).
Alors K, varie d’une quantité moindre que (n°9)

(nous supposons ici qu'on peut aller en ligne

supérieurc des ,

()

2k foye Lt=m (X, TYL=2 (T, AYd(yy « v vy b)) < 2dihyhyeLa=m(X, A);

Jp :
et ainsi de suite. Finalement, K,, ., (X, A) varie d’une quantité moindre
que k,¢, £, étant une nouvelle constante.

Si nous passons au noyau K,.,,,(X, A), nous constaterons que la
valeur absolue de sa variation est inférieure & pk,M"'w”e, M étant
une limite supérieure de |K,. |, et w une limite supérieure de la
mesure de D. La série

m TEm+1)p
ol T <§ —1) ,
z R P K(m-{»l‘p<xv A)
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varie de moins de

— —1

" —I‘ <I;L > (m~+1)p
ke ¥ p| —2t MP=t 2,

n

p—1 | 4wt

c’est-a-dire de moins que le produit de € par une constante.
St maintenant nous composons la somme de cette série avec

m P(I—;Z——l> L .
ho| R PRTRINY
]):l_ [‘7'_'2

nous trouvons pour limite supérieure de la variation du noyau résol-
vant une quantité proportionnelle & eL'=(X, A).

Pour la solution G(X, A) de 'équation homogéne, cela nous donne
bien une variation dont la valeur absolue est moindre que

keLa-m(X, A),

4 condition de choisir convenablement la constante £. Des raison-
nements analogues fourniront pour la variation des dérivées de G(X, A)
une limite ¢gale au produit de e par une constante et par la puissance
de L qui intervient dans la limitation des dérivées elles-mémes.

Nous arrivons a I'équation (23,2). Introduisons les paramétres A,
Koy ooes My Uegy thay « vy Uy, qui servent (n® 21) a fixer les positions
de X et de A sur S; quahd on transforme S par homothétie, on pourra
convenir de garder les mémes parametres pour les points homothé-
tiques. Soit alors P(A, M) le noyau de 23,2), ot l'on a pris tous

les ¢, nuls :
\

(2-)
(26,2)  P(AM)=— =20t ¥ ()i

m ‘-‘x,ﬁ

am? .
dG(X, A.) d(aa_-r_1, e e (la_.[)
X aq,p(A) dag Ay + ooy P—1) )

En décomposant G en H * —+ G,, nous trouverons aisément pour
limite supérieure de la valeur absolue de la variation de P(A, M) une
quantité proportionnelle &

. 2=

E[Ea()~a— Ha)z}-z—-
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En continuant le méme genre de raisonnement, nous aurons finale-
ment pour la variation du déterminant du noyau P,,(A, M) une limi-
tation proportionnelle & ¢, ainsi qu’il avait été annoncé.

Donc ce déterminant ne sera pas nul pour (24,1), dés que A sera
suffisamment petit; c’est ce que nous voulions démontrer.

On déduit méme de L une limite inférieure de la valeur absolue de ce
déterminant. En effet, si les a, 4 sont constants, et les &, et ¢ nuls, le
déterminant est une fonction continue des a, 45 cette fonction n’étant
jamais nulle, sa valeur absolue a un minimum positif si I'on borne
d’une facon quelconque le domaine de variation des a,gq. Il en est
donc de méme du déterminant du noyau P, (A, M), si A estassez petit.

25. Lenye. —- Considérons lu fonction
» (1 —1)
(25, 1) F(X):/ W (A) 3, g (— )m-DE-D
B JdG(X, A
> az_@(.ﬂ\)——g).&.[;_,) d(@yiyy ooy Qzey),y

ott w(A) est une fonction donnée sur la surface S.

Nous nous proposons de démontrer que, si @ (A), exprimé en fonc-
tions de Ly, sy oovy Yopoy (0° 21), admet des dérivées partielles du
premier ordre continues, F(X) admet, méme sur S, des déripées premiéres
par rapport @ A, Ay, ..., A,_, conlinues; s (’L"(A.) admet des dérivées
secondes continues, F(X) admet, méme sur S, une dérivée par rapport
& A, continue. ‘ ,

Cette proposition exige toutefois que les a,gq atent des déripies
premigres et secondes continues; nous ne sUPpPosons pas nécessairement
que Uy, oy -ovy Wy, solent réels sur S.

Remarquons tout d’abord que, si X n’est pas sur S, on peut appliquer

a Pexpression (25,1) 'opération de la dérivation sous le signe f:

toutes les dérivées indiquées existent donc et sont continues, tant
que X n’est pas sur S. : -
Occupons-nous maintenant des cas ol X peut venir sur S. Introdui-
sons les variables A, Ay, ooty Ay Uoyy - ooy Uy b, comme au n° 21,
désignons par un accent ce que devient une fonction quelconque
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quand on I'exprime & I’aide de ces variables. Nous aurons donce

A(nmr—1,
o d(ay, ... ay) .,
— N o m—1
(25, 11) / el (M) s o) (—1)

, )G/ (A, M
> Zy @ (M) C___(%{j_;_l__} Ay cooy Pmoa)-

Nous allons remarquer que si 'on pose

. 0G' (A, M JdG'(A, M . ‘ -
(25,2) - (()la ) + ((3{«’-a ).—:Fl(,\, M) (e=1,2, ..., m)

la fonction T, admet une limitation d"ordre 2 —m par rapport &

L(AY, M) "‘\/2(7*“1’ L),

o=l

les A, et les w, étant les parties réelles des 2, et des v, (dans ce
systeme de variables, les domaines d’intégration satisfont encore a des
inégalités du type du n° 7); et les dérivées premieres de T, ont une
.lumtauon d’ordre 1 — m, la partie d'ordre 1 — m venant exclusivement

2 n
du premier termeH * de G.
En effet, d’apres la formule (10,4), en désignant provisoirement
par D le domaine qui a servi a former G, et par S sa frontiére,

) ) ':__ﬁf i o
U’—((Z.,,, T (X, BYK(B, A)d(byy vy bu)
m=—1 R T]
f—-—f H (X, B)K (B, A)d( by ..oy b))
+/ [uﬂ (X, BYR (B, A) + 111;57, Bk (s, A)Jd(l)l, )
1

ARZa 2=

- H= (X, BYK(B; A)d(byy ..., b.)

()‘El 1

(m—1) 2--m !
—/ H = (X, B)K(B, AYd(byy ...y bu)

+ / W5 (5 B)R(B, A)d(by, vy bu)

I
2 2

+/ I)u -Wx B)  oH * (X, B>] K(B, Y (byy -, b
)

i dx,
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On en déduit, en raisonnant comme aux n® 11 et 12,

_5)_/ H® (X,B)K(B,AYd(by ..., Do)
da‘th

J
+0—J;1

e ;
f‘ HT (X, BYK(B, A)d(by, ..., b,,,)li<ML3-"'(X’, A",
D

M étant une constante; et les dérivées premiéres de la fonction du
premier membre (') ont une limitation d’ordre 2 — m. Comme, dans
ce calcul, D est le domaine qui sert & former G, les points B et A ne
s'approchent pas de la frontiére & moins d’une certaine distance,
puisque, par la suite, nous restreignons ce domaine.

En développant comme au n® 9 le noyau résolvant de K(X, A), les
termes

f H T (X, BYK,(B,A)d(bys ..., b))  (p>1)
D

de G peuvent étre dérivés sous le signe/ par rapport a @,, ou a @,

et I'on voit ainsi que
oG dG

Jz, " da,

a une limitation d'ordre 2 — m, et ses dérivées premicres une limita-
tion d’ordre 1 —m, la partie d’ordre 1-—m venant exclusivement

2-—m
de I *
Ce résultat peut évidemment s’étendre a
o -(-)—(—}— (¢ =1,2 m)
d_x; d(la —— Ly dy e ey ]

et, en passant aux variables A,, u.,, on a le résultat annoncé.
Cela étant, nous allons dériver (25, 11) sous le signe /, A, n’étant

pas nul, c’est-a-dire A n’étant pas sur S; puis nous ferons tendre 2,
vers zéro, et nous examinerons ce que devient I’expression obtenue.

. dJ dJ BT
(1) Elles sé calculent toujours de la méme fagon : — + Ll a une limitation
da,  dxg :

d’ordre 2 — m.
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D’apres (24, 2), le coefficient de w'(M) sous le signe [ est

n

A, n’étant pourtant pas nul comme dans (24,2). Donc

ne

OF'(A)y _ am? A=) “)du\ M)
dig T p(m ) Ys
(5-1)

(B=1,2,...,m).

(25.3)

IJ'U MR .'J'1J1~-l)

Avant de faire tendre A,, vers zéro, nous devons transformer cette
expression. D’aprés ce qui précéde, la fonction sous le signe / ne
différe de

. , d(a,, .. m) s 9 JdG' (A, M)
(25, 31) (——1)”’!"(1\1)-{—{%5. om))‘ ¢ [a,,,x(l\])_'x-(;IT_)-l

‘que par une fonction qui a une limitation d'ordre 1 —m, la parlie

2 III

d’ordre 1 — m provenant exclusivement de H’ *, et le reste étant
d’ordre 2 — m. En nous rappelant que les intégrales portant sur
des fonctions d’ordre 2 — m sont continues méme sur S, nous
sommes ramenés i étudier cette partie d'ordre 1 — m, provenant

2=
de H" * , puis & étudier U'intégrale portant sur (25,31).
Or ‘

o 9 0 JHTE (A, M)
(25, 32) X, (D-):E..,—d?{j‘) l:am, (M) O ]

_ m(m—2) '":'2 o 9 (Aﬁ(,a
=— B T (A M) By 5 ~A_,_>()“,

Py) (Rg—pz)

—+ fonction d’ordre 2 —'m.

La méme remarque qu’il y a un instant permet d’étudier seulement
ce qui provient du terme écrit, dans lequel on peut encore permuter A
et M en changeant le signe, car cette opération lui ajoute une fonction

Ann. Eec. Norm., (3), XLIII. — Mags 1g26. 12
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d’ordre 2 — m. Nous avons ainsi d étudier la discontinuité de

i3
(_1)";_17”(’”"‘2) /‘
o 2

—1) m-+2

oy Ay, o) s e
32 (Ll)m/.mll (I\l, .\)

Js
Jd /ALY - .
XE.{)5~()—7~:—K< - )(/‘Y—-——{JLY)(Aa——lu.g)d(lu.,, e Bmt)
ou de
Lx a9 m(m—2) Sl oadlan - ay) ,*ﬁszr}
(20, D)) —_ ——T—-—L/S ¥ (&l);{m—‘m H (M, _X)

PR J A‘L\ix'.a Y S
< 12 g (‘A—/ (hy—y) (Fg—11y)

K By (— 1) DG (g — D) d (Pgny wony Per)

car la quantité ajoutée sous le signe / est nulle sur S.

Nous ne changerons pas la discontinuité de I'intégrale en un point
de S en étendant I'intégration & une multiplicité fermée S,, ayant en
commun avec S le point considéré et les points suffisamment voisins.
On peut ainsi faire en sorte que S, et tous les points intérieurs
a S, appartiennent & la région ou la correspondance entre les
variables «,, @,, ..., @, et les variables A,, 4,, ..., 4, est biunivoque.

Mais le coefficient de

d(dh ) CZ,,,)

Sy (1) 0 g — 1) gy ey
(s o o) 7(—1) ! (pe— 1) d(pgs, s Bl—1)

w' (M)

sous le signe / est une fonction homogene et d’ordre — m des
variables A, — p, (e =1, 2, ..., m). Dés lors, on peut reproduire les
raisonnements faits & propos du potentiel de double couche (n° 18
a 22). On trouve ainsi qu'en atteignant S lexpression (25,33)
diminue brusquement de

N,

2 R a AL =
(25, 4) - I‘:‘Cn—-"‘B w'(A) }‘\'15“‘:’,3(-\)571‘@ (—AY%O') a'm (A,

SR , \

> .

c’est-a-dire du produit de w'(A) par une fonelion continue connue.
Passons a I'intégrale portant sur (25,31). [ci nous avons & distinguer
deux cas : premier cas, § = m; deuxiéme cas, § = m,
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Dans le cas ol § n’est pas égal & m, I'intégrale peut se transformer
par intégration par parties, Nous aurons (Chap, I, n° 5)

Alin—11

. _—1) , ( [Z,,,) o J [ OG’(\’ ‘\I)
<257 4’) ( I) -/s " (’\I) (Ub ey m) x() [(HII(M)T d(lu‘“ o [J'""l)
\ SR e I(a, ..., a, ’ )G (A M
— (___”/nﬁ / W(M)Z{EU_:-_—G; ﬂ,,,u(—“‘inz—)"d‘l""ﬁ'“'"’[J"""“U'"“'-VS—’)
Je y ooy o :
e P ({(al a ) ()G/(\ I\I)
o \m . i ATy s Tm ¥ ;” _ Dy wovy Pn-1)s
(=) L[ ();J.ﬁ {.” (M) ([“"'11 .. f"/n\ b * ()U’l (Jl ¢ 2

G étant Ia frontiere de la région de 'espace (i, ..y o) qu'il suffit
de considérer pour avoir S; si I'on n’a pas la méme représentation
paramé(rique pour tous les points de S, il suffira de n’intégrer par
parties que la portion d'intégrale correspondant & une région de S qui
contient A; dans tous les cas, on peut supposer que C ne passe pas
par A. Dans ces conditions, la seule intégrale discontinue en A est la
dernitre intégrale (25, 41), qui est un potentiel de double couche :
nous savons que cette intégrale diminue brusquement sur S de

m

e B el
2 (B m).
Pour traiter le cas ot 8 = m, nous déduirons de la relation (16,4)
que
(25,51) GIG(X, A= GIIA, X)),

Popération ¢ portant sur le point A; le second membre est continu
sur S (holomorphe dans le cas complexe). Cette relation s'écrit, avec
les points variables A et M,

(25, 52) G'IG/ (A, M)]=G'[I'(M, A)].

. . 0G! . e, . e .
Nous pouvons tirer de Ja i en fonction lincaire des autres dérivées
secondes, des dérivées premiéres, de G'lui-méme,etde §' [I'(M, A)].
Nous portons dans (25,31) 'expression obtenue et nous mlegrons par
parties, comme ci-dessus, tout ce qui contient une dérivée seconde
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de G’ : nous obtenons une expression contenant une-intégrale d'ordre
m — 2 qui ne donne lieu & aucune difficulté, une autre intégrale,
d’ordre m —1, portant sur une fonction dépendant de ¢ [1'(M, A,
ctqui ne donnelieu non pius a aucune difficulté, et enfin une intégrale
du type

)
(25,53) [ ldzod(m ‘)Gg‘; M) u(M)G/(A, M)] A(ps ey o).

'] l'

L'intégrale portant sur LG’ est continue sur S; nous écrivons le reste
de (25, 53) sous la forme

A g, (M) oG/ (A, M)
~ / m /. ’
(201 4) J, am - (1\1) -’a:‘ m 1( I\]) ()[.L; L'l’( .y H/n—l)
At @ (M) oy (M) —aj, o (M) o, (M) dG' (A, M) .
/= Qoo (M) Op Bt

et nous intégrons par parties tous les termes de la seconde intégrale
(celui qui correspond & « = m est nul): nous les transformerons ainsi
en une intégrale d’ordre m — 2 et une intégrale portant sur le produit
de G’ par une fonction continue, et qui, 'une ct 'autre, ne donnent
lieu a aucune difficulté; ce calcul suppose que w'(M) admet des
dérivées secondes continues, car les o,(M) contenaient déja les
dérivées premiéres. Il reste seulement la premiére intégrale (25,54%),
qui est un potentiel de double couche, diminuant brusquement de

m

25. 6 m 27?':' (.D'll("\) d(xh o Zy) ]
(25, 6) (—1) l‘(l—)f——l> af,,,,,,(_.'\)[d()m "‘7}‘111‘)_] >
2

Nous venons de démontrer que les valeurs de 28 (A)

quand A atteint S.
JF' (A)
T kg

rieur a S, coincident avec les valeurs de certaines fonctions continues

. d
méme sur S : done les —'J/L_) tendent uniformément vers leurs limites
%

quand A, tend vers zéro, ce qui entraine que, pour A,=o, ces
dérivées existent, et sont égales aux limites trouvées; pour « = m, ce
raisonnement ne s’applique pas, mais la formule des accroissements
finis donne le méme résultat.

Notre théoréme est démontré. Remarquons que nous avons des
expressions des dérivées de F/(A) valables sur S, expressions formées

» pour .\ inté-
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d’intégrales d’ordre 7 — 1 et m — 2, auxquelles on ajoute la somme
de I'expression (25, 4) et, suivant le cas, de (25,5) ou de (25,6). Si
I'on faisait %,,= o dans (25,3), ’expression obtenue n’aurait pas de
sens.

26. Nous aurons besoin d’avoir une limitation de'la fonction I(A, B)
définie par la relation (16,4). Remarquons que nous aurions pu
remplacer G(X, A) par une autre solution de la méme équation aux
dérivées partielles, telle que la fonction I correspondante soit nulle.
On déduit en effet de (16,4) 'identité (25,51); et, de celle-ci, on
déduit _ :

FiGLHA, X)] =0,
en faisant porter 'opération I sur le point X (nous nous placons dans
le cas complexe, ou toutes les dérivées existent). Ceci montre que la

fonction
0
——1

2

o(A, X) = — ____—_f G*(A, BYG[1(B, X)]d(b1, -, ),
5 »

o
. e n . ~|7r
qui satisfait &

o ) Go=¢g[L(A, X)],
satisfait aussi a

Fo=o.

Donc la fonction G(X, A)—ao(A, X) satisfait, par rapport & X, &
Iéquation F = o, et par rapport & A, a I’équation § =o.

Si Pon avait remplacé G par cette autre solution fondamentale,
[ n’aurait pas apparu dans les calculs qui précédent; mais on aurait
retrouvé cette fonction quand il aurait fallu limiter cette nouvelle
solution fondamentale.

Reportons-nous a 'expression de I. En désignant par S’ Ia multipli-
cité, appelée S dans (16, 3), on a

r (? "'I) =1
(26, 1) LA B)=— 2/ / S, (1) imenie=n
47_[7_, Sr
. T 0G(X, A) . )

d[a,pG* (X, B)]
dxp

— G(X, A) g

%CZ(JZ':;H_“ vy 1'1_1).
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<

Donec
M1

(26, 2) iI(A,B>:</

g

L .
Lm=2( A, M) L2 (A, NY)

1 1 ) ’
=< (]J( \/’ 1\1/) + L('\” Nl)~‘ d()~11 ceey )"/ll—l).'

A, M, N correspondant respectivement a X, A, B; A, M’, N sont leurs
projections sur l’espace réel; U est une constante dépendant des
limites supérieures des valeurs absolues des a, g, des b,, de c, des
dérivées des a,g jusqu’au troisiéme ordre, de celles des &, jusqu’au
second ordre, des dérivées premiéres de ¢, du nombre g (n° 7), et
d’une limite supérieure de la mesure o des domaines complexes qui
ont a former G. ’

Ceci suppose toutefois que S’ a pour équation ,, = const.

Supposons que, A parcourant 8, w,, — A, etv,, — A, restent supé-
rieurs & un nombre positif £. Alors

LA, M) > L2\, M) + A2,
L\, NY> VLN, N+ A2,

M, et N, se déduisant de M et de N en remplacant u., et v, par A,,.
Mais
LA, N > LA, M) — LMY, NOY

s1 L, est une limite supérieure de L(M!, N|) dans le domaine ou nous
opérons, on en conclut que

LA (A, NY) + 42> <_L°+ ;/;;5_" [‘m)-[Lz(A’, M) + A%].

Done

fm—a) -
Ad(, ..M o
(26, 3) / o= C \s ll\/l’) L':l—i’( {, Ny < O3 Jy—m+2
g Ay <Xy

Xf'"‘"" Ay oeos Kny)
¢

2 — 3

[Lﬁ(AI: MI1 ) -+ /‘2] b

3 désignant une limite supérieure de

< o h? -\ me2
A ;
— Lo+ VL + 4 12

N
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cette quantité restant finie quand 4 tend vers zéro, @3 peut étre pris
constant dés que % est suffisamment petit.
- Soit |
o=L(A, M)
Le sccond membre de (26,3) est augmenté si 'on étend I'intégrale &
toutes les valeurs réelles de A}, ..., %,,_,; cette intégrale est alors

nm-—1

2 “ m—2
2T 3 J—m-+2 g le .
T (m —1 ) . im i

- (o2 h2) *

En posant ¢ = /¢, on transforme ceci en

G4 —2+4
Ch .

ne—1
e =3
o7 * M dt
- )

1— T
m —1 Z
F( ) BN CGE S

La partie restante du second membre de (26,2) est de méme infé-
ricure & C, A", €, dépendant des mémes données que C,. Donc

e

[T(A, B) < @htmtt (C=C + C,).

!

. . . . T A . ,
27. De la nous allons tirer une limitation de a—l(;)(—) sur S, ' (A),

ou u(X), étant donné par (23, 1) ou ¢(X) est la solution de (23,2).

Précisons d’abord la limitation de ¢ (A). Si
le(X)[<®

et si notre domaine est assez petit dans toutes ses dimensions, les g,
étant nuls, on aura

(27, 1) [o(A) <A@,

A, restant constant tant que les a, g, les &, et ¢ ne sortent pas d’un
certain domaine de variation. .

Dans le cas complexe, la limitation (27, 1) sera valable tant que les
- parties imaginaires de w,, t,, ..., @, resteront en valeur absolue
inférieures 4 une certaine quantité /, les parties réelles étant
quelconques. ' .
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Si donc on suppose que les valeurs absolues de ces parties imagi-
naires restent inférieures & / — /, (o <1, < 1), on aura

ol (A A0 2% (A)[ A @ i
(27, 11) i 7ol B 972 073 E (o, B=1,2, ..., m —1).
Passons & (). On aura
(27, 2) e/ (M) ] <A,
, | . . L du'(A)
A, étant constant dans les mémes conditions que A,. Quanta ——

Ot
les calculs déja faits (n° 25) en fournissent une expression (ui fait
intervenir les dérivées secondes de ¢'(.\). On aura done sur S, tant que
les valeurs absolues des parties imaginaires de A,, A,, ..., A, , resle-
ront inférieures a [ — 7,

du' (A) A0

(27, 21) _BT < — 7

-+ hmxtanon de l'intégrale ou figure G[I'(M, A) 1,

A, étant constant dans les mémes conditions que A, et A,.
Or soit

,’Ill:__/l’

lasurface 8" quiintervient dans lalimitation del. Si|%,, + % | et|w,, + 2|
sont au moins égaux 4 4,, on aura

[ 1/(M, A) | << Chi2m,

Méme si I'on suppose que S’ soit réel, les valeurs absolues des parties
imaginaires de %, et de w, pourront, si|A, -+ /| et |w,-+ A]| sont
au moins égaux & /%,, atteindre une limite g'%,, g’ étant un nombre

qui ne depend que de g (n°7) et de la correspondance entre X et A.
Soit

hy=le plus petit des nombres 2 — /, et 1t — é’, .

On voit que, sur S, les valeurs absolues de toutes les dérivées secondes
de I'(M, A) sont inférieures a

clyhiam,
Si/, est proportionnel & A, on aura done, sur S,

(27,22) |G/[1 (M, A)]] < Drr=2m,
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(@ étant une constante. Comme m est plus grand que deux, en portant
dans (27,21), on aura finalement, pour 4 assez petit,

Ju'(A .
(27$ 3) ‘ __‘;_)(I_"_} l < A, k2
A, étant constant dans les mémes conditions que les coefficients

précédents.

28. Prolongement analytique de u(X). — Nous pouvons conclure
de la que «(X) est prolongeable analytiquement & travers S. Nous
savons déja en effet que cette fonction est holomorphe dans D. Or
I'inégalité (27, 3) aura lieu dés que A, sera suffisamment petit (c’est-
a-dire dés quon sera assez prés de S) et dés que les valeurs absolues
des parties imaginaires de A,, A,, ..., A,_, seront inférieures a I —£#,
ou /£ est une constante. Nous prendrons £ assez petit pour que 244
soit plus petit que [ Si les valeurs absolues des parties imaginaires

de A\, Ay, ..., A, sont moindres quel — 2 %%, nous connaissons des
dui' (A)
- . . d)\mw
une surface A, = const. assez petite. Le théoréme de Cauchy-Kowa-

lewski nous fournit alors un développement de «'(A) valable tant
que Ay, Ay, ..., A, ne s’écartent pas de plus d’'une certaine limite fize
de leurs valeurs initiales. Si donc on a pris la surface initiale assez
voisine de S, on voit que le prolongement analytique de «'(A)
traverse S.

Pour évaluer le champ des valeurs de ,, qu’on peut atteindre, nous
pouvons prendre S comme surface initiale, puisque nous savons
maintenant que z est holomorphe sur S.

Or nous avons

()zu’(_'\)___z, ays(A) 0% ba(A) o’ ¢ (A)

AN ’

ghz T B (K) 00 00 % dpm(A) O L (A

fonctions majorantes des valeurs prises par «'(A) et par sur

(28, 1)

la notation X g signifiant que la combinaison « = § = m est exclue.
Placons-nous en un point déterminé de S, ou les valeurs absolues
des parties imaginaires des A, soient moindres que /— 2kA; il sera
légitime d’admettre que la limitation (27,3) a lien tant que les
valeurs absolues des différences y, entre A, etlacoordonnée correspon-
dante du point initial de Srestent inférieures 2 k2 (a =1,2,...,m—1).
Ann. Ec. Norm., (3), XLIII. — Avai 1926. 13
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Sil'on considére I'équation

rw B _
()_);;L - < ,}'m) .<I _ Yi+Y2+...+ ym—1>

(28, 2)

YT Kk
! 9w N Jw ]
< e e ¥ —— |,
[Za 80Ya 0yp Za ¥y _
ol B est une constante convenable, et si, pour y,, = o,

o dw - Q
T Oy - — Y1+ Yot oot Ym
kh

_w sera une fonction majorante de toute solution de (28,1) telle

que |u| et !0—(;‘-‘-’ restent inférieures a Q pour
Ap=o0 et | Yol <<kl (a=1,2,...,m—1).

Cherchons w fonction seulement de y,, et de y, 4y, ...+ ¥,ss
que nous remplacerons par «; nous majorerons encore la solution

“cherchée en remplagant (28, 2) par

(_)2_‘2—- G d_gg)_.‘______dgw _1_9(_».'4_0”).1_ N
(’ Ik 7y

ol y remplace y,, et ou

(28, 21)

Soient

’équation (28; 21) peut se remplacer par le systéme

Ow

ay =’
dw'  ow”
(28,22) ( dy ~ dz
dw' C dw  dw'  dw” , Y
d‘y”'(l_l)(l__ﬁ)(()x da‘+0x+‘f+‘v>f
o\ ki )\, kh
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Mais on majorera encore le résultat en prenant
w=w =

la fonction w devant satisfaire a

(28, 23) - ﬂ-‘—’: 3G (Q—ff—]— ;.;1>,
' 9y _3) L Y\ \ox
: Y7, h

avec la valeur initiale

. Q ,
x \2
‘/.'/a (1 — 7r7z>
pourvu que 3C > 1 (sinon on remplacerait ce coefficient par ur).
Posons :

Qs
% AN
(8 l<l_—/{_/i>
de sorte que 5 devra se réduire & un pour y =o :
ds __ 3G 95 kh+2—z
oy N[ 2\ \o= kh—=z =
kh —/l—lz>

Nous majorerons encore le résultat en remplacant ceci par

[ & Cpman

ds 3C 0z kh + 2 (a>1),
dy T | _e2xtay oz T I ¢ ’
kh

ot I'on reconnait e paramétre « introduit par M. Goursat dans la
démonstration du théoreme de Cauchy-Kowalewski.
Nous cherchons alors une solution qui soit fonction seulement de

2+ oy =1;
I'équation s’écrit alors

dz 3C bh+ 2

de — at kh

Nous désirons que la solution égale & un pour ¢ = o soit & coefficients
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tous positifs; or cette solution est

3Ciki+2;

o — at _——“_——-
= ’——/.'/z(a——6C)-J :

les coefficients seront tous positifs si

a>6C,

et le rayon de convergence sera alors

I x—6G
(74

- )
Si, par exemple, o = 12C, ce rayon sera ~ et, pour

|t kh
1<

on aura
kh+4-2

|s]<<3 * .

En remontant & «/, on en conclut que le développement sera
valable pour

’ l Lh
[ya| < o’
et que, pour .
2
l}’oc|< 3m’
on aura
) k42
iu‘<3 8 7"/—"'

CHAPITRE TIII.

EQUATIONS NON LINEAIRES.

1. Considérons une équation

Ru ?u 0*u  Ou du

-
1,1) F(u)=F( 5=y o———s svey —5 ) =3 co0s —: U 2, ... —
(r, 1) F(e) (dxf 0z, 0z 0x2’ oz, dz,,> 2 Fr e Tm 0,
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que nous écrirons plus simplement

; J%u ou ,
e’f‘(lt):F(\m; _()—x;’ w; X) = o,
et dont nous connaissons déja une solution qu’on pourra, par change-
“ment de fonction. inconnue, supposer é¢tre la solution zéro; cette
premiére solution pourra s’obtenir a I'aide du théoréme de Cauchy-
Kowalewski. Nous supposons que, dans un certain champ réel de
variation de X, cette équation soit de type elliptique au voisinage de
la solution zéro, c¢’est-a-dire que les

OF ' oF

(o) awp= g oG (#F0) | dwe= s
(2705 (5%)

peuvent étre regardés comme les coefficients d’une forme quadratique
définie positive. On suppose en outre que F est holomorphe par rapport

m2+-5m—+ 2

a I'ensemble des variables dont dépend cette fonction,

2
pourvu que X soit dans le champ dont on wient de parler, et que les
valeurs absolues de u et de ses dérivées premiéres et secondes soient
assez petites.

Considérons, dans ce champ de variation de X, un domaine borné D,
limité par un ou plusieurs contours fermés, dont chacun est réguliére-
ment analytique, et dont nous désignerons la réunion par S.

Si Ay, Ay, ovny A, sont les paramétres & I'aide desquels s’expriment
analytiquement les coordonnées d’un point de S (ou d’une des parties

de 8), soit
(?()‘17 )“.!7 cre }‘Hl—l)

une fonction holomorphe réelle de ces paramétres; nous nous donnons
une telle fonction pour chacun des contours formant S.

Soit ¢ un paramétre réel; nous nous proposons de trouver une
solution de (1,1), définie et continue dans D et sur S, et prenant
sur S les valeurs

(I7 3) [(P().l, 7'.2,‘-..,7.,”__1).

Nous montrerons que si D est suffisamment petit dans toutes ses
dimensions, et si ¢ est suffisamment petit en valeur absolue, ce



102 ) GEORGES GIRAUD.

probléme admet une solution, et une seule, si I'on impose & « et a ses
dérivéesjusqu’ausecond ordre de rester, en valeur absolue, inférieures
& un nombre suffisamment petit.

2. Pour démontrer ce théoréme, nous considérons I’équation
0% u du
E a, ; b cu =o,
(2,1) ‘B().r dxr3+ Yy —+cu

ou les a, g sont définis par (1, 2), et ot

oF __OF

0Zq
Les a,g, les b, et ¢ sont calculés en supposant u nul ainsi que
toutes ses dérivées : ce sont des fonctions de Lyy Loy voney X, 6L
Péquation (2,1) est de type elliptique.

Nous cherchons une solution de I'équation (2, 1) qut soit définie et
continue dans D et sur S, et qui prenne sur S les valeurs (1,3). Nous
avons déja vu (Chap. II, 24) qu’il y en a une et une seule «,, a
dérivées secondes continues dans D, pourvu que ce domaine soit assez
petit dans toutes ses dimensions, ce qui est notre hypothése.

Soient maintenant a;,”@, b,, ¢’ les quantités analogues & Aog, bys €,
mais calculées en remplacant u et ses dérivées par u, et ses dérivées.
Nous considérons I’équation

02 h
(2, 3) Zu,ga“"@dz e —|-Z b@d a+C/l—-——3‘F(lh),

et nous en cherchons une solution 4, prenant sur S la valeur zéro.
Si %, existe, nous aurons, comme seconde approximation de u, la
fonction

(2’2) . b=

(2, 31) ' Us= Uy~ N,.

D’une fagon générale, si nous sommes parvenus & l'approxima-
tion u,, nous calculons, & I'aide des formules (1, 2)et (2, 2), les
coefficients a""r, by, ¢ correspondants, et nous considérons I’équation

(2, 4) Zaﬁa(”é—ﬁi— N b(")ddz]' +ceMh=—F(u,),

P 0ay dag ey
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et nous en cherchons une solution 4, prenant sur S la valeur zéro.
Si A, existe, nous posons :

(2, 41) | C Upy = Uy Ny

¢’est approximation suivante de u.

I s’agit de voir que, sous les hypotheses faites, on n’est jamais
arrété dans ce calcul par une impossibilité ni par une indétermi-
nation, et que les approximations successives convergent effectivement
vers une solution du probléme posé, et qu’il n’y a pas d’autre solution.
C’est ce que nous allons voir dans les numéros suivants.

On voit que cette maniere de diriger les approximations successives
ressemble & la méthode de Newton pour résoudre les équations dont
I'inconnue est un nombre. '

- 3. Nous commencons par déterminer un certain champ com-
plexe € de variation pour le point X et pour « et ses dérivées jusqu’au
cinquieme ordre. Si I'on adjoint & un point quelconque X de D ou
de S des valeurs suffisamment petites de « et de ses dérivées jusqu’au
cinquieme ordre, on devra obtenir un point de C. Dans la partie réelle
du champ €, I'équation (1, 1) devraétre de type elliptique.

D devra étre assez petit dans toutes ses dimensions pour que,
quelle que soit la fonction du champ € a laide de laquelle sont
calculés les a, g, les b, et ¢, 'équation

o0*h N doh
Za’ﬁfla’p W +Zl[)aa}—a “+ch —-f(X)

admette une solution définie dans D, prenant sur S des valeurs
quelconques données i l’avance, et calculable par la méthode du
Chapitre précédent.

Au voisinage de chaque partie de S, nous introduirons un para-
meétre A, nul sur S, tel que x,, x,, ..., ,, s’expriment analytique-
ment en fonctions de A, Ay, - ., A, €t, réciproquement, que A,, ...,
A, soient fonctions analytiques de x, 23, ..., &, A, sera, par
exemple, la plus courte distance de X a S, cette distance étant affectée
d’un signe. On fera en sorte que A, soit positif dans D.

Pour chaque équation telle que (2, 4), nous commencerons par

“former une solution fondamentale (ou principale) de I’équation
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homogéne. Pour cela nous considérerons les surfaces S’ d’équation

/~/n:— n411

oltl,,, est une constante positive dont le choix sera précisé plus loin.
Si D" est le domaine ainsi limité, et qui comprend D & son intérieur,
cette solution G(X, A) sera définie dans D".

Nous aurons besoin de définir aussi G(X, A) dans une région de
I'espace complexe. Il suffira pour cela de faire choix d’un nombre g
(Chap. II, n°® 7), et de fixer la limite supérieure @« des valeurs
absolues des parties imaginaires de A,, A,, ..., A,_, qui pourront étre
atteintes sur S’. La région balayée par les multiplicités complexes
remplacant D’ comprendra, sur S, tous les points tels que les valeurs
absolues des parties imaginairesde k,, A,, ..., A, _, soientinférieures a

a—+ i,
ol / est une constante dépendant de g.

Pour former ensuite une solution de I'équation (2,4) prenant des
valeurs données sur S, nous ajouterons, a la solution particuliére

r(m 1‘)

_— alm) .

G, = —f—j G(X, A)F[ua(A)]d(ays ..y @)
B 47{-5 D’

de cette équation, une solution convenable de I'é¢quation homogéne.
Cette derniére solution devra aussi ¢tre formée dans I'espace complexe.
On gardera le méme nombre g que ci-dessus (qui doit pouvoir servir
quelle que soit la fonction du champ € qui a servi a calculer les a,g,
b,, ¢) et 'on admettra tous les domaines complexes D qui atteignent S
en des points tels que les valeurs absolues des parties imaginaires
de A, Ay, ..., A,_, ne dépassent pas le méme nombre a que tout a
I'heure. La région balayée par les domaines D est ainsi intérieure a la
région balayée par les domaines D’, et nous pourrons désigner
par £l la plus courte distance d’un point de la premiere région 2 la
frontiere de la seconde, £ étant une nouvelle constante.

4. Occupons-nous d’abord de u,. Soit ® une limite supérieure de

do 0%0

[t(p(l“ "-a)“m—l)‘v La—j\—a bl tm

b
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u, pourra étre formé dans toute la région balayée par les domaines,
analogues & D, qui atteignent S en des points intérieurs & la région
balayée par les domaines D’ et, dans cette région d’existence de u,,
on aura
lu,| < A,®,

A, étant une constante, qui resterait la méme si les a, g, b,, ¢ étaient
calculés & I'aide d’une fonction quelconque du champ €.
.. . du .
Nous pourrons limiter aussi, sur S, ’5-3 !; si 'on suppose que les
m

valeurs absolues des parties imaginaires de A,, A,, ..., A,_, soient
inférieures i
a + I—Izl,,
2
on-a (Chap. I, n* 27) (")
1) 3)‘” !<A 1*—2"*100_(1)

A, étant une nouvelle constante.
En tout point de la frontiére d’un domaine D, les valeurs prises

Jdu . .
har u, et par — ont comme majorantes respectives
' J

)7/11
1
AD A, 2 log—d)
I — ,yl +.. -+,ym—1 ’ I ‘)’1 +] m-— 1
A /zll

les y, ayant le méme sens qu’au n°® 28 du Chapitre précédent. Ceci
permet de prolonger analytiquement x, dans la région ot

|yal <29l [ 20| <24l

g étant une certaine constante (Chap. II, n° 28) et, dans cette région,
on aura

(472) Il11‘<B(I)Z'1—27"log7r:,

(*) Le facteur log 7, est ajouté pour n’avoir pas a changer le coefficient dans les
1
limitations analogues qui suivront (voir Chap. II, n° 15, fin).

Ann, Ee. Norm., (3), XLII. — Avaw 1926. 14
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en supposant, comme il est légitime, /, assez petit pour que

A, Zm log;— > A,
1

5. Pour avoir Z,, et par suite u,, nous prendrons

lLh=ql,.

Les nouveaux domaines D’ sont entiérement intérieurs & la région ot
nous venons de limiter u,; soit g/, leur plus courte distance a la
frontiére de cette région. Sur un de ces nouveaux domaines D', on a

'm
[111|<B(Dl‘,‘2"‘logl—,, SZ-I \mBCI)l""‘lo"/—s
%L
0% uy ey @ r—1—am !
dxac)xg!<_l SRy log 5

Par suite, nous pouvons limiter & (u,) sur D’. Remarquons que
) 1 {

| F () | <M [za‘ﬁ +3 15+ 1 1]

oM étant la limite supéricure des valeurs absolues des dérivées
secondes de F; cette inégalité s’obtient en appliquant la formule des
accroissements finis & la différence F(u,) — F (o), dont le second
terme est nul, et en tenant compte de (2,1). Alors

02w,
()1’1 015

du,
0.z,

3 2
[F ()| <M [ '—————~n'(:;2+')lr’—‘~’"‘+ ’;“ e +z'—°mJ B:®? log? +

D 11
ou 7
(5, 1) 7 () | < C @22~ Jog? ;—,

1

C, étant une nouvelle constante.
En introduisant les dérivées troisiémes de u,, on trouve de méme

(5,2) ]”’(“"

0Zq

l < Cl(I)Z lel—Aﬁm logz 21— ’
1

le nouveau facteur constant pouvant étre confondu avec le précédent.
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Nous aurons par suite, pour la fonction %; de la formule (3, 1),
(5,3) |7, (X)| < CuD, @2 (7= log? 1 »
1

D, étant une nouvelle constante. Cette limitation sera en particulier
valable sur S. Nous devons aussi limiter sur S les dérivées premiéres
et secondes de 4. Pour les dérivées premiéres, on peut dériver sous

le signe f, ce qui conduit & une limitation qu’on peut confondre avec

celle de %. Pour les dérivées secondes, il faut procéder comme au
Chapitre précédent : les dérivées de T |u, (A)] interviennent, et 'on a
la somme d’une intégrale d’ordre m et d’une intégrale d’ordre m — 1
¢tendue i une surface comprise entre S et . On trouve ainsi
o*
0z, dxg

1

‘ < ]_)2 Cl o2 ll—ﬂ—im logz [il log? _1 ; D3 f11}] [;3—-;"1. log-'e ll s

° l‘)
, ~ logg +logl{\* 1,. ,
D, et D, étant de nouvelles constantes [D3; C,D, <—’1LIJ“—IL‘> ;Piné-
. gl

galité subsiste si I'on remplace /, par un nombre plus petit |-

La limitation sur S de 2] et de ses dérivées premieres et secondes
par rapporta A,, A,, ..., A,_, peut donc étre prise égale a

) 4 L 1

(5’ 4) C2(1,2 173——.111 logk ! f— ; (I)I’

1

pendant que, dans tout son domaine d’existence, 4{ admet la limi-
tation (5,3).
Alors ona, pour la solution 47 de I’équation homogéne
N\ , 9 . Oh
Al § e = bl —— ch=o

-}-‘a,p “B Dzq dxg Za “ 0z +
qui prend sur S la valeur — 4/ (X), et pour ses dérivées premiéres,
les mémes limitations (') que ci-dessus pour z,, en remplacant ®

[ 1 3

(1) Bien entendu, il faut supposer que la valeur absolue du déterminant de Fredholm
est supérieure & un nombre fixe; on évalue la différence entre ce déterminant et celui
qui correspond i 'équation en uy; en procédant de méme dans la suite, on a, pour la
série des valeurs absolues de ces différences, une somme aussi petite que I'on veut
si t est assez petit.
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I . .
par - @, ; on trouve ainsi
1

| (@) ]| < ~B® I log 1
2 A

par suite, pour A=~A, = A\ + A, si [, a été pris assez petit pour que
2C, D, l, < BC, log? [l,
1
on aura
(5, 5) ‘/L,(.z)]<BCD11‘1—‘2"Llog[—I.

1

Cette limitation a lieu sur la totalité des domaines analogues a D’

correspondant &
li=ql,.

On aalors comme plus haut

0* hy

: v , ' ahy
[F(us) <M [ﬂa,ﬁld‘”z Jxg -

dxy,

i)

—
/
d&

d’olt une limitation de F (u,).
On voit la suite. D’une facon générale on aura

(5,-6) | bh=qly—y,
(5, 61) D, =2C, P, [ logk.},
(5, 62) | hin | < B®, L1 log li

n

Ce calcul suppose toutefois que les valeurs absolues des dérivées
cinquiémes de u, restent inférieures a un nombre fixe, car la cons-
tante A, intervient dans le calcul, et elle dépend des limitations des
dérivées troisicmes des ais, qui contiennent les dérivées secondes

B
de u,. Or v
5
o3 h m? 1
n Z_B® -2 po —
0z 0xg 0y 02y 0 < p* .l log lu’

(5, 63)

ce qui permet de limiter les dérivées cinquiémes de u, (bien entendu,,
on peut aussi limiter les dérivées d’ordre moindre).

De (5,6) on déduit
ly=qm .
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La relation (5, 61) donne alors (')

. . . 1 S antt an / 1 ).’. Cﬁ@ 2% (qn—H ll )3+'mz
(O: / ) (I)n - <lob 7‘;) <IOD [ > & T <(’i+’4»/n. li:-i-»'.m> C» )

logz’;:(p I)IOU[—}-lo ——<plobql

n

1\ 20t e on+2g 1\ 2t
o — o gu-—p 2 il ant2
O A T | B CR e

p=1
en désignant par logS la somme de la série convergente

logp
27

l\/s

(3, 71) logS =

i

P=

En nous reportant a (5,7) et aux limitations (5,62 et 5,63) de 4, et
de ses dérivées, on voit que la série T/, et les séries des dérivées sont
absolument et uniformément convergentes si

C,s" (m _>'*,,_3~,,‘,,,,11_3-.;,"4, <1,

qt

c'est-a-dire si || est assez petit; en outre cette série et ses dérivées
(et méme les séries des valeurs absolues) ont des sommes aussi
petites que I'on veut si |¢] est assez petit, ce qui entraine que I'on ne
sort pas du champ C. Tous nos calculs sont donc légitimes, et’on voit
que la limite « de w, satisfait a I'équation (1, 1) et prend les valeurs
données sur S; c¢’est la solution annoncée au n° 1.

La convergence étant uniforme dans la région balayée par les
domaines D’, « est holomorphe & I'intérieur de cette région. De méme

a lintérieur de la portion de S qui peut servir de frontiére aux

Jdu
by
Un raisonnement déja fait & propos des équations linéaires montre

domaines D, u et —— sont fonctions holomorphes de A, A,, ..., A,_,.

3

-
(*) On a, en effet : 2‘122”—1’: ontl— p— g,
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alors que u« est prolongeable analytiquement a travers celte portion
de S, en particulier & travers la partie réelle de S.

On pourrait alors, dans 7 («) = o, remplacer « par u + U, u étant
la fonction que nous venons de trouver, et recommencer pour U des
raisonnements semblables, de facon & agrandir le domaine des
valeurs de ¢ pour lesquelles le probleme est résolu; et ainsi de suite.

Pour montrer qu’il n’existe pas d’autre solution satisfaisant aux
conditions énoncées, nous pouvons supposer que F,<o; car le
domaine étant petit dans toutes ses dimensions, un changement
d’inconnue z=v¢s permet de se ramener & ce cas. Si alors u et ¢ sont
deux solutions satisfaisant aux conditions voulues, il suffit &’ apphquer
la formule des accroissements finis &

F(u)—3F(v) =0,

pour voir que & = ¢.

6. TugoriME. — Au lieu de supposer 'équation (1,1) holomorphe,

T , - \ mi—4-5m-4-2
supposons-la seulement indé finiment dérivable par rapport a ses —————
2

vartables dans un certain domaine réel ou elle est de type elliptique.
Alors st une solution U(X) appartient @ ce domaine, et st ses dérivées
jusqu’au Lroisiéme ordre sont continues, U(X) est indéfiniment dérivable.

La démonstration commence par un lemme. Considérons I’équation
linéaire elliptique
)
6 — L(X
1) S, ot e =400,

ot les a, g et Y sont continus ainsi que leurs dérivées premicres. Sile
rayon R d’une hypersphére S a été choisi assez petit pour qu’on puisse
appliquer les méthodes du Chapitre précédent, on a, dansl'intérieur D
de ’hypersphere, :

3 r m
(Z > (m) -
(6,11) @(X):___—_—f G(X, AYU(A)d(ap ..., ay)

hm® b

) m—1)
~ 2 [ P MY s -y ),
F} S
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la seconde intégrale étant ce qu’il faut pour que ¢ prenne sur S des
valeurs données. Nous nous proposons de prouver que

m
F<~ — 1>
2
m
4m*

) 4 9
x G(X,A) [Q‘TJ—(A—) —E Jef 9 ? ]d(aty"‘aam)

b da, 2,8 0a; Odaydag

g
(6,12) (7% —_—

-

— —1

m
r< o > (m—1)
— =L [ P M M) s i),
S

IR

2T

W(M) étant choisi de tacon que les deux membres coincident sur S.
Ce résultat est évident si ¢ et les a, g ont leurs dérivées secondes
continues, car alors o admet des dérivées troisiémes continues, et

0 do\ _ o dasp 99
(6,13) 2%5“%30—*\)&51@(5}:) A W vl row s

Si alors nous revenons au cas ot 'on suppose seulement la conti-
nuité des dérivées premicres des a,g et de 4 nous pouvons représenter
ces fonctions par des séries de polynomes, uniformément convergentes
ainsi que les séries de leurs dérivées premieres, qui représenteront
alors les dérivées premicres des a, g et de L. Pour chaque systéme de
polynomes d’approximation, nous pouvons calculer une fonction g,

q réDTé 991 0 . .
par la formule (6,11), et réprésenter = par (6,12). Or, quand on

avance indéfiniment dans I'approximation, le produit
G(X’ A)Lm~——l(X’ A)

converge uniformément, ainsi que $(A); la premicre intégrale du
second membre de (6,11) tend donc uniformément vers une limite.
Par suite W (M) tend aussi uniformément vers une limite (on suppose
les valeurs données sur S constantes, ou uniformément convergentes);
par suite o, tend uniformément vers une limite, qui est la fonction g.
On constate de méme que le second membre de (6,12) tend unifor-
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, .. 00, . . de
meément vers une limite : donc T tend uniformément vers T
1 41
do , , .
Donec o est représente par (6,12).
1

On pourrait démontrer le résultat analogue pour les autres dérivées
premiéres de o.

Démontrons maintenant notre théoreme. Siles a, g sont les dérivées
de F par rapport aux dérivées secondes de u, calculées pour u =U,
I’équation (1, 1) peut s’écrire

, 2u
(6,2) Eu’pﬂa,ﬁm =Ty

F, est une certaine fonction composée de z,, ., ..., z,, qui, d’aprés
nos hypothéses, est continue et & dérivées premicres continues; il en
est de méme des @, g. Donc

— —1

<nz >
fm)
(6,21) U:_——f—_f G(X, AYF,(A)d(ay, ..., an)
vDh

I_LI:
472

— —1

r<m )
(m—1
— _-Q—-Hf POX, M)W, (M) d (s - -y fons)
. s

m

)

27"

(m >
(m)

_ —"’-—_-/ G(X, A)Fs(AYd(ay, ..., an)
Yy D

> (m—1)
_"*_;T_f P(X7M)IF2(M)‘[(IJ-|»---a}’-m——l))
.37.['2“' s .
avec

F.(A) =

AN 5 daag 02U
da, 2,8 da, daq dag

les d droits au second membre représentant des dérivées de fonctions
composées. Il est capital de remarquer que, & cause de la définition
des a,g, F, ne dépend que des dérivées de U d’ordre au plus égal
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a deux :
dF(X) OF 02U
FX)=—= AN .
2(X) dr, +A-l,a_{3() 070 0ry dxgdz,
dxy 0z

F,(A) est donc continu et a dérivées premicres conlinues. Par suite

les dérivées de -— peuvent se représenter par une formule analogue
1

2 (6,12); si 9, est une dérivée seconde quelconque de U, on aura

[ m )
— A in)
(6,23) %:———&-Z—TL——/ G(X,A)Fy(A)d(ay, ..., am)
. | fr® VP

(m—1)
T B f P(X> NI) lIrIi(N[) d([‘Lh ety IJ'/n~l)7
s .

ou F,, et, par suite W, ne dépendent que des dérivées de U d’ordre
au plus égal & trois. o '

F, étant continu, d’apres nos hypothéses, il en résulte que les
dérivées premiéres de o, satisfont 4 une condition de Lipschitz géné-
ralisée (') [Chap. II, n® 3]; il en est donc ainsi pour toutes les
dérivées trosiemes de U. Mais alors F, satisfait aussi & une condition
de Lipschitz généralisée; donc [Chap. II, n® 4] o, admet des dérivées
secondes continues, donc U admet des dérivées quatriémes continues.

Supposons démontrées I'existence et la continuité des dérivéesde U
jusqu’al’ordre p. Pour démontrer la méme chose jusqu'a l'ordre p+1, .
nous écrivons, en désignant par ¢, , une dérivée quelconque d’or-

dre p —1,

I‘<m 1) :

- [m) :

(6,24) 0p=— —— L G(X, AYF,(Ayd(ay, ..., an)
fr Ul :

) fne-—1)
- ————Er—f PP(X’ M)qr])(A)d({Jﬂa ey P'm—d)a

271-:‘ Sp—t

2—m. . i X
(1) Le remplacement de H 2, qui figure a l'endroit cité, par ‘G, qui figure ici,
n’entraine pas de difficulté. Méme observation plus bas, Tout ce raisonnement est le
Ann. Ec. Norm., (3), XLIIL. — AvaiL 1926. 15
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ot F, et W, ne dépendent que des dérivées jusqu'a 'ordre p; nous
introduisons ici des hyperspheres S;, S,, ..., S,, ..., dont chacune
est intérieure a la précédente (S, est intérieure & S), parce que l'exis-
tence des dérivées guatriemes n’est démontrée qu’a Uintérieur de S, et
de méme dans la suite.

F, ne dépendant que des dérivées jusqu’'a l'ordre p, cette fonction
est continue. Donc les dérivées de o, , satisfont & une condition de
Lipschitz. Donc les dérivées de U d’ordre p satisfont 4 une condition
de Lipschitz. Donc F,(A) satisfait & une condition de Lipschitz.
Donec 9, ,(A) a des dérivées secondes continues. Donc U a des dérivées
continues d’ordre p + 1.

Le théoréme est démontré.

Remarque. — En réalité il suffit de supposer I'existence et la conti-
nuité des dérivées de celles des dérivées secondes qui figurent dans
les a,q. Car alors les a, g ont des dérivées continues, et le raisonnement
du type général, appliqué a ['équation (G6,22) et aux équations ana-

aU
logues donnant r

continuité de toutes les dérivées troisiémes.

Si, en particulier, F contient linéairement les dérivées secondes,
toute solution de (1,1) continue ainsi que ses dérivees jusqu’au
second ordre est indéfliniment dérivable. Ainsi toute solution de
I'équation des surfaces minima '

- diU—, permet de démontrer 'existence et la

(r14+q*)r—2pgs+ (1+p*)t=o0

continue ainsi que ses dérivées jusqu’au second ordre estindéfiniment
dérivable.
Si méme les'a, g ne contiennent aucune dérivée de u, toute solution
. de (6,21) continue ainsi que ses dérivées premiéres, est indéfiniment
dérivable et satisfait a I’équation (1, 1). Ceci s’applique & ’équation
u  0u

LLW+W:O (u>o0)

développement et la généralisation d’un raisonnement de M. Gevrey (4dnn. scient.
Ee. Norm. sup., t. 33, 1918, p. 155, note).
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étudiée par M. Serge Bernstein ('). Si, comme ici, les a, 5 dépendent
de u, G(X, A) et P(X, M) en dépendent aussi.

7. Limitations diverses. — La démonstration du théoréme précédent
fournit un moyen de limiter les dérivées de U d’ordre supérieur au
troisi¢éme, quand on a des limitations de celles des trois premiers
ordres. Pour certains types d’équations, par exemple pour les équa-
tions linéaires, 1l suffit méme d’avoir des limitations des dérivées des
deux premiers ordres pour pouvoir limiter les autres. Dans la suite
nous aurons effectivement alimiter des dérivées troisiemes d’équations
lin¢aires, et des dérivées quatriemes d’équation du type général.

Considérons, dans le but d’introduire les éléments nécessaires i ces
limitations, I’équation lincaire

2
(7,1) Ea'ﬁaa,sa}%ﬁ +Zaba§%+c¢:¢(){).
Nous choisissons une hypersphére S de rayon R assez petit pour
qu’on puisse lui appliquer les méthodes du Chapitre précédent. Soient
respectivement L, et L, des limites supérieures des valeurs absolues
de {(X) et de ses dérivées premiéres; soit encore L, une constante
telle que

[P(X)— (X)) |
Ly > 3R

llog —

{

quels que soient X et X, dans U'intérieur D de I'hypersphére, [ étant
la distance XX,. Soit encore ® une limite supérieure de |o|sur S. Il
s’agitdetrquverdeslimitationsd.e]qa], 505% , F;;;—ZB
de D. '

D’aprés ce que nous avons vu au Chapitre précédent (voir aussi
Chap. I, n° 15), il existe des constantes A, A,, A,, A, telles que la
fonction G(X, A) formée dans une hypersphére de rayon R +¢

’ dans'intérieur

(1) SkERGE BERNSTEIN, Sur la nature analytique des solutions des équations
aux dérivées partielles du second ordre (Thése de 'Université de Paris, 1904).
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. o . N - < e
concentrique a S satisfasse, pour R et ¢ assez petils, aux inégalités -

l,(m > )
{(m) i
(7’ 2) —i“'—"'—f IG(X’ \)]d(al’ sey am) <A1R2)

4m*
- I‘('—’i—-!> (m)
(5, 21) ‘2"‘ f 0G(X, A) a’(al,.. an) < AsRlo l\
e D O, o9
4
r(m 1>
_— (m) 4 \ =
2 0 [0G(X,A)  0G(X,A) [ ,
7 Tffn 197@[ i e | LCINRER
. .
<A3Rlog%,
r(2-)
_— III— ) R
(7,23) ——L—‘f ’o d("?»+h--w“ﬁ-1)l<A”°“u "’g%’

L
B

L

la derniére inégalité ayant lieu seulement si X est intérieur 3 une
hypersphére de rayon <R, concentrique i S. Il en est de méme des
suivantes, concernant la fonction P (X, M) de la relation (6,11):

2R loot!
R—r °9¢

r(m >
; =1 (m—1) ) .
(75 3) "'_—-—f ]P()\, M)ld(fj'l7“'7[-’-m-—1)<Bllog

m
iEY S

am?

r(m )

b -~ (m—1)

‘ 2 JP(X,M B, 2R 1
(7, 31>——————f ]————) Ao pn i) < i log o log 55

n o} R
2m?
(2
- - (m—1)
_ 2 P P(X, M) B, 2R 1
(7, 32) —T f§ 0z, g I At frmt) < (!{—-—1')2‘10"1"‘\-—/-10” 0
2T

Introduisons encore la constante C, telle que

2P G(X, A)

cioes > (g | onaan
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ol p est la distance AX. Comme on a, quel que soit 7,

mrmn— oy i—1

frm)log :9)—13 (l(ll’u ey 2y ) 21

Rm - 3
0 Pm—l < R] ?
D

[rlovﬁjl +7r+——log —

on en déduit, en faisant » =R,

A (m) . 2 /
100‘?}‘1}: (l(xh---"zm) 2T R(nl-_}—llcgg_‘_]),

o m—1
b N (>
9

et, par suite,

(my 31,
(7:4) f plog =
b p

En nous reportant au calcul de ¢ et de ses dérivées premicres et
secondes (Chap. II, n° 2 & 4), nous pourrons alors déterminer une
constante =, dépendant de toutes les précédentes, et telle que

G 1003+1>C Rlogé-

dxy dg

n -1

d(ah R anz)< <

9 ZR I
(7,5) |9 | <7(R?Ly~+ ®@)log p=—log =
o do | [ RL, @ . 2R o
(7:01) E):; \h<["\—l‘+l’\—-r> 101: n —~r10°§’
de 99 < L3R aR |
(7:52) <07>”<9_£>\ < | Rl tlog 2] @1 log 25 tog 5,
R 2R I

: )
1) 2R I
(7,54) } [(H > L; + RL, +(R—:—")2] logh_rloggg

les inégalités qui ne contiennent pas L, ne supposent pas que ¢ soit
dérivable; celles qui ne contiennent pas L, ne supposent pas l’exis-
tence de L.

Ces limitations ne sont pas les plus avantageuses qu’on puisse
trouver; ainsi (7,5) pourrait, en s’appuyant sur ce que nous avons dit
du potentiel de double couche, &tre remplacée par une incgalité
valable dans tout I'intérieur de D ; mais ces inégalités suffisent i notre
objet actuel.

Nous pouvons admettre que (7,5), (7,51), (7,54) s’appliquent
encore si X fait partie d’'un des domaines D complexes dont on a déja
parlé, le nombre g (Chap. II, n° 7) étant choisi une fois pour toutes.

dxy t)a:g
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8. Tneonrtye. — Si I'équation (1,1) est holomorphe par rapport
. mi-5m + 2 . . . .. . e,
i ses —————— variables, toute solution continue ainsi que ses dérivées

des trovs premiers ordres est analytique.

En appliquant la remarque qui termine le n° 6, on peut élargir
'hypothése dans certains cas; ainsi pour 'équation des surfaces
minima, il suffit de supposer I'existence et la continuité des dérivées
secondes pour pouvoir conclure que la solution est analytique (*).

Il s’agit, bien entendu, d’'une solution relativement & laquelle
Péquation (1,1) est de type elliptique, au moins dans un certain
domaine réel; et c¢’est dans I'intérieur de ce domaine que la solution
est analytique (ou, plus exactement, holomorphe).

Soit U la solution considérée. Nous faisons un changement de
variables «,, «,, ..., z,, de facon A prendre pour origine un point
quelconque de la région ott nous voulons démontrer que U est holo-
morphe; et nous prouverons que U est holomorphe en O.

Nous considérerons une hypersphére S de centre O et de rayon R
assez petit pour que les méthodes du Chapitre 1I s’appliquent aux
équations

02u
(87 or) Zm,ﬁaa’ﬁ()—.——xa ()2:5 +‘Zaba

ou les a,g, by, ¢ sont calculés par les formules (1,2) et (2,2), en y
remplacant « par une fonction telle que u — U et ses dérivées jusqu’au
troisitme ordre soient suffisamment petites. Nous nous réservons
d’ailleurs de prendre R assez petit pour satisfaire & d’autres conditions
qui seront indiquées plus loin.

Soit ¢ un nombre positif quelconque inférieur 4 un, et soient

du
+cu=1,
Lo,

(8,02) R,=R, i(1—g"), R,=R, RwZRII(I—q");
n=1
soient S, S,, S_ les sphéres de centre O et de rayons R, R,, R_;
soient D, D,, D_ leurs intérieurs.
D, D,, D, désigneront aussi des multiplicités complexes a m

(*) Les résultats trouvés pour deux variables par M. Gevrey concordent en réalité
avec ceux~ci (loc. cit., p. 162).
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dimensions, avant pour fronticres les parties réelles de S, S,, S_, et
correspondant & un nombre g qui sera choisi plus loin.

La premiere approximation de U que nous formerons sera une
solution u,, holomorphe en 0O, de I'équation (1, 1), telle que U — #,
et ses dérivées jusqu’au second ordre soient nulles en O.

R sera pris assez petit pour que hypersphére S soit intérieure au
domaine d’existence de u,; g sera pris assez petit pour que ['on puisse
appliquer les méthodes connues aux équations (8, o1), quand la
fonction holomorphe & I'aide de laquelle sont calculés les coeffi-
cients a, g, b,, ¢ est suffisamment voisine de u,, ainsi que ses déri-
vées jusqu’au second ordre.

Désignons par u,(n=1, 2, ...) les approximations de U que nous
allons former; soient af’, 65", ¢ les coefficients correspondants; a, g,
by, ¢ correspondront a u,.

Nous chercherons la fonction %, analytique dans les domaines D,
(réels ou non), prenant sur S, les valeurs U — «,, et telle que

O 2%/, 9h, L
(871) . Z‘a,{jamﬁ—dm—ad}?ﬁ *I—Eaba 5;; “+chy==o0,
et nous poserons
(8,11) Uy = uy+ hy.

Ensuite, d’une facon générale, ayant défini la fonction u, dans la
région balayée par les domaines D,, nous formerons la fonction 4,
analytique dans les domaines D,_,, prenant sur S, les valeurs U — u,,
et telle que

- 92 h Oh ,

(r) n (rny Y'0n n) —_—
(812) X oG+ 2 W Gt o =— 5 (wa),
et nous poserons '
(8,13) : Upyy == Up~+ Dy

Nous allons prouver que les u, convergent uniformément sur les
domaines D_, et que leur limite est U sur le domaine D_ réel : le
théoréme en résultera immédiatement.

Nous désignerons par Q un polynome a coefficients positifs quel-
conque, par rapport aux limites supérieures, dans le champ ot nous
entendons que restent nos approximations, des valeurs absolues de F
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et de ses dérivées partielles jusqu’au troisieme ordre, par rapport

s mi45m—+2 . . .
& ses ————— variables; le polynome Q pourra aussi contenir les

variables r, R:R_, R et R,, pourvu cependant qu’il y ait un terme

indépendant de R et de R,. Nous ne rencontrerons qu’un nombre fini

de ces polynomes Q; Q sera finalement la valeur numérique du plus

grand d’entre eux, R étant supposé inférieur & une limite fixe (sile

polynome contient la variable R,, on peat remplacer celle-ci par R).
Soit

(8114) ' /"/L:U'_”n’

de sorte que

(8,15) Ry e S

Nous désignerons par H, une limite supérieure de |4,| dans les
domaines D, réels ou non; par K,, K|, K, K/, K des limites
supérieures des valeurs absolues de £, et de ses dérivées jusqu’au
quatriéme ordre, dans des domaines compris dans D, et compre-
nant D, , et qui seront précisés; par L, le plus grand des nombres

K. R;*, KLR;% KLR;Y, Kj, KR,
de sorte que

(8,16) K,SL,Ri,  KiSL,RE,  RISL.R,,  KisL,  Kyole
Remarquons que L, est borné si R est; c'est de 1a que découlera la
convergence.

h, étant donné par I’équation (8,1), nous pouvons d’abord en
tirer H,; la fonction G correspondante pourra étre formée a I'aide de
I'hypersphére S, ce qui donne )
I

(8,2) | H,< ~R3L, logm

10
log;]—z—,

pourva que 'on reste dans hypersphére concentrique a S de rayon,

R, 5\/1—'7'-’<P\1<1——%—>,

ou dans les domaines complexes correspondants.
Limitons maintenant £, et ses dérivées, et pour cela, formons une
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équation aux dérivées partielles nous donnant £,. Nous avons
(8,21) J(:(UO‘*‘A.O):O:
ou, puisque ¥ (u,) = o,
ok ok
8,2 S a3 g, o
( y ) a,ﬁ OLB dxl ()xﬁ « “dx;z 0 0,09

F,, ayant un développement suivant les puissances de %, et de ses
dérivées qui commence par des termes du second ordre, de sorte que
la formule de Taylor limitée au second ordre nous donne

(8,23) | Fo,o| <QLFR2.

Mais, en retranchant membre 3 membre les équations (8,22)
et (8,1), nous obtenons

3 ! 9%y .b ﬂ_‘ = F
(8,3) Zl’ﬁaa,gda% o +ZJ”- e, T ¢h=TFoo,

qui est ’équation annoncée.
Or £, est nul sur S,; donc, d’apres (7,5),

- oo 10 o 10 I

(8,31) K,< QR?R?L2 log—q—{log% < QR*Lilog_;log—r

limitation valable dans ’hypersphére concentrique a S, de rayon
R1 vl —_ qg.

Dans le méme domaine, d’apreés (7,51),

37,2
(8,32) K| < QizL" Iog;—glog qLR.
Nous aurons K| si nous savons limiter les dérivées de F, ;. Or, en
dehors des dérivées partielles de F, la dérivée compléte de F,, par
rapport & x, contiendra au second degré les dérivées de £,; et, dans
ces termes du second degré, figureront des produits de dérivées
troisitmes par des dérivées secondes. Donc

dF .0

dxy < QRL3,

Ann. Ee. Norm., (3), XLII. — AvaiL 1g26. 16
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les d droits indiquant qu’il s’agit de dérivées complétes. D'aprés (7,54)
on aura done, toujours dans 'hypersphére de rayon R, y1 — ¢2,

10 I
Py

2 g — _— o o .
+ QLR > log $ lo /R < IOD log 7

(8, 33) KI< <QI:] R?

le nouveau Q dépendant ici de ¢*; dans les approximations suivantes,
quand on calculera K, ¢* sera i remplacer par ¢**', ce qui permettra
de conserver la méme valeur de Q, puisque :

qlz+1<q‘2 (Il > 1).

Pour avoir K}, nous dérivons, par rapport & =, par exemple, les
deux membres de (8,3), ce qui donne

o2 ok 9 [0k dk,
o VA EI— —— 5 Ry
(8,34) > 28 37, 07 <0w1> *‘Zlb“ 07 (()x,) o9z,

. dFO,O dazﬁ 0? ];1 (lba ()/(l CIC . — R
Bz _Zaﬁ dz, dz, dxg —Zm([1‘1 Oz, -Eﬁx-—ro,r

Nous connaissons une limite supérieure de la valeur absolue du

second membre dans 'hypersphére de rayon R, y1— q ; cette limite
supérieure peut s’écrire

QRL"—}—O(I&”-}—I +K,)
ou
1

[Fo.1 | << QRLZ+ qP\'

R"IJ' I0
Q 7 Llog Zf log

Dans le calcul des approximations suivantes, le second membre sera
a remplacer par

. QR2L:_, 10 A

()B.L“_1 -+ T— lOg F ]Og m)

A étant une constante supérieure 4 un qui s’introduira; nous pourrons
remplacer ceci par

- QRL;_ 10 A

Q qz/:,l ] Iogai log qn—-l R;

ici, nous aurons
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Alors, d’aprés (7,52), et dans.’hypersphére de rayon R, (1 — qg)';‘,

o |(5285) ~ (a2,

| 0xq dxg /X Oz 0 x{
QR< log 104, 1 3R L
7" \¢* "¢ °9H L g

QRL3 Lo, 1 2 03[’.
<—-—-qT—- lOb&—lebﬁf 1100“—1—'

[$5)

(8,

10 I

log :/——(2) Iog(}iﬁ l\) lo‘g?log(ﬁ

Nous devons maintenant calculex le coefhcmnt de Lipschitz corres-

pondanta F, ,; F, *, que nous pouvons dériver;

on trouve, comme plus haut,

1 2 .
| LT | ope,

| day dag

Nous avons ensuite

_2 dal dasg hE /.I dby Ok, de

wp Ay Oigdug Ly dr, 0zs  do

Les deux derniers termes peuvent étre dérivés par rapport a ['une
quelconque des wariables «,, ..., x,; la dérivée sera moindre en
valeur absolue que

QLIR: ) 101, 1
7 "q A
dby, 0,

<c est la limitation de qui est la moins f'avorable>- Pour le

daxy 0xy dxy
premier terme, nous ne pouvons que limiter son coefficient de

Lipschitz; en écrivant
(s 0 ).- <da«,e. s )
\ dxl day, ().Z‘ID, X, da:l dxl (];):[3 X
_ day.g dayp 0%y
o [( dxi >X1-— < dxl >\] <()ch()x5>(l
() (62, ~ (525 ]
dzy Jx o-xoc ()1'{3 dz,, d.L{g ?

on en conclut que la valeur absolue du premier membre est moindre
que
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Finalement, nous trouvons pour le coefficient de Lipschitz de F,, une
limitation du type

- QL2 <l 10 1>2
o =0 {log—log=
L g4 °%g

~ [l;iyl.:f_"aiuf.vvre‘marquer que R <log %)2 est borné, puisque R l’est]; dans

les calculs ultérieurs pour £,, ceci sera a remplacer par

0OL2 10 1\?2
A n—1

8n-+-8 n-1
q q q

avec le méme polynome Q.

Alors, d’aprés (7,53), dans hypersphére de rayon R, (1 — q2)':_*,

- TR 10 I R 1o 1\2 R 10 1
Ky <QL; [;]—slog?log JR + 7 <log F[og(;) + —log — log»{]—ﬁ]

ou

o QBLG (1001075, 1)
(8,4) Ky <~ (log o3 lobqﬁ)
Nous devons maintenant limiter K!". On ne peut songer a dériver
une fois de plus I'équation (8,3), car cela introduirait les dérivées
cinquiémes de k,. Nous partirons de I’équation en £,

(8,41) ' Fu+ k) =o.

En la dérivant deux fois, et en nommant ¢ la dérivée seconde corres-
pondante de £,, on trouve

00
(8,42) Ea’ﬁaa,{im—q‘u

T, ne contenant les dérivées de %, que jusqu'au troisiéme ordre;
les a; g sont donnés par les formules (1,2), avec u = U.
T,,sil'onyremplacel, et ses dérivées par zéro, se réduit & — F(u,).
Or, d’apres la facon dont on a calculé 4y, F(w,), ou F(u,+A,), .
commence par des termes du second degré par rapport 4 %, et & ses
dérivées jusqu’au second ordre. On a donc, dans I’hypersphére de
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rayon R, (1 — ¢*),
9*F (uy)
dxy dap

QH3

ou, en tenant compte de la valeur (8,2) de H,,

Ql 10 12
=g (105;105(717\) '

D’apres la formule des aceroissements finis, pour limiter T,, il suffit
d’ajouter & ceci une combinaison linéaire de K,, K/, K, K, avee des
coefficients de la forme Q. On trouve ainsi

023 F(uy)
drY dxy

(8, 43)

L 10 1 \3
(8, 44) |Tll<% (log?logq—ﬁ)

Par conséquent, d’ apm la Formule (7,52), nous aurons, dans hyper-

spheére de rayon R, (1 — ¢ )

Pk N 03k,
Oy 0y dxg,)x‘— dzy 0z dxy ) x

”L" '(1 «loe XY lo g [log i lo llov—l—{
< L (e tosgn ) = gutos e g o s ok os

ou
, 63/;1 dr’/{]
(8, 45) |<m>_ <<m>

Nous en déduisons -

- QLE 10 1 \* QL2 10 3R
(T, — (T, [ < [qu.R <logq—logq—3> + T;’(logq—l qR> J“ g7

ou bien

QL? 3R
piC <lo ]"I%q )llg ]

Y > 1 ry - T \)IJ 'O r L 3R
(8, 46) (Tox,— (Tos | < wﬂ(“"g?logiﬁ) Hoe

Enfin la formule (7,53 ) nous donne, dans le domaine D, réel,
w S A 10 1 \?
kv < QL2 [aﬁ <log;1—2— log ;ﬁ)

+—I—- lon'y-lov—l— k+-~lo«lglo" ! =< lo )0 L
o2 75 YD I b(lz c;ﬁ ng g/]l{
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ou bien

- QL;—;( To, 1 \§
(8,3) Ky <= loDFlobaS) :

N

Desinégalités (8, 31), (8, 32), (8,33), (8,4), (8,5), nous pouvons
tirer une llml[G supérieure de L, ; on trouve

ORL 1 \*
8.6 L 0 (1 10)0g 1
(8,6) 7 g )

Nous pouvons maintenant obtenir H,; en effet, nous connaissons
I'équation (8, 12) qui donne 4A,, et nous connaissons une limite
supérieure L,,R* des valeurs que cette fonction prend sur S,. Il faut
seulement observer que A, n’est limité par (8, 2) que dans I'hyper-
spheére de rayon R, \/T — ¢*; les dérivées de A, ne seront limitées que
dans une hypersphére de rayon plus petit, par exemple de rayon

R, (1— g2)°

c’est donc seulement dans cette derniére hypersphére que nous
pouvons étre assurés que u, et ses dérivées jusqu’au troisieme ordre
ne sortent pas du chamyp fixé « priori. C’est donc cette derniére hyper-
sphére que nous devrons employer pour former la nouvelle fonc-
tion G(X, A), et en conséquence la quantité & (égale & ¢R dans ce qui
précéde) sera ici & remplacer par

RLa—gi—(—g]> 2L

On aura done, dans 'hypersphére de rayon R, V1 — ¢°,
H3 . 10 A
H,< T<Q e Lva) log 3 log >

le premier terme de la parentheése provenant d’une limitation du carré
des dérivées secondes de A,. Cect s’écrit encore

QR L“ o-—I.g o-...I._ : 3| 1o o A

ou bien, en augmentant une derniére fois Q (et par suite la limite
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de L),
(8, 7) Hy <L/ RS qu'R
avec

_ , QRL’ 10 1 \®_
(8, 71) L] 7 (log;?log;?L > L,.

Il est manifeste alors queles calculs peuvent se répéter, et condui-
ront a

QRL?} 2o\s
(8, 72) L, <Li= e (lom g v log log 021)\> >
2
(8, 73) Hy, << Lzﬂi‘lob lob 7R
et, d’une facon générale, a
QR 10 A\
(8, 8) L,<L,= s “’ log e log 7R 5.
X A
(8, 81) H, <L,R? lovq”_H Iogma

cette derniére inégalité limitant %, dans laspheére derayonR,,, VI —q",
et la précédente servant a limiter £, et ses dérivées jusqu’au quatricme
ordre dans le domaine D,,, réel. En particulier ces limitations sont
valables dans le domaine D_ réel pour les k,, dans les domaines D
complexes pour les 4,, si 'on est certain que u, et ses dérivées
jusqu’au second ordre ne différent pas de celles de u, de plus qu’on
n’a décidé a l'avance, et que les dérivées troisiémes de u, restent
bornées.

Or on tire de (8, 8), enintroduisantle nombre S de larelation (5,71),

. |'SQRL, o, Ao\5]2" 1\~ ghins)
(8’9) L,= LT <10D ?IOD q—-ﬁ> :] <IOb —r;-lob (jR) —(-,;m_,

L, tend donc vers zéro si la quantité entre crochets est plus petite
que un, ce qui a lieu quand R est assez petit; donc, dans ce cas,
les u, tendent vers U dans le domaine D, réel.

Fn ce qui concerne les H,, la série des seconds membres de I'iné-

%

galité (8,81) est convergente, et la somme Z H, est le produit de R®

n=1
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par une quantité infiniment petite avec R. En ce qui concerne H,, le
quotient par R* de sa limitation (8,2) n’est pas borné quand R tend

oA - i K R T R |

vers zéro; mais cecl provient du facteur log JR qwon peut remplacer
T , .

par log s> 3 ne dépendant pas de R, puisqu’on peut, pour for-

mer G(X, A), se servir de tout le domaine d’existence de u,.

, . . . , ;o
Donc la série Zﬁ,, est uniformément convergente dans la région
n=0

balayée par les domaines D_ complexes; sa somme, et ses dérivées
jusqu’au second ordre, sont infiniment petites avec R dans la méme
région, etses dérivées troisieémes sont bornées. Comme ces propriétés
ont lieu aussi pour les séries des valeurs absolues, il est clair que «,
ne sort pas du champ fixé et que, par suite, les calculs sont légitimes.

La série des dérivées troisiémes serait aussi infiniment petite avec R
si I'on annulait en O les dérivées troisiémes des U — u,, car alors L,
serait infiniment petit du premier ordre.

Il résulte de tout ceci que la série u«, + Z/z,, représente, dans la

: . n=0 »
région halayée par les D complexes, une solution de I'équation (1,1).
Cette solution coincide avec U dans le domaine D_ réel, puisque

o w =<
— Wi .

Uy + Z fop=—t;+ E (/r,,-—/:,lﬂ):uo—k‘ (tbpry— up)=limu,=1U.
n=0 n=20 n=0

Donc U est holomorphe dans D_ réel, et en particulier en O, ce qu'’il
fallait démontrer.



