
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

GEORGES GIRAUD
Sur le problème de Dirichlet généralisé. Équations non
linéaires à m variables
Annales scientifiques de l’É.N.S. 3e série, tome 43 (1926), p. 1-128
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1926_3_43__1_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1926, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1926_3_43__1_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE

SUR

LE PROBLEME DE DIRÏCHLEÏ GENERALISE
ÉQUATIONS NON LINÉAIBES A. m VAKIABLES

Introduction.

Le principe qui a dirigé ce travail est de considérer les solut ions
qu'on possède du problème de Dirichlet généralisé pour les équa t ions
linéaires, comme, permettant de former des approximations succes-
sives, dans "le but de résoudre le même problème pour les équations
non linéaires.

Rappelons d'abord ce qu'on entend par problème de Dirichlet gêné"
valise. Soit

^ , .Jô'-a â^u à^u au au \^ { u ) •== Ib ——, -——.—-, . • •-, —-, .-—, . . ., -—• u' ;r^ . . .z' =: o
' ' \^'f àx^ àx^ àx^ àu(.\ ()^m I

une équation, aux dérivées partielles du second ordre, avecw variables
indépendantes. Soient

x <)¥ ^ • ,., à'V
a^^.^^ (^p), ^a=~^- ;

o ~~.—~—-— 1 1 o ~;•,;
ox^ày-^ . , • (te'a

On dit que 1/équation est de type elliptique, relativement à une solu*
Ânn. É€. Norm., (3), XLUI. — JANVIISK 1926. ï



G E O R G E S G I I U U D »

lion u de- celle équat ion, si, les coefl lc icHïs a^p é t a n t calculés relati-
vement il celle solution, la forme quadratique en X j , Xa , . . . , X,,,,

m m

2 S^^^
. a = = i . p=--î

est définie. Cette condi t ion peut n 'être satisfaite que dans u n e région!)
de l'espace (^, a^, . . . , ^w), alors, c'est dans cette région que .l 'équa-
t ion est de type el l ipt ique.

Nous supposerons toujours (cela ne diminue pas la généralité) que
la forme quadratique définie est positive.

Soit ma in tenan t S une mul t ip l i c i t é fermée, l imi tant un domaine .1)
de t'espace à M dimensions, où Inéquat ion soit de typ'e elliptique. Le
problème de Dirichlet généralisé consiste à ch.ercheru.ne solut ion de
l'équation aux dérivées par t i e l l e s» qui soit définie dans D, et q u i , con-
t inue même sur S, prenne sur cette multiplicité une suite de valeurs
donnée à l'avance.

C'est M. Picard qui, eu 1890, à propos d'équations à deux variables,
les unes linéaires, et d'autres p ins 'générales, a abordé le premier ces
généralisations du problème de Dirich.let '(1).

• Parfois la suite des valeurs données sur S n'est pas continue ; alors u'
ne peut être continue, et l 'on sait, par le cas des fonctions harmo-
niques, qu' i l faut remplacer la condit ion de cont inu i té par quelque
autre. ! ! / 1 ! ! . . ! . • 1

Voici comment sont formées les approx imat ions successives qui
sont employées ici . Supposons que l'on connaisse une fonction r, qu'on
puisse regarder comme une valeur approchée de // : on remplace, dans
l'équation, u par ^•4- A, et l'on développe le premier membre en série

'de, puissances de h et de ses dérivées (en. série limitée, si- l 'équation
n'est pas analytique; mais ce travail, se, borne aux' équations analy-
tiques). Dans le résultat, ou ne conserve que la partie l inéa i re

( 1 ) Mémoire sur la théorie des équations aux dérivées partielles et la méthode
clés affirmations successives {Journal de Mathématiques^ 4e série, t. V!, 1890).

M. Picard est revenu à plusieurs reprises sur ces (Questions. L'indication de plusieurs
de ses travaux se trouve dans son article : Sur les équations linéaires aux dérivées
partielles et la généralisation du problème clé Dirichlet (Acta nzathe fnatica
^.âS^I^Oî^p.11!^ l-l37), 1 /, 1 ; 1 - : , , , 1 _ ^ 1 1 , 1 ! , , 1 .
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(v compris ' ia partie nulépendante de A); en Pédalant à zéro, on ob t i en t
une équation linéaire en h, dont on cherche u n e solu t ion , "définie et,
continue dans D el sur S, et prenant sur S les valeurs u — p : si. l 'on
sait trouver A, .on regardera P+A. comme rapproximation de u qui
doit succéder à p.

Pour l imiter h, on rencontre des difficultés. L 'équat ion qui. d o n n e h
cont ien t é ( y ' ) ^comme terme indépendan t de A, et ^ (p1). dépend, des

'dérivées secondes de v. En vue de l ' app rox ima t ion suivante , i l . f a n t
donc l imi te r les dérivées secondes de h. Mais i l esl classique que le
calcul/des dérivées secondes de A f a i t i n t e r v e n i r les dérivées de ^ ' (P) ,
donc les dérivées troisièmes de' (•\ On est- donc entra îné a. s'occuper
aussi des dérivées troisièmes de Armais celles-ci font in te rveni r les
dérivées quatr ièmes de P, et ainsi de su i te . Dansée travail, on procède
autrement : la fonction h est, on le sait, holomorphe dans î) et sur S
(pourvu, que v le soit, a ins i que la suite d e , valeurs données). On
profite de 'cette propriété pour limiter h dans un domaine complexe^
à 2772 dimensions, comprenant S et D à •son intérieur : alors les pro-
priétés connues des fonctions ana ly t iques donnen t des l i m i t a t i o n s de
toutes les dérivées de h dans un domaine fermé, nilérieur au premier,

Les, approximations successives sont a i n s i limitées dans une suite
de1 domaines fermés, chacun é t a n t in té r ieur au précédent. Mai^ u n e
objection se présente : ces domaines ayant u n domaine l i m i t e ( Ï ) leur
est intérieur à tous), la p lus courte distance des poin ts de l'un d'entre
eux à la frontière dû-précédent tend vers zéro ; le fac teur par .lequel il
faut mult ipl ier la l imi ta t ion de h pour avoir celle d 'une dérivée
seconde augmente donc indéfiniment , au fur et à. mesure que les.
approximations se suivent. Cette circonstance ne détrui t -el le pas tout
espoir de convergence? Non, et voici, pourquoi : ̂ •+"A), développé
par rapporta h et à ses dérivées par la , formule de Taylor l imi tée au '

. second ordre, se réduit à ses termes du second ordre, d'après l'équa-
t ion qui donne A. Dans l ' approx imat ion suivante, on a donc une équa-
tion où S{v) est remplacé par une fonction ayant une limitation du.
second degré par rapport à A et à seg dérivées. Or soit, par exemple,
une suite de nombres réels x^ liés par les inégalités ' : . •
•1; ' , ! . ! 1 , , , 1 a^j- ,: , , . ' | ̂ -M | < ~r (^>o, o<<y<î ) ;
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je dis que la série Sa^ converge si x^ est assez peti t . En effet;, d
l'identité facile à vérifier

'V p a "-•P == 2"-1-1 — n — 2,
^==1

on déduit
, q^fax^1 '" <^(^-} '

il y a donc convergence si
|..,1<Ç,

et cela, malgré la présence du facteur y"""'1 (qui augmente indéfini-
ment) dans la l imitat ion de .^-n. Si le facteur q-11-1 avait été remplacé
par y" '̂, avec i <^a<; 2, il y aurait encore eu convergence pour \x^ \
assez petit. Effectivement, la convergence de nos approximations
résultera d'inégalités analogues.

Pour former effectivement la fonction À, on recourt dans ce travail
à la remarquable méthode de M. E.-E. Levi ( ^ ) , qui est affranchie des
inconvénients des méthodes employant les séries entières, au point
de s'appliquer même à des équations linéaires non analytiques- Pour
avoir À dans un domaine de l'espace complexe, il suffit d'appliquer la
méthode de M. Levi dans l'espace complexe. Une multiplicité à
m dimensions de cet espace, telle que le conoïde caractéristique (2) de
l'équation aux dérivées part iel les, relatif à un point A de cette multi-
plicité, n'ait en commun avec cette dernière que ce point A, paraît
bien, a priori y devoir jouer pour cette équation un rôle analogue à
celui de l'espace réel. Tout un chapitre de ce travail (le second) est
consacré principalement à cette extension de la méthode de M.Levi à
l'espace complexe; les multiplicités à m dimensions que l'on y.consi-
dère sont soumises à des conditions un peu plus restrictives qu^il

( 1 ) Eugenio-Elia LEVÏ, Sulle equazioni lineari totalmenle ellittiche allé de ri-'
vate parziali [Reizdiconti del Circolo matematico di Palermo^ t. ,̂ 1907,
p. û75-3i7). 1 1 1 1 , • . ; , - ^ 1 - ! . ^ ' . ^ - . . ^ • .

(2) Introduit par M. HADAMARD, Recherches sur les solutions fondamentales et
F intégration des équations linéaires aux dérivées partielles (Annales scienti-
fiques de l'École Normale supérieure^ 3e série, t. 21, 1904, p. 535-556).
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n'est indiqué ici, sans que la nécessité de ces restrictions s.oit 'prouvée. •
Le domaine complexe où A se trouve ainsi formé admet les points

réels de S, et les points imaginaires suffisaim'nent voisins du domaine
réel, comme points-frontière. Mais on. étend, ce domaine en calculanty
sur S, une dérivée de h suivant une direction non tangente à S, et en
employant le théorème de Cauchy-KowaIewski.

Ces considérations sur l'espace complexe nécessi tent des intégra-
tions par parties, et des dérivations de fonctions représentées par des
intégrales étendues à des mul t ip l ic i tés dépendant d'un paramètre. Il
m'a semblé indispensable de préparer ces calculs en revenant, dans le
premier Chapitre de ce travail, sur l 'extension à l'espace complexe de
la notion d ' intégrale mult iple , extension qu i est due à Poincaré (1),
suivi par M. Picard (2).

C'est seulement dans le troisième et dernier Chapitre de ce travail
que sont abordées les équations non l inéaires . Le problème de Diri-
chlet proprement dit n'y est résolu que pour un domaine sufïisamment
petit dans toutes ses dimensions, et pour des valeurs données sur S
suffisamment voisines de valeurs pour lesquelles on conna î t déjà une
solution. En outre, S doi t être régulièrement analytique, mais peut se
composer de plusieurs contours sans points cornmuns . La suite des
valeurs données sur S doit être holomorphe.

Enfin on démontre que toute so lu t ion d 'une équation non l i n é a i r e ,
qui est continue ainsi que ses dérivées des t rois premiers ordres, est
holomorphe. Pour certaines équations, telles que* l 'équation des sur-
faces .minima, il suffit de supposer la con t ina i iô des dérivées se-
condes ( : î) pour arriver à la même conclusion.

( l ) II. PoîNCAïus, Sur les résidus des intégrales doubles {Acta inaternatica, t. 9,
1887, p. 321-380).

(2) Emile PICARD ei Georges SIMAHT, Théorie des fonctions algébriques de
deux variables indépendantes^ t* I, G ha p. Ï et III,

(s) Dans le cas de deux variables, ce résultat (moins la simplification relative aux
types tels que î^quation des surfaces ininima) a été démontré p;rr M. Serge BEaNSTEiN,
Sur la nature analytique des soluUonfî'des équations aux dérivées partielles du
second ordre, Thèse de l'Université de Pans, 1903. M. Bcrnstein a en outre traité le
problème de Dirichlet généralise dans Je cas de deux variables (Matfiematische
Annalen, t. 6-2, 1906, p. 253-271, et t. 69, 1910 , p. 82-ï36, et Annales scientifiques de
l Ecole Normale supérieure, t. ^7, 1910, p. %33-a56).
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. D a n s deux Notes antér ieures (1)., j 'ai annoncé des résultats p lus
étendus.-Maïs certaines lacunes rendent mes r a i sonnemen t s non rigou-
reux, et, pour le moment tout au moins , je rne borne à ce qui pré-
cède.

Les intégrales mult iples qui se rencontrent dans ce travail1 sont
écrites1 avec une notation due à Méray, et qui consiste à écrire-
d{x^ x^, ..., ^,), ce qu'on écrit ordinairernenfc dy^ dx^ ... dx,,,.
Comme ou rencontre souvent des no ta t ions tout à fait convent ion-
nelles, telles que-'rfco, d{\ etc., je pense que la no ta t ion ci-dessus ne
causera de gène il personne. En outre,.je n 'écr i s 'qu 'un s i ^ n e ^ p o u r
chaque intégralcy en précisant en haut , de ce si^ne l'ordre de mul t i -
plicité à l'aide d'accents ou de chiffres romains,

' J'exprime à M.-Picard, toute ma reconnaissance pour les encourage-
ments qu'il m'a donnés au cours de ce travail.

CHAPITRE I.
INTÉGRALES MTJLTTP'(,E$. FORMULES DE STOKES. DÉIÎ.IVATÏ.ON. D O M A T W E . Ï lÉ i < •L .

DOMAINE COMPLEXE ( 2 ) .

I. — Domaine réel.'

1. Sens d^une multiplicité à p vareimètres dcins un espace à m dimen-
sions,— Soit , 1 ,„ ; ' . ,

(1,1) ^a==/a(^î , ^î •• • i ^ ) ( a = : ï , 2 , . . . , m )

( 1 ) Comptes rendus^ t.'180, 19^0, p. 4i3-4i5 et 56a-563.
(*•') Ce travail étaiL entièrement termiiié quand j'ai eu conïlaissance d'un article de

M. Philip Frankiin {Multiple inieg'rcfh in n-space paru dans Annals of Mathe"
maticSy 9e série, vol. 24, , ï g^î'A-t 9^3, p. % 13-29.6), 'Cet auteur,, dont le point de départ
est le même que le mien, a traité dans cet article l'extension des formules dé Green et
dé Stoîies à Tespace réel à n dimensions; une erreur paraît cependant s^ître glissée
dans la formule ('29), p. 9/^0, qui serait ^extension ' d e la formule de Stokes. L'article
se termine par l'application des résultats obtenus aux intégrales complexes, au point
de vuede la généralisation du théorème <îe Gauchy.
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une multiplicité à p paramètres clans un espace réel à m dimensions .
On di t que les paramètres ^, ^, . . . , ^,, rangés dans cet ordrCy défi-
nissent un sens sur cette mul t ip l i c i t é .

Deux représentations paramétriques, la première 'à l 'aide de t^
.^, . . , .1 ,1^, la seconde à l 'aide de u^ u^, c . . ,1^ sont. dites d é f i n i r a
même sens. (ou corresDûndre au même sens) si

(^) ! 1 1 1 1 , 1 . 1 . 1 1 ^^^^^^^^^^^
f / ( / / i , n^ ..., n^

elles correspondent à des sens 'dij/ïreniSy ou opposés, dans le cas où ce
déterminant fonctionnel , serait négatif.

Il pe.ut arriver, par exemple si les/a sont des fonctions périodiques,
que deux ou plusieurs systèmes de va l eu r s ' de ^,t^, - . . y tp corres-
pondent au mêm.e point de la multiplici té. So ien t^ , ^, . . . , t\ ce q u e
sont devenus t^t^ ..., câpres un c i rcui t f e rmé décr i t sur la m u l t i -

plicité.. Si, pour certains circuits fermés,
d^^..—.^ /^ ^-o
d\t,, t^ .. .,"^) ^ : ' '

on dit que la mul t ip l ic i té n'a pas deux sens dis t incts . De telles m u l t i -
plicités seront exclues de ce qui va cuivre, à1 moins, qu 'on n'y trace des
coupures telles que les deux sens r edev i ennen t d i s t inc t s .

La notion de sens correspond à celle de calé d'une surface de l'espace
ordinaire : si une telle surface est définie paramét r iquernent à l 'aide
de ^ et de ^7 ^ si l'on mène en un point les tangentes aux courbes ^
variable et ^var iable , dirigées dans les, sens des 'paramètres . 'crois-
sants, on peut considérer r'une des deux demi-normales comme h
t roisième arête d'un tr ièdre de sens positif, lesxleux premières arêtes
é tan t ces ' tangentes : cette demi-normale déf in i t le côté d^ la surface
correspondant aux paramètres £ , , t^ pris dans cet ordre.

Dans le cas général, on, peut dire aussi que le sens-choisi est délh-ii
par les demi-tangentes aux;? courbes ^variables (? = = ï ,'2, .... p},
tracées chacune dans le sens dos^ croissants, et rangées dans l'ordre
des valeurs de p. , , ! ! . , , . , . .. : ;

2. Intégrale é tendue à ̂ /îê/yu^^yAc^^nW dans un certain1 ̂ ens'..—
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Soit à définir rintégrale
^)

( 2 , î ) ï^ | ^ata,,...,a/,Aa,.a,,..,,a/X.)J(^ap^a^ ...,^,),

étendue à notre multiplicité prise dans le sens choisi. Les A affectés
d'indices sont des fonctions du point X, de coordonnées ̂ , ^2, ..., x,,^
qui changent de signe quand on permute deux indices. La sommation
est supposée étendue à toutes les combinaisons des ent iers a^o^, ..., a^,
pris parmi les nombres i, 2, ..., m : c'est-à-dire qu'on ne considère
pas comme distincts deux systèmes'('rentiers ne différant que par
l'ordre de ces entiers.

Le sens choisi étant celui auquel correspondent^, ^, ..., ^,, notre
intégrale est, par déf in i t ion , l'intégrale ordintnre

r^ d ( x y , Xy , ..., Xa. )
( 2 , 2 ) . 1= / 2,,,..,...,,,,A^.,..,a,(X)——————————-———û^,, ^ ..., t,).

J a Y " l ? -'27 • - • i t-p ;

Cette valeur ne dépend pas de l'ordre dans lequel on range les
entiers de chaque combinaison, ni de la représentation paramétrique
choisie, pourvu quelle corresponde au sens considéré.

Si l'on change,ce sens^ Fintégrale est multipliée par — i. ! •

3. Changement de variables. — Soienty^y^, ..., y/^ (/î^p) de nou-
velles variables liées aux x^ par les relations

'^a==9a(yi, 72, • . - r y ' i ) ( a == I, 2, . . . , / î ) .

On suppose que y^ y^, ..., y^ sont fonctions de l^ ^, ..i., t , et que
c'est par leur intermédiaire que^i , x^, . . . , x^ dépendent des mêmes
paramètres. Alors il est évident que

ï f^V v A ,^^(^P^a,,...^a,)1 = 1 ^a,,,,a,^4^,.,^Aa,a,,.,a,(X).^——————.d{y^y^ ...,J^),
</ ^VJ 'P i ïJpa ' ' " •?^P/3 /

cette intégrale étant étendue à la multiplicité correspondante de l'es-
pace (y ̂ y^ -..,y^), prise dans le sens ( t ^ t ^ ^ ..., ^). Il est presque
superflu de dire que les (R^ ̂  .-',?/,) sont des combinaisons des
entiers.1!,; 2, V. . , n . - ^ ' 1 . , ' 1 ' 1 / . 1 ; 1 .• ^ ^ , 1 , . 1 1 ' 1 1 : 1 1 ' 1 1 1 " !
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4. Sens associés sur une multiplicité et sur sa frontière. — Le champ
dans lequel il faut faire varier t^ l.^ ..., ^ pour obtenir la multiplicité
considérée peut être défini par des inégalités. Si l 'une de ces inégalités
vient à se transformer en égalité, on est sur la frontière de la multi-
plicité. '

Sur cette frontière, en écartant, comme dans tout ce Chapitre, toutes
les singularités, ^, ^, ...', t peuvent être considérés comme des fonc-
tions dep — i paramètres, u^ u^, ..., u^.

Choisissons un paramètre ?/o tel que l 'on sorte de la m u l t i p l i c i t é ( < )
en faisant croître u^ à partir de la valeur qu' i l a en un point de la f ron-
tière. La tangente à la courbe u^ variable ne doit pas être tangente à la
frontière.

Cela posé, le sens déf ini sur la, frontière par les paramètres u^
^2, ..., u i est dit le sens associé au sens déf in i sur la mult ipl ici té par
les paramètres ^, t^^ . .., ^ si

/ . ^ d^ ^ . . . , fp) ,, ,„^) ^^^ .̂..̂ ^^o.

Cette définition ne dépend pas du paramètre u^ choisi. Soit en effet

(4, a ) 9(/ ' i , / î , . . . , ^,) <o

l'inégalité qui. définit la mul t ip l ic i té au voisinage du point considéré
de la frontière. Soient u[, u\, ..., u :^ les paramètres u d'un point de
cette frontière. La condition (/i, 2) peut s'écrire

UQ < U'Q = ̂  ( u^, u^, . . ., a^i ).

Si l'on remplace u^ par un autre paramètre ^o» défini par l'égalité

î^r=/,(^ ^i, . . . , Up^),

la frontière est donnée par,

< = K^ (//! >'• -. <-i )> ^u • • - ? "^ i L

( 1 ) Dans certains cas, il peut être préférable de dire que l'on .passe à F intérieur de
la multiplicité en faisant décroître u^,

; Mnn. E.C Norm,, (3), XLÏÏÏ. — J^NVIEB 1926 ' 2 .
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et il faut. que u^ < u^ en t r a îne (^ < r^ ce qu i équivaut à

^°>0;
ÔffQ

alors comme

' El!0 ^(^ ^ *.., ^)_ _ ^(^i, ^,..., ^)
àu^ d((>^ u^ . . ., ///,-i) ~ <^(M(^ ̂  • - • • > up-^

on voit que le remplacement de u^ par ^o ne change rien à la définition
du sens associé.

5. Formules de Green et de Stokes. — Considérons l ' in tégrale
^Î/'-D

1 "̂  f —à,.a3,...,%^_i î-^Ki.a-.i,, ,.,a .̂,.,,..i "(^y-iî ^a,,! . . • , ^y./,-..i.)i
^ c

étendue à la lTonfcièreC d'une multiplicités, le sens choisi sur G é t a n t
le sens associé au sens défini sur S par les paramètres ^, /a , . . . » ^.

On peut écrire aussi

,_ f177"1^ • ^ „ à(x^ .T^ ..., ̂ ,J d{t^, . . ., /?.„,),
1^ -a,.a.,...̂ .,-pB,..̂ ...,̂ ,., ̂ ^^

où la notation (^_,.i, . . - , ^_i) signifie qu'on a permuté c i rcula i rement
t^ ?2, . . * , t de façon à amener tp, en tête, et qu'ensuite on a sup-
primé H de la permutation obtenue. Nous avons ainsi une intégrale
dans l'espace (/^ ^, . . . , t ) y et il est à peu près évident que la mult i -
t ipl ici té C/ de cet espace, qui correspond à G, doit être prise dans le
sens associé-an sens (/',, /^ ..-, t ) de la région S' de cet espace corres-
pondant à S*

Ceci nous ramené donc au cas part icul ier où p =; m: Dans ce der-
nier cas, je dis que

/,(w-î)

(5 , î ) j 1 B^i,^2,...,p-i^(^p-4-^ ...,..^î)

^(-r)''"-1"^'^1''88^^^
. . 1 , • J^ 1 , , 03C^- ^ ^ , . ,

S et G étant pris dans des sens associés. En effet, choisissons sur S le
sens (^, .... x^), c'est-à-dire que nous avons au second membre une
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intégrale ordinaire. Si nous remarquons que

qf(^, ,v^ ..., .r,;,) ^ ^Y^i-D^-i)
d(sc^, .^p-M, . • ., ^p-i) î

nous en concluons que le sens dans lequel est prise la fronlière G est
le sens défini par ^^i, ..., ^?__.i ou le sens opposé selon le signe,
de (— ly7"-^1?-0 : ce. qui justifie l a - f o r m u l e (5; i), en effectuant au
second membre l'intégration par rapport à x^.

C'est la généralisation de la formule de Green.
Revenons maintenant au cas général;, et appl iquons la formule de

Green dans l'espace (^, ̂  ..., // ). En supposant que les x^ aient, par
rapport à ^, . . . , (^ des dérivées secondes continues, on trouve

l f^ 'v T.r—lV/-1^-^ ^FP ^(^ap'...,^..,,)1i = j ^.^^{ ^ ^pp,^^^^^^^^^^^
Mais

(!BÎ11_ :̂••1 — V '̂liLL-r̂ ! ̂
àt^ ^»i) ()x-^ àt^

Le coefficient de —°^—^ sous le siû'ne / sera doncôx\ D J

V ^ ' ,y,-.^-..n^ à(^ ...,^..J^^(^M^, ...^y.)_
^ ^ ^(^.i, ...,^i) ^(^i, ^, ..., ^)

Ensuite nous avons sous le signe / le produit de B^...^^ par

^.^.,,,,^n-.-.^..-o^^^^^^^^ - 1 1 1

i' ^^ ^(/p4.,i, /p.i.2? . • - , ^ l)

Ceci est une somme de termes dont chacun est le p rodu i t de p — i
dérivées premières des variables Xy^ par une dérivée seconde d'âne
autre de ces variables. 'Nous allons montrer que cette somme est nulle;
il suffit pour cela de montrer que les dérivées secondes disparaissent»
Cherchons donc le coefficient de"—^; la question ne se pose que si ?
et y sont différents; soit donc

. • ! ! ' , , 1 ! ! ! 7>(3. ' • . 1
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Alors, dans
à à{x^, . « .,̂ .,)

^p ^(^p-n, * • • ? ^-i)5

ce coefficient est
(_QT-^ ^ à^^./^)•____
v / ^(^-H, ..., ^-1, ^4-1, ..., ^-l)7

el dans
à <?(^ap • • ., ^'a/,_,)

C^y à{t^+i, . . ., ^y_i)

on trouve
à ( ̂ a i • * • i -^a . )/ ^ v^^^,-(^p-,^ (^-ï+p-.-i ) 4-1 —————L-ÎL!——1——p—,————^.

ÔÇt^î, . . ., ̂  l5 ^ï-i-l^ • • - » ^-l)

En combinant l inéairement ces coefficients, à l'aide des facteur.s
(_i) (^~3}(P-i ) el (— i ) ( ^ - ' ) ( ï - - i )

on trouve zéro.
Nous avons donc

, f^ . ^B,,...^
1==: 1 ^....^-S), ——^——— ^(-n? ^a,, . . . , ^a,^,),

ou, en changeant la notation,
.,(//~i)

(5 '2) | ^,...^p^^...^,d(^^ ...,^.^,)
^c
/'(/ï> /}B— 1 V ^ ( r \ { p — î } { / i - - i ) (•/•'-Ja/,.^-l,....a/t~^ j i \ .— f ^^i^...,ap^h\—J; ———r—————ût^a/ap * . - . , a / a ^ ; î

i/<^ '̂« '̂aji,

le second membre contient une sommation par rapport aux combinai-
sons (a^ ..., y^) p à JE? des entiers i, 2, ..., m.

C'est la généralisation de la formule de Stokes ( < ) .

6. Dérivation d'une intégrale (Tordre m. — Soit l'intégrale ordinaire
/lO".)

(6,ï) F(a)=: f P(^i, ^î, .. ., ^,«;a)^(^i,^^ - •\^m}^
^ D

étendue à un domaine D, dépendant, ainsi que sa frontière S, de a. On

( î) Nous avons supposé que ^i, . .,, x^, admeitaient, par rapport à t^, . .., tp, des
dérivées secondes continues; on peut se débarrasser de cette hypothèse par un artifice
de M* Goursat {Cours d^ Analyse^ t. I, 3e édition, p, 355, exercice 13).
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suppose P continu, ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre.
On suppose en outre que l'on sache exprimer x^ x^y ..., x,^ en fonc"

• fions continues, ainsi que leurs dérivées partielles jusqu'au second
ordre, de a et de m paramètres t^ l^ , . . . , ̂  de façon qu'à D corres-
ponde un domaine IV de variation de t^ l^y ..., ^,, indépendant de a;
soit S' la frontière de D7. On admet que S' se compose d'un nombre
fini de portions où l 'une des variables est fonction continue, et à
dérivées premières continues, des m — i autres. Faisons le change-
ment de variables, en supposant,le jacobien positif :

F(a)=f'"l)P(^,...,^;a)^-^
Jy V{1^ &2i • « - 5 hn)

En désignant par F^a) la dérivée de F(a), nous tirons de là

F^ àP f^^ àP à v
(6,2) F{a)= j ^d{x^x^..^x^)+j ^ ̂  ̂ d^^ ̂ -., x^

J àx,, ' t""1 • \
i,,,) M à (.TI , ..., .'r,,......i, ——• ? Xn,^, .. •, y m )

+/ ^-^——JTT^-D——'-^^-^^J^, -*""'" ^V-ii ' • ' •> hit )
n==l

La formule ( 5 y î ) nous permet de transformer, par intégration par
parties, la dernière intégrale en

/,(m-.l) m m 1 ,

^3) / P2 Yc-i)^"'-^-1--^-'^ ..., t^)j ^ •̂ri ^M|H ffcc a[i.p+.^ ..., Cp^i)
n--=. l p == l

_ r ( " t ) y y/ „,•)(,„-., i,,.̂ .̂ « à l'p ,̂,.,-., ...,^,. . 1 ) '1
JB, ^ ^- ' ' av. ôt,,,[ (){t^. ..,</,-,) rf(<,, ..„ <,«)J-

7<E == 1 ^ =--: 1

Développons là dérivation, dans la seconde intégrale, et taisons la som-
mation par rapport àp dans la première; ceci devient

/.(w-î) m

(6 (x\- 1 pV /_ tV^-n(».-i)oyn .i( y - \^y^; j i ̂ r (,—ij / l /——a^,î?M.n, . . . , . z 'M. . i ;
• b ^=1

, , m m. m

_ r y y V(_,y^»^.») ^P ^« ̂  ^(^^t^ • • • ^ ^-')rf(t / ^,̂ 2< 2^ 2^^ ^ ^ ̂  ^ <?(^.,, ...,<„-.,) d ( < " • • • ' < " . )
n = 1 , p =-. l /jr .s l

,. ,, m m
/"* ; "ï 11 •Ï / \

-F pV y (_,y».-.)(n^^"..J_ ()^^" • • • ^ ^"-'^(t, . <,) .
Ji,. ^^ ' ' à» àt, à(t^, . . . , t ^ ) c l [ [ l ' • • • ' c ' n ' •

. . . ! re==l. ^=1
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Or la dernière intégrale est nul le , car nous avons déjà, dans la démon-
stration de la formule (5,2), prouvé (1) l ' identité

V^n(/-i)(p-i)A^^
^v / àtp à(£^ ...,^-0 ~"ot

Quant à l 'avânt-dernière intégrale (6,4')» en sommant par rapport a p ,
^ on trouve zéro si y ~=f=- /?, et

r wl ̂  ^P ̂  ,,
~i ^W^^'"^111-

àP à^
— cl[x^ ..., ^/,

</v(",t Ôff.

7t==l

si y == 72, ce qui détruit la seconde intégrale ((>, 2).
Nous avons,donc f ina lement

r '^ '^p^P
^^^,.,,

|1)

(6 ,5 ) F(oQ=: f — ^ ( ^ ) , ^ , . . . , ^ ^ )

. ô1^/,-J ^'S^-1^'"1^"'1'^^^-^ •••- r-^ -
le sens d'intégration sur S étant le sens associé au sens(^, ;r..,..., ./;///)
del).

7. Dériwlion d'une intégrale quelconque. — Passons au cas général,
où l'ordre de l'intégrale est quelconque. Soit

_ f^( 7 , l ) F (a ) -=-- f ia»,a,,.,a/.Aa,,^..,a/,(^i. ^2, • . . , ^ n, ; a) d{x^ X^ ..., .r^ ),

la sommation élant é tendue à toutes les combina i sons (a^, a^, ..., a,)
des entiers i , 2, ...,w. La mul t ip l ic i té S d' intégration et sa frontière G
dépendent de a.'Les fonctions A^,.,^ et leurs dérivées premières sont
continues.

Supposons qu ' i l soit possible d'expriîïier les coordonnées x^
x^ • • • ? ^m d 'Uîi point de S en fonct ions continues, a ins i que leurs
dérivées partiellesjusqu'au second ordre, dep paramètres t^y t^ .... t . ,
et de a, de façon, qu'après le changementde variables il soit possible
d'appliquer la formule (6,5); le sens choisi sur S est supposé être le

( i ) Avec une autre iiotntion.
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sens(^ ,^ , . . . ,L) . Soient S/ le domaine de variation de ( ' / , , l^ ..., L\
C/ sa f ront ière .

Pour abréger, nous désignerons par Si une sommation étendue à
toutes les combinaisons ( a^a^ , . . . , a , , ) des entiers 1 ,2, . . . , m pri^
P à P.

Faisons le changement de variables :
r'f à [ X y . ..., Xy )^'^•i ^'--^—^•/^ • • • • ' . • ' •

Appl iquons la fot 'mnic ( ' (», .">) :

(7,2) F'(a)=^| ^7"dA^-rf(^,...,^)

[' Và^,...^,d^
^ ^-^—-^"?•'•••••^^)

'^AÏ.,,»,, àx

n"-:!

^ ,-^,'->^-.^'^,.,-,s)
-,(, Aïl— i ----—^-(T,;-^-——-- rf(/<--<")

n::-i

^{p-\}

,̂..,,»f " 'A , „^&-•r'J•?/-}•y/_I)(,.-^(,,.l)o<2,/^ , J'^V {-i^/'-lKf'-l)0^
,̂ -••-" ^(/,, .„,(„) À ' 1 / Ô0i '

n:-1
,̂ a••••a" rf(/,, ..,,<,) À ' / ôoi 1("-"" -'<"--1),

^désigne la dérivée de ^ par rapport à a, -en supposant ^ . . . , ^
exprimées sur C^ en fonctions de p — l ' pa ramèt res à d o m a i n e de
variation fixe, et de ce. De même nous poserons, sur C,

y - / , T \ ^ V f)^ °^ , ̂  /
( - J I ) • ^ ^"l--^^4--^- (^=^^-^) .

'/=!

La troisième intégrale de (7,2), intégrée par parties, devient

" ; /, ̂ -i i 1 /' ^ „7,22) y i Aa a y y^î^-1^"4^^^^^---1)^1^^^^ / \' ~1 ^ È" ^ ju^^'^
' ,- • 1 ,. - f^ y y (^ï)(^i)(.^) ̂  L [A ^-^_^f^-<)1 ^/ / ,

,- ^^^^ dot ^1 ^^^(^7^^
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Dans la première intégrale, effectuons la sommation par rapport à <y;
dans la seconde, développons la dér iva t ion ; l'expression devient

^s j ^!'~3A--^i(~î)^l)(^)^'l^^^1 ' c ^=1p p p
- C " y y y (_ ^.p-wn-w ̂ .-^ôx^ ̂  c^ ,̂,...,̂ -.) ̂,̂ -^ ̂  2/ I} (te, ^ ^ d(^,,...,(,_, a^'-'^)

n~.\ <{•=-.} r=l

_ / < / " y y (_,)^-»(^Î)A. -, ̂  À ^«,̂  •••,^,.-.)^( ,^ L zà " • • " ' ' ^ ̂  < ,̂,..,v-,) " ( < 1 - •••^^/; ---: 1 f) :-::i

La troisième intégrale est nulle, comme la troisième intégrale (6,4).
Dans la seconde, effectuons la sommation par rapport à q : nous
trouvons zéro si r est l 'un des^nombres a^, . . . » a,,_^ et, dans le cas
où r n'est aucun de ces nombres,

<^4) -T'^S^t-1^'"1"^1^"^
t7s n^i ' 6wa^1

où l'on a appelé a^ ce qui étai t nommé r, de sorte que (.ra. ,, . . . ,
^,) désigne maintenant ce qu'on obt ient en permutan t circulaire-
ment les p-+-ï variables x^, ...,x^ de façon à amener x^ an
premier rang, et en s u p p r i m a n t œ^ de l 'arrangement obtenu : on est
averti de cette nouvelle signification par l'ordre de l'intégrale, qui
est p\ 2Y est une sommation par rapport à l'entier a^.^, qui ne peut
recevoir aucune des valeurs a^,...., a^ Si l'on donne à a^ la
valeur a^, on remarquera que

•̂ .n, .:., a.-.) = (- I)^n+^-"l)^--î)^(^^, ..., ̂ ),d(,

et que, par suite, lestermes obtenus détruisentles termes de la seconde
intégrale (7,2) où n aurait l'une des valeurs a^...,a^. Ainsi nous sup-
poserons a ^ , . .., a^ distincts. Pour éviter l'ambiguïté, nous désigne-
rons par j3^ ..., P^une combinaison quelconque des entiers 1,2,...,
m, pr i s^+i â / 7 H - i , et par 2^ ^"<a somme étendue a ces combi-
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liaisons. Nous trouvons ainsi

(7,3) F'(a)= ^J^^^rf(^,,.,^

^ '̂Ï̂ .-'̂ .̂ ic-.-A^ ,̂..,,̂
n—1 r/=.î

-^S^ A«..-^2(-^l/'-l!("-l)^ï^^„ ...,.,.„)
n-=:î

.̂.r'A.,,..,.,,̂ -̂  (- ,)-.«.-̂ .(,.,., . .„.,„);
n=.î

dans la seconde intégrale, les termes où q == n proviennent de la
seconde intégrale (7, 2).

Nous allons maintenant transformer la dernière intégrale de cette
formule. En changeant n en q, et en mettant en évidence les dérivées
par rapport à ̂ , elle devient

(7,3i) ^ / A,,,,, y y (_^-.H.-,,^ ̂  '^^•'^..-^f, , .
I J V ^^ ' ^ àt., -à^t^-^t,^^^'---'1^'

ou bien
/»'/'-i) /' r p *

(7^)^j A»,,,^yyy(_^,,,,,_,,o^<^()(.z.^,..,,^__)
l•/c' --éî ôa ^^^^^-^—^^

car si, dans cette dernière expression, on effectue la sommation par
rapport à n, on trouve zéro su-^y; et, pour r=y, on retrouve
1 expression (7,31). Dans (7,32), effectuons la sommation par
rapport à q; cela devient

^ S^^A.....,.!^-.)--^-^^^,,.,^^^^

En groupant cette valeur de la dernière intégrale (7,3) avec la
troisième intégrale de la même formule, nous obtenons le résultat

Ann. Ec. Norm,, (3), XLni. - Smm 1926. .»
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définitif
^ r'^Aa a

(7.4) ^(0)= ^J _ î̂ ( ,̂,.,.̂ )

i

-^..{""2 (-)"" '̂ '''s Ï̂ (-)^^w...^,-,
~ k « :== l ' // == 1

-^.T lA^••-a/•2(-I)7/"lllfl~'l^^
Si l'on était parti d'une intégrale simple

ni

(7 .5 ) ^^^S / ^-(^ •• ^ lr^ ^^"ÀÎ
/^-i^-

L élant une courbe dépendant de a, ainsi que ses extrémités M, et N,
les mêmes calculs auraient donné ( i )

//<-
(7 ,6) F/(a)= 2^^

, V f/^^A ^Ap\ /^ .̂ \
+ Zj / ~)— ~~ T""̂  "T-̂  ̂ >/ ~" -T"" dxV^J^^àx^ à^J\àa àa v )

[ v\ . o;z') "1 N+ 2^^ '
A J M

la seconde sommation étant étendue aux combinaisons A, ix, des
ent iers 1,2, . . . , m, pr is deux à deux.

La formule (7,4) suppose en réalité, à cause de l 'hypothèse faite
dans la démonstration de la f o r m u l e (6,,Ï), que x^ x^ . . . , x,^ sont
exprimables en fonctions cont inues , de a et de p paramètres t^
^a? * • * » ^5 dont le domaine de variation sou indépendant de a. Mais le
mode de démonstration adopté nous permet d'élargir cette hypothèse,
en l'élargissant seulement pour (^6,5).

Remarquons d'abord que, pour la formule (7,6), c'est-à-dire
p o u r ^ = = t , il n'y a pas de difficulté. Nous allons donc supposer la
formule (7,4) vraie pour les intégrales d'ordre p — i ; nous allons

( 1 ) Voir COURSAT, Cours d'Analyser. I, 3e éd i lEon, p. 644 et, su îv .
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voir qu'elle le sera pour celles d ' o r d r e p , indépendamment de
l'hypothèse précédente. Il suf f î t , pour cela, d 'établir la formule ("6,5).

Or soit Q(^, ..., ̂ ; a) une fonction telle que

<)(^, ..., x^ a) •
—————^————==!-(^. ...,^;a); ,

Q s'obtient par une intégration. Alors la fonction F^a) de ( 6 , ï } où
nous changeons m enp, devient

^-D
F(^ )= ; Q(<^ • • - •^; ̂ d^ ..., ^).

Mais la formule (7^) est, par hypothèse, applicable à cette dernière
intégrale, d'où

/-^-1)/)fïî•w- /, ^rf(-..•—-)
-^"Si;'-)"---'̂ .̂.-.,,...—,),

/z=:i.

car la frontière S de D n'a pas de f ron t i è re ; cela équivaut à la
formule (6,5), comme on le voit en appl iquant la formule de G-reen à
la première intégrale.

II. — Domaine complexe.

8. Multiplicité à p paramètres. — Les équations

(8 ' ï ) :;a==/a ( ̂ i, ^2, . .., tp ) ( a === i, a, ..,, m ̂

où les/a sont des fonctions complexes des variables réelles t^ t^ . . . ,
tp déf in i ssen t 'une multiplici té à. p dimensions dans l'espace" com^
plexe(^,^ "•• .^) .

Les sens sur cette multiplicité se définissent comme dans le domaine
réel.

Les sens associés sur une multiplicité et sur sa frontière se définis"
sent également comme dans le domaine réel; i l suffit de décom-
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poser z^ . . . , z^ en leurs parties réelles et imaginaires pour voir que
ce sont les mêmes not ions.

9. Intégrale. — Par définition

/"(p)

j -^1, ...,a^ Aa,,...,^, (^i; ^âî • • ' i ^m) ^(^ap • - • i z^^)
J S

_ f(/" ^ . ^(^...^) ,.
-U -a,...,a,A,,,..,^ ^^^ ^^^ ^(^, ...^),

toujours comme dans le domaine réel, et avec les mêmes conventions.

10. Formules de Green et de Stokes. — Pour établir que ces formules
s'étendent au domaine complexe, il suffit d'établir le cas particulier
suivant :

^f/»-n
(ïû^) / A(>i, ..., z^d{z,, ..., z^,)

^c

^^y-.^ ^^rf(,,,...,^_,,^),
t' b n^p

A (^, ..., ̂ ) étant une fonction Iwlomorphe.
Or soi eut

^a== ̂ a -1- O'a (a =: 1 , 2, m ),

A = B {x,, . . ., .̂  ; y,, .. ., j^) 4- ^C(.yi, .... ̂  ; ji, . . ., j^,),

•^a? Ja^ B, G étant réels. On a
^(p—i)

(10 ,2 ) j A.d(s^ . .., ̂ _i)

^4-...^,.-.^±^ /-^"1)
^(-^ . ^.-i/ A^(^, .., ̂ ; ̂  ...,j,,J,

•^c '

la sommation S^ étant étendue à toutes les combinaisons h^ h^, ..., /^
des entiers i, 2, . . . , / ? — i de façon que

^<À2<.. .<Ar;

r peut varier de zéro àp — i. Les entiers
^<^<:...<^_,_i
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sont les autres entiers de la suite i, 2, . . . ^ j o — i . Appliquons la
formule de Stokes au second membre de la relation (10,2); cette
application est légitime, car, en décomposant A en, B 4- iC, nous avons
au second membre une combinaison linéaire d'intégrales réelles;
nous obtenons

(io,3) ^(^,/14-•+^-/±^li^-^—

I s Y à(B^iC) ,.
x \ j 2j ——Jx~n——^1 ? " " ' ' "̂  y/rlî " ' ' y/>-'-lî xn)

n = l
/,(oj m —
r ^à(B^iC) ,. 1
S 2j ———àTn——— (>//lî > " ) xhr'' y1^ ' " ' r/^/——l: r/t) •

n =1 , J

•• Si nous effectuons d'abord la sommation S,, en laissant n fixe, et en
tenant compte de l ' identité d'analyticité

()(B+IC)__ .à(B~}-iC) _ àA
à.ï^ "~~" àyn ~~ àz^

nous constatons que l'expression (io,3) n^est autre que
m ( p ) ..

(-"^^SJ ^d{^ • * " ' ^ - " i î ^ ) -
^==.1 b

Les termes correspondant aux valeurs i, 2, . . . , / ) — ï de n sont
donc nuls ; et nous avons l'identité annoncée (10, i).

Il suit de là que la formule de Stokes (5,2) peut se transporter sans
modification au domaine complexe :

^-D
( ï 0 , 4 ) j ^a,,...,a^Ba,,...,a/,^(^i, ^, . . ., ^m) d{z^ . . . , Z^ )

^C
r^ r)R_ 1 y v . / ' _ T y p ~ i ) ( A -1 ) a^- ' ' • ' • ' ̂ -^ // / ^ ^ ^— ? ^o;i,...,a/,^M—I^' — — — ^ ^ ^ a / , . n » . *. • , ^a;,-., h

les multiplicités S et G étant prises dans des sens associés, et les
fonctions Ba oc étant holomorphes.•"If" •}"•?—i S.

11. Dérivation» — Considérons tout d'abord la fonc t ion

J im'j
( 1 1 , 1 ) F(a)== P(^i, ..., ^;a)û?(^ ..., ̂ ),

1 1 1
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où P est une fonction holomorphe de ̂  . . . , z^ ainsi que sa dérivée
par rapport au paramètre réel a; P est.en outre fonction cont inue de
2^? • • • ? ^mi at La mult ipl ic i té S d'intégration et sa frontière C dépen-
dent de a : z^ ^2, ..,, z^ sont, sur S, des fonctions continues, etàdéri-
vée's continues jusqu'au second ordre, de a et de m paramètres réels,
î^ î^, ... 5 t^. Soient S7 le domaine de variation de t^ î^ ..., t^ et CV
sa frontière. Sur G7, on admet que t^ ^ > , . . . , t^ peuvent être exprimés
en fonctions de.a et de m — i paramètres réels à. domaine de variation
indépendant de a; — désignera la dérivée partiel le prise dans ces
condi t ions; de plus

o•zn _ Y' ^zn ^-IP _. ()zV azn

Zà ôt,.oy. AJ àtp Sa ()<x

Si
;„ = x^ + iyn, (/i == ï, 2, .. ., w),

x^ etj^ étant réels, on posera

P=Q(.^, ...,^^;ji, ., .,y,«; a) 4-î'R(.z-i, ...,^,,,;ji, ...,j^,;a).

Soit (/^ ; . . . , À,,) une combinaison quelconque des entiers 1 , 2 , . . . ,
772, rangés par ordre de grandeurs croissantes

Âi< h^<. . .</?/. ( o5 r ^w ) ,

et soient 7^, À^, . . . , /̂ ..,. les autres entiers i, 2, .... m,

/q< /f2<. . .< km-r.
Alors

A -4- . /; r{^\}
(t,,,) F(^)=^(-OA 1 +-"^ ^-———^——

/.('")
X / (Q+;R)rf(a;/,., .... a-/,,.;y/,,, ...,,//,,„_,),

^ S

la sommation S^ étant étendue à toutes les corpbiinaisons (A^, . . . , /^.),
Le second membre étant une combinaison linéaire d'intégrales réelles
nous pouvons appliquerla formule (7,4)? en y remplaçant m et p
respectivement par im et m.

Tout d'abord, la quantité sous le second signe / est nulle. En effet,
il y figure une combinaison p -h i à p 4- i (ici m 4- i à m-f- i ) des
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entiers i, 2, .. ., m (ici 1 ^ 2 , . . . , 27/z). Comme ̂ , .^2, . . . , -s,^ doivent
tous figurer, soit par leur partie réelle, soit par leur partie imaginaire,
dans la combinaison de variables obtenue, il en résulte qu'une et une
seule de ces variables complexes figure à la fois par sa partie réelle
cl par sa partie imaginaire. Il suffit de voir ce qui se passe si. cette
variable est^ : le terme correspondant est nul . .En elîet, soi t

(.z1!, .z'/^, .. ., xit^ j ' j , y / , ^ . . . , .y/,,,,..,.,.)

notre combinaison de m 4- i variables réelles. La fonction

V(^.^.^^_^_,
^{ ) 6 .̂,.

de la formule ( 7 , 4 ) » devient ici

(^ /-•^.-.-...-^-/:^^^^ ,,, à^j^
à.z\

ni ( / • -4- • l } •-(- /• (w —•/•) ••+• 1 - 1 - //.,-i-.. .-i- h,,— / 1 / '. ' . ' ' () ( ( } -1- / }\ \-,(„,) - - i---—^-,

ce qui n'est autre, à un facteur près, que

"^Q:^^ ̂ â(9±w^()x^ ()ft
qui. est nul .

La formule (7,4-) donne donc

r { l n } à?
v'W=-j ^/^ ' • ^)

h ^ - h /^——^. ^(/"-If
4-I,(-i) 1 '" /1 2 i 1 1 1 ^ P(^, .. . , s,,; a)

*- c/.
^ j "V^ / _ j y(m-l;,(^-i)-i-(w -^ ) ( / / . - - i )

Ln=l
rLr// .x —<:u^/^, ..., .̂ ,̂, •'̂ « p • • . 5 ^//,.; .y/.̂  • . . , yA-,..^)0 a

w — /'

.j,. '̂ "1 /_]['\ (//?..—l) (^-[-•/••-l} -i- {in—n—•/'}{ rt'\-r - i)

ô y/x -~—J(.r//,, , .., .̂; j/,,, . . . , .y/.,,.,, r/..̂ ..,, .... y/.-,,,.,.)
, 1 1 . ^a
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ou bien
r^ àp

(n,3) ^W=: -r^^ ....^)
Js ^a

• /, 4- +/; r ( r + l } ^(m-l}
i V / 7^ 1 "" r 2 T*//i-r | P ( /- ^ , • ,-/\

-T-^it,—•'•y ^ | r [ - ' i i ' • • i ^mi a )
^Cr r

x ^^îyt~iû:^nd^^t''7 xl^xhn.^,'"^h,;.yf^ •••)J/,«J
[ '—'" Oa
1.7! ==1

m—f - "~1
"' j

+y (-1)"""'-1 ̂  ̂ (^.> • • , ax; y*,> • • -, .//,„-,» y<-»-«, • • • ' y/,,.-,.) •
-c— Oa |
^=l J

Or, on peut vérifier que ceci se réduit à
. r^ W

(n,4) r(a)= / ^^,...^,j
t/g va

/'(^-î) m ^^

^J PS(-~I)(/"-'l)(""l)I?^(^4-n ••-^i)-
c 75. =1,

C'est la formule (6,5), qui se trouve ainsi transportée dans le
domaine complexe.

D'après le mode de démonstration de la formule (7 ,4)*î ious
pouvons affirmer immédiatement que si, dans

^ip}
( ï î , 5 ) F(a)=2i | Aa.,a,,..,a/^n ->, ..., ^n ; a) ^(^a,, .. . , ̂ aj,

^s

5^, 53, ..., z^ sont fonclions de a et fonctions holomorphes dej? para-
mètres complexes u^ u^y ..., u^ qui sont eux-mêmes fonctions de a
et dej? paramètres réels t^t^ . . . , t^ on. aura

^ ( p ) ,j\
(11 .6) yw= î,j -J^Ld^...^^

(?) T3'4"1 •p+'1

.̂  2;M,),.̂ ^_,̂ ,̂,,.,̂ ,̂  ̂ ^^^
rt=rl 7=1+2,r "A^...,,^(-i)(.-i)(»-»^rf(,,^ .,.,^_,),

</ r '-'a
n=l

ou, autrement dit, la formule (7,4) est applicable.
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Mais si l'on introduit les variables réelles ̂ , . . . , ^n^y^ . • . , y,,,? on
voit que les coefficients'de

àsc\ ôy\ ox'^ ^y\
àff, ày. oa aa

sous les deux dernières intégrales, ne dépendent pas du fait que
z^ . . . , z^ sont ou .non des fonctions de ^, . . . , t^ de la nature indi-
quée. La formule (11,6) est donc vraie quelle que soit la façon
dont ̂ , . . . , z^ dépendent de a et de l^ . . . , t^ (pourvu qu'il -y ait
des dérivées continues jusqu'au second ordre).

Le cas où la mult ipl ici té S est tracée sur une mul t ip l i c i t é analyt ique
indépendante de a, c'est-à-dire le cas ou
(11,7) z^=zz,,(u^ u^ . . . , ^ p ) (n =i, 2, . . . , /?z),

les z'n étant holomorphes, et u^ u^y ..., u^ étant des variables com-
plexes, offre un intérêt par t icul ier : la seconde intégrale de la for-
mule (n, 6) est identiquement nulle.

Si c'est la f ront ière C qui est tracée sur une m u l t i p l i c i t é analyt ique
a P — I pa^mètres indépendante de a,
(i i , 8) z,, = ̂  ( (^, u^ . . ., u^ i ) ( n r— î , 2, . . ., /n),

les z^ étant des fonctions holomorphes des variables complexes u^ ...,
^/,_i? Ici troisième intégrale de la formule (i ï ,6) est identiquement nulle.

Si donc les A^_^^ ne dépendent pas de a et si la mul t ip l ic i té
d'intégration se déforme en restant sur une même rmiltiplicité ana-
lytique (11,7), pendantque sa frontière reste sur une même multipli-
cité analytique (11,8), l'intégrale ( i i y 4 ) n(> change peu, à moins que
des singulari tés n ' in te rv iennen t ( 1 ) .

( 1 ) Ceci peut permettre de définir des fondions à l'aide crintég-rales multiples. Soient

/* //
par exemple f( x^ y^ z) === o une* surface algébrique, et F fa", y, -s) J(.r, y) une
in tégra le attachée à la surface. Soit u n e famille de courbes algébriques G tracées sur
la surface, et d é p e n d a n t d^jn ou de plusieurs paramètres a, p, .... Si l'on étend
l'intégrale à une mul t ip l ic i té ayant pour frontière, d 'une par t un circuit fermé tracé
sur une courbe fixe G(), d^au t re part u n c i rcu i t fermé t racé sur ia courbe mobile C,
rintégrale sera fonction des paramètres de G. Cette fonct ion est définie à des périodes
près, dépendant du ^enre des courbes G, des propriétés (Vanedysis si fus de la surface
et des singularités de F.

4w. -Éc. Norm., ( 3 ) , XL1IL -- JANVIEK 1926, 4
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iïl. — Quelques intégrales étendues à'ime hypersphère ou à son contour ( ' ) .

12. Soit tout d'abord à calculer .

/ ';/")
( 1 2 , 1 ) !,/,= xyd(.r^ ^2, . . ., x,n),

étendue à rbypersphère
^ -4-.rJ -4-. . .l+-.2^;::/>fl;,

p étant entier, positif ou nul . Le résultat, pour .^==ô tout au moins ,
est connu (2) ; dans la suite nous aurons aussi besoin du ..résultat
p o n r p = = ï .

Tout d'abord une homothétie prouve que
/ T o o ^ T — A »»m-+2//^ 1 2 ^ 2 ) i.f/{ '— .t^/ji 1 • f

A^ étant indépendant de /\ D'autre part, on peut écrire
- y r /»(m-2) -l

(12 ,2 l ) \,^j ^ X^d^^ .X^ . . ., X^ ^(-•^-1, ^m),

l ' intégration d'ordre m — i étant étendue au domaine
-y ^ —1— 'ï* ̂  ,_, i _ . 1 ,y> 2 ''̂  »-« 2 __ .'-y 2 _ /y> lîJL ., -t- ̂  g -t- . * . -t- ̂ ,1^ ^ / — '^•m-.j — ^/HÎ

et l ' intégration double, au domaine

^-.^^^
Ceci donne

/-» /'' - m -t- à /^ — 2

( î 2 , 2 9 . ) . i^=A,,^ ( ^ — . ^ — J 2 ) a ^ ( . ^ , 7 ) ,

l 'intégrale étant étendue au cercle de centre 0 et de rayon r. Posons
,r==pcôs61, . y = = : p s i n 9 (p i^o, o^ 0 < 27r) ;

( 1 ) Nous rassemblons"» ici quelques résultats dont les démonstrations interrompraient,
trop ce qui suivra.

(2) Voir GOORSAT, Cours d'1 Analyse^ t. I, 3(l édition, p. 892, exercice ̂  Ces inté-
grales peuvent aussi se ramener aux intégrale'-; de Diriciilet, en prenant conun^
variables .y^j aî '1,... , x^,
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i l vient
!/,==27:A./^,f ( ^ - p 2 ) 2 p ^ p ,

*-' <f

d'où
• A -. "?TC \

^— ^+2^ /"-2<

Donc
///

f » 0 9? \ [ —— ,________li_________ P ̂ f/l+îp[ î 2, 20 J 1 ,„ —— - — — ̂  / / ,
».- l /•fi \r(^+y,+i)

C ayant au plus deux 'valeurs distinctes, l ' u n e pour m impair , l 'aulre
pour m 'pa i r . Mais, en. prenant successivement m == î et m == 2, on
trouve la même valeur pour C,

p/ 3\ ,,/ ï \
O^n C^^^ 2 „^/^I)_^3...(.^0 (^)!0,,^ c ̂  ——^—— ^^^ ^ —^- „ ———^^——— ^ ̂ ,.

Ainsi
i ni

( ° // ' ) ? T7

(-,3) '"'-^-T.^———^/•/"+2/'•./ r^+p+.)
C'est le résultat cherché.
On peut en déduire , à l ' a ide 'd 'une subs t i t u t i on orthogonale sur les

variables d'intégration, que
/"* (wi

i (^i^i-h. . .-h- a^y^''d{.t'^ ' .., .^/jrr: {a\-\~. . .+^;;/)//l„o

l ' intégrale étant é tendue au même domaine, et a^ . . . , a^ é ï a n t des
c o n s ta n tes. U n e i d e n t i fi c a 1 i o n i m m é d i a t e c o n d u i t a 1 o î* s a u r é s u 1 î a t
'suivant :

(iM) f .^^|?...^^(^, ...,^/.)
///

_ _ ( ^ a ) ! ( 2 ( 5 ) ! . . . ( a / . ) ! ^ .̂,,
~" 2!i/'a! (3!. . .).! ,,/m \r^+^+ij

l ' intégrale, é tant toujours étendue au même domaine, et a^ p^ . . . , À
étant des entiers positifs 0x1 nuls , de sorome ' i p .
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13. Mesure du contour. — Soit à calculer l'intégrale
y^--" . ____________

(i3,i) S^r^-^J \/1pd{xp^, ..., ̂ ..̂ )2 (^=ï, 2, . « . , w),

étendue à
xi -4-.2^ "4-.. .+.3?/— /'îm — ' 3

la notation (^,41, . . - , ^-i) ayanLie même sens que la notation
analogue au 11° 5: II est évident que S^ est indépendant de r.

Partons de
f - ,/ , . . __^s a^j/'i, . . ., Xm) — —/

^V ,.a < rt T-ï / '/ï

et transformons le premier membre. Soient ^, ^2, . . . , ̂  m fonctions
de 7n — i,paramètres ̂ , À^ ..., X^^, liées par la relation

£ î+ .^+ . . .+^===i .
Posons

^p^pCp (?-==!, à, . ..,/^);

les ^, sont ainsi, fonctions de p et des m — i paramètres ^. On a la
relation symbolique
d[x^ . . ., Xm)

• =p"^i, ..^U+p^1^-^"1^^^ ..., ^-i.^n ...^./).
Mais il est évident que
, d('E^ . . . , ^ )=o . -
D autre part

•^q(—— 1 )a~'i2_^>(fi^ ^i , . . . , ̂ .̂i , €04-1, . . . ,^ / î )^"l^^fi^-^-^^^^

<;/(p, À^ . .., Â/«,i)

0 £l ... in

î 0 ... 0

o '^1 ^ ^C^AI " " .̂1

, c ^m

^ , ^.+. A, r^(gq^, ...,^-z)T2
/, -~—\/^^.^^^\y

^m-l * ' ^w-i 1

comme on le voit immédiatement en élevant le déterminant au carré
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par le procédé ordinaire, et en transformant le résultat.par une for-
mule connue. Ceci permet d'écrire

/ {rn} ^'- ^(w-'( ___________________ c ., m
d(x^ ...,^)=J p——'J A^Oa-M, ...^i)2^^^^——.

d'où
in

*? T7' ^(1,3^) s/,=^^^

\ 2 7
Tel est le résultat cherché. .

14. Autres intégrale^'. — Considérons l'intégrale

/i / f i—i ) •___________
(i4, i) l == /(^^) ̂  ̂ 0^+n .. • > .^p-i )"',

étendue à
^•^==ï (^==1, 2, .. ., W,).

Soient ^, ̂ , . . . , ^m-i m — i fonctions de m — 2 paramètres À , , . . . ,
X^-_2, telles que

W — 1

2^=-.
/.==i

Posons
Xp -=. ' E p sin 0 (/} =: i, 2, . . ., w — i ),
.:z^=^cos@,

où
o ;S 0 'i TC.

Les coordonnées d'un point de l'hypersphère sont ainsi fonctions
des m—2 paramètres Àa? et de 0. On aura d'abord
d{x^ . . .,.-z?,,^i) =: sm^--1^^!, . . ., ^/»-.-.î)

+sirlw-~•2ecos02„(-l)^"- lJ^, Ci, ..., ̂ , cp4-i, —^//^i)

=±: sin-^0 cos0 i/2, [^17• ' t^-••^ )^a ^(0, ?,, ..., /..̂ )
¥ L^-v"^ * - * i ^ m . - ï j j

(voirie num,ero précédent). Puis
d{Xp^, . .., .^^^^(—i)^-3 sinM-16'âf(6/, ̂ , ..,,^1)

(^=i, s, .. ., m— ï).
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Ceci permet d'écrire

î = f sin^-^/^cos^f 1 y% d(^^~7,J^ dô,
i/o J

OU
/// — 1

3-,— ,̂
(l4,2) 1= —————^ / sîn^e/(cos^)^

? f — [ ) ^fl
\ ^ /

15. Application. — Proposons-nous de trouver une. l imite supérieure
de '
(l5,l)' l=f ,.-//^^^(^^^ ...,^^,)2,

étendue à
V -y,2 ____ ï ->2
-'̂  ^•p ———— il -,

r étant la d i s tance point (a, , . . . , x,^ à un po in t A intérieur à l'hyper-
sphère; h est une constante.

Par une substitution orthogonale, nous amenons A à la position

( ^\ } 'l o , o, . . . , o, •- l ( o ^ a <i).

L'homogénéité montre que l ' intégrale est le produit de R"7 -̂1 par une
fonction de a ; ceci nous permet de faire II == i. Nous sommes ramenés
au calcul précédent, avec

' lft "i' /;
/( ̂ m ) = ( ï — 2 a ,r//, -t- a2) ~~ ,

de sorle que
m - - 1 1 ' .

1 — —^JïZ"--- C ^ sin^"^ clQ

• :, P^^^) ° \ ï—2acos^+^ 2 )^ , • 1

Posons.
Q ,tang- == ^ ;

nous obtenons
1 m ""'1 1 1 . 1 ' ! ' ! ' !

....__ a^TT a ! ! r"'11"0_______l ^7t-21 <://_______- , ! 1 •
,. /m — ï\ } - ' " i n - h - J w "»-7/?

M---^--)'— (i+^) ï [^^ay+ii-^aY^r^
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d'où, si — i <^ h^în -— 2,

2 / /^4-1 lîT~^ll~ r^ ____r"-2 cil __
11 = ^ / / / z ,— î \ J /EU "

r {————) Jo [(i - a)^ (i ̂  aY ^] -

Soit
i — at •=- ——— u ;

• î + ^ /
nous obtenons

//< — î
a7»-1-'1 TT""7" /^Î>0 zz^7-5 du

1 ' :" / ;7? . ï \ / ^^ -^^rÇ-^—^i-hf/)--^!--^)^1 Jo ( i+-^2)—~
/ / /__1

2^-+-l7T ^ ^^ l^-^du.
"•-' - — / . " ^ - - - T J ^"T//'

r (^—^) (î - ̂ -M ^ (i+ ̂ )—~
ou

C^) ^(T-r^TT'

À ne dépendant que ' de m et. de h.
Si h^>m — 2, on remarque que

î + r2 ^ ï
(7^~a)2 + ( i -4- aY r2 = ( î — a )2 î

ce qui conduit à
w — 1

?/^-+1 7: ^ / lxl_________^w-2 rf^_________
lâ /,,,̂ ^ ^ [(^^.+(^^^]^5

\ 2 /

et, en passant à la variable d ' intégration u, on obt ient un résultat de
mêroe forme que le précédent ( i5 ,2 ) , A ne dépendant plus que de m
(et non de À).

Enfin examinons le cas où h = — i. Nous avons alors
/,/, „,, î

^/M-l ^ 2 ^x' t'^^dt
ï r= 7y"~^Y\" 1 ' m ^ Ï l l ~ " ^ : : j î

r^—^—)^ ( i+^)^ [(i.-^-^i^a)^2] 2
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OU
f/i—î

- a^1^ 2 i f" dt
^--Trniz^——EE] J ——^r'zzzzzzzzzzzzzz^, r(-^)(,4-^) . ^ (i+^p ^-^+(i-^)2/2

ou
w — 1^m+i^— 1 r /-1___eu_____ r00____d£__1

<.^(ffir-i) (̂ EI ̂  v/(-^)^(ïï^^ (^.^(^^J'
\ 2 /

c/est-à-dire
/// — i in-—\

^m+i^~r ^ ^^TL ' r00 ^
. ^ ^^^^T^^/T^^J/ -——^E]1

^-r-) ^V~^~J ' ( I-+-' ) 2

ou enfin

(i5,3) i<nog^,

p. étant un nombre quelconque supérieur à un, et À dépendant de m
et de y..

CHAPITRE II,
ÉQUATIONS LINÉAIÎIES.

I. — Recherche d'une solution particulière dans le domaine réel.

1. Soit l'équation

(1 ,1 ) ^("î^^a^^p^-^— +2a^^ +€«=/ (a, (3=:i, 2, ..., w),

la sommation E^p étant étendue à tous les arrangements avec répéti-
tion des entiers i, 2y .../m; cette sommation comprend donc m2 termes.
Les a^yb^ c, f sont des fonctions continues données de «r,,,a?.,, ...,
o^, et , 1 1 1 • • 1 1 , _ ! 1 / 1 ^ ! , ^ . ! • !

: ^p^^p,^
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Nous supposons d'abord que ces fonctions sont réelles, et que l'équa-
tion est de type elliptique dans un domaine D réel, limité par une sur-
face S, c'est-à-dire que, dans D, la forme quadratique en X,,
X,,...,X, ,

( î^) ;£a,f:^a,f-îXaXp

est de finie. Nous ferons •en sorte que cette forme soit dèi'm'ic positive,:
et que son d i sc r iminan t soit un; s'il n'en est pas ainsi, il suffit de mul-
tiplier les deux membres de l'équation par une fonction convenable...
pour être r amené à ce cas.

2. Cela étant, nous cherchons d'abord une solution particulière de
l'équation (1, i ) . Soit

(2,1) H(^i , ..., ̂ ; ai, ..., a^) =^»,|3Aa,p(û;i, ..., a,,,) (^a—^a) (^R—^p) ,

les Ay^ étant les coefficients de la forme adjointe à (172); si nous
Savions pas pris le d i sc r iminant de cette dernière égal à un, nous
aurions dû, dans (2,1), diviser les A^ par ce d i sc r iminant .
• Nous désignerons par X le point {x^ ..., .r,^), par A le point
Ça^ ' . . ., a^), et nous écrirons souvent H(X, A.) le premier membre
de (2,1); et nous ferons de même pour les autres fonctions des mêmes
variables.

La solution que nous cherchons sera de la forme ( i )
, ^ t / l l } / t, s »/ »

(^) aW^ ^^^.——L^,
, ^D 1 H~^(X, A) ,

où (.'(A) est une fonction à déterminer. On suppose ici

m "> i.

Formons ^(u). L'intégrale do second membre de (2,2) est,conver-
gente si P est une fonction bornée. Dans la même hypothèse, ses déri-
vées ,partielles du premier ordre s 'obt iennent en dérivant sous le

( î ) CeLarufice esl puisé dans le travail cilécle M. E.-K. Levi.
Ann. Ec. Norm., (3), XLUI. — FÉVRIER 19^'. 5
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siync I

ci':on<;iis ( ; i i ;Au i» .

au
^•^ jï——-^-3

, 1 ) 1

. • ) / •<^(ai, . . ., (^),
H^X/A.:)

car il y a convergence uni forme.
Passons aux dérivées secondes. Partageons D en deux régions .lY

et D\ séparées p a r ' u n e surface S'; on suppose que IV contient le
point (^",j y ̂ , • . . , <x^). On aura

(MO ^-x"^^^^<tea ̂  Ji,/ "

( //Z — 2 A- r", \^ ̂ Àa^(A) ̂ îïz î}
.̂r^ / / r "" " ~ "̂ ~~' n H ^ X ^ A )

(^(ai, ..., â/^).

Pour transformer le second terme, et pour n'ionl'rer même que la déri-
.vation indiquée es-t possible, nous supposons d'abord que les ay^ont
des dérivées partielles du premier ordre continues; en outre, que «(A)
est continu^ et a ses dérivées parlielies du premier ordre continues^ Alors
nous pourrons écrire

(.,3.) ^L'1 2 ^A).|=-^ n 2 ( X , A ;
m — ^ ^ , ^AY,Ô (^ ' ï—^y) (^• 'ô—^ô)

. _ ^ ^ ^ ^ -^^- / ^ •
H^X^V)

Donc

(a^,33) f ^^A)
àXa

à

l-l :i- (X, A) | r f (a , , ..., a,,J
*'n"

;-f,.(A)-L[H-
Jn. àa^l-

H- 2 ( X , A ) J r f ( ^ , . . . . € ( , „ )

1—2 r^ . ^A^o (^T-'^y) (•^-- a & ) . /•—— j çHA)wy^ -—— ———^——————.,rt^<?i, ..., a^i). •
' J î ) ' . , ^ ,1 a . ' H^X, A,) , : , .

La seconde intégrale du second oiembre se dérive immédiatement
sous le si^ne f . La première intégrale devient , par intégrat ion par
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parties,

_ (--i)(^Ka-,^ r ,,(A) n~1^ À^(a,,H, . .., a^)
<s'

i-, ( 7ÎÏ I _» / A \ ^ — ̂

+ o_^H-^(X,A)rf(fl„ ...,a,,),
J ,̂, OU. y,

l'intégrale sur S' étant prise da'ns le sens associé au sens (^, . . . , ̂ )
de ly. Or ces deux intégrales se dérivent sous le si^-ne . Nous trou"

• vous ainsi

(2,4) ^(u)= f i-(A)^[H~ r"(X,A)J^r^ ....,^)
J\Y '

-^ ^A)Ia,8(-i)fw'-lKa-l^^?(X)^[H^(X

^'m.
— 1 [..JJ.(ff^ . . ., ff^);

J(^

l'expression de-la fonct ion qui est intégrée dans D^n' im^portepas pour
la suite.

Faisons .tendre lY vers zéro dans toutes ses dimensions , le point X
^ restant à son. in té r i eur , îl est év iden t que la troisième intégrale tend

vers zéro. Nous al lons mont re r que la prenî iè ïe intégrale tend vers
une l i m i t e , c'est-à-dire que

• r ^(A^H"1"^ À)]^., ...^j
^l» , 1

est convergente. ...En efîet .

!' ^^H^(X,A)^-(m-.)Aa,p(A)ir^

+ m. ( m — i ) ̂ g A y.,y ( A )

xAp,ô(A.)(.r.-^)(.r5~^)î^^~^""(X, A ) ;
donc

2 — in ! !

•^pfla,p(X)^ l I^^A)^-[^-2)^^7(X, A)^p^,p(X)A,,p(A)
1 1 . . ' ' m.+'î , • . ! . !

' ! • , , , , + lw(M—2)H'" 'T~(X,A)^^^^ : • .
X Aa,Y(A.)Ap,ç(A) (x^—a^){^—a^),
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Or
ia,^a,p(X)Aa,p(A)=:W 4- . . .,

l'es points tenant', la place d'une fonction ayant une l imita t ion du pre-
mier ordre par rapport à la distance r des points A et X, quand on
connaî t des limites supérieures des valeurs absolues des 0^3 et de
leurs dérivées premières. De même

^p,r.ô<^(X)Aa,y(A)A^o(A) (^y—ayX.ro—ûîs)
=^a,YA^(A)(A^~^)( ,z^~ao) -t~. . . •==. H ( X , A ) 4 - . . . ,

les points tenant la place d'une fonction ayant une l imi ta t ion du troi-
sième ordre par rapport à r. Donc

I^,,(X)^-(X,A)^^-^
àx^àx^ ' / - •p

le crochet ayant une limitation du troisième ordre par rapport à r.
Soit maintenant cr le m i n i m u m dans D des racines s du d i sc r iminan t

de la forme quadratique en X,i, X^ ..., X^

^ a . p A ^ p ( X ) X a X p ~ . y ^ X ^

a- est un nombre positif, et.
(MI) H(X,A)^r 2 . 1

II résulte de là que
- 2^ -J [

(2 ,42) ^j-i ï ( X , A^II^T-^,

k dépendant des limites supérieures des valeurs absolues des a^ et de
leurs dérivées premières, et d'une l imite inférieure de o".

Donc la première intégrale du second membre de (2,4) est conver-
gente, et même uniformément convergente dans D, ce qui prouve
qu'elle représente une fonction cont inue de X.

Il résulte de là que, D^ tendant vers zéro dans toutes ses dimen-
sions, la seconde intégrale du second membre de (2,4.) tend aussi vers
une limite, dont nous allons chercher une expression. Cette limite
étant bien déterminée, nous pouvons particulariser les surfaces S';
nous allons supposer qu'elles sont homothétiques les unes des autres
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par rapport à X. Or, en développant la dérivation, cette intégrale
s'écrit

(/n—a)^,^—!)^-1^-^
/»iw--l) m

X ( • ( A ) a a ^ ( X ) A p ^ ( A . ) ( . Z v — ^)11 2 (X, K.)d{a^,.^ . . . , a a - i ) ;
"'s'

sans changer la l imite, nous pouvons remplacer la fonct ion sous le
signe ^ par

m

p(X)a^^X)Ap^(X)l•^T(A, X)(^—<^),

car une homothétie de rapport ^ mul t ip l i e la différence entre 'cet te
fonction et l 'ancienne par un facteur d'ordre i — m par* rapport à "X,
pendant que l 'élément de domaine d^intégra t ion est mul t ip l i é parX7"'"1;
l ' intégrale de la différence tend donc vers zéro. En effectuant la som-
mat ion par rapport à ?, nous sommes ramenés à trouver la l im i t e de

/ , ! / / / , -—1) )n

(m—a)^-!)""-'^-1'^) / ir^A, X) {,.v^—a^d[a,.^, ..., „,_,)•
Jy,'

Prenons pour S' la m u l t i p l i c i t é
li(A^X.)^p\

Faisons sur les O y — x ^ un changement linéaire, à coefficients indé-
pendants de A,,tels que

H(A,X)==^^. . .+^

les by étant de nouvelles variables; alors
d(a^ .... a^) __
d{b^ . . ., b^)

Nous sommes ramenés -à trouver la l imite de

(2,43) c/'——^w r '^(-^^^^^(^-^Î^Çaa^ ...,a^)
m—if

„,

r J^
t \ l "V \ •v ^ ̂  1/ n (m—2) (> (X ) / , .= ^ — — — — — — — — / - ,d{a^ . . . ,a,^)

r ^B-»

- ^-aMX) /•""^— ^^ - j a{u^ . . ., ^,/j,
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la dernière intégrale étant é tendue à. une hypersphère de rayon p; or
ce résultat est indép-endant de p; il. est égal (Cliap. I, ,11° 1.2) à

P(X).

Ainsi ( i )
in

f" " ' ~ 1ZL"-' 1 ' /; T~Î
F ( A ) ff H \ (X, k}\d{a,. . . . , a,.,) - —-4——

- i i •i'/ "L _
(2 ,5 ) ^(«')= f F(A);7 H ••^(X.A)!^,. . . . , ̂ ,)- 4TC2 , c(X).

:^G?-I)

Si. l'on veut que S^/) ==y(X)y on il donc une équation de Fredholm
pour calculer ^(X). N'eus verrons plus loin des conditions suffisantes
pour que cette équation admette une solution et, une seule.

Nous allons main tenan t étudier les propriétés de la fonction ^(X)
définie par la relation (2,2),- quand on ne suppose pas que ?(A) a des
dérivées premières continues (2).

3. THÉORÈME. — Si ^(A.) est seulement supposé continu^ et si X reçoit
un déplacement l'amenant en X,, de façon que Ici distance p clés points X
et X^ soit inférieure à un nombre fixe p^ plus petit que un, on aura

/ o ' f àu\ ( au \ . , -, , i( 3 , f -— —(-}— < ^ M p b g - î
V^a/X. \A^a/X P

M étant une limite supérieure de [ ^ ( A ) | dans I), et k étant un nombre
y/^(3).

(r) Nous avons supposé seulement l'existence et la continuité des dérivées pre-
mières des coefficients <?a,S> au li^u que la marche originale de M. E.-E. Levi suppose
l'existence et la continuité des dérivées troisièmes des û?a.6 ^t- des dérivées premières
des by, et de c; de, plus cet auteur remplace ( loc. cit.^ p* 3 r4 ) t6 coefficient de p f X )
dans la formule (2,5) par la valeur erronée -+- \).m~'L 7:.

(2) Cette étude nous servira plus loin à prouver ï 'analytîcîté des solutions des équa-
tions non linéaires.

(;î) Dans le cas de deux variables, ce résultat et celui du numéro suivant ont été
donnés par M, DINI, Sur la' méthode des approximations suûcesswes pour les équa-
tions ctux dérivées partielles cla deuxième ordre (Actct mathemcttica^ t. ^tS, 190%,
p. 185-230); voir particulièrement p. i<)5 et 197. M. HENKIK PETRÏNI {Journal de
Math, pures et appliquées, 6e série, t, ^, 1909, ;p. ï^-^S) a donné les conditions
nécessaires et suffisantes pour que le potentiel îogarithmïque ait des dérivées
secondes. • 1 , 1 / 1 1 , 1 1 1 ; . 1 1 1 1 i - 1 1 1 1 ... ' 1 1 1 . . ! . ! 1 .
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Soit S' une liypersplière de centre X et de rayon 2 p ; soit D" la partie

du domaine I) in té r ieure à S7, et so i t D7 la partie- restante de 1). On
. aura, d'après (2,3),

„ f au\ / a u \
^^ \à^J^~{à^J^ -

/-.^.i }
== / . ' ( A ) /

^' rv '.

} | ̂ H 2 (X, A ;
-^f " r ( A ^ -^

î | à 11 2 (X, A)
rî a

^H 2 (X, À ) f, .
^———^^/(.,,..,a,)

\i L U•Â^
r i—^-
dH_^JX^A)

X, L ^ ^^''a
j ^ ( a i . . . . , a ^ ) .

. Or

( 3 ^ i ) f . (A^1 1 5 !^^ <.,Mp
yj,» ^••^a

^ n _ ^ ( X , _ A , ) . ,

<[ue II soit pris en X. ou en X.^. En eUet, /• dés ignant la d is tance AX
on AXi,

^H'^'^X, A)
<N^i -^S

<).:̂ a

N ^ dépendant des limites supérieures des a^ ^ , \by\^> \c\^ et du.
nombre a- déjà f o r m u l e (2,41). Soit C une liypersplière de centre X,
(ou X^ ) et de rayon R. Not re intégrale sera en va leur absolue moindre
que , •

r { l l l } r'^
f / • 1 " m d{a^ . . ., a,,) + MNi H'--^ ^ d(a,, . . . ,//,„).Mrs.

S! a est .la mesure de DVcela fait (calcul analogue à celui du. Cha-
p i t r e I, n° 13)

MN, .H+^K1-^^ .
r (

Coinme
, . (^pr

^^"Tm""——
1 1 — .4- i
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la valeur de R qui nous donne la meilleure l imitation est donnée par

R——^^)-,

et elle nous conduit à l'expression (3,21), où /^ est le produit de N,
par une fonction de m qu'il est inu t i l e d'écrire. .

Ainsi la seconde intégrale de la formule (3,2) est moindre en valeur
absolue que 2^Mp. Passons à la première intégrale. On a

dir^X.A)'] blI^X^Ayl ,̂ . r^H'^^.X^À)] •
..——à^———i.-L———^———^^-^)^^^——^

^ ( , Sa? • • • ? ^,n étant les coordonnées de X,, et X/ étant un point de la
droite XX<, situé entre X et X^ . Si r1 est la dislance AX\ et r la dis-
tance AX,
droite XXi, situé entre X et X^ . Si r1 est la dislance AX\ et r la dis-

^H 2 (X, A.) .. .——-,————) < N2^--^.[^ àxy,àx^ Jx'

N3 dépendant des mêmes quantités que N ^ . Mais, A étant dans IY,

^> A X — X X ' > AX — XXi== r---p > ^;

comme, d'autre part,
^pi^p—^pr^p 2 ,

notre intégrale est moindre que .

,_ ' < r^
^y/nMNâp j /—^^ / (a i , . . ., a^).

J ^ '

Soit L^ le maximum de la distance de deux points de I); r est tou-
jours compris entre 2 p et L(»; si ^ p ^ L o ? ïV n'existe donc pas;
si 2p<^ L(p on a pour l'intégrale la limite (voir Chap. I, n0 i3)

. ru. ni.

a^V^. n 1 ^ M N . p C ^ ^ ^ ' ^ ^ / m 7 r2- MNop log 1 ^»
rf^V ^^p r r^^ ^• À 2 y v 2 7
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Ainsi

(3.3) ( à u - } - ( p-^) < 2Â-, Mp + a^'v^—^2— N.[Mp log-ï^-,' / \ àx^. )^ \ àx^ ) x 1 ' p / m \ "L ' & 2 p
'i/ï;

et il est facile de remplacer le second membre par u n e quanti té plus
grande qui soit du. type de l'énoncé, ou encore par

(3.4) /^MpIog—S
p

/•.. étant une constante ; cette dernière l imi ta t ion sera valable quel que
soit o inférieur à un nombre iïxe infér ieur à L(,.

4. THÉORÈME. — Si clans 1), ^(A) scilisfaù àIci condition de Lipschùz

ç{ \ ) — c(X.) | < Nr7'- (o < h 5 i ),
généralisée

où N est constant dans I), et où r est la distance AX, ^(X) a des dérwées
secondes continues dans V intérieur de D.

Soit S' une hypersphère de centre X et de rayon p; soit IV la partie
de D extérieure à S'. On 'a

{ ) II, l A. . . / ,,r .^ ^ ( X '
AT a p--°

/ / , i\ • ——-^—— == li rn (^(A'),(l•b } Ox. p-o

avec
r à H 2 (\ A.}

(4,u) (T,'(X):=J t'(A)-——^-^——^(ai, ...,a/,,).

Or [Chap . I , ( 6 , 5 ) j

. ^ ^^(X) f^ /^^•^^^^^^/f., ^ }
^ -^^J, .(A,)——^^^^(^...^

/-„ ' / / / .——1) ''i g_ï g / '\r A \

__(__l){^--^?-^ ^ ^(A)11————r^-—^^(^p+i.--^^ 0.
.7s' ^^y-

la (lerniere intégrale provenant du déplacement de S'; Sf est pris dans
Aim. Èc. Norm,, (3) , X L Ï Î I . — FÉYRÎEIÏK^G. 6
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le sens associé au, sens (a^,.., a^) de son intérieur. Ceci peut s'écrire

^n^=F,,^_,(X))q3^,,..,,.)

-̂ "â .̂ •• . " • • '
2—/«

_(_I)^^(p-.)^l'"~l',(A)^L-_?^rf^^
*.•^ • (/•< a

Mais '

^ CI" ( x! A ^ -^ ̂ -m ~la ̂ L V ^T^ (^-^) (fo~^s)_ ̂ ^'^"(X^)
.̂̂ "•p "̂  a, ^.'a^Y^ ^p ,^. , ~ ~ ô x y , ô a ^ '

il " ( A , A ) -

En portant dans (4,21), une intégrat ion par par t ies donne

"." ̂ -r^-^'^^1^ ••-)
"lZLl,,i\\r" à V ^^(a-ï—aYX.rs—as),,—-^—(,(X)( —— ̂  —————^^——————-rfff i , ..., a,,,

./,, ^a^v,o ̂  IP(X.A)
2 1 -—/ / /

- (-r).«-.>.p-".(x)^1"" ''dH2^.A.^(^,,,.,, ̂  ^
ï -— / / /

+ (-I)^m•-l)^•^^"l)[:.(X)-.(A);| ̂ i~^x- A)^^, ̂  ,).

Si nous taisons tendre p vers zéro/les deux premières intégrales
tendent uniformément vers les intégrales étendues à D, la t rois ième
intégrale ne change pas, et la dernière tend uniformément vers zéro.
——tendant uniformément vers sa l imite , celle-ci est la dérivée de
la limite de <P(X), c'est-à-dire que

'"' ^ '̂̂ -'•̂ '"̂ .̂.....-'
-^••wfU,. '̂ '-̂ ^^c,,...,"»)1 1 . 1 . , . , 1 • 1 , ., . ^ . , - ! ! H- (X, A )

*2— /ri -

- (- ̂ "'-^ " "(X)^'"'"1' f)H"^x' ̂  ̂ .p.., ..,, ap.,).
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Nous voyons de plus sur cette expression que les dérivées secondes
de iz(X) sont cont inues , toujours à cause de l 'unifori ï î i té de la conver-
gence. Le théorème est démontré.

5. Calcul de^Çu) dam l'hypothèse où ^(A.) satisfait à la condition

de Lipschitz. —- Dans les expressions de "— et, de ^, on peut rern-
v'-^'y.

placer v( A} par
^ (A )—p(X) ]+^X) .

à^u * - "La partie de S ( u ) provenant des par t ies de->——.—[formii le (4^)1.1 " v / 1 j (f^o, y^'f-i - < / '

^—> u, où ligure ^ (A) — ^ ( X ) est évidemment . .-(/<'y'(%

f [ F ( A ) - ^ X ) : [ ^ Sf~(X, A) , d{a,, , < . , a^.

La | )ar t ie restante de ^ ( u ) est la même que si, P(X) é t a i t constant ,
donc dér ivabie ; c'est don(J (n 0 2)

c ( X ) f ^|j!'^(X,A.) ^(ai, ..., ^,//).
J o

^î ^ ( X ) ^ ^

rf^^..,)
\ 2 7

lîn ajoutant, on retrouve la formule (2,5).

(). Ccis où m ==,2. — Dans le cas où m =^= 2, on a à poser
'••»//

(6 ,1) ' ^ ( X ) r = = - / i ' ( A . ) l o g H ( X \ A ) ^ ( ^ 02),
i/ ^

et l'on ob t i en t
/'l//

(6 , î î ) ^(M)r=- f v ( A ) f [ i o ^ H ( X , A ) ] d ( a ^ a,)— ,,i7:P(:^i, ^2),
*-111' i» ^ .

pourvu que ^(A.) ait des dérivées premières continues, on au moins
satisfasse à une condition de Lipschitx*

Le cas ou m == 2 peut du reste se ramener au cas où m === 3. Soit k
un nombre plus petit que les abscisses.^,' de tons les points de D et de
sa frontière. En fa i san t t o u r n e r . D au tou r de la droite ,r .(=Â, on
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obtient un domaine à trois dimensions, sorte de fore si D n'a qu 'un
seul contour. Soit © l 'angle d'un demi-plan méridien quelconque avec
un demi-plan méridien fixe. Nous pouvons ajouter à l 'équation un
terme

- yu
- !

 À

y

où À est une fonction positive quelconque (à dérivées premières con-
tinues) de x^ x.^. Nous avons ainsi une équation.de type elliptique,
écrite en coordonnées semi-polaires; mais on peut revenir aux coor-
données cartésiennes. Si les valeurs données sur la frontière sont
indépendantes de cp, la solution sera aussi, indépendante de ç, sauf
peut-être dans les cas où il y aurait une solut ion indéterminée : mais
on verra que ces cas seront exclus de nos considérations. On aura
ainsi résolu le problème de Dirichlet pour l 'équation à deux variables
donnée d'abord.

^ En conséquence, dans la suite, sauf 'avis contra i re , nous ne trai-
terons pas à part le cas où m = 2. Nous supposerons donc

m ?" 3.

Quel que soit m, du reste, on peut l 'augmenter par ce procédé. En
particulier, on peut aussi ramener le cas où m = i, c'est-à-dire le cas
des équations différentielles, au cas où m = 3.

II. — Extension au domaine complexe.

7. Nature des domaines complexes considérés. — Les considérations
précédentes peuvent s'étendre à certains cas où D est une multiplicité
complexe à m paramètres réels; nous désignerons encore par S la
frontière de D. Nous supposerons que les 0^3, by^ c, f sont des fonc-
tions holomorphes-

Nous imposerons à D la restriction suivante : si X. et A sont deux
points de D, on a

, H ( X , A ) ^ o , : • • - ! : • , '

sauf si X et A sont confondus. Nous imposerons en outre à D la con-
dition que, si X et A sont deux points de D, la partie réelle de H(X,A)
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est positive ou nulle; alors l 'argument de iï(X^ A) sera év idemment u n e
fonction uniforme de X et de A.

Mais comment pourra-t-on satisfaire aux condi t ions imposées à D?
Soient^, d^ A^g les par t ies réelles .de Xy^ ây^ Ay^; soient x^a^.A.^
les coefficients de i dans les mêmes quantités. On a

^a,pAa,p(^'a— Cl-v. ) (-^—<^)

= -Sa,? Aa,p ( .Ta — ^a ) (-4 — ̂  ) — 2^ A^ ( A-'a — a'a ) ( •^ — a^ )

——22a^A'a,p(>a—^a) (^p— ^)

-+. Ï [ 2 2a ,,3 A/a, p ( .Z'a — 0^ ) ( .2^ — Op )

-+- ^a,^A^p(^a— aa) (^p— a^) — l<a,p A^(.^—^) (.2;a— a^)].

Nous pourrons d/abord nous arranger de façon que, dans I), la forme
quadratique

i3c,pAa,p(^a—<^a) (.Z1^—^),

ou les variables sont les ^.^—d^ soit définie positive. A cause de
rh-ypothèse fai te sur la forme (1/2), dans une certaine région réelle,
l'hypothèse actuelle sera satisfaite pourvu que Fon ne s 'éloigne pas
trop de cette région réelle.

•Soient I/et if des nombres positifs ou n u l s tels que

L^^I^.ya— ^y.) S
s 'iï _ \"' / /^ ^" y2
Ij ———^ i y^Ly ,———Ciy , ) .

Soient cr'-e't ^ " des nombres positifs tels que

^V^ ^3Aa,^(^a-Oa) (.4-0^) > ̂ L^,

et soit T une l imi te supérieure des A^l. On aura

| 2^, 3 A ̂  ̂  ( x^ — ^î, ) ( x^ — a"^ ) [ < m2 T L^ [/.

Par suite, en désignant par jl "À la partie réelle de ~hy.

a H ( X, A ) > ^ I/2 — 2 m2 T 171/ -- a" L"2.

Or nous pourrons faire en sorte que, suf D, le rapport L" 2 I/ reste infé-
rieur à une limite g fixe; le nombre posi t i f^ ' sera pris de façon que

y=:</-~ aw2!^—cr^^o,



46 GEOHGES G I K A U D .

cette relation définissant cr; cette inégalité aura lieu pourvu, que y soit
assez petit. Ou voit qu'alors
( 7 , 2 ) A H ( X , A ) > ^ L ' 2 ;

cette partie réelle est donc toujours positive ou nul le ; elle ne peut
s 'annuler que si X et A sont confondus, puisque
( 7 , 2 1 ) ^ !/<^V.

L'argument de H(X, A) pourra toujours être pris entre —T : et 7 r-
Mais nous 'aurons besoin de supposer que

(7 ,3 ) [argH(-X, A) | < ang-Ie fixe inférieur à ^~ •

Pour cela remarquons q u e o 3 H , coelïicient de i dans 11, est tel que, en
appelant U une limite supérieure des [ A^ |,

p H ( X, A ) | < m'2 ( 2 U U U + T L^ 4- Tl/2 ) ;
donc 'z^<^-^^
si §' est assez petit, et si en outre on reste assez près du domaine réel,
le second membre est aussi petit que l'on veut, car T est aussi, petit
que l'on veut. On aura donc bien l'inégalité (7,3).

D'après (7,21), nous avons déjà vu que deux points distincts de D
ont des projections distinctes sur l'espace réel : nous entendons par
projections de A sur l'espace réel le po in t A' de coordonnées d\,
a^ ..., d^ On pourra donc prendre ci\, d^ . . . , a^ comme para-
mètres pour exprimer les coordonnées d'un point quelconque de D.
La condi t ion (7,^1) entraîne alors que, quels que soient les nombres
réels hy^

<'-3" ;S,(2:,̂ K< -̂
Réciproquement, si cette Inégalité a lieu quels que soient les /^ et

le p o i n t A deD, la condition (7,21) est remplie. En effet, pour deux
poinis X et A fixes, on peut écrire

\ 1 / , 1 ' î '.' — V . ( y' _ " \ ., / - , • , Ij —,^^Aa^. -x^— "a /?
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les pé tant des nombres réels tels que I ^ À ; = = r . Or, d'après la for-
mule des accroissements f in i s ,

(7,^) I^.a«-^)=ia,^.a(^|)(^~4)-

la dérivée étant prise en un point de la droite X7 A', situé entre X/ e tA\
En rapprochant (7 ,32) de (7,31), on obt ient immédia tement (7,21).
Ainsi cette dernière condi t ion a lieu pourvu seulement que les part ies

• • 1 î ' ' ' ÔCly - , , * ,imagina i res des dérivées — soient assez pet i tes .
Que pouvons-nous dire de

(̂̂ l_LlJ:-L.̂ iJ ?
d{a\, .. ., a^) '

V !'à^\- ,
i. ̂  <^

Remarquons que

^W/ 'ù )

dés lors, un t i léoréme connu de M. Hadamard e n t r a î n e

^^«•^-
En réalité nous ne considérerons pas isolément ces domaines com-

plexes à . m dimensions : nous en considérerons toute une famil le ,
balayant une région à 2 m d imensions de l'espace complexe. Suivant
les cas, ou bien tous ces domaines complexes auront une même fron-
t i è r e 'réelle, ou bien leurs frontières varieront en restant tracées sur
une même multiplici té ana ly t ique à w —-• i paramètres complexes.

Par exemple, considérons l'iiyi)^^^!)]!!^^?
(7,5) .^+^+...+^=:^

La partie réelle de cette hypersphère est la frontière des domaines D
complexes définis de la façon suivante : é tan t , d o n n é s m nombres réels
quelconques b^ b^y .... h^ nous posons

( 7 , 5 i ) , xy^—\b^ , ( a = = ï , ^ . . . , / / / . ) ,

et nous dé terminons A par l 'équation

(7^2) ' . .£a[^•+-(ï+?Q2^]=^2+2^â, :
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dont nous choisissons, pour
(7.53) ^^<a\

la racine positive. Nous avons ainsi une famille à m paramètres de
domaines D; les paramètres sont & , , 6^ - • • ? ^m- ï^ condition relative
à g sera remplie si
(7.54) , ^^>^-&

La région balavée, dans l'espace complexe, est définie par

^5^ [^-I.(^-4^)]5 ^ v^.^
(P» 0 ^ ) ——————v——^i——————>-^i -"̂  < a ', —a ^'a , » &

Si l'on veut que la frontière ne reste pas réelle et fixe, il suffît de
reprendre les relations (7,5ï) et (7,32), après avoir fait sub i ra x^ ...,
^ une transformation orthogonale complexe; cette transformation
devra être assujettie à être suffisamment vois ine d^une transformation.
réelle, qui sera par exemple la transformation uni té .

On pourra aussi procéder de la façon suivante, si l'on impose aux
domaines D une frontière réelle S convexe. Le point A étant choisi tel
que sa projection sur l'espace réel soit in té r ieure à cette frontière, on
le joint aux points de cette frontière par.des traits rectilignes (mul l i -
plicités linéaires à un paramètre î ' é e l ) ; on a ainsi un domaine D. Pour
que la condition relative à §' soit remplie, il est nécessaire el suff isant
que la multiplicité définie par l 'équation en x.^ . . . , ̂ ,

o .2V / ,-,/ __ / / \ 2 _ _ V /y" 2^ —'a^a—^y . ) —-"'a "a »

ait tous ses points intérieurs a S ou situés sur S.
Si S n'était pas convexe, il faudrait remplacer les traits rectilignes

par des traits curvilignes.
Dans ce procédé, plusieurs domaines D de la famille passent.par un

même point de la région balavée.

8. Nous allons encore chercher une solution de Péquation (1,1) qui
soit du type (2,2), D étant l 'un quelconque des domaines q u e nous
venons de définir, et qui passent par le point, X et l'intégrale étant
prise dans le sens (a^, . . . y a^. ^(A) devra être holomorphe dans la
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région balayée, par les domaines D. Nous allons d'abord démontrer
que, dans ces conditions, uÇX.) ne change pas quand on déforme D de
façon qu'i l continue de passer par X, et de façon que sa frontière ne
change pas ou reste sur une même multiplicité analytique à m—i
paramètres.

Ce qui nous oblige à une démonstration, c'est la présence' de la sin-
gularité de la fonction intégrée au poin t X. En effet, la puissance frac-
t ionnaire de H n'empêche pas la fonction intégrée d'être uniforme,
puisque l 'argument de H satisfait à la, cond i t ion (7?3) [ ici, il suffirait

même que cet a rgument reste, en valeur absolue, inférieur à - ); on
prend la dé t e rmina t ion de la puissance fract ionnaire qui devient posi-
tive dans le cas réel. : la valeur absolue de son argument est inférieure
. 7Ta --

2

Si donc il n'y avait pas cette s ingular i té , il suffirait d'appliquer la
remarque finale du n° 11 (Chap. I).

Nous démontrerons-alors la proposition suivante :

ÀÎ, dans F intégrale

(8 ,1 ) ^(X)=:r ^(A. )y(X,A,)^(^ , ...,a/,),
Ja

t'(A) et 9(X, A) sont des fonctions holomorphes de A, la dernière seule
ayant une singularité au point X de I), et cela de façon que

(8,n) |9(X,A)|<Â•L / 7 /"-^

où JL/ est la distance des proiections de X et de A sur V'espace réel, et où h
et k sont des constantes positives, la valeur de ^intégrale ne change pas
quand I) est dé formé sans cesser de satisfaire aux conditions indiquées.

En effet
^(X)==limr ^ (A . ) y (X , A)d(a,, ...,a^,

Jiv

lY étant la parlie de D extérieure à un petit contour S' isolant X.
Quand on déformera D, on pourra imaginer, par exemple, que S'
garde toujours la même projection, sur l'espace réel.

Or appliquons la formule (ï i,4) (Chap. I) à l'intégrale prise surt)7;
Ann Éc. Norm., (3) , XLÏÏI. — FÉVÎUEK 1926. 7
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la dérivée par rapport au paramètre t dont dépend D est
fîl

(8, '2) - f " " ' ^(A^X.^)^-!)'"'-1'''1-0^^^ ...,^.-.),

S' étant pris dans le sens associé au sens Ça\, ..., a',,,) de son Inté-
r ieur. Imaginons que S' soit, par exemple,

^(^-a-a)^?2.
"t.

Alors les ^'sont des quantités purement imaginaires, i n f i n imen t
petites du premier ordre au moins par rapport à p, puisque les fonc-
tions

<2a== ^a(^i, <^n . . . » <^n Q (a = J, 2, . . . , m)

se rédaisent aux x'^ quel. que soit ty quand, A' vient en X', et que les OD^
-1 ont des dérivées secondes cont inues.

Donc on a sur S^

^A) ̂  (x- A) 2 (~ ï)""/7^ % ̂ ^^^-^ < ̂ pA———i-̂M oî a^a^^i, ..., U p ^ î )ô£ d(<i^^ . .., a'^)^ ^t, M-^t^.^,, . . . , W,^

» == 1
( ^=1 ,2 , . . ., W).

D'autre part la mesure de la projection de S' sur l'espace réel est

r^y" '• v ^ y
Notre intégrale est donc ( ' ) moindre en valeur absolue que

_^p-,
( 1 ) Pour limiter l'intégrale ( ' 2 ,1 ) du Chapitre I, il suffit d'appliquer à la fonction

sous le signe ^, dans ('2,2), une identité due à Lagrange; on trouve aussitôt
: .____________ ^i ! ________________ !

. 1 1 1 < lim sup^a,...,^Ai,...,^ yia,,...,a, d(x^ ":..., x^Y, .

la dernière intégrale élaot la mesure de la multiplicité. Cela s'étend au domaine
conipleïî.e, en introduisant les carrés des valeurs absolues sous les deux radicaux.
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elle tend donc uniformément vers zéro avec p. Donc la dérivée de '^(X)
par rapport à t est nul le , c. o. v. D.

Or, d'après (7,2),
^•y--^ ̂  ^^—-L^.-^

le résultat s'applique donc-, avec h = 2.
Nous avons maintenant à voir si u(X) est dérivable, donc holo-

morphe [puisque ^(X) est co-ntinu, et que nous sommes dans l'espace
complexe]. Pour cela/revenons à l 'intégrale (891), en supposant que

(8 ,2) [ 9 ( X, A ) 1 < Â-I/^^-1, ^îi^^ < kL'11-^,

h et k étant des constantes positives. L'intégrale étendue à iy aura pour
dérivée,, d'après ( ï i ,4) (Chap« I),

r^A)^^ ./(.„...,.,„)r"""
t7 D'/(,. 0^.y,

^(m-l) __ ,
- / r ( A ) 9 ( X , A ) V (—i)^"')^11111 ')—^d(an.^ ..,, a^Q.

J ÂHHà 0^'y.

" n-=l

Cette fois, les <^/L ne tendent pas tous vers zéro avec p, car ^a tend
ô.z'a ' ^^a.

vers ^/?. (quelle que soit la direction dans laquelle on fait variera:
les a^, peuvent ne pas en, être des fondions holomorphes). Mais ces coef-
ficients sont bornés, et avec l'hypothèse (8,2), cela suffit à montrer
encore que l'intégrale le long de S7 tend uniformément vers zéro avecp»
L'intégrale sur D' tend uniformément vers l'intégrale sur 1), et par
suite —^ se calcule comme dans le cas réel.àxa-Ceci nous permet de refaire tous les calculs du n0' 2, jusqu'à la for-
mule (2,4)- On constate encore quey S7 tendant vers zéro dans toutes
ses dimensions, la dernière intégrale de cette formule tend. vers zéroy
tandis 'que la première tend vers l 'intégrale étendue à I). Il reste à
trouver la l imi te de la seconde de ces .intégrales, l imi te que nous pou-
vons encore remplacer par celle de

[ni—i} fil •
{m ~ 2) 2^(- i)(^-0 (^) (.(X) / ir7 (A, X) (^a-^) û^a-H, .. •/ ^a-ï).

«-'s'

Mais ïious ne pouvons plus, sans précaution, supposer que S" soit tracé
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sur
(8,3) H ( A , X ) = p 2 ,

car il n'est pas certain que D rencontre cette multiplicité suivant un
continuum à m — i dimensions.

Remarquons alors'que, d'après le débu t de ce numéro,
/•» \in} F 2 — m 1

| r ( A ) S f L H ~ — ( X , A ) J ^ ( a ^ . . . , a / , )
^'D

ne dépend pas de D; donc la l imite de l ' intégrale étendue à S' n'en
dépend pas non plus. No"us pouvons donc déformer D de façon à le
faire passer par une mult ipl ic i té à m — i dimensions tracée sur (8,3),
et choisie de façon qu^on puisse satisfaire aux condit ions relatives à g';
ce sera possible, du moins, si p est assez petit, réel si, l'on veut; quant '
à. la portion de D contenant X et limitée par (8,3), nous pourrons la
faire coïncider avec le lieu des homothétiques de l 'intersection de î)
avec (8,3), avec des rapports d'homothétie variant de un à zéro.

Nous parvenons ainsi à la formule (2,43). Pour transformer enf in
ce dernier résultat, il suffit de remarquer que nous ne changeons pas
l'intégrale

flw^(^„ ..., ̂ )

en l'étendant au domaine réel ayant sa frontière sur la même hyper-
sphère (multiplicité analytique à m — î paramètres) que le domaine
auquel viennent de nous conduire nos calculs.

Ainsi la formule (2,5) est encore vraie dans le domaine complexe.
Pour 772 = 2, on parviendrait de même à (6,2).

IÏL — Résolution de l'équation de Fredholm obtenue.

9. Nous allons voir que l'équation obtenue
F/m \r ( ^ - n (//,

(9,1) ^(X) -———^—— K(X,AMA)^(a,, ...,a,,)
, 4^ JD

' r ^ -xV
•1 ' =~-A^_/(X)/^ , 1 1 1 , •.11 ,, , :

. ! ! ; ! , ^ ! ^\ 1 , , : ' 1 1 1 1 . / 1 1 1 1 1 1 . 1 1 1 , , ' ! i l i 1 1 1
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OU

( 9 , i ï ) , • K.CX^A^^H'^^A)],

peut, même dans le cas complexe, être traitée par les formules de
M. Fredhoirn : on doit seulement, dans ce dernier cas, supposer que
/'(X.) est holomorphe, et alors î^(X) sera aussi holornorphe (dans la
région balayée par les domaines D).

La proposi t ion, pour un domaine I) quelconque (tel que le second
membre puisse être pris a rb i t ra i rement ) , résultera plus loin de l 'étude
que nous commençons. Nous a l l o n s d'abord montrer que, si lés-
ine sure s . .

/ l ( l / i

t I d ( a ^ . .., a^)
»-/ r»

des domaines D restent assez petites, l ' équat ion (9 ,1) 'admet , pour
chaque domaine'1), une- s o l u t i o n ; nous aurons ensui te à voir que
celle-ci est holomorpbe dans le cas complexe.

Or ce premier po in t ne présente aucune dif f icul té . Soient
K,(X, A ) ^ K ( X , A ) ,

y» (W)

K , ( X , A ) =
^»IWJ

, ( X , A ) = / K , ,_ , (X ,B)K. (B ,A)^ (^ , . . . , M;
•A»

les noyaux itérés K.^(X, A) sont ainsi définis quand les points X et A
appartiennent à un même domaine 1) satisfaisant aux conditions requises.
Introduisons les constantes„„=/ d^x^ . .., x m)

m — i îi-Z.-7

(^î+. .-+^)~~[(^l—ï)î4-^-4'...-+-^] ï

(v==î, . . ., m—2) ,

les intégrales étant étendues à tout l'espace réel. Soit À^_, "une l imite
supérieure de

/ ( ryi'i i f \
d(x^ ... , X,n} î———————————-7^———————!1 ^———- ——^,

(^?4-...+^,) 2 ^(^-l)3^..^^ ^7-

où Lo est supérieur à la borne supérieure de la distance I/ des projec-
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tions sur l'espace réel de deux points quelconques de D, et où r varie
de zéro à la borne supérieure de L^Fintégrale .étant étendue à l'inté-
rieur d'une sphère de-centre l'origine .et de rayon—*; h^^ existe, car
le produit ci-dessus a une l imite quand r tend vers zéro. Enfin soit h^
une limite supérieure de

'•/" jp.. _ J:̂ ..!!-.__ -d^ •••^1_^V(^_,)^,^:,^^^^^^^^1

où l'intégrale est. étendue a une sphère de centre l 'origine et de
rayon ^; r varie de zéro à la borne' supérieure de I/ ; h^ existe, car le, 1^^ V^V

l'imitation dft raisonnpmpnfs p.nnnntî ( { 'produit tend vers zéro avec r. L'imitation,de raisonnements connus ( i )
va nous fournir une borne supérieure de |K^J. En effet, opérons
sur b^ .,., b^ une substitution linéaire, non homogène, à coefficients
réels, de déterminant L^, telle que les parties réelles des nouvelles
variables c^ . . . , c^ deviennent toutes égales à zéro quand le point
B(é,, ..., b^) vient en A, et toutes nulles encore, excepté celle de c,
qui deviendra égale à un, quand B vient en X; ce changement de
variables résultera d'une homothétie suivie d'un déplacement. Nous
voyons ainsi, en tenant compte de la relation (7/2), qui en t ra îne
(9,2) [^(X^A)!^-^--^

où A est une constante, et en tenant compte aussi de l'inégalité (7,4),
que ^ '

| K^_i (X, A ) ( < h, h.,.. . h,n^ A-7"-1 (i + ̂ )~~ L/-1,

(9,3) UK^ (X,A)J</^^...À^/- (I^^)———logL^,
j L

Wî
".;| K^-M(X, A) j < h,h^ . .h^ k^ (i -4- ̂ p = Â-i.

Âmsi' l E^i est borné. Sa borne: stiipérieùre ne dépend que dei', m,
g^ 4-

Nous pouvons aisément déduire de là une limite inférieure du rayon

( l ) Voir, par exeîïîple, HÈYWÔOD et FMÉCHET, L'équation de Fredhoîm et ses
applications à la Physique mathématique, Paris î9i2, Note de M. Hadamard

. P ' 1 ïH*,"- , . •\ 1 '^ 1 . ' 1 1 1 •' ' . , 1 , . . • . 1 , . . . ' ' 1 ! 1 1 1 1 1 ! ^ , , ! , ! . '
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de convergence de la série entière en X

^/.^K(,,^^(X,A).

55

En désignant par G) une linrii te supérieure de la mesure de la projection
.de D sur l'espace réel, on aura évidemment

| K(//^i)p (X, A ) | < (î + ̂ 2)—— c^-1 Â-Î;

la série convergera donc uniformément par rapport à X, X et A tant
que l'on aura

m

[ÂKO+^r^r-Uv1.

En particulier F équation (9, î ) sera certainement soluble si

(9,4) u<
fil —j //Z-t-l

4^
(14-^) -/-7'.

Elle sera soluble égalenientsi le déterminant du noyau K,,;_,_, n'admet
pas la rac ine

'r^^y1^
[^i J

Mais, jusqu'à présent, nous n'avons pas démontré que la valeur
de ('(X) en un point X donné ne dépend pas du domaine D particulier,
passant par X, auquel nous avons appliqué cette méthode. Cela peut
s'établir comme les propositions correspondantes du n0 8. Introdui-
sons p—ï points By(<7== î , "2, ..., p — î), ayant pour coordonnées
respectives é^p 5^, ..., ̂ . On peut écrire

Al^J

(9,5) / K,(X,A)/(A)^ . . . ,a , )
VD

X I'W/?) • .

= K(X,B,)K(Bi,B,)...K(Bp_i,A)/(AWi.., ..., ̂ _,^,a,, .. .,a,,,).
.,,Ï), . . . ,D

Le second membre peut être considéré comme la limite d'une iaté"-
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grale sans s ingu la r i t é : il suffit de n'intégrer que dans la portion du
champ te l le que ! • •

L ( X ^ . B , ) > p , L (B ;^ ,B^)>p ( < 7 = 2 , . . . , ^ - i ) ,
L(B,^,Af)>p.

Oîi peut, comme au. 11° 8, dériver cette intégrale par rapport au
paramètre dont dépend I), et faire ensui te tendre p vers zéro. On trouve
ainsi que les deux membres de (9,5) ne changent pas par la déforma-
tion de D. 11 en résulte que ^'(X) ne change pas non plus.

Oïl démontre de même que K^,(X, A) est, •quel que soit n, indépen-
dant de D, pourvu que ce domaine passe par X et par A, et satisfasse
aux condit ions requises.

10. Dérivées de
^(w)

/ K(X, B ) ( T - ( B ) ^ ( ^ , ...,,^).
J^u

Nous supposons que D" est un domaine quelconque, où la fonction
w(B) est holomorphe.

Il est évident, sur l'expression de K, que si l'on pose

K,X,B)=^.-™,

R sera d'ordre i — m par rapport à la distance V des projections de X
et de B sur l'espace réel, I/ étant regardé comme inf iniment petit.

Bien que nous ayons surtout en vue le cas complexe, remarquons
que le calcul de R(X^ B) et sa l imitat ion ne font pas intervenir les
dérivées d'ordre supérieur au premier des fonctions a^sy &a? c"

- Dans D^ isolons le po in t X par une multiplicité C tracée sur

1 • - Ja(^a—^a'r=P2,/

où p est un nombre positif s'uffîsaîùment petit , et où les b^et les -x^
sont les parties réelles des by, et des x^. Soit Dp ce qui reste de D". On
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aura [Chap. I , (11,4)]

Oû^) à f K ( X , B)^(B)^, . . . ,^)
<7J(/ i, /j/'

'̂"'̂ "•("'̂  • • . .» ->
-/'1'" "KfX'.Bl^Hl^f-,)."-.».-.)'4-.^,, ...,(,„),

«y^; ^n— v.x.^
/<==!

oii la dernière intégrale n'a de sens que si l'on fixe la direction de la
dériv-ation par rapport à la variable complexe x,. En tenant compte
de (10,1), et en intégrant par parties, la première intégrale du second
membre de (10,2) devient

( ïo ,3 ) -f K ( X , B ) ^ ( B ) ^ , , . . . , ^)
^ s'

-4- f K(\\IÎ)«'(B)rf(^, ..., &,„)
^c

+ f " " l R(X, B) <r(B) + K(X, B)^?"-^ ̂ ,, ..., ̂ ),
^j)// L au'l J

S' étant la frontière de D^, prise dans le sens associé au sens (è^ . . . ,&// ,)
de D", tandis que C est prise dans le sens opposé au sens associé au
sens(^. ..., 6,J de D".

Si l'on fait tendre p vers zéro, la première intégrale (10,3) ne change
pas, et la t rois ième converge uniformément . Réunissons la seconde
intégrale (io,3) à la dernière du second membre de (10/2); je dis que

/i { / / / - - 1 )

. / K(X, B)w(B)
^c

[ m. -^

x d(b,, . . . ,&,„) -^ (-,)(—) (-o J^^(^,, . . . ,&„ . , )
"=1 1 . J

tend uniformément vers zéro. En effet les ̂  tendent uniformément

vers zéro avec p, excepté û^- qui tend vers un [voir ce qui est dit à
Oi.27^ *- A .

Ânn, Éc, Norm., (3), XLIIÏ. — FisvaïBK XQï tG. 8
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-propos de Tintégrale (8,12)]; dans le crochet, les coefficients de
chacun des d{b^ . . . , &/^) tendent uniformément vers zéro, et,
étant donnée la l imitat ion deK(X./B), cela entraîne notre proposition.

Quand p tend vers zéro, notre dérivée tend donc uni[/armement'vers
une limite : celle-ci est donc la dérivée de rinlégrale/lonnée

(io,4) "̂  f K(X/B)(ï ' (B)û?(^, ..., ^/,)
'̂l Jy

/,('m-l)

=:- K ( X , B ) w ( B ) ^ ( ^ , . . . , M
«y^f

+^"" '^R(X,B) (^(B)+K(X,B)^ ( — B ) 1û?(&„ . . • ,&„,).
Ji»" L 1 -*

Or cette valeur ne dépend pas de la direction dans laquelle on a
déplacé x , ' , d'autre part, elle est évidemment, comme l ' intégrale
donnée, fonction cont inue de X. Comme on peut en dire autant des
dérivées par rapport à x^ ..., Xm, il. en résulte, dans le cas complexe,
que l'intégrale donnée est fonction holomorphe de X.

11. Corollaire. — Considérons une fonction î ^ (B ,A) ; soient IV
et .V les projections de B et de A sur l'espace réel, et LÇQ^ A') la
distance de ces projections. Nous supposons que les valeurs absolues
de w(B, A) et de ses dérivées premières admettent des l imitat ions
d'ordres respectifs h — m et h —m — i par rapport à L(B\ A').

Nous considérons l'intégrale

(ïi,i) r ' 'K(X,B)^(B,^)^(&p , . . , M
D"

étendue à un dom-ame passant par le point S e t s e composant des
points de D tels que

• " . , MB^S)^ 1 ^ , 1 . '
avec , ' ' • ':, l l l i ^ ^ . 1 ' : ! , • ! . ! 1 ^ ! ! , ' .

^ ^ . a ^ ^ L ( a / , I A / ) , l / , ' , . . ; •

a étant au plus égal au m i n i m u m de L(B^ S ) quand B' parcourt S-
Les valeurs absolues des dérivées-premières decelte intégrale par rapport
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aux x/^ calculées pour la-position S de X^ admettent une limitation
tordre h — m. par rapport à L^S^ A'). •

Si en. effet nous appliquons la formule (10,4)» nous allons voir que
chacun des termes du second membre admet une limitation de la
nature indiquée.

Pour rintégrale d'ordre m — i, c'est évident : carK(X, B) admet une
limitation de l'ordre de ^"^(Ë', ,B^), si X est en B, ou de l'ordre
de a^1 puisque l'on est sur S'; comme, dans D' et sur S',

L ( B / , A ' ) : ; L ( 2 ^ A / ) - L ( £ ' , B / ) ^ I L ( S ^ A / ) ,
"" 2

^(.B, A) admet une limitation de' l 'ordre de L/1~/"(S/, A'); enfin la
mesure de S' a une limitation de l'ordre d.e a^^; l'intégrale admet
donc une limitation de l'ordre de ^-^(S^ A).

Pour l'intégrale d'ordre m, nous .considérerons d'abord
^(W) ? /cl {.'z'i, . .,, Xy,f[ d^—-^ (/,<„).

OU
=V/.rî-h. . .•4-^

A ayant une mesure au plus égale à (x. Nous réemployons le procédé
du n° 3; R étant un nombre positif quelconque

///
. /•'""^(.ri. ...,A-,,,) î^ R'" '• _^.
JA r " • ^ ( m } m~p " [ { " '

\ 2 )

si alors on prend
pTC^

R——-^-,,7——P^

on trouve
" ( m } r • / { y y '1 7/7 r ^ "S ; / / /'a{x^ ' " ^ 'zm) <• .......y , .̂......,.,̂ .__ ~7 ..m^p ,/. '•" '"^["•-(^J '

Ici, la mesure "p. de D" est de l'ordre de a ' " , ,et il faudra
p r e n d r e p == m —• i (ordre de K et de R); le résultat en découle
immédiatement.
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12. Dérivées de Ka(X, A). Appliquons ce qu i vient d^ètre dit en
remplaçant 7?, par K(B, A). Nous pouvons écrire, en désignant par D'
la partie de D extérieure à IV-

^ (w)

( î 2 , o i ) K , ( X , A ) = | K . ( X , B ) K ( B , A ) ^ ( ^ , ...,b^
wof

-+-I ' K ( X , B ) K ( B , A ) ^ ( ^ . . . ,^ / ) .
J\.}"

La première intégrale se dérive par rapport à x^ sous le signe \. »
car il n'y a pas de singulari té; la seconde est du type qui vient d^être
étudié.

Donc, si l'on est dans le cas complexe, K^X, A) est holomorphe par
rapport à X, pourm que X et A appartiennent à un même domaine D et
soient distincts.

Si l'on est dans le cas réel, 1L(X, A) est dériçablepar rapport aux x^,
pourvu seulement que les a^^ b^y c aient des dérivées premières
continues.

En ce qui concerne les limitations, i l faut observer que le corol-
laire (n°H) suppose que W est intérieur a D; nous serons donc
obligés de supposer que L(X'A7) ne tombe pas au-dessous d 'un
certain minimum a quand A parcourt S. Dans ces conditions, la
seconde intégrale admet une l imitat ion de l'ordre de L^^X", A'); la
première intégrale, elle, admet une limitation de Fordre de

L'-^X/^V)^ ( ^ < î ) , '

comme on le voi t en considérant qu'on a à effectuer une intégrale
r^ d(b\,^..^^) ! •. ,

J ].m~(Xf~,Bf)Lm~i(Xf,Af)

prise dans la partie de D extérieure à la région

L ( X / , B ^ < a L^I^X^A^l;
L 2 ,1

en introduisant les coordonnées polaires, et en remplaçant L(X/, B')
par p, on aura une limitation contenant l'intégrale

L^-^(X / ,A /) f^^L^^CX^A'yiog1^,
1 , . ^ . . , • Ja P . : . a .
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où LQ est une limite supérieure de la distance des projections de
deux points de D. En réunissant ces résultats, on a donc

(i.,i) ^^A) < M L — — ( X ^ A / ) l o g ^

M étant une constante, connue dès qu'on, sait borner les ^p? ^co c f î t
leurs dérivées premières.

On, peut échanger les rôles des points X et A dans la démons t ra t ion ;
on obt iendra a ins i

(..,.) àM^l <ML——(X^A. /) Io^,
(JCty^ U

le nombre M étant de même nature que celui de (12, i), avec lequel on
peut le confondre; mais cette fois, c'est L(B' A') qui ne doi t pas
tomber au-dessous de a, quand B parcourt S.

Dans le cas complexe, Ka est holomorphe par rapport à l 'ensemble
des points X et A, pourvu qu'ils soient sur un même domaine D et
d is t inc ts , et que n i l 'un n i l 'autre ne soit sur S.

Enfin isolons sur D les deux points X et A; soit D" l 'ensemble des
points B de D tels que

L^B'.X^^a L^LtX/, A') |,

D'" sera l 'ensemble des points B de^D tels que
I^BSA/^a;

D" sera l 'ensemble des points restants de D, parmi lesquels doit se
trouver toute la f ront iè re S de I). On aura

/•» (//'..) /'» w-j p i,^')
( i2 ,21) K,(X,A.)=: K(X,B)K(B,A.)rf(6i, ..., 6,,0-t-/ 4- \ ,

J\^ Jy ^D'"

les fonct ions, intégrées étant toujours les mêmes. Par rapport à a^ la
première et la seconde intégrale peuvent se dériver sous le signe r
et la troisième peut se dériver p a r l e procédé qu'on vient de voir.
Dans les expressions obtenues, les dérivées delà première et de la
troisième intégrale peuvent se dériver sous le signe f par rapport
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à ^TS; quant à la dérivée par rapport à a^ de la seconde intégrale, elle
se dérive par rapport à x^ en appliquant la proposition du 11° H à la
fonction

. - , d K , ( X , A )« • • ( B , A ) = =
àciv

On trouve ainsi que —,A__1 existe et est continu (c,e dont nous
étions déjà certains dans le cas complexe)^ et en outre que

C2 '3) à^^ <ML-(X'^)lo^,

le nombre .M étant de même nature que ceux des formules (12,, î )
et (12,2) (il dépend seulement des l imitations des a^, b^ c et de
leurs dérivées premières).

On voit de même que la dérivée

^K^X.A.)
à^c^ àa^

existe et est continue; elle est par suite égale à la précédente.

13. Dériçées des autres noyaux itérés. — Les autres noyaux itérés
admettent tous des dérivées par rapport aux a^ ou aux x^, et ces
dérivées sont continues si les deux points sont différents, car

/-.(/«)
K , , ( X , A ) = / K, (X,B)K^(B,A^(^ , . . . ,^) (/^3.),

^r»

et l'on peut dériver sous le signe ^ par rapport à x^ Pour tenir
compte de ce que K,(X, B) et K^(B. A) ne sont peut-être pas
holomorphes quand B vient sur S, il suffit d'imaginer que D n'est pas
déformé au voisinage de S. On peut dériver d'une façon analogue par
rapport à a^ et l'on voit ainsi de proche en proche que tous les
noyaux itérés sont fonctions holomorphes de X et de A à Vintérieur
de D (quand les deux points sont distincts).

Les dérivées , ' , - , „ , - , . . '
^K^X^A)(i3, i)

àa^ àx^
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existent aussi et sont continues, même dans le cas réel., quand on
suppose seulement que les Oa,p, b^ c ont des dérivées pre-mières
continues. C'est immédiat pou.r /?^4? car alors

/, ( 2 /// |

K^(X, A ) = 1 K^X, B)K^, (B, C)K^C, k)d(:b^ ...,^; c^ . . . , c^ ) ,
^I>, D

et l'on peut effectuer la double dérivation sous le signe f » Si? = 3,
nous avons

^ / / / ) -
( î3 , 2) K 3 ( X , A ) = 1 K , ( X , B ) K ( B , A ) ^ ( ^ , . . . , ^ ) .

Jo

Divisons D en deux parties D^ et IX par la surface
HB^X^LCB^A-) ; !

1)^ sera la région contenant X. Alors
/,(//;,) ^Çm)

•K,(X^A)^ + / ,
"DI ^D.»

la fonct ion intégrée étant la même que dans (i3,2). La première inté-
grale peut subi r sous le signe f la double dérivat ion. Pour la seconde,
nous l'écrivons

( i3 , 3) f K ( X , B ) [ C ( B , C ) K . ( C , h)d{b\, . .., ^,; c,, . . . . ^)
^DI, Da

+r K ( X , B ) K ( B , C ) K ( C , A . ) . / ( ^ , . . . , ^;c,, . . . ,^ ) .
J^ i>a

Dans la première intégrale, on peut effectuer d'abord

F(B, A ) = = f K.(B, C ) K ( C , A ) ^ ( c , , . . . , c,,),
^D,

qui se dérive par rapport à a^ par le procédé employé pour Kg ; puis

r\^0^^...,^
*A:»t ' OCly,

peut, par le procédé du corollaire l lyê t ' r e dénvée par rc^pport à cc^.
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Pour la seconde intégrale (i3,3), sa dérivée par rapport à ^ se cal-
cule comme celle -clé la première, et ensui te

f'\(X,B)^rf(,,,,...,,,,,)
*- D, oa^

se dérive sous le signe fpar rapport à x^. Ainsi la dérivée (i3, i)
existe et est cont inue même pour ^ = = 3 ; et l'on peu t intervert ir
l'ordre des dérivations.

14. Dérivées du noyau résolwnt. — Le noyau résolvant de K,/^,
c'-est-à-dire, tant que A reste assez petit,

( I^ ï ) 2^K^•1)^X»A)-
est aussi dérivable. En effet nous pouvons l'écrire

^(// 'S oc

j, K2 (x7 ̂ ^^^i)?-^. A)J(^, ..., ̂ ),
p=i

car la série sous le signe f est uniformément convergente, et la

fonction par laquelle on la mul t ip l ie est intégrable dans D. Or il est
visible que cette expression peut être dérivée sous le signe f p a r
rapport à x^ v

On prouve d 'une façon ana logue que les dérivées -d-, àî ,
^2 ^ . ^ ' àay. àa^àx^

^j^ existent et sont continues pour l'expression (14, i).
On démontre de même que les mêmes dérivées existent et sont

continues pour

(ï4, 2) ^^Kp(X,A)
p=î ' 1 1 , ! 1 1 , 1

^ ( m ) w w

^ 2^+l)yK^).(X,B)^À^(B,A)^^, ...,^),
, 1 ! ! 5=1 ,' 1 ' ! ! ! ^sl 1 1 , , ; 1 ! 1 1 . ! 1 1 ; 1 1 ^

qui estle noyau résolvant de K(X, A).
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15. Expressions de P(X) et de zz(X). — Soit N(X, A) l'exprès-
r^-^

sion (14^2) où l'on a remplacé ^ p a r — v m / ' ^n aura

4^
r ^ — — i \ ^ , r n } -T,

(i5, i) F(X)=—————^ /(X)+ 1 N(X,A)/(A)^(a,, ...,a,J ;
47T7 ' L ' Jfi J

on suppose, bien entendu, que l'on est dans les condi t ions (p?4) . Des
raisonnements toujours pareils montrent que ^(X) admet, dans D,
des dérivées premières continues, et que, dans le cas complexe, <^(X)
est holomorphe à l'intérieur de I).

Pour ^(X.), son. expression (2 ,2) et ce qui précède suffisent à
prouver qu'elle est holomorphe dans le.cas complexe, pourvue de
dérivées secondes continues dans le cas réel, et qu'elle satisfait à
l'équation (i, i).

Remplaçons, dans (2,. 2), la fonction y par son expression (i5,i),
Nous obtenons

r^-.) ,.,
( 1 0 , 2 ) u(X)=-——————— G(X,A)/(A)rf(ûr,, ...,a,,,),

4^ JI<

en posant

(15.3) G . (X,A)==H — — (X,A)-^ - f H" (X, B) N ( B , A ) r f ( 6 i , . . . , &,„)
^»

OU

(15 .4 ) G(X, A)=H~"(X, A ) + G s ( X , A) ,

l'expression de Gg découlant de la comparaison avec (i5,3).
Il est manifeste que, si m > 3,

( 1 5 . 5 ) iG^X^K^L'a-'^X.'.A'),

Aa étant une constante; et, si m = 3,

(i5,5i) |G,(X,A)|</-,log^y^-^.

En effet, d'après son expression,
|N(B, A) |<Â•ÎL / 1-"•(X / ,A') ;

Ann. Éc. JVorm., (3) , XLIII. — MARS 1926, 0
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on ob t ien t alors les résultats précédents ea se reportant au procédé
qu i a servi à l imiter les noyaux itérés.

G a ( X , A), (Taprès son expression, admet des dérivées secondes
continues par rapport aux a?a. La même fonction des dérivées con-

' t in nés du type
(FG^(X,A)
àx^àxaàci^r

et l'on peut y intervertir Fordre des dérivations.
Il résulte également de ce qu'on a dit que

c5-"' "â^ «.'-"-w-v),
r5 '53 ' fê^ <*.L-"WA.),

À'3 et k^ étant des constantes, connues, a ins i que A-^ quand on connaî t
le nombre cr de la formule (7? 2), ainsi que des limites supérieures des
valeurs absolues des a^p, b^ c et de leurs dérivées premières.-

^expression ( i5 ,2) représente une solution de (i,, i) même si l'on
suppose seulement, dans le cas réel, que/(X) satisfait à une condi-
tion de Lipschitz généralisée. En effet, si l'on décompose G selon la
formule (i5,4) l ' intégrale portant sur O-a p'eut être dérivée deux fois
sous le signe j ^ et l'on peut appliquer à Fautre le théorème du n° 4 :
donc zz(X) admet, même dans ce cas, des dérivées secondes continues.

Pour achever de prouver que u est alors solution de (1,1), il s-uffit
de remarquer que

OM) . ^[G(X,A)]==o;
s. ! ! ' ! »

cette identité résulte de (ï5,3), car

r(2-, ,('»!

N(X, A)- v a , , / f K(X, B) N(ri, A) d(b,, . . .,;&/„)
47t-r Ja

rf7-"-!) rC^
'Y 2. 7 ,,,„., \ 2~2~ i \~->'~" î 1 - " 1 '1

————1- K(X, A) = ————-^ ̂ tH——(X, A)J ,
H 7Ï '" • . . ' 4 T1 '"i
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ce qui s'écrit aussi,

^[G,(X, A)]==-^[n~ — (X, A)] ;

or ceci n'est que là relation (i5,6). Elle montra bien que u est so lu t ion
de ( i , i), car le résultat de l'opération ^ appliquée à

I G a ( X , A ) / ( A ) ^ ( ^ , . . . , a/,),

est évidemment

I ^ [G2(X,A) ] / (A)^(a, , ...,^).
-, i / / / ,

'•'' N 1 1

Enfîn il résulte aisément de ce qui précède que les dérivées sui-
vantes de G(X, A) admettent des l imitat ions du même type que celles

2—W

de son premier terme H 2 (X, A) :

(i5,7) -^ < / ! U U " ' { X f , A f ) ,oxv, e

^•^ jS î < /-L-"'(X ' 'A ')'
( '5 '72) '^^^ l<^L•" t- l(xf 'Af)-
ces limitations supposent seulement que X, pour la première,
X et A, pour les deux dernières, ne s'approchent pas trop de la
frontière S de D : k dépend du min imum à de L(X', B'), ou
de L(X^ B') et de ;L(A\ B'), quand. B parcourt S, des maxima des
valeurs absolues des a^ b^ c et de leurs dérivées premières, enfin du
nombre a de la relation (7, û).

Si l'on veut pouvoir faire tendre à vers zéro, il suffit de remplacer,
dans ces l imita t ions , k par ^ log^ ; /f sera alors indépendant de à,
pourvu que à reste inférieur à un nombre fixe inférieur à un. . , '

IV. — Étude de la fonction G(X, A). Potentiel.

16. Formule de réciprocité. — La fonction G(X, A) est ce qu'on a
appelé une solution fondamentale de l'équation ( ï , ï ) , expression que
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M. Hadamard a proposé (1) de remplacer par celle de solution
élémentaire,

Soit

<-. 0 S^^]^^-^^^"^.''14-^^————-

l'équation qu'on nomme associée à (1,1). Soit G*(X, A) une solution
fondamentale, ou élémentaire, de cette équation, définie dans le même
domaine que G; dans ce numéro nous devons supposer les dérivées
des û^j3 jusqu^au troisième ordre existantes et continues, ainsi que
celles des ôo;]11^11^11 second ordre

Des intégrations par parties montrent que, si u et v ont des dérivées
continues jusqu'au second ordre dans D et sur sa frontière S, on a

(16, 2) f '^(X)^(X)]—^(X)g[r(X)] i^ , ...,.:r/,)
«-'D

/* ( m — ! )
== ^(-ï)^-1^-^

Jg

X.j.(X)[2p^^+^«(X)]

„rX^ [ûrct•P(x)( '(x)1^^r r ^— U { A. ) ^p —————.——————— / a {^a-f-l i • • • i x a—l ; •
v^'p • ) •

Nous allons appliquer cette formule à G(Xy A) et à G*(X, B), en
prenant pour D un domaine qui soit, ainsi que sa f ront ière S, intérieur
à la région où nous venons de définir ces fonctions; A et B sont
deux points de D; nous isolons, sur D, ces deux points par des
contours S^ et S^. Nous trouvons ainsi

^[in—\}
(16, 3) y ^(—i)^-1^-^

^s ! , ! /
X JG^X, B) \^a^ àG(x; A) + ̂ G(X,A)1

î L (/•^•p j

r^x A^v^^^^^^^'^^ . ^• .- —b-(X,A)^p—————^—————^(^-+-1, -*,^a-i)

X ( m — l ) /-* <, m - l )
= +/ . • .

A ' !

( 1 ) HADAMARD, Comptes rendus, t. 170, î9'20, p. ï49.
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les fonctions intégrées étant les mêmes sons les trois signes F-
Or si tous les points de S^ et de Sp. tendent uni formément vers A ou,
vers B, on constate, en remplaçant les dérivées de G- par celles de son
expression (i5, 4), et de même pour les dérivées de G-*, que le second.
membre tend vers

m

( - 6 , 3 , ) —^.^[^(A^^-GCB.A.)-].
r ( - - - i )

A - • v 2 /Ainsi
06 ,4 ) G(B, A ) = = G * ( A , B ) 4 - Î ( A , B), -

rf7"-.)
I'(A, B) étant une fonction égale au produit par — ,„ du pre-

4^
mier membre de ( i6,3); cette fonction est, dans le cas complexe,
holomorphe dans D,. que A et B soient distincts ou non; dans le cas
réel, elle est continue et dérivable. La multiplicité S qu i intervient ici
est intérieure au domaine qui a servi à former G et G*, de sorte qu'on,
ne peut at teindre la f ront ière de celui-ci.

17. Lemme. — Soit y(^, x^, ..., x^) une fonction homogène
d'ordre -- m des variables réelles ou complexes x^x^ ..., x^ ; l'intégrale

/ , ( w — l )

/ (p(^ ̂  ;.., ̂ ^ï^^-^-^x^d^r^ ...,^a-0
^ s

reste invariable par toute déformation de la surface fermée S ne
rencontrant pas de singularité de © (dans le cas réel, une singularité
sera un point où les dérivées premières de © sont discontinues).

En effet, la dérivée de cette intégrale par rapport au paramètre î de
déformation de S est [Chap. 1 (i ï , 6)j

/ Ia^[^a9(^,^,..".,^J]^(-ï)^~l^?-00^,/(^^^^
t/S VJbff^ • Ot ' '

Or en développant et en appliquant le théorème; des fonctions
homogènes, on trouve

^aj— Oatp^n1^ • . •, ^m)] ==m(p(^^ ̂ , . . ,, ,y^)-i-^^^ =: o.(Jxy. OXy,

Le lemme est démontré.
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•:18. Sur îine intégrale particulière. — Considérons l'intégrale

^ î w - n " r ] Ç r ( X ^}
(ï8, 0 I • Ia,g(- î) (w- l } (K- l )^^(A)C;L ̂  ̂  ̂ (a^i> .. ., aa-i).

iNous allons la transformer, en supposant que S Soit une surface
fermée, intérieure ail domaine où.G(X,, A) a été formé par le procédé
décrit. On suppose que X est intérieur à un domaine D de frontière S.

Cette intégrale peut s'écrire
2 — m

r ( m ~ ~ 1 ) /")îi—~ ( Y A \
( 1 8 , ̂  j ^(-I)(—•15(a-^a,p(A)-——^ ' ^(a^ .. ., a,^)

-{^ l(2^(-î)(--^-1)^(A.)^G^^

Or la dernière intégrale représente une fonction de X continue même
sur S, parce qu'elle porte sur une fonction ayant une limitation
d'ordre 2 — m par rapport à L(X^ A'); cela suffit pour qu'on puisse lui
appliquer " les raisonnements connus qu'on fait dans la théorie
classique du potentiel de simple couche.

Passons à la première intégrale (1,8,2). On trouve aisément
2 — /II.

^m r( \ \ àR~~( ̂ A ) — ( m —— 2 ) ( ̂ .— ^a ) .^a^{\) ———-^——— ̂  ————^——————— ^-. . .,
( H ^ ( A , X)

les points tenant lieu d 'une fonction ayant une limitation d'ordre
2 — m par rapport à L(X^ A'), et dont l ' intégrale est, par suite,
continue même sur S. Ainsi

(^3) ^ ^p^ ̂ ^^^^(A) ÔG(^ A) d(à^ ...,a^

=(^- 2) f / 1 2,(~i)(—i5^^) ̂ p^.^ d{a^ ,^-i)+J(X),
' • 1 H^(A. ,X) : .

J(X) étant une fonction continue ïnêmesurS.
m , 1 ^ , . . 1 ! ! , ' ' !

'. • Or1 H 1 . 2 (A, X) est une fonction, homogène 'd'ordre —m de a
a^ ..., a^ Nous concluons donc du lemme que Tintégrale (185 ï) ne
change pas par une déformation de S,
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Pour avoir sa valeur; appliquons la formule de G-reen [Chap. I,
(5, i)J à la partie d 'un domaine D de frontière S, passant par X,
satisfaisant aux conditions requises (n° 7), qui est extérieure à
l'intersection S' de D avec '

HX^A^p; !

nous trouvons

OM) f - ^(-i)^-ma-i. ^-^ ^,,,,...^_.)
^ ' Ï P ( A , X )
/^-D ,y ^

= | i,(-i)(—^a-.)^__^ cl{a^ ...,^-,),
l/s? I - P ( A , X )

car l'intégrale d'ordre m porte sur une fonction identiquement nulle.
Or la multiplicité S' peut être déformée, de façon à être tracée sur

H ( A , X ) = / ^ ,

où /• est quelconque ; le second membre de (18,4 ) ^t donc égal (11° 2) à
/;;.

2TÎ:"2

\ 2 7
Par suite

/ , ) W ~ 1 ) . /•îfr/'Y À ^

(l8, 5) / ^(_I)(«--)(a-l)^?(A)"-^——-)rf(«,.H, . , ., ^,-,)

=-^lm•\2 7

i9. Cas où, Ï est sur S. — Si X, est sur S, i l r rya , dans le Cc'ilcul
précédent, à refaire que le calcul de

(19, i) .F . H"7 (A, X) 2a(~- î,)^-11^-1^^-1^) ̂ (^-i-i: • . . , «a-o);
^s • , 1 1 ! ' ! "

en lui ajoutant J(X), fonction qui est continue même sur S, on a la
valeur de l'intégrale proposée.

On voit comme précédemment que^ l'on peut remplacer la mul t i -
plicité S d'intégration par la multiplicité S' formée" de l ' intersection
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de D avec
L(X^)-=p,

où p est assez petit, et de la partie de S située dans
L ( X / , < V ) < p .

Si nous déformons cette multiplicité S7 sans qu'elle cesse de rester
tangente à S en X, cette intégrale ne change pas. En effet, si nous
isolons X par un contour C tracé sur S', la dérivée par rapport, au
paramètre t de déformation de S^ de la portion d^intégrale étendue à
l'extérieur de C sera [Chap. 1 (n, 6)]

( i9 , 2 ) f17" "'ir^ÇA, X)2a,.(- i)^-^-^)-^
-'C - , •

X (^a—<^a)——^—"^(û;a+/n • • . ? Oîa-n ûfa-M» .*.,^a+n-l)-

Or, si C est l'intersection de S' avec

JHX^A^r,

la fonction sous le signe f est d'ordre — 772 4-ï + 2 == 3 — w par

rapport à r, car, en X', les O^^S et leurs dérivées par rapport aux
paramètres qui servent à exprimer les coordonnées des points de S7,
sont nuls. Comme la mesure de C est d'ordre m — 2, cette inté-
grale (19, a) tend uniformément vers zéro avec Fy ce qui démontre
notre proposition (raisonnement analogue à celui du n° 8).

Profitons de cette propriété pour remplacer S7 par une multiplicité
tracée d^une part sur la surface

2a^a(^a——.^a) == 0, 1 , . ' 1 , ! / L

tangente à S en X,^ et d'autre part sur Thypersphère

\ ! ! , 2a(<^a—^a)2^^2-

La valeur de l'intégrale est évidemment la même que celle de

—r-^f ^(—i)^"-^^-^^^^^,-..,^-!)
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étendue à une multiplicité tracée d'une part sur riivpersphère de
centre 0 et de rayon r, et d'autre part sur a,,,=o; cette dernière
partie de la multiplicité donne zéro pour l ' intégrale, qui peut ainsi
être étendue à une demi-hypersphère. Finalement

(^ 3) Ç 2a^(--l)^w•-1)^--^^(A) ( ;G(x<A)^(aa^,, ..., .̂...,)
• - • s ^ uu^

"r-fifc)-""'
\ 2 1

X étant sur S.

20. Cas où X est extérieur à S, sur un domaine D passant par S. —
Dans ce cas, il est immédiat que l'intégrale (19, i) est nulle. Ainsi,
dans ce cas,

(^ 0 f^' l)^(-I)(- l^a-•^^(A)^G^A)^a^^^^^^

Comme J(X) est cont inu même sur S, les formules (i8,5), (iq,3)
et (20, i) mettent en évidence que l ' intégrale du premier membre est
discontinue sur S.

21. Limitation de certaines intégrales, — Considérons les intégrales

(2I. ï) / / lJ2a,p(-I)(--^a-^^.3(A)^G^^)./(^ .. ., a^

étendues à une partie quelconque S^ de S, X. étant un poin tque lconque
d'une multiplicité D passant par S : X peut être, sur D, intérieur ou
extérieur à S, ou situé sur S. Nous voulons trouver une limite
supérieure des valeurs absolues des intégrales (21, ï).

Soient À ^ , À.2, ..., \n^^ des paramètres réels à l'aide desquels s'ex<
priment les coordonnées des points de S. Soit À,,, un autre paramètre
réel, tel que les coordonnées des points de D suffisamment voisins

-de S s'expriment à l'aide de À, , X^ ..., X,^, \^ de façon que,
pour À^= o^ on ait la frontière S elle-même; les points intérieurs à S
sur D correspondent, par exemple, à X^> o.

Aim. Éc. Norm., (3), XL1ÏI, — MARS 1926. , ' 10
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II nous suffit de l imi te r Fintégrâle ( ' 21^1 ) pour les points assez
voisins de S: car;, si L(X^ A') reste supérieur à un nombre positif
donné, la valeur absolue du. coefficient de dÇa^^ ...;, ^a-j) ^st
bornée; comme la mesure de S^ est infér ieure à ceile de S, l ' intégrale
est bornée aussi. De même, on peut se borner à des parties S^ de S
telles que l'oscillation de chacun des paramètres X^ A^ , . . . ;>X^- i
dans S^ soit inférieure à un nombre fixe arbitraire.

Soient fx , , y.^ ..., a^_.,, o les valeurs des paramètres au point A
de S; soient X^ À^, . . . , À ^ leurs valeurs au point X. Nous avons,
d'après la formule de Taylor, en posant (x^ == o,

( 2 î , 2 ) ^—^^^^(^p—^)—^ -+-2p,y^a,p,y(^fd—^p)(^—^Y)^
^F^

les indices a, p, y variant de i à m, et les h^^ étant bornés à l'aide
des dérivées secondes de x^ x^, ..., x^.

Si Pon introduit l'es variables \y^y l 'équation (ï, i) devient-
/ o, ^ , à^ u au ,(2 I '3) :sa•paa•p^^-l-za&a^+c"=o'
avec

(-,30 ^^-^^^^

(-,3.) ^(.)^^a^(A)^+^^(A)^,

(21 ,33) c^^c^A).

On constate alors que

2 1 , 4 ) • Hry^A)-^,^^^^""^^^^^^ '
' l A7 ( M ) ' " ''1

M étant ce que devient A dans le changement de variables; A' et
les A^p sont le déterminant des d^ et ses mineurs; les points tiennent
l i e u d e termes d'ordre supérieur au second, dont on connaît une
limitation. Il en résulte que

- ! - 1 ! - ! 2 — m

(2 , , 4 . ) G(X,A)=[^,p^^(^-^)(^-^)j ' +...,

les points tenant lieu d'une fonction ayant une limitation d'ordre
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3—m par rapport à vSa(^2— ^-a)2) e^ d01^ les dérivées ont une
limitation d'ordre 2 — 7 ? ; .

D'autre part,

( 2 1 , 4 2 ) 2,(-i)("'-')i«-')(^-^)rf(^,, ...,^..,)

=^(-,).-o.-.,[(/,-,^....]^———^.(^,..,,p,.,)

= ̂ (- ,)<"-»•/-. [(,,-,,) ̂ ——^ +...] d^, . .„ ,,., ),

les points tenant lieu d 'une fonction ayant une l imitat ion du second
ordre, et dont, par suite, la part dans ' l ' intégrale (21,1) est facile à
l imiter ,

Nous sommes donc amenés à l imiter s e u l e m e n t Finté^rale

(^ ,5 ) f " H^^A^)^-^^^!)^^^^, ...,^),
J l u[ P-l •> • ' ' i P'm )

car la surface d' intégration est ^==03 el, par suite la fonc t ion inté-
grée ne diffère de celle de l ' intégrale (21,1) que par une quant i té
d^ordre 2 — m, dont l ' ini luence est aisée à l imiter; on a posé

( 2 . , 5 i ) H/(A,M)==i,,p^^(Àa~^)(Âp-^->.

Les coefficients de II' sont des nombres complexes; mais on constate
facilement que, sur D,

\n/(A,M.)\>afî^^^)\

c/ étant positif. Donc la valeur absolue de la fonct ion intégrée,
dans (21, 5), est moindre que

m
Â-[2a(^—-^a)] ^^'m ( a = = l , 2, . . . , / ? / ) ,

k étant une constante-
Posons

^=:}^-+-pca ( a = î , 2, m — l ) ,

^î ^ • • * î ^m-\ étant des fonctions de m — -2 paramètres t^ t^ .:..,
^.o, telles que

: ! . ^Hj+-+2L.t-i. - . ,
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Alors (Chap. I, n0 13) _____________
- fm — ï

p-"^,,^, ...,^-.)=i/ 2 [^"•••.^T^p,.,,.., <„,_,).
|/ •'—— L ^(" l? - • • ? ^m-'i) J
r a= 1

Notre intégrale est donc moindre que

/^"^^p^ /̂ q r̂î ^ .
^ ,. ^^V^al^^... ,^)J ^P^;-^)-

\ P -T'" -"•m ^

Dans cette dernière intégrale., le champ de variation de p est limité,
et dépend de la direction l^ ^? • • • ? tm-ï' 0^ augmentera l'intégrale
en l 'étendant à l'espace entier, ce qui donne (Chap. I, n° 13)

m — 1 m — 1
2/C7r 2 > f" p^^clp _ aÂ-TC""2" • /"" u'^du ^

( yn __ f \ m f Ht / »-M __ V \ ! m sr r—) Jo (p^w •^("—1)•70 (.+«2^
c'est la limitation cherchée.

22. Potentiel de double couche. — Considérons l'intégrale
/^ ÎM—I)

( 2 2 , 1 ) u{X)-=: ^(A)^^--!)^-^-^
^s

/ , ,<}G(X, A) ,,
x aa,p(A)——^—-d{a^i, ..., ^a-i),

où ^(A) est une fonction continue donnée sur S; si l'on est dans le
cas complexe, et qu^on veuille pouvoir déformer S sur une multipli-
cité analytique, (^(A) devra être fonction holomorphe des w — i
paramètres à Paide desquels sont exprimées analytiquement les
coordonnées des points de S. C'est ce que nous appellerons le potentiel
de double couche (généralisé). Quel que soit ^(A), u(X) satisfait à
l'équation (ï, ï) homogène (/===o) dans la région balayée par les
domaines D, satisfaisant aux conditions requises (n° 7), et ayant S
pour frontière.

Nous allons chercher la limite de ^(X) quand X tend vers un point
de S, en restant sur D.

Soit Y ce point de S, Nous allons d'abord, prouver que, si ^(Y) == o,
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^(X) est continu en Y; c'est-à-dire que, pour X assez voisin de Y,

(22 ,2 ) | ^ ( X ) — — ^ ( Y ) | < £ [P(Y)=0] ,

£ étant donné d'une façon ciuelconque.Decornposo.nsS en deuxparties
S' et S", la première contenant Y à son intérieur. Il suffît de prouver
que, si. S' est assez petit et X assez voisin de Y,

[ ^(/n—l)
(22, 3 ï ) • | / ^(A)^^^—!)1 '^-^^'^

I <S'

Xaa,p(A)-^—v ? / d{a^, . . ., a,a_-i) <~

car alors la part de S' dans le premier membre de (22 ,2) sera moindre
que ^-; et copime d'autre part l ' intégrale étendue à S" représente une

fonction, continue en Y, sa part1 dans (22,2) sera moindre que ^
des que X sera assez voisin de Y; donc la condition (22,2) sera satis-
faite. Mais la condition (22,21) peut elle-même être remplacée par

(22 ,22) i
«-/S''

^la,^--!)^"-1^"^

. . f } H 2 (X, A.) „ ,
X ^a,p(A) ————.————-d{a^,^ . . . , Oa-i)

car le coefficient de p(A)<^(a^i, . . . , ^a-i) a é^é modifié d'une fonc-
tion ayant une limitation d'ordre 2 — 772- Ceci s'écrit encore

( 2 2 , 2 3 ) ( m ~ 2 ) f ^ (A)H ^X^A)^^!)^-
^ s '

^ ( A ) H 2 (X, A)^--!)^"'1^"-0

X (^a— ^a) ^(^a i~l? • . • î ^a~i) < T-

Or nous avons vu (n° 21) que
^[m—l) ni

( 22 .24 ) . f H 2(X,A)Ia(-Q(w- l ) (a- î )(^—aa)^^^^ < oA>,
^s'

c/L étant indépendant de X et de la partie considérée de S. D'autre
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part, sur S, d'après (21,2).
(22,3) ^(-i)""-1"'1-1)^- a»)d(a^ ..., «,-»)

? f/ y,,-,^!.---.^»)
"'"L1 1 ) ^(^,...,^,,)

+ ̂ (-i)^-1'̂ .^- ̂ )T,T • • •^
M ^ ̂ .i , . . , , ^•ffi—1 )

V f ,Ym-l)(a-l)/, ), d{a^^ . .., aa-i) 1
—^at ,—î; ' ''ïy^m.m^m j , . . \ \

^F-1? - • • ? P-w-l} J
m — \ m — 1 '

+2 2 2(-l)""-'i'g-l)^^(^-^)^-^)Sga+" ""^"i ̂ -̂ .«-.)^^d ^d •̂Hl ^{P-iî ' • • î P-m—l)

•Or la part clans (22,23) et dans (22,24) de là partie de l'accolade
où \n n'est pas en facteur est aussi petite que l'on veut, car la fonction
intégrée a une limitation

2— m.
p-i -j-T"

/t' S Oa-^)2 ,

dans laquelle k est une constante : cette partie d'intégrale est donc
aussi petite que l'on veut, si S7 est assez petit.

Considérons maintenant le coefficient de A^ dans Fâccolade du
second membre de (22,3) : il est aussi voisin que l'on veut de

/-iV^i'^t^LL—ll^
v / c!(^..^^)'

si X est assez voisin de Y; son argument varie donc aussi peo que Pon
veut dans toute l'étendue de S', si. S7 est assez, petit et Y assez voisin
de X. En prenant les variables p^, .. * , ^n-^ 1^ partie correspondante
de la fonction intégrée^ dans (22,24), a un argument qui oscille entre
deux limites ô^ et 62 telles que
(22,3l) 0<^—01<^

cela à cause de la condition (7,3). Comme d'autre part, si S' est assez
petit,

- , . | I^A.)1<Y3, ; : • ^ ^ .

,Y] étant pris d'une façon quelconque, on en conclut que la partie
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correspondante de (22,23} est moindre que (1 )
/ „ „ ^ A^( / / z — â )

Q.—Q,
cos ———

Donc le premier membre de (22,23) est aussi peti t q u e Foo veut, ce
qu'il fallait démontrer.

D'après les.résultats déjà obtenus (n05 18 à 20), si ç<Y)^:o, en
décomposant ^ (A) en [^(A) - (-(Y)J 4- ^(Y), on trouve que

lït

( 2 2 , 4 ) , l i m r z ( X ) = ^ ( Y ) - ——27T2 ^ ( Y ) .
r(^-i) i • •

\ ^ /

Si X tend vers Y en venant de V extérieur de S sur D, il faut changer
le signe du coefficient de ^(Y). Mais si D est limité extérieurement

(1) Supposons que
j /-(/")
|J F(X)û?(^,..., ̂ ) <^,

le domaine d ' intégration étant réel, et l'arg-ument de F(X) étant compris entre 61
et 62, avee la condition (-22,3l) . Soit ? (X) une fonction telle que

l 9W]<71.
Alors

Donc
F^X)==A(X)^^B(X)^S A ( X ) ^ o , B ( X ) ^ o .

/ (w)

F(X)^(^, . . . , ^ )==<ce^-+-p<?^ ,
avec

a=f A ( X ) ^ ( ^ , . . . , ^), P = = f , B(X)^(^, ...,^), a >=J1 A(X)^(^, ..., ̂ ), P ^ f . B(X)^i, ...,^), a^o, p^o.

Diaprés l'hypothèse
a2-i- aap cos (ôâ — Ol ) 4- p2 < oM,

(a-^-P)2cos2e 2ne !+(a~ppsi^ 62-=-el < ̂ .
2l '2

Mais

/ \"^ /. (m,)^m) _ __ _ _ ^ ^(m.)
" '" ' i, . . . , ^w) = e /otF(X)y(X)^(^, ..., ̂ )= ̂  y A(X)y(X)^(^, ...,^)

+^ f B ( X ) 9 ( X ) ^ ( ^ , . . . ,^,>),

d-où ,
f "F(X)y(X)^(^, ,.., ̂ ) <^(a4-P)< ——^

J p.ûfi "l:
—, ̂  ^^.-.--^,^——^-,

cos ———-
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par le contour S^, et, intérieurement par cTautres contours S^, S3, ...,
la relation (22,4) convient quel que soit celui des contours partiels
auquel appartient Y, pourvu que , dans (2,2,1), chacun de ces con-
tours soit pris dans le sens associé au sens choisi sur D.

Dans le cas où S n'est pas déformable, cette démonstration ne
suppose rien de plus sur ^(A) que sa continuité .

Nous avons supposé implicitement que les coordonnées d'un point
de S sont exprimables en fonctions continues et à dérivées premières
et secondes continues de p.^ p^? * * * » P-m-r

y. — Le problème de Dirichlet pour les équations linéaires.

23. Inéquation intégrale du problême. — Proposons-nous de trouver
une solution uÇK.) de l'équation (i , i), définie dans un domaine D de
frontière S, et prenant des valeurs données sur S. Si D n'est pas réel,
il doit satisfaire aux conditions requises (n° 7). Si S est tracée sur
une multiplicité analytique à m — i paramètres, et si la suite des
valeurs données est analytique, la solution doit rester valable par une
déformation de S n'excédant pas certaines l imites .

'Nous commencerons par former une solution de Inéquation (1,1)
dans un domaine débordant partout S : nous la formerons par la
méthode déjà indiquée, valable au moins quand la mesure du domaine
est assez petite. Nous aurons du même coup une solution fondamentale
(ou élémentaire) G(X, A) de l 'équation homogène.

Nous nous servirons de celle-ci pour trouver une solution de
l'équation homogène qui, ajoutée à la solution trouvée de l'équation
non homogène, satisfasse à la questioî'i.

Cette solution zz(X) de l'équation homogène, nous la chercherons
parmi les fonctions du type suivant. Soient pa(^u ^2" • • - ? ^ m )
( a = = i , 2, .... m}, m fonctions continues quelconques données
(l'hypothèse de la continuité peut même être remplacée par d'autres
moins restrictives). Nous poserons

( 2 3 , 1 ) u(X)=f ^(A)^-!)^--1^-^
«-s ^ , 1 1 ! , , ^ , ! 1 !

X [ip^A)^^^ + pa(A).G(X, A)^ ^(a^,...,a«_,),
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^(A) étant la fonction inconnue. Les termes en G ( X , A) (potentiel de
simple couche) ne changeant pas la discontinuité de l'intégrale sur S,
v devra satisfaire à l'équation de Fredholm

/w \
\~T ~~î ) /-^- î )

(23 ,2 ) F(X)————————^ / p(A)2,.(-l)(^)^-D

27: 2 v s

x'[^^p(A.)-(?G^A)+p.(A.)G(X, A.)^d(a^.^a^)

T^-A
---v^

27Î:2

où ç(X) désigne la valeur donnée de u(X) au point X de S.
La théorie classique est applicable à cette équation^ car, en prenant

des variables d'intégration ;j.i, p.a, ..., p-/^i (n0 21)y le noyau est i n f in i -
d^ordre 2 — m quand les points X et A viennent se confondre.

Ici nous devons appliquer les formules de la théorie générale des
équations de Fredhoirn, et non la méthode d^approximations succes-
sives comme au n0 9. Il n'y a aucune difficulté à montrer (comme
aux n08 10 et suivants) que les termes des séries qui interviennent
dans ces, formules ne changent pas, dans le cas analytique, par une
déformation de S restant dans les l imites voulues ( n° 7).

24. Cas où V équation est soluhle. — II faut m a i n t e n a n t se préoccuper
de la solubi l i té de l 'équation (^3,2) en ^(X); il faut, pour pouvoir
utiliser cette équation, être assuré que le délemdncini du îîoyau
itéré de rangw n'est pas nul.

Or ici, il n'est plus possible de procéder comme précédemment; peu
importe la mesure' de S. On pourra aisément ' constater que, si.
les a^p, sont constants, les b^ et c étant nuls, si l 'on fait subir à S une
homothétie de rapport quelconque, les d i f fé ren ts termes de ce détermi-

nant ne changent pas |dans ce cas, G-(X, A) coïncide avec H â (X, A)];
cette particularité empêche absolument de procéder comme pour
l'équation (9, i).

Kemarquons cependant que, dans le cas ou les a^ sont constants
A • ! /X • S. 1

Ann. Éc. N'crm,, (3), XLÎÏI. -—MAHS 1926. L 1
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et. les b^ et <? nais, rien n'empêche de démontrer, comme pour l'équa-
t ion de Laplace^) , que l 'équation (2,3,2) est soluble, en prenant
les p^ tous nuls .
- Dans les autres cas, on peut essayer de choisir les p^ de façon à
rendre ce déterminant non nul . , si c'est possible. Remarquons 'qu'en
réalité cela faît une seule fonction à choisir, car les termes dépendant
des p^ peuvent être rassemblés en un seul :

, .<//!—1)

/ ^ ( A ) p ( A ) G ( X , A)^^(^^7^7^^v s • .
avec

. prÀ^^^^M^lIr^^^ —^a-.-.i) ^
VX^a+l, . . < , ^7)2

On peut également poser
F ( A ) p A ) = p , ( A ) ,

et considérer p , ( A ) (au. lieu de p) comme une f o n c t i o n donnée ; dans
le cas où le dé te rminant sera i t nu!, on disposera i t (si c'est possible)
de p , de façon a satisfaire aux condit ions de solubilité.

On sait d 'a i l leurs qu'il est des cas où le problème de Dirichlet
généralisé est impossible, et où par suite tous les procédés précédents
échoueront.

Nous allons prouver que, si D est assez pet i t dans toutes ses dimen-
sions et reste homoihétique à un d o m a i n e fixe, et si l^on "prend
les p^ tous nuls, le dé te rminan t n'est pas n u i .

Faisons en effet dans l 'équation (1,1) le changement de variables

„ , ^a==/^a ( a = = l , 2, .. ., w),

où À est une constante positive. En désignant par XT le point de
coordonnées )^, À ^ , . . . , X^, cette équation devient

(^I)' ^,^a.p(AÏ)^^+^.^(Î.T) 1 .

( î .} Da reste ces équat ions se ramènent à réquaUoii de Laplacû, en faisant sur xl
A'2, . .. ; ^m la t ransformation adjoifiie à celîe qui change ( i , a) en X2 — X2 -h .. -4- X2 3

Sur l 'équat ion de Laplace, on peut consulter HEYWOOD et FRÉCHET, <LîJ ' cit, o'u
GOCRSAT; Cours cl'Analyse mathématique, ^ éd i t ion , t. l î î , Chap . X X X H I 'para-
graphe lï. - ' ^ i
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Supposons D assez peti t , ' dans toutes ses dimensions, pour que,.
X et A étant deux points quelconques de ce domaine,

(â4 , i l ) l ^ a — ^ a l <^ (y- ^ î , 2î . . ., ^ )•

Alors, si ^ a^Ay /oyon aura • .
( 2 4 , 1 2 ) |^ .~-^[<i ( a = = i , 2, , . ., /n ) .

Si À est assez pet i t , i l est évident que, dans t o u t le domaine de
variation de T, les A^y/ÀT) et /^c^T) seront aussi vois ins de zéro
que nous voudrons. De plus, les dérivées des aa^\T)y c'est-à-dire les

^ àct^
ÔX'j

seront également aussi petites que nous voudrons.
On peut donc dire que, si \ est assez petit , , l 'équation (24, i) diffère

aussi peu que Fon veut d^une équation où les a^ç seraient constants»
et où les b^ et c seraient nuis.

Or on va prouver que, si les ciy^, by^ c et leurs dérivées premières
varient de moins de £, dans un. domaine fixe, la variation du détermi-
nant correspondant est moindre qu 'une quanti té propor t ionnel le à E.
En nous rappelant que le dé te rminan t n'est pas nul dans le cas où
les ciy^D sont constants, et les by et c nuls, nous aurons la conclusion
annoncée.

Nous allons d^abord prouver que G(X, A) varie de moins de
. ! . A-sL2-^, A )

(on se place ici dans le cas réel, ce qui suffît), et ses dérivées pre-
mières et secondes de moins de

Â^L1-^^ A) et /^L-^fX^A),

k étant une constante.
Nous supposons, bien en tendu, e assex pet i t pour que l 'équation ne

cesse pas d'être de type e l l i p t ique . Alors, quels que soient les a^
dans le domaine de variation en question.» et quel que soit le point X
du domaine 1), les racines du discr iminant de la forme quadratique

^%,pAa,pX^Xp—^2aXâ,
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restent supérieures à un nombre positif fixe cr. Il en résulte l'existence
'd'un. nombre fixe ^ tel que

\K(•K,A)\<^Li-m(X,A).

De plus, pour une variation inférieure à £ des a ^ o y b^ c et des dérivées
premières des a^ on constate que K(X, A) varie d 'une quantité
moindre que

/^sLi—(X,A),

en choisissant convenablement la constante k^ pour faire cette vérifi-
cation, il est utile de remarquer que

a,p(X)-a,p(A)^x^^^^

et que par suite ces différences, qui figurent au numérateur de K(X, A),
ont une variat ion moindre qu'une quant i té proportionnelle à eL(X,A),
le facteur de proportionnalité étant le produit par \/m d 'une l imi te
supérieure des —y^ (nous supposons ici qu'on peut aller en ligne
droite de A à X sans sortir du domaine d'existence et de con t inu i té
des coefficients et de leurs dérivées; cette hypothèse n'a pas d'incon-
vénient, puisque D est inf in iment petit dans toutes ses dimensions) .

Alors K^ varie d'une quantité moindre que (n0 9)

2^£ f V-^X, T)U-/"(T, A)^,..., ^ ) < 2 ^ ^ / 2 t £ L ^ ^ ( X , A ) ;
•»(//7|

'DJn 1 1 1 1 , 1 ! ! . , ' - ! ! ! ! !

et ainsi de suite. Finalement, K,^i(X/A) varie d 'une quantité moindre
que ^3 £, ^3 étant une nouvelle constante.

Si nous passons au noyau K(/^^(X^ A), nous constaterons que la
valeur absolue de sa variation est inférieure a jo/^M^1 co/'s, M étant
une limite supérieure de K^i :, et cji> une limite supérieure de la
mesurede D.La série

-"r/^-x)^
2 -• •». I Ki,,,,,,,(X,A) : :

P=l|_ 4TT 2
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varie de moins de

85

r ^ [m-+-\)p

^s^ M^-"1^,
p~i 4^

c'est-à-dire de moins que le produit de £ par âne constante.
Si maintenant nous composons la somme de cette série avec

p m

Y •K.^X, A),

nous trouvons pour limite supérieure de la variation du noyau résol-
vant une quantité proportionnelle à sL^^^X, A).

Pour la solution G(X, A) de l'équation homogène^ cela nous donne
bien une variation dont la valeur absolue est inoindre que

^L^(X,A), •

à condi t ion de choisir convenablement la constante k. Des raison-
nements analogues fourniront pour la variation des dérivées de G(X, A)
une l i m i t e égale au produit de c par une constante et par la puissance
de L qui intervient dans la limitation des dérivées elles-mêmes.

Mou;? arrivons a l'équation (23,2). Introduisons les paramètres 7^,
À^ ..., A/^i, ^i ? [^y • • • 9 i^m-i? q^i servent (n0 21) à fixer les positions
de X et de A sur S; quand on transforme S par homothéîie, on pourra
convenir de garder les mêmes paramètres pour les points homothé"
tiques. Soit. alors P(A, M) le noyau de 23,2), où l'on a pris tous
les p^ nuls :

r
( 2 4 , 2 ) F (A, M)==~

27^"

x aa,p(A)

. Y (_TYm-lKa-l)
^^ '

^L^-Al ̂ ^±il-^^^..a^:.Û.
àa^ d{[j,^ . .., ̂ -i)

En décomposant G en H 2 -r- Ga, nous trouverons aisément pour
limite supérieure de la valeur absolue de la variation de P(A, M) une
quantité proportionnelle à
^ , ' , ; EE^aC^-^a)2]1"2^.'
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En cont inuant le même genre de raisonnement, nous aurons finale-
ment pour la variation du dé terminant du noyau P^(A, M) une limi-
tation proportionnelle à £, ainsi qu'il avait été annoncé.

Donc ce déterminant ne sera pas nul pour (24,1)? dès que À sera
suffisamment petit ; c'est ce que nous voulions démontrer.

On déduit même de là une l imi te inférieure de la valeur absolue de ce
déterminant . En effet, si les ciy^ sont. constants, et les b^ et c nuls, le
déterminant est une fonct ion c o n t i n u e des a^;^; cette fonc t ion n 'é tant
jamais nul le , sa valeur absolue a un min imi ïm posi t i f si l'on borne
d 'une façon quelconque le domaine de variation des a^. Il en est
donc de même du déterminant du noyau P^(A, M), si À est assez pet i t .

25. LEMME. —•Considérons la fonction

(25, i ) FCX)^^ frCÂ)^.^---')^---1^-0

/ ,^G(X, A) ,, , -
X^a,p(A)—— j^_—- d{a^, .. ., ^0-1),

où w(A) est une/onction donnée sur la surface S.

Nous nous proposons de démontrer que, si w (A), exprimé en fonc-
tions de (J^, [i^, . . . y p-^t (n0 21), admet, des dérivées partielles du
premier ordre continues^ F(X) admety même sur S, des dérivées premières
par rapport à À| , X^, ..., À^_^ continues; si w(A) admet des dérivées
secondes continues, F (X) admet, même sur S, une dérivée par rapport
a'hm continue.

Cette proposition exige toutefois que les a^g aient des dérivées
premières et secondes continues y nous ne supposons pas nécessairement
que ^i, ^a, . . . , a,^ soient réels sur S.

Remarquons tout d'abord que, s iX n'est pas sur S^ on peut appliquer
à l'expression (25, i) l'opération de la dérivation sous le signe f :
toutes les dérivées indiquées existent donc et sont continues, t an t

! que X a'est pas sur'S, ' 1 1 1 . 1 1 1 1 1 : 1 1 '11 1 ' , 1 \ 1 ' ' 1 1 1 1 1 1 1-^ ^ 1 1 1 1 1

Occupons-nous maintenant des cas où X peut venir sur S. Introdui-
sons les variables A i , Àa, ..., \^, ̂ ,..., p.^^, et, comme au n0 21,
désignons par un accent ce que devient une fonction quelconque
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q u a n d on l 'exprime à l'aide de ces variables. Nous ' au rons donc

( 2 5 , 1 1 ) F^A)-/^ 1\,/(M)^^^^^(--I)-^
J^ CT(JJ.i, . . . , [J.rn )

- v a' (M^^^^cKu u )/x, ^a ^/^a (< i•v•* ^ ———")————— " v^-i ? • • * ? [•'•iit - î ; •
^f-'-a

Nous allons remarquer que si l'on pose
. . , àG'ÇA.M) ÔG'ÇA.M) ^ . , .,, , •
(2,3, 2) ———^———)- +- ———^——-.Z -= Ta(A, M ) (a =. I , 2, . . ., /7Z)

la fonction 1\ admet une l i m i t a t i o n dWdre ^ — m par rapport à
f-Tn-

L(A^ M ^ ^ i / ^(^~^)^
V a=i " , , ,

les À^ et les |̂  é tant les parties réelles des À^ et des ^.(dans ce
système de variables, les domaines d ' in tégra t ion sat isfont encore à des
inégalités du type du n° 7); et les. dérivées premières de T^ ont une
l imi ta t ion d'ordre î -— m, la par t ie d'ordre î — m venan t exclusivement
du premier terme H 2 de G.

En effet, d'après la formule ( io ,4)? en dés ignant p rov i so i r emen t
pari) le domaine qui. a servi, à former G-, et par S sa f ront ière ,

F 'H" ï ( X , B ) K ( B , A ) ^ , . . . ,^)
^n

à
^L,
^ - r 1 \~(X,B-)K(ÏVA)^, ..., ̂ )

'••'s î .
r î ~m "î

r ( //î 1 1 l—lî  1 /')ïî " / "V "-T-S '\ 1
+ / H ï (X, B) R (B, A) + --;——- ^(B, A) rf(&i, ..., &,„ )

> / ) ) ! _ "'-'i j

—— ^- f' 'H^'CX, B) K ( B , A ) ^(6,, . . . , &--.)
y^iJi,

— Ç \\~ (X, B ) K (B, A) d{ b,, .. ., &„,)
t ' S ' ' . . , . • . ! ' . !

+ f ' H — ( X , B ) B ( B , A ) r f ( 6 l , . . . , & , „ )

/• '" ' àti " (X, B) ^H"^ ( X, B) | ,„ ,,, , , , , / , , ,
^ — — — ^ — — — + — — — < ^ — — M B , A ) r f ( ^ . . . , ^ ) .
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On/en déduit, en raisonnant comme aux'n05 11 et 12,

- f H " / / ? ( X , B ) K ( B , A ) J ( ^ , . . . ,^)
i Jn

JL
àa •' D

j)_

à^i
+ ^ f'H^^X, B)K(B,A)^ , . . . , M <MÏJ—(XS A^) ,

y^ljn

M étant une constante ; et les dérivées premières de la fonction du
premier membre (') ont une limitation d^ordre 2 — m . Comme, dans
ce calcul, D estle domaine qui sert à former G, les points B et A ne
s'approchent pas, de la frontière à moins d 'une certaine distance,
puisque, par la suite, nous restreignons ce domaine*

En .développant comme au n0 9 le noyau résolvant de K(X, A), les
termes

, ( fit » a —. ,)i
f l I ' ^ ( X , B ) K p ( B , A ) ^ ( ^ , . . , , ^,) ' ( p > i )J D

de G peuvent être dérivés sous le signe / par rapport à a^ ou à x^
et l'on voit ainsi que

' ' ÔG. ÔG.
à^i àa^

a une limitation d'ordres — ̂  6t ses dérivées premières une limita-
tion d'ordre i — 772, la partie d'ordre i — m venant exclusivement

2 — m,

de H". 1 / ' , ! ! ' - . ! ' , . ,
Ce résultat peut évidemment s'étendre à

àG àG
'(a==ï,2,.. .,.,, m),

àxy. àa»

et, en passant aux variables ^a» p-a, on a le résultat annoncé.
Cela étant, nous allons dériver (25, ri) sous le signe r ? ̂  notant

pas nul, c^est-à-dire A n'étant pas sur S; puis nous ferons tendre X^
vers zéro, et nous examinerons ce que devient l'expression obtenue.

( t) Elles se calculent toujours de la même façon : -.—-+• -,—a une limitation' âaa, axa,
(rordre % — / n .
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D'après (^4 y 2 ) ? îe coefficient de H^(M) sous le signe' / est

• -rT^^"'Y 2 /

}̂  no tan t pour tant pas nul comme dans (24.72). Donc

/ . ^(A) 2^ r^"^ < } P ( A , M ) • -(^ ,3) -^-=^^-^^^ ,,(M)—^-^, ...,^-J

\ 2 7

((3== i, 2, ..., m).

Avant de faire tendre Â/^ vers zéro, nous devons transformer cette
expression. D'après ce qui précède, la fonct ion sous le signe f ne
diffère de

( .5,3 i ) (-.)^^(M)^l^-^) ̂  â [g^^M^^^^]
v / ' / v ^(^.^,^) "^L / ^a |

que par une fonct ion q u i a une l imi ta t ion d'ordre i — m, la par t ie

d'ordre ï — m provenant exclusivement de H/ 2 , et le reste étant
d'ordre 2 ~ m. En nous rappelant que les intégrales portant sur
des fonct ions d/ordre 2 — m sont cont inues m<îme- sur S, nous
sommes ramenés à é tudier cette part ie d'ordre ï ~ m, provenant

de H7 2 , pu i s à étudier l ' intégrale portant sur (2.5,3i).
O r ! , ^ ! ! 11 •

r 1=-̂  ï, . . , ^ / à à \ , / .^^H / 2 " (A, M )(^3.)S^^+^)[<.(M)^———^——ÂJ

^^/!!if^^Ji~^(^M)^
4- fonction (Tordre a —w.

La même remarque qu'il y a un instant permet d 'étudier seulement
ce qui provient du terme écrit, dans lequel on peut encore permuter A
et M en changeant le signe, car cette opération l u i ajoute une fonction

Ann. Éc. Norm,, (3), XLIïL— MARS 1926, 1 2
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d'ordre 2 — m. Nous avons ainsi à étudier la d iscont inui té de

(-^^.-^ii^i^^r"'''^,,-^)^----^";^!^^
2 J^ "(,P-n • • • 5 R^n ) '

XS^Ô^(-^7 ^ ) (^Y—^ï)(ÀÔ---^)^(p l • . • •^m-- l )

ou de •

(25, 33) - m(m-^ r^'^^p^M)^---^^"
2 ^/g a(^.i, . . ., .̂/n )

XST^(MaY'~^)(À^^)

X^(-3)(—')(^)(^^-^)^(^^, ...,^.,.0

car la quantité ajoutée sous le signe f est nulle sur S.
Nous ne changerons pas la discontinuité de l ' intégrale en un point

de S en é t endan t l ' i n t é g r a t i o n à une mul t ip l i c i t é fermée S < , ayant en
commun avec S le point considéré et les points suffisamment voisins.
On peut ainsi faire en sorte que S, et tous les po in t s intérieurs
à S^ appartiennent à la région où la correspondance entre les
variables oc^ x ' ^ , ..., x^ et les variables À ^ , A ^ , . . . , À/^ estbiunivoque.

Mais le coefficient de

^^^(^...^^^^^,^,^.,^^_^ ..,^)
" \ ^ - 1 ? * • • i P- m )

sous le signe f est une fonction homogène et d'ordre — m des
variables A^— ^(^ ~— I - ^ ? - • • w). Dès lors, on peut reproduire les
raisonnements faits à propos du potent ie l de double couche (n08 18
à 22). On trouve ainsi qu'en a t te ignant S l'expression (25,33)
d iminue b rusquemen t de

m ! ' . • , , \ - ! ! ; ! , ! ' ! : ! 1 1 , , ! 1 , ,
r r 2 1 /) / À 7 •A ^-2 !

(.5,4) --^..ZA)^^(A)^(^)^^

^"^
c^est-à-dire da produi t de ip'(A) par une fonc t ion continue connue.

Passons à l'intégrale por tan t sur ('25,3i ). Ici nousavons à distinguer
deux cas : premier cas, p ^f=.m ; deuxième cas, ? .-== /n,
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Dans le cas où ? n'est pas égal à m, l ' i n t ég ra le peut se transformer
par intégrat ion par parties. Nous aurons (Cliap, I, n° 5)

^ ^^r^^^^^^^-^
= (-,)•^•"""„.•(M)•";••••••;•rii:..„,jfi-^rfl„.„..^„L„^,...,^,)

J^ "i,^!» • • • ? l 1 ! / ! ) ^-a

( ^ r~ ' à ^(M)^^——^^^^ àG'{A^)-(-,) ^ ^.,(M)^——^^ ^ d(^...,^)^

C étant la frontière de la région de l'espace (;j.p . . . , [^-i) q1111! s uffit
de considérer pour avoir S; si l 'on n'a pas la même représentation
paramétrique pour tous les poin ts de S, il suffira de n'intégrer par
parties que la portion d ' intégrale correspondant à une région de S qui
contient A ; , dans tous les cas, on peut supposer'que C u e passe pas
par A. Dans ces cond i t ions , la seule intégrale discont inue en A est la
dernière intégrale (2.5, 41)? qui est un potent ie l de double couche :
nous savons que cette intégrale d i m i n u e brusquement sur S de

ni

(^ ^ 27rT à F ' ( n^^l—-—^' p îi •'•L^)T""1

~ r (m- - iV^L d{^ ' ' " u - L '/an • • • î ^w) j

\ ^ 7
(p^^).

Pour t rai ter le cas où [j == m^ nous déduirons de la relation (16,4^
que
( 2 5 , 5 ï ) ? [WA)]=g[ I ( (Â,X)] ,

. l 'opération çî portant sur le point A ; le second membre est continu
sur S (holomorphe dans le cas complexe). Cette relation s'écrit, avec

, . , les points variables A et M, , • . :

(<52) g / [ G / ( A , M ) ] = g / [ ^ ( M , A ) ] .
'\i) /"^ y 1 -

Nous pouvons t i rer de là —, en fonction linéaire des autres dérivées1 1 ' à]j.^
secondes, des dérivées premières, de G'' lui-même, et de ^/ [I^M, A) ].
Nous portons dans (25,3i) l'expression obtenue e tnous intégrons par
parties, comme ci-dessus, tout ce qui cont ient une dérivée seconde
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de G' : nous obtenons une expression contenant une-intégrale d'ordre
m— 2 qui ne donne l ieu à aucune difficulté, une autre intégrale,
d'ordre m — i , po r t an t sur une fonc t ion dépendant de ^ [P( "M, A)],
et qui ne donnel ieu non plus a aucune difficulté, et enfin une intégrale
du type
(^53) ^m i l^^(M)^^M-) -^(M)^-!. M)p(^, . . . , ^,_0.

L'intégrale p o r t a n t sur^G- ' est con t inue sur S; nous écrivons le reste
de (^5, 53) sous la forme

<35'54' r^^-'"'^^ --->
/ "^• ' •V ^JM)?a(M)-r/;^(M)cp^(M) àGr'(A,M) ^

Js z .̂ ^./.(M) à^ ^^——^-î)>

et nous intégrons par parties tous les termes de la seconde intégrale
(celui qui correspond à a == m est nul) : nous les transformerons ainsi
en une intégrale d'ordre m — 2 et une intégrale portant sur le produit
de G' par une fonct ion continue, et qui, l 'une et l 'autre, ne donnent
lieu à aucune diff icul té; ce calcul suppose que ^(M) admet des
dérivées secondes continues, car les ®a(M) contenaient déjà les
dérivées premières. Il reste seulement la première intégrale (25,5/i),
qui est un potentiel de double couche, d iminuant brusquement de

m

( a 5 , 6 ) (-.)«. 2^ ^"(A) \d^^ • . .^,)1-1

rC'1 ^^'"(-^L^an •..,wJji. i — — j i
V -2 )

quand A at teint S.
Nous venons de démontrer que les valeurs de ,^ \ pour A inté-

_ • , ! » u^y. ' .

rieur à S, coïncident avec les valeurs de certaines fonctions cont inues
même sur S : donc les ^—A1J tendent uniformément vers leurs limites
quand ^ tend vers zéro, ce qui entraîne que, pour \,,= o, ces
dérivées existent, et sont égales aux limites trouvées; pour a = w, ce
raisonnement ne s'applique pas, mais la formule dep accroissements
finis donne le même résultat.

Notre théorème est démontré. Remarquons que nous avons des
expressions des dérivées de F^A) valables sur S, expressions formées
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d'intégrales d'ordre m — i et m — 2 , auxquelles on ajoute la somme
de l'expression (23, 4) ^t? suivant le cas, de (2:5,5) ou de (25,6). Si
l'on faisait 'X^==o dans (25,3), l'expression obtenue n'aurait pas de
sens.

26. Nous aurons besoin d'avoir une l imitat ion de'la fonction I(A, B)
définie par la relation (i6,4)- Remarquons que nous aur ions pu
remplacer G(X, A) par une autre solution de la même équation aux
dérivées partielles, telle que la fonction 1 correspondante soit nulle.
On déduit en effet de (165 4) l ' ident i té (25,5 î); et, de celle-ci, on
déduit

^ ; y [ i ( A / x ) ] !=o , •
en faisant porter l 'opération ^ sur le poin t X (nous nous plaçons dans
le cas complexe, où toutes les dérivées existent). Ceci montre que la
fonction

i l . — i j /- l / /n

y ( A , X ) = - — - — — — ^ / G * ( A , B ) Ç , [ 1 ( B , X )] d(ô^ . .., ̂ ),
î- ^

qui satisfait à
( , < p = = g [ I ( A , X):|,

satisfait aussi à
( , (p==Cj [ I (A , X):|,

^©==0. .'

Donc la fonct ion G(X, A ) — y (A, X) satisfait, par rapport à X, à
l'équation ^ == o, et par rapport à A, à l'équation ^ == o.

Si l'on avait remplacé G par cette autre solution fondamenta le ,
[ Saurait pas apparu dans les calculs qui précèdent; mais on aura i t
retrouvé cette fonction quand il aurait fallu l imiter cette nouvelle
solution fondamentale.

Reportons-nous à l'expression de I. En désignant par S'la multipli-
cité, appelée S dans (16, 3), on a

r / m \,, (m! — — i
\ 2

1 1 _ — j \ , , „ „ _ , ,
(26, i) î (A,B)==- .—^—^/ ^(_r)(^0(a-i)

4^ ^
x G^X^B)!^^,?^^^} 4-ÀaG(X, A)J

G(X,A)^^^^j^^^
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Donc
- ! M, — l ) ' ,

( 2 6 , 2 ) I ( A , B ) | < / ^_____^^^^(A/, M^L^-^V, IV)

[ M A ^ M 7 ) '+' L(.V, N ' ) ] ^(}/1' •••^-1)--x

A, M, N correspondant respectivement à X, A, ,B ; A^ M', W sont leurs
projections sur l'espace réel; ^X est une constante dépendant des
limites supérieures des valeurs absolues des Oy. ̂ j des é^, de c, des
dérivées des a^a jusqu'au troisième ordre, de celles des by^ jusqu/au
second ordre, des dérivées premières de c, du nombre g (n° 7), et
d 'une limite supérieure de la mesure co des doma ines complexes qui
ont à former G.

Ceci suppose toutefois que S7 a pour équation A^== const.
Supposons que, A parcourant S^, ̂  — À^ etv^ — "X^ restent supé-

rieurs à un nombre posit if A. Alors

^A^M^^/L^V, M\)+h\

L(A / , N / ) > \ / L 2 ( A / , N^-hA 2 ,

M^ et N^ se déduisant de M et de N en remplaçant ;̂  et v^ par A^.
Mais • • ! ' .

L(A/, N^ ) > | L Ç A 7 , M.\ ) - L-(M^, N^) | ; ^

si Le est une l imite supérieure de L(M^ N',) dans le domaine où nous
opérons, on en conclut que

L^V, N7,) ̂ /i^ (—L04"v/Ll+4A'2y^[L^A^ M^) 4~Â2].
\ 2 /2 y

Donc

(26, 31) ' f ' ! ' ——-ad ̂  ̂ ^J l̂Â l̂̂ L—^ • <- ̂  A.-/»+2
K ' ' j^. L^-^A^ MQL^-^A^ i V ) -'s'

^ i / i i - — ï }

" Ĵs'

.^( / « — î ) 7 / 1 / -s/ \y __„̂ iAllJ-̂ llA^ ;_
J,, " : ^ : .' Jrn^:\

[L^A^M^)^-^] ^

oi désignant une limite supérieure de
2 A2 "V""-2

:' • , ! ! ! , 1 1 ^ '• 1 1 à
Y-Lo+v1^^/^
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cette quan t i t é restant finie quand h tend vers zéro, t® peut être pris
constant dès que h est suffisamment petit .

• Soit
' p==L(A\ M',).

Le second membre de (26,3) est augmenté si Fon étend l ' intégrale à
toutes les valeurs réelles de X^ .. . , A/^; cette .intégrale est alors

1 1 27TV ^.^r p-^p./ m _ j \ ' y -^--.
1 ^-T-) ° (p2^2) 2

En posant p == /^ on transforme' ceci en
<^A-^"+4. . :

<i;•.=-^7V'«f-rl^•r('"r) •'••('-+.)—
La partie restante du second membre de (26,2) est de même infé-

rieure à (3^/f"2^4-^ c^ dépendan t des mêmes données que C^. Donc
i î ( A , ByKeyr-2^ (c=e^e,).

27. De là nous allons tirer une limitation de--^-— sur S,?/(A),ahrn ' /

ou iî(X)y é tant donné par (23, i) où ^(X) est la solution de (23,2).
Précisons d'abord la l i m i t a t i o n de ^(A). Si

| ? ( X ) | < < I >

et si notre domaine est assez pe t i t dans toutes ses dimensions, les py.
étant nulsy on aura
(27, i) | .^(A)|<Ai€>,

A< restant constant tant que les a^^y les by^ et c ne sortent pas d 'un
certain domaine de variation.

Dans le cas complexe, la limitation (27, ï) sera valable tant que les
parties imaginaires de u-,, (^2, ..., ^^1 resteront en valeur ..absolue
inférieures à une certaine quantité /, les parties réelles étant
quelconques.
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Si donc on suppose que les valeurs absolues de ces parties imagi-
naires restent infér ieures à l — ^ (o <^ <^ /), on aura^ ̂  "y?

Ai€»^-(A) A,<I> ^^(A) (a, P=i, 2, ..., /^ — i).(27 , i i ) <
.̂a à)^à\.

Passons à ^'(A), On aura
(^7^) , | ^ ( A ) | < A , a > ,

Aa étant constant dans -les mêmes conditions que A , . Quant à u ?
Of^fn

les calculs déjà faits (n° 25) en fournissent une expression q u i fait
intervenir les dérivées secondes de ^(A). On aura donc sur S, tant que
les valeurs absolues des parties imaginaires de 1^, À^, ..., A^^ resle-
ront inférieures à / — Z , ,

au'{A)
à^n

( 2 7 , ^ 1 ) <; —— 4- limitalion de l'intég'rale où figure C^V (M, A)] ,

Ay étant constant dans les mêmes condi t ions que A, et A^.
Or soit

^n,^——k,

l a s u r f a c e S ' q u i i n t e r v i e n t d a n s l a i i m i t a t i o n del . S i J Â ^ + Â et | ; j .^-{-A|
sont au moins égaux à A , , on aura

| r(M, A)|<e/^-^
Même si l'oh suppose que S' soit réel, les valeurs absoluescles parties
imaginaires de À,^ et de ^pourront, s i | X ^ - 4 - A e t j ^ - h - À sont
au moins égaux à A^ atteindre une limite g ' h ^ g ' étant [un nombre
qui ne dépend que de g (n° 7) et de la correspondance entre X et A.
'Soit

h^=. le plus petit des nombres h — /i et Ji — — '
o i -

On voit que, sur S, les valeurs absolues de toutes les dérivées secondes
de r (M, A) sont inférieures à

e^2^-2"1.
Si ^ est proportionnel à h, on aura donc, sur S,
( 2 7 , 2 2 ) ^[r(M, A)]^^2----^,
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oï étant une constante. Comme m est plus grand que deux^ en portant
dans (27,21), on aura finalement, pour h assez petit,

(.7,3) ^A) <A^——<Ï>.— ->^ ^A^ I I , '«.

Ôh,n I

A,, étant constant dans les mêmes conditions que les coefficients
précédents.

28. Prolongement analytique de ^(X). — Nous pouvons conclure
de là que ^(X) est prolongeable analytiquement à travers S. Nous
savons déjà en effet que cette fonction est holomorphe dans D. Or
l'inégalité (27, 3) aura l ieu dès que X^ sera suffisamment petit (c'est-
à-dire dès qu'on sera assez près de S) et dès que les valeurs absolues
des parties imaginaires de À , , À^, ..., \,,-i seront inférieures à l—kh,
où k est une constante. Nous prendrons k assez petit pour que ikh
soit plus pet i t que l Si les valeurs absolues des parties imaginaires
de À, , Àa, ..., \//_,i sont moindres q u e Z — ikhy nous connaissons des
fonctions majorantes des valeurs prises par M'(A) et par " sur
une surface \m === const. assez petite. Le théorème de Cauchy-Kowa-
lewski nous fourni t alors un développement de i/(A) valable tant
que \^ Àa, ..., \/, ne s'écartent pas de plus d'une certaine limitey?^
de leurs valeurs ini t ia les . Si donc on a pris la surface initiale assez
voisine de S, on voit que le prolongement analytique de ^'(A)
traverse S.

Pour évaluer le champ des valeurs de \n qu'on peut atteindre, nous
pouvons prendre S comme surface initiale, puisque nous savons
main tenant que u est holomorphe sur S.

Or nous avons
/ o ^ ^(A) _ ^ q^(A) à^u1 ^ ^q(A) au' c^A)
s 1 I) ~^~ """ ̂ <^TA7 ^a à^ ^ <,n(A) ̂  ' a^n(A) î

la notation 2^ g s ignif iant que la combinaison a == (3 == m est exclue.
Plaçons-nous en un point déterminé de S, où les valeurs absolues

des parties imaginaires des À^ soient moindres que l—2/cÂ; il sera
légitime d'admettre que la l imitat ion (27,3) a lieu tant que les
valeurs absolues des différences y^ entre A^ et la coordonnée correspon-
dante du point initial de S restent inférieures à kh (a = 1,2, ...,m—i).

Ân/ï. Ec. Norm., (3), XUÏÏ. — AVRIL 1926. l3
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Si l'on considère l'équation
Bà^v

àyrn
(28, 2) ym\f .ri ̂  ya •+-... -^y^i

. kh \ —————Â^

r^' ^2W "Y ^qp> ~i
x [2^ p.^^p ̂ ^a^/a ̂  ̂ J5

où B est une constante convenable^ et si, pourj^=== o,
àw

^Jw
0

ji+ys-^-'+jm-i
/f/Z

w sera une fonction majorante de toute solution de (28, i) telle
que u\et —\ restent inférieures à Qpour</A^ |

À//,==o et |.ya|<^ (a=i , 2, ..., w — i ) .

Cherchons ^ fonction seulement de y^ et dçTyi "4-y2+.. .+y,^i,
que nous remplacerons par x; nous majorerons encore la solution
cherchée en remplaçant (28, 2) par

G^tp
^: fy-w y'w àw ôw

se \ \ àx^ à^c à y àx ày
( 2 8 , 2 1 )

/ y \ / ce
V-^A^^

où y remplace y//,, et où
' G = j

Soient
G == m(m — i)B.

àw àw: w.àx ~" ? ^y '~' '

l'équation (28, 21) peut se remplacer par le système

àw
= w"

ày
1 d^ __ àw"

(28,32) / ày â,v '
àw" G /àw àw^ àw" \4- ——-4- —— -+. ̂  4^ ̂  \,

y \ / x \ \à.v àa\ àx
'^Jk V^Jh)

^
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Mais on majorera encore le résultat en prenant
w== w' ==. w",

la fonction w devant satisfaire à

( 2 8 , 2 3 ) . àw=^3c——————.f^+A^ ^_^Vi- y_\^ )
V kh }\ kh)

avec la valeur initiale
Q

/>T-^,
pourvu que 3C ^> i (sinon on remplacerait ce coefficient par un).

Posons
Qs

w == ——/ ;r.v '
^(I-^)

'de sorte que z devra se réduire à un pour y == o :
^ _ _____3C_____ fà^ kh 4- 2 — x \
j^^.——^—.r——^,^+-^_^ ^. .

V JJi}{ '^Jît)

Nous majorerons encore le résultat en remplaçant ceci par
as _ 3C /^ 7.-À + 2 \ / ^ N •
^ - ——-^r^y \àx ̂  ~kh~~ z ) . (a•>I^

où l'on reconnaît le paramètre a introduit par M. Goursat dans la
démonstration du théorème de Cauchy-KowalewsId.

Nous cherchons alors une solution qui soit fonction seulement de

2 x -+• a y == t ;
l'équation s'écrit alors

dz _ 3 C kh -4" a ^
dt ...̂  (y,t kh

a — 6 C — ,-y-Â"/^

Nous désirons que la solution égale à un pour ^ = o soit à coefficients
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tous positifs; or cette solution est
_ SC'71 '^^2 'r ^t ~\

^ -L 1 Â^-6C)J

les coefficients seront tous positifs si
a>6C,

et le rayon de convergence sera alors
/ . a — 6Cfji ————.

Si, par exemple, a = i^C, ce rayon sera -^î et, pour

khr|<^
on aura

k/t -\- 2
| ^ ] <3 /- .

En remontant à IL\ on en conclut que le développement sera
valable pour

! 1 ̂  kh

^<2̂m

kh
K a l^ 3m''

U-h2

et que, pour

\y-\<^
on aura

k!!.±l Q
\u <3 4 v -

' kh

CHAPITRE III.
ÉQUATIONS NON I.INÉAIRES.

1. Considérons une équation

/ ^ ^/ \ ^fôîu àïu à^u au au \( I 5 Ï ) '!(")-Fte'^7^î<'''^^
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que nous écrirons plus simplement

rP / \ r^f ^ïu ^u v\

^u^î{^^-^tl•^)-o-

et dont nous connaissons déjà une solution qu'on pourra, par change-
' m e n t de fonc t ion - inconnue , supposer être la solution zéro; cette

première solution pourra s'obtenir à l'aide du théorème de Cauchy"
Kowalewski. Nous supposons que, dans un certain champ réel de
variation de X, cette équation soit de type elliptique au voisinage de
la solution zéro, c'est-à-dire que les

! \ ï -<)F / - ^ O N " àF0 ? 2 ) ^^^Y-^r-^ {^^ . ̂ " l̂̂ i
\à^o,à^^J \àscï)

peuvent être regardés comme les coefficients d 'une forme quadratique
définie positive. On suppose en outre que F est holomorphe par rapport
à l'ensemble des m——m—^variables dont dépend cette fonction,
pourvu que X. soit dans le champ dont on vient de parler, et: que les
valeurs absolues de u et de ses dérivées premières et secondes soient
assez petites.

Considérons, dans ce champ de variation de X, un domaine borné D,
limité par un ou plusieurs contours fermés, dont chacun est régulière-
ment analytique, et dont nous désignerons la réunion par S.

Si À^ ?4, ..., X^_i sont les paramètres à l'aide desquels s'expriment
analytiquemcnt les coordonnées d'un point de S (ou d'une des parties
de S), soit

9 (Ai, Â 2 , . . . , 7.,,̂ i)

une fonction holomorphe réelle de ces paramètres; nous nous donnons
une telle fonction pour chacun des contours formant S.

Soit t un paramètre réel; nous nous proposons de trouver une
solution de (ï , i), définie et continue dans D et sur S, et prenant
sur S les valeurs
( î , 3) ^90^,...,^).

Nous montrerons que si D est suffisamment petit dans toutes ses
dimensions, et si t est suffisamment petit en valeur absolue, ce
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problème admet une solution, et une seule, si l'on impose à u et à ses
dérivées jusqu'au second ordre de rester, en valeur absolue, inférieures
à un nombre suffisamment petit.

2. Pour démontrer ce théorème, nous considérons l'équation
^ à z ' u ^c-t - au

(2^ A,?^^a^^

où les a^ sont définis par (i, 2), et où
, àF àP(.,,) ^=^^— ,=^.

^{àTa}

Les a^ les b^ et c sont calculés en supposant u nul ainsi que
toutes ses dérivées : ce sont des fonctions de x ^ x ^ , ..., x,^ et
l'équation (2,1) est de type elliptique.

Nous cherchons une solution de l'équation (2, i) qu t soit définie et
continue dans D et sur S, et qui prenne sur S les valeurs (i,3). Nous
avons déjà vu (Chap. II, 24) qu'il y en a une et une seule u^ à
dérivées secondes continues dans D, pourvu que ce domaine soit assez
petit dans toutes ses dimensions, ce qui est notre hypothèse.

Soient maintenant a'y^, b^, c' les quantités analogues à a^y &a? c?
mais calculées en remplaçant u et ses dérivées par u^ et ses dérivées.
Nous considérons l'équation

(a, 3) V <%a s -^——.—4-V b'^-.—•+•^7l=—3?(^^l),v î / j-J^p ^ÔXa.àœ^ ^a ^a '

et nous en cherchons une solution /^ prenant sur S la valeur zéro.
Si Ai existe, nous aurons, comme seconde approximation de Uy la
fonction
(2,3i)1 ^ ! . ! 1 1 1 ^ lli • - ' ^ u^=u,^ h^ . ,• 1 . ', , , : ., 1 1 1 -

D'une façon générale, si nous sommes parvenus à l'approxima-
tion u^ nous calculons, à raide des formules ( i ,2)et (2, 2), les
coefficients û^'p, b^\ d^ correspondants, e tnous considérons l'équation

('.«' 2.,,-'ï^-2.t.•'Ê—A=-^•'.).
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et nous en cherchons une solution /^ prenant sur S la valeur zéro.
Si h^ existe, nous posons • •
(^ 4i) - ^ . i^,i=:^4-/^;
c'est l'approximation suivante de u.

Il s'agit de voir que, sous les hypothèses faites, on n'est jamais
arrêté dans ce calcul par une impossibilité ni par une indétermi-
nation, et que les approximations successives convergent effectivement
vers une solution du problème posé, et qu'il n^y a pas d'autre solution-
C'est ce que nous allons voir dans les numéros suivants.

On voit que cette manière de diriger les approximations successives
ressemble à la méthode de Newton pour résoudre les équations dont
Pinconnue est un nombre.

" 3. Nous commençons par déterminer un certain champ com-
plexe e de variation pour le point Xet pour u et ses dérivées jusqu'au
cinquième ordre. Si Fon adjoint à un point quelconque X de D ou
de S des valeurs suffisamment petites de u et de ses dérivées msqu^âu
cinquième ordre, on devra obtenir un point de C. Dans la partie réelle
du champ <3, l'équation ( r , i) devra être de type ell iptique.

D devra être assez petit dans toutes ses dimensions pour que,
quelle que soit la fonction du champ <3 à Faide de laquelle sont
calculés les a^, les &a et c, Féquation

î rV- h vi , à h „ - . _ ,
y ciy Q -,——3— -4- 7 by, — -j- ch ===/( X)
^K,{3 'p àxy,àx^ ^a <tea l / v /

admette une solution définie dans D, prenant sur S des valeurs
quelconques données à Pavanée, et calculable par la méthode du
Chapitre, précédent.

Au voisinage de chaque partie de S, nous introduirons un para-
mètre À^, nul sur S, tel que x ^ x ^ , ...,;z^ s'expriment analytique-
ment en fonctions de À^ ^2, . . . , À ^ , et, réciproquement, que ^o ...,
À,^ soient fonctions analytiques de x^ x^ . . . , x^. \^ sera, par
exemple;, la plus courte distance de X à S, cette distance étant affectée
d'un signe. On fera en sorte que À,,, soit positif dans D.

Pour chaque équation telle que (2, 4)? nous commencerons par
former une solution fondamentale (ou principale) de Féquation
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homogène. Pour cela nous considérerons les surfaces S'd'équation
A,^:==—— ^4.1,

où^ est une constante positive dont le choix sera précisé plus loin.
Si D' est le domaine ainsi limité, et qui comprend D à son'intérieur,
cette solution G(X, A) sera définie dans D'.

Nous aurons besoin de définir aussi G(Xy A) dans une région de
l'espace complexe, il suffira pour cela de faire choix d'un nombre g
(Chap. II, n° 7), et de fixer la limite supérieure a des valeurs
absolues des parties imaginaires de À ^ , ^2, ..., \^i qui pourront être
atteintes sur S^. La région balayée par les multiplicités complexes
remplaçant D' comprendra, sur S, tous les points tels que les valeurs
absolues des parties imaginaires de X ^ , À^, ..., X/,^i soient inférieures à

a. -4- A^-HÎ

où h est une constante dépendant de g.
Pour former ensuite une solution de l 'équation (2,4) prenant des

valeurs données sur S, nous ajouterons, à la solution particulière
^ ( m \
I l — — ï ( .(m)

(3, i) K^———^r— / G(X, A ) ^ f ^ ( A ) 1 ^ ( a ^ .,., ̂ )
4^-2 ^D-

de cette équation, une solution convenable de l 'équation homogène.
Cette dernière solution devra aussi être formée dans l'espace complexe.
On gardera le même nombre g que ci-dessus (qui doit pouvoir servir
quelle que soit la fonction du champ <3 qui a servi à calculer les ^a,^
by^ c) et l'on admettra tous les domaines complexes D qui atteignent S
en des points tels que les valeurs absolues des parties imaginaires
de À^ Xa, . . . , "Â^_i ne dépassent pas le même nombre a que tout à
l'heure. La région balayée par les domaines D est ainsi intérieure à la
région balayée par les domaines D', et nous pourrons désigner
par kl^ la plus courte distance d'un point de la première région à la
frontière de la seconde, k étant une nouvelle constante.

4. Occupons-nous d'abord de u^ Soit <I> une limite supérieure de
• . . ' . à^Q ô^ cp- i^a., ...,^_oi, i^, t~ô\^
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u^ pourra être formé dans toute la région balayée par les domaines,
analogues à D, qui at teignent-S en des points intérieurs à la région
balayée par les domaines D" et, dans cette région d'existence de u^
on aura

| ^ i | < A , < Ï » ,

A, étant une constante, qui resterait la même si les a^p, b^, c étaient
calculés à l'aide d'une fonction quelconque du champ <5.

Nous pourrons limiter aussi, sur S, —1 ; si l'on suppose que les
O^ni

valeurs absolues des parties imaginaires de À^ À^, ..., X^_i soient
inférieures à

a 4- -^n
3

on a (Chap. il, n^)^)

( 4 , i ) ^ <A,/^èw^^U h,n t j

As étant une nouvcdie constante.
En tou t poin t de la frontière d'un domaine D, les valeurs prises

par u^ et par -,— ont comme majorantes respectives
Ot'in

A,<& A,/-'"l°g^
^l^__________ __ 1_______^\

ri-h. ..-4-r^-_i , yi +... -^ym-vi — ————--———— i — ^ ————„_————
A/i /z/i

les y^ ayant le même sens qu'au n° 28 du Chapitre précédent. Ceci
permet de prolonger analytiquement u^ dans la région où

l j a ] < 2 7 A > ]^/ ,J<2Ç^y

q étant une certaine constante (Chap. II, n° 28) et, dans cette région,
on aura

r(4 ,2 ) |^[<R^/1^2m^ l
M̂7^ ' 1

(1) Le facteur log y- est ajouté pour îi''avoîr pas à changer le coefOcient dans les

limitations analogues qui suivront (voir Chap. Jf, n0 45, fin).

Ânn. Éc. Norm., (3), XLÎII. •— AVRIL 1926. ï4
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en'supposant, comme il est légitime, ^ assez petit pour que

Aâ/i-^log^Aî. •^i

5. Pour avoir 7^, et par suite ̂  nous prendrons

U=ql^.

Les nouveaux domaines D^ sont entièrement intérieurs à la région où
nous venons de limiter u^ ; soit p^ leur plus courte distance à la
frontière de cette région. Sur un de ces nouveaux domaines D', on a

u^ 1 < B^-^log
L̂\

àiii
àx-,

^V^B^/r^log^
P /!

ô^' ifi—— <^B^/^ l-2 mIog^.
àxy, ox^ p- tî

Par suite, nous pouvons limiter ^(u^ sur D7. Remarquons que

^)i<4s T^- ^S t^< 1 / » ^ L — — a , P ^a^'P -^a ^a ']•
sM étant la limite supérieure des valeurs absolues des dérivées
secondes de F; cette inégalité s'obtient en appliquant la formule des
accroissements finis à la différence ^ ( u ^ ' — ^ Ç o ) , dont le second
terme est nul, et en tenant compte de (2, i). Alors

M ÎtZ7^4!!) l^n + ̂  l^n 4- ̂  B^ ̂  10^ ̂
2p.!^^)1<M ———————/T•-1-2M ..̂  ̂  ̂ w .4. ^~2m- B^)2 ^gâ I

P J - ^1

OU

(5,1) i^(^)|<C^^^2^wlog2Y,

C/étant une nouvelle constante.
En introduisant les dérivées troisièmes de u^ on trouve de même

^^^^ <C,<Ï»2^~^logsl<
ÔXy, 11(^)

le nouveau facteur constant pouvant être confondu avec le précédent.
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Nous aurons par suite5 pour'la fonction 'h[ de la formule (3, ï),

(5,3) |/^(X) <C,D,^îl^-mlo§2^
h

Di étant une nouvelle constante. Cette limitation sera en particulier
valable sur S. Nous devons aussi .limiter sur S les dérivées premières
et secondes de À'p. Pour les dérivées premières, on peut dériver sous
le signe j ? ce qui conduit à une limitation cp'on peut confondre avec
celle de h\. Pour les dérivées secondes, il faut procéder comme au
Chapitre précédent : leë dérivées de ^[^(A)] interviennent, et Fon a
la somme d'une intégrale d'ordre m et d'une intégrale d'ordre mt"- i
étendue à une surface comprise entre S et S\ On trouve ainsi

S^ <D,C.^/^3-l'"l"g2^og^5D3<I>^T——log^,

Da efcD, étant de nouvelles constantes îï>,ï C, D, (/los^!og^-l y; l'iné-

galité subsiste si l'on remplace l, par un nombre plus petit •
La l imita t ion sur S de h\ et de ses dérivées premières et secondes

par rapport à ' k , , ^3, ..., ^,,,_i peut donc être prise égale à

(5 ,4) c^/r3-1'»^ ' ̂ ^i,
11 2 .

pendant que, dans tout son domaine d'existence, h[ admet la limi-
tation (5,3).

Alors on a, pour la solution h'[ de l'équation homogène
YI , à2 h ^ ; àh ,
> Oa 8 ~\——^— 4- 7, b^ -,— -4- C / i == o

—^a,? • <tea^{3 ^a • àXy.

qui prend sur S la valeur —/^(X), et pour ses dérivées premières,
les mêmes limitations ( ^ ) que ci-dessus pour u^ en remplaçant <t>

( 1 ) Bien entendu, il faut supposer que la valeur absolue dû déterminant de FredhoSm
est supérieure à un nombre fixe; on évalue la différence entre ce déterminant et celui
qui correspond à Inéquation en Ui ; en procédant de même dans la suite, on à, pour îa
série des valeurs absolues de ces ditïerenceSj une somme aussi petite que l'on veut
si t est assez petit.
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par ^ $^ ; on trouve ainsi
2

| / ^ (^ ) |<^B<ï>J l ^ â w Iog—
2 AI

par suite, pour A = /^ == /^ -h Ap si ^ a été pris assez petit pour que

2CiD^<BC2log 2 -^
t!

on aura
( 5 , 5 ) / i i(^) ^Be^'f-^iog-.--^i

Cette limitation a lieu sur la totalité des domaines analogues à D"
correspondant à

/3==/7/2.

On a alors comme plus haut

|^) |<M|V -ô^
' v •" / ' L^a,? ^a^P

-4-v ^1
àxo •]•

d'où une limitation de ^(ua).
On voit la suite. D'une façon générale on aura

(5,-6)

(5, 6i)

(5, 6a)

^n— Ç^/i—ii

(|) — — r > P ^)2S 7-3-',7/7 I^o.^-1.,
•^ / l—— -3 v - J2• l /^—1 " i l "-b / ?

/̂l!,

\h, ̂ B^/îr^log—
~/t

Ce calcul suppose toutefois que les valeurs absolues des dérivées
cinquièmes de u^ restent inférieures à un nombre fixe, car la cons-
tante Aa intervient dans le calcul, et elle dépend des limitations des
dérivées troisièmes des 0^7 q^i contiennent les dérivées secondes
de^.Or

(5, 63) à3 h.
àxy^ àx^ àx-^ àx^ àxs.

i
TYl ^ T< O T B<I» ,^-^ log I ,
P ^/t

ce qui permet de limiter les dérivées cinquièmes de u^ (bien entendu,.
on peut aussi limiter les dérivées d'ordre moindre).

De(5,6) on déduit
1 1 ! 1 1 , - 1 1 , 1 ! ! ! . 1 . l^q^l,. , 1 ! • , , , , ' ! , ! ,
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La relation (5, 61) donne alors (')

... , . /, iV'^Yi lY' i i 'W ^^ v^"-^,)34-1'"
(0,7) ^-(logTj (i°87;) •••(k^) (,7^7—) -—a——•

Du reste
log- = : ( J 9 - - ï ) I o g - + l o g î <j?!og—.

"j" €! "i ^i
Donc

-BT-r-/ , \2"- i2-^ / - NS"-'-2-'..——^ / » \2"+î-.i-n-(10^) <(I0^1) n^'^O0^^) s2^
7^=1 _ p==i

en désignant par logS la somme de la série convergente

(5^) l°gS^1^.

En nous reportant à (5,7) et aux l imita t ions (5,62 et 5,63) de h^ et
de ses dérivées, on voit que la série S/^, et les séries des dérivées sont,
absolument et uniformément convergentes si

a s4 fiog —y^--^ /-j-3~^$ < 1 ^\ ^i/
c'est-à-dire si \t\ est assez petit; en outre cette série et ses dérivées
(et même les séries des valeurs absolues) ont des sommes aussi
petites que l'on veut si \l\ est assez petit, ce qui entraîne que l'on ne
sort pas du champ C. Tous nos calculs sont donc légitimes, et i 'on voit
que la l imite u de u^ satisfait à l'équation (i ,i) et prend les valeurs
données sur S; c'est la solution annoncée au n° 1.

La convergence étant uniforme dans la région balayée par les
domaines D', u est liolomorphe à l'intérieur de cette région. De même
à l ' intérieur de la portion de S qui peut servir de frontière aux
domaines D, u et—1- sont fonctions holomorphes de X, , Âa, ..., \n-i-d/^ffi
Un raisonnement déjà fait à propos des équations linéaires montre

//.'
( 1 ) On a, en effet : ̂ .P^11'"11^ ^^--/z—s.
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alors que u est prolongeable analytiquement à travers cette portion
de S, en particulier à travers la partie réelle de S.

On pourrait alors, dans S^Çu) == o, remplacer u par u -+- U, u étant
la fonction que nous venons de trouver, et recommencer pour U des
raisonnements semblables, de façon à agrandir le domaine des
valeurs, de t pour lesquelles le problème est résolu; et ainsi de suite.

Pour montrer qu'il n'existe pas d'autre solution satisfaisant aux
conditions énoncées, nous pouvons supposer queF^<;o ; car le
domaine étant petit dans toute's ses dimensions, un changement
d'inconnue u-==-vz permet de se ramener à ce cas. Si alors u et P sont
deux solutions satisfaisant aux conditions voulues, il suffît d'appliquer
la formule des accroissements finis à

^)——^)==:0,
pour voir que u = v»

6. THÉORÈME. — Au lieu de supposer F équation ( î ^ ï ) holomorphe,

supposons-la seulement indéfiniment dérivable par rapport à ses /7^^•+•5y7l+•2

variables dans un certain domaine réel où elle est de type elliptique.
Alors si une solution U(X) appartient à ce domaine^ et sises dérivées

jusqu'au troisième ordre sont continues^ UÇX)est indéfiniment dérivable.

La démonstration commence par un lemme. Considérons l'équation
linéaire elliptique
(6,1) • y ^P-^^(X),

——a,? • à^a.àx^ l " / î

où les a^ et '̂  sont continus ainsi que leurs dérivées premières. Si le
rayon R d'une hypersphère S a été choisi assez peti t pour qu'on puisse
appliquer les méthodes du Chapitre précédent, on a, dans l'intérieur D
de l'hypersphère,

' rf^—i^
( 6 , 1 1 ) o(X)=-A___2 f î wG(X,A)4.(A)J(^. : . ,^)

4^ Jb

p/m \
^T--1; r^^^__^. / p(x, M)^(M)^(^ , . . . , ^_ , ) ,

• 1 1 /1 ' '1 .1 . 1 • ^ ^ Jï 1 , ! ^ ! " - ! ^ 1 1 1 • 1 1 : , l i i - 1 1
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la seconde intégrale étant ce qu'il faut pour que y prenne sur S des
valeurs données. Nous nous proposons de prouver que

^(7î^-Iy/ r- \ <7Q? V 2 /
( 6 '1 2) <^=~———i—

47I2

, r'G(X, A) fH^ -V . ̂  -^1 ̂ , .., a.)
J^ ' L î —^ à(l^ àa^àa^]

r^-i) .̂ n ^
^ ^i^—Z. / P (X,M)¥i (M)^(^ , . . . , ^ -0 ,

^ Js

W(M) étant choisi de taçon que les deux membres coïncident sur S.
Ce résultât est évident si ^ et les a^ ont leurs dérivées secondes

continues, car alors o admet des dérivées troisièmes continues, et

//, . ^ _à^_fà^\ _ â^ _^ àa^ à^
{ o y î ô ) 2u^^à^àx^\àxJ~ à^ ^a,p àx, à^àx^

Si alors nous revenons au cas où l'on suppose seulement la conti-
nuité des dérivées premières des a^ et de ^ nous pouvons représenter
ces fonctions par des séries de polynômes, uniformément convergentes
ainsi que les séries de leurs dérivées premières, qui. représenteront
alors les dérivées premières des a - y ^ a et de '^. Pour chaque système de
polynômes d^approximation, nous pouvons calculer une fonction (pg
par la formule (6, n), et réprésenter —l'par (6,12). Or, quand on
avance indéfiniment dans l'approximation, le produit

G(X,A)LW--1(X, A)

converge uniformément, ainsi que ^(A); la première intégrale du
second membre de (6,n) tend donc uniformément vers une limite.
Par suite ^(M) tend aussi uniformément vers une limite (on suppose
les valeurs données sur S constantes, ou uniformément convergentes);
par suite y, tend uniformément vers une limite, qui est la fonction sp.
On constate de même que le second membre de (6,12) tçnd unifor-
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mément vers une limite : donc —1 tend uniformément vers —*àxi à.v^
Donc — est représenté par (6,12).

On pourra i t démontrer le résultat analogue pour les autres dérivées
premières de y.

Démontrons maintenant notre théorème. Si les a,y^ sont les dérivées
de F par rapport aux dérivées secondes de u, calculées pour u = U,
l'équation (î, î) peut s'écrire

.,. . ^ ô^V ,̂
(b , ' 2 ) 7, C7a 8 -;——^— r r â ^ i ;

^a,? ' àa^ÔX^ n

Fi est une certaine fonction composée de x^ œ.^ ..., x,,^ qui, d'après
nos hypothèses, est continue et à dérivées premières continues; il en
est de même des a^p. Donc

p/m \
^ï^1 ) r^(6,,0 V^^————^L i G(X,A)F,(A)^(^ . . . ,a , , )

4^ '-/D

r(S-.)„„-„
-———^—1 P(X,M)^ (M) . / ( ^ , . . . , ^^ )

• 1 • 27T2 ' Js • . 1 . " .

et
^(m \

à^U (-^—i j (^
(6,2.) ^==-_——^y G(X,A)F,(A)^(^^.. ,^)

p/m ~ \
^ ( ï ~ ~ I ; r^^^___^_Z/ P (X ,M)y , (M)^ (^ , . . . , ^^ ) ,

27I12' l 's 1 1 1 1 1 1 -, . 1 1 - ^ - . -
avec - ^

F^A1)^^1^---^ ^a,P ^U ^
doi ^a,p ̂ i àcia.àa^

les rf droits au second membre représentant des dérivées de fonctions
composées. Il est capital de remarquer que, à cause de la définition
des a^p, Fa ne dépend que des dérivées de U d'ordre au plus égal
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à deux :
p ̂ . ^F(X) ^ ^^L, _^u.„

- , " 2 V / • , dx, ^.^ p (̂  U ôxy. àx^ àx, "
<^a ̂ ^6

Fa(A) est donc continu et à dérivées premières con l inues . Par su i te
les dérivées de-.—peuvent se représenter par une formule analogue
à (G, 12); si Oa est une dérivée seconde quelconque de U, on aura

r(^-i) ,,,.)
(6.23) cp^---^2 ^ / r G(X,A)F3(A)^(a,, ...,^)

^ JD

-r/w \ .
T [ ^ ' ~ " î ) r^- —^-^ / P(X, M) W,(M) a(^ . . . , ̂ ,_0,

271^ Js • •• " ^ • , , .

où F;î, ety par suite Wy, ne dépendent que des dérivées de U d'ordre
au plus égal à trou.

Fy étant cont inu , d'après nos hypothèses, il en résulte que les
dérivées premières de cpa satisfont à une condition de Lipsclutz géné-
ralisée ( { ) [Chap. II, n0 3]; il en est donc ainsi pour toutes les
dérivées troisièmes de U. Mais alors Fg satisfait aussi à une condition
de Lipschitz généralisée; donc [Chap. II, n0 4] Ça admet des dérivées
secondes continues, donc U admet des dérivées quatrièmes continues.

Supposons démontrées l 'existence et la cont inui té des dérivées de U
jusqu'à l'ordre p. Pour démontrer la même chose jusqu'à l 'ordrep-+-i,
nous écrivons, en désignant par y^,,i une dérivée quelconque d'or-
dre^? —-1,

^ ( m \T [ ^ ~ ^ ï j r^
(6.24) Çp-r=- —^-—ÏT— 7 G(xî A)F^(A)^(^, ..., a/,)

• . W Jï)^

r^ — — i j i,st^\)
^J^_^L P^(X,M)^(A)^(^, ...,p,,..,),

' 1 , , 1 ^ ; ^ , ys/-* ^ . ' : . ,' ! , ! ! ! .

ï—m. : ! ! •
( i ) Le remplacement de II a , qui figure à l^endroit cité, par G, qui fî^ure ici,

n'entraîne pas de difficulté. Mêine observation plus bas» Tout ce raisonnement est le
Ann. Éc. Norm,, (3 )y XLÏÏI. — AVRIL 1926. l5
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où F» et Wp ne dépendent que des dérivées jusqu'à l'ordre p ; nous
introduisons ici des hypersphères 83, S,,, ..., S/,, . . . , dont chacune
est intérieure^ à la précédente (83 est intérieure à S), parce que l'exis-
tence des dérivées quatrièmes n^est démontrée qu'à l ' intérieur de S, et
de même dans la suite.

F ,̂ ne dépendant que des dérivées jusqu'à l'ordre p , cette fonction
est continue- Donc les dérivées de ^_i satisfont à une condition de
Lipschitz. Donc les dérivées de U d'ordre^ satisfont à u n e condition
de Lipschitz. Donc F^(A) satisfait à une condit ion de Lipschitz.
Donc <p^(A) a des dérivées secondes continues. Donc U a des dérivées
continues d'ordre p -+-1.

Le théorème est démontré.

Remarque. — En réalité il suffit de supposer l'existence et la conti-
nuité des dérivées de celles des dérivées secondes qui figurent dans
les û^p. Car alors les a^ ont des dérivées continues, et le raisonnement
du type général, appliqué à l'équation (6,22) et aux équations ana-
logues donnant ; r — 3 - * * ? -v—' permet de démontrer Inexistence et la

OX^ O30 m
continuité de toutes les dérivées troisièmes.
Si, en particulier, F contient l inéairement les dérivées secondes,

toute solution de (1,1) continue ainsi que ses dérivées jusqu'au
second ordre est indéfiniment dérivable. Ainsi tçute solution de
l'équation des surfaces min ima

( l - h ^ 2 ) ^ — ^ p C / S - ^ r ( l +/ . ' 2 )^==0

continue ainsi que ses dérivées jusqu'au second ordre est indéfiniment
dérivable.

Si même les o^ç ne contiennent aucune dérivée de u, toute solution
de(6,2i) continue ainsi que ses dérivées premières, est indéfiniment
dérivable et satisfait à l'équation (i, i). Ceci s'applique à l'équation

ô^'u à^u , ,• , ^ ^ , ,. , 1«—— 4- —— ==o • 1 {u^>o) • . • .
à^c2 ày

développemeiït et la ^éiiéralisation d'un raisonnement de M. Gevrey {Ann. scient,
' fSc,'Norfn'. sizjp^ t. 33) 1 9 1 8 3 p. i55, note).
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étudiée par M. Serge Bernstein (1). Si, comme ici, les a^ dépendent
de u, G(X, A) et P(X, M) en dépendent aussi.

7. Limitations diverses. — La démonstration du théorème précédent
fournit un moyen de l imi ter les dérivées de U d'ordre supérieur au
troisième, quand on a des l i m i t a t i o n s de celles des trois .premiers

'ordres. Pour certains types d'équations, par exemple pour les équa-
tions linéaires, il suffit même d'avoir des l imitations des dérivées des
deux premiers ordres pour pouvoir limiter les autres. Dans la suite
noos aurons effectivement à l imiter des dérivées troisièmes d'équations
linéaires, et des dérivées quatrièmes d'équation du type général.

Considérons, dans le but d ' introduire les éléments nécessaires à ces
limitations, l'équation l inéaire

/ N "ç^ à2 as ^ , à<î> , ,,r\
(7 ' - ) l^P^,^^/^-1-^^^^^

Nous choisissons une hypersphère S de rayon R assez petit pour
qu'on puisse lui appliquer les méthodes du, Chapitre précédent. Soient
respectivement L^ et La des limites supérieures des valeurs absolues
de ^(X) et de ses dérivées premières; soit encore L;) une constante
telle que

[^ (X)-^(X^
La> ,, 3l\

Mog-y-

quels que soient X et X, dans l ' intérieur D de l'hypersphére, /é tant
la distance XX,. Soit encore <D une limite supérieure de [ o | sur S. Il
s'agit de trouver des limitations de ( ® L —p- ? 3—^— dans l'intérieurD ' l ' Wa ÔXy, OX^

deD. • 1 • . 1 t " 1 • ! •
D'après ce que nous avons vu au Chapitre précédent {voir aussi

Chap. I, n0 15), il existe des constantes A^ A^, A;^ A,, telles que la
fonction G(X, A) formée dans une hypersphère de rayon R 4- §

( 1 ) SERGE BERNSTEIN, Sur la nature analytique des solutions clés équations
aux dérivées partielles du second ordre (Thèse de l'Université de Paris, 1904).
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concentrique à S satisfasse, pour R et S assez petits, aux inégalités

r --i ..w
(^2) v ,„ ' \ |G('X, .\)I(/(CTI,..., o^XAiR2,

47T7 >4

/m \
1 i — — 1 j />(m) î r1 /' v A \ " î

(7, . , ) . v 2 , ^ f ^^A) ,/(,,.,, ,,„) <A.Rlo^.
, — Jo ^^a
4^ ï)

• /?i
/ ^ r^ ^ f^ ^ pG(X,A) ^ G ( X , A ) 1(7, ai) —-——-—- î -;—• ——-3——— 4- ——.——— cl^a^ .. ., O i n )w ' m J^ àx^ L àxy, àciy, J

4^-

<A3RIog^ î

r( — — ï ) /,(/»-D(,,,3,A_^r
/ ^- ^S
47: 2

^ d{a^ . . ., ap^) < A4 log ̂ ^ Io^ I,

la dernière inégalité ayant lieu seulement si X est intérieur à une
hypersphère de rayon r<<R, concentrique à S. Il en est de même des
suivantes, concernant la fonction P(X, M) de la relation (6,n):

r 772
, (w-D— î l . [nt-î) . o .

^—/ / lP(X,M)|^(^,.,^^<Bzlog^^log^.(7 ,3)
~i ^S

27:"

r f^ - i
(7. 3i)

7 (n- J.
< ) P ( X , M ) B., , aR , î

____^ | /\0- ________ If^t"** _ '.

R — r ^ R — r ^ o -

(7. 3.) A___^ f
n- </ c

- ^ lr 27T 2 .

iV l -1 -, , s A^O ï • -& *- ». î A
^——/- d(^,...^n~i)< ^^^log^^Iog^î

àXa

r ( - - i ) .„„-
2 ^-i) ^P(X,M) ,/ , Bg , aR , î——A——/ ^ u,,...,a,,.,)<-T-——lo2:7ï——lo^--^(^l^-îP-//2-l)< ^ H ^ ^ a - O R ^ - , . ^ o^ Js 1 d^a^P

Introduisons encore la constante C< telle que

^ , ï . s^ „ ^G(X,A)C^>^^p -^^^
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où p est la distance AX. Comme on a, quel que soit 7-,

3R-IT'M\ [£ . 3R d(3!:i, . .., .Vi,,) 3TC'2

••' p p'"-1 rf"-1

l 2

riog-^- R'" - , SRI
mT"^-log T- 1

P P

on en déduit, en faisant r== R,
,(„„ 3;[m)^ 3R^,,...,.^) ̂  _^^/»J_' lo-3+i'

/ 10§-7^i» ( r m

et, par suite,

ii7

? (m?

(7.4) / f
<-'D

,, , , 3R ^G
^ i P'^T 3^^p ^(<7i, ...,a,,,)< (/n-^1 log3+i)CiRlog-.

\ /7l *' / "

En nous reportant au calcul de y et de ses dérivées premières et
secondes (Chap. Iî, n08 2 à 4), nous pourrons alors déterminer u n e
constante T, dépendant de toutes les précédentes, et telle que

aR
^7?^

(7^)

(7.52) (

(7^3)

(7.54).

/ à{0 \
^Wx,

^9
^.Z-a ^C

Y)2^
àxy, àx

^

P

à^
cà^a,

( t

\0

<-

^ 1

<

^
^

-[(
'[(

-(
/X

R-

R

L ^n ±-11 -r

R-^L,
R — / -

^a-
R YL-r; Ll

R YL-r; Ll

-^.us^

* ^ 1R - r Y

[0 2 T,y ^ I-

4-RL,4-

4-RL2+

"g

lïï

(R

(R

r ^ 3 '
aR

R-7-

3R
rt ̂ ' E

& / -+

$ -1

- r r ]
<!> -1
-r^J

1

^ô

r <ï^

lo^

log

î

1l 2R r
J ' ^R-^ '^Ô '

2R , 1
, , , ™m J 0 ff tB - ^ 1 0 ^ ^ -

2R , Ii r\ fy . •
R — / - b^

les inégalités qui ne contiennent pas La ne supposent pas que ^ soit
dérivable; celles qui ne cont iennent pas L;} ne supposent pas l'exis-
tence de La.

Ces limitations ne sont pas les plus avantageuses qu'on puisse
trouver; ainsi (7,5) pourrait, en s'appuyant sur ce que nous avons dit
du potentiel de double couche, être remplacée par une inégalité
valable dans tout l'intérieur de I); mais ces inégalités suffisent à notre
objet actuel.

Nous pouvons admettre que (7,5), (7,5i), (7,54) s'appliquent
encore si X fait partie d^un des domaines D complexes dont on a déjà
parlé, le nombre g (Chap. II, n° 7) étant choisi une fois pour toutes.
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8. THÉORÈME. — Si l 'équation (1,1) est holomorphe par rapport
m2 -r- 5 m 4- 2 • • î i ? - • • • T T • ra ses ———^——— varsaôles, ^o^<? solution continue ainsi que ses dérivées

des trois premiers ordres est analytique.

En appliquant la remarque qui termine le n° 6, on peut élargir
riivpotlièse dans certains cas; ainsi pour l 'équation des surfaces
min ima , il suffit de supposer l'existence et la continuité des dérivées
secondes pour pouvoir conclure que la solution est analyt ique (1).

Il s'agita bien entendu, d'une solution, relativement à' laquelle
l'équation (i, i) est de type ell iptique, au moins dans un certain
domaine réel; et c'est dans l ' intérieur de ce domaine que la solution
est analytique (ou, plus exactement, holomorphe).1

Soit U ' l a solution considérée.^ Nous faisons • u n changement de
variables x^ x^, ...,x^, de façon à prendre pour origine un point
quelconque de la région où nous voulons démontrer que U est holo-
morphe; et nous prouverons que U est holomorphe en 0.

Nous considérerons une hypersphère S de centre 0 et de ravon R
assez petit pour que les méthodes du Chapitre II s'appliquent aux
équations ! ,
/ o \ ^ ^2 u v^ 7 au .(8, Oï) ^ ^a,S-s———.—•+-7, ^a~i—-4-<^==<k

^a,(S t à^a.àjc^ ^<x àXy, • t /

où les â^p, b^ c sont calculés par les formules (1,2) et (2,2), en y
remplaçant n par une fonction telle que u — U et ses dérivées jusqu'au
troisième ordre soient suffisamment petites. Nous nous réservons
d'ailleurs de prendre R assez petit pour satisfaire à d'autres conditions
qui seront indiquées plus loin.

Soit q un nombre positif quelconque inférieur à un, et soient

(8,-o^) R/,=R^-t(i---^), • Ro=R, ^ Reo=RjI( i—^);
;1 - 1 1 • , ' ! ! ! - ! 1 1 ! , ! , , , • 1 1 n-sl , 1 ' : , - ;

soient S, S^, S^ les sphères de centre 0 et de rayons R, 1 ,̂ R. ;
soient D, D^, D^ leurs intérieurs.

D, D^, D^ désigneront aussi des multiplicités complexes à m

(l) Les résultats trouvés pour deux variables par M.Gevrey concorderu en réalîlé
avec ceux-ci [loc. cit^ p. 162).
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dimensions, ayant pour frontières les par-lies réelles de S, S^, S,, et
correspondant à un nombre g qui sera choisi plus loin.

La première approximation de U que nous formerons sera une
solution UQ, holomorphe en 0, de l'équation ( i , i), telle que lî — u^
et ses dérivées jusqu'au, second ordre soient nul les en 0.

R sera pris assez petit pour que rhypersphère S-soit intérieure au
domaine d'existence de u^ ; g sera pris assez petit pour que l'on puisse
appliquer les méthodes connues aux équations (8, 01), quand la
fonction holomorphe à l'aide de laquelle sont calculés les coeffi-
cients a^ b^ c est suffisamment, voisine de ^o, ainsi que ses déri-
vées jusqu 'au second ordre.

Désignons par u^n == i , 2, . . .) les approximations de U que nous
allons former; soient a^, b^, c^. les coefficients correspondants; a^,
b^ c correspondront à UQ.

Nous chercherons la fonction h^ analyt ique dans les domaines D^
(réels ou non), prenant sur S^ les valeurs U — u^ et telle que
/ Q ,\ V ^^O ^ , àkn(b, i) . > a^ a -,——— + > by. -"-° -+- c/io= o,

^y.^ 1 àXy,àx^ ^à^ OXo, Q î

et nous poserons
•(8,1 ï ) u^-== UQ-+- /io.

, Ensuite, d'une façon générale, ayant défini la fonction ^ dans la
région balayée par les domaines D,,, nous formerons la fonction h^
analytique dans les domaines D^,, prenant sur S^i les valeurs U — u^
et telle que

(8•") X^^^.^Ê^"''^-^'"''
et nous poserons
(8,i3) . Un+i^ u,^h^

Nous allons prouver que les u^ convergent uniformément sur les
domaines D^, et que leur limite est U sur le domaine D,^ réel : le
théorème en résultera immédiatement-

Nous désignerons par Q un polynôme a coefficients positifs quel-
conque, par rapport aux limites supérieures, dans le champ où nous
entendons que restent nos approximations, des valeurs absolues de F
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et de ses dérivées partielles jusqu'au troisième ordre, par rapport
à ses m———rî-—~r variables^ le polynôme Q pourra aussi contenir les
variables r, R:R^ B. et R/,, pourvu cependant qu'i l y ait un terme
indépendant de R et de R^. Nous ne rencontrerons qu'un nombre fini
de ces polynômes Q; Q sera finalement la valeur numérique du plus
grand d'entre eux, R étant supposé inférieur à une limite fixe (si le
polynôme contient la variable R/,, on peut remplacer celle-ci par R).

Soit
(8.14) • / ^ = : U — ^ ,
de sorte que
(8.15) /^—A/,=Â^+i .

Nous désignerons par H/, une l imi te supérieure de |AJ dans les
domaines D^, réels ou non; par K,,, K^ K^ K^ K^ des limites
supérieures des valeurs absolues de k^ et de ses dérivées jusqu'au
quatrième ordre, dans des domaines compris dans D^ et compre-
nant D^i, et qui seront précisés; par L/, le plus grand des nombres

K "R-"3 K 7 H'^2 K^R- 1 K"' K^ 'RIV/t i\rt , IV/î i\ft , i\n i-l/ï ) ^/o •t•x//, ^•>

de sorte que
(8.16) K^L,K;1, K^L^R;i, K;^L/,R^ K;^L^1 . K;^ ̂ . •

Remarquons que Lo est borné si R l'est; c^est de là que découlera la
convergence.

AQ étant donné par l'équation (8,1), nous pouvons d'abord en
tirer Ho; la fonction G correspondante pourra être formée àPaide de

Thypersphére S, ce qui donne
(8,2) Ho<T^L,log^log^,

pourva que l'on reste dans l'hypersphère concentrique à S de rayon,

' , ', : ; ; • / ; R,V^:::7<^(^Ç)> ' ; .' ;

ou dans les domaines complexes correspondants.
Limitons maintenant k^ et ses dérivées; et pour cela,formonsune
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équation aux dérivées partielles nous donnant ̂ . Nous avons
(8 ,21) ^(z/o4-Â'o)==o,

ou, puisque ^(^-o) == o,

^22) 2 ^PJ^-^ ^^°+^o=F^-"^(Y ft ' (J Xi ÔX^ Âaaà» OXt^^àx^àx^ ' ^ a ^ a 1 -u-At^

Fo,o ayant un développement suivant les puissances de A'y et de ses
dérivées qui commence par des termes du second ordre, de sorte que
la formule de Taylor limitée au second ordre nous donne

(8,23) |Fo,o[<QL|R\

Mais, en retranchant membre à membre les équations (8,22)
et (8, i), nous obtenons

/ 0 0 \ 'Y1 ^2 ̂ t ^ J '̂1 / ï^(8 '3) i^^j^-^S^-^-^^-110.0'
qui est l'équation annoncée.

Or À-i est nul sur S^ ; donc, d'après (7,5),

(8,3i) K^QR.R^L^og^loê^Ql^L^log^Iog^,

limitation valable dans l'hypersphère concentrique à S, de rayon

R^7=r^.

Dans le même domaine^ diaprés (7,51) ? ^ «^1^0\ / î ^ ^ / ?

(8,82) K ,< -^o iog . logQR3^, 1 0 , i<- ___u I f\ o- __ I n <y ___ .
r/2 ï3^ ̂ çR

Nous aurons K,' si nous savons l imiter l'es dérivées de F^o. Or, en
dehors des dérivées partielles de F, la dérivée complète de 'F.o^ par
rapport à Xy^ contiendra au second degré les dérivées de /Co ; et, dans
ces termes du second degré, figureront des produits de dérivées
troisièmes par des dérivées secondes. Donc

^Fo,o . ^pr 2-s^ <^RL-
Ann. Èc. Norm., (3), XLIIÏ. — AVRIL 1926. l6



122 GEORGES GIRAUD,

les d droits indiquant qu'il s^agit de dérivées complètes. D'après (7?54)
on aura donc, toujours dans l'hypersphère de rayon B^ y i ~ cf,

(8,33) K;<fQI4^+QL^lo^!og-<^I4R21og^lo8.-;v / ; ^ ' ^ ^ v ° ) b q 1 ^ql\ r/4 b çr2 ^/R^

le nouveau Q dépendant ici de q1 ; dans les approximationssuivantes,
quand on calculera K'̂  y2 sera à remplacer par q™^ ce qui permettra
de conserver la même valeur de Q; puisque

^4-1^^2 (/?/>!) .

Pour avoir K';', nous dérivons, par rapport à x^ par exemple, les
deux membres de (8,3), ce qui donne

, , àî f0^} . y ^ a f^Uc^.8 3^ V a . àî ( à k l } 1 Y b 'à ^^-4-0
{0) 0^ 2^p^ Ô^à^ \à^,) ̂ ^a a ̂ a te7 4"""'^JÎ^Ïp V^J ^a "^a \à^J 4" c ̂

^Fo,o ^ da^ y /^ ^ f^q â/i\ _ de __
dx^ ^~a,(5 dx^ àx^àxo, Ziày^dx^ àxy. dx^ t l o l i '

Nous connaissons une limite supérieure de la valeur absolue du
second membre dans l'hypersphère de rayon R^ \/r— q2; cette limite
supérieure peut s'écrire

QRL^+Qa^+K^KO
ou

•r^ 1 ^-r^r o OR2!^ 1 1 0 , 1I^ |<QRL5+^——Iog^log^.

Dans le calcul des approximations suivantes, le second membre sera
à remplacer par

/-MIT o QR2!^!, lo, À
Q^^+^^^Og^log^TK'

À étant une constante supérieure à un qui s'introduira; nous pourrons
remplacer ceci par

QRL^ , ïo , ^ . : , .
~~^~ b^ ^g^R 5

ici, nous aurons
' ' ! . ,.„ , QRL2 , ï o , 1 1 • . :

, ; • / |FoJ<-^-^^Io^.
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-
Alors, d'après (.7,52), et dans-l'hypersphère de rayon R ^ ( i - q2^,

(8,34i )
à^k, ^1^\

,^a^p/X, \^a^p/x|
QR /L^ i o , i , , 3 R L- 10. i '\ . 10, i

<^yIo^io^.zi^T+^lo-^7b^^
ORL2 /. lo. î V- 3R3R^t1A^ / io . l \ s 3K<—^(^^iog_)nog^-.10

^ çR;

Nous devons niaintenant- calculer le coefficient de Lipsclutz corres-
pondant à Fo, î ; Fo^ contient d'abord —-0, que nous pouvons dériver;
on trouve, comme plus haut,

î ^F
<QL-

dxy, dxç
Nous avons ensuite

db^ àk, de-2. ^a,p (PÂ-i^__ __y
;./ d^o Â^a,p dx^ àxy,àx^ juuâ^dx^ àxy, dxy

Les deux. derniers termes peuvent être dérivés par rapport à l'une
quelconque dès-variables .y^...,^/; la dérivée sera inoindre en
valeur absolue que

ÇL^R^ ïo. î-^—°— | op. | o p- -
(f ^q2 • ° y ' R '

( c'est la limitation de —L .—\— qui est la moins favorable ) • Pour le
\ u,OC\ OJCy, OûL'-f ~ y

premier terme, nous ne pouvons que limiter son coefficient de
Lipschitz; en écrivant

fda^^ à^, \ / d a ^ à^, \
\ dx^ àx^àx^j^^ \ dx^ àx^ôx^)^

^da. Ulay ô^k,
^i /X,

fday,^

dx^ 7xJ \àx^àx^)^^

à^\ _(J^da^\ [f^ll^A _Y.^tL_V 1^•i yx L\^a ̂ p/x, \àx^ ̂ p/xj5

on en conclut que la valeur absolue du premier membre est moindre
que

ÇRL^ /, l o , î \ 2 , 3R^^.^log^
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Finalement, nous trouvons pour le coefficient de Lipschitz de Fo.< une
limitation du type

;. QÎ^A 10, i \ 2
* . . - "1- " ( !/\ry __ 3/^cr — i-o log—log^-

gr8 ^ °Ç'2 b^

pt. fâuf •remarquer que R (log -) est borné, puisque R l'est ; dans
les calculs ultérieurs pour k^, ceci sera à remplacer par

^flo^Iog^Y,^+8 ^^ ^4-1. "to ^71^ 5

avec le même polynôme Q.
Alors, d'après (7,53), dans l'hypersphère de rayon R,( i — ^y,

K; < QL; [^ i.. ̂  ̂  is (.0. ̂ y+ ̂ .̂ ; •" ]̂
. 10, 1

Xlog^log^

ou
(M) KT<2^(.o^^y. .

Nous devons maintenant limiter K[\ On ne peut songer à dériver
une fois de plus l'équation (8^3), car cela introduirait les dérivées
cinquièmes de k^. Nous partirons de l'équation en 1^

(MI) ^i4-^)=:o.

En la dérivant deux fois, et en nommant ç la dérivée seconde corres-
pondante de ^i, on trouve

(8,/h) y <^—pl—==Ti.^o,^ 1 ax^ôx^

T^ ne contenant les dérivées de /^ que jusqu'au troisième ordre;
les a^ sont donnés par les formules (1,2), avec u = U.

ï^ si l'on y remplace ̂  et ses dérivées par zéro, se réduit à — S^Çu^.
Or, d'après la façon dont on a calculé A), ^(^O? ou ^(^o'^'^o)? .
commence par des termes du second degré par rapport à h^ et à ses
dérivées jusqu'au second ordre. On a donc, dans l'hypersphère de



. . . SUR LE PROBLÈME DE DIRICHLET GÉNÉRALISÉ.

rayonR, ( i -^y ,
^M^ .̂SElàx^àx^ '^R6

ou, en tenant compte de la valeur (8,2) de Ho,

^1^ /^Li/•w•»l„,_•-^(8 ,43) ^1U» / , A U ,

<-n° l°^'°gf}.'ry c^ô yR,

123

<r
'•••^b^

1:^-
•'/ •""---.-

D'après la formule des accroissements finis, pour limiter T,, il suffit
d'ajouter à ceci une combinaison linéaire de K,, K'|, K',, K',', avec des
coefficients de la forme Q. On trouve ainsi

(8 ,44 ) 10 ,QL|
^Kp^'»^

Par conséquent, d'après la formule (7,52), nous aurons, dans l'hyper-
4

sphère de rayon R^ (i — y2)"',

/_J^!_1 ^(^^1^
\ ôx^ Ô^Q ôx'^ ) x, \ àx^ àx?, àx^ ) x

^ÂL _
•c,)\, \àx^àx?,àx^^

10 , I \3 I , 10O L - r i /, î o , i \3 i , ï o , i 1 , ï o , i ,, 3R
<-^[^(10^-^7R) +^ io^^^J^^!<)^H^^7--

OU

(8 ,45) ^k, à3 k\
\ àx^ à <ra àx^ y x ï \ àx-^ àx^ àxt ) x

QLS 10 ,V^ii / i J i v » 1 \ » i
<-^^^^^)^^

3]^
/""

Nous en déduisons

(T,,,,_^,<[^(,,^^y,^(,,^,,^y]n,-( l i )

ou bien

(8,46)
3RQL|( T , ) x - ( T 0 . 1 < , ^ l o s - l o g . / l o ,y'^V "'r "'y'V ° ^

Enfin la formule (7,53) nous donne, dans le domaine Da réel,

K-;<QL3_^(log^log^

I /, J O .+ l o g . I o gI /, JO , I Y T , 10 , I , 10, I^^S^S^) +^logyr'og^Jxl°ê^l°g^
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ou bien
(s,5, ,<,<2H(.«^^^y.

Des inégalités (8, 3i), (8, 32), (8, 33), (8, 4)? C^? 5)? nous pouvons
tirer une limite supérieure de 1̂  ; on trouve •

(8,6, i,<<^(,̂ ,̂ y.
Nous pouvons maintenant o b t e n i r - H ^ ; en effet, nous connaissons

l'équation (8, 12) qui donne A i , et nous connaissons une limite
supérieure L, ,R3 des valeurs que cette fonction prend sur S^. Il faut
seulement observer que h^ n'est limité par (8, 2) que dans rhyper-
splière de rayon R^ ^/i -- y2 ; les dérivées de A^ ne seront limitées que
dans une hypersphère de rayon plus petit, par exemple de rayon

R,(i~^)1:

c'est donc seulement dans cette dernière hypersphère que nous
pouvons être assurés que u^ et ses dérivées jusqu'au troisième ordre
ne sortent pas du champ fixé a priori. C'est donc cette dernière hyper-
sphère que nous devrons employer pour former la nouvelle fonc-
tion G(X, A), et en conséquence la quantité à (égale à yR dans ce qui
précède) sera ici à remplacer par

^[(,«^)i„(^^)]>R^,

On aura donc, dans Phypersphère de rayon R^ \/i — y3,

H,<.(Q^+L,R-)log^log^,

le premier terme de la parenthèse provenant d'une limitation du carré
des dérivées secondes de Âg. Ceci s'écrit encore

,, f QR^Lâ/'i lo, i V , -,-| , io, X
H><L--^(log^IoggT<)-^- ̂ J '^^^TR'

ou bien, en augmentant une dernière fois Q (et par suite la limite
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d e L i ) ,
(8 ,7 ) . ,H^<UR3iog-^lo^

avec
QRL,2/, 1 0 , i Y
v J L [OQ,.— IOE —— t

<7 I(1• \ ^qî b çP^
i o \ f i y iii-in / , l u , l \ " ...(8, 7i) V^\ ± log log'— >L,

II est manifeste alors que les calculs peuvent se répéter, et condui-
ront à
/ O N H T / ORL' 2 / , 10 , À Y(8,7.) L,<H^^^log^-Iog^J,

(8 ,73) ' l..L<3^R3|o^^g.^,

et, d'une façon générale, à

/» Q \ T ^ î / Ç^U2-! A ÏO i ^ Y
(^ s) ^^^^^TiT^0^^1^^

(8, 81) H^ < U R3 log--10- log —/—,
\ ' / " - /- o ^«-+-2 ï::!> (7""^ }•{

cette dernière inégalité l imitant h^ dans la sphère de rayon 1{,̂ , ^/i—y"4-^
et la précédente servant à limitera et ses dérivées jusqu'au quatrième
ordre dans le domaine D/^i réel. En particulier ces limitatio-ns sont
valables dans le domaine D.^ réel pour les k^ dans les domaines D.
complexes pour les A,,, si l'on est certain que u,, et ses dérivées
jusqu'au second ordre ne diffèrent pas de celles de u^ de plus quW
n'a décidé à l'avance? et que les dérivées troisièmes de u^ restent
bornées.

Or on tire de (83 8), en in t roduisan t le nombre S delarela t ion (5,71),

/ Q ^ T / r^Q^O/l ^l x VT'Vï [0, î \-3y8(/.4-3)(^9) L--L--^^(10^^^^^ .̂^0 / , A U A \ / » lU. 1 \ "Ç " ^ ' - 1 " /log l o â , log-log— - / ——,

L^ tend donc vers zéro si la quantité ent re crochets est plus petite
que un, ce qui a lieu quand R est assez petit; donc, dans ce cas,
les ̂  tendent vers U dans le domaine D^ réel. •

En ce qui concerne les fl^ la série des seconds membres de riné"

galité (8,81) est convergente, et la somme V tï^ est le produit de R3
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par une quantité in f in iment petite avec B. En ce qui concerne Ho, le
quotient par B3 de sa limitation (8,2) n'est p.as borné quand R tend
vers zéro; mais ceci provient du facteur log—-^ qu'on peut remplacer

par log ^ 5 S ne dépendant pas de R, pu'isqu^on peut, pour for-
mer G(X, A}y se servir de tout le domaine d'existence de «o-

co
Donc la série ^ h,, est uniformément convergente dans la région

/; ==:o
balayée par les domaines D^ complexes; sa somme, et ses dérivées
jusqu'au second ordre, sont inf iniment petites avec R dans la même
région, et ses dérivées troisièmes sont bornées. Gomme ces propriétés
ont lieu aussi pour les séries des valeurs absolues, il est clair que u^
ne sort pas du champ fixé et que, par suite, les calculs sont légitimes.

La série des dérivées troisièmes serait aussi infiniment petite avec R
si l'on annulait en 0 les dérivées troisièmes des U — u^y car alors LQ
serait infiniment petit do premier ordre.

Il résulte de tout ceci que la série UQ + "S^/. représente, dans la
n == o

région balayée par les D^ complexes, une solution de l'équation (1,1).
Cette solution coïncide avec U dans le domaine D^ réel, puisque

- ^0-4-^ h't=UQ^'^Li (A^~/l'^)=^+^(^+l••" ̂ /o^nm^/^u.
n==0 / /==0 72 ==0

Donc U est holomorphe dans D^ réel, et en particulier en 0, ce qu'il
fallait démontrer.


