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SUR

LES VARIETES A CONNEXION AFFINE

ET

LA THEORIE DE LA RELATIVITE GENERALISE

(PREMIERE PARTIE)

s

Par E. CARTAN

»

La plupart des Chapitres de ce Mémoire, qui paraitra en deux
parties, sont consacrés a la théorie purement géométrique de ce que
jappelle les variétés a connexion affine, et qui comprennent, comme
cas particulier, les variétés & connexion méurigue et les variétés a con-
nexion euclidienne. Le terme « connexion affine » est emprunté
a M. H. Weyl ("), mais il-prend dans ce Mémoire une signification
¢largic. Comme je I'ai indiqué & grands traits dans des Notes aux
Comples rendus de I’ Académie des Sciences (*), une variété i connexion
affine est une variété qui, au voisinage immediat de chaque point, a
tous les caractéres d’un espace affine, et pour laquelle on a une loi de
repérage des domaines entourant deux points infiniment voisins : cela
veut dire que si, en chaque point, on se donne un systéme de coor-
données cartésiennes ayant ce-point pour origine, on connait les for-
mules de transformations (de méme nature que dans Iespace affine)
qui permettent de passer d’un systéme de référence & tout autre sys-
téme de référence d’origine infiniment voisine. Dans la théorie de

(') Dans son heau Livre : Temps, espace, maticre, traduit sur la quatriéme édition
allemande par Gustave Juvel el Robert Leroy; Paris, A. Blanchard, 1g2».
(%) C. R., t. 174, p. 437, 593, 734, 837, 1104.
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M. . Weyl, ce repérage de proche en proche est soumis @ priors i une
cerlaine restriction, dont on ne voit pas bien la nécessité logique, et
qui consiste dans I’existence, au voisinage de chaque point, de ce qu'il
appelle un systéme de coordonnées geodésique. JV’avais indiqué, dans
les Notes signalées ci-dessus, que la différence qui existait entre une
variété i connexion affine et un espace affine proprement dit se mani-
festait par un déplacement affine associé & tout contour fermé infini-
ment petit : ce déplacement peut se décomposer en une translation et
une rotation : la translation traduit la torsion, la rotation traduit la
courbure de la variété. Dans la théorie de M. II. Weyl, la torsion est
constamment nulle. Toutes ces notions s’étendent aux variétés a con-
nexion métrique ou cuclidienne; la théorie classique des espaces
définis par un ds* (espaces de Riemann) n’est au fond que celle des-
variétés & connexion cuclidienne sans torsion (') : c’est sur elles,
comme on sait, que repose la théorie de larelativité généralisée édifiée
par M. Einstein.

Les proprictés fondamentales des variétés & connexion affine sont
étudiées dans le Chapitre 11, celles des variétés a connexion métrique
ou euclidienne dans le Chapitre I1I. Quelques indications sommaires
sur la théorie des courbes et des surfaces, en particulier sur les lignes
droites des variétés 4 connexion euclidienne, sont données dans le
Chapitre IV..

En dehors de ces trois Chapitres de Géomélrie pure, la premiere
partie du présent Mémoire contient deux Chapitres d’applications & la
théorie de la gravitation newtonienne et de la gravitation einsteinienne.
Au fond, jai repris 'idée. initiale de M. Einstein, d’aprés laquelle,
pour un observateur entrainé dans un champ de gravitation et portant
avec lui un systéme de référence animé d’un mouvement de trans-
lation, les lois de la Physique seraient vraies dans son voisinage
comme si son systeme de référence était immobile et comme s’il n’y
avait pas de champ de gravitation : son propre mouvement satisferait
au principe d’inertie. Cela revient pour I’observateur i regarder comme

(1) M. D. J. Struik vient de publier sur la théorie des espaces de Riemann un exposé
d’ensemble, intitulé : Grundsiige der mehrdimensionalen Dlﬁerennaloeometrw (Berlin,
Julius Sprmger, 1922 ), qui contient une bibliographie trés complate.
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équipollents des systémes de référence qui ne le sont pas dans le sens
classique, ¢’est-i-dire cela revient i regarder I'espace-temps comme
une variété a connexion affine. En gardant toutes les notions de la
Mécanique classique, on a ainsi une réduction i la Géométrie de la gra-
vitation newtonienne, réduction qui est exactement de la méme nature
que celle qui est fournie par la théorie d’Einstein et, qui montre,
comme elle, 'interdépendance de la connexion affine de I'Univers et
de la distribution de lamatiere dans 'espace. En toute rigueuron a, en
guise d’explication, fait une simple convention de langage ; mais cela
montre justement Uimportance, dans U'évolution de la Science, des
conventions de langage judicieusement choisies.

La gravitation newtonienne étant ainsi expliguée, le passage de la
théorie de Newton & celle d’Einstein est presque intuitif lorsqu’on a
donné aux lois de la gravitation newtonienne leur forme invariante,
¢’est-a-dire indépendante dusystéme de référence variable adopté aux
différents points d’Univers : cette forme invariante ne fait intervenir
que la courbure de 'espace-temps, et la forme invariante des lois de
la gravitation’ einsteinienne n’en est presque que la simple transpo-
sition, quand on passe des notions de I'espace et du temps utilisées en
Mécanique classique aux notions de 'espace et du temps utilisées en
Relativité restreinte. '

Avant d’arriver 4 exposer ce parallélisme, ce qui est fait au dernier
Chapitre de cette premiere partie, une question préjudicielle impor-
tante était & poser : les phénoménes physiques sont-ils compatibles
avece plusieurs définitions distinctes de la connexion affine de I'espace-
temps? Cette question en présuppose elle-méme une autre : comment
doit-on formuler les lois physiques quand on adopte telle ou telle con-
nexion affine pour I'espace-temps? Les lois physiques se traduisent
en général par des équations aux dérivées partielles gni font inter-
venir au fond les nombres qui mesurent certaines grandeurs d’état
physique en un point de I'espace-temps et les nombres qui mesurent
ces mémes grandeurs en un point infiniment voisin; pour pouvoir
formuler analytiquement la loi, il faut savoir rapporter les deux séries
de mesures & un systeme de référence commun, au cas ou les mesures
ont été faites au moyen de deux systémes de référence différents :
autrement dit, il faut connaitre la connexion affine attribuée 4a
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I'espace-temps. Mais cette connexion étant supposée connue, le pro-
bleme est loin d’é(re résolu : sa solution dépend en grande partie de
interprétation physique des formules analytiques qui traduisent les
lois en question. Par exemple, certaines lois peuvent s’exprimer par
la propriété qu'une certaine intégrale, étendue & un domaine fermé
4 deux dimensions ou & trois dimensions, de I’espace-temps, est
nulle ('); une telle loi est, & un tres large degré, indépendante de la
connexion affine attribuée & I'espace-temps. D’autres, comme le prin-
cipe d’inertie en Mécanique, la font surement intervenir. Dans le
Chapitre I, je montre que, soit en Mécanique classique, soit en
Relativité restreinte, la Dynamique des milieux continus, dont les
équations sont établies en partant d’'un méme point de vue basé sur la
conception de ]"espace—temps comme variété a quatre dimensions,
comporte une infinité de connexions aflines équivalentes : autrement
dit, les phénoménes mécaniques ne sont capables de nous révéler
qu’une classe de connexions affines entre lesquelles le choix est a priort
arbitraire.

C’est au Chapitre V que, grace i I'étude géométrique faite aux Cha-
pitres II et II, je montre qu’entre toutes les connexions affines méca-
niquement équivalentes, il enexiste une qui se distingue de toutes les
autres par des propriétés intrinseques. La considération des lois de
I'Electromagnétisme de Lorentz conduit & penser que cetle connexion
affine est a torsion nulle, ce que n’exigeaient pas nécessairement les
lois de la Mécanique. Ainsi serait justifice I'idée a priori de M. Einstein
que les propriétés physiques de I'Univers (*) sont contenues tout
entiéres dans son ds*. Néanmoins, la conclusion pourrait étre en défaut
si I'on adoptait de la Mécanique des milieux continus une conception
plus large que d’habitude, en admettant la possibilité d’¢léments de
matiére doués de moments cinétiques noninfiniment petits par rapport
a leur quantité de mouvement. Dans ce cas, il y aurait lieu de généra-
liser la théorie d’Einstein ; j’indique la plus naturelle de ces générali-
sations : dans cette nouvelle théorie, la torsion de I’Univers continue
a étre nulle dans le vide.

L

(1 Citons: en Mécanique classique, la loi de conservation de la masse; en Electroma-
gnétisme, les deux premiers groupes des équalions de Maxwell.
(*) Tout au moing celles qui font I'objet de la théorie de la relativité généralisée.
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Dans la seconde partie de ce Mémoire, j'¢tudierai d'une maniere
approfondie les tenseurs de torsion et de courbure. Cetie étude n’était
pas indispensable auparavant; il est en effel tres remarquable que,
dans les applications i la théorie de-la relativite, la rotation qui traduit
la courbure de 'Univers entre globalement, sans qu’on ait besoin de
faire figurer explicitement les coefficients qui la détinissent analyti-
quement (1),

La lecture du Mémoire ne suppose pas la connaissance du caleul
différenticl absolu : en revanche, elle suppose connues les régles fon-
damentales du caleul des intégrales multiples, en particulier celles qui
font passer d’une intégrale étendue 2 un domaine fermé i Pintégrale
étendue au domaine i une dimension de plus limité par le pre-
mier (*). Au fond, les lois de la Dynamique des milieux continus et
celles de I'Electromagnétisme s’expriment par des équations analogues
a la formule de Stokes ou & cette formule généralisée.

Bien que le caleul différentiel absolu ne m’ait pas été utile, jai
néanmoins employé certaines de ses notations en utilisant, par
exemple, des indices inférieurs et supcérieurs; jlai aussi, malgré les
inconvénients que cela peut présenter, supprimé les signes de som-
mation quand il n’y avait pas d’ambiguité possible. Peut-étre cela
engagera-t-il ceux qui sont familiarisés avec le caleul différentiel
absolu (et qui ne Pest peu ou prou actuellement?) i s’engager avee
moins de méfiance dans la lecture de ce Mémoire. '

CHAPITRE I.

LA DYNAMIQUE DES MILIEUX CONTINUS ET LA NOTION DE CONNEXION AFFINTE

DE L'ESPACE-TEVIPS.

Le principe d’inertie et la gravitation newtonienne.

1. La Mécanique classique, telle qu'elle a ét¢ fondée par Newton,

(1) Cela n'est pas le cas dans les expositions faites habituellement de la théorie.
(2) je me permets a cet égard de renvover le lecteur & mes Lecors sur les Invariants
intégrawx ; Paris, Hermann, 19202,

Ann. Ec. Norm., (3), XL. — NOVEMBRE 1{)23. 42
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reposait sur la notion d’un temps absolu et d'un espace absolu; tout
événement était localisé analytiquement dans le temps par le choix
d'une origine des temps et d’une unité de temps, dans I'espace par le
choix d’un systeme de coordonnées fixes, par exemple ayant pour ori-
gine le centre de gravité du systeme solaire et des axes dirigés sur des
étoiles fixes; il était naturellement loisible de prendre tout autre sys-
teme d’axes, pourvu qu’il fut invariablement lié¢ au premi'er. Comme
on sait, les lois de la Mécanique restent vraies si, tout en conservant
la notion du temps absolu, on admet des axes de coordonnées mobiles
par rapport a 'espace absolu de Newton, & la condition que ces axes
soient animés, par rapport a cet espace absolu, d’un mouvement de
translation rectiligne et uniforme. On arrive ainsi a4 la notion de
systéme de réference de Galilée.

Le principe d’inertie s’énonce de la maniére suivante : Un point
materiel, soustrait a U’ action de tous les autres corps, se meut de maniére
que sa vitesse, délerminée par rapport a un'systéme de référence de
Galilée, sout constamment équipollente a elle-méme. Si le principe
d’inertie est valable pour un systéme de référence de Galilée, il Pest
pour tous les autres.

Analytiquement, la chose est évidente, si 'on se sert des formules
de passage d’an systeme de référence de Galilée & un autre. Placons-
nous dans le cas général ot on fait usage, pour localiser un point
dans l'espace, de coordonnées cartésiennes quelconques, rectangu-
laires ou non (). Les formules de transformation sont

x'zmag - by 4+ 5 A= gy b+ Ny,
) Y = as A by y + oz - gyl ~+ Dy,
1

[ 3 agw bay 4+ €35 -+ gyl ~+ hy;
U =t h,

- avec des coefficients constants.
On peut donner au principe d’inertie un autre énoncé. Convenons

(1) Les lois de la Mécanique classique conservent exaclement la méme forme en coor-
données obliques gqu’en coordonnées rectangulaires et les formules de la Mécanique ¢/éo~
rique y sonl exactement les mémes.
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d’appeler « systémes de référence équipollents » deux systémes de
référence formés de deux triedres de coordonnées équipollents au
sens géométrique ordinaire de ce mot, et supposés immobiles 'un par
rapport & 'autre; analytiquement, les formules de passage d’un sys-
téme de référence & un systéme équipollent sont de la forme

al = 4+ Ny,
Y =0
3 =5 4+ h,
t" = - .

Cela posé, attachons & un point matériel mobile, & chague ‘instant de
son mouvement,un systeme de référence de Galilée ayant pour origine
le point lui-méme (*). Le principe d’inertie s’énonce alors ainsi :

St un point matériel est soustrait « 'action de tous les autres corps et
qion lut attache @ chaque instant un systéme de réfeérence de Galilée
constamment équipollenl a lui-méme, les composantes de savitesse, déter-
minées & chaque tnstant par rapport au systéme de référence correspon-
dant, sont constantes.

2. On voit que la-structure de la Mécanique classique repose sur
deux notions : '

1° La notion du systeme de référence de Galilée (qui permet de
définirla vitesse d’un point mobile);

2° La notion de systéemes de référence de Galilée équipollents (qui
permet d’énoncer le principe d’inertie).

Il est essentiel de remarquer que Pavantage du second ¢noncé du
principe d'inertie tient & ce qu’id r'utilise essentiellement la notion de
svystémes de Galilée équipollents que pour deux systémes d’origines infini-
ment voisines. ‘

Dans toules les généralisations qui ont ¢té faites de la Méeanique

L

(1) Cela veul dire (ue le point est Porigine des axes de coordonnées el-que Pinstant
ol on le considére est pris comme origine du temps.



classique ou relativiste, la notion de systeme de référence de Galilce
est restée inébranlable; c’est sur la notion de systemes de référence
équipollents qu’ont porté au fond les modifications.

Restons toujours dans le cadre de la Mécanique classique, avec la
notion du temps absolu (mesuré avec une unité de temps lixée une
fois pour toutes). Nous allons voir qu’une modification de la notion
de systémes de référence équipollents va nous permettre d’étendre le
principe, d’inertie non seulement & un point matériel soustrait a 'ac-
tion de tous les autres corps, mats encore a un point matériel placé dans
un champ de gravitation. Rapportons la position d’un point dans
Pespace et le temps 2 un systeme de Galilée fixe dont nous appellerons
T, le triedre des coordonnées, et considérons un champ de forces
analogue au champ de gravitation, c’est-a-dire, au fond, un champ
d’accélérations (X, Y, 7).

Si, par rapport au systéme de Galilée lixe, la vitesse du mobile
al'instant ¢ est

Uy, ¢, w,

sa vitesse & 'instant ¢ + d¢ sera

u-+Nde, ¢+ Ydt, w+7di.

Attachons au mobile a I'instant ¢ un triedre de coordonnées T équi-
pollent & T, au sens géométrique ordinaire du mot, et de méme atta-
chons-lui a instant ¢ + d¢ un triedre T équipolient 2 T,. Ces triddres
ne définissent des systémes de Galilée que sil’on se donne leurs mou-
vements de translation rectilignes et uniformes par rapport a T,; s'ils
sont choisis, nous aurons délini deux systémes de référence de
Galilce d’"origines ‘
Xy Y, S, I
x+de, y+dy, 5+ds, -+ dt.

Appelons respectivement

a, b, ¢,

a, b, ¢

les vitesses de translation des triedres T et T" par rapport a T,. Cela
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posé, la vitesse du point par rapport au systéme de Galilée qui lui est
attaché a I'instant ¢ a pour composantes

w—d, ¢—=b, w--c;

[ vitesse par rapport au systéme de Galilée qui lui est attaché a I'ins-
tant £ + dt a pour composantes '

U+ NXdt—a', o+Ydt—0U, wa1de—c'.

Les composantes n"auront pas changé si 'on a

a'—a = Xdt, b —b=Ydlt, ¢—c=17dt.

Par suite, le mougvement d’un point matériel quelconque placé dans le
champ de forces considéré satisfera encore au principe d’inertie si ['on
congient de regarder comme équipollents deux systémes de référence de
Galilée d’origines infiniment vorsines

Xy V. 3, U

2 dr, v-a-dy, s-4dz, [+ dt,

lorsque leurs iriédres de coordonnées T et 1" sont équipollents aw sens geo-
métrique ordinaire du-mot, et lorsque de plus le triedre 'T' est animé par
rapport aw triédre T d’un moyyement de translation rectiligne et uniforme
de vitesse (X dt, Y dt, Z.dt).
Remarquons que, la encore, n'interviennent que les relations
mutuelles qui existent entre deux systemes de référence infiniment
voisins.

3. On peut présenter les choses d'une autre maniére, qui est
peul-étre plus intuitive et qui se rapproche davantage du point de vue
qui a servi de point de départ & M. Einstein dans sa théorie de la gra-
vitation. Imaginons un point matériel mobile dans le champ de forces
considéré et un triedre T ayant ce point pour origine entrainé avec lui
dun mouvement de translation. A chaque instant ¢ considérons le sys-
t(tme de référence de Galilée constitué par un (ricdre T coincidant
avee T & 'instant considéré el animé d'un mouvement de (ranslation
rectiligne et uniforme ayant pour vitesse la vitesse actuelle du point
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mobile (*); par rapport & ce systéme de Galilée, le point matériel a
évidemment( une vitesse nulle; son mouvement satisfait donc au prin-
cipe d’'inertie (constance de la vitesse) si les systémes de référence de
Galilée successifs définis par les triedres T sont considérés comme
tquipollents de proche en proche. On voit bien que la vilesse constante
du triedre T" correspondant i Pinstant ¢ + d¢ par rapport au triedre T
correspondant a 'instan( 7 esl ‘

Ndi, Ydt, 7dt.

Considérons, -par exemple, le champ uniforme constitué par la
pesanteur a la surface de la Terre, en supposant pour un instant que
nous puissions négliger le mouvement de la Terre par rapport a Ies-
pace absolu. En prenant un axe des z vertical et ascendant, deux
tricdres paralleles T et T considérés 'un & U'instant ¢, Uautre & P'ins-
tant ¢ —+ dt, seront considérés comme définissant deux systémes de
reférence de Galilée équipollents si le second est animé par rapport
au premier d'une vitesse verticale constante gde. Dans ce cas, on peut
attacher & toul événement (w, y, =, ¢) de 'espace-temps un systéme
de référence de Galilée de maniére que tous ces systémes sotent équi-
pollents entre cuz; il suffira de se donner le systéme de Galilée attache
d un événement particulier (4, Yos %95 Ly )3 tous les autres seront par-
faitement déterminés.

Celte circonstance ne se présente plus dans le cas général. La rela-
tion d’équipollence, ¢tant seulement définie de proche en proche, ne
permet de dire que deux systémes sont équipollents que si 'on se
donne le chemin suivi dans 'espace-temps pour aller de I'origine de
'un & Porigine de I'autre; deux systémes équipollents pour un certain
chemin cesseront de I’étre pour un autre chemin. Nous reviendrons
plus loin sur cette question fondamentale.

4. Convenons de dire que les conditions d’équipolience de. deux
systémes de Galilée d’origines infiniment voisines délinissent des pro-

(1) En réalitd, pourPusage quiest fait du ricdre T, on peut le remplacer par le iriedre T
lui-méme, qui joue ainsi, au point de vue de la wesure de la vilesse d'un point & ins—-
tant ¢, le role d’un triedre de Galilée.
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priétés géométriques (') de Uespace-temps. Les phénoménes de gravi-
tation passent alors de la Physique dans la Géométrie (*). Les compo-
santes N, Y, Z du champ de gravitation constituent essentiellement
les éléments de la structure géométrique de I'espace-temps (*). Les
relations

07, I)_Y . oNx 07, aY JX

) gy "oz 0z dx dr oy

vraies en coordonnées rectangulaires, traduisent des propriétés de
cetle structure.
Enlin, I'équation fondamentale de Poisson

(2) 0—X+QX+QZ':—Z;WJ

dax dy 03 2
qui, avec les précédentes, fournit les lois completes de la gravitation
newtonienne (*), montre que la densité de maticre d’un miltew continu
est la manifestation physique d’'une proprieté géometrique locale de
[espace-temps.

Nous retrouvons ainsi, sans sortir du cadre de la Mccanique clas-
sique, quelques-uns des traits de la théorie de la gravitation d’Einstein.
Le seul trait essentiel qui manque se rapporte i la liaison entre les
phénomenes de gravitation et les phénomeénes électromagnétiques.
Mais nous trouvons déja cette interdépendance de la structure géo-
matrique de I'espace-temps et de la matiere qui remplit Pespace.

(1) En réalite, ce sont des propriétés & la fois géomélriques et cinémalicues.

(*) Au fond, ¢'est 1a une autre manitre de dire que la masse d'inertie est identique a la
masse pesante, ou chcore qu’un champ de gravitation est un champ cinématique (champ
(racedlérations) plutot qu'un champ dynamique (champ de forces).

(#) Bn réalité, comme on le verra plus loin, cette structure ne fait intervenir les fone-
lions X, Y, Z qu'd des conslanles arbitraires prées. Cela correspond a ce fait qu’élant
lonné un systeme matériel soumis 4 un champ de gravilation uniforme, il est impossible,
par des expériences méeaniques faites 4 Uintéricur de ce systéme, de déceler ce champ
de gravitation; en particulier si l'on suppose que les étoiles produisent un champ de
gravitation uniforme dans Uétendue du systéme soluire, vien n’est  changer aux lois que
la Mécanique céleste prévoit pour les mouvements du Soleil et des planétes.

(*) 11 faut ajouter la condition complémentaire que les fonclions X, Y, Z s’annulent &

I'infini.
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5. Les considérations précédentes appellent des compléments. En
premier lieu, la réduction de la gravitation a la Géométrie n’est-elle
possible qu’avec une seule détinition de U'équipollence de deux sys-
temes de Galilée infliniment voisins ? Nous examinerons plus loin cette
question; contentons-nous pour le moment de remarquer qu’elle doit
étre résolue par la négative. Imaginons, en effet, deux systémes de
référence de Galilée d’origines infiniment voisines équipollents au
sens indiqué au n® 3. Les triedres correspondants (T) et (T") d’ori-
gines M et M’ sont équipollents au sens géométrique ordinaire du mot
et le triedre (1) est animé par rapport au (ricdre (T) d'un certain
wmouvement de (ranslation rectiligne et uniforme. Imaginons alors ue
nous remplacions le triedre (17) par le triedre (T7) de méme origine
qui se déduit de (T) par un mouvement hélicoidal d’axe MM, de sens
donné et de pas donné une fois pour toutes, ce tricdre (T”) étant
fixe par rapport au triedre ('17). Considérons un point matériel mohile
dans le champ de gravitation, qui soit en M & Pinstant 2, en M" & I'ins-
tant £ + dt. Sa vitesse a 'inslant ¢ + dz, ¢lant (res sensiblement portée
par la droite MM/, aura évidemment mémes composantes par rappor
au systeme de référence (87) défini par le triedre mobile (T7) que par
rapport au systéme de référence (8”) détini par le teicdre mobile (T7).
Par suite, si le mouvement du point vérifie fe principe d’inertie lors-
quon suppose les systemes (8) et (8") équipollents, il vérifiera égale-
lement le principe d’inertic avec la définition modifiée de Uéquipol-
lence.

Concluons de cet exemple qu'il exuste, tant qu’on se borne ala Dyna-
migue du point matériel, une infinité de definitions possibles de I’ équipol-
lence de deux sysiemes de référence de Galilée d’origines infiniment
voisines.

6. On pourrait penser que ces conclusions doivent é(re modifiées
si P'on fait intervenir la Dynamique des systémes matériels, car la
Dynamique du point néglige un ¢lément important, la rotation de
élément matériel sur lui-méme. Considérons une petite bille sphé-
rique animée d’'une rotation absolue constante; 'axe de cette rotation,
qui porte le moment cinétique de la bille, doit étre regardé comme
constamment ¢équipollent & lut-méme. Il semble done que notre con-
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vention primitive, dans laquelle les directions d’espace restaient ¢ qui-
pollentes & elles-mémes au sens habituel, soit la seule admissible.
Nous laisserons pour le moment cette question de coté, nous réser-
vant de montrer plus loin que les conclusions précédentes sont tris
prématurées et qu'au contraire [’indétermination révélée plus haut
subsiste tout entiére quand on tient compte des lois de la Dynamique des
systémes ('). Mais pour que la question puisse étre utilement étudiée,
il importe de remarquer que le point de vue nouveau auquel nous
nous sommes placé nous oblige & énoncer les lois de la Mécanique
sous une forme exclusivement locale, c’est-a-dire & tout ramener a la
Mécanique des milieux continus; nous ne savons pas, en effet, ce
(ue sont deux systémes de référence équipollents, lorsque leurs ori-
gines ne sont pas infiniment voisines. _

Mais afin de faciliter le passage de la Mécanique newtonienne i la
- Mécanique relativiste, nous allons montrer comment la conception de
I'espace-temps comme variété 4 quatre dimensions permet d’écrire les
¢quations de la Mécanique classique des milieux continus.

L’espace-temps a quatre dimensions et la Dynamique classique
des milieux continus. b

7. Placons-nous au point de vue de la Mécanique classique.
L’espace-temps ou Univers est une vcariéld a/fine. Voici ce qu’il faut
entendre par la.

Appelons vecteur d’ Univers 'ensemble de deux événements (chacun
focalis¢ dans le temps et dans P'espace) dont I'un sera dit Porigine,
Pautre Uextrémité du vecteur. Par rapport & un systéme de référence
de Galilée les composantes d’un vecteur d’Univers sont les quatre
quantités

t—t, a'—x, Yy —y, 3'—=s :

obtenues en retranchant les coordonnées de 'extrémité et de 'origine.
Si deux vecteurs d’Univers ont les mémes composantes par rapport &

(1) Sauf une restriction possible, »oir plus loin n° 46.
Ann. Ec. Norm., (3), XL. — NoVEMBRE 1¢23. 43
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un certain systéme de Galilée, ils ont aussi les mémes composantes
par rapport a tout autre systeme de Galilée; il y a Ia, pour deux vee-
teurs d’Univers, une propriété indépendante du systeme de référence
de Galilée au moyen duquel on définit analytiquement les deux vec-
teurs; nous dirons que les deux vecteurs d’Univers sont équipollents.
Il est évident que deux vecteurs d’Univers équipollents & un troisicme
sont équipollents entre eux. C’est Pexistence de cette notion d’équi-
pollence de deux vecteurs d’Univers que nous exprimons en disant
que I'Univers est affine.

Des quatre quantités

"
’ -

l'—ity a2, ¥y —y, 33—z

qui définissent analytiquement un vecteur d’Univers, nous dirons que
la premicre est sa composante de temps, les trois autres ses compo-
santes d’espace. Nous remarquerons ue la composante de temps est
indépendante di systéme de référence choisi. 11 n’en est pas de méme
du vecteur d’espace (ui a pour composantes, par rappor( au tricdre de
coordonnées T qui sert a déflinir le systeme de référence de Galilée,
les trois quantités 2’ — @, y' — y, ' — z; ce vecteur d’espace dépend,
non seulement du vecteur ’Univers donné et du (riedre T, mais
encore de la vitesse de ce tricdre par rapport & Uespace absolu.

Si maintenant nous considérons un point mobile rapporté 4 un
systeme de référence de Galilée, le vecteur d’Univers qui a pour
origine le point pris & Pinstantz et pour extrémité le point pris a
U'instant ¢ + dt, a pour composantes

. odt, dx, dy, ds;

-1l est, en sor, indépendant du systéme de référence; il en est de méme
du vecteur d’Univers

' dx dy ds
Cody’ o di’ de

qui s’en déduit en le divisant par dz. Si enfin on appelle m la masse du
point, le vecteur d’Univers

m, In -——-’LKI; n dy ds
. n -=— n ~— »
’ di’ dc’ dt
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a une signification en sof, indépendante du systéme de rvéférence
choisi. Cest le vecteur « quantité de mouvement-masse ». Sa compo-
sante de temps, la masse, est indépendante du systeme de référence :
sa composante d'espace, la quantité de mouvement, en dépend au
contraire.

On voit alors que le principe fondamental de la Dynamique du
point peut s’énoncer ainsi :

La dérivée par rapport au temps du vecteir d’Univers, quantité de
mouyvement-masse, est égale au vecteur d’espace « force ». ’

Cet énoncé contient a la fois le prineipe de la conservation de la
masse et la loi qui relie la force a I'aceélération.

8. Considérons maintenant un milieu continu rapport¢ a un sys-
teme de référence de Galilée donné, et prenons un volume & trois
dimensions de 'espace-temps. J'ai montré ailleurs (') que la masse
totale des éléments matériels qui se trouvent dans ce volume est repré-
sentée par 'intégrale

// /‘pd;rdya’:——pudytl:dl—-pvd:dxdl——-pu'dd:dydl,

en désignant par s la densité et par u, ¢, o les composantes de la
vitesse de chaque élément de matiere.

St lon suppose d’abord qu’tl n’y ait ni pression ni tension dans le
milteu, la quantité de mouvement suivant 'axe des du méme volume
sera donnée par 'intégrale

\

. ff/ pudrdyds —outdy dsdl—puy dsdr dt — pusvdx dy dt
et 'on aura de méme les composantes suivant I'axe des y et 'axe des =.
Nous désignerons respectivement par

i, 1, I, I,

¢

(1) E. CAnTAN, Lecons sur les Invariants intégraux, p. 33--37; Paris, Hermann, 1gva.
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les ¢léments sous le signc/ /(les intégrales précédentes @ ce sonl
les composantes de la « quantité de mouvement-masse » d'un élément
de matiere du milieu.

Désignons enfin par X, Y, Z les composantes de la force par unité
de volume.

Pour obtenir les équations de la Mécanique des milicux continus,
nous pouvons procéder de la manicre suivante : Considérons un
domaine a quatre dimensions de ['espace-temps. Décomposons ce
domaine de la maniére suivante : Prenons un élément de matiere
déterminé ; & chaque instant ¢ 'un des points matériels qu'il contient
a des coordonnées (z, v, 5); le point d’Univers (wx, y, =, ¢) ou bien
n’appartiendra jamais au domaine considéré, ou bien appartiendra a
ce domaine dans un certain intervalle de temps (¢, ¢,) : Pensemble
des points d’Univers constitués par les différents points matériels de
'élément matériel considére, pris entre Pinstant ¢, et 'instant ¢,, cons-
titue un des ubes d’Univers dans lesquels peut se décomposer le
domaine d’Univers donné. La frontiére de ce domaine est constituée
par.les éléements matériels pris aux extrémités ¢, et ¢, de intervalle
de temps qui leur correspond.

Cela posé, la variation géométrique du vecteur d’Univers « quantité
de mouvement-masse » de chaque ¢élément matériel, entre 'instan( ¢,
ot il entre dans le domaine d’Univers et I'instant ¢, ot il en sor(, est

égale & un vecteur d’espace dont les composantes sont

ot Iy ly
/ (Xdxdyds)dt, f (Ydxdyds) dt, f (Zdz dy dsz) de.
I3 / t

Autrement dit, intégrale du vecteur d’Univers « quanme de mou-
vement-masse » étendue « Za Jrontiére du domaine est égale a Uintégrale
a quatre dimensions du vecteur d’espace « force » etmdue au domazn('
lui-méme. Cela se traduit par les formules

(=,
. S W, =N\Ndtdx dy ds,
(5) ' .
.= Ydtdx dy ds,
W, =Zdidxdy ds,
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W — L% d(j:) z)(dif.) . f)(j;") u At do dy ds.
W — :o(slu) +o<3:ﬂ> . oc‘(o{%«;) *w dtda dy s,
= [ 250 - 250 1 2 A8 | sty
m— —Qi(‘)’_“_) +‘9(Z‘;‘” ‘”f);"’u ‘)(5‘:"2)3 didz dy ds.

En effectuant les calculs et simplifiant les trois dernitres équations
awmoyen de la premiére, on obtient les équations classiques

do  dipw)  d(ov)  d(sn)
Jt du - dy - 0z
du du Jdu Jdu .
o <Z)‘[— -t & 57 —+ ¢ '()—.)—’ﬁ-‘ﬂ (—)5> __X,
(¢ - Je o de o de\
2\ e UES Jdy Jdz )
dw

(()w
e . Jt -

En appelant dérivation exterieure (*) lopération qui permet de passer
d’un ¢lément d’intégrale étendue & une variéte fermeée 2 p dimensions
a I'élément d'intégrale égale étendue i la variété a p 4+ 1 dimensions
que limite la premiére, on voit qu'on peut énoncer le principe fon-
damental de la Mécanique des milieux continus sous la forme sui-

- O ('()n' .
“0z ()()_y+ ‘E>_ -

vante :

La dérivée extérieure de la « quantite de mouvement-masse » elémen-
taire est égale au produit de dt par la force de volume élementaire.

9. Nous avons suppos¢ dans ce qui précede qu’il n’y avait ni pres-
sion ni tension. On raméne le cas général au cas précédent en
convenant d’appeler quantité de mouvement (généralisée) de I'élément
de matiere le vecteur dont les composantes s’obtiennent en ajoutant

(1) C/f. E. CarTAN, Lecons sur les Invariants intégraux, Ghap. VII, p. G5.
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respectivement aux composantes primitivement écrites les quantités
= Pun &y dsdt — po dsdadt—p,..de dy di,
— Pyadydsdl—p, dsdedt—p,. dxdydi,
— papdydsdl — p.ydsdedt — p_; da dy di.

Dans la théorie cinélique des gaz, la pression est effectivement
considérée comme un flux de quantité de mouvement dva Uirrégu-
larité des vitesses des différentes molécules; les quantités désignées
plus haut par «, ¢, & ne représentent qu'une vitesse moyenne.

On retrouve les équations classiques de la Mécanique des milieux
continus en développant les équations (), ce qui donne

Jp dlpe) - Jd(pv) d(piw)

- - = 0,

ol dx dy dJds
<()u du i Jdu ()u) N OP N Iy + op.- — X,

Jﬁ“ “omT! o R oz Jy 0k

de de ; Jae Jdod Oy | OPyy | OPyz
P( G e o ) + O T ey,

(),“' dw Jdsv ()n'\ 0Pz | Py " ()/)-- iy
£ ){ dr dy s

] - e [—

R R A =

10. Ces équations ne sont pas completes. Cela tient en elfet & ce
(ue nous n’avons pas tenu compte du théortme des moments ciné-
tiques ()3 il se traduit ici par les égalités

/vn‘/"‘/"y I, — slly ::;f/.f‘/‘(‘).z —sY)dide d")’d:.’,
/f/: W, — 2l ‘/j/ /.(5\ —al)dtdr dy dz,
j/[z"--—}’[[ /]/‘/‘(v'ﬂy—"yX}dtcl.z_:dy(l:;

les inté rgrales des scconds membres sont étendues 4 un domaine
quelconque d’Univers & quatre dimensions, celles des premiers
membres i la fronticre & (rois dimensions de ce domaine. Ces équa-
tions donnent i

[yl ]—[ds 1,] =0,

ldsll,] —[dall; ] = o,

[delly] — [dy ] = o;

v
(1) On peut remarquer que la formulation analytique de ce théoréme ne suppose pas
les axes nécessairement rectangulaires.
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clles sontidentiquement vérifiées s'il n'y a pas de pression; dans le
cas géncéral elles donnent

Pzy— Pyz= 0,

Paz—Pza== 0,

Pye—Pay=0.

[1. On peut représenter les résultats précédents au moyen d'une
notation vectorielle simple. Désignons par les lettres

€y, €, € €

les quatre vecteurs d’Univers qui ont respectivement pour compo-
santes
, 0, 0, 0;

0, O, I, 0]
o, 0, o, I,

Les quatre derniers sont des vecteurs d’espace. Avec ces notations
la « quantité de mouvement-masse » d’un point matériel de masse m
est représentée par

. (’e N dx - a[ye = o )
m I e, —e,).
ST TN de TR de

St nous convenons encore de désigner par une lettre m un point
?
1T nivera - ApIvo dm o M ap pe o ] 2
d’Univers (¢4, @, y, 5), la dérvivie —= de ce point par rapport au temps
est le veeteur d’Univers de composantes

de  dy ds
Doae oa A4

on voit que la « quantité de mouvement-masse » d’un point matériel
est représentée par la notation
- dm

P —

dal

Les points et les vecteurs (libres) sont des formes géometriques du
premier degré. On peuat considérer aussi des formes géométriques du
second degré, qui représentent des systémes de vecleurs glissants.
On désigne par [mm’| le vecteur glissant qui a pour origine le point
d’Univers m et pour extrémité le point d’Univers m'. Ce vecteur
glissant a dix coordonnées pliickériennes qui sont les déterminants
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du deuxitme ordre formes avece le Tableau

on a évidemment
[mm]=—[mm'].

De méme on désignera par [me] le vecteur glissant obtenu en por-
tant & partir du point d’Univers m un vecteur équipollenta un vecteur
donné ej; les dix coordonnées plickériennes de ce vecteur glissant
sont formées avee le Tableau

1L ox y 3

o & 0 g,

ott figurent dans la seconde ligne les composantes du veeteur e. Enfin
la notation [ee’| désignera le bivecteur dont les dix coordonnées sont
formées avec le Tableau

. 0 0 1l

z
)
o H &

)

k]

!
’

Ay

des composantes des deux vecteurs libres e ot .

Dans chacun des cas précédents le vecteur glissant ou le bivee tvur
considéré peut ¢lre regardé comme le produit (t-\t(‘rwur) des deux
facteurs, qui sont des formes géométriques du premier degré (point
ou veeteur libre). Le produit de deux formes géométriques quelcon-
ques du premier degré satisfait & la loi distributive, mais change de
signe avee Uordre des facteurs. , .

12. Le vecteur glissant qui a pour origine le point d’Univers m qm
représente un point matériel donné & un instant donné, et qu’on
obtient en portant a partir de ce point sa « quantité¢ de mouvement-
masse », a pour cxpression '

m [m —lEj
at

m" _
:m [m %- g-::: [F!,

ct Péquation

ol F représente le vecteur glissant « force », contient, en méme temps
que le principe fondamental de la Dynamique, le théoréme des
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moments cinétiques; elle condense en effet les dix équations

dn _
de

;(;[(nz %>:\.

(%) =7

%(ml %_”M):t"

—;l—<mz Z%——my): tY,
—;'-<; -——nu ;—%>:)’Z—5Y’
Tl<md——_—m [-i—j):::.X—xZ
c%(mr '—,—-my dx):TY-yx

13. Revenons & la Mécanique des milieux continus. Désignons
par G le vecteur glissant qui représente I'élément a trois dimensions
de « quantité de mouvement-masse » et par F le vecteur glissant qui
représente la force de volume élémentaire. Les équations de la Méca-
nique sont condensées dans la formule
(6) G = [dtF].

On a du reste ici

G == [me, ]Il + [me, ]I, + [me, ]I, + [me,]II;,
F = |me(]X do dy ds + [me,]Y dz dy ds + [me;|Z dz dy ds.

Le calcul de G’ peut se faire en tenant compte de I’équation

dm = e, dt + e, dx + e, dy + e, ds;
il donne |
G'=[me,|Il'+ [me, ]I}, + [me, ]I} + [me,]Il;
+[epe, |[dtl,— dall] + [e,e.][detlly— dyIl] + [eoe;] [d¢ll.— ds1I]
+[e,e, ) [dyll;— d31l, ] + [e;e,] [dall,— dxll.] + [e, @] [dz I, —dy 11, ].
44

Ann. Ec. Norm., (3), XL. — NovEMBRE 1923, .
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On vérifie facilement que les coefficients de [e,e,], [e,e.], [e,€,]
sont nuls d’eux-mémes. :

Si I'on supposait qu'il agisse sur chaque ¢lément de matiére non
seulement une force, mais un couple, ’équation fondamentale (6) ne
changerait pas, mais il faudrait ajouter & Uexpression de F des termes
de la forme

[eses]Ldxrdyds + [ese, |Mdxdyds + [e,e,|Ndxdyds.

On aurait alors
Py — Pyz = L,
Doz — Par = M,

Pye— Pay = N.

Il est bien évident que de I'équation (6) on peut déduire I'¢quation
fondamentale de la Dynamique du point matériel en supposant que la
maticre soit condensée dans une portion d’espace (rés petite; on
obtiendrait alors

dG = dtF.

14. L’équation (6) va nous permettre facilement d’écrire les équa-
tions de la Mécanique des milieux continus en attachant & chaque
point d’Univers un systéme de référence de Galilée variable. Nous
désignerons encore par e,,-e,, e,, €, les vecteurs libres d’Univers qui
définissent le systeme de référence de Galilée attaché au point m. En
passant d’un point m & un point infiniment voisin m’, ces vecteurs
libres varieront, mais la composante de temps du vecteur e, restera
constamment égale & 1, et les composantes de temps des vecteurs e,
e.,, e, resteront constamment nulles. On aura done des formules de la
forme (')

dey=wle, - nje,+ uj ey,
de,=wnle;+ wie,+ wles,
de,= onle;+ mwie,+ wle,,
' de;=uwnle + nie,+ w}e,,

(7)

les o/ ¢tant des expressions linéaires par rapport aux différentielles

(1) Nous supposons, comme au n°® 1, que les axes des tricdres de coordonnées ne sont
pas nécossairement rectangulaires. B
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des quatre quantités qui servent & définir, d’'une manicre dailleurs
arbitraire, les différents points d’Univers. Désignons alors par

)
(8) dm = w'ey+ w'e; + n2e, + w'e,,

le vecteur libre d'origine m et d’extrémité m’; ©° est simplement
9, » ’ . . -
Pintervalle de temps élémentaire correspondant. On aura encore ici
des expressions de la forme
G=[me,]ll +[me, I, + [me,]I[,+ [me;]Il,,
F=[me,]Xo'n*w*+[me,]|Yo'ne®+[me,;|Zn'n?n?;

seulement I'expression de G’ deviendra plus compliquée, puisque les
vecteurs libres e,, e,, e,, e, ne sont plus fixes. On aura
G'=[me, | I'+ [me, ][I+ o} + 0} W+ ol I, + ol I ]
+[me,] [+ w2l + 0+ o, + o]
+ [mey] [} + ol -+ o3 I+ o 21, + o1l
+[ege, [0, —olll |+[e,e,] [0, —~ oIl | +[e ;] [ T,— w3il]
-+ [eq0; ][0l — oIl | +-[e5e, ] [0 I ,— o' IL.] +[e,e,] [0 ],—e 1], ].

On en déduit immédiatement les équations cherchées.

La connexion affine de 1'Univers de la Mécanique classique.

15. Nous avons admis dans ce qui précede la définition ordinaire
de 'équipollence des vecteurs d’Univers. Mais les formules obtenues
seraient encore valables avec une définition arbitraire de I’équipollence
de deux vecteurs d’Univers d’origines infiniment voisines. Avec cette
nouvelle définition, les formules (7) conservent leur forme mais avec
des coefficients moduifiés ().

A

(') 1l importe de remarquer que si I'on attachail & chaque point d’Univers un autre
sysléme de référence de Galilée, défini par exemple par '

ey = e, -+ ue, e =0, e.=8)  e;= e

les formules (7) devraient 8tre modifiées en conséquence; en particulier wj serait rem-

placé par wh= v+ uw} -+ du.



348 E. GARTAN.

Supposons que les seules forces de volume qui interviennent sotent
dues & la gravitation, ce qui est effectivement le cas dans les appli-
cations; définir 'équipollence de deux systemes de Galilée d’origines
infiniment voisines revient évidemment & définir I'équipollence de
deux vecteurs d’Univers d’origines infiniment voisines. Si I'on peut
choisir cette définition de manitre & supprimer les forces de gravita-
tion, les équations de la Dynamique se réduiront a

G'= o.

Or prenons pour e,, e,, e,, e, des vecteurs équipollents au sens
ordinaire aux vecteurs-unités d’'un systéme de référence de Galilée
fixe et prenons

ol =—Xdt, wi=—Ydt, b= — 7 dt,

wh=o (i, /=1, 2, 3).
{

Les équations de la Mécanique deviendront
IV =o, I, — X [dell] =o, W~ Y[dtll] = o, I, —7Z[dell] = o,
ou encore
' =o,
W.=pX[dtdedyds],
W =pY[didrdyds],
W, =pZ [dt dx dy ds];

ce scront les équations classiques de la Dynamique d’un milieu maté-
riel continu soumis 4 une force de volume proportionnelle a la. masse.
Il suftit de prendre pour X, Y, Z les composantes de I"accélération due
a la gravitation pour faire rentrer la gravitation dans la Géométrie.

Le résultat qui vient d’étre obtenu est identique a celui qu’avait
fourni directement la Dynamique du point matériel. Les formules

(leo‘::-——X dlei—-' Y dteg—Zdlegy
de,= de,=— de;—o
siguifient en effet que deux systemes de référence de Galilée d’origines

¢, oz, Yy, 5,
t+ dt, x + dz, ¥y +dy, z+ds
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sont regardés comme équipollents lorsyue les tricdres correspondants
T et T’ sont équipollents au sens ordinaire, le tricdre T/ étant animé
par rapport au tricdre T d’un mouvement de translation rectiligne et
uniforme de vitesse (X d¢, Ydt, 7 dt).

16. Convenons de dire qu’une définition donnée de I'équipollence
de deux systemes de Galilée d’origines infiniment voisines définit une
connexion affine de 'espace-temps. Il est facile maintenant de voir si
les phénomenes de gravitation sont compatibles avec plusieurs
connexions affines distinctes de I'Univers. Faisons auparavant la
remarque importante que bien que la connexion affine de I'Univers
dépende de la distribution de la matiére dans lespace, néanmoins, elle
n’est pas modifiée sensiblement par ['introduction de faibles masses dans
une région donnée de I’Univers. Si nous raisonnons sur le systéme
formé par une de ces faibles masses, la connexion affine de I'Univers
en chaque point d’Univers correspondant ne dépendra pas de I'état de
ces masses. Toute modilication (imaginable) de la connexion aftine de
I’'Univers se traduira dans I'expression de G’ par 'addition des termes

(9) [me,][w}ll +o!l,+o!,+ ol 1L]
+ [me,][m I+, + oI, + o311 ]
+ [mey] [ + w} L, + o3, + =3Il ],

i

ot 'on a désigné par =, =/ les modifications subies par les compo-
santes o, o/ de la connexion affine. Les seules modifications possibles
sont donc celles qui annulent les trois quantités entre crochets, et
cela quelles que soient les valeurs numeériques des quantités qui caracté-
risent I’état du miliew materiel.

Placons-nous d’abord au point de vue le plus général possible, la
connexion affine permettant I'équipollence de deux systemes de réfé-
rence de Galilée dont I'un aurait un triedre (T) trirectangle, autre un
triedre (T") non trirectangle. Supposons encore, ce qui est permis,
que les vecteurs e,, €,, e,, e, utilisés dans les formules (7) soient
toujours équipollents entre eux au sens habituel, c’est-a-dire que tout
soit rapporté a un systéme de Galilée fixe. Posons

W, = 7ho Al yi1 A%+ 7oy Ay + Y0 ds,
wl =yl dt + 7l do + iy dy + i, ds.
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Les coefficients des formes I, 11, IT, II; sont

P> Pl pYs P
0 W Py pPUY A Doy, PUW = Pz, ey PV Pz

on peut, pour annuler les trois expressions entre crochets des for-
mules (7), les regarder comme indépendants. En portant successi-
vement son attention sur chacun d’entre eux, les altres étant regardés
comme nuls, on arrive anx formules

i o o ko
(10) 700 =9, Yoj="jor Vij= i

. elles expriment tout simplement que les trois formes différentielles qua-

dratiques _ _
wh di + o dx + b dy + o' ds (i=1,2,3)

sont identiqguement nulles. )
On arriverait au méme résultat si 'on utilisait simplement la Dyna-
mique du point matériel; I'égalité
d o Lo d.::+e (/y+e ds\ o
de\™" T Thd die U Thde) T 7
ol 'on tient compte des relations (7), reste en effet valable en modi-
fiant les coefficients w{, w! de ces relations par l'addition des
termes @, o/ sil'on a
- da ;ady ;- ds

wY) -+ T, — +®y o + @

Ydt .'(72:0,

et cela quels que sotent les rapports mutuels de dx, dy, ds, dt : on arrive
exactement aux mémes conclusions.

Les conclusions au contraire seraient différentes, si 'on ne suppo-
sait pas la symétrie des composantes de la pression; cette symétrie
disparaitrait nécessairement si l'on admettait. 1a possibilité de
couples (') agissant sur un élément matériel. Dans ce cas, il faudrait
que 'expression (g) fit identiquement nulle, méme en supposant

I).IJ_Y" /— _[);;':x:a Pyz V—E']):ya ]):..:n 2 Pize

() Ce cas se présenterail pour un aimant placé dans un champ magnétique.
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On verrait alors facilement que tous les coefficients i devraient étre
nuls = il ne resterait que g coefficients arbitraires au lieu de 18. Dans
ce cas, el dans ce cas seulement, la Dynamique des milieux continus
impose & la connexion affine de ['Univers des conditions plus restric-

tives que la Dynamique du point matériel. ’

17. Supposons maintenant que la connexion affine conserve le
caractere métrique de I'espace, c’est-a-dire qu’un systéme de réfé-
rence constitué par un triedre trirectangle ne puisse étre équipollent
qu'a un systéme de référence également constitu¢ par un triédre
trirectangle. Dans ce cas-l4, si 'on attache & chaque point d’Univers
un systéme de référence de Galilée tel que les vecteurs d’espace e,
€., e, solent rectangulaires et de longueur égale & 1 (ce qui suppose
choisie une fois pour toutes une unité de longueur), les formules (7)
subsistent, mais on a entre les co{ les relations qui se déduisent des

formules
(e;)“::l, €;6;=0 (L.;éj:-laz,?’):

ces relations sont _ o

wh=—o, o) 4+ wi=0;
les trois quantités o) = — 0!, o} =—w}, o] = — w, sont les compo-
santes de la rotation qm améne le medre T a étre équipollent au
triedre T7.

Les modifications qu’il est permis de faire 4 la connexion affine de
I’'Univers sont alors définies par les méme conditions qu’au n° 16;
seulement le fait qu’on a

B =0l +wi=0
réduit & quatre le nombre de coefficients arbitraires : on a (*)
wl=rdy —qds, wi=pds —rdx, @y = qdx —p dy,
wi=—wi=pdl +hdr, wl=—sl=qdi+hdy, v}=—vi=rdi+hds.

Si I’on ne supposait pas lasymétrie des composantes de la pression,
le coefficient A deviendrait nécessairement nul.

(1) L'interprétation géométrique de ces formules serait facile.
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18. Nous verrons plus loin comment, suivant qu’on se place au
point de vue du n° 16 ou au point de vue du n° 17, entre toutes les
connexions affines compatibles avec I'expérience, il en est une qui se -
distingue des autres par des propriétés intrinseques. Remarquons
cependant qu’on pourrait imaginer une théorie mécanique dans
laquelle le moment cinétique d’un élément de matiére par rapport i
un point pris & Pintérieur de I'élément ne serait pas infiniment petit
par rapport & la quantité de mouvementdu méme ¢lément; on pourrait
supposer aussi que I'état de tension du milieu se manifeste par des
couples et non seulement des forces agissant sur chaque élément plan.
Dans ces conditions I'expression analytique de G- devrait contenir des
termes en [e,e;| ct [e;e;], el alors la connexion affine de I'Univers
reléverait uniquement de 'expérience; les fails mécaniques seraient
compatibles avec une seule définition de I'équipollence de deux sys-
temes*de Galilée d’origines infiniment voisines.

L’espace-temps de la relativité restreinte et sa connexion affine.

19. La théorie de la relativité restreinte admet les mémes systémes
de référence de Galilée que laMécanique classique; laseule différence,
essentielle il est vrai, réside dans les formules qui permettent de
passer des coordonnées (¢, #, ¥, z) d’'un événement rapporté 4 un
premiersysteme'de référence de Galilée aux coordonnées (¢,, x,, ¥4, =,)
du meéme événement rapporté i un autre systéme de référence de
Galilée. Ces formules sont encore linéaires, ¢’est-h-dire que I'Univers
de la relativité restreinte est affine, mais la composante de temps ¢
d'un vecteur d’Univers n’est plus invariable. Ce qui ne change pas,
c’est expression

(== (2 —aP—(y —y)— (5'—2),

ol ¢ désigne la vitesse de la lumitre dans le vide. Deux vectleurs
d’Univers admettent par suite un invariant, leur produit scalaire,
qui est

200’ — &' —-mn' — ¢¢',
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en désignant respectivement par

les composantes des deux vecteurs.
St en particulier on désigne comme plus haut par e,, e,, e,. e, les
vecteurs-unités attachés a4 un systéme de référence de Galilée, on a

les formules

(Il) ' ‘\ (e1) ﬂ:cz’ (61)2:(e2)3:(e3)2=~1’
/

| e,e,=o, ee;= o (=)

20. Si 'on considére un systéme de référence de Galilée variable
dépendantd’un ou plusieurs parametres, on aura, pour toute variation
infiniment petite des paramétres, des formules

\ dey==mye,+ wle + wie,+ wle,,
(12) de == wie)+ wie + wje,+ wje,,
) ’ dey=— ) 8, + h)é e+ (11‘.:;32 -+ ")g €,

de;=mye,+ mie + )€+ ule,,

ot les f sont linéaires par rapport aux différentielles des parametres.
Ces expressions ne sont pas absolument quelconques, car les rela-
tions (r1) doivent toujours étre vérifiées. En les différentiant, on
obtient facilement

(13) ) =o, wh = c*nf, wi +wi=o (¢, /=1, 2,3).

Il reste donc en somme six expressions indépendantes, et six est bien
effectivement le nombre des paramétres dont dépend ’orientation d’un
systeme de référence de Galilée. '

Dans les formules précédentes, les expressions w,, w;, w; repré-
sentent la vitesse (infiniment petite) changée de signe du mouvement
de translation rectiligne uniforme dont les axes du second systeme de
référence sont animés par rapport aux axes du premier.

FaN
[

Ann. Ee. Norm.; (3), XL. — DECEMBRE 1923."
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On remarquera qu'on retrouve la loi de dépendance de deux sys-
temes de Galilée infiniment voisins dans la Mécanique classique (')
en supposant ¢ infini; les formules (13) deviennent en effet

&)g = 0, 0)? =0, r,)}[+ (”5': o.
21. La Dynamique du point inatériel. — En relativité restreinte, la

notion du vecteur « quanllle de mouvement-masse » peut encore étre
mise & la base de la Dynamique du point matériel : ¢’est le vecteur

dx dy s
m e°+elTL+ ﬂdl_l_e’dt)'

La masse au repos . du point matériel est, & un facteur constant
pres, la racine carrée du produit scalaire du vecteur « quantité de
mouvement-masse » par lui-méme; d’une maniére plus précise, on a

ce nombre w1 est attaché a chaque point matériel, de méme (u’en
Mécanique classique la masse ordinaire.

L’expression analytique du vecteur « quantité de mouvement-
masse » prend une forme plus symétrique si Uon introduoit le temps
propre du point défini par

{7 = \/j (% — -cil' ‘j‘f‘ff.}f__‘j:fif_' = \/1 — \(r: dt == %(/l.

o

u

(;zz ,) + (dt) V \“
- = m ] — (_

= m P

Le vecteur quantité de mouvement-masse devient alors

J(e dl o ii dy ds\
I 0 -+ i ‘l"e?'("i; "l"e.';t—E>,

dans cette expression les quantités p. el d= sont indépendantes du
systéme de référence.

Le principe fondamental de la Dynamique peut s’énoncer ainsi :

La dérivée par rapport au temps propre du vecteur d’Univers « quan-
tité de mouvement-masse » estégale au vecteur d’Univers « hyperforce »

eR+e,X+eY+e,Z.

(1) Il g'agit de systemes de Galilée a triédres trirectangles, comme au n® 17.
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Ge vecteur hyperforce a une signification indépendante du systéme de
référence, et I'on a

dm  dm d= VA
= = h\/ T— s

T ds di
) =)=y =
)= =
(o) () /T

La force, au sens habituel du mot, est done la composante d’espace
\rn
de 'hyperforce, multipliée par \/1 —

On a d’autre part, entre R, X, Y, Z, une relation nécessaire, qui
exprime la constance de lamasse au repos du poin t:
) - 0,

. dm dr d ( dx - dy ( B ( ds
M T M ar e\ dr ) T " e de ) a’t ARSI

ou
ARdt=Xdor +Ydy +7Zds;

cette relation exprime que le travail élémentaire de la force est égal a
la différentielle de la quantité me?*; cette quantité est I'énergie du point

matériel

dans une premiére approximation, elle est égale &
' .2 f V2
[C= g{i

ou encore
J -
et 4+ —mV?3,
9

si I'on suppose V trés petit par rapport i c.

22. La Dynamique des milieux continus. — Si Uon se place dans le
cas particulier ot aucune force de volume n’agit, les équations de la
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. .y . Y . N
Dynamique des milieux continus sont essentiellement les mémes que
dans la Dynamique classique. On forme le vecteur glissant qui repré-
sente la quantité de mouvement-masse d’un élément de matiére

G=|me Il + [me,|Il.+ [me, |Il,+[me, ]Il

et Pon écrit que la dérivée extérieure G est identiquement nulle.
Sile milieu est rapporté & unsystéme de Galilée [ixe, on peut encore
mettre les composantes II, II,, 11, II; sous la forme
I =pdrdyds —pudydsdt—podsdedt— pyvdedydi;
H,=ull —p,.dydsdt— p,,dsdedt— p,;dzdydt,
Oy=vll —py,dydsdi — p,,dsdxdi— p,;dz dy dt,
I =wll —p,,. dy ds dt — p;, ds dre di — p; da dy dt.

La densité au repos o, de Vélément de matiére considéré est donnée
par - '
- . . . | - - - — | . .
poldt de dy ds| = [dill] — [ dall,]— = [dyll,]— Z[dslls],

formule dans le second membre de laquelle intervient le. produit
scalaire du vecteur (dt, dx, dy, d=) et du vecteur (11, M, 1L, 1I.). En
développant on trouve (")

U = 0% = I _

Dy=10 ( I-- T , TR (P Pyyt Pss)-

Les équations de la Dynamique des milieux continus sont donc
identiques a celles de la Mécanique classique, dans le cas otril n’y a
pas de forces données.

Si I"on attache & chaque point d’Univers un systeme de référence de
Galilée variable, on aura '

G = [me,][IN + wll,+ w)ll, + wl I |
+[me (I, +wlll +w! I, + ! ,]
+[me,] [, + oI + will,+ will.]
+[me, ][I} + will + w}ll, + oill,]
+[eje ][0Il —~n'll ]+ [e,e,] [m°Il, — 020l |+ [e,e,] [ ll; — Il |
+ (82,1 [0 1L, — w*T1,] + [050,] [/ T, — w'IL, ] + [e,e,] [ o' My 0?1,].

(1) Il est & vemarquer que P’é!ément de volume [dtdady dz] étant indépendant du
systeme de référence choisi, la quantilé py a une signification indépendante de ce systeme
de référence. It n’en est naturellemment pas de méme de la densité apparente g.



VARIETES A CONNEXION AFFINE. THEORIE DE LA RELATIVITE GENERALISEE. r)‘:)’;

23. Recherchons si plusieurs connexions affines distinctes sont
compatibles avec 'expérience. On passe d'une connexion affine i une
autre en faisant subir aux composantes w’, / des variations @, @/
satisfaisant naturellement i

W =cwl,, @i+ whi=o,
et ces variations devront annuler les quatre expressions

[ ] + |y ] + =1 ],
fay I |+ @il ]+ | =il ],
LIl ]+ [ =L | + [w3115]).
[@310 |+ [ ,] + [21L,],

et cela quel que soie Uétat de Uélement de matiére considéré. Sinous
supposons le milieu matériel rapporté a un systeme de référence de
Galilée fixe, nous trouvons, comme au n° 16, que les formes quadra-
tques

! dl + @) dr + whdy + w ds (i=o0, 1, 2,3)

doivent étre identiquement nulles. On retrouve pour les o et les &,
exactement les mémes expressions qu'au n° 17, avec quatre coef-
ficients arbitraires p, ¢, r, . '

Si 'on admet une conception plus large de la Mécanique des milieux
continus, la « quantité de mouvemen(-masse » élémentaire contenant
des termes en [e, e;] ¢t [e;e;]. il ne reste plus aucun coefficient arbi-
traire el la connexion affine de Uespace-temps reléve uniquement de
lexpérience ().

24. La gravitation en relativité restreinte. — Dans la Mécanique clas-
sique, les équations
my =— X dt, wi =—Ydt, wd = —Z dl,

wi=o0 (Lj=1,12,3),

(1) Il en est ainsi si I’on suppose simplement la possibilité de couples agissant sur des.
éléments de maliére, parce qu'alors le coefficient / est nécessairement nul, et, comme
les quantités p, ¢, r, 4 se transforment entre elles par un changement du systeme de
référence de Galilée ( ¢e sont les composantes d’un vecteur d’Univers), on est obligé de
supposer également que p, ¢, r sont nuls.
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qui deéfinissent la connexion affine permettant de fare rentrer la gra-
vitation dans la Géomeétrie, conservent leur forme quel que soit le
systéme de référence de Galilée choisi comme systéme fixe.

En relativité restreinte, si 'on admet les lois de la gravitation new-
tonienne pour le systéme de Galilée formé d’axes ayant pour origine
le centre de gravité du systeme solaire et dirigés vers des étoiles lixes,
ces lois ne conservent plus la méme forme pour un autre systeme de
reférence de Galilee. Si Pon postule, avee Kinstein, que la forme des
lois de la gravitation doive étre la méme quel que soit le systeme de
réference de Galilée adopte ('), on est oblige de modifier ces lois;
mais, ce qu’il importe de remarquer dés maintenant, c'est que la
réduction faite par Hinstein 'de la gravitation & la Géomdétrie est essen-
tiellement de la méme nature que celle qui a ¢66 indiquée au début de
ce Chapitre.

25. Le point de vue de la relativite genéralisée. — Nous avons supposé
jusqua présent Uexistence elfective de systémes de référence de
Galilée permettant de repérer tout 'espace-temps. Au point olt nous
sommes arrivés, on voit comment on peuat se passer de cette hypo-
these. 11 sulfit en effe(, pour que Pon puisse formuler les lois phy-
siques, que les deux conditions suivantes soient réalisées :

10 On dispose, pour mesurer les grandears d"élat physiques, d'un
systtme de référence susceptible, pour le petit morceau d’espace-temps
o se (rouve Pobservateur, de jouer le role 'un vrai systéme de
Galilée (*);

2° On connait la connexion affine de I'espace-temps, ¢’est-i-dire on
sait comment doivent étre comparées les observations faites par rap-
port & deux systémes de référence de Galilée d’origines infiniment
voisines; cela revient a dire que I'on connait la transformation du
groupe de Lorentz-Minkowski qui améne en coincidence les deux
systemes de référence; analytiquement, cela s’exprime par la connais-
sance des coetlicients des formules (8) et (12).

71} Nous verrons plus loin ce que signifie exactement celte phrase.

(2 Ce n'est naturellement pas ici le lieu d’insister sur les difficultés que peut présenter,
dans la pratique, l'assimilation de tel ou tel systéme de référence i un systeme de
Galilée.

-
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Nous allons maintenant passer a la théorie des variétés h connexion
affine. Nous reviendrons ensuite sur Papplication de cette théorie a la
relativité généralisée, et nous examinerons de quelle maniére les lois
de 'Electromagnétisme contribuent & notre connaissance de la con-
nexion affine de 'Univers.

CHAPITRE 11

LES PROPRIETES FONDAMENTALES DES VARIETES A CONNENION AFFINE.

L’espace affine.

26. En Géométrie ordinaire, il existe des propriétés des figures que
Pon appelle propriéiés affines : ce sont celles qui se conservent lors-
qu’on effectue une transformation homographique quelconque conser-
vant le plan de I'infini. Les notions de vectenr, ('équipollence de deux
vecteurs, de somme géometrique de deux vecteurs, sont des notions affines:
il ”’en est pas de méme de la notion de longueur ' un vecteur, qui est
une notion métrique. En Géometrie affine, on ne peut comparer que
les longueurs de deux vecteurs paralleles. La théorie des systémes de
vecteurs glissants, de leur équivalence, de leur réduction & unvecteur
et & un couple, est aussi une théorie purement affine, malgre la forme
métrique sous laquelle elle est d’habitude enseignée.

En Géométrie affine, le systeme normal de coordonnées est le sys-
teme de coordonnées cartésicnnes; en prenant une origine o et trois
vecteurs (non coplanaires) e,, e,, e, issus de o, tout vecteur peut se

mettre sous la forme
xtey -+ xle, + xiey,

et tout point m peut aussi s’écrire sous la forme

m=—o - a'e, + z*e,+ xrey,
en désignant par m’ — m le vecteur (libre) d’origine m et d’extré-
mité m’ (on tout vecteur équipollent).

Imaginons que 'on fasse correspondre a chaque pointm de I’espace
un systéme de référence cartésien d’ovigine mj; soient e,. e,, e, les
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trois vecteurs qui définissent, avec m, ce systéme de référence. Nous
pourrions méme imaginer qu’a chaque point m on fasse correspondre
une infinité de tels systémes de référence. Nous aurons ainsi un
ensemble de systémes de référence dépendant d’un nombre de para-

meétres pouvant aller jusqu’a 1235 nous appellerons u; ces parametres.
- Lorsqu’on fait varier infiniment peu les parameétres, le point m et
les vecteurs e,, e,, e, subissent des variations infiniment petites, qui
sont des vecteurs, et qui sont par suite exprimables linéairement au
moyen de e, e,, e,. Soit ‘

dm = n' e; -+ u? e, -+ »’e;,
» ( de, == nle, + nie,+ mi{eg,
de, = mle, + nie,~+ nies,,
L dey = nle - i e, e,

Les o et o/ sont linéaires par rapport aux différentielles du;; ces
douze formes de Pfafl permettent en somme de repérer le systeme de
référence d’origine m + ¢m par rapport au systeme de référence d’ori-
gine m. On peut encore dire qu’elles définissent le petit déplacement
affine qui permet de passer de celui-ci & celui-Th.

Les formes o' et @/ ne sont pas arbitraires. Les intégrales

/dm, /(le,, [{/eg, /zle,,

étendues & un contour fermé quelconque sont évidemment nulles. Or,
en les transformanf en intégrales de surface, on obtient

/ dm :/f(m’)'e, “+ (02) ey+ (0°) 83+ de;my + de, vy -+ de;sng,

]

ou, en (enant compte des formules (1) elles-mémes et faisant les
réductions, . :

v
[{lm :/f [(w!) —wlnl—n20l —wial]e,

: 2)/ P 2,0 3,027 5.7 b 2,0 3, 3t
A [(0) — olnt—nol —oPni)|e, -+ [ (0% —ntnl—ntel — ninl|e,.



VARIETES A CONNEXION AFFINE. THEORIE DE LA RELATIVITE GENERALISEE. 301

On a de méme
(/el //[m )= X 'n‘lel [((w}) — Zwjw?les+ [(0})'— Jojnl]es,
/(’e»—f/ (o) — Sofufle,+ [(62)/— Soi0t]er [(wd/— Sofoilen
/{/63: /h /,‘[(0) —Xoiwlle + [(0)) — S L w2]es+ [(w8) — Swint]es.

En annulant les seconds membres et en remarquant que ces seconds
membres, étant des vecteurs, doivent avoir leurs trois composantes
nulles, on obtient les formules

/ k=3
\ (i) = E [mh o] (i=1. 2, 3),
k=1
(2) ‘ 5
’ (f) = 2 [ofef] . (ij=1,2, 3).
k=1

Elles définissent ce qu'on appelle la structure de Uespace affine; elles
en condensent loutes les propriétés. .

On peut retrouver ces formules par un procédé un peu diffé-
rent, quoique, identique au fond. Considérons un point fixe a: soient
2, 2%, 2® ses coordonnées par rapport au systéme de référence attaché
au pointm; on pourra poser

a==m -+ axle,+ z?e,+ x'ey,

d’ou, en différentiant et tenant compte de (1),

da = (dz'+ o'+ 2ol + 2?0l + 2%wl) e,
A (d2?+ 0+ 2 i+ 220+ 22 0)) 8+ (dr’+w'+ 2w+ 2’0l + 2% 0}) es.

Le point a étant fixe, on a donc
g dz' + o'+ z'ew! +~2*el +23w] =o,
v A2+ 0+ 2l o} + 2?0} + 2Pw] =o,

(3)
z dzd+ o + 2' 0} + 2?0f + 2wl =o.

En exprimant que les équations (3) sont complétement intégrables,
on retrouve les formules de structure (2).
‘dnn. Ec. Norm., (3), XL. — DicemBre 1923. 46
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La notion de variété a connexion affine.

28. Considérons maintenant une variété numérique a trois dimen-
sions, dont chaque point m est supposé défini par trois nombres «',
w*,u*. Faisons correspondre parla pensée & chaque point m un espace
affine contenant ce point, et soient e,, e,, e, (rois vecteurs formant
avec m un systéme de référcnce pour cet espace. La variété sera dite
4 « connexion affine » lorsqu’on aura défini, d’une maniére d'ailleurs
arbitraire, une loi permettant de repérer 'un par rapport a lautre les
espaces affines attachés d deux points infiniment voisins quelconques m
et m’ de la variété; cette loi permettra de dire que tel pointde I'espace
affine attaché au point m’ correspond i tel point de Pespace affine
attaché au point m, que tel vecteur du premier espace est paralléle ou
équipollent & tel vecteur du second espace. En particulier, le pointm’
lui-méme sera repéré par rapport a I'espace afline du point m et nous
admettrons la loi de continuité d’aprés laquelle les coordonnées de m’
par rapport an systéme de référence affine d’origine m sont infiniment
petites; cela permettra de dire en un certain sens que I'espace affine
attaché & m est Pespace affline tangent i la variété donnée (*).

D’apres cela, si 'on attache 4 chaque point m, dans I'espace affine
tangent, trois vecteurs de référence e,, e,, e, (pouvant méme dépendre
de paramétres arbitraires), la connexion affline de la variété s’expri-
mera par des formules identiques de forme 2 (1) :

{dm=o'e + o?e,+ o’ ey,
| de; = v} e+ wie,+ n}e, (i=1,2,3),

()

(1) On pourrait évidemment, comme on le fait d’habitude, remarquer qu’au voisinage
du point m il existe un repérage affine pour les points de la variété, ne serait-ce que
celui qui consiste & attribuer an point défini par «/ - duiles coordonnées cartésiennes du?;
en ce sens, I'espace alfine attaché 4 m esl bien tangent & la variété. On pourrait supposer
aussi que la variéte est plongée dans un espace affine 4 un nombre plus ou moins grand
de dimensions el que 'espace affine atlaché a m est cffectivement 'espace plan tangent &
cette variété. On pourrait enfin regarder I'espace affine atlaché & m comme la variété
elle-méme qui serait pergue d'une mamére affine par un observateur placé en m. Tous
ces points de vue sont compalibles avec le point de vue du lexte qui me semble logique-
ment préférable.
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dans lesquelles les wf et ! sont des formes linéaires par rapport aux
différentielles des paramétres dont dépend le systéeme de référence
variable, les w’ ne dépendant que des différentielles du', du®, du®.
Elles s’interpretent en disant que tout point m’infiniment voisin de m
sur la variéte doit étre regardé comme le point

m- w'e; + we,+ mle,

de I"espace affine tangent en m (*); de méme le vecteur e attaché hm’
est équipollent au vecteur

e+ wle +mnie,+ wnle;

de I'espace affine tangent en m. Naturellemént, eette équipollence ne
doit étre considérée comme avant un sens qu’aux infiniment petits du
second ordre pres. '

On peut adjoindre aux formules (1) celles qui permettent de passer
des coordonnées x* d’un point de l'espace afline de m aux coor-
données o'+ dx' du point correspondant (on peut dire égal) de
Pespace affine de m'. Ces formules sont identiques aux formules (3)
et s’obtiennent de la méme maniére :

(3 da’ 4 o+ xtol 4+ 2l +abtol =0 {==1,2,3).
\ i 2 K

Ajoutons-y les formules qui permettent le méme passage pour un vec-
teur de projections &, et qui sont

(4) dbi 4wl - 2eh + Sl =0 (i=1,2, 3).

29. Les lois de la connexion affine définissent en quelque sorte le
raccord des espaces affines tangents en deux points infiniment voisins
m etm’. Que se passe-t-il quand on considere deux points quelconques
de la variété? .

On peut répondre & cette question si Uon se donne un chemin déter-
miné allant de m, en m,; le raccord des deux espaces tangents peut
alors se faire de proche en proche. En fait, si 'on choisit en chaque

(1) On voit qu'en changeant au besoin le systeme de référence choisi pour I'espace
affine tangent en m, les coordonnées cartésiennes du point m - dm sont dut, du?, du?,,
puisqne les wé sont des combinaisons linéaires des u’.
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point du chemin un systeme de référence affine, les o el les o) s'ex-
priment sous la forme p‘de et pidi, en appelant ¢ le parameétre qui
définit la position du pomtvarlable sur le chemin, les p’ et p', étant
des fonctions connues de ¢. Les équations (1) pourront alors étre
regardées comme des équations différentielles ordinaires donnant,
en chaque point du chemin, m, e,, e,, e, en fonction de leurs
valeurs initiales. Om aura donc, par 'intégration de ces équations,
réalisé un repérage rigoureusement exact de Pespace affine de m,
par rapport 4 'espace affine de m,.

Il revient au méme, et la chose est peut-étre plus facile & com-
prendre pour ceux qui ne sont pas habitués a calculer sur des
vecteurs, d'intégrer les équations différentielles (3), qui deviennent

lCl
dat

di

4+ pl b plat = plat 4 plat = o.

Si I'on prend pour constantes d’intégration (x%), les valeurs des
inconnues pour la valeur initiale de ¢, les formules
(5) wl= a4 al (g4 ol (x2) - al (2, ‘ (L=1, 2, 3)

définissent le changement de coordonnées cartésiennes qui repere
Uespace afline du point variable m du chemin par rapport a I'espace
affine du point origine m,. Ce changement de coordonnées, appliqué
i un vecteur, donnerait '
E=df (EVyo -+ @b (E2) o=+ al (5%), (£==1, 2, 3),
, .
d’out
(6) (ei)y=ale +uje,+aje;  (i=1,2,3).

Ces derniéres formules montrent ce qu'est devenu le vecteur (e;),
transporté de maniére a rester de proche en proche équipollent & lui-
méme. ,

On voit de méme que le point m, a pris comme coordonnées a',
a*, a® dans I’espace alfine tangent en m,

(67) m,=m+ a'e, +4- a*e,+ a’e,.
Les formules (6) et (6’) définissent la solution générale des équa-

tions différentielles ( (1), comme les formules (5) définissent celle des
équations (3).
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30. Le raccord des espaces affines tangents en deux points quel-
conques m et m’ peut-il étre défini indépendamment du chemin suivi
pour aller de m en m’? Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que
les équations aux différentielles totales (1) ou (3) soient compléte-
ment intégrables. Le calcul a été fait quand nous nous sommes oceupés
de Pespace affine proprement dit : il donne les conditions nécessaires
et suffisantes (2) : . |

‘ () = w* ],

(wf) = [wf o} ]:

nous avons supprimé dans les seconds membres le signe de somma-
tion par rapport a £, suivant un usage qu'a vulgarisé le calcul difte-
rentiel absolu.

Si les conditions (2) sont réalisées, et si I'on se fixe en un point
particulier m _un systtme de référence (e;),, rien n'empéchera de
choisir en un point m quelconque, pour e,, e,, e,, les vecteurs res-
pectivement ¢quipollents & (e,)q, (€.), (€;),, car leur propriété
d’équipollence a maintenant une signification absolue. Avec ce choix
des systémes de référence, on a

de;= o,

et par suite toutes les formes o} sont identiquement nulles; les for-
mules (2) montrent alors que les @’ ont leurs covariants bilinéaires
identiquement nuls : ce sont donc des différentielles exactes, et 'on
ne restreint pas la généralité en supposant w'=du'. Donc les for-
mules
dm == du'e;

montrent que «', «®, «* peuvenl étre prises comme coordonnées
affines du point m pour un systeme de référence valable pour toute la
variété. Autrement dit, la varieté est elle-méme un espace affine.

La structure d'une variété a connexion affine.

31. Revenons au cas général. Peut-on (rouver des formules jouant,
dans la variété & connexion affine considérée, le méme role que les
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formules (2) dans un espace affine proprement dit? On peut en
obtenir effectivement en suivant une marche analogue i celle qui nous
a conduits, au début du Chapitre, aux formules (2).

Considérons dans la variété un contour fermé partant d’un pointm,

et y revenant et considérons I'intégrale f(lm étendue a ce contour

fermé. On peut donner un sens & cette intégrale A condition de repérer
tous les vecteurs infiniment petits dont elle représente la somme géo-
métrique par rapport 2 un méme espace affine. Les considérations des
numéros précédents permettent de le faire en elfectuant le repérage
de proche en proche par rapport a ’espace affine tangent en m,. Nous
reviendrons plus loin sur ce procédé, qui est valable pour n’importe
quel contour, mais qui n’est pas sans présenter des difficultés d’appli-
cation assez sérieuses, si I’on veut étre rigoureux.

Appliquons platét un second procédé, qui aura Pavantage de
s'étendre & des intégrales multiples portant sur des vecteurs, mais qui
suppose essentiellement le contour in finiment petit. Prenons un poinl a
fixé une fois pour toutes, et qui soit infiniment prés de tous les points
du contour, et repérons tous les vecteurs infiniment petits dm par rapport
@ Uespace affine tangent en a, ce qui est possible aux infliniment petits
pres du second ordre : cette circonstance, comme on sait, n’a aucune
inffuence sur le calcul d’une intégrale définie.

Soient alors «| les coordonnées (curvilignes) du point a, et «* celles
d’un point m du contour. Posons de plus

ol = yhduk, o} =i du”.
On a, en-appelant (e;), les vecteurs de référence en a, .
e;=(e;),+ C’le (e;)o=1(©;) + (7{/.)0 (uh— U{‘;) (e; o

d’ott enfin '
dm = wle, = [ wi+ (yip)e(ur— efYmd T (e;)o-

Les composantes du vecteur dm dans I’espace affine tangent en a
sont donc

o' =+ ( 75'/.')0 (uk—uf)ywd,

cn appelant (v4,), la valeur en a du coefficien( variable v/,.
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Cela posé, l'intégrale de dm le long du contour fermé aura pour
¢ composante, dans I'espace affine tangent en a,

/(.)"+ (y5R)o(rh — u{;‘)mf":/'/ (o) 4+ (751)0 ditr oy == (7)o (e — uf) (7).

On ne modifie le second membre que de quantités infiniment petites
par rapport & lui en supprimant le troisitme terme et en remplacant
dans le second le coefficient constant (v},), par sa valeur variable v.
On arrive finalement, powr un contour fermé infiniment petit, a la tor-

mule
j. dm ::[/ [(w) —wini]e,

identique & la.formule trouvée dans le cas d’un espace affine propre-
ment dit. Iei les vecteurs e; du second membre sont relatifs 2 un
point a quelconque, pourvu qu’il soit infiniment voisin du contour; le
remplacement du point a par un autre n’altérerait le résultat que
d’une quantité infiniment petite par rapport a lui-méme. '
Les coefficients de e,, e,, e, dans le second membre sont des élé-
ments d’intégrales doubles qui, d’aprés la nature méme de la question,
ne font intervenir que du', du*, du®, méme si les systémes de réfé-
rence dépendent de parametres arbitraires autres que «', «*, u*. Nous
poserons . .
Qf= (0") — [wFwi] == Aj [0/ »*],
ot le dernier membre est 4 regarder comme une somme ‘etendue
A toutes les combinaisons deux & deux (j£) des indices 1. 2, 3.
Grace & ces notations, on a

fdm :‘// 52181—1—52262—4—9363«

ce qui peut encore s’écrire

(dm) = Q'e, + Q%e, + Q3ey,
en désignant comme d’habitude par (dm)’ le covariant bilinéaire de

Pexpression de Pfafl dm; cette derniere expression n'est donc pas a
regarder en genéral comme une dyférentielle exacte.
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Le vecteur Q'e, +Q%e, + e, définit ce qu'on peut appeler la_
torsion de la variété A connexion affine donnée. Cette torsion est
nulle, comme on le voit, si la somme géométrique d’un contour fermé
infiniment petit est nulle.

32. On pourra calculer de la méme manicre lintégrale /de,~

~¢tendue & un contour fermé infiniment petit et 'on trouvera

[de,:—. / / [0} —ofwlle -+ [(n}) — ofol]es+[(0}) — ofn}]e;.

Il en résulte des formules telles que
(Y — [wfmf | = Q= A, [orn],
équivalentes aux formules

(de;) = Qle, + QLFe,+ QL e,.

Les formes Q/ définissent ce qu’on appelle la courbure de la variété
2 connexion affine donnée. Cette courbure est nulle, comme on le voit
immédiatement, si les équations aux différentielles totales (4) sont
complétement intégrables, autrement dit si 'équipollence de deux
vecteurs a un sens absolu, indépendant du chemin choisi pour aller de
'origine du premier & l'origine du second. Dans une variété sans
coutbure, on peut attacher aux différents points des systemes de réfé-
rence équipollents: les composantes wf sont alors nulles et il reste
simplement : ‘ '

Qi—= (")';

on voit que, dans le cas ou la torsion existe, les composantes ' du
vecteur dm par rapport a des axes de directions fixes ne sont pas des
différentielles exactes.

33. En résumé, les équations de structure (2) doivent étre rem-
placées, dans le cas d'une variété i connexion affine quelconque, par
les formules
{ (o) =[wfwi]+ Q=[wfw}] + Aj [0/ u’],
| (o) =[wfof]+ Q= [wfw] + A [ whol].

(a)
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Si I'on choisit en chaque point m le systéme de référence le plus
geénéral possible, ce qui introduit g paramétres autres que u', u*, u?,

ces formules conservent leur validité; seulement, les A’,}i et A7,
dépendent des 12 paramétres.

Le déplacement affine associé & un contour ferms.

34. La voie que nous avons suivie pour arriver aux formules de
structure (2") et aux notions de courbure et de torsion n’est pas sus-
ceptible de généralisation aux variétés a connexion plus compliquée,
par exemple aux vari¢tés a connexion projective, ou conforme, ete.
Une voie plus satisfaisante consiste & revenir au point de vue primiti-
vement adopté du transfert du point et du vecteur le long d’un chemin
donné. :

Considérons donce un contour fermé infiniment petit partant d’'un
point m, et y revenant. Le repérage de proche en proche des espaces
affines tangents aux différents points du contour parrapportal'espace
affine tangent en m, se fera, comme nous ’avons vu, par I'intégration
des équations différentielles ordinaires (3), ce qui conduira & des for-
mules telles que (5). Or les équations (3) peuvent étre regardées
comme définissant, dans 'espace affine du point m, un certain depla-
cement affine, celui qui permet de passer du systéme de référence
attach¢ i m au systéme de référence attaché au point infiniment
voisin m + dm ; les quantités w/, o/ sont en quelque sorte les compo-
sanles, par rapport au systeme de référence attaché 4 m, de ce dépla-
cement affine. /niégrer les équations (3), c’est donc au fond composer,
dans lespace affine du point de départ m,, les déplacements affines suc-
cessifs infiniment petils qui permettent de passer du systéme de référence
attaché a chaque point du contour au systéeme de référence attaché au
point infiniment votsin. Quand le contour fermé aura été completement
décrit, on arrivera d undéplacement affine final qui sera naturellement
trés petit si le contour fermé est trés petit. Cest ce déplacement affine
associé au contour qu’il s’agit de déterminer.

Imaginons une surface (S) contenant le contour; nous pouvons,
sans restreindre la généralité, supposer que sur cette surface la coor-

dnn, Le, Norm,, (3), XL. — DECEMBRE 19273, 47



370 : E. CARTAN.

donnée numérique u* reste constante, de sorte qu’il n’interviendra
que deux variables indépendantes u' et «* que nous désignerons par «
et v. Nous pourrons regarder « et ¢ comme les coordonnées rectangu-
laires d’un point dans un plan auxiliaire; dans ce plan, le contour
fermé aura pour image une certaine ligne fermée enfermant une cer-
taine aire 4. Nous supposerons, ce qui restreint évidemment la génera-
litg, que la courbe fermée est rvectifiable, que sa longueur / est infini-
ment petite, et enfin que I'aire du carré de coté / est finie par rapport
alaire b (').

Cela posé, si en chaque point de la surface (S) nous choisissons un
systeme de référence déterminé, les o’ et w/ deviendront des expres-
sions de Pfaff déterminées linéaires en du, dv; soient

wi=oaldu + " dv, of = ol du + B4 dy,

avec des coefficients fonctions délerminées, que nous supposerons
dérivables, de u et de ¢. Les ¢quations (3) deviendront

dat+ ol du + Bl dy + 2 (&, du + P dy)
+ x?(af, du + BLde) + x3 (o du + B, dv) = o.

Si nous nous déplacons sur la courbe fermée (C), nous pouvons
exprimer «z et v en fonction de I'arc s de la courbe image (0SsZ0).

Désignons par (g, (B9, (e)e, (BD)o les valeurs numériques
prises par les fonctions o/, B*, o/, B/ au point de départde la courbe (C)
(s =0); nous poserons

(@)= (a')y du+ (B')y dey  (0h)o= (at})y du + (), dv 5
ce sont donc des expressions de Pfaff & coefficients constants.

Cela étant, ¢ étant un nombre positif donné aussi petit qu'on veut,
on peut supposer le contour assez petit pour que, en tout point du

(1) Il n’en serait pas ainsi, par exemplc, sile contour fermé avait pour image un rec-
tangle de colés = et e2. Toutes les restrictions énoncées, (ui ne sont évidemment pas dans
la nature des choses, ont pour bul de permettre une démonstration simple du résullat
auquel nous voulons arriver. Une démonstration rigoureuse serait nécessaire, bien (u’il
n'y ait aucune raison de douter de la validité générale du résultat. On pourra comparer
dcelle du texte la démonstration de M. J. Pérés dans sa Note : Le parallélisme de M. Levi-
Cipita et la courbure riemanienne [ Rend. Accad. Lincel, (Ba) 28!, p. 425-428].
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contour, les différences
al— (et B (B al—(ah),  BL— (B

soient inférieures 4 ¢ en valeur absolue.
En second lieu les équations différentielles qui donnent = montrent
qu'on a
|xi—(2f), | <As,

A étant un nombre positif fixe.

Définissons alors des fonctions auxiliaires ¢ de « et de ¢ prenant i
I'origine du contour les valeurs (z%), et satisfaisant aux équations
completement intégrables

dzi+ (wi)g=4 (25), (0} )y =03

ce sont des fonctions linéaires en « et ¢. Nous allons évaluer une
limite supérieure de 2 — 2‘ en un point quelconque du contour.
On a

drie— dz! 4= mi— (0 Yo+ 25 [ wlh — (04 )] -+ [@F — (2F), ] (0% )0 = 0,

ce qui donne, en intégrant de o as et tenant compte des inégalités
précédemment établies,

| b i ] < Bes 4 Cs?,

en désignant par B et C deux nombres positifs fixes.
Enfin, on peut écrire

Az + ol 4+ 2kl + (zF— 2*) v} = o,

d’otu, en intégrant de o &/,

N

C zs),

-

(xf)y— (@), %—] (o 4 Zheyl)

.

[SXTR)

< H <£leﬂ+

H désignant un nouveau nombre fixe. Le second membre de cette iné-
galité est, d’aprés les hypotheses faites, infiniment petit par rapport a
Uaire .

En nous hornant & la partie principale de I'accroissement

(2 ji— (2 )y = A2,
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nous avons done

Az, + f/ [(0°) + &k (w}) + daF wl] = o,

ou, en remplacant d.xk par sa valeur et ren'nrdant I'intégrale douhle
comme réduite & un seul élément,

A(zH)) 4+ (i) — (wh), (,32_ —+ ;"'(m};)’— (2% (m;\’. Yo m}; — 0.
Nous pouvons enfin, sans altérer la partie principale, remplacer z*
par (2F),, puis (o), et (}), par o et »}; en supprimant en dernier
licu les indices o, nous obtenons la formule définitive

(3) Azl 4 (o)) — [ 0fnh] + 2t | (wf) —[ofn, ]| = o,
ou enfin, en tenant compte des notations précédemment introduites,
(5") At - Qi 4= 2+ Q= o.

35. Prenons le cas particulier d’un vecteur de composantes £ qui

serait transporté de maniére & rester de proche en proche équipollent
a lui-meme s guand Uorigine du vecteur aura décrit le contour [fermé, scs
composantes initiales auront subi des variations infiniment petites A%t
données par les formules

(6) AZi = — ER Q.

Par exemple le vecteur choisi au point de départ m pour " vecteur
de référence sera devenu, si on le transporte par équipollence le long

du contour fermé,
' €;— “‘Z{l €r;

il aura subi une diminution geoméirique de Qje;. Ce résultat nest pas
en contradiction, malgré les apparences, avec la formule précédemment

démontrée
f deth*//uut 6/,-,

de;, dans cette dernicre formule, ne se rapporte pas a la varia-
tion d’un vecteur transporté par équipollence, mais a celle da vecteur
(ui, en chaque point m du contour, est pris pour """ vecleur de réfé-
rence,
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36. En deéfinitive & tout contour fermé infiniment petit partant d’un
point m et y revenant, est associé un déplacement affine infiniment
petit (du second ordre) dont les composantes, par rapport au systéme
de référence attaché au point de départ m, sont les éléments d’inté-
grales doubles Q¢, Q/. Les premiéres composantes Q° définissent une
translation, les autres une rotation (ai’fine) autour de m.

La translation révele la torsion, la rotation révéle la courbure de la
vari'été donnée.

Le théoréme de conservation de la courbure et de la torsion.

37. Revenons aux formules (2')

| () = [m"’m“ -+ Qi

| (oh) =[ofwl] + Q4

qui définissent la structure d’une variété a connexion affine. Les
formes différentielles Qf et Q satisfont & des identités remarquables
obtenues simplement en exprimant que les dérivées extérieures des
seconds membres des équations (27) sont identiquement nulles. On
peut simplifier le calcul en remarquant que les dérivées extérieures
sont nulles d’elles-mémes lorsque les Q et les Q7 sont nulles. Il vient
alors les formules

((Q) + [QFwl] — [0 2]=o,

| () + [Qbwf] — i Q] =o.

(7)

Nous allons donner uné interprétation géométrique de ces for-
mules.

Considérons pour cela dans la variété un volume quelconque limité
par une surface fermée. A chaque élément de la surface fermée en-
tourant un point m de cetle surface est associé un déplacement affine
infiniment petit symbolisé par les formules (5")

(5" Azl 4 Q- 2k Q6 — o,

et dontles composantes QF, Qf sont rapportées au systéme de référence
du point m. Nous ne pouvons pas songer a composer ces transforma-
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tions infinitésimales, car la composition dépend de I"ordre dans lequel
elles sont effectuées et I'on ne peut pas ordonner les éléments d’une
surface comme ceux d'une ligne. Mais nous pouvons additionner ces
transformations infinitésimales, dans le méme sens qu'en Cinématique
on additionne deux rotations instantanées; d’'unc manicre plus précise
nous définirons la somme des deux déplacements affines infiniment
petits '
ol + af - a}; xh=o,

oxt - bf /)5‘, L 0,
£

comme étant le déplacement affine
St 4= (al =4 bf) 4 (@} + b%) x* = o.

L'y a encore une difficulté, c’est que les dilférents déplacements
affines a ajouter se font dans des espaces affines tous différents : il
faut donc les ramener tous 2 un méme espace affine. Cela ne sera pos-
stble que st la surface fermée est infiniment petite.

Dans ce cas, en ellet, nous prendrons, suivant un procédé déja
employé, un point fixe a a Pintérieur du petit volume. Comme
I'espace affine tangent en m peut étre repéré par rapport a 'espace
affine tangent en a, nous pourrons déterminer, par rapporta ce dernier
espace, les composantes du déplacement affline (5'). Désignons par
les coordonnées numériques fixes de a, «* celles de m; posons enfin

wi= % du*, ol =yl duk,
el désignons par ‘ '
(}’i‘)m ("/'1"/:)0

les valeurs numeériques en a des coetficients de ces formes. On a, en

appelant «’ les coordonnées dans D'espace affine tangent en a du
point correspondant (x‘) de I'espace affine tangent en. m, les for-
mules

@l — i (Y )e (Wb — @by 4= 2% (4fp)0 (uh — ul) == o,

qui peuvent se résoudre par rapport aux «,
Zie= 2l 4 (kYo (ki — u,{j -+ ak (-/};.,,")0 (e — uff IR

Cela posé, les formules (5) deviennent, en y substituant les varia-
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bles % aux variables 2¢ d’aprés les relations précedentes,
Az Q4 (7hp)o (b — uﬁ)szf'— <7;~;>u (wh— ut)Qf

2P [ Q= (Yo (0 — ) Qi — (pha)e (W — ) Q5] = 0.

Il résulte de 1a que les composantes du déplacement infiniment
petit (5"), évaluées par rapport au systéme de référence attaché au
point a, sont '

‘ Qi = 26+ (40 (uk —u") S — (M (uh— ul)QL,
Qf = @ + (7)o (W —u O &% — (7hado (wh— ”{)')93‘-

La somme de lous les déplacements infiniment petits associés aux
différents ¢léments de la surface fermée a donc pour composantes les
intégrales de surface des Q¢ et Q, ce qui donne les éléments d'in-
tégrales de volume

(L)'= (@) + (7)o [dur ] — (7h)0 [durQ],
(R0 =@’ + (7)o [de" U] — (7)o [du" 5],

ou enfin, sans changer les parties principales,

() =(Q) + [j ] —[o" 2],
(Q6) = (@) + [0t Q)] — [04Q4].

On retrouve done les premiers membres des formules (7), qui sont
identiquement nuls.

On obtient ainsi le théoréme de la conservation de la courbure et de la
lorsion :

La somme géoméirique des déplacements in finiment petits associés aux
différents éléments d’une surface fermée est nulle, lorsque la surface
Jermée est infiniment petite.

Invariants intégraux attachés a une variété.

38. Nous avons supposé dans ce qui précéde que la variété a trois
dimensions ; mais il est évident que les résultats obtenus sont valables
pour un nombre quelconque de dimensions.
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Nous avons considéré certaines iutégrales simples ou multiples
dont I'élément était un vecteur (dm ou de;). Supposons plus géné-
ralement qu’a chaque élément de surface de la variété on puisse
attacher ’une maniére intrinséque un vecteur

B;Hi;

on définira I'intégrale de ce vecteur étendue a une surface fermée
‘infiniment petite en rapportant chaque élément de Dintégrale a
Pespace affine tangent en un point a intérieur a la surface, ce qui per-
mettra de faire la somme des différentes composantes ('). On montre
de la méme maniére que plus haut que I'intégrale cherchée est égale
4 une intégrale de volume dont I'élément est

[de; 1] + e, (I17),

ot 'on remplace de; par o} {e;. Il en serait de méme si les II* étaient
des éléments d’intégrales triples ou quadruples, etc., et qu'on étendit
Iintégration & une variété fermée a 3, 4, etc., dimensions.

On peut aussi considérer des formes géométriques du second, du
troisieme degré, etc. Une forme du second degré serait

[ me; ]Il +[e;e; ]I/}

elle représenterait un systéme de vecteurs (glissants). La dérivée
extérieure de cette forme, qui permet.de ramener & une intégrale

4 p+1 dimensions I'intégrale de la forme étendue a4 une variété
fermée 4 p dimensions serait
[me;] | (J) + [wf II#] | ,
- ere;] ] (Y 4 [l ] — [/ T 4 [ 0§ T4/ 4 [wfTF] ).
39. Prenons comme exemple la forme

[mdm] =ow’[me,],

qui représente le vecteur glissant d’origine m et d’extrémité m + dm.

(1) C'est de celle maniére que nous avons implicilement, au Chapitre I, généralisé les
équations de la Dynamique des milieux continus, pour une connexion affine quelconque
de 'espace-temps. ! :
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L’intégrale de ce vecteur étendue & un contour fermé infiniment petit
est

)

Ja[m dm | -:j /[m dm]’ :L/”u/‘[me[}szi-;- 2[ee;] [wiw/].

Dans le cas n =3 on trouve donc un vecteur de composantes Q* et
un couple dont le moment est le double de l'aire limitée par le contour;
on a la généralisation d’un théoreme classique.

On a de méme

[ [rese .[’“"’J)j]:fv/,‘ffeiej] Q0] — [0/ 97] 1

cette formule, dans le cas de 'espace affine proprement dit, est la
condensation des formules

:/fdxi drl = o,

les intégrales étant étendues & une surface fermée; les variétés a con-
nexion affine pour lesquelles ces formules se transportent sans modi-
fication sont celles pour lesquelles on a

[wi] —[u/Q]=0 (6,7 ==1,2, ..., n).

On démontre facilement que si nZ4, ces relations entrainent
Qi =o.
Signalons encore les formules

[ Jo=[[ [erwai
ff[me,-]szi:ff/[mgf][wfc.z]+[eiejj;[mfﬂf']——[mf-qf]!- -
[ [ Jetarair=[ [ [ [ereras,
[ [ Jreeiieon—to@1i= [ [ [Tee;] o/wti] —frwrei.

Ces formules présentent Iintérét de conduire naturellement ala
formation d’invariants intégrauxz de degrés de plus en plus élevés atta-
chés a la variété.

‘ Ann. Ee. Norm., (3), XL. — DgceMBRE 1923. 48
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Isomorphisme de deux variétés (!).

40. Nous dirons que deux variétés a connexion affine et & 2 dimen=
sions sont isomorphes si I'on peut établir entre ces deux variétés une
correspondance pounctuelle jouissant de la propriété suivante : a tout
choix des systemes de référence attachés aux points de la premiére
variété on peut faire correspondre un choix du systéme de référence
attaché aux points correspondants de la seconde variété de telle sorte
que les composantes w’ et ! relatives i la premicre variété deviennent,
par la correspondance ponctuelle considérée, égales aux composantes
o' et of relatives 4 la seconde variété. On dit aussi que les deux
variétés sont applicables I'une sur I'autre.

Considérons deux variétés isomorphes et attribuons 4 un point arbi-
traire m de chacune des variétés un systeme de référence aussi général
(ue possible; sur chaque variété ce systeme de référence dépendra de
n(n + 1) paramétres, dont les n coordonnées de I’origine m. Il existera
entre les n(n -+ 1) paramétres dela premicre variété, et les n(n—+1) .
paramétres de la seconde, une correspondance telle qu’on ait les
identités
(8) = i, ;1’ = w!,
en désignant par o et o/ les composantes relatives i laseconde variéte.
La réciproque est vraie, car les n premiéres des équations précédentes
entrainent une correspondance nécessaire entre les coordonnées ponc-
tuelles d’un point de la seconde variété et les coordonnées ponctuelles
d’un point de la premiere.

Les relations (8) entrainent, par dérivation extérieure,

i— I
[ ¥

-~
-

) — )/
2 =L

13

k] b

et par suile .
A,I/'/t = A'_II'/I': J\{/‘./ —_ A'll'lfls
(.IA;,,: clA.j-/” AN, = dA{k“

(1) Les nmméros 40 & 43 peuvent &ire passés sans inconvénient pour l'intelligence
des Chapilres suivants. :
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donc encore 'égalité dans les deux membres des dernieres formules,
supposées développées en fonctions linéaires des ' et w/, des coeffi-
cients respectifs, et ainsi de suite.

41. On peut obtenirle developpement des différentielles dA/, et 4A/,
par le procédé géométrique suivant :

Considérons sur la premiére variété un pointmet un élément a deux
dimensions passant par ce point; il correspond 4 cet élément un dépla-
cement infiniment petit de composantes Qf et Q/. En particulier la
translation associée a I’élément peut étre représentée par le vecteur

;. Considérons maintenant un point m’ infiniment voisin de m et
l’element a deux dimensions passant par m’ qui est éguipollent i T'élé-
ment passant par m; & cet élément correspond un certain vecteur
atlaché 4 m’; la différence géométrique entré ce second vecteur et le
premier, différence géométrique quia un sens puisqu’on sait raccorder
I'espace affine tangent en m’ & 'espace affine tangent en m, est un
vecteur attaché & m qui a une signification géométrique indépendante
des systemes de référence choisis.

Pour avoir son expression analytique, imaginons que I’élément 2
deux dimensions passant par m soit le parallélogramme construit sur
deux vecteurs infiniment petits (£9) et (n’) issus de m; désignons
par

022 (&, 1)

le premier vecteur représentant la translation associée a ce parallélo-
gramme. Désignons maintenant par & le symbole de différentiation
correspondant au passage de m a m’. Le vecteur qui représentera la
translation associée a I’élément équipollent issu de m’ pourra étre
désigné par

e, 1%, n) + d[e;Q(E )],

en convenant d’appliquer les formules suivantes, qui traduisent ana-
lytiquement les conventions géométriques faites ci-dessus:

de,= wley,
dEi T — ;::/"(,)2_,

cdgl == Fods
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Le vecteur final attaché au point m, ou plutét aux trois veczeurs(
("), dm issus de m, sera done

d[eigi(z’ .n)]v

et ses composantes seront évidemment des formes trilinéaires des com-
posantes des trois vecteurs, c’est-d-dire des £, des 7’ et des o,
soit

d[e;Q(E, n)]= Ay (& nf —Ernl) .

En effectuant le calcul et égalant les termes en e,(&n* — £ v/), on
trouve

(9) dA§k+A§kmé— Aéﬁ.o)‘!'f— A;kap :Afklpmp,

. formule qui montre de quelle forme est la différentielle dA,.

Ce que nous venons de faire pour les composantes de la translation
peut se faire pour les composantes de la rotation. Considérons en un
point m un parallélogramme élémentaire construit sur deux vecteurs
(%) et (n’) et un vecteur arbitraire (u‘). Le vecteur

e, u/ Q4 (&, )

représente, au signe pres, I'accroissement géométrique subi par le
vecteur (u’) quand il est transporté par équipollence le long du con-
tour du parallélogramme. Soit m’ un point infiniment voisin de m;
considérons en ce point le parallélogramme équipollent au premier et
le vecteur (u?) équipollent au vecteur (i¢); ’accroissement subi par ce
dernier vecteur quand on le transporte par équipollence le long du
contour du second parallélogramme est un second vecteur

t

e,u/ Z 77)
la différence géométrique entre ce vecteur et le premier, - différence
qu’on peut désigner par
P (eiufg.’/.(g’ 1 ),

est un vecteur attaché au point m, dépendant des (u) et des trois vec-

teurs (&%), (1'), dm d’une maniére intrinséque. Ce vecteur est de la
forme .
;i u/ gy (EFn'—ElnF) wh.
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En faisant le calcul, on trouve

: TN i o
(o) dAj/;[—l— A‘}A-[wfg~;~\;/.-1m] \,,[w, — /5,&)[ = \/;.“rmp

42. 1l résulte de ce qui précéde que la différentiation des compo-
santes A, et A’,, introduit comme seuls nouveaux coefficients les coef-
ficients Aluior Ajryo des formeb

d(eiﬂ‘(i, n)), d(:e u/Q, (%, 'ﬂ)).
Si maintenant dans ces formes développées on remplace les o par
les composantes {* d’un vecteur arbitraire, on obtiendra des formes
e Ili(&, n,0), e;u/l%(Z, v, {),

qui définiront en somme un déplacement associé a un parallélépipede
élémentaire issu de m ('); seulement les arétes de ce parallélépipéde ne
Joucront pas toutes le méme réle. Quoi qu’il en soit on pourra, par le
méme procédé que plus haut, en déduire de nouvelles formes

d(e (¢, n, L)), d(e,u/Mi(E, 0, L)),
qui, développées, seront de la forme
€AL&l 0wl e Al EF 0 G 0™
Les nouveaux coefficients quis’introduisent ainsi permettent d’écrire
les expressions complétes des différentielles des Aj,, et Aj, ¢
dAj-,,.,,,%— AS’-,‘.,,L(:JQ—AH.]/LO)Q— : ,’:,,l/, m;‘—.ﬁ\,’:/rlpwfz: A;M"P wP,

]

( C/A,Az|/z+ A,/:/m mp"‘ Al //lhﬁ)‘ — A Jolh @ AM ,;,col - '&zulp‘%—Aﬂn/ wf.

On peut évidemment poursuivre ces oPérations indéfiniment; les
coefficients nouveaux qui s’introduisent & chaque différentiation sont
les coefficients de formes auxquelles on peut donner une signification

géométrique et qui représentent des déplacements associés a des vec-
teurs arbitraires en nombre de plus en plus élevé. )

43. Si deux variétés sont isomorphes, la correspondance qui réalise

(*) Ou plutdt & un parallélogramme et & un vecteur.
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I'isomorphisme de ces deux variétés rend égaux entre eux tous les coef-
ficients A}, Al et leurs dérivés de tous les ordres. Je n’ai pasl'inten-
tion de poursuivre plus avant I'étude de ce probléme qui se traiterait
suivant la méthode que j’ai employée dans un précédent Mémoire (*). Je
vais me contenter d'indiquer les relations qui existent nécessairement
entre les quantités qui viennent d’étre considérées, en omettant la
démonstration du fait que les relations que je vais indiquer sont les
seules qui existent dans le cas général.

Tout d’abord les formules qui traduisent le théoréme de conserva-
tion de la courbure et de la torsion '

(7) ((Q) 4+ [Qrof]—[fQ]=o,
L () + [ wf] —[2fQ]=0
nous donnent, en développant et en négligeant tous les termes qui
contiennent les w/,
[dAGrod oF] = Al [ Q7 wk — @/ QF] — Afps| 0 wPw®] = o,
[dA',/:/‘-[ (‘)/.'(‘)[:] -~ A_I/‘k[ I_Q/” 0)[— m"’.Q.’] =0,
d’ou, en prenant I'ensemble des termes en [w*wfwY],
Afxﬁl‘{ +A?i'ﬂo: -+ A%gq[% -+ ALPYASCﬁ
. . . i .
(12) + AfuAf, + ALgAfa— Algy— ABya — Afup=o,
En ce qui concerne les A}, et les Aj,,,,, on aura entre ces quantités
et les précédentes des relations de deux espeéces différentes. Les pre-

miéres proviendront de la différentiation des relations (12), en ne con-
servant que les termes en w’; elles seront de laforme

(13) | Abpiys + Abio + Abatgs = .-,
| Alugiye+ Apyios+ Alhmga= . . .,

les termes non écrits ne dépendant que des quantités précédemment
considérées. Les relations de la seconde espéce proviendront de I’éga-
lisation des covariants brinéaires des premiers membres des rela-

(1) Sur les équations de la gravitation d Einstein (/ournal du'_Matlz., 1922, P. 141-203).
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tions (9) et (10); en ne conservant dans les égalités obtenues que les
termes en [w*wPf], on trouve

(14) S Alge— Afnap= AfyAbap— AEA'A,‘-’ag — A,’pr/fa;s - AfA~|p.&§5,

| Ao — Afiuap = Al Abag — Alkr Alyg — Alpr Afug — Alig Afug — Mg Al

Les relations existant entre les Al et les A%, se déduiront de
meéme :

1° Des relations (13) et (14) différentiées en conservant seulement
les termes en o°;

2° Des relations (11) dérivées extérieurement, en conservant seu-
lement les termes en [w*wf]. '

On procédera ainsi de proche en proche.
On voit facilement que le nombre des composantes de la courbure

n*(n?*—r)
2

et de la torsion est et celui de leurs dérivées du premier ordre

ENa :
est (n f)‘)(n—l—r)_

Cas des variétes sans torsion. — Si la variété est sans torsion, les
relations précédentes se simplifient; elles se réduisent aux suivantes :

:\{aiﬁ,w -+ f\{{j*{[a -+ A}"-{q“’:s =o,
‘ J J
Alagiye—+ Aigyias + Alyaps =0,
Afnpn— Mrnap= Afr, Abag — ApriAfus — AfprAfus— Afip Alp-

Généralisation ().

44. Les équations (3) et (5") définissent des transformations infi-
nitésimales du groupe des déplacements affines. Il est facile de géné-
raliser les considérations développées dans les numéros précédents,
ce qui permettra d’en mieux saisir la portée générale.

Considérons un groupe fini et continu quelconque G & » variables

() La fin de ce Chapitre suppose du lecteur cerlaines connaissances sur la théorie des
groupes; elle peut étre passée sans inconvénient pour la compréhension des Chapitres
suivants.
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Tyy Ty, « ..y &y, e groupe élant, par exemple, défini par r transforma-
tions infinitésimales indépendantes

ley Xﬂf’ LA Xl‘/“

Nous pouvons regarder les z; comme les coordonnées d'un point
dans un certain espace (E). Si dans cet espace nous ne portons notre
attention que sur les propriétés des figures qui ne sont pas aitérées
par les transformations du groupe G, nous pouvons dire que 'espace (E)
admet le groupe G comme groupe fondamental. A cet égard on peut
substituer aux coordonnées primitives x,, ..., «, celles qu'on en
déduit par une transformation T du groupe; avec ce nouveau systéme
de coordonnées les propriétés des figures se traduisent analytiquement
de la méme maniere qu'avec I'ancien; les deux systémes de coor-
données sont équivalents. Le passage d’un systéme de coordonnées &
un autre équivalent se traduit donc par une transformation du groupe
fondamental.

Cela posé, imaginons un ensemble continu d’observateurs, réduits a
des points, et dont chacun adopte un systeme de coordonnées pour
I'étude de I'espace (E), ces systémes étant naturellement tous équiva-
lents entre eux. La variété formée par ces observateurs-points est, je
suppose, a p dimensions, chaque point étant défini d’une maniére
quelconque par p coordonnées «,, ..., u,. Si 'on passe d’un point m
delavariétéa un pointinfiniment voisin m’, on passera dans 'espace (E’\)
d’un certain systéme de coordonnées & un autre que nous supposerons
infiniment voisin; autrement dit, on passe des coordonnées «; utilisées
par l'observateur m aux.coordonnées x; utilisées par ’observateur m’
en effectuant une certaine transformation infinitésimale du groupe G,
soit

: Xy f + 0o X f. . w0, X, f,

en désignant par w,, ..., », des expressions linéaires en du,, ..., du,,
avec des coefficients fonctions de u,, ..., u,. Autrement dit, si (z;) et
(a;~+ dx;) sont tes coordonnées d’un méme point de (E) adoplées res-
pectivement par ['observatear m et I'observateur m’, on aura

(15) dr;=w; X (%;) + 0, Xo(2;) .. .4 0,X.(2);
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ou encore, si /" est une fonction déterminée des coordonnées, on aura

B

(l5’) (/f: m,X,f—y— {,)2,\2./‘—1—. .+ r,,,.‘\',_./',

Supposons, par exemple, que G soit le groupe & une variable et un
paramétre
=+ a;

on aura
dr = v,

® étant une expression de Pfaff en «,, w,, ..., u,.

45. Cela posé, imaginons que dans la variété (V) des observateurs,
on aille d’un point quelconque m, & un point quelconque m, par un
chemin déterminé. En passant d’un point m quelconque de ce dernier
au pointinfiniment voisin m’, on aura a effectuer dans ’espace (E) une
transformation infinitésimale dont les composantes, avec les coordonnées
adoptées par [ observateur m, sont w,, w,, ..., ®,. La composition de
toutes ces transformations infinitésimales successives permettra de
passer des coordonnées adoptées par 'observateur m, aux coordonnées
adoptées par I'observateur m,: ce sera une certaine transformation
finic du groupe G. Elle sera évidemment fournie par I'intégration des
équations différentielles (15), ou les w; sont maintenant de la forme
pi(t)dt, en appelant ¢ un paramétre en fonction duquel soient
exprimées les coordonnées u,, ..., u, d’un point variable du chemin.

Si maintenant on décrit un contour fermeé sur la variété (V), on ne
retrouvera pas nécessairement le méme systéme de coordonnées en
revenant au point m, qu’en en partant. Pour qu’on retrouvat le méme,
il faudrait (et il suffirait) que les ¢quations (15)fussent complétement
intégrables. Prenons ces équations sous la forme condensée (15'). La
condition d’intégrabilité compléte donne, en désignant par w; le cova-
riant bilinéaire de w;,

Xifoi+[d(Xif)w ] =X foi+ [Xu(Xef) — Xe(Xn )] [wrwr] = 0.
Or, d’aprés un théoréme classique de S. Lie, on a

(Xllec) EX}L(Xk./) - Xl:(xlzf) :L'/fl.'sxsf’

Ann. Ee Norm., (3), XL. — Dicumere 1923, 49
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les coeflicients ¢y, étant des constantes. On doit done avoir

No/ | ws=+ Crpslwawr] | = o, .
et par suite

(lG) (’).l\"Jf‘ C/,/,.,-[b)/,m/_»] = 0.

46. La circonstance particuliere qui vient d’étre étudiée se présen-
tera en particulier si nous prenons pour variété (V) la variété des para-
metres du groupe. Si

;= fi(xy, ..., Tns Ay o, dy)

sont les équations finies de la (ransformation T, la plus générale du
groupe G, on pourra regarder a,, ..., @ comme les coordonnées
dan pointm d’une variété (V) ar dimensions. Sia}, ..., a) sont les
parametres de la transformation identique et si m, est le point corres-
pondant de (V), nous admettrons que le systéme de coordonnées
adopté par U'observateur m se déduit par la transformation T, du sys-
teme de coordonnées adopté par 'observateur m,. On passera alors du
systtme de coordonnées dem & celui du point infiniment voisin m’ par
la transformation infinitésimale T,' Ty 4. 1l est bien évident alors que,
quel que sout le chemin suior pour aller d’un point m de coordonnées
(ay, «.., @) aun pointm’ de coordounées (b, ..., b,), le changement
résultant de coordonnées de 'espace (B ) sera T;'T,.

Réciproquement, si les relations (16) sont vérifiées pour une variété
quelconque (V) d’observateurs, et si nous choisissons arbitrairement
dans celle variété un point m,, chaque pointm correspondra a4 une
transformation déterminée T, du groupe G, celle qui permet de passer
des coordonnées choisies par m, aux coordonnées choisies par m; par
suite les u; sontdes fonctions déterminces des a,. 1l se pourra naturelle-
ment qu’a une meéme transformation T, correspondent une infinité de
pointsm; il se pourraaussi, en particuliersi p <r, qu’il n’y ait qu'une
partie des transformations du groupe qui puissent correspondre aux
différents points de la variété.

47. Revenons au cas général. Nous avons interprété jusqu’ici une
transformation du groupe G comme définissant un changement de
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coordonnées dans 'espace (E), les variables primitives x; et les variables
transformées ] se rvapportant @ un méme point de 'espace (E). On
peut adopter un point de vue différent et en un certain sens plus
intuitif et regarder les =, et les x, comme les coordonnées de dewr
points différents dans un méme systéme de coordonnées. Nous désignerons
par la lettre S la transformation, interprétée de cette maniére : cette
transformation n’a ¢videmment un sens que si I'on a fait une fois pour
toutes un choix préalable d’un systeme de coordonnées. Nous dirons
que c’est un deplacement de 'espace (E).

En nous placant a ce point de vue, la transformation infinitésimale
o, X, f+...4+ 0. X,.f que nous avons associ¢e a4 un couple de deux
points infiniment voisins m et m’ de la variété (V) peut étre regardée
comme un déplacement infiniment petit de 'espace (E). Les expres-
sions de Pfaff »,, ..., o, dé¢finissent done en somme un mouvement
continu (idéal) & p parameétres de I'espace (E). En employant une
expression empruntée i la théorie des liaisons en Mécanique, nous
pourrons dire qu’en général ce mouvement n'est pas holonome; il est
holonome si les conditions (16) sont vériliées. Par exemple dansle cas
du groupe '

z'=x + a,

on a alfaire & une translation continue d’une droite; cette translation
est holonome si la composante o de la translation infiniment petite es!
une différentielle exacte; elle ne 'est pas dans le cas contraire.

48. Revenons & un contour fermé infiniment petit de la varviété (V).
L’intégration approchée des ¢quations (15) peut se faire par un pro-
cedé analogue A celui qui nous a servi dans I'étude des variétés &
connexion affine. En appelant Az; la variation infiniment petite subie
par x;, on démontre que cette variation peut ¢tre obtenue en prenant
le covariant bilinéaire du second membre, en y remplacant les diffe-
renticlles dx; par leurs expressions fournies par les ¢quations (13)
elles-mémes. On obtient ainsi, sous une forme condensée,

(17) Af =X, f 4 X, [+ ...+ 2,X,/,
en posant

(18) .‘.36: e Crns ‘_fn/, AN
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A chaque contour fermé est donc associé un déplacement infiniment
petit de Uespace (E), déplacement dont les composantes Q. ..., Q,sont
des éléments d'intézrales doubles. Ce déplacement mesure en quelque
sorte la non-holonomie du mouvement de 'espace (E).

Les formules (18), dérivées extérieurement, donnent, en tenant
compte des relations qui existent entre les constantes ¢z ('),

(19) QR =cpps | [Rnor] — [0, L22]1-

L’interprétation de ces formules est analogue & celle que nous avons
obtenue dans la théorie des variétés & connexion affine.

49. Reprenons pour cela notre premier point de vue. Imaginons
dans la variété (V) un volume limité par une surface fermée infiniment
petite. A chaque élément de cette surface entourant un certain
point m est associée la transformation infinitésimale ©, de symbole

QX f+...+ QX1

que nous pouvons interpréter comme définissant un déplacement S de
espace (E), déplacement défini analytiquement en nous servant des
coordonnées adoptées par I'observateur m. Soit alors a un point fixe
intérieur au volume considéré. Le méme déplacement de 'espace ()
pourra étre exprimé analytiquement au moyen des coordonnées
adoptées par 'observateur a, puisqu’on sait passer des unes aux autres
lorsque les deux observateurs sont infiniment voisins. Soient respec-
tivement

Ly oen, x,, el x, reey T
les coordonnées adoptées par les observateurs m et a. Le passage des
.derniéres aux premicres se fait par une transformation infinitésimale T.
~ Désignons enfin par des lettres accentuées les coordonnées du
point transformé par le déplacement S. On voit immédiatement que le
passage des » aux x’ sera obtenu en effectuant successivement les

(1) Ces relations proviennesl de ce que, pour la variété (V) des paramétres, les for-
mules (13) sont vraies, et par suite celles quion en déduit par dérivation extérieure. Cela
revient & dire que, dans la dérivation extérieure des formules (15), on peut supprimer tous
les lermes qui ne coutiennent ni les Q; ni les Q7. :
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transformations T, @ et T™'. Autrement dit, le déplacement S sera
défini, si Pon adopte les coordonnées de 'observateur fixe a, parla
transformatien TOT-".

On démontre alors facilement que si U/ est le symbole de la trans-
formation infinitésimale T, V£ celui de @, le symbole de TOT~' est

V/+=(OV)=V/+UV /)= V(U)).

Si Pon appelle u, et u, les coordonnées respectives des points m
et a de la variété (V), et sil’on pose

W= Yih duy,
on a

Uf: Y{lz (”IL"“ _IZIu)Xl'f’
. \’f: Q.;Xif,
et, par suite,
\/+ (UV) = : $2.s+ Ct’/.‘s['/[/t(’»‘h*‘ z;/L>Q'/u_‘/lch<uh - ;’-Iz>gi] : Xsf

Telle est I'expression analytique du déplacement S quand on le rap-
porte au systeme de référence du point a.

Si l'on fait la somme des composantes de ce déplacement, étendue i
tous les ¢éléments de la surface fermée considérée dans la variété (V),
on trouve, pour la 5™ somme,

Qi+ cus([0:2] — [0 2:]),
quantité nulle d’apreés la formule (19).
Autrement dit, la somme des déplacements infinitésimaux associés

aux différents éléments de surface qui limitent un volume fermé infini-
ment petit de la variété (V) est nulle.

50. Dans le cas particulier ot le groupe G est le groupe
X' =z + a,
le théoréme général de conservation précédent conduit & un résultat
classique. Si w est une expression de Pfaff quelconque de la variéteé (V),
et si 'on désigne par o’ I'¢lément d'intégrale double que donne 'appli-
cation de la formule de Stokes, I'intégrale fco’ étendue 2 une surface
fermée est nulle. Tci il n’y a pas besoin de rapporter la translation infi-
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nitésimale de grandeur o’ au systeme de référence de I'observateur a,
parce que la grandeur d’une translation d’une droite est indépendante
de l'origine choisie pourles abscisses, les transformations du groupe G
étant commutatices. Dans ce cas particulier, on voit encore que la
translation associ¢e & un contour fermé quelconque, méme fini, est

toujours donnée par U'intégrale /‘/‘m/ é¢tendue i une aire limitée par
ce contour. ' )

Revenons maintenant 4 la notion de variété a connexion affine.
L’espace (E) est ici I'espace affine proprement dit, le groupe fonda-
mental est le groupe des transformations aftines engendré par les
transformations infinitésimales

9f

"y < ik
ot dax/

Il n’y a cependant pas identité compléte entre la notion de variété a
connexion affine et la notion de variété (V) d’observateurs introduite
dans les considérations précédentes, car & tout point m de la variété
a connexion affine peuvent correspondre une infinité d’observateurs
adoptant des systemes de référence différents, mais de méme originem.

CHAPITRE TIL

LES VARIETES A CONNEXION METRIQUE.

51. Imaginons un espace euclidien en chaque point m duquel on
adopte un systeme de coordonnées rectangulaires, avec une unité de
longueur choisie en chaque point et pouvant varier d’un point & un
autre. Sil'on appelle e,, e,, e, les vecteurs égaux a'unité de longueur
portés sur les axes, on a, en passant d’un point m au point infiniment
voisin m + dm, les formules générales (1) (Chap. II)

dm = w'e; + wie, + nw’e,,

de;=w}e;+ w]e,+ wie;,
| de, = wle —+ mie, -~ wie;,
, de; = wle;+ wle,+ ule,.

(1)
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Sil'on définit le produit scalaire de deux vecteurs en partant d’'une
certaine unité de longueur absolue, on a les relations

€,€,—=¢€,8,== &€y, €,8;=0, €38, =0, €18 =o.

En différentiant ces relations, on obtient les formules
wl=ni=wl, w4+ wi=o, wl+wl=o, w}+ wl=o.

Nous écrirons simplement w 3 la place de w!. Les formules (1)
deviennent done

dm — whe,
(1) ‘ " :
’ de,— we;+ ;€ (m,(-i—/,)f/):o,
ou dans la seconde relation la sommation est effectuée pour les valeurs
de 'indice £ différentes de ¢.

52. Ces formules nous permettent de déflinir les varietés a con-
nexton métrigue. Ce sont les variétés & connexion affine pour chaque
point m desquelles Uespace aftine tangent est un espace euclidien. Le
repérage mnutuel de deux espaces euclidiens tangents en deux points
infiniment voisins se fait au moyen des expressions de Pfaff

i, 0, mh=—wf;

les ot sont les composuntes‘de la translation, o est la composante de
Phomothétie (') et les w] sont les composantes de la rotation qui
ameénent le systtme de référence attaché au point m en coincidence
avec le systeme de référence attaché au point m’.

On pourrait aussi imaginer qu’il existe une unité de longueur
absolue valable pour tous les espaces euclidiens tangents & la variété;
les vecteurs unités e,, e,, e, attachés 4 chaque point seraient par
convention tous égaux entre eux. Dans ce cas, la forme w serait nulle.
Nous dirons que nous avons dans ce cas une variété @ connexion eucli-
dienne.

53. Tout ce qui précede peut se généraliser dansle casd’un nombre

(\‘) Le rapport d’homothé.ie est 1+ w.
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quelconque de dimensions. On pourrait aussi supposer qu’on a choisi
des systemes de référence non rectangulaires, ou des systemes de
référence rectangulaires avec des vecteurs €; non égaux entre eux.
Sans vouloir traiter le cas général, bornons-nous a indiquer ce qui se
passe lorsque, une unité de longueur étant choisie en chaque point m,
on prend des vecteurs e; de référence satisfaisant &
(€)= g ;6,0 (iZ£)=1,2, ..., n),

les gi; étant des coefficients constants choisis une fois pour toutes et
les mémes en tous les points de la variété (*). Comme I'unité de

longueur varie d'un point a I'autre de la variété, on aura simplement le
droit de différentier les relations

() _ (ey)? (en)*
o = o == _;-_n——’ eiej:o’
ol 522 Snn

ce qui donnera, en tenant compte des formules (1),
(2) olh=ol=... =ol=uon, 5f;,~(,)f/'-+bjl wi=o.

Le carré de la longueur d’un vecteur (£°) issu de m est, dans ces
conditions,
g:‘i(él)g;

il varie avec I'unité de longueur choisie en m. Le produit scalaire de
deux vecteurs (&%), (?) (,std méme

.-3"/,‘5"”‘-

54. Etant donné un vecteur (£9), nous désignerons par &; le produit
scalaire de ce vecteur par le vecteur e,

&= guit';

o
Y

e

nous dirons que les Z; sont les composantes copariantes du vecteur (*),

(1) Il est évident que cette convention ne restreint en rien la généralité; on peut
méme supposer ces coefficients égaux a == 1.

(%) Il est essentiel de remarquer que les gi; étant des constantes fixées une fois pour
toutes, les composantes covariantes d’un vecteur sont lides & ses composantes contrava-
rianles d'une maniére indépendante du choix du systeme de référence. !
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les & étant appelées ses composantes contravariantes. Avec ces nota-
tions, le carré de la longueur d’un vecteur est £;5% et le produit scalaire
de deux vecteurs est £, ou &;. Le ds* de la variété (carré de la dis-
tance de deux points infiniment voisins) est de méme w;w’, en posant

;= gi;wi.

Nous désignerons naturellement par Q; les composantes covariantes
du vecteur Q.

La forme w] peut étre regardée comme la ;™ composante (contra-
variante) du vecteur de;; nous poserons

W= de;.e;= g;;w},
et de méme

W)= de,-.ei: g,-,m;-;
les relations (2) montrent que 'on a

(2") W+ 0 ;== O.

Nous poserons de méme

Q= g,;; Q= (de;) e, u-j,:g”Q’,:(deJ) e;;
Qij — .ng{f, Qii— ! 9-}
Sie i

5. Equations de structure. — Elles se déduisentimmédiatement des
équations générales établies au Chapitre I. Elles s’écrivent

g (o) =[wio] + [wtai] -+ QF,
o  =Q

= ey

(3)

(0} ) =[wfw}] + 2,
et 'on a naturellement entre les Q/ les relations

guj+ 85,21 =0,
ou

(4) SZ,'J'-{*-S&],;:O.
Ann, Ec. Norm., (3), XL. — DECEMERE 1923, . 50
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Les équations (3) peuvent encore s’écrire

; S () =[]+ [wfor] + Q;
(3" o = Q,

(i) = [0for] + Qy=[wnw]] + .
Enfin les équations qui traduisent le théoréme de conservation sont

[ (@) + [02] = [0/0] + [09] = [0'24] =0,
(5) Q=o,
? QIY 4+ [0 Q] — [0fQ{] = o,
ou encore
(.Q,')’-i—' [(A)\-Q[] - [&);Q] — [&)igg/c] -+ [0)/;9{‘\‘] =o,
(3" Q=o,
(Q) — [0} Q] — [0f Qi]1=o.

56. La torsion et les courbures. — A tout contour fermé infiniment
petit sont associées :

1° Une translation e;Q¢;
2° Une homothétie de rapport 1 + Q;
3° Une rotation de composantes Q7.

La translation définit la zorsion, I'homothétie la courbure d’homo-
thétie, la rotation la courbure de rotation de la variété.

St la courbure d homothétie est nulle, la variéié est a connexion eucli-
dienne. On peut disposer des arbitraires dont dépend le choix du sys-
téeme de référence de maniere a satisfaire a ’équation

W =0,

cette équation est en effet complétement intégrable, puisque le pre-
mier membre, ayant son covariant bilinéaire ' identiquement nul, est
une différentielle exacte. On peut donc choisir les systémes de réfé-
rence attachés aux différents points m de la variété de maniére que la
connexion devienne euclidienne : cela est possible d’une infinité de
maniéres, le choix de I'unité de longueur (qui est maintenant absolue)
- étant arbitraire ('),

(') Analytiquement si l'on remplace e; par ue;, ol u est un paramétre arbitraire,
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57. Représentation géoméirique de la rotation associée ¢ un contour
Jermé infiniment petit. — On peut représenter géométriquement la
rotation de composantes (. Partons pour cela des formules qui
donnent la variation géométrique AZ que fait subir cette rotation & un
vecteur £; on a

ou, ce qui revient au méme,

A= £, QH,

variations dues

. . , , . n(n—iI
Cette variation est la somme géometrique des —Lo——z

aux différentes composantes Q¥ de la rotation totale, ce qui permet

. n(n—1
encore de regarder la rotation totale comme la somme de nlr=1)

rotations composantes. Prenons par exemple la rotation compo-
sante Q'%; on a ‘ :

v

>3

il
Y Y

1 729211

2 — £, O

bl

3

>
AN AR AN

o= AP =0

cette rotation composante n’altere pas les vecteurs perpendiculaires au
plan e, e,; quant a un vecteur non perpendiculaire & ce plan, sa com-
posante normale n’est pas altérée, la rotation faisant sentir son effet
uniquement sur la projection du vecteur sur le plan.

Considérons en particulier le vecteur e, de composantes (1, o); il
devientapres la rotation le vecteur de composantes (1, g,,Q'*)

e\ =e;+ g1 R"%e,y;
soit 0 I'angle dont ce vecteur atourné, angle compté positivement dans
le sens de e, vers e,; on a

" e\e;=|e |[e:]0=g.R2"] e,
d’ou

du . - o .
o est remplacé par w -+ o Pour rendre la connexion euclidienne, il n'y a qu’a
(2

prendre z = C e—fm.
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Considérons enfin le bivecteur situé dans le plan e, e, et de mesure
algébrique 0; ce bivecteur est (")

e,]0 Q12
[Ieel‘e.?l = 2y |e1 E [9192]’——[619,]91

Il résulte de ce qui précede que la rotation Q) peut étre représentée
par le systéme de bipecteurs

(6) [os0,]Q

n(n—i)
2

dont chaque terme définit une des rolations composantes.

- Il est essentiel de remarquer que cette représentation a une valeur
intrinséque si la variété est & connexion euclidienne; si au contraire la
variété est 4 connexion métrique, le syste¢me de bivecteurs considéré
dépend du choix de 'unité de longueur attachée au poml m.

On peut dire que, dansle cas des variétés d connexion euclidienne,
I'expression (6) est un inpariant intégral bivectoriel attaché a chaque
éléement a deux dimensions de la variété.

58. Invariants intégrauzx atiachés a une variété a connexion eucli-
diennc. — Les composantes Q° et Q;; de la torsion et de la courbure
d’une variété a connexion euclidienne fournissent, d’apres ce (ui
précede, deux invariants intégraux d deux dimensions

(7) e; £,
(6) [e/e,;]R2Y,

'un vectoriel, I'autre bivectoriel. Il est facile d’en déduire d’autres
invariants & trois dimensions.

Considérons d’abord un vecteur £°; le produit scalaire ¢t le produit
vectoriel de ce vecteur par le vecteur e,Q° sont respectivement

zz

l k

z,
[ere,] (87 —&Q0);

(1) Si en particulier on considére une aire infiniment pelite dos dans le plan e;e,,

le contour étant parcouru dans le sens direcl, le rapport d" définit la courbure de

P'élément plan e, e,.
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cela nous conduit & la considération des deux formes scalaire et
bivectorielle

(8) [w,Q1],
(9) [ee;][wiQ/— w/Qi],

qu’on peut interpréter de la maniére suivante.

Considérons un volume (i trois dimensions) limité par une surface
fermée infiniment petite et prenons i l'intérieur du volume un point a.
Décomposons la surface fermée en une infinité d’¢léments, soit m un
pointintérieur & I'un de ces éléments. La premiére forme représente
la somme des produits scalaires du vecteur m — a par la translation
associée & I’élément de surface qui entoure m (*); la seconde forme
représente la somme géométrique des produits vectoriels des deux
mémes vecteurs.

On peut de méme, en reprenant un vecteur arbitraire (£%), con-
sidérer le déplacement subi par ce vecteur par I'effet de larotation QY,
a savoir

etk Q)

= 0

et la somme des produits extérieurs de ce vecteur par les différents
bivecteurs qui représentent la rotation Q%, & savoir

[eie;er] (50827F 4 /T QK 4 ERQLTY,

Cela nous conduit & deux nouvelles formes, éléments d’intégrales
triples,

(10) e[ w*Q%],
(11) [e:eje][m Q% + o/ QF 4 ok Qi/],

dont Pinterprétation géométrique est la suivante. En reprenant la
surface fermée dont il est question plus haut, et le point a intérieur a
cette surface, la premicre forme représente la somme géométrique
des déplacements subis par les vecteurs m — a par leffet de la
rotation associée a I’é¢lément de surface qui entoure m; la seconde

(1) Le nombre ainsi obtenu, divisé par le nombre qui mesure le volume de I'élément
4 trois dimensions considéré, peut s’appeler la torsion scalaire de cet élément.
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représente la somme géométrique des trivecteurs obtenus par la
multiplication extérieure du vecteur m — a et du systeme de bivec-
teurs représentant la rotation associée i I'élément de surface qui
entoure m.

On peut poursuivre et obtenir des invariants intégraux a quatre
dimensions. A un vecteur (£°) on peut associer :

1° Son produit par le nombre scalaire (3)
e,g ['1)/.4)/ |,

2° Son déplacement par U'effet de larotation que représente la forme
bivectorielle (9)

€ Wi — wi];
3° Son produit extérieur par le systeme de bivecteurs (¢)
[€:0;04] |E [0/ Qb — 6F QT 4 EF [k Qf — e QT 4 EF [ 091 Qo 0 1] |5
4° Son produit scalaire par le vecteur (10)
Ei[ 0" Q1]
5° Son produit vectoriel par le vecteur (10)
[e:e;][Eiw*Qf —E/ QL T;
6° Son produit extérieur quadrivecloriel par le systeme de (rivec-
teurs (11)
[er0;ere:] |5 [0 Qb - ki o ool QIF| — E/ [ 1y QET - ok QU1 - 09! Qi ]
f/. {G)L ()j/+ 0)_/ /l'+ 0)1521.]] —_ EI[G)igsz'+ ijlr[_i__ 0)/4'521'/] g .

On en déduit immédiatement l'existence de nouveaux invariants
intégraux (')
e [wiwhQ,],
[ee;er][w/ wh Q4+ 0w Q/ + o0/ Q4]
[0/e/;],
(e, ][00k Q) — w/ k4],
[eie;e18,] [0 0w/ QF + wla QU+ gl QI - o/ QU 4 w6/ QIF 4= 1)k Q7.

(1) La premiére et la deuxiéme formes associées au vecteur (£4) donnent naissance au
méme invariant intégral.
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L'interprétation géométrique de ces formes serait analogue a celle
des formes precédentes.

On pourrait continuer et obtenir des invariants intégraux i un
nombre de dimensions de plus en plus élevé.

59. Les dérivées extérieures de ces invariants intégraux sont faciles
4 calculer; ce sont en elfet de nouveaux invariants intégraux admet-
tant une signification indépendante du choix du systéme de référence.
Il en résulte qu'en les calculant tous les termes en o’ doivent dispa-
raitre. On peut s’en rendre compte d’une maniére nette en remarquant
que si 'on attache & chaque point m le systéme de référence le plus

' . n(n—1 N . . . B
geénéral possible, les —L—z—)parametres arbitraires qu’on introduit

ainsi n'interviennent pas en rcalité dans la forme invariante qu’on
dérive; donc, leurs différentielles, qui se révélent dans les w/, n’inter-
viendront pas non plus dans la dérivée extérieure.

On aura donc les dérivées cxctéricures des différentes formes considerées
en regardant les e; et les Q;; comme des constantes, et en remplagant (»°)
et (Q%) respectivement par

Q1 et [w*QL].

On peut donc former le Tableau suivant (ot 'on n’a fait figurer que
les formes & deux et trois dimensions) :

Formes invariantes. Formes dérivées.
0, Q! ei[wFQ;]
[eie; Q4 o
[w L] [Q:R2] + 2[win/ Q]
[eie;] [0 —w/Q1] [e:0;] [winhQf—w/ wh Q]
e[ wh ] e Q4 QL]
[eiejer] [wQ/F -t w/ QI 4 ok QU] [6/0, 6] [QIQF 4+ QF QK 4 QEQITY.

On remarquera que certaines des formes & trois dimensions peuvent
étre obtenues par dérivation des formes & deux dimensions.

60. Les invariants intégraux des variétés a connexion euclidienne
sans lorsion. — Si la variété est sans torsion (variété de Riemann),
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l
les Q sont nuls, et par suite, d’apreés les équations (5), la forme

e[ wh Q.
est identiquement nulle. Des invariants intégraux précédemment
déterminés, les seuls qui subsistent sont

[e,-ej].Q"f,

[eie;0:] [w! Q%+ w/ QF 4 0k QU],

[erejere/][win/ Q4+ o/ wt QU + 0 w!/Q/F -+ wkt el QY + 6! o/ QF 4+ o/ wh Q]
et leurs dérivées extérieures sont identiqguement nulles. On en déduit des
théorémes de conservation qu’il serait facile d’énoncer géométrique-
ment (*). '

Cas des variétés a trots dimensions. — Dans le cas des variétés & trois
dimensions, les invariants intégraux a quatre dimensions disparaissent
d’eux-mémes. Remarquons qu’a tout vecteur

tle;
est li¢ d'une maniére invariante un bivecteur
&i[ese;] +Es[ese ] +Ei[ee,]
et réciproquement; de méme & un (rivecteur est lié un scalaire, sa
mesure.

‘D’aprés cela, en nous bornant au cas ouwil n’y a pas de torsion, nous
obtenons les invariants intégraux nouveaux

[0 Q2] 4 [2 Q3] + [03Q12],
1y + €2 + e;Q,,

dont le second, 4 deux dimensions, a sa dérivée extérieure nulle; ce

(1) Ces formes peuvent étre considérées comme définissant la courbure (hivectorielle,
trivectorielle, quadrivectorielle) d’un élément a deux, trois, quatre dimensions. Au lieu
de prendre des multivecteurs /ibres, on pourrait prendre les multivecleurs appliqués
[me;e;]Q4/, ete. On a alors le théoreme remarquable que la courbure p-vectorielle libre
d’un petit domaine i p dimensions est la somme géométrique des courbures (p — 1)-vec-
torielles appliquées des éléments & p — 1 dimensions qui limitent le domaine. Ce théoréme
permet d’obtenir simplement les formes du texte par récurrence.



VARIETES A CONNEXION AFFINE. THEORIE DE LA RELATIVITE GENERALISEE. 401

second est le vecteur qui représente, suivant le procédé habituel, la
rotation associ¢e a un ¢lément de surface ().

Cas des variéiés a quatre dimensions. — Iei il y a une correspondance
invariante :

1° Entre le vecteur
et le trivecteur polaire

tiesese;]—Ei[eie5e, ]+ (e 6.0, ] — 5 ee085];

2° Entre le systeme de bivecteurs

fleie;]
et le systéeme de bivecteurs polatie

taleses] +inlees] +Zufeses] +Enferes] + e es] + fs[ere].

Si 'on regarde les &' comme les coordonnées homogénes d’un
point dans un espace a trois dimensions, le trivecteur polaire du
vecteur (£9) peut étre regardé comme représentant le plan polaire du
point par rapport & la quadrique z‘x; = o. De méme si les &Y sont
les coordonnces plickériennes d'une droite, les coordonnées du
bivecteur polaire sont celles de la droite polaire par rapport a la qua-
drique.

Nous avons par suile, en nous limitant aux varietes a torsion nulle,
les inyariants intégraux nouveaux

[e.e35] R, +[ese; ]y +[e0:]2: +[e,e,] R+ [er0,]2; + [e;0,]2,,
2 (ijklyei[0; 2+ 022 -+ 0, 2],

[92005 20,1 -+ [030; R, ] + [0 00,25, ] 4+ [0, 0,223] 4+ [@20, 25, ] 4+ [w30,82,].

(1) Le systéme de vecteurs el de couples
[me,]Qy; + [me, ]2 + [me, Qs+ [e:e,]82 +[ese,]12;, + [e,e,]8;

représente de méme le déplacement associé a un ¢lément de surface. Sa dérivée exlé-
rieure est nulle.

Si l'on regardail ce sysléme comme représentant les lensions qui s’exercent sur un
milicu matériel (tensions comportant des couples), ce milieu serait en équilibre. Il y a 13
une des nombreuses analogies, plus ou moins trompeuses, qui existent entre la (;eo—
métrie et la Méeanique. En fail, ce n’est 1a qu’une analogie. '

dnn. Ec. Norm., (3), XL. — DICEMURE 1923.

51
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Le second d’entre eux est indépendant du choix de 'unité de lon-
gueur; il joue, ainsi que le troisiéme, un role important dans la théorie
d’Einstein (*).

Nous verrons dans la seconde partie de ce Mémoire ane méthode
générale pour former les invariants intégraux attachés & une variété.

Le théoréme fondamental des variétés sans torsion.

61. On doita M. H. Weyl un théoréme important, d’apreés lequel la
connexion métrique d’une vari¢té sans torsion est parfaitement déter-
minée lorsqu’on sc donne le ds* de la variété, ainsi que la forme o
qui permet de comparer les unités de longueur choisies en deux points
infiniment voisins (*).

L’hypothése revient en effet & supposer connues en chaque point les
formes o’ et o, c’est-d-dire & supposer connues la translation ct
I’homothétie qui aménent en coincidence deux systémes de référence
infiniment voisins. Les composantes w,; de la rotation sont alors four-
nies par les équations

(o)) =[] + [o*wl] (I=1,2, ..., n).

Il suffit de montrer qu’il existe un systéme et un seul de
formes w,;; = — w;; tel que les n formes

[o% 0] (i=1,2,...,n)
deviennent égales a n formes données en w', ..., ®”, soit
/Img[a)“mﬁ] (Nriup = — liBa)-

~En posant
Wiy == at‘j.’A")J (aija-: —aji1)7

(1) Ces invariants fournissent, sous forme de bivecteur libre, de vecteur libre et de
scalaire, une seconde représentation de la courbure d’'un élément 4 deux, trois et quatre
dimensions d’une variété a connnexion euclidienne. La différence entre cetle seconde
représentation et la premiere est qu'ici la somme géométrique des courbures appliquées
des élémenls & p — 1 dimensions qui limitent un petit domaine & p dimensions est nulle.

(*) H. WEvL, Temps, Espace, Maticre (trad. de G. Juvel et R. Leroy), p. 108. —
Cf. E. CARTAN, Sur les équations de la gravitation d’Einstein (Journ. de Math., 1922,
p. 150~151).
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les coefficients a;;, sont donnés par les relations
Ao — A8z = Niaf;

elles admettent la solution unique

ik = i; (Peinj— iy — Pjri)-

En particulier, si 'on a une variété  connexion euclidienne sans
torsion (variété de Riemann), sa connexion affine est complétement
déterminée par son ds® : cette connexion est celle du paraliélisme de
M. Levi-Civita. C’est pour cela que la théorie de la gracitation de M. Etns-
tetn est en général présentée comme équivalente a U'étude d’une variéié de

Riemann.

CHAPITRE IV.

LA THEORIE DES COURBES ET DES SURFACES DANS UNE VARIETE
A CONNEXION AFFINE OU METRIQUE.

62. L'étude des courbes et des surfaces, fondée sur "'emploi d'un
systeme de référence mobile, se fait dans une variété & connexion
affine de la méme maniére que dans un espace affine proprement dit.

En chaque point m d’une courbe d’un espace affine on peut attacher
(et d’une infinité de maniéres) un systeme de référence tel que le vec-
teur e, soit tangent & la courbe. Ce qui caractérise la droite, c’est que
ce vecteur e, reste constamment parallele & lui-méme. On appellera
donc droite (ou géodésique) dans une variété & connexion affine une
ligne telle qu’un vecteur tangent i cette ligne se déplace parallelement
a lui-méme le long de la ligne. Pour trouver toutes les droites d’une
variété i connexion affine on attachera & chaque point de la variété le
systeme de référence le plus général possible et 'on exprimera :

1° Que le vecteur e, est tangent au déplacement, ¢’est-a-dire
(1) w=o0'=...=u"=o0;
2° Que de, est paralléle a e, c’est-a-dire

2 w=wl=...=w!=o,
1 3 1
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Les 2n — 2 équations (1) et (2) définissent les droites de la variété;
les quantités inconnues dans ces équations sont n — 1 des coordonnées
“d’un point de la variété et les n* paramétres arbitraires dont dépend le
choix des systémes de référence.

Silon a particularisé les systémes de reférence attachés aux points
de la variété, on introduira » inconnues auxiliaires & par les équa-

tions
b)ll

,-g——-:_.‘.éz——... -E—’_l-,

et ’on exprimera que le vecteur £e; reste parallele & lui-méme, ce qui
donne :
dii4-Erpl =—o (i=1,2,...,n).

En introduisant un paramétre auxiliaire , on aura les équations

Y 5t o
§= at’ dt Vit =o,
en posant

0 = Yos 0",

Les courbes de la vari¢té qui jouent le role de courbes planes
seraient définies, si I'on utilise en chaque point m de la variété le
systtme de référence le plus général possible, par les ¢quations

w=et=...mwt=o,
| J— — [ Je—

O]==... == 6] == 0,

wiz=...=ol=o;

elles dépendent, comme on le voit facilement, d’une fonction arbitraire
d’un argument.

63. La recherche des invariants affines d’une courbe se fait sans
difficulté. Placons-nous pour simplifier dans le cas d’une variété i
trois dimensions. En restant dans le cas géncral, on démontrera,
comme dans I'espace affine, quon peut attacher a chaque point un
systtme de reférence et déterminer un paramétre de position s
de sorte qu'on ait les formules, qui généralisent celles de Frenet-
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Serret,
dm
ds

de,
ds

=€

= 0e, -+ €.,

de,

— =@, o~ 24 €, + €3,
ds

— =fe,+3e,+3xe;.

Les deux invariants affines fondamentaux sont « et 8. Le plan oscu-
lateur & la courbe est [me, e, ].

6G4. Les propriétés fondamentales des surfaces s’¢tudient de la
méme maniere. Nous nous bornerons au cas n = 3. A chaque pointm
d’une surface, nous attacherons un systéeme de réference tel que les
vecteurs e, ct e, soient tangents 4 la surface. On aura donc, si 'en se
déplace sur la surface,

w® == o0,
d’ow, en prenant le covariant bilinéaire,
[oted] + [0?el]+ L =[otn!] + [®*ol] + A}, [elo*]=o.

[l résulte de cette ¢galite que les deux formes o] et @] sontlincéaires
en o' et w?
ol =oaw' + Pu?,
0 = o' ot + B'w?,
avee
p—a' + A}, =o.
La surface généraliserait le plan (surface géodésique) de I'espace
affine si 'on avait

ce qui exige A}, = o. En général de tels plans (ou surfaces géodesiques)
n'existent pas. Pour les trouver, quand il en existe, il faut intégrer le
systtme
' B gy B e AY —
0 =0, =0, Aj, =o.
La dérivation extérieure des deux premieres équations donne

E o 3 —
Al =0, A, =o.
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On est done conduit & trois équations finies pour les neuf paramétres
arbitraires dont dépend le choix des systémes de référence. Un cas
particulier intéressant est celui o ces trois équations seraient vérifiées
identiquement. On peut en déduire que si 'on choisiten chaque point
un systéme de référence déterminé, il existe six relations linéaires
entre les composantes du tenseur de torsion et quinze relations entre
celles du tenseur de courbure. Dans ce cas, il existe un plan et un seul
passant par un point donné et tangent en ce point & deux vecteurs donnés.
Les variétés ont done, comme 'espace affine, «=* plans.

On peut démontrer qu'elles dépendent de trois fonctions arbitraires
de trois arguments.

"Prenons maintenant une surface quelconque. On peut définir sur
une telle surface la direction & conjuguce d’une direction ¢ en consi-
dérant ’élément plan tangent [me, e,] et cherchant sa caractéristique
quand le point m se déplace dans la direction ¢. On a

0[me,;e;] =wi[meze,] + oj[me, e;]
= [an'(0) + Bw?(d)] [me;e,] + [a'w!(0) + ' w?(3d)] [me, e3].

En exprimant que le vecteur o' (¢’ )e, + w*(2’)e, est dans ce plan,
on obtient

ow!(3) »'(0") + P (0)w!(d) + a0 (d)n* (") + Pw?(d)w?(d) =o.

Ceute relation n'est plus involutive st 3 — o' n’est pas nul. Autrement
ditsiladirection ¢’ est conjuguée de 3, la direction ¢ n’est pas récipro-
quement conjuguée de o', Il n’y a d’exception que si A®, est nul. La
réciprocité entre les directions conjuguées d’une surface a liew pour les
varietés dont le premier tenseur de torsion (') est nul.

65. On peut définir une ligne asymptotique d’une surface comme’
une ligne dont le plan osculateur est tangenta la surface; on démontre
facilement qu’alors la tangente a la ligne est sa propre conjuguée. Les
lignes asymptotiques sont done données par Uéquation

ole! + w2l =o.

Les surfaces dont les lignes asymptotiques sont indéterminées sont

(1) L'éiude des tenseurs de lorsion sera faite plus loin,
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données par les conditions

, o =0, B+ a'=o, p'=o,
c¢’est-a-dire

_l'n‘;

[

) S ) I
W= — EA'I’,_,or, W} = :\
elles se confondent avec les plans si le premicr tenseur de torsion
est nul. -

Les surfaces pour lesquelles les deux familles de lignes asympto-
tiques sont confondues sont données par les ¢quations

B+oa' =pF =o,

ou par I'équation

) 1
wh = —A3}, ol
o !

On démontre facilement que, quelle que soit la variété, elles
dépendent d’une fonction arbitraire d’un argument.

Les indications précédentes suffisent pour montrer qu'il n’y a pas
de changement essentiel de méthode & introduire pour I'étude des
courbes et des surfaces plongées dans une variété & connexion affine,
mais que dans certains cas les théorémes fondamentaux relatifs a
I'espace affine doivent subir de profondes modifications.

Les droites dans les variétés a connexion euclidienne.

66. Les droites s’obtiennent dans les variétés & connexion eucli-
dienne de la méme maniére que dans le cas d'une connexion affine
générale.

Un cas particuliérement intéressant est celui ot la ligne droiteréalise
le plus court chemin d’un point & un awre. On peut montrer par le
calcul que la condition pour qu’il en soil ainsi est que la translation
associée a un élément plan quelconque de la varieié soit normale a cet
¢lément. On peut s’en rendre compte par un raisonnement géométrique
assez intuitif.

Considérons un segment de droite trés petit mm' sur la variété; si
nous rapportons de proche en proche I’espace euclidien tangent en un
point variable de cette droite & I’espace ecuclidien tangent en m, le
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segment de droite sera représenté dans cet espace cuclidien par une
droite véritable mm’. Considérons alors un autre chemin quelconque
allant de m en m’; si nous rapportons de proche en proche 'espace
euclidien tangent en un point variable de ce chemin a 'espace eucli-
dien tangent en m, ce chemin lui-méme sera représenté par une
certaine ligne courbe allant de m en un point m}. Il est clair que la
figure tracée dans I'espace euclidien tangent en m peut étre inter-
prétée comme tracée dans P'espace euclidien tangent en m', le
repérage par rapport a cet espace se faisant de proche en proche,
d’abord le long du segment de droite m'm, puis le long du second
chemin allant de m en m’. On peut donc regarder le vecteur (cucli-
dien) m, — m| comme représentant la translation associce a ce petit
contour fermé. St la variéte est sans torston, cette translation est nulle,
m, se confond avec m' et la variation premiére obtenue en passant de
la longueur de la droite mm, 4 la longeur de I'arc curviligne mm,, est
nulle : la droite est bien sur la variété une ligne de longueur station-
naire. Mais la condition qu’il n’y ait pas de torsion n’est pas nécessaire:
il suffit que la translation m), —m)/, soit normale a I'¢lément de droite
mm’ pour quela variation premicre de lalongueur soitnulle. Autrement
dit, pour gu’une droite réalise une valeur stationnacre de la longueur, il faut
et ul suffit que la translation associée a un élément plan quelconque conte-
nant un élémentquelconque de la droite sott normale ¢ cet élémentde drodte.

Si 'on veut que toutes les drottes soient les plus courts chemins, il
faut et il suffit que la translation associée & un élément plan queleconque
soit normale 4 cet ¢lément. Sin est supérieur i 2, cette condition peut
étre réalisée pour une variété avec torsion. Par exemple, pour n = 3,
la condition revient & 'identité en &, #f :

Y . . ) -
:>-l E Apy (B3P —E302) + A (B0t —E40P) + Apg (B —E20")] = o;

z
on en déduit
Q= a[o?n?], Q== alw?m!], Qy=a[n'n*],
a désignant un coefficient arbitraire.

67. Si n =2, les droites ne réalisent les plus courts chemins que
si la variété est sans torsion. Comme exemple de variété avee torsion
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signalons celui qui est fourni par une sphére, sur laquelle on convien-
drait de regarder comme paralléles deux vecteurs issus de deux
points infiniment voisins lorsque les angles qu’ils font respectivement
avec les méridiennes (') qui passent par leurs origines sont égaux.
Dans ces conditions, si l'on choisit en chaque point un vecteur-
unité e, tangent au paralléle et un vecteur-unité e, tangent & la méri-
dienne qui passent par ce point, on a
, ) de;—o, de, = o,
¢’est-d-dire
Wis = O.

En prenant pour coordonnées la longitude 7 et la colatitude 6, ona

‘ w'=wu, =Rsinb do, w?= w, = Rdf,
par suite

La variété que nous avons ainsi définie est & courbure nulle, mais
elle a une torsion qui se traduit par une translation dirigée survant le
parallele. SiT’on appelle torsion en un point le vecteur obtenu en divi-
sant par l'aire ds d’un élément de surface la translation associée a cet

élément parcouru dans le sens direct <qui amene e, sur e, par une

rotation de ;~> » on voit que la torsion en un point de la sphére est repré-

; ; ; . coth . .
sentée par un vecteur tangent au paralléle et égal a ~iT Elle est infinie

aux poles, nulle & 'équateur.

Sur cette variété les lignes droites sont les loxodromies, qui font un
angle constant avec les méridiennes. Les scules lignes droites qui réa-
lisent les plus courts chemins sont celles qui sont normales en chaque
point & la torsion : ce sont les méridienncs.

68. Lestriangles rectilignes sur les vartétés a deux: dimensions. — Con-
sidérons sur une variété 4 deux dimensions & connexion cuclidienne,

(1) On suppose qu'on a défini une fois pour toules sur la sphére un systéme de méri-
diennes et de paralieles. )
Ann. Ec. Norm., (3), XL. — DyCEMBRE 1923, : 52
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avec ou sans torsion, un triangle infiniment petit formé de trois seg-
ments de droites. Appelons a, b, ¢ les cotés de ce triangle; A, B, C ses
angles. La courbure de ce triangle est évidemment le quotient de
A+ B+ C —=par son aire (*). Quantala projection de la torsion
en A sur le coté AB, elle est, quanta sa partie principale, égale au
* quotient par Iaire du triangle de la longueur

¢ —acosB —bcosA;

sa projection sur la perpendiculaire i AB est égale au quotient par la
méme aire de la longueur
: asin B — bsinA.

On voit que, st la variété est sans torsion, les formules de la trigono-
métrie rectiligne
c=uacosB -4~ bcosA,
@ b c

sinA "~ sinB  sinC

sont valables a des quantités presinfiniment pefites par rapport a ’aire
du triangle. (Cest du reste 1a un vésultal classique dans la théorie des
surfaces : on sait en effet, d’aprés Gauss, qu’étant donné un triangle
géodésique infiniment petit, le triangle rectiligne (euclidien) qui a
mémes cotés a aussi les mémes angles, a des quantités pres infiniment
petites par rapport a I'aire du triangle (*).

69, Iniégration des équations différentielles qui donnent les lignes
droites. — Lorsque la torsion associée & un élément plan quelconque
d’une variété a connexion euclidienne a » dimensions est normale &
cet élément plan, les lignes droites sont les extrémales d’un probléme
de caleul des variations; les équations différentielles quiles donnent
admettent un invariant intégral linéaire. Si le systéme de référence
attaché & chaque point a été choisi dela maniére la plus générale possible,

(1) En appelant courbure le quotient par l'aire de la rotation associée au contour
du triangle.

(2) Poir en particulier G. DARBOUX, Lecons sur la théorie générale des surfaces, t.111,
Chap. VIII, p. 157; Paris, Gauthier-Villars, 1894.
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ces équations différentielles sont

W =...=m"—o

N
m]=...=w]=o.

(R . . ’ ' - . N
et I'invariant intégral estfm’ :fcls. Siau contraire le systéme de

référence a Gté particularisé en chaque point, U'invariant intégral est

fui R L R N (oL

en désignant par u; un systéme de n inconnues auxiliaires liées par la
relation
wut=ry.

La recherche des lignes droites de longueur nulle donne lieu & des
remarques analogues. Ici on peut se placer dans le cas des variétés &
connexion métrique. Supposons, pour fixer les idées, qu'on ait

O

Sn=1I, S

y

==

2 _ e
Sy e snn

les lignes cherchées sont données, comme il est facile de le montrer,
par U'intégration de 2n — 3 équations

(1) [ wl—w?=o0, wd=o, 0= o,
1 ¢
/ ) + w)=o, RN o] +wi=o,

en supposant qu’on ait attaché & chaque point le systéme de référence
le plus général possible. Or si 'on forme le covariant bilinéaire de
w' — w?, on trouve, en tenant compte de {'équation w' — w*= o,

3,...,n

; .o N » A
(1Y — (02)'= [0 (93 4 03) T 4.« [0 (- )]+ 3 (AL —A%) [0'0]

4]
1==n
Wl 5 .
+ YAl AL — A= AT [0t 0],
[==3
1! en résulte que si 'on a
(2) AV— A3+ AL—A=0  (i=3, ..., n)

les équations (1) définissent les caractéristiques de I'équation de Pfafl

w!— w?= 0.
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Par suite, les lignes drottes de longueur nulle sont les caractéristiques
d’une certaine équation aux dérivées partielles du premier ordre. Si on
a particularisé en chaque point m le systeme de référence, elles s'ob-
tiennent en réduisant i sa forme canonique ’équation de Pfaff

Uy 4 Uy . o+ U wt =0,

ou les inconnues auxiliaires «; satisfont a la relation
w;ut=o.

Les relations (2) sont faciles & interpréter géométriquement. Elles
expriment que si ’on considére un vecteur (&) de longueuar nulle ct
un autre vecteur (n°) qui lui soit perpendiculaire, la torsion de I'élé-
ment plan déterminé par ces deux yecteurs est perpendiculaire au vec-
tear (£9). En écrivant que la relation (')

Abyli(Eint—n/Ek) =0
est une conséquence des relations

£1'£[:()~ gni=o,

. v n(n?—
on trouve un systéme de 4—5—@

santes de la torsion; elles expriment qu’un certain tenseur formé avec
les composantes du tenseur de torsion est nul. Si n =3, on trouve,
pour les expressions les plus générales possible de la torsion compa-
tibles avec les relations (2),

relations linéaires entre les compo-

Qi=aln?n?] + o],

L=a[w*o'] +[w,5],

[T

L=alo'n| 4+ [ow],

en désignant par o une forme linéaire arbitraire en o', w?, o?, et
par a un coefficient arbitraire.

(1) Nous trouverons celte relation et des relations analogucs dans la seconde partie de

ce Mémoire, lorsque nous étudierons le tenseur de torsion.
(A4 suivre.)




