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ANALOGIE
ENTRE

LES SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES
ET

LES SÉRIES SPHÉRIQUES
AU POINT DE VUE DE LEUR SOMMABILITÉ PAR LES MOYENNES ARITHMÉTIQUES

PAR M. ERVAND KOGBETLIANTZ.

Introduction.

Les polynômes ultrasphériques
P^'(^) (ra=o, i,2,...,co),

qu'on définit par la fonction génératrice (i — a xz -+- s3)"^ :
00 *

-——x—^=S^P^) a>o)
(l •— IXZ •+- Z 2 ) " AaB

f t = = 0

et qui jouissent de la propriété cTorthogonalité dans l'intervalle
(-i.+î)

o (w^/z),
4-1 ^ p ^

/ I w ̂ / ^n \^)^ _, r / ^ r f 1 - ! - ^ ^
^ ~———.F"" ^^J^i^^ r(n+.À) .(^^). (^x)ra) r(n4-i)r(.Â) (m=^

se réduisent pour À == - aux polynômes de Legendre P^(^) et relient
les derniers aux fonctions trigonométriques, puisqu^on a pour
a?= çosQ 1 - 1 - ' 1 1 1 , , ! ! l i , 1 1 1 ! ! • ' 1 1 / 1 ! 1 ! \ ' 1 1 1 1 ' ! ! 1 1 ' ' ! 1 1 1 1 1 ' 1 ' 1 1 11"1

lim r- P'^^^) == - cosnQ ( a ? = = c o s 0 , / ^ > I )
• 1 1 1 / ^ XrsO'1 1 n ^ 1 1 •1 . - 1 1 • 1 1 ! 1 , ! . ^ "'• : ! . ! , ^ ! '
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et aussi pour ^ == i
p^(,)^^^ (^COSM=I).

La série ultrasphérique

'• ̂ ^-i^^tf^'"'^""""', (»>»'
n = o ' t/s [s i^^sin^y-y 7 ) ] 2 '

[cosy •=. cos0 cos^-h s in@ sin^ cos(cp — y')]

généralise, d'un côté, la série de Laplace fl == ̂  et, de Fautre
côté, se rédui t à la limite pour À == o à 1^ série trigonométriqiie,
sip '(9,y)==/(cos0).

La découverte ( ' ) de cette série 1 m'a permis de ramener à leur
origine commune toutes les propriétés de ces deux classes de séries et
d'établir ainsi l'analogie complète entre les séries sphériques et les
séries trigonométriques au point de vue de leur sornrnabilité (G, 6) par
le procédé des moyennes arithmétiques.

Or, l'ordre S des moyennes arithmétiques de la série ! est intime-
ment lié au paramètre \. J'ai établi, par exemple, que toutes les
moyennes F^'(6, 9) de la série 1 d'une fonct ion F(6, ç) bornée sont
toujours comprises entre les bornes inférieure m et supérieure M de
la fonct ion développée, si l'ordre S est au moins égal à 2À •+-1, c'est-
à-dire qu'on a pour â^ 2Â 4-i

m^^(Q, 9 )^ M
,(o"5Ô$ ' ï r , o^<p5.2 '7T:; n'==o, i , ^ 3, . .., œ; 1 > o, ô^ -à À + ï),

SI...
wSF(0, < p ) 5 M ( o $ 0 $ 7 T , o ^ œ f ^ T T ) .

Les propriétés correspondantes des séries trigonométriques de
Fourier (X = o) et des séries de Laplace ('X == ^ ) ont été signalées par
MLL. Féjèr(2) .

De même, le fait qu ' i l existe des fonctions continues sur toute la

( 1 ) Comptes rendus, t. 164, 1 9 1 7 , p. 6î6.
(2) Mathem. Annalen, t. 58, 1904, et 1.67, 1909,
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sphère, dont la série 1 n'est pas sommable (G, â$X) (1), explique la
différence qu'on peut signaler à ce point de vue entre les séries trigo-
nométriques et les séries de Laplace : tandis que le développement
trigonométrique d 'une fonction continue dans tout intervalle (0,211)
est uniformément sommable (G, â> o) pour chaque S^o, il existe
des fonctions continues sur toute la sphère et dont les séries de
Laplace ne sont pas sommables (G, â5 -1") (2-)., \ 2 /

II est évident que cette non-sommabilité (G , â^--1-) des séries de
Laplace est parfaitement analogue au fait bien connu de l'existence
des fonctions continues, dont les séries trigonom étriqués divergent,
c'est-à-dire ne sont pas sommables (C, âSo) : l^s deux ne sont que les
cas particuliers pour X = ^ et "X= o de la non-sommabilité (G, û$}i)
de la série I.

La sommabilité uniforme ( G , â ^ ^ ) de la série de Laplace d'une
fonct ion F(0, y) continue sur toute la sphère (2) ainsi que la somma-
bi l i té uniforme (G, o > o ) du développement trigonométrique d'une
fonction continue sont aussi les cas particuliers de la sommabilité uni-
forme (G, § > X ) de la série 1 d'une fonction F(9, y) cont inue sur
toute la sphère S (1).

En é tud ian t la sommabilité (G, à) de la série 1 pour À — ï <^â^, on
s'aperçoit que les propriétés des moyennes d'ordres — ï <^ S$o de la
série trigonométrique doivent être essentiellement les mêmes que celles
des moyennes d'ordres — ï- <; S^ - de la série de Laplace.

•i jû

L'étude comparative des moyennes arithmétiques de ces deux classes
des séries, entreprise dans ce Mémoire, prouve cette assertion. Cette
étude ne saurait être remplacée par l 'étude de la sommabilité (G, S)
de la série 1 d 'une fonction F(6, y) pour X — ï <^ §5X puisque la série
trigonométrique n'est pas rigoureusement le cas particulier pour À === o
de la série 1 d'une fonction F(0, ç):===y(cos6), mais son cas limite
pour À--/O, ce qui exige l'étude directe de la sommabilité (G, <S<o)

(1) E. KOGBETLÏANTZ, Comptes'rendus', t. 164, 1917, p. 626.
( â ) T. H. GTKONWALL, Mat/ie/n. Ânnalen^ t. 75, 1914.
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de là série trigonoméfrique, la sommabilité (C, o), c'est-à-dire la con-
vergence étant étudiée en détail. Quant à la série de Laplace, l'étude de
sa sommabilité (C, 5) pour — •- <^ S^ - est beaucoup plus simple que

2 2S

l'élude du cas général de la sommabilité (G, S) de la série 1 pour
X — i < S $ X ( 1 ) .

En ce qui 'concerne les séries trigonométriques et les séries de
Laplace, on trouve les résultats suivants. Les critères bien connus de
convergence de la série trigonométrique assurent aussi la sommabi-
lité ^C, â = ^ j de la sérieT de Laplace (§ 5) qui , ainsi que la somma-
bilité (C, S = o) de la série trigonométrique, ne dépend que de l'allure
de la fonction développée au voisinage du point considéré, si l'ordre y
d^nfîni tude de la fonction développée en point W, diamétralement
opposé sur la sphère S au point M considéré, est inférieur à trois

3

demis : y< ^. La sommabilité (C, o<o) de la série trigonométrique

et la sommabilité (C, <Ï< ^j de la série de Laplace dépendent au con-
traire de toutes les valeurs que prend la fonc t ion développée.

Les séries trigonométriques ne sont sommables (C,o<;o) que
pour â> a — i , où a est l'ordre maximum d'infinitude de la fonction
développée dans rintervalle (o, 271:). Le fait analogue pour les séries
de Laplace est plus compliqué : en point M la série de Laplace n'est
sommable (C , S < ^J que pour S > a — J, où a est .l'ordre maximum
d' inf ini tudede la fonction développée sur toute la sphère, mais si la
fonction développée devient infinie d'ordre y en point W, diamétrale-
ment opposé sur la sphère au point M, il est nécessaire de plus que S
soit plus grand que y — i : o ^> y— i.

Vuque les séries absolument convergentes sont sommables (G, à)
pour chaque S > — i, nous en déduisons les corollaires : la série tri-
gonométrique ne converge n u l l e part absolument, si la fonction déve-
loppée devient en un seul point infinie d'ordre a >o; la série de
Laplace ne converge pas absolument en point M, si la fonction déve"

( l ) Les résultats qui se rapportent à ce cas général ont été publiés dans les Comptes
rendus, t. 469, 1919, p. 32%.
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loppée devient en point W, diamétralement opposé au point M-, infinie
d'ordre y > o ; la série de Laplace ne converge nulle part absolument,
si la fonction développée devient en un seul point de S infinie
d'ordre a^> -1-*

La série de Legendre est le cas particulier de la série dé Laplace
pour F(6, o)==-:y(cos0) et l'on. trouve les résultats suivants : la som-
mabilité ( G , §=== -1-) delà série de Legendre en un point frontière, soit

\ 2./
pour fixer les idées en point ^ = = - + - î , ne dépend que de l'allure

.de la fonction développée au voisinage de l'autre des deux points fron-
tières et, en dénotant l'ordre d ' infinitude de la fonction en ce point

'3

frontière, x == — i, par y, on a y < 7 comme condit ion nécessaire de

la sommabilité fc, S == -1- ) de la série de Legendre en point x = •+-1.
/ \Au contraire, la sommabilité ( G , â < - 1 ) de la série de Legendre en\ 2/

point x ==-+- ï dépend en. outre de l 'allure de la fonction développée
à l'intérieur de l'intervalle (— ï , + ï) et la condition nécessaire de la
sommabilité fc, S >—^\ au point frontière x == -4- ï est ô> Sy, où. âo

\ 2/

est le plus grand des deux nombres 2"y ~ ï et jâ -- ^ p étant l'ordre
maximum de l ' infinitude de la fonction à l'intérieur de ( — ï , -4- ï)
et Y l'ordre d'infini tude de la fonction au point frontière-opposé
x •===•— ï.

Par conséquent, pour | ^ |==i , la série de Legendre diverge, si la
fonction développée devient en un point quelconque infinie d'ordre (3
supérieur ou égal à un demi, P ^ ^ - ? et ne peut pas converger absolu-
ment en un point frontière, si la fonction devient en un point quel-
conque infinie d'ordre positif a (a> o).

Les questions de la sommabilité (C, â<o) (') de la série de
Legendre en des points intérieurs, [^|< ï , de l'intervalle (-"ï, •4-1)

. •^-^ sômmaHliLé'ÏC, 8'> o) a été étudiée pâï M; H: T. Grmïvvaï\'(Maîhem^^Â
lê/ i , t. 7o, 1914), et la convergence par M. Hobson (Proceed. Lo^d.Math. Society, ^ série,
t. 7, 1909, p. 3i;.
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ne se prêtent pas à l'étude, si on la considère comme le cas particulier
de la série de Laplace, et exigent l'application de méthodes directes.

J'ai démontré (1) que la série de Legendre en un point intérieur
n'est pas sommable (C, §$§o) e^ ^es^ (C? â<<o) pour S^>So? °ù

2 — 5

^o(§o<o) est le plus grand de tous les nombres 2 ^ 0 — -? 2yo — "-?
T^~ ^^O^ To? ïo ^ YÂ-(^S1) dénotant les ordres de l ' infinitude de
la fonction développée en points frontières x^ == — i, x^-== -+• ï et en

points intérieurs ^(A^i) respectivement. Si "̂  ainsi que y^ ne
dépassent pas un quart, yo, ^ 0 ^ 7 » ^ sl à l 'intérieur de l ' intervalle
( - - ï , 4- ï) la fonction développée ne possède que des infinis logarith-
miques, la série de Legendre en un point intérieur est som-
mable (G, §<<o) pour chaque â ^ > — ï. Mais ces résultats dépassent
les cadres du présent Mémoire et leur démonstration fera l'objet d'un
autre Mémoire.

La méthode de sommation par les moyennes arithmétiques dWdre o
d'une série

•^ u^ •= U,Q 4- MI 4- Ma -4-.. .
o

conduit, comme on sait, à la formation de la suite'401? -^y ^j » * " ?
s^,... des moyennes arithmétiques d'ordre S de ses sommes partielles ^o,
^? ^» ...,^== UQ-+-U^ 4"... 4- u^ ... :

^ ! n ! ! !

^oi_ ^^o ,V ^ (^ •—i ) ( / i - "2 ) . . . ( / i—^-+ i ) o..s^ / ^ ^ _ \
/< "~ / i+ô ^ ( ^ - + - ô — i ) ( ^ . - h ô — 2 ) .. . ( ^+ô-—/n) ^-i-§ v "> •/'

• m, = l • l . !

On voit qu'en dénotant A^ le coefficient de z'1 dans le développe-
ment de la fonction (ï —.z^^ en série de Maclaurin

^^^^
donc

(i-^

A^^. r(n+Ô4~i) ^->~i^A ^—^(n4- ï )^ (ô+ l ) vô> I)î

(1) Comptes rendus, t. 169, 1 9 1 9 , p. 4'23; le cas partiûtilier pour \ == -•
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oir'a-,

A(S iç f .ô )—-(ô»—^ A(o-Hç —^V A ( ^ ) „
•'•-/z " ri — - n. — _j ^ " • i t - m ^ i ï i — ^ _ j ^li—fn. " m '

î l l ==0 w == 0

On envisage la suite des moyennes s^ au lieu de la suite des sommes
30

partielles s^= s^ et l 'on attribue à la ^ri^y^/?. la somme Sy si pour
0

une valeur quelconque de o > — i existe la limite

lim s^=z s.

Dans ce cas la série ?/o -4- u^ -+- u^ 4-... 4- ^^ -h... est dite sommable par
la méthode des moyennes arithmétiques d'ordre S, bref sommable (C, S)y
avec la somme <y. La convergence n'est que la sommabilité (C, â== o)
et l'on voit que la sommabilité (C, $) constitue la généralisation la
plus naturelle de la convergence.

Parmi les séries divergentes et: sommables (C, o), celles qui divergent
plus fort ne sont sommables que par les moyennes arithmétiques
d/ordre S plus élevé que celles qui divergent plus lentement. C'est le
sens de ia condition nécessaire u^== o(n^)^ c'est-à-dire

l im—'==o ( ô > — i )
//.==<» n^

de la sommabilité (G, S ) d'une série ^^ par les moyennes
0

d'ordre 5 ^>— i, qui généralise la condition nécessaire l imi /^==ode
n =: oo

la convergence. Par exemple, des deux séries

^(—i)^ , ^i^i^i-, « - 4 - . . . , •
/r=:0

w

, ^ ( _ ï ) / . ( „ l + ^ ) ^ X — 2 - ^ 3 — 4 + . . . ,

n~~.o • ' 1 1

la seconde série diverge beaucoup plus fort que la première, comme
on voit en comparant les oscillations de leurs sommes partielles
pour/i-^oo^ et ce fait se traduit en ce que la série i— i •+-1 — i -4-.. •
est sommable (G, §) pour chaque S >o, tandis que la série

Ann^ Ec. Norm.t (3), XL. "— SEPTEMBREïgâS. ^H
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1 — ^ ^ 3 — 4 4 - . . . . n'est sommable (C, S) que pour S >i. La série
est sommable (C, o) pour chaque â>âo? si elle l'est pour § = = ô o ;
donc chaque série, qui est sommable (C, § < o), converge nécessaire-
ment. La restriction à > — i ne nuit nullement, car les séries absolu-
ment convergentes sont sommables (G, S) pour o ̂ > — i.

Dans tout ce qui suit les notations 9(71) .== o^i17') et ^(^) == O(^)
signifient que l'on a, pour 7z-^co, y ( / ? ) = = = Sy/^, où l i î ï i£ / /==o ,
et | ^Çn) | <^ K.n^y quel que soit /?. == o, i, 2 , . . . , oo et où. la constante K
ne dépend pas de n. En particulier, cp (n )==o( i ) et ^ (n )==0( i )
signifient l imo(7i)==i o et | ^(^) | <^K quel que soit TZ == o, i^ 2, ..., oc.

1. — La sonimatdiité (G, < î < o ) des séries trigonométriques
des fonctions à variation bornée.

Il est bien connu que la série de Fourier
oo ! , .

f(Q) ̂  "'"•^o+'y {^n cos^0-f- bn sinn0) (o<0^27r),-( a^ co s ̂  y -+• 0,1 s ni n c
n=l

où

^f^A0) ̂ nede (/^:=0' ^ ^ • > - w)'
^^ir^^cps^^^
^ TCJ,/ v ' sin

converge en tout point ô(, clé l'intervalle (0,211), où existe l'expres-
sion

^[/(^--û)4-/(^o)],

vers cette expression, si la fonction développée est à variation bornée
dans tout intervalle (o, an:)/ sauf les voisinages des points
, /;1 • . ! .1 1 , : 1 1 ' 1 1 1 1 e^e,^ ^kïîY- 1 ^ 1 , . 1 1 ' 1 , , ^ !

en nombre fini, où elle devient infinie. La convergence du développe-
ment trigonométrique en un point 9 == ûo ne dépend que de l'allure
de la fonction développée autour de ce point 6 ==0o et il semble, au
premier abord, que l'ordre de l'infinitude de la fonction en des points
isolés 6 = ô/ç (À^i) de rintervalle (o, 210) n'a aucune influence sur la
convergence de la série en d'autres points. Mais le fait bien connu que
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les coefficients a», b,, sont de la forme O^"-1 ), où a est l'ordre maxi-
mum d'infinitude de/(9) en des points Isolés de(o, :>.-:), nous montre
qu'il doit, exister une dépendance entre l'ordre a d'infinitude de la
fonction développée et le mode de convergence de la série trigonomé-
trique de Fourier.

Mais, comment peut-on comparer la convergence de deux séries
convergente?? Comment peut-on mesurer le mode de convergence?

Toute réponse nous fournira une classification des séries conver-
gentes. Or, on a déjà une classification des séries divergentes dans la
méthode (C, à) de sommation des séries divergentes par les moyennes
arithmétiques de différents ordres o>o. On élargit cette classification
des séries au point de vue de leur sommabilité (C, à), en considérant
aussi les valeurs négatives de S (à > - i). et l'on obtient, ainsi la clas-
sification des séries convergentes.

• En étudiant la sommabilité (G, o) pour - i < â < o des séries
trigonométriques de Fourier, nous pouvons trouver la loi selon
laquelle l'influence des points singuliers de la fonction développée,
qui est trop faible pour détruire la convergence de la série de Founer
en d'autres points de l'intervalle (o, STI), détermine le mode de
convergence de cette série.

La loi cherchée est bien simple : /(6) étant à variation bornée dans
les intervalles (o, S- s) et (^ -+-£, 271:), et de la forme

/ (0)==co]e~^ l - a -^ -9(e) (i;--£^^+E;"<i)

dans l'intervalle (^ - £, ï. + z), où a < i et où y(9), est à variation
bornée, on a le théorème suivant ( ' ) :

• ÏHÉOKÊME. - L'a série t.rigonométnqiie de Fourier de /(O) convergente
partout dam: (o, 2^), sauf le point 0 = '^ nest nulle part sommable
(C,â)/WMr^a—•i et l'esté S > a - i) avec-la somme

^[/(@-o)+/(0+o)]

partout, sauf le point ô == i.

( ' ) E. KùaitETLiANTx, Comptes rMifus, t. 168, 1919, p. n»^
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On vo.it que la convergence de la série, trigonométrique n'est que la
conséquence de ce théorème puisque l'on a toujours a — i << o .et. une
série somniable (G, à <^o) converge sûrement.

Il est à observer que les moyennes d'ordre ç î < ^ a — i de la série
trigonométrique de/( 0) oscillent entre — co et, •+- ce, mais ses moyennes
d'ordre o == a — i qui oscillent aussi sans tendre vers la limite déter-
minée restent toujours bornées.

Ce théorème fait voir qu'on ne peut pas substituer la sommabilùé
(C, â^o) à la convergence dam le théorème classique de Riemann,
puisque, quelque petite que soit la valeur absolue de < î , ' l a somrna-
bilité (G, à <o) de la série'de Fourier dépend de l'ordre a de ,1'infîni-
tude de la fonction développée; donc elle dépend de son allure dans
tout intervalle (o, ^îc).

Une autre conséquence de nôtre théorème consiste en ce que la
série irigonométrique ne converge nulle part absolument^ si la fonction
développée devient en un seul point dans (o, 21:) infinie d'ordre a > o,
puisqu'une série qui converge, absolument est sûrement sommable
(G, à <; o) pour chaque S ^> — i.

Pour démontrer le théorème1 énoncé, nous devons étudier les
propriétés de la moyenne arithmétique S^CQ) d'ordre négatif S de
la série

Q s in0 ! s in20 sin3Q • s in/2-0^ ; ^ — — + — — — +——— -^...4- — — — — + . . . .

On démontre les deux propositions suivantes :

I. La série ^+^M^L est sommable (G, ô>— i) avec ia
i , ' •

somme ^ pour o <^ 9 <^ 270 et même uniformément pour

. ' e ^ Ô ^ Q T T —-• S (£ > 0).

Il. Les moyennes arithmétiques S^' ( Ô ) sont bornées dans leur ensemble
pour o^Q^^r.etn.=o,.î, ..., x?, pourw que l'on ait S > — r.

C'est-à-dire •on a ' , . , , - •

' ' ^ ! " ''KmS^^)^.. (o<^<27r ; ô> - î ) ' 1 1 1 ' ! 1 " 1 1 1 1 : 1 1 ' 1 ' 1 1 '
/ î=oo . , , 2 . ,
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el aussi

1^(0) |<C, (0=^-27T; n^O, I, 2, 3, . . . , C O ; 0>~l),

où. la. constante c, ne dépend que de o et tend vers r in t în i quand o tend
vers — i.

Désignons

^)=A^2A^^.
1 w^l

Nous déduisons facilement de la fonction génératrice ^(-s)

,, „ 0 i , i—ze-1^ 0 ssmQ 0 ^ smm.Q^(s) =: ^ -^ -̂ , jog: ————- = - -t- arc tang —————5 ==-.+> ——— ^m,
' 2 a ?. ° r — ^ e^ a • i — -s cos0 '3. jasa m

m=:l

la fonct ion génératrice de la suite des quantités ̂ (ô) :'

y^(^,/.=_i^_. 1 ! .
^J / / / x / ( i ^ ^ ) i - + o

/// = 0

Soit â<^o. Pour déduire l'expression de 'j^(6), nous employons la
méthode de Stieltjes (r). On a, en posant ^ ( î z ] -= 9(^)9 •'s-^y

_;_„ r-rt-t-O /-r, /' /" \ ^/2-+-S ( /'J T / /- __ ft~iV \ }V ^^-m«i ^(Q\^. ^^) —. - l/ , .L iog{"^6 . ^ -2i ' C7W ̂ ) " (^ - :i)^ô - (^ _ ^14-0 ( a ^a, ̂ ^ ̂  _ ^o ; ^
w ==0

donc
/•• ^w+o co / -\ /7/-

.^•^(0)=^^^ (°>-i),

où le chemin d'intégration C^ consiste en trois lacets consécutifs
L^ La et Lg, ayant leur entrée commune au point ^ = = 0 et pour
centres de leurs cercles y ^ , y^ y^ les points singuliers e^y i et e^ de

^/A4-8 ^ / ̂ \
la fonction. -r——!J"—respectivement : • ' " ' : • 1 1 • ' • • •(^~ï)1 4-0 i

Les rayons des circonférences y,,, -y si, y-ï? ainsi1 que le rayon du petit
cercle y autour du point z == o sont égaux à £. Les branches des fonc-

( 1 ) Sur les polynômes dé Legendre (Annales de Toulouse, î1^ série, t. 4,1890, p. Cj i - Q 1 1 7 ).
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fions multiformes ÎD<^) et -———. sont définies par la condit ion que
' v / (s — i)1"^0

ces fonctions sont réelles au point z = i 4- £, qui se trouve à mi-chemin,
l 'intégration commençant au points == — £. Donc, en, ce points =-= — £,

1 ! ' Fig, î ,

nous devons considérer la branche [ç^) — ^J d^ 1^ fonction y (^) et
vu que les intégrales prises suivant les cercles ̂ \, 73, y;î et suivant les
arcs'du cercle y s'évanouissent, quand on fait tendre £ vers zéro, on a
pour £ — > Q :^^f'-'^ry^r^^ê

^e^"-<6 \ ^ — î ) ^(i—£.)/*-tû \^ j /

,.-.< )̂ r1"^^»)"^0^ , ,-̂ .-.6. r5 y^)"^( u) u^0 du.

•M)1-1-8J. (.-M)^ J,_, (.-«y-1-0
j, (,—M)I+S

'i l-E^':• l l»/-^ .."-I-O/./. /*2e'o

^ r ï^^l+r' [îilLiZLiillî -i-oO)
J,.,, (s-O^8 ,̂-̂ .. (-•-î)14-5

) .S"-l-° ̂

(S-O1-"8 1 ' J^e.0

(3<0).

A la limite pour £ ,;== o, il vient

^'•(0)=
sin(i+^)-n: /'' yCM)»^8^.

(l--y)l-K;
•/^o

- R if".
.ï Jo (

s^ dz

S — l)1-^

où
s inô

y(«)^^^arclang^-^^.
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Or on a

o . arctan^-^1"8 -arctang-^1"0 == F^farctang sine 1"M—cos '5 " i—cos6 1 ^ [_ &;—uosfij

——^'T^T^T-^-n^r-^-^^-^cotl,
// " // Sïll2-

1 2

puisque, pour^o,

i ~ a </ cos 6 -f- //2 == ( î -h ^ ) sin - 4- ( i — u ) cos - | "'::: sia2 ̂
L '^J . ^.J "" 2

Mais

do lie

et il vient

où

s'm Ô 7: — ôarc tang————/ == ———,0 i — cos 6 ':>.

/ . TT , s in^ s inô^ { u } —, - == arc tang' ————. — arc tan^ -
r — cesÔ

7T 6y ( < / ) =: - 4- a ( i — / / ) À(? / , @),cot"-»
2i 11 2

o ^ À ( M, (9 ) 5 i pou r o ̂  @ $ 2 TT et o 5 ?/ $ î .

On obtient maintenant :

sin(i + ô)n F1 o(^) ^M+"0 du• ro(^)^
J, ( i — ^ l-i-8(I~^)

sin(i -h <?)7i ( TT r(/i -4~ Q + î ) r(— ô) ^ 6 ( ' ' h{u, 0) u^ du
— ~~ "' •~~* • — • — — " — . , ' » " " • " • " ' i 2 CO l) '"" î '- ! 1 ' ' ^ -'^ '

7: f a r(n^i) 2^ (i—«)°

,^,j^^?^^. (»„„(„.,,

De l'autre côté, on a

_ p ï f* ̂ ^s^ <^_| F ^M-0^
A^ • " î^ (^-i)^ 'A^l^ , (^-i)^'

' —. I f u^âu ^ i r u^du , 1 1 \ , •î r1 u^âu
ATSÎ /. î » ̂ ^ -.̂  I'IÔ-M :r- 4(ô!" / , 7 ^ ^ T S " ^ ••tv^ «-'o 1 l - 0 l 1 -x// ^o [ cm „. ]

\ 2S/,_ _____î_____ __.,____î____ < ^r( j -4-o)
— * ^ f l T s ï î 1 ^ , / 1 flvô+i = r , fl-( 54.1î

(^^ô+i)A^(^ (Ô^^A^/siii-) (/i+i)sin-
\ â/ \ 2/ L ^J
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puisque
. e

u e1^— ï | == \/r — a u cos0 -h- «2 r: sin - •
' • ' , ~ Q.

Définitivement on obtient pour — ï <^ o <^ o :

s.o.^-^0)^ , ^l7^005! ./,^)r(.:+g)(I) ~ M?l I (^osin0 r^-^-T1
^ 2 I- 2 l
1 [o^((9)5r; |À,(0)|^i ] .

On voit que l'on a
l i rnS^(6 ' )= ^
// î==, oo ^

pour o <^ 0 <^ 2?:, 5 ̂ > — ï et même uniformément pour

s ï ^ ^ a T T — s , o > — x .

Pour. —— < 9 < 2Tc — —— on a .
n 4- ï- " ~" n 4- ï

Q '
(//. -4- ï ) s i î i - „ ï ,

a ~
d'où, grâce à (ï),

jS^t^K^-a -o| .4-———<-3^ f^-^$,^. ÎT

2 ' 0 - 4 - ï: ï 4-0 \/îi 4- i """ , "" /?- + f ^

Mais"S^(6) sont bornées dans leur ensemble aussi, pour 0505—^f^ —j—
et pour 2'îr — —7— <. 6 5 2^., Soit d'abord o 5 6 < —T—. On a/?/ 4-1 - - • • • " - ri 4-1

Q . VA^,/, smm0 ,J\ . ̂ ^1
A.<?' (ï ̂ w\=w) = ̂  ̂ ^ ̂ - <9 ̂ 2;̂

Or

^ T T - A^4"1' _ 7: \ /% 4- fî -h •I ' 7: " ( ,. „„. TT=: ~r~—~ ... a. — ~—;—: —:̂ —:—5— <<- ——^ o ';- y,;^ 4" ï A^31 :^ 4- l , :t. -h o / ï -h- o . \ = := /< 4- •i^

S^(27^—0)=7T I —S^(0 ) ;

donc pour 271:'— —n— ^95a'n:, on a aussi

" • :- ' ' 1 " " : : ', ' ' ' ^W\ï——
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Par conséquent, on à prouvé l'inégalité

3,6
( 0 ̂  9 5 7:1 0 >• — I ; /Z == 0, Ï , 2, . . ., CO).(2) 1^ (0) | S

La présence du diviseur i "4- § est causée par le fait suivant :
le segment AB du phénomène de Gibbs, qui a lieu pour S <; o aussi

1 7L
S ; J

Fig. 2.

bien/que pour o ^ â ^ i , est égal à zéro pour &J== ï , s'allonge de plus
en plus, quand S diminue à partir de â= i, et tend à devenir infini-
ment grand, quand S en diminuant s'approche ve r s— i :

Posons 1= AB. On a , •

/=^(o).
dl
ci^

<o, 7 ( ï ) = = o

et
Jim Z ( < 5 ) =:-{-oo.

Il serait très intéressant d'étudier en détail la loi qui régit ce
phénomène de Gibbs généralisé, c'est-à-dire d'étudier la fonc-
tion /(S) pour — i << 5 < i.

La moyenne arithmétique d'ordre § de la série trigonométrique
—/^5) ( 6)—-s'exprime ainsi. : .

..2TC ^ ^Ô+Y1 ^ ^•+T ^ ^^^^^ /(-)^--^^=^ +^^^^ +4,^•K - -h^ ; ^i^
où l'intervalle

, ' (ï) =: (o, 9.n:) — (Q — rî, 6 4-Y]) — (^ -- 'n\ ^ 4- ï)')

Ànn. &. N'orrn., (3), XL.,:—.SEPTEMBRE, 1928. ^ .
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et où s^\u — ô) signifie la moyenne d'ordre à de la série

^ -+-cos(^ — Q) -+• GOS2(u— Q) + c o s 3 ( M — ^ ) + . • .-4" cos / î (^ — 0) +. .. .

Il est clair que l'on a ,?(,)= ̂ .'.
En substituant u == 0 4- ̂  dans 1̂  on obtient

i ^-M ..+-/i
1;, = - ï /(,/ ) ̂  ( /, - Q ) du = ~~ /( 0 + x ) s^ ( ̂  ) dx

, '" -'e-ri 7T J_./j

^ r^
^ „ ̂  [/(^ 4- .T) -(-/(Ô - .r)] 4;'(,y;) ̂ •

, t(o-+-o) -+- f(e—o) r^ . î r^
= ^————LZ^———°2 / ^{x) dx 4- -î- / ^^) .^'(.r) ̂ •.

/ ^u '^•^o

La fonction
^(^) =f(e + ̂ ) ~/(0 ̂  o) -i-/(0— ̂ ) -/(^ - o)

est à variation bornée dans (o, Y ) ) ; donc ^{x) == ^(^) — '^(a?),
où ^(.r) et '^(^) sont monotones, •et en appliquant le second
théorème de la moyenne on obtient

,.^-.)^/«'-0)^,,

+- /'[+.(»)-+,(-"-)] !;?'(-«•) dl-^i'. -I-,;,
'" ^o

où

4=^l(7l)^ 4? ) (^ )^——- L^(^) f^ (^)^•
^•/3/ • 7r J-^

= ̂ i s^(n) -s^(^) i~ ̂ j s^^)-s^(^) |.
Nous avons

61(0) r= ̂ (0) =0;

donc quelque petite que soit une quantité positive fixe s nous pouvons,
grâce à (2), pour chaque valeur fixe de â> - î, choisir T) = ï](£, §)
assez petit pour avoir

^'<r
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Ayant ainsi fixé Y], nous avons pour ̂ N == N(£, S)

S^)—— <2 J '- |y(0_^o)-+- / (0-o) | 2 (^N);

donc, pour nï N,
./ / (Ô+0)4- / (0—0) | ̂

et par conséquent

r /(^+o)+/(^-o)j^_ ^ :£ [ ^ â N ( £ , 0 ) ] ,

0^30 la conclusion :

lim în / (0+o)+/(g~Q) (ô>-i).

De même on prouve facilement que l'on.a
liml;;=o

pour chaque o > — i , parce que /(O) est à variation bornée dans les
limites d'intégration :

/,0-ri . ^-'c\' ^27i

7 r K = = / + / + / ,
JQ */04-r^ t/^ •+-•/]'

en supposant, pour fixer les idées, & < S.
Vu que /(O) ===/,( 9) --/^(ô), nous avons par exemple

.e-r.
- / /\u)^(u—Ô)dï{
^o 1>' • ' ' •

/,9 -
=L \f,(Q^x)^f^Q-x)}^{x)d^

71J^
-, à^l f0.^^) dx - ̂ ^^ f0^ W dx

^ J.^ ^ Jr^

^ f^l j s^(ô) - s^)!- ̂ ^^^(^-s^^^)!,

où y/ et r^ dépendent de 7x, mais restent toujours ïr^ Donc, en
s'appuyant sur l 'unifûrmité de la convergence de la suite îS1/0^^)1

•n \^)\
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vers la limite constante î dans rintervalle (Y], 2^ — Y)), on obtient

Q-r,
li m -^ f{ u ) s^ ( u ~ Q ) du =o ( ô > — I').
/7=-= ^J()

Le même raisonnement s'applique aux deux autres intégrales et nous
voyons que l'on a

. '• •, lim I,^=o,
/; =•-: 00

quel que soit o > — î .
Pour étudier les conditions sous lesquelles l im t l=o nous avons

besoin de la formule approximative pour la moyenne .C(^) de la
série

- 4- COS^? -+- COSîi-.X' -4- . ... ~î~ C OS fi. V + . . . .
9-

On la déduit à l'aide de la même méthode de Stieltjes, qui nous a
donné la formule approximative (i) f

x ^ r r — 52
^ -̂ . y ^m cosw.2? =: — —————————^)
2 ^ ^ ï—25608^4--^

• ! • l

d'où
__ , /* /î-i-0 /' /r ^_ T \

V o:(ô) r z-) s11^-1 — v- — — — ^ ' ^ — — — =(D(Z)
^^.W- -9. (S-I)^!-^^^»^^^) • v /

m=!0

, et . ! ! ! ! . . ! ! ' , .
aTTî'îi^.r)^ [ Q{z)dz~==. f ^{z)dz^ f ^(z)cls^r f ^{z)'dz.

Je, lyLl " i ' ' ï L^

Or 1 ; 1 , • , . , ^ ," ! , 1 ! !

, ^ ' ! . 1 ç-i{n^)x /g-to^.,i\
—— / 0(5) ̂ = lim ( j s—e-^)9 (^ )= : - ,—-————:————
a'TTZJ . " / , .3=e~^ a ^ (e-^—i)0 (e-^—e^)

^e t ., 1 ' 1 1 • , 1 : , - 1 1 1 / 1 . 1 1 , 1 1 . 1 1 • 1 1 , ! ' 1 1 1 : 1 1 . ,
1 r^ Ï Qi{n^rû)x ( gix ^L. ï )

^j^—y-^ ̂ ^^-^-^y
donc 1 1 1 1 / 1 1 1 1 1 1 1 . 1 1 1 1 /
', . 1 1 1 1 1 1 1 : 1 1 1 1 1 1 ' 1 1' 1 ! r / 1 o-4-i\ - 1 1 â+'r T 1
• 1 , COS /& 4 - — — — — p y — — — — — T T 1 . . , /.

\ , / ;^)^)^_J^——2^—^—J^_^(.)^. , : •
/î \ / / . X^1 ^TtlJ "a sin - "î1 '1 •1 1 1 1 ; 1 1 , 1 1 1 1 1 - 1 1 1 • . 1 1 \ a y ; . ! 1 ' ^ 1 1 : . ' ' 1 . • . . ! • -.,
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Mais
i r , , , sinôî: r ( i - + • £ " ) t^ dt

—— 1 Ci? ( z ] dz ==3 ——— i • ————^———-————————
'271:1 J^ ( v ' l'K J^ ( i——^)0 ( l——^COS.3 -4 -^ )

et, par conséquent, il, vient
f / ô4-i\ 04-1 1

—?, / , cos n -+- ——— pr— ———TT
,(5,^^- ^'(^)_ Lv a / 2 J _, ^(T}^ w - —^r — ————.——^T-s"^—— ^r^ ^r^// A.^» [ a sin, ̂  }

ou
^(^) < \sms^ f'^iLrr^^^ 1 °^ | sindîT | F ^^(i—^)-" 0

= 71: A^ <A .̂ .lr71 '\101' / . ., *r "~ / , . , xfl l '0 sm-^ - ( ^ + i ) s i n 2 - -2 9.

En appliquant cette formule, on obtient

1 f ' / ( .Q^'C^-Ô)^
^Jï^-n'^J^

V f ï + ô \ / ., i4-o "|
SOS ^+ — — — — J ( a — ô ) - ~ - - ^ - . 7 T J

ï -4- ô \ / ... 14-0
^ ,̂ C O S U ^ + — — — — ) (0-0)^——^71

" ' u}
^î.-t-/| ——- \ 1 Q / v / 0 S

^J- /(«) IA . \^ -9y^ " '^^-P^
^ A,, ^^.^ ^ ^ g.-̂  ————__ \

\ 3 /

: ̂  -+ P^,

ou
^+^

P',?^-1 f /(^)^0>(^-^^
^JÇ_^

. Dans l'intervalle ( ' i — rj',"$ 4- ri7)

/(^)=rCn| a—^[ , - a 4-9 (M) ;f(u) = Cn| a -" Ï, [,-^4- 9 (M) ;

l./(^) <^|^—$l-a,
donc

puisque (f(u) y est bornée. En résumé, on a

^<^c>-^^^^K^Cf-^———^^^T

et l'on voit que l imp^= o pour chaque valeur de S>— ï . Quant à ^,
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COS ] [ n 4- ——— ) ( u — Q) •/. ^+'f\'c^ • I i
Î J 'A*-/;. « /Ç—Y3'

\ u — f [ -a L—————2 /______
TTA^J? •.' / . ^--^V-^0

/; 'î'~•/3 2 sin ——— 1
- û?//

^+-ïi.'?(^) COS ( /^ + i-———) (?/. -h 0) • TT
____ / -
TTA^.L^ ' ^ . ^ — ^ \ 1 - ' - 0

2 sin ———
^ a /

du

^+^v.

(• ^ _ . ^ _. Ô\ -^-^)
La fonction cp(^) 2 s i n — — , ' es t à variation bornée et, en

2 /

appliquant à l'intégrale i^ le second théorème de la moyenne, on
obtient pour chaque o ^> — i

'«7ï±?W ̂ ""'̂ ^
\ 2 /

( 0 > — — I ) ;

donc on a 111X1^'== o pour chaque valeur de o ^> — i. Quant à l ' in-
tégrale i^ nous la transformons comme suit :

ou
^^(n^'^\^ô)^L±^n.

Les fonctions 2sinf^-^±:^j (1^ sont monotones et, en appli-
quant le second théorème de là moyenne, nous décomposons ^ en
somme de quatre intégrales, toutes de la forme

^ r rr> ^ / i + â \ i dx/. f^'n r-

• ' " = ^ 1 cos\ii-
—ft ^'À,. t-

^^A^i cos ^^^+~^-J^ ^ , (^^^^À,^:)),
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OÙ |/^ <Ce.. Or

kn „ f^ ( i,4-ô\ dx , . /, r^ . [ i+ô\ dx\//^T^ cosà^ f cos [ n -+-—— py—± sin^ ( sin ^4- —— t2>—,A.̂  J-̂  \ 2 ; x^ J^ \ 2 y ^i

^(^-i^)"1! (-^ ^ j-1^)^—————— . B \ •• • », / ("" \ " 4- -————) ^J.,12 } n r ^ _, . r. r • dw{
————^' cosS^ i cosct)-^- ±sinS^,, ^ sin/x) -̂ -^ ————.-g"^————< cos^ / cos^— ±sin^» / sincx)

A^ | J/ i+5.^, rA> . ^, i+o^( j^-^-)^ (/,^^.»j/.

Les intégrales
F^ coscij^j /k00 sine») ^&)^ _^- e,. ^ -^- (.<.)

convergent et nous voyons que l'intégrale i^ oscille entre — ̂  et+ ̂
quand n-^o?, si §<;a— i . Si â = = a — t , 4 reste toujours bornée,
mais oscille pour -n-^cc sans tendre vers une limite déterminée,
comme cosû^ et sinû^. Enf in , pour S > a - ~ i , nous obtenons le
résultat cherché et l'on a lim^= o, si S > a — i. La même conclusion
s'applique à l'intégrale 1^ et par conséquent on a pour o > a — i

l iml';/==o (r}>a-r).

C'^est la condition nécessaire de la sommabilité (..C, o) de la série tri-
gonométrique et par conséquent elle n'est nulle part sommable
( C , â 5 a — i ) . Les moyennes /^(e) oscillent comme !'„ entre les
bornes finies pour S == a — i et entre — a; et + a), si S < a — i.

Il est à observer que la série trigonométrique de la fonction à varia-
tion bornée /(Ô) qui ne possède dans (o, 21:) que des inf in is loga-
rithmiques, autour desquels elle a la forme

/ (^^co log(ô-^ |+9(0) ,

y (6) étant à variation bornée, est sommable (C, à) pour chaque valeur
de S> — i partout dans (o, 27:), sauf le point Ô == I;. On le prouve,
en s'appuyant sur rinégalité

r^i i i rn ^ ( ^^v 1 / / c7iog(^-n)/ log x cos- Qn ± (n 4- ——— } x \ d x < ——°-———~,
A, l \ a -/ J / ^-h I

ce qui entraîne, pour chaque o> — i, liml^== o.
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Citons, comme un exemple, le développement trigonométrique de
la fonction log —r dans l'intervalle .(— TC, -l- T:) : •

, TT 2 -c^ cos7î0 .T^sin^^/ / / . ./ ,
^w^^^—J, —— <-7^=0:;^-

/2==1

Ce développement est sommable (C, â<^o) pour chaque â > — l y
si Ô^o., donc a fortiori converge, mais i l ne converge nulle part
absolument.

2. — La série de Laplace.

La sommabilité ( G , o >- ï-) de la série de Laplace

IL F(0, Q)/^-1- V (n^^\ ( ( ^ { Q ' , 9^)î\(cosG))^cr /
2 TC Aaad ^ 2 y ^/ j

/•/,=== 0 '

[cos(x)'=: cos0 cos^-4- s i n ( 9 . s ^ ^ 0 / c o s ( c p — o ' ) " ' )

est étudiée en détail ( { ) et le but de ce Mémoire est l'étude de sa som"
mabilité (Cy S) pour S$ -- Le cas S==o (convergence) a été étudié par
Poisson,, Dirichlet, Bonnet, Dini, Heine, Darboux sous l'hypothèse
que la fonction développée est à variation bornée partout sur la
sphère S, sauf les voisinages des points isolés, où l'ordre de rinfini-
tude de la fonction F(6, o) doit être infériçur à trois demisy puisque
la série de Laplace de F (6, ç) diverge partout sur la sphère, si la fonc-
tion F(6,(p) possède sur S des infinis d'ordre supérieur ou égal à trois
demis (2). Mais la convergence de la série de Laplace en points dia-
métralement opposés sur la sphère S aux infinis de F(6, y) est restée
jusqu'ici inétudiée.

( 1 ) L. FÉJER, Mathem. Ànnalen, t. (>7, 1909, p. 76-109. — A. HAAB, Rendiconti di
Palermo, t. 3̂ !, 1911, p. i 3 a ~ i 4 % . — S . CHAPMAN, Mathem. Annalen^ t. 7^, 1^12,
p. Î20-M6; Quarterîy tournai^ 1. 43, 191%, p. x-5o. — T , GRONWALL, Mathern.
Ânnalen, \,, 74^ 1913, p. 213-270; t. 7£S, i9'i4, p. 3'2i-375. -- E. KOGBBTLIANTZ, Comptes
rendus, t. 169, 1919, p. 54.

( â) PABBOUX, Journal de Lîowille^ ^ série, l. 19, 1874, p. 16.
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En étudiant la sommabilité ( C , S<^ ^-) de la série II, nous suppo-
\ 2 /

..sons que F(6, ç) est à variation bornée sur S, sauf les voisinages des
points isolés M;,, où elle devient infinie d'ordres o^. De plus, F(6, o)
est supposée absolument intégrable sur S et, par conséquent, les
valeurs des a/c peuvent dépasser trois demis, étant l imitées par la con-
dition a/^<^2. Nous avons désigné tous les infinis de F(6, ®) sur S,
à l'exception possible du poin t (rc — 6, T: 4- ç), diamétralement
opposé sur la sphère S au point M(9, y), où l'on étudie la série II,
par M/((Ô/C, ç/c) ( À - ^ i ) , en réservant la notation W pour ce point
(TC — 6, TC -t-<p), si la fonction F(0, ï)) y devient infinie. L'ordre y de
r inf în i tude de F(0, ç) en W doit être inférieur à trois demis, puisque
nous nous proposons d'étudier la sommabilité (C, â ^ ^ ) ? et la condi-

\ 2 /

t i o n â ; > y — i est nécessaire pour la sommabilité ( G, §> — ï - ) de la
série de Laplace.

Nous n'avons pas besoin d'appliquer la déf ini t ion la plus générale
de la fonction de deux variables à variation bornée (^), et il nous
suffît de la définir avec M. Chapman ( 2 ) comme suit : F (6, ç) est
à variation bornée dans le voisinage du point (6, <p), si elle est à varia-
tion bornée sur un certain arc de chaque demi-grand cercle de
direction '^ ( o ' ^ ' ^ î 270), issu du point (0, o), la longueur de cet arc
étant/(^), pourvu que la borne inférieure des valeurs de la fonction
Z('^) dans l ' intervalle (o, 27:) soit positive. On démontre (§ 5) que la
série de Laplace d 'une fonct ion F(^6, (?) absolument intégrable sur S
est sommable ( C, ^ ) en un point M(9, 9) de S, si F(9, <p) est à varia-

\ 2/

tion bornée au voisinage de ce point M ; mais on peut aller plus loin et
l'on démontre (§ 5) que tous les critères connus de la convergence des
séries trigonométriques s'appliquent et deviennent les critères de la
sommabilité ( C , ^ ) de la série de Laplace. Par exemple, la série II est

* \ 2 /
sommable ( C , - 1 ) avec la somme F(9, ç), si F(97, ^r) satisfait sur la

\ 2 /

( 1 ) Cf. par exemple DE LA VAÏJ.ÉE POUSSIN, V intégrale de Lebesgue.
(2) Loc. cit. ( Quarterif Journal, t. 43, 191-2 , p. i-5o).

Ànn. Éc. Norm., (3), XL. — SEPTEMBRE 1923. , 36
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sphère à la condition de Lipscliitz-Dini :
l imIo§-Q[F(^ , q/)—F(^ <o)]=:o,
(.0 === &

où o» dénote la distance sphérique des points (Q', ̂ ) et (6, ®).
On démontre aussi que la sommabilité ( C, ^ ) de la série II en un\ 27

point M dépend de l 'allure de F (0 ,o ) au point W, diamétralement
0

opposé sur S au po in t M, et que la condition nécessaire est Y^- ;»
Î

puisque la série (le Laplace n'est pas sommable ( C, ;1 ) en points dia-
\ 2/

métralement opposés sur la sphère S aux infinis de la fonction déve-
loppée, si l'ordre y de l ' inf ini tude de la fonction est supérieur ou égal
à trois demis, y ̂ - -

La sommabil i té ( C , 0== ̂  ne dépend pas de l'allure de F(9, y)
sur S, sauf le voisinage du point W, si F(0, y) est absolument inté"
grable sur S. Quant à la sommabilité (C, o) pour | S\ < '-î elle dépend

' ,ît
de l'allure de F ( O , G ) ) sur toute la sphère et l'on a le théorème
suivant :

THÉORÈME (1). — Sort la fonction F(ô^ y'), qui est à variation bornée
partout sur S, sauf les voisinages rs^e des points isolés M/ç, et qui
pour to/^Ê se présente sous la forme

A7cSin(^ ' l ^^.(ô/, y/) (^^^^g^
\ 2 /

où ̂  dénoie la distance sphérique des points (ô7, y') et M^ et où ©/(.(ô', o')
est à variation bornée. La série de Laplace de F î', a/) en tout point M,
qui n appartient pas ceux points M^ est sommable (C, â> — -i-h '̂ S ̂

3 / 3\ 2

supérieur à y — i <?/ à a — ^ ( 5 > 7— ï et a — ^ ) ; où ^ ^1 V ordre de
Vinjînuude de F (6', o7) au point W^ diamétralement opposé sur S a^

(1) ]E.^KOGBETLIANTZ, Comptes rendue t. 169, 1919, p. 3».2. Le cas particulier
.pour, ^ss 11-- : 1 1 1,1' - 1 „• '^ 1 , 1 1 ! . • , ! , , 1 1 ! , . '11 ! , • ^ , !

! ! 1 % ! ! ! , 1 1 , ; ! ! ' ! ! '! 1 1 1 1 1 1 1 ' ! , : ! - 1 !
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point M, et où a est le plus grand de tous les ordres a^ de Vinfinitude
de F(Q', c/) auxpoinU M^; enfin la série de Laplace n'est pas sormnablé
/ f^ v>•\ • • i & f * ^ ^ fs <- ô(^L, 0} en point M, ^ o ^ y -- i cw o^a — -•

On voit que la série de Laplace de V(Q^ y7) qui est à variation bornée
sur S, sauf les voisinages des points My, et W, ne converge que si y < r

3et que si tous les a^<; -•
On sait qu'une série abso lument convergente est sornmable (G, S)

pour chaque valeur de S ^ > — î ; donc on peut déduire du théorème
énoncé que /a sèrù de Laplace ne peut pas converger absolument en un
pointât, diamétralement opposé sur S au point W, où F((f, <?') devient
infinie d'ordre Y^>o, ^ ne le peut nulle part sur S, si F (6', <2/) devient
infinie d'ordre a > - <?/2 ^n seul point de la sphère S.

Les questions de la sommabilité (C, S) de la'série de Legendre

iiL ^^s (n+ L} p-(^) r / (^)P.(^)^^MHl ^ • ^/ J__^
/ï==0

en un point frontière, .r === ± i, peuvent être traitées, en l'envisageant
comme le cas particulier delà série II pour F (9, y) ==/(cos6) ==/(r£?)
et en appliquant à ce cas particulier les mêmes méthodes qu'au cas
général.

On obtient alors (§ 7) les résultats suivants : la sommabilité (C, ^ )
de la série III en un point frontière ne dépend que de l'allure de la
fonction développée au voisinage de Fautre des points frontières, si
Ton suppose Fintégrabilité absolue de la fonction, dans (-- t , -h i), et la
condition y<;yest nécessaire pour la sommabilité [G, §=== ^ i de la
série .III en un point frontière, où y dénote Fordre de Finfinitude
de/(^) en point frontière différent de celui où Fon envisage la som-
mabilitéYc, â===^Vde la série IIL

/ \Au contraire, la sommabili té (C, 5< "!-) de la série III en un point
frontière (soit, pour fixer les idées, en point x == + i) dépend aussi
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de l'allure de f{x) à l'intérieur de (—1, -+-1). En supposant /(<r)
à variation bornée partout dans (— i, 4-i), sauf les voisinages du
point x= — ï et des points intérieurs x== ̂ , où elle devient infinie
d'ordres y et ̂  respectivement et où elle se présente sous la forme

A ( ï 4-^)~^-h co(a/1) ( — i 5 . r 5 £ — i )
et

A/chr—^|~^-+-cp/c(.y) ou A/, log[^—^l -+- ?A(^) ( ^—^•l^)^

A, AA étant constantes et y(^), y/c(^) étant à variation bornée, on a le
théorème suivant :

THÉORÈME (<). — La série de Legendre de f(^) est sommable

(C, â> —" I) en point x= ï av ec la somme fÇï — o) pour chaque $> — ~»

si ^(^j et si aux points intérieurs x == ̂  la fonction fÇ^) n\t que des
infinis logarithmiques ; elle l'est toujours pour S supérieur à 2 y — ï e^?

a 6 — ^ ( â ^ > 2 y — ï ^ B - - - ï • ) 5 o û 6 désigne le plus grand de tous les
2 \ 2/

exposants .̂ ; d7e n'̂  pa^ sommable ( G, S ̂ 2 y — ï ^ ? — ^ ) 6^ ne r<^

non plus (C, ̂  — ^ ) ? ^ a l'intérieur de (•— î^ + ï) /(^) possède des

infinis logarithmiques.

En supposant y = o, (î > o et de plus la fonction /(.r) à variation
bornée aux voisinages des deux points frontières x === ï et x= — ï ,
M. Hobson a démontré (2) que la série de Legendre converge en un
point frontière, si ?<; ^ > el diverge, si (3^- On voit maintenant que

2 '..? , '

dans ce cas, quelle que soit la valeur de ?<< i , la série de Legendre
est sommable (€, o > p — - ' ) et n'est pas sommable (C, o ^ P — - \ en\ ^ / \ "" 2 /
un point frontière, ce qui contient le résultât de M. Hobson.
M. Chapman a poussé (3) l'étude de ce cas particulier y == o plus

(1) E. KOGBKTUANTZ, Comptes Tendus, t. 169, 1 9 1 9 , p. 4'^3- ï-'ô cas particulier
\ ï

pour. X s== - •
(2) Proceedings of thé Lonti. Math. Society, 3e série, t. 7, 1909, p. 39.
(3) Mathem. Ânnalen^ t. 7^ 1 9 1 2 , p, 'î^-2^! § 5.
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loin : il a établi que, pour i > ̂ ^ la série III en un point frontière

est sommable f c , ^ ^ — 1 ^ mais il a laissé inétudié le cas,
\ 2/

où P< 1 ^ et même pour (î;: ^ il n'a pas démontré que la série III n'est

pas'alors sommable ( C , S ^ P — ^ j *
Notre théorème fait voir que la série de Legendre ne converge en un

point frontière que si y < ^ et que si tous les ^ sont inférieurs

à un demi, ̂ < -L par exemple, le développement

L „ , „ y^ ^ 14- pi (^') -+- P^^) + • . • + ï^ (^) +• • •
2 \/î — x

diverge pour x = — ï , puisque dans ce cas T= ^- 0^ voit que
pour .r = — i ce développement se réduit à la série divergente

L r ^ J l — l -+- J—-I+. . .+(—ï)"+. . .
2

qui n^est sommable (C, S) avec la somme ^ que pour §>o conformé-

ment à notre théorème (? = o, y == ^ 27 — i = oj .

3. — La formule approximative pour ^(c*)).

La n^ moyenne arithmétique d'ordre à de la série II, F^)(9, y),
s'exprime par l'intégrale double suivante :

F^(0,<p)=— ffrc^? 7)^ 1^)^
^ '̂  </s •-/

où ^^(û)) dénote la moyenne d'ordre à de la série

i^Ëp^cûs^+lp^cosû))^...^^^ 0P^(coso))+....

Or, en posant
w

ff}6'^) =^A^, (m-+-^P,,.(cosy),
1 1 1 1 - 1 , 1 m==0 ! ! ! ,
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ou comme toujours A^ est le coefficient de .s"' dans la série de
Maclaurin de .la fonction ————^ on trouve, eu égard à ladéf îni t ion(t—^y1-^ ' u
de la moyenne arithmétique d'ordre S,

'•^=°^.
•rA7lt

ei, pour avoir la formule approximative pour ^°)(œ), il suff î t de la
déduire pour cr^)(o)). On a

1 W

—============= =V s'1 P»(COS(,)),
V T — 2 ^ C O S U - ^ - ^ Î •~

d'où

^^(,)^————-Ldii——__..
o ( i — z )° ( i — 2 s cos œ "4~ 5;2 y2

Nous allons appliquer la méthode de Stieltjes : on a

«c--» „ T l-'n•+S-l-l / f _ i /-\
^="-"-^•(0))=^——————^—————^±^——————^=^(^),

/// ==0 (.S —— .1 )0 (ï — 3 Z COS G) 4- /32 } î

et par conséquent

^(.)—f——(i±±^^^——,^_^(,)^
^^4^-l)5(l-23COSc.)-h^r 27r'^

Le chemin d'intégration Cç entoure tous les trois points singuliers
z^e"1^, z^=î et z^e1^, et se réduit a trois lacets consécutifs L,,
La et L,, ayant leur entrée commune à l'origine et pour centres de
leurs cercles les points critiques z^ ^ et ^3.

L'intégration se commence au point z = — s sur l'axe réel négatif
et les branches des fonctions multiformes

! ! ! ! «s • ! • ! ! ;î ! ! •

. • ! : • ( -s—i) 0 et ( î — a-scosco-h^2)'2 .

sont définies par la condition que la fonction sous le signe d'intégrale
devient réelle au p o i n t " s = 14" &, c'est-à-dire après le parcours d'un
demi de Ce. On suppose o < oj <,'n;. Posons'T == î -— 25 coscu'4- z2 et
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envisageons l'identité
d ( ^4-5-+-2 î (ï+5).Sr t4-o-4- l

Z ; ; î i^((^__,)0+l^/ f 2 ( 5 _ _ î ) O T - 2

.̂4-84.1

(â+1 )= 7 1 4 - (5_ i)S^/T(s_ i )54- i^ /T

Fïg. 3

En l'intégrant le long du lacet L, , on obt ien t
2^4-1 r^ z^^dz. o + i r^ s^^ dz

2^^' Jo (^—i)0-4-1^!4" ^^ Jo (^—i)S^ \ /T '
- Ç^z)dz^

^L,

On suppose â^î par conséquent on a tout simplement0<- 1
^

t r , . , , sinÔTt f (l•4-M)u f f+-+• l^
——. f ^1 ( ,s ) dz == ——— î —————————————————^ •
27r^^ 27T ^0 ( i — f ^ ^ i — a ^ c o s û j - h ^ 2 ) 2

Enfin, le lacet L» nous fournit la contribution
'in^-t r^ 3'l•^^idz <â4-i /'•^ z^^clzJ_ [' ^^^^ ' i n -h ' /"*<îll .g^0^11^ : 6 4-i /*

• ï ^ Â , 1 3 ' 1 5 ^ 2 î r^ J, (^^t^T ^ J (5«l)54-2^/T

et l'on obtient la formule
o i r r / ï\ /lat"' ç./î'+û+l ̂o i r r / ï\ /lat<" 5-/Î-+5+1 ̂  />cl<A ,3^-4-5+1 //.s ^ \

(3) ^(O))=^R 4 (n+^ / ———^—«-(04-1) / ———r———
7r ^L< VJ, (^I^VT J, (^^^Tjl

(3) ^(O))=^R 4 (n+ ̂  / ——————
u ^L^ ^Jo (^I^VT

sinâTi r1 (I4-^)^+s•t"l^

''o
4"

sinâTr /l

sïr J,
. » 27r 0 ( î — ^ ^ ) 8 ( I — 2 a C O S C t ^ 4 " ^ 2 ) 2
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(i — 2 M C O S G ) +• ^/2):^= { ( î — u) cos- -+- ( ï 4- u) sin — ^sin3 -r-lsm0 —
2( L 2 J L 2 J 2

et

on a

(4)

r ( ô ) r ( i ~ â ) :
si n ÔTT

s i n Sn [ f1 ( î -4- u ) u /^-("s-+-! du-Jf27T o (l — ^)0 (î — 9.U COSûi) + a 2 ) 2

^ f S^'Ï ^TT
f (!-«)-

TCsin3^ ^
2

«)~0 u'^du =
n^Û (n 4- ï ) s in 3 —

2

Dans les intégrales du premier terme du second membre de (3),
nous employons la substitution z === e^(i — u)y ce qui nous donne

^ S' ^./2--+-0+1 ^r-r

'.—i)°^\/T
, 0 \ 2 0 •+• 1

^n4-l+^)(.)~~~7-:Â^ u. ^{t—uY^^ du.
G) '. . < » ) \ û + l ,——:——— S î———————-——,11 2 sin - l \/2 s u » r,) y \/1 — ^ a? ( GJ ) j — u, <

10-f-l '

OÙ '(?-")2 sin&ï <y(c») ) == e v 2

On a. pour o ^ u ^ î y

;,-»,(«)|=[(,-î)^^0,^,-^,_-^;,

donc

(5) -(S+i} R-
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Posons ensuite

( ^ )==< / i—ao(a ) ) | ï — / / ? ( ^ ) ^ 2 • -W(u)==\/i— a o ( a ) ) i
On a

W (u) W(u)
^ ' W i f i ^ d u } . 5+î f^l^^)r^y'i^du . s^î r

.4 [^)P -=< i \4/o T^^TF |r(^) ^.

Or

y^)1 i y(.>) ( r + o ) 9 ( ^ )
W(u) | •2 l —- «, <?(&)) G^ \ "" 2 S 1 1 1 M . & . )_~2S in& . )

donc

WW
... i4^ /.,/ ï '
„ ———— 0 - -
'" sinûj \ ~ 2

et par conséquent

9. \ 2n^- Ï C^ ^•+0f-l ̂  ^7r 1 \~~r~j, 7::rz~^^;^-^l)o-H^/ï 1

K O \ 20sin /i -+-1 +• - &L) — —.-, 2 y 4

<

/ T \ /*1 _,!.,
n^- -\ u "2 ( i — uY1^^ du

\ 2 / /,/ . CO \ô4-l /——:———
2 sin — ) v2 sin<»>

\ 2 / v

( 3 /l + 1 ) Ï 4 Ï ^ 1 i
- u ^ 2 (i — «y^
Ûl-ï . ,.

^' 2 (l — «)^+1 f/;/.
/ . c*)\ô-+-i , /—:—— s i n & ) . /71 ( 2 sin — j \/2 s inœ °

Or

0 ^ /l 4-

t /, vr^Vr^3 )
<^3 ̂  ̂  \25/ v 2 /^+^ —r(7rrï)—1

et

^ f ^(l^^^M-.-O^^^^
ro-t-a) '

r f ^ ^ T f / ^ ^
' 2 ; Y 2 .

Ann. 'Eç. Norm.., (3), XL .— OCTOBRE igiââ.
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donc

, (^-) . / ^ \ 9- ^ -<-- J1
„ , , A , " si n [ n -+-1 -+- - K.) — —-— -K

2 , , (2 /? - - ( - ! /ï(l ^4-04-1^ • " \ ï ! ^( 6 } 2 B( 2 / ^ " h I r"" ^^^ '
( ) ^ i""^"/ ( — — D - V / T »j 3^. / ( - „T^^ -+ - l i / r r / . c.) \o-if ^o ^ - 1 / v a- ' a sin -

V ^ )
^8<

sin ^ ) (s in u ̂  \/n -{-
3 / '

En addit ionnant les résultMs (4)? (5) et (6), on obtient la fomnile
cherchée

, . [Y °\ ^< î+ r 1/ i ) s lu \{ n -1-" i •4- ~ û) -— ———— TT(,) ^^^^^^———^———__1^(,),
A (S» A l î ) / . & ) \ S + 1 /——:———• l ~ • J l ^ft- ( a si t i — ya si no.)

OU

IP-^^K-——-.o/.^. .^——"^——i ("<"<^
( /? .4- i )2 sin- (s ino ) ) ^ .. .f . ^\2v '' \ 2 / ' ' (/i-h r) ( sin -

\ a /

Supposons maintenant a);! —ï—• Alors on a, pour â^ -y

6)T2"0., r" . ^". 6) 2 . . . (0
510- :: //, + i )~2 J L ^ J(^ + t) sin — > ( /i + i) •— :;" i,

2 7T

et par conséquent

IP^^K———r-——TT^———.1^-?: / /.. \ ?^\ ! A If
(^ 4- i)2 • ° ̂ in ̂ y " , (sinG))2 / ^ ^ ^ ̂

- i
2 / 1

w
Donc on ob t i en ty pour oj.i-- ^ ̂  j

^10_____ / .,. 7T

•û / . G,)\ 1+5
( 8 ) !p^(û))|< . ^ • 4 - 6 / . G ) \ i + 5 , .- ,i ^ " ^ n + ï

( / / • + - i ) 2 s in- (s ina.)) 2

\ 2 / k '

^ Le. même raisonnement nous montre qi^on a aussi, pour co^.—— ?
/À -+- I

(9) 1^)1<, c"^ :̂;:7 L>-L-1 / • / . û) \cS+i ,——— , \ ""•• n -^- :
t-sin — " vy 'ûw
\ ^ /
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.Eu égard à la relation

r^i-i- Â--+- i) _ (n-4- ï)71 '" A (A-) -
-'* M - ï -4- £„ ,r(/c+.i)r(n+'î) r (A--- i - ï ) r

où l im£^== o, on déduit d'abord de l'inégalité (4), pour (o^ ——?
/, —oo ' n -r- ï

PUIS

et enfin,grâce à (5),

a. o 4-1 /"<î 5"+o-+-i j.3v.TT 1 1 ^ ^ o (s-i)^-^T

^'IG t//l 4- ï

C-lS^/l -h 1

, . fi) / . (x) \ù.+-l /-:———
(^ + ï) sin — siîi -— vsul ̂

2 V 2 7

(J(J \U-1-1 /———————

s in — v^n0)

2 / v

ce qui nous fournit , à l'aide de (3), l ' inégalité (9).
On a par conséquent

• ! _!,

1 ( O ) / \ J ̂  c l '7( /^ '+'^âl t ç ( ^(^) |< 7——( . CJL)\S-+-! /———
s in— ) ysnio)

\ ^ /

Cette inégalité a lieu aussi pour co == TU, puisque alors son premier
membre reste f ini , tandis que le second, membre devient infiniment
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grand. Pour l 'affranchir de la restriction ^ = — — » nous envisagerons

rinégalité bien connue |Pn(ûosœ)|;;; I ? d'011 i ï ^sulte

ri ^ ».

I^^^I^T^S^^O^/I^
• ^ W ^ O ' ' A//- 0 AM

donc
| ̂ (W) | < C,̂  ( AZ + 1 )2 (0 5 &) ^ 7T, 0 > — I).

Pour œf:—— ? on a
- n -h i

r/ ^ • "-i1"0.^^8|(,+,)s,n^] ,y ,
d'où

l^^^^.t^^^^.^f5, /^:.:)11•
/ c,)\2 l- j s i n — V S K I G )
sin — \ 2 /

\ a /

Par conséquent, nous avons prouvé l'inég'alité fondamentale
/ •

C°) I^^K/'0^^ (o^"^;^^-
sin — ) y s i n ^

\ 2 / v • ; ^ t

4. — Sur la série

i 1 /"'n:i . 3, C^- - ^ sin 9 d<p -h - / Pi (cos©) sincp d^ 4".. .(II)
3^) ^^O)

/ ï \ ^7r

-4» / ^-+. « j r P,/,(cosy) sinç'^9'4~../.
V 2 / ^ O ï

En nous appuyant sur la formule approximative (7), nous allons
étudier la sommabilité (C, S) de la série (11) et démontrer les deux
propositions suivantes :

LEMME I . — L a série ( i i ) est somrnable (C, 5 ^> — -) avec la somme
zéro pour co ^> o ̂  même uniformémentpour• TC ̂  co ::; c.
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LEMME II. — Ses moyennes arithmétiques^ S^)(co), sont bornées dans
leur ensemble pour '€>'.:: co^ et zz == o, i, 2, ...,co," pourvu que fon
ait S ̂ > — ^ :

| S/^(co) <Cai ( o ^ û o ^ T T , ô > — ^; ^= o, i , a, .. ., œ j ,

où la constante c^ T?<? dépend que de ô.

lîn posant cosco == ,z" et cosc? == ^, on transcrit (i i) ainsi :
00

Sf71-1--) f Pn(u)du (.s<i)
JBlBBâ \

 2/ J_l
0

et ron forme la fonction

où F est le signe de la fonction hypergéornétrique et T == :——^
Par conséquent, la fonction génératrice ^C^) de1 la suite des quan-
tités'cr^5) (a?), telles que

A^S^)):^^^) (.r=cos^)
n'est que

/ 3 \
( l + ^ ) F | I , -? 2, T ) - .. .-v 1 \ <2 J | _ ^ s ( l 4- ^? )
^—^(i^)2 , L^ ( ï+^) 2

Or ' Fr.3^,.^.^^^^
a 1 '• /^ </ !— 2.r^ +^1 \ 2 '

et de 1/autre côté

^^•-K-'::̂ .).̂ :-3 :̂
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-Eu égard à ce que T =^ ï pour z == (o:±w et T= -oc pour ^ == — i, on
i 14-^-s'aperçoit que $(— ï) == - .̂ y^—^ et que $(/s) n'a que les points

^ == ^""/a}, ^2 = i -et z^= e1^ pour ses points singuliers. En. appl iquant
la méthode de Darboux, nous développons en série la fonction

^ ( ^ -COS^F f i , 3 , 2, COS^) ———x———'
4 ••Î \ 2 2 ; ( i_^ )5

V40^ I^K1^)-^!)-] ^-[(^j:)-^!.)-]!/ Cû
ai/ cos —V ^ ^

. • . ^ N 3 4 - 1 ! L/I -— z e-1^ j7"~i7 r̂ j0) \Û4-1
! 2 sin —
< ^

^ï— ze \/î— ze^

et le coefficient de ^ nous fournira le premier terme de la formule
approximative pour AW S^)(oû) == o-^) (;z;). Or on. a

^ •̂̂ .̂ (..â,,,̂

'Ai-'yc».
2̂ / ô \

———^—— cos \( n 4- ï -+- "- G) —
, û . ) \ 0 + l H 2 /

'3 <î\ "i
7 4-1- pr

,4 a/ ,

d^où la formule approximative cherchée

v60^^^)^A,^ ̂ V^TS^)=^
Ai0) / . co\S-i~iA^ a s in—)

V 2/
Â < 0 5•n.,,

x icosr f^ i+^o- f 3 ^^^
•2 / \ 4 2 /

(ÎCOS2^

^(^))

/ ^ . û)(n -4- ï ) sin—

F ( I , -, 2, C O S 2 — ) I +
4 ( ^ ^ - I ) 1 V '2"7

•iQn
^ -4-. î

où . |Y)^<^2 et |^(ûQI<c^ pour oïcoS^, puisqu'on sait que
l'erreur commise dans l 'appl icat ion-de l a / fo rmule approximative de
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Darboux est toujours plus petite que le premier terme rejeté. Cette for-
mule démontre la première de nos deux propositions : l imS^)(co)=== o

n ==oo

pour c.o > o, si. û > — ^ et la, sommabil i té est uniforme pour
C ^ C O ^ T C . On é t ab l i t la seconde proposition à l'aide de la formule
approximative (7). On a

S;01^))^ .^(©)sni9^==^ -^f -= f ^ (o)smîp^+S^(£) .
J^ J^ .,'£ J<,)

En vertu de la proposit ion 1 on a, p o u r o ^> -— ~,

limS^(£)= o (ô >—^).

et aussi
/» & /•» /( -r" 1 /-» »-

i À^0^ ( cp ) si o ç (̂ o '== ^ 4- ^ == .̂ -1-- i'n.'
J<û ^(û ^ TC

^~ï"i

L'inégalité | s^ (co) [< Ci g(/2 4- i)2 nous fournit •
Tt:

^n-hïr'^1 c T:2
ï'n\ < c^(n +• ï )2 / 9 ^cp < ——— < c^../ . , A)2 ^ 9 d(f

'J i.\

Quant à. l'intégrale i"^ elle demande l 'application de la formule (7)
avec l'inégalité (8) :

ou



OÙ|Y]^)('(ri)|<C^.
— i - -f".̂  i i.—•_•_——>—

La fonction ( 2 s m - ^ - ) t/cos"^ est monotone et décroissante\ a / y 2
pour S > — - et l'on peut appliquer à l'intégrale du second, membre le3 A. . ^

second théorème de là moyenne : - (

^/cos————y 2 ̂  4- 2
S^(o))= ^1

A^v^ fa sin—î—^
\ 11Z -+- 2/

s' _
iy" : "T

r . r/ ^ 2o+i i, ^ / ,X / sin n4- i+-px)—— -—TT \d^ +-rj^ (&.)),
J Tr L\ a/ 4 J

OÙ

Or

7T ,̂  1,-
=$^=e.

V"A ^ t / c o s -a n + 2

•A^v/afasin—1—
• \ a n + a

o,|

î 1
"2x r'" sm \(n +, + ̂ ) o) - ̂  ̂ 1 ̂  < ̂ ^-^(^'r2 < ,̂

•̂ JL. ^ ^ 4 J (,^^S^+i+"\
n+î \ ' \ ^ j

et la seconde, proposition se trouve établie. On s'aperçoit facilement
que la série (u) n'est pas sommable ( C , 5$ — • ï • ^ > , ' : .n ^ <•' " ï

2

5. — La sommabilité ( C, ; - ) de la série de Laplace.\ 1 ^/ 1 ;1 . ' ! ' , , . ,
On/sait ( 1 ) qu'il, y a des fonctions continues partout sur,la sphère S,.

( 1 ! ) H. GrHONWALL, Mccili. ÀnTialen^\. 7S, 1 9 1 4 ? p.3'-ii-37'')* 1
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dont les séries de Lapr'ace divergent néanmoins (G , î-} en des points

isolés de S, c'est-à-dire n'y sont pas sonnnables (C, • î - ) • Dans ce para-i \ ' 2 / I

graphe, nous al lons d'abord démontrer le

THÉORÈME. ~ L'a série de Laplace d'une fonction F (6, y') absolument

intégrable sur S est somrnable ( G, î- \ en un point (0, o) de S et a pour

somme la valeur moyenne de F (8, <p') en. ce.pointa si Ici fonction déve-
loppée F (6, o) est à vciricition bornée cru voùincige de ce point (0, y) et si
l'ordre y de rinfinitude de F(0, y) au point (rc — 0; TC -+- y), f/iamétra-

î. 1 <'>
lement opposé mr S aupcnnt'ÇQ, (p), est plus petit que trois demis : y <; ̂ -

Envisageons la fonction

^^•^•i^k^X^^' "'^•^à^2"1^6'' ̂ ^^
où l'intégrale curvi l igne est prise suivant le cercle C^ de centre (0, 9)
et de rayon sphér ique û), et où dsr est l 'élément d'arc de ce cercle. En
transportant le pôle de S en (0., ç), nous désignons les nouvelles coor-
données par co et ^. On voit que la moyenne ar i thmét ique d^ordre S
| F^)(0 , ,cp)J de la série de Laplace, formée pour le point (9, y), s'ex-
prime'ainsi : 1 1 1 • " •• • !

F ^ ( ^ 9 ) = F ^ = / / (a))^)(<o)smG)^) ,
^ o '

et il est important d'étudier les propriétés de la , fonction /'(œ),, étant
données celles de F(6, o).

On, s'aperçoit d'abord que Phypotlièse de l ' in tégrabi l i té absolue de
F ( Ô , c p ) , s u r S entraîne l'intégrabilité .absolue du produit /"(a))siriû)
dans l ' intervalle (o., îr) :

(' |/((.))|yinû,>^5— ^ f\¥(ef,^)\daf.
JQ 1 1 27r J Jg

En suite, ,/*((„>„>) est à variation bornée dans l'intervalle o^œSs pour s.
suffisamment petit, puisque F^O7, ç') est supposée à variation bornée

.dans le voisinage du pom:t,(û-, y). Enfin \F(0V^')^e,présentant pour
jLnn. Éc. JVorm^ (3), XL.—OCTOBRE 1923. , . 38 .
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TT -— £ ^ œ ^ î r sous la forme

F(^, c/) == (si l la))-•ïH(0 / , a/),

ôû la fonction H^/, c/) est bornée, /(co) devient aussi inf in ie
d'ordre Y au p o i n t oj === TC :

^-^f., . . ^ ï ï ^c / )^ 9(0 ) . - ,,„ ,
; & . ) ) = = — — ! - - v — — — ^ ^ — — » — — - ( T C — S ^ M ^ T Î : ) ,

27rJ^ ( s i î i î x ) ) ^ (sinû.))^

où <p(Tc)^ o et ç(^) est bornée dans (TC — £., TC).
Ainsi y^oû) est à va r i a t i on bornée dans (o, s), devient i n f i n i e

d'ordre y au point co == T: et le produi t | /'(c-o) | sinco est in tégrable
dans (o, n;). On a pour 8 == ~

( i \ /^ (i-) /-s /•71:-£ f^
¥y^ / (G))^2 7 (ô . ) )s inG)^-=/ 4-| +^ =I,+J;-4-^.

-'O , ^O * '£ ^It-~ £

La fonction /(co) étant à var ia t ion bornée dans (o, s), y^+o) existe
et n'est q u e krvaleur moyenne de F(0', ^ r ' ) au p o i n t (O^ ç) :

/•( --{- o ) == 1 i rn ——!••:—— / F ( /9\ a)' ) ds1.
o>=.,> i27rylnG)J^ • ' /

II est facile de démontrer que l'on a, pour £ su f f i samment pe t i t et n
suffisamment grand, l ' inégal i té

(^) |^-./(4»o) < ^ Y ] [ £ ^ £ o = £ o ( ^ ) , ^ = N = = N ( 7 ] ) ] ,

où Y] est aussi petit qu'on v e u t :

/"ts /i') ^2 / 1 '»)
1;,.=/(+o) j .y7 ( G ) ) si i i a )^ ) -r- 1 |;,/(^) — / ( 4 - o ) ] , s > , r ( ^ ) s i I t & ) ^

«-'0 *••'()

-A01 : , 1 ^j^
Or

fi) /^ (i\
lun S^2 (ej-:-: lirn ^ '.s-;,2 (oo) sin&)(r:/&,} == o;

/'<, = w 1 //. •=•-: ws n ^ . ' a , 1 - , '

donc / 1 1 , •' • , ! ! . 1 1 1 . ! , ^ !

limy^^y^-i-o) l im f ' ^ (û)) sin :^ ̂ ) ̂  ^ ( ̂  0) f sin œ^) ===/(+o) ,
/2=<SO •'., , /;=« JQ , , 2 /̂ ,
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puisque l'on a, pour o> -- i ,

(^ - i ^ . / - î \ ^TC •
/ 4?)(G-)) s lnc( ) ̂ ) ̂  — 'y A'/?/,, { w -4- i- } 1 P/Jcos^QsiriGû^co (ô>—ï),

JQ ' „. A^ -^ \ 2/ Jo
s^ (M) sin c.) ^a.) == —^ ̂  A1/?:'^, ( m

0 " /;/ == o

et tous les ternies de cette somme, sauf ie premier, s'évanouissent
^ràce à l 'orthogonalité des polynômes de Legendre dans l/inter-
va.ll.e (--i,1^-!). Dans l ' intégrale /,2 ', nous exprimons la fonction
à variation bornée /(CD) comme la ditlérence de deux fonctions mono-
tones /'(co) = j\Ç^")—/a^") pour appliquer ensu i te à chacune des
intégrales résultantes le second théorème de la moyenne; il vient

y^[/,(£)—/,(<))] f ^)(.,.0sm,)^—[^(£)-^(o)] / .^(c^sinc.^
'•-'G-, «--Ora

( 0 5 O-i ^ £ ; 0 ̂  0-2 ̂  £ ).

/">£ ( r)Or, on a vu (:|ue l'intégrale | ^"2 ;(co)sincorfco est bornée, quels queJ a
soient n == o, ï , 2, ..., a) et cr, pourvu que o > — ~ ; .donc, en choi-
sissant £ suffisamment petit , nous pouvons d iminue r f,^ en valeur
absolue autant qu^on veut, ce qui démontre (1*2).

A l'intégrale 11, nous app l iquons le théorème général àe
M. Hobson (1). Les condi lions de ce théorème sont satisfaites,
puisque : :i° le produi t sinoy/*(c.o) étant absolu înent intégrable
dan^ (o, îT:),/(co) l'est dans l ' intervalle (&, 'n: — &) ; 2° l ' inégalité (10)
prouve que l'on a, pour ^ ^ o j ^ î r — s,

(L\ ' " " ( ' • . t /o
s,^ (&.)) sin a) < —'''-'-^ == c;so (e = M ^ TÎ:),

et 310 la valeur absolue de l ' in tégrale ' 1 1 ' ^

F ^h^) s i » i r.) ^> •=: S^^a) - S^ (p ) (£ ^ a < j3 5 TT - £)
'-'a , 1 . .

est-plus [)etite que 22^, où ̂  ne dépend pas de a et ? et tend vers zéro

(1) Proceed. af thé Lond. Math. Soçiety^ t^ série, l. 6, p. 354, § %.
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pour n~>cû, l i ,m.£^==ô, puisque la série '( ir) est iiniforniément sorn-
n == oo

mâble (C, â^> — - ) clans (s, T:) et à pour somme zéro;, comme nous\ 2 /
l'avons démontré dans le paragraphe 4. Par conséquent, le théorème
cité.de M. Hobson s'applique il 1^:
(i3) „ lirni^o.

//,=: 00

'II nous reste à examiner l 'intégrale .Ç Dans l ' intervalle (TU — £, TC),
/(oj) == (sinco)^cp(co) et nous supposons que y est inférieur à. trois
demis ;

y:=^/^<i (^>o). '
/ 3 1 '

En substituant dans 1̂  /(co) == ( s i n c o ) / " " ' ; i < p ( ( o ) et en appli-
quant (10), nous avons

/ T / \ \ v " \ ^ c^ f'^ \(i)(^}\dr^} r^ €/(,)w l["l<^—^Lë^<cîlL (/t>o)-^-eV^.-e^1"")"" ' V._.(si"w)1

sin —— |

, On voit qu'en choisissant s assez petit, on d iminue la valeur absolue
de l'intégrale î^ autant qu'on veut. lin résumé, pour 7<^ nous
avons eu égard à (12), (i3) et(i/i.) :

l(^)-/(+o) <|I»-/(-+-o)|+|^|+|^ <Y),

où Y] est aussi petit qu'on veut, si l'on a soin de choisir s suffisamment
petit et n. suf f i samment grand, c'est-à-dire

\[mvy=f(+o) fy-î :3) . C . Q . F . D .
, ' . 1 1 n :-;:; w , , • \ ^ i , 1î / ,

: On/voit que la sommahi/ùé (C, 1 - ) est uniforme dam tout domaine A
, • , ' • ' \ ^ / *' , • ! ! 1 , !

qui est entièrement compris dans le domaine T -de continuité de la fonc-
tion développée F ( W , y'), si ceue fonction est à variation bornée .dam le
domaine T et si Tordre d'infinitude de F(f), y) aux divers points du
domaine Ao, diamétralement opposé sur la sphère S au domaine A, est
inférieur à trois demis,
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Soit main tenant 2 > y^ ^. Nous allons démontrer que, dans ce cas,

la série de Laplace n'est pas sommable (C, ^ ) en point (Ô, o), même
si, la fonction 9(00) == (sinco^/Cco) est régulière au point co == T:. Soit
donc

(^sin-^- ) 9(&)) == rcôs-^- ^/(a^rr 2-ÏGî(7r) 4- cos-63 ^i(ûo)

( T T — s ^œ ^7r),
c^est-à-dire

/(to).-=: ? •7T -4-^(0) ( T T — e ^ œ - ^ T r ) ,
/ &) \ '

2 COS — )
\ 2 /

où l'ordre d'infinitude de ^(co) au. point œ == r^ si elle y devient
infinie , est sûrement infér ieur à, trois demis. On a

ï^ == '2 ~"T cp ( Te ) f ( cos -^ ) A^2 ( û.) ) s in G) d^ -+- j ^ ( &.) ) .s';/2 ( &) ) si n ç*) <:/(*).
•̂n; — s \ 2 /y <^TC - s

La valeur absolue du dernier terme du second membre peut être
rendue'aussi petite qu'on veut par le choix convenable de £, puisque
l'ordre d'mfinitude de ^(co) pû'ur û) =•= T: est inférieur à trois demis, et
tout revient à l 'étude du premier terme. On a pour n->cQ,en po-
sant j == 2 À,

y 3 / <^\ -2). /1\
I ( cos — ) .s-;̂  ( aï ) sin &) ^û) == î 4- o ( i )

Jo, ^ '2/

et
/"'7^-£/ ût)\-2>. (î)

^ ( ces -" ) .y;,2 (us)) siliû) ^c») == 0(1)
^s v 2/

/ ,.„ 3 .,„ 3\^ ^ ^^>y^;r>À^),11 -

puisque ces deux intégrales sont du type étudié 1^ et F», respecti-
vement. ! , ! ! - ^ , ;, 1 1 ! '

' Par conséquent, on a

C^ ( GA"-^ ( î - )
f cos-- ) -s';,2 (ex)) sinû)^)

JTr-s^ 2 ^
/.7T: /•»S ^TC—E Y^ / -,\-2), /1\ 1 .

=: ^ -„ / -^ ^7 ( c o s ^ l ^ î i ; (o) )s inœA)~- ï+o( ï )
Jo À ^ ^ Y ^ •



3û2 E. KÔGBETLÏANTZ.

et pour 'étudier 1̂  il suffîl; de trouver la formule approximative •pour
l'intégrale i^^, où ^ô) est définie com'me suit :

^:==À^ f (cos^^^^^o^sinc.)^^^ f (i--.:r)-^r-.r)^
^o \ <2 / J_ i

avec <?
ï > À ^ ^ , — 1 < (5 5 4- -^

1 " 4. '2 - 2

et

^ ,.» o;?) (..)=: ^ ————L±^——_.
n= 0 " ( 1 — Z )5 ( I — 2 .̂ S + .S2 )"2

Or, pour obtenir cette formule approximative, il faut calculer la
fonction génératrice de la suite

^À,S) .(À, 5) /('À,ô) / ( A . 5)
"(» » ^ l ) ''2 î . . . , <)/ ' /, ....

On trouve

• .rJû)
^^)=^^i^^^ f (» -^)-A V^ / / ^ ) (__^ ) ^

„ , . . ^--l •

2̂lii±»il ( SLzz^Z^^
' ( i~^)^ ,J . ' :( i - — s 1 ^ / • -•î.v ' / "•1'-^ (14- ^^^ + .s2)2

r i 4- -- ili ,. / 3___ ______ p < ^ _F , ï , -., 2 — À , T
l — À ( î —^;î-+-5 ^' 5 a

où F est le signe de la fonction hypergéornétrique et où T = — —±1—-
, f ( ( '~~~s)

.^0)(5) n'a que deux points singuliei-s z^=î(^=cc) et ^a^—ï^^i ) ;
les deux se1 trouvent sur la circonférence du cercle de convergence.
Avant d'appliquer la méthode de Darboux, nous, exprimons, en nous
appuyant sur les propriétés les plus élémentaires de la fonction hyper-

' géométrique, / la fonction génératrice ^ ( z ) dans le voisinage du
point ^ -^ ï ainsi :

<"' - ̂ ;=^ "(ï -l- •• - - ̂ ) - ̂
où ! . ! ! 1 1 ,

?(S)=(.-X)1(^.)F^-^>3-^(TA£
î ,..,("1 . 1 - • 45 '—————— j^ | _ _ A r '> —-. À ,.„„...,,"___

( i -À ) ( i+5 ) 1 [2 A ' ' ) ? • ^(r-^)^
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Vu que

^ — ' À ) - + - i — ( 2 — À ) - = — I < 0,
\^ / 2

on trouve que

/ ï \ r ( 2 - À ) . r ( ^ )F ( i- — i, ï , 9. — A, i ) -=- -.—^———-^ = 3 (ï — A )
v2 / r(J)r(,-7)

existe et l'on obt ien t par conséquent 's(i) == ï .
De inêiiie, dans le voisinage du poin t z = — ï ,

,,,iSi, , 'H s) (,-,-)2/--s - , , 4 = ~\
^ ( s ) - O-TT)̂ . == (T-TT^-^ l< ,i -Â ' • - / - 3 -/-' - (-7-S7J '

OU

.̂-̂  / , . r ̂ +/.)r(,-7)
•H-^-T-T1^^,-^1-^0--7-1)- ' /

i->.+sr(-\ 9 - /

Selon la méthode de Darboux, nous devons développer en série de
Maclaurin la fonction auxiliaire

^(^ ̂  /—'̂ —s -+- T^—1- ̂  S A'' l̂ °(1)+ (- ')" À'f-ll ̂ -I) !3"
V i —— -' ) \ * ~T~ ^ ) ' ' •^^/ï ==:. o

e t p o u r ^ - > ^ o on obtient la formule approximative cherchée sous la
forme

/ (Â,ô) ^l2A~l) r[;/_ . \
^^,+(-,)«____^__l[,+o(,)]4-o(i).
A^ ./Y^

Vu que 2Â == y, le cas particulier o === - nous donne

^ ( ces ^- ) ' .?/2 ( &) ) si n w c/w

" " " ̂  ^M^^-'Ç} \
=^-_^o(,)=(_,),.^.,___^^__-.„(„(.-.(.),
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et l'on obtient, définit ivement

A,WTL-f)^ .
l;;=--(-i)"(/(-l-i) 3 ———— -————^——-+-o( r ) +0(1———7~v'\——— '• ) !—r(J)^ ^

Cette formule' résout la question : l 'Jne tend vers zéro avec n—co
0>

que si y est inférieur a trois demis, y < ^ ; s i y^est égal à trois demis,
3

T = ̂  C oscille pour n->^ entre des bornes finies et, si y est supé-
3rieur à trois demis, .y > ^, ses bornes d'indétermination sont infinies.

Il est donc démontré que la condition y <; ;- est nécessaire pour la som-

mabilùé ( C ~ ) de la série de Laplace el que 'cette sommabilùé ((^ -l ^ en
. \ " / \ 2 )

un point (0, y) ne dépend que de F allure de la fonction développée

F(Q\ ç') dans le voisinage de ce pointa si ^ < ̂  et si F(Q^ y') est absolu-
ment intégrable sur la sphère S.

Ce théorème est l'analogue du, théorème-classique de R i e m a n n sur
la convergence de la série trigonométrique.

Au contraire, la sommabilité (c, S < ^ ) de la série de Laplace
dépend (| 6) de l'allure de F^', ^) sur toute la sphère S.

L'hypothèse queFC^ 9') est à variation bornée dans le voisinage
de (9, y) n'a été employée que pour prouver que l'intégrale

„£
/L^— l r •f( M \ _ -n^ n \ 1 c^^~1 f [/(^)—/(+o):|^)(G))sin&.)^^(\

peut être reTidue en valeur absolue aussi petite qu'on veut, ce qui est
pour y< ^ la condition suffisante de la, sonrm.abilitéYc, §== ^} sous

\ 2 j

.les, suppositions de J/existence de .la valeur moyenne/(+ o) et de
rintégrabililé absolue de IF(0 / ,^ /) sur S. Or, on .peut formuler d'autres
conditions suffisantes qui. peuvent remplacer Phypothèçe que F^, o')

'•est1 à variation bornée au tour du point (0,ç). Posons'

; . ,' 1 1 1 , . 1 1 ; 1 ;:,y(o))l^^)sin^^/^ 1 \ 1 . , 1 ; 1 , 1
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on a
/ ( 2 ) — — Ç
Jn ~J

*--n

(i)
©(^.^'(ûû) sinco^œ

F •+ n •+• .->

"V Œ
t^n

«-/ K-TT

9 ( G) ) s^' ( ûû ) slii co ^ûj

=Ri/5 + R ^

ç ( ûû ) ̂  ( ûû ) sin o) <r<?ût)

et

|R^ ) | <C ,3 (7^+ I ) ^m 6 I——— f1'
4^+3 J,

/' ̂ . ,-•» '<• ^- -t-.-» / r*
^ ̂ TÏT | 1 y C ^ ) 1 ^G) < ̂ (^ -4-1) ̂ ( -

1

<i)(cx))=: r 19(^)1^.
«^o

4^+5,

Supposons que l'intégrale indéfinie <&(co) pour co == o a une dérivée
égale à zéro, alors on a

671 ÔTT<& h
,4^4-5/~ 4 / z - h 5 ^

où l i m £ ^ = = o , et l'on voit que cette supposition entraîne MmÏ^^o.
/A::=<io W,.==03

Dans l'intégrale R^, nous appliquons la formule (7) avec l'iné-
galité (8) :

t \ •TTsiniï,
v a / ' / / , \ — L \

s in | ( n 4- - ) œ -— -
4 / a^(co) pP(^),

. 03 '2 sin — ) \/2 sin&)

CK)pP(^)l<
/ s / . û) . ^ 2

(/î -+-1)[ s i n — s i n e » ) )

TT

- ri -{- i ,

ce qui nous fournit

Rœ^__r ^(„)s i^^^+5^^_^^
'2\/2^ 67T L\ 4/ Î>Jaya^ GTT

4n-+-S

OU

/ £ ( 1 ) i y*5 w (9(^)p» (ût>)smûi>^co < ^ £ ^ p^^co) [sinc^co;
6TC J TC'n:

/î-+-l4/14-5

.^f7î^. Èc.Norm.y (3), XL. — OCTOBRE 1928, 39
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6e désigne la borne supérieure de la fonction
jq>(œ)|=[ / (œ)~/(+o) [

dans l'intervalle (o, &) et peut être rendue par conséquent aussi petite
qu'on veut par le choix convenable de £. Or

i
r5 (1)/ . . . <?io r2 ' dw c^ [ t w d(ùf pP(o3) smc^< ̂ j ————,———— < ̂ j^ ^ <^

^/ ,,y < ̂ +ïJ_^
r/.+i sin - A/smû) «-4-1

\ ^ ) v

ce qui prouve que la valeur absolue de l'intégrale i\ est aussi petite
qu'on veut, si £ est suffisamment petit. Examinons itiaintenant l'inté-
grale ' __!

i f / ^ . r v ' 5\ ^"î / ^ 7—_ i <L ( G)) si ii n + - ) a) — -\ \/ cos — au).
•^aJ o^ LV 4/ î î j V 2

4n 4- ;>

On prouve facilement que l'on a

donc

-^f^W ̂  [{- + |) " - ï] (' - \/co.s ̂  ) ̂
4 fl 4- a

< C^ f 0) j Q> ( 0) ) | ̂ ) == 0 ( £2 ) ;
J fi-rr6TI:

4 ffi "1- i>

par conséquent-, on obtient

^——^ ^ ^(&)) cos( n -+" 7 )ûû <^û) •+-o(£2).
" ^V^^ fiTC 1 > V • 4/1 , • 1 1 , • 4"/i;""-hii : 1 ! • -

Quant à l'intégrale
1 ! ! ! 1 1 ! ' ! ! ! ! ! • /^ 1 1 1 - / 1 ! ! 1 5 \ 1 1 : : ! - 1 1 ^ 1

• 1 1 1 1 1 •: ' ' . . 1 ' 1 1 . • ! , 1 : ' ^ 1 '^(^'î^cos1^ n-+-•r1 pi rfc<>^ . ,
• ' . 1 1 1 1 ' 1 ! ! ! . . 1 1 1 '•/, GTÎ 1 , ! 1 1 ' : 1 1 V ! ! 4 / 1 1 ,

4 AI 4- S
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elle est du type étudié par M. H. Lebesgue (1), et,, en lui appliquant
le même raisonnement qu'applique M. H. Lebesgue à l'intégrale

sin ( n 4- - ) G) d(ù^f ^ ( co ) s i
J TC

on prouve facilement que l'on a

r^ f ^\lim 1 ^ ( G) ) cos [ n 4- T- ) û) dû) •==- o,
n =w J _ 6 T C x 4 ''

4 n -+- 5

sous l'hypothèse que l'intégrale

% ( p ) = ^ | ^ (û ) -4 -p )—^(û^ ) l f / co
^p

' tenci vers zéro avec p --> o, c'est-à-dire lim y (p) = o.
p^o

Vu que <I>(co) pour o-> = o a la dérivée égale à zéro, s'il existe la
valeur moyenne /(+ o) de FÇQ\ ^ ) en un point (6, y), on voit que
nous avons démontré le théorème :

La série de Laplace d'une fonction F(f/, a/) absolument intégrable

sur S est sommable /C, ^ } en un point (9, ç) ̂  S, oA existe la valeur

moyenne/(-+- 0} de F(6', ç'), ̂  a pour somme cette valeur moyenne si
l'ordre d'infinitude y J<? F (6^ ^) au point diamétralement opposé

0

sur S aiz j)0în<î (9, y) ̂  inférieur à trou demis^7 < ̂ . ̂  "̂ l'intégrale
1 1 . /-6 . ! . ! , ' ' .

• ^ ( p ) = = f | ^ (&)4-p )~^ (co ) | ^>
"F , • • ! : . ! ! 1 •

tend vers zéro Mee p-^o-

Oi% on sait que tous les critères classiques connus de la convergence
des séries trigonométriques se déduisent de la condition établie
l i m y ( p ) = o et l'on voit qu'ils sont, par conséquent, aussi les critères
,p^o

(1 ) Leçons, sur les séries trigonométriques, p. 5";-5S. ^
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de la sommabilité ( G , ^J de la série de Laplace en un point de la
sphère S sous les hypothèses faites. Ces critères se rapportent à la
fonct ion

/(o3)==:——l— Ç i H Q ' ^ ' ) d s ' ,27: sinco J^ ' • 7 7

mais il est facile de les formuler pour la fonction F ( V , y') elle-même.
Envisageons, par exemple, la condition de Lipschitz-Dini :

l / (p)—/(+o)l lo8-p--^o ( p — o )

pour p->-o. Supposons que F(0, ç) existe et formons la différence

/(o))^F(^o)=/(,))»/(+o)=^^

On voit que/(œ) satisfait à la condition de Lipschitz-Dini, si l'on a
pourœ-^o

|F(^ 9 /)-F(^ 9)|logû)->o,

ce qui n'est que la condition de Lipschitz-Dini par rapport à la fonc-
tion F (0', y').

On peut dire que la sommabilité (C, o) des séries trigonométriques
et la sommabilité ( G , :\ des séries de Laplace présentent une analogie
complète au point de vue des conditions suffisantes de sommabilité.

6. — La sommabilité (G, §) de la série de Laplace pour |ô|< ^.•i

Les résultats du paragraphe précédent suggèrent l'idée que la som-
mabilité (C, 5< -) de la série de Laplace doit être analogue à la
sommabiiité (C,S<o) des séries trigonométriques, étudiée dans le
premier paragraphe. Son étude ne fait que confirmer cette idée.

En étudiant la sommabilité fc, â<^, nous supposons F(0', ®') à
variation bornée partout sur S, à l'exception des voisinages des points
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isolés M/<-, où elle se présente sous la forme

F(0 / ,9 /)==A,(si^^ :y a ' -^-F,(0 / ,9 /) (a,<a;^s),

pétant la distance sphérique des points M/,(6^ o/,) et (9', o') et la
fonction F/, ( 6', ç') étant à variation bornée pour CT'/^£. Si l'un quel-
conque des points M./, est diamétralement opposé sur S au point (6, o)
où l'on envisage la sommabilité ( C , â<^) de la série de Laplace,

\ 2/
nous le désignons par W et l'ordre d^nfinitude de T ( V , G/) en ce
point W par y.

Transportons le pôle de S en point M(Ô, ©) et désignons les nou-
velles coordonnées par OD et r^. On a

/(,,)=- r7^^)^^— r^F(a)^)^
2•T'J ^ ^^JQ^

où ^'(o^, ^) n'est que la fonction ï^O', ç') exprimée en nouvelles coor-
données.

Désignons le point (6^ y') par p- et la distance sphérique des points
My,(0^, ç/J et M(0, 9) par oj/,. Le triangle sphérique MM/,[X nous fournit
dans le cas général CO^.^TC, où co/, et .̂ sont les coordonnées du
point M/, :

COSOT/C= cosûo cos&j/,.~i~ si.nc«j sinoj/,. cos(^ — ^7.-) (o < MA.< 71);

donc
. « ^Â- . , c».) — M/,. . . • 9 4^ — 4^<-si ri2 — == sin2 ———- -h sinoo s i n û ù A sm2 -i——— -

*3 2 2

La fonction 1^(9^ o7) étant à variation bornée partout sur S, sauf les
voisinages des points M/, et W,/(o>) est à variation bornée dans tout
intervalle (Oy ̂  — £), sauf le voisinage des points QJ == co^;., et il s'agit
d'étudier ses propriétés au voisinage de ces points intérieurs (D==O^, et
dans l'intervalle (-n: — £, Tr). Posons pour (JL>.->-OD/,

^ ^•+2£ . / ^'h-se ^2^ \
/->(„) =±. \ •Ed^ == -i- \ F^ ,+ — / + / Fd^

J - ^J, ^^23 ^U ^2£/

==/l(û0)+/â(û3).
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Il est clair que la fonction/a^) est à variation bornée pourl^—co^^-
Or • ̂

A /A+2e / n,\-a. i ^h+2£
f^=Ak / ( s in^) ^-h^ / F„(ô / ,y /)^=/3(^+A(œ),

^^^^--ae \ 2 / -""^^—se

où la fonction /r(û>) est aussi à variation bornée pour |œ—-o^, |5£.
I/expression de ( s i n ^ j nous fournit de Fautre côté

__°^
.(„) = ̂  f'̂ Tsin.îln^ + sino) sm^ sin^tp^^'

a^J,^_,, L 2 a
/,(„)= ̂  f'1" E Fsin. îln^ + sino) sm .̂ sW '^=^] ' ̂

^^^i^—aE L 2 1^ J

et la substitution
. o.) — (û/, . d^ — d^ A- /""———'-——^ sm ———L =: sm z——L-. ^/sinco sino)/<-

2 ^ a

transforme cette intégrale en

. , , SA/. / . O)——^^^-^^^^ ^\i-ak ^

/ «/o
/3(û))= , . sm 1 ^ 1

Wsmcosin^V ^ / Jo ^irL^.(,^^^

OU
, , si ïi £ Vs i n r>) si n G) /c

y j(co)==
. û) — Ci)/;sm ———-.

En appliquant le second théorème de la moyenne, on obtient
/ û)_^ \a^ i , ^AA. r^ du 7 ,.-.. \
( s m — — — — — — l l l ^ ( ( < } ) = — — — — — — — — — — — — , — — — ; , — — — — — — ^ ! (O.Y]=10).
\ -" / 7rCOSÊ\/S'lft^ S.tOû)/;»/^) , ^y

Si a^ ï , l'intégrale du second membre représente une fonction de œ à
variation bornée pour [co ~ .œ^|^£; donc si a^^> i, /(œ) se présente
^ous la forme

^•'=/. ^..-.^"'-î ..---•'-*'<"' (°->"'— 1 ' | siïi —"—^———" j 1 1 1 1 1 . ! !

! -' :11. '. ' ^ l v - 1 . 2 / 1; 1 . 1 ' . • 1 • 1 - 1 ! 1 1 ! ! 1.

où les fonctions ̂ (û)) et Â/,(co) sont à variation bornée pour | û) — œ;, | ̂  s.
Si a^=i, t'intégrale du second membre augmente pour û)->co/,
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comme log(co — 00^) et

/ ( & ) ) = = ^ ( ^ ) ! o g J & ) — t o / , [ 4 - À A ( & ) ) (a/,==i).

Enfin, si a^<; 1, y(co) est à variation bornée pour j co — co^ [ $ £ et on
le prouve en considérant la fonction

., , A, r^^'r . ^\-a r . Y /iTÎ M
/5(ûû)=—l sîn -— d^ s^arcsm si/——- ?'•^A.-âs' \ 2 / L . \ V snwVj^^.--âS'

OU

sin s == s l

La substitution
Y == sin J——-:LÎ' ^/sincx) sine»)/,-

transforme ̂ (co) en •
-a^

» 4- £ Sin (ûi. / > (>

(V'+sin2^—"^ ^V
-£ sin (x)fc

M^^^f^ slra '(v^+si^^^-) ^V (a,<i),

où ^(c»)) est à variation bornée, et cela démontre notre assertion.
En résumé, on a établi pour o <^<o/,<^ TC que f(^) ne se présente dans

l ' intervalle (o-> — c o ^ J ^ s que sous les trois formes suivantes :

(pour a/,> :i) /(co) ==^/,(û3) j^ — y/, l1-^-^ A^(ûû),
(pour <Xk-=.i) f(^) =:^.(û)) logj G) -—ou-1 •+-^(^) ( lo j—û)^ l^s),
(pou ra / ,< i ) f(^) =/^.(co),

où ^/,(^) et ^.(o)) sont à variation bornée pour 1 o> — œ^j 5 £.
Soit maintenant œ/,===T; (le point W); pour T r^œ^T:—£, on a

/C^- ̂  f 7r [A. (cos y 4- F(^ o^l ̂  = j-——— + 9(c.),^n^r '̂7'̂ ^
\ a /

' ^O L \ - / J ç^g _ \

2

d'où la conclusion que y(oj) devient infinie au point co == -n: du même
ordre y que F(9', y") et que ç(où) est à variation bornée dans (r: — £, îc).

Pour étudier la sommabilité (C, S<^ î-) de la série de Laplace
\ 2/

de F(6', y') il suffit de considérer ^(O', <?') avec un seul point MA-
Soit a^== i "4-1 et ^=± Ç(c» <^ S <^ ^)- Envisageons d'abord le cas
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P > o(a^.> i). On a alors pour j o> — ^ |5 £

/(a))=^(co)| co—ç| -P+cp i ( co ) ( [ & ) — e | ^ £ ) ;

et pour CO^TT •— £

/ (ûû)==A(cos^) '+92(^) (7r^a)^7?:-~s).

La moyenne arithmétique (Tordre S de la série de Laplace —F^_
s'exprime comme suit :

^Tc ^ /.S ^Ç-£ ..̂ £ /,7T:~£ -ÏT

F^==/ /(o))^(,))smco^=/ + / -+- + / 1 +r
t/o ^o ^ J^ ^+£ ^-e

^In1^^^!.3^!^^-!^^
Posons

1^) == /( -+- o ) f .^f) ( G) ) si n &) ̂ )
«-/() •

+ / [/( ̂  ) —/( 4- o ) ] s^ ( o) ) si n &) A) ̂  i^ + ̂ '^.
^0

La série (î i) étant uriiformément sommable fc, â> — ^ pourco^

avec zéro pour somme, on a, pour chaque à >~ i,

/tTC / \
lim S^'(6) =: l im / ^ (G)) sinû3 Jco ̂  o ( ô> -^ . I ) ,
/î=°o nscojg ^ a y

d'où
/"7r - / \lim ̂ -^/(^o) lim / .^(o) sin^dw =/(+o) fô>-.i) .

" ==09 ^ = «> J^ ' \ 2 /

Quant à l'intégrale ̂ , /(oj) y est à variation bornée et /en posant
/(G))==/,(G))——/,(û)),

où/^ (œ) et /2(<^) sont des fonctions monotones, nous décomposons 4"'
en somme de deux intégrales, à chacune desquelles nous appliquons
le second théorème de la moyenne :

^== [^(e)—.A(û):lf ^(o))sinû)A)
: 1 1 1 ! '/ J^i . , . 1 , !

—-[:A(£)~/2(o)]f4?(c,))smû)Jc,.)

=^(e)1S^(crO—Si?)(s)j-^(£)js^K^)^
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Or, toutes les moyennes Sf^co) sont bornées dans leur ensemble
pouro$œ$îi:, pourvu que S soit supérieur à moins un demi, â^> — ^;
donc les quantités entre accolades restent f inies , tandis que ôi (£)
et (L(£) peuvent être rendues en valeurs absolues aussi petites qu'on
veut, si l'on a soin de choisir c assez petit. On a par conséquent, pour £
suffisamment petit et n suffisamment grand,

(^) | I ^ _ / ( + o ) | < Ç (o>-^ ,

où *( est aussi petii qu'on veut et fixe.
Aux intégrales 1̂  et 1̂  nous appliquons le même raisonnement qu'à

l'intégrale i^ et, grâce à la sommabilité uniforme [C, S> — ^) de la
série (n) pour C O ^ E avec zéro pour somme, nous obtenons

( r6 ) ï im I;̂  = lim 1̂  == o (s >— ̂  •
W.r-.oo n===ao \ 2 /

Nous avons supposé a/,= i + p ^> i, donc
^ ^ + 2 /» I -h S

1^3)^ ^ .^'(c»)) ] ̂  — ^("^(^(G)) sine.) <^oj -f- ^ y iC^)^^^") s iow âf&j
^Ç-5 ' ' ' ^^-e

(P>0) ,

où ron a, pour 5>— -•>
^^-t-e ' ^

l îm f 9 i (^) .^^(w) sine») dw •=: o
n. === co t/ ^ _ g

puisque yi(^) est à variation bornée.
Quant à la première des intégrales du second membre la formule (7)

et l'inégalité (8) nous donnent
r^ . . ^ '
f g ( G)) l ex) — î, l~"P 4^ ( ̂  )sul (y) ̂

^-5 • _____
, . . U à\ 20 4-r ~| / G.)

,0) .^^( î) si" (n + i + ̂  ^—————T: i/ cos-^^
^= —^—- / . ————L^————-Z————t——'-l———^— + ?/,

oO-H A ( 0 ) /^ • g^.l
2 ^Y.,^ ^ ^ — £ • / ,.\ 2

lo,-flP(sin^

„ A^) ,
-aSÏÎAlS")1" +p»

=(/^+I)?-"*:'IBO(I)+pn,
Afin. Ec. Nonn., (3), XL. — OCTOBKE 1923.. 4o
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OÙ

. - r"i^)ii^./: F > (C>0 ' I p ^CQ^ Ism. ) ^J?_3 [ ^ — — Ç F

<_£;—— f^5 |c,)-^|-^
• ^ . ̂ 4- ^in^5"1^

C3, f^2 |C.)-^|-^^> C-- °;î8
< ———————ï——"5c,)\5-+-i _—— <- 1 1 1

(n-^-îy^ ^z ( s i n -^) \/sin&) (^+1)2"' '°
V - ' 2 /

et où par conséquent l imp^== o pour S > — ^-- La fonction^ ^ I

2

% ( f . ) ) = = = ( s i t i ^

étant décroissante, on a
/»S.+.E

5.=/
^~5

5^== ^ y (o)) ^•(û) ) I ôj — £ |~"P sin ( n + i + - ) &) — ——— TT <;/c»)
J^g l' LA 2/ ^ J

/^^4-rjÇ4-r;

£ ) f ^[c*ï.
^£

-= X ( ̂  — £ ) / ^(G) ) 1 &) — S 1 'p sin a,/ ri&),
J?--»£

OU

û,, == In ̂ 14-,^ ̂  — -lEL^—î- TC et | Y] | =: I r\^ \ < g.

On peut poser
^(rJJ) ^^(^—^(û)),

puisque ^(ûo) est à variation bornée, ce qui nous donne
^+r|

f g (&) ) I œ — Ç 1""? sin ̂  ̂ o)
Jï^,^

^-»-r(

== ^ '̂1 ( û.) ) | c.) — £ )'" P sin û^ rf&.)
^-^ , ' ,
^^r;

— \ g-^) | c«) — î I-P sinû/, ^&) =,/i —./a.
1 1 1 1 • . Jy^.^ 1 ^ ' ! ' ! '

Le second théorème de la moyenne, appliqué aux intégrales^ etja?
nous donne, g^ (co) et gî{<^) étant des fonctions croissantes,

f- ! , ' ! ^ ^4"-<1 : 1 ! ^ • ' , ! , ! ' ! ; ! ' ! , ! ! ,•»s+-/i
^-^,/w=== gm^ + -/î) 1-0) — ^ I-P Sla^'^û) , (m = I:, 2; ̂ — £ ^——7^5: ̂  -h Yl ).
.—^.- 1 ^ 1 . ! ! , " • 1 1 1 1 1 ' 1 1 . 1 1 1 . • 1 . 1
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II s'agit d'étudier l'intégrale du type

^^n

j^= 1 | co— Ç 1-P sinQn d^ (1 an [, 1 M < s),
*^~-ff,,

et la substitution co = '̂  -h ^ donne

./,== f^l a [-P sin [ (. -4- i + ̂ a +") - ̂  ^1 ̂
y —d^ L \ / •J

r6"== f \u 1-P sin [ r» z^ 4- ^,z ] du
'^an ^ ^n

^= sin Sr/t ^ | u I-P cos r,, ̂  ̂  4- ces ̂ n i | u Y P sîn z^ u du,
^~~fi,, v-^

où •\ ^
2r,==^,(^=r,^-^t^îl et - ^==.n+ï^-

II vient
( ^^nr,, p^ï'n i

^ = r^-1 • si n ̂ n \ u 1-P cos u du + cosS^ ^ | </ |-"P sin u du .
( J "-//„/„ ^-rr»/-,, )

rintégrale f |^[--P^"^ étant bornée pour chaque o<^<i ,
Jo

nous voyons que nos intégrales
^bn^n ^,tr,,

^ \ u |~P cos u du et ^ | •u |-P sin ̂  ̂ ,
J^ani'n v -anr»

où 1 a,, \ < £, | l)n \ < £ le sont aussi quel que soit n == o, 1,2, ..., co et
nous en concluons qùe/.^a et avec eux l'intégrale ïn peuvent être
présentées sous la forme

^=C3<,(n^l)P- l^(^), '

où la fonction 9 ^ ( n ) pour n->^ oscille sans tendre vers la limite
déterminée, ûomme âinS-^ et cos&/, qui entrent dans son expression,
niais reste toujours bornée : | 9 < ( 7 i ) | S r . Vu que ? = 0 ^ — 1 et que

^^(^^i^-'^OCi)^?»,,
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on obtient définit ivement pour â^> — ^
3y,j,— - — o

l^^+i) ' i ^ )+o( i ) (a/ ,>i) ,

où 0(7i) pour n—>^ oscille comme 0< (n), mais reste bornée : |6(n)|5c^.
q

Cette formule prouve que la condi t ion S^>a/,— - est nécessaire et
0

suffisante pour avoir liml;^^ o, puisque, si à == a/ ,—-, I^ oscille
// = O! ^ o

pour 7Z- -^co entre des bornes finies et même, si â < < a ^ — -? oscille
entre — oo et 4" co.

q

Par conséquent, il est démontré que la condition â^>a^— L est
îi

nécessaire pour la sommabilité (G, à) de la série de Laplace
de F(0\ ç^-aveca^ï, si — ^ <â< ^1.

Soit maintenant a/,$i. Pour a/,=== i on répète le même raisonnement
et l'on parvient aux intégrales du type

/r ̂ n ''n
( , . i C O S ,/ log1 ^ . u.du,] * • smv—/i^ /•„,

*• / ^ \
qui sont d'ordre lo^/^==: log(n 4- i -h- - ) :

r^7" , ,cos , , ,
J ^ u 1 sin lf < c/'î g( n ̂  [ )*

Par conséquent, dans ce cas, a/,== l y on a la formule

I;3)^l^L±^@(,)^o^ (,^^'

(4+I)2""

d'où la conclusion : pour o^==i, on a, quel que soitâ>~ 
Ĵi

l imIL^-^o.
n. •sx. oo

Pour a/,< i, /(o)) est à variation bornée dans l'intervalle | a) — ^ | ^ £
et, en appliquant le même raisonnement que pour les intégrales 1̂
et 1 ,̂ ontrouve, pour â> — ^ liml^=o. En résumé, on obtient le

2 n = «
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résultat général que voici :
/ i 3\(17) l imi^^o ( ô > - ^ et a/,--^h

n =: eo \ "' "" /

. ^ , , . ^ 3 , . isi o est supérieur a c .̂ — - et a — - -
II nous reste a examiner FmtégTale I;\ où /(œ) se présente sous la

forme/(œ)=A(cos^ ^-hç^0)1

/» TC / \ _•</

î^=zA. (cos^-) 4 0 K^)s i n ^^+^•
<4-£ V 2-/

On a
r^ f^ ^l im^==lim | ^(^)^(w) sirxG) ̂  =o ^ o>•~"i^

/î == oo /z == oo ,̂ ^ _ g '*

puisque ^^(œ) est à variation bornée dans ('n: — e, TQ. On a aussi

l im r fcos ̂  ^ ^^ ( o) ) sine,) d^ = o ( ô > — ^ ) >
n=-.A \ <2/ x '/

puisque (cos^V est à variation bornée dans (o, r. -s), ce qui
entraîne de plus pour 71 ̂ N et £ suffisamment petit l'inégalité

| fYcos^y1'^^^)^111"^---1 <^
| */o x ^ /

où ̂  est aussi petit qu'on veut. Par conséquent, on a

f7cfcos^VT^ )(^)smG.)^)==I4-f (cos^) ï^5)(^)si^œ^) 4-•/]„(£),
Jo \ ^ ^7T:-£\ " /

où 1 r]n^) 1 < *( pour £ suffisamment petit et / i^N = N(&, *().
Or,'rintégrale du premier membre est étudiée au paragraphe 5, où

elle a été désignée par in— <2'Â =^), et où ron a établi la formule
A^?»

r7eos^V^Kœ)sinco^=x+(-1)w^
j \ 2 7 ^ra»/û \ /
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En appliquant ce résultat, on voit que l'on a pour S ^> — J-
<1 /» 7C / •k ___y,

ï^-^zAf ( c o s ^ S ^(o)) siriûôrf&j+o(ï)
^Tr — s \ ^ ̂

=(—i)" ^2(^4-i)^^[i+o(r):|-+-0(1),

si l'on a soin de choisir £ suffisamment petit et n suffisamment grand.
Cette formule prouve que la condition S >y — ï est nécessaire et suf-
fisante pour que l'on ait

(18) liml^==o (o—Lel y—iV\ 2 / y
Les résultats (ï 5), (i6), (17) et(18) prouvent le théorème suivant:

THÉORÈME. — Sou la fonction F(9', ç') qui est à variation bornée .
partout sur la sphère S, sauf les voisinages ̂ ^ e des points isolés M/, et qui
pour m^ £ se présente sous la forme

A.,Ysm^ya'~^F,.(^9/) (a,<^^<e).\ -' /

où rSi, dénote la distance sphengue des points (^, ̂ ) et M/, et où F/YO', ©')
est à variation bornée. La série de Laplace de î^ff, ç7) en tout point M
qui n'appartient pas aux points M/, est sommable (Cy 5 >-- ̂  avec la
valeur moyenne de F^O', y7) au point M poursomme, si 8 est supérieur
à y — ï et à a — J (ê > y - i ̂  a - JY oà y ^^ forrfrê de Uinfinitude

de F (9', y') au point W, diamétralement opposé sur S au point M, <^ o^
^ est le plus grand des ordres ̂  de Izrifînîtude de FCÔ^ ^) <?n ^^ ̂
autres points M/, ; /a réne ̂  Laplace n'est pas sommable (C, §) en point M,
^ o ̂  inférieur ou égal à y — ï ou à y. — ^ ^ y — ï ^ a -- 3.

Si la fonction développée l^f^ ç^ est cont inue dans un domaine T
sur S, la sommabilité :^C, §> — ^V où S est supérieur à y o — i et

3 v
- a a o — ^ est uniforme dans tout domaine A qui est compris entière-
ment dans T, a<, désignant le plus grand de tous les exposants a,, et yo
désignant le plus grand de ceux des exposants a/, qui appartiennent aux
points M^ compris à rintérJéur du romaine To, diamétralement opposé
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sur S au domaine T. Pour un domaine A fixe il suffit de choisir pour 7-0
l'exposant le plus grand parmi ceux des a^. qui appartiennent aux
points M/, situés à l 'intérieur et sur la frontière du domaine A^p diamé-
tralement opposé sur S au domaine A.

Pour 'donner un exemple, envisageons la série de Laplace de la
fonction F(9', ç') qui ne devient infinie qu'en un seul point, le pôle
nord de la sphère S, où son ordre d'infinitude est y, et qui est
continue et à variation bornée1 partout sur S, sauf la petite
région entourant le pôle nord. Sa série de Laplace diverge partout

^
sur S, si y est supérieur on égal à trois demis, y^ 7; elle converge par-
tout, sauf les deux pôles de S, et même uniformément pour £$ 6 ST: — £,
ôSç^^îc^ si y est inférieur à trois demis, mais supérieur ou égal, à

3runité, Ï ^ Y < ^ - ? et elle converge aussi au pôle sud de S, si y est
'2i "'

inférieur à l'unité : y < < i . Cette série, de Laplace ne converge nulle
part absolument, si y est supérieur à un demi, y^> -? et elle ne con-

verge pas absolument-au pôle sud de S, si y ^> o. Si y == ^ ses sommes
"& ' 2

partielles oscillent en chaque point de S, à l'exception du. pôle sud,
entre des bornes finies et leurs bornes d'oscillation sont infinies,

q
si y^> "» Au pôle sud, les sommes partielles oscillent pour n—co entre
des bornes finies, si y == i, et oscillent entre —- oo-'et •+ oo, si y >> i.

On voit l'analogie entre ce fait et la propriété suivante de la série de
Legendre, indiquée par M. Elobson ('') : la série de Legendre de/^)
diverge partout à, l 'intérieur de l'intervalle (— i, -+" i), si /(^) en un

!?

point frontière devient infinie d'ordre y ^ ^ "

7. — La sommabiïité fc, 05^- ) de la série de Legendre\ - ï )
en un point frontière x = ±: i.

Envisageons la série de Legendre de f{oc)

m. /(^)^y(^^2Vï).(;zï) r"/(j^Cr)^ (-1=^+0-
ÂMà \ 2 j J _

/ n=-,0 ' ' < • " , .

( 1 ) prûcçeçlin^ of thé Lo^cf. ]^..atk. $QGiety^ •^ sériée t. 7, xgo^, p. 34- 1 1 1 ! - 1
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et supposons que f{x) est absolument intégrable dans (—i, 4- i) et
devient infinie en un point frontière, — soit, pour fixer les idées, au
point ^ = — 1 , — d'ordre y. Nous allons étudier la sommabilité
(C? ^ ~ ) de la série III.en un autre poin t frontière, x=+î, sous
\ 2. / A. /

l'hypothèse de l'existence de /(i -" 0).
Il est bien connu que, sous les hypothèses faites, la série III

pour x = î est sommable (G, S > ay - i) avec la somme /(î - o), si 7
est supérieur ou égal à trois quarts, y^|L et sommable (c, â> ^V

si y est inférieur à trois quarts, y< ^. II s'agit d'établir que pour y

inférieur à trois quarts, y < 3 elle est sommable (c, S = L} et a pour
somme/ ( i—o) , si/(.^) est à variation bornée dans l'intervalle
(î —£, î). Le problème posé n'est que le cas particulier pour

"»
F(^ 9)=/(cos0)==/(^)

du problème traité au paragraphe 5, quand le point M se trouve au
pôle nord de S et quand par conséquent co = O' et ^ == ̂ . Donc la fonc-
tion auxiliaire/(œ)

- î /* / l2TC

^^^^jj^- ç?l)^t=:^j /(cose^^^^cos^)^^^)

ne diffère pas de la fonction développée et l'on obtient le théorème
suivant :

THÉORÈME. — La série III est sommable (c, î- \ pour x = î \x == — ï 1
et a pour somme /(î ~ o)[/(o — i)j, si la fonction développée f{x) est
à variation bornée dans l'intervalle (î — s, i)((— r, e - î)] et si elle est
absolument intégrable dans tout intervalle (— î, + î), pourvu quç -y soit

inférieur à trois quarts, y < 7 ; pour y supérieur ou égal à trois quarts,
'2 ' '

y ̂ ^la série III n'est pas sommable (c, ^V

En appliquant le second théorème du paragraphe 5, on voit que
l'hypothèse ((/(^) est à variation bornée dans ( i — e , î) » peut être
remplacée, sous la supposition de l'existence de /(i—o), par la con-
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dition suivante :

limy(p)=limr /(cos^rp)-/(i-o)__/(cos.)-/(i-o) ^^,
P=«" P^p . sin^^ sin^

2 2

qui est remplie lorsque fÇoc) satisfait dans le voisinage du point x == i
à l'un des critères connus de la convergence des séries trigonomé-
triques. Par exemple, on a l im^(p) == o, si f{x) satisfait à la condi-

p==o
t ion de Lipsdntz-Dini :

l im|/(cos&)) — / ( i — o ) | Iogc»)=o,
(ri == 0

c'est-à-dire à la condition

lim|/(^)-/(i-o)|log(i--^)==o,
•r =• 1

ce qui donne le théorème :

La série III d'une fonction f{sc) absolument intégrable dans

Ç _ ^ 4-. i ) est sommaUe ( G ̂ L } pour x ==-" 4- i [^ == ~ i ] et a pour somme

/YI_ ô) f/ïo — l)L si cette expression existe et si F ordre y d^infinitude

de f(x} au point oc =•— î [x = -+-1] est inférieur à trois quarts^ Y < / '

pourvu quau point oc = 4- î \x == — î ] f{^) satisfasse à la condition de
Lipsekitz-Dini :

jirn l/(i—p)--/(ï —o) [ l ogp=o (pour ^==1);
p=o

riim | / ( p — ï ) — / ( o — i ) [ l o ^ p = = o (pour ^=:—i)1.
Lp==o -î

Passons maintenant à la sommabilité (c ,â<^) et supposons
que f{x) est à variation bornée partout dans (— i y 4- ï), sauf les voi-
sinages des points intérieurs isolés x == ^? où /(^) se présente sous
la forme (19) :

(ï9) AA.|^—^I-^+?A.(^) (PA.<I)
Ann, Ec. Norm,, ( 3 ) , XL. — NOVEMBRE 1^3. ^î
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ou sous la forme (20) :
(20) Aj0g|^—^,[ 4-Cp/,(^) ( | Ç A | <I; |^ —à:A. | l '£) ,

et sauf le voisinage du point .2"=== — i, où /'(.r) se présente sous la
forme

A ( i +.z*)-"ï4- y (^) ( — i 5 ^ 5 s — i ) ,

y(^) et y^C*37) étant à variation bornée. Nous dirons dans ce cas
que/^) satisfait à l'hypothèse (H).

Lasommabilité(C, â^o) de la série deLegendre en un point frontière
pour S<^-a été étudiée par MM. Hobson ( 1 ) et Chapman (2), sous
Fhypothèse que la fonction développée fÇ^) est à variation bornée
non seulement à l'intérieur de l'intervalle (— i , -h i) [sauf les voi-
sinages des points x == .̂, où elle se présente sous la forme (19)]? mais
aussi au voisinage i^|.r|^i — £ des deux points frontières . r==±i .
M. Hobson établit qu'en ce cas la série III diverge aux points frontières
sc=±ï, si (3 est supérieur ou égal à un demi, 6 ^ ^ ? ? désignant le

"31

plus grand de tous les exposants (^, et qu'elle converge pour x = ± i,
si p est inférieur à un demi, P<^- M. Chapman envisage le casï
i > p ^ - et démontre qu'en ce cas la série III est sommable

(C, ^ > S > (3 ~ ^) pour [^ |=i .

On voit que les cas où (3 est inférieur à un demi, [3 < •ï-? et où fÇx)
possède à l'intérieur de l'intervalle ( — i ? -4-1) des inf inis logarith-
miques, sont restés inétudiés et quêy quant à l'allure def(cc) dans le
voisinage du point frontière, différent de celui où l'on envisage la
sommabilité (C, à) de la série III, notre hypothèse (H) est beaucoup
plus large que l'hypothèse faite par MM. Hobson et Chapman, qui
supposent/(a?) à variation bornée dans le voisinage des deux points
frontières x •== ± i,

En appliquant les résultats et le théorème du paragraphe 6 dans le

(1 ) Proceedings of thé Lond. Math. Société, ^ série, t. 7, 1909, p. 39.
(â) Mathematische Ânnalen, t. 72, 191 '2 , p. o^-a'AÔ, § 5.
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cas particulier, jpand le point M(6, ç) se trouve au pôle nord .de S et
quand

F(^, ^)^f(co3Ô')=:f(^

nous obtenons le théorème suivant :

THÉORÈME. — La série de Legendre d ' 1 une fonction fÇx), qui satisfait,
à F hypothèse (H), est sommable ( C , â ^ > — - 1 - ) en point frontière

\ 2/
x = i [,x = — i] avec la somme f\î — o) [./(o — î)], si fÇx) ne possède
à I ' 1 intérieur de F intervalle (— î , -4- î ) que des infinis logarithmiques et
si y est inférieur ou égal à un quarto y$ y? et n^est pas dans ce cas som-

mable ( C , S 5— ^ ) - La série III est toujours sommable (C, S ) pour S
\ 2/

supérieur à 2y — î et à (3 — -? à ^> 2y — î iet [S — --> où P ê  le plus
grand de tous ^,, et elle n est pas sommable (C, S), ^ï S ̂  inférieur ou
égal à 2 y — î o^ a ? —" - : S $ sy — î ^ p — - •

Les résultats de MM. Hobson et Chapman sont des cas particuliers de
ce théorème général.


