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LA THEORIE DES MAREES

ET

LES EQUATIONS INTEGRALES

Par M. v’asst Gaston BERTRAND.

—— e

L'équation des marées est I'une des plus mteressantes de la Physique
mathématique.

Llle est du type elliptique.

Certains de ses coefficients deviennent infinis & la latitude Crlthue

Traitée par la méthode de Fredholm, elle introduit des intégrales
dont on ne doit prendre que la valeur principale au sens de Cauchy.

Dans le cas de la nature ou I'Océan est limité en partie par des -
plages, I'équation intégrale des marées est une équation de troisiéme
espéce.

Voila de nombreux titres & I'attention des analystes.

Rappelons briévementcomment cette équation a été introduite dans
la Science.

Képler (1571 1630) admettait que, sur la Terre, leaua une tendance
47se mouvoir vers le Soleil et vers la Lune. Mais il ne chercha pas a
traduire cette idée en formules pour la soumettre au contréle du
calcul.

Galilée (1564-1642) regrettait qu’un homme aussi avisé que Képler
ait soutenu une théorie qui ressuscitait les forces occultes. Quantalui,
il expliquait les marées par la rotation de la Terre, et voyait dans les
mouvements périodiques de la mer une preuve 1mportante du systéme
de Copernic.
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Newton dans ses « Principes », parus en 1687, établit sur des bases
solides les fondements de toutes les découvertes ultérieures. Et, en
effet, la théorie dynamique des marées est 'une des confirmations les
plus impressionnantes de la loi classique de la gravitation universelle.

En 1738, ’Académie des Sciences de Paris proposa, comme sujet de
prix, la théorie des marées. Quatre auteurs furent couronnés : Daniel
Bernoulli, Euler, Maclaurin et Cavalleri. Les trois premiers adoptérent
les idées de Newton dans toute leur extension. C’est dans le sens de
Bernoulli que s’est faite la marche des idées, les Mémoires d’Euler et
de Maclaurin étant plutot des développements mathématiques. Quant
au P. Cavalleri, il basait son étude sur les propriétés des tourbillons.

Enfin Laplace vint. I prend le sujet en mains vers 1774. Le premier,
ilreconnait pleinementladifficulté du probléme. Dans son Traité de Mé-
canique céleste, il montre que la rotation de la Terre est I'un des facteurs
essentiels de la production des marées. En quelques pages d’une rare
élégance, il établit ’équation des marées dans sa forme définitive, il
en déduit d’importants théorémes généraux, et, dans certains cas
particuliers, il I'intégre a I’aide des belles fonctions qui portent son
nom. ,

L'école anglaise s’appliqua surtout & prédire pratiquement les
marées et a perfectionner I’analyse harmonique. M. Hough, astronome
a I'Observatoire du.Cap, reprit en 1897-1898 la méthode théorique de
Laplace et I'appliqua & une mer de profondeur constante qui recouvri-
rait tout le globe. Poussant les calculs jusqu’aux applications numé-
riques, il a découvert plusieurs faits inattendus, notamment’existence
de deux sortes de marées slatiques. :

En 1896, dans deux articles parus au Journal de Mathematiques pures
et appliguées, H. Poincaré envisagea le cas de la distribution réelle des
mers et des continents. Il mit en ceuvre ses méthodes générales pour
étudier les équations de la Physique mathémalique et en fit une
heureuse application au probleme de 'équilibre et du mouvement des
mers. )

Dans son Cours de 1908-1900, il reprit la question. Fredholm avait
forgé une arme puissante; Poincaré la mania avec maitrise, il mit les
difficultés en évidence et fit sortir de 'ombre hien dés points obscurs.
C’est I’origine du Tome III de ses Legons de Mécanique céleste. Pionnier
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hardi, chercheur intrépide, il traca dans un domaine vierge de vastes
percées, laissant & ses disciples le soin de continuer et de parfaire son
ceuvre. : '

L'un d’eux, A. Blondel (7hése, 1gr2) appliqua la méthode de
Poincaré a 1"étude des marces de la mer Rouge. Par de laborieux
calculs, il détermina les ondes théoriques les plus importantes. Chose
élrange ! ces ondes (héoriques n’offrent qu’'une lointaine ressemblance
avec les ondes réelles que I'analyse harmonique permet de déduire des
observations. .

Récemment, M. Jager (Thése, 1916) s’attacha plus spécialement aux
marées d’un bassin aux parois verticales et il ramena la solution i la
recherche d’une fonction de Green particuliere. Poincaré avait trans-
formé la question générale en un probléme de calcul des variations.
En se placant dans un cas spécial, M. Jager démontra I'existence de la
« fonction minimisante » par une application trés intéressante de la
méthode de Ritz.

Ce travail comprend quatre Chapitres.

Le Chapitre T est consacré & la mise en équation du probléme des
marées. La question est reprise dés le début. Ainsi sont mises succes-
sivement en relief les nombreuses hypotheses qu'il faut faire avant
d’arriver aux équations de Laplace. Les latitudes critiques, si génantes,
semblaient avoir une origine mystérieuse. On voil nettement comment
elles s’introduisent, et comment on pourrait les éviter par une modifi-
cation légere des équations.

Le Chapitre II traite des marées statiques ordinaires. On y voit que
ces marées dépendent d'une équation intégrale remarquablement
simple. Cetle équation est facile a4 étudier & l'aide des méthodes
aujourd’hui classiques résultant des travaux de M. Picard (*). Dans le
cas de la réalité, elle est toujours résoluble quelle que soit la forme
des continents. La méme méthode réussit pour 1'une des équations des
marées dynamiques, ce qui permet, dans la suite, de tenir compte de

(1) E. P1earD, Swr la solution du probléme généralisé de Dirichlet relatif & une équation
linéaire du type elliptique au moyen de l'équation de Fredholm (Annales de I'Ecole
Normale supéricure, 1906), et Sur quelques applications de ’équation fonctionnelle de
M. Fredholm (Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1906).

Ann, Ec, Norm., (3), XL. — Max 1923. 20
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I’attraction du bourrelet liquide, produit & la surface des mers par la
marée elle-méme ().

Le Chapitre III est en grande partie une étude dé certaines équations
intégrales singuliéres. La condition aux limites du probléme des
marées contient non seulement la dérivée normale, mais encore la
dérivée tangentielle de la fonction cherchée. Si donc I'on met celle-ci
sous la forme d’un polentiel de simple couche, on introduira la dérivée
tangentielle d’un tel potentiel. Or, cette dérivée s’exprime par une
intégrale, dont on ne doit garder que la valeur principale au sens de
Cauchy.

La théorie de ces équations intégrales singuliéres a é¢té ébauchée par
Poincaré. Elle a été, ici, précisée, complétée el appliquée a I'étude
des marées qui se produisent dans un bassin limité par des falaises
verticales (*).

Le Chapitre 1V, d’un genre tout différent, raméne la résolution du
probléme des marées 4 la variation d’une intégrale double. L'intégrale
donnée par Poincaré contient des (ermes qui deviennent infinis aux
latitudes critiques. On a pu s’affranchir de cette difficulté et préparer
ainsi un emploi plus aisé de la méthode de Ritz.

CHAPITRE 1.

L'EQUATION GENERALE DES MAREES.

1. Dermvrrion ps MAREES. — Les marées sont des oscillations pério-
diques de la surface dela mer de part et d’autre de sa figure d’équilibre,
sous I'influence de petites forces perturbatrices, elles aussi périodiques
et dérivées de I'attraction de la Lune et du Soleil.

Dans une premiére approximation, I’étude des marées revient donc
a celle des petites oscillations d’un fluide parfait:pesant dans un
bassin animé d’une rotation uniforme.

Dés lors, ces oscillations seront déterminées par les équations de
I’hydrodynamique des fluides parfaits.

(1) G. BertraND, Comptes rendus Acad. Sc., 27 décembre 1921,
(*) G. BerTraND, Ibidem, 13 juin 1921.
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2. Equations pe L'Hypropynamiue. — Soient X, Y, Z trois axes abso-
lument fizes et une masse fluide de densité p(X, Y, Z) contenue dans
un vase ouvert. J'envisage dans ce fluide, & I'instant ¢, un élément de
volume dv de masse pdz. Cette masse pdt est soumise & un certain
nombre de forces extérieures dont la résultante générale a pour pro-
jections

Fxpdr, Fypdr, Fypdr.

D’autre part, chaque élément s de sa surface subit de la part du fluide
environnant une pression normale

p(X, Y, 7, t) do.

Sous cette double action, gdt prend une accélération absolue J, ayant

pour composantes
Ix, dy, I,

et I'on a les trois équations fondamentales

= F—1 22,
Jy=Fy— : gf—;,
J,=F, i%.
Choixz: des unités. — Unité dé masse. Dans tout ce qui suit, la

densité de I'eau de mer sera supposée constante et prise pour unité
o = 1. Cela revient & faire un choix convenable de I'unité de masse.
Unité de longueur. Le rayon de la Terre considérée comme sphérique.
Unité de force. Choisie de maniére que le coefficient de I'attraction
newtonienne soit égal & 1.
Les équations fondamentales s’écrivent alors

Jx:Fx— ﬁ)
(1) Jy=Fy— -gf-a
J,=F,— L.

JZ
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Conditions aux limites. — Elles sont de deux sortes.

Le long de la paroi, le déplacement de la molécule doit se faire tan-
gentiellement.

A la surface libre-de la mer, la pression doit étre égale a la pression
atmosphérique qu'on peut ici regarder comme une constante absolue C.

3. PREMIER SYSTEME D'AXES MopILEs. — Je prends un systéme d’axes
x, y, 5 paralleles aux premiers, mais dont l'origine coincide avec le
centre de gravité de la Terre, point qui a pour coordonnées £, 1, G dou

les relations
X=¢(+ua, Y=un+y, 7=C+x.

~ Les forces agissantes, c¢'est-a-dire les forces terrestres de pesanteur
et les forces célestes d’attraction ont les mémes composantes sur les
axes fixes ou mobiles. .

Nous regarderons la pression p(X, Y, Z, ¢) comme indépendante de
la position du centre de gravité de la Terre, ce sera une fonction
p(x, v, =, t)du point zyz.

Les équations fondamentales deviennent

Jg —|— Jx: I“x""‘ %7
J-r‘—l" J]-: Fy— g.—;—i)
P,

Yo+, =F,— 22;

4
>

Je, I,y Ty désignant 'accélération absolue du centre de gravité de la
Terre, et J,, J,, J, 'accélération de la molécule liquide par rapport aux
axes x, y, . '

Les forces terrestres qui agissent en x, y, z dérivent du potentiel
(x, y, =, t) créé en ce point par la masse totale actuelle de la Terre
déformeée par la marée elle-méme, d’ou les composantes

ou - ou om
dz’ dy’ [0z

Les forces célestes ¢manent de toutes les particules matérielles de
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I'Univers extérieures & la Terre et dérivent du potenticl

A N
p=Y5,
d’ott les équations ‘
T 92 T 9x T 0z’
_ 0 9P dp
J""—l"'ly——— '&74— 53;—— 'a;:
) S )
.l;—!—Jz._ -a-; -+ 95 05
4. ELIMINATION DU CENTRE DE GRAVITE DE LA TERRE. — Dans les équations

précédentes, Jy, J,, Je sont les composantes de I'accélération absolue du
centre de gravit¢ de la Terre, et ce centre de gravité se meut comme si
toutes les forces extérieures y étaient transportées.

Mais, d’aprés un théoreme célébre de la Mécanique céleste, a cause
du grand éloignement des astres et de la presque sphéricité de la
Terre, le mouvement du centre de gravité de celle-ci se fait comme si
la masse totale du globe y était condensée. Ce centre de gravité
ayant pour coordonnées o, o, o, les composantes de la force qui y agit
sur la masse unité sont

&), &) ().
ox 0, d)’ o’ dz 0

~ Or, le potentiel P est une fonction de z, y, = développable en série
entiere ' '
. P=A+Bx+Cy+Ds+Ea®+....
Je pose
Po=A +Bxz-+Cy—+Ds.
On a évidemment

WY 0o, (9) 9P (00) b,
dz )y 0x dy )y ay’ 0z ), 05
ce qui donne pour le mouvement absolu du centre de gravité

P op P,
JE: -0?07 J"l: 7‘}’—0, , J("-—‘—d—zg
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et les équations précédentes s’écrivent

_0Q
Jm—— -a-;;’
‘ 20
(2) J_y_—_-_dy7
_2Q
Jz— -d—s'

En posant
Q=0+ (P—"Po) —p.

On s’est ainsi affranchi du systéme d’axes fixes, et I'on voit qu’on n’a
pas & tenir compte de la force centrifuge due au mouvement orbital, a
condition de ne considérer dansle développement du potentiel que les
termes en x, y, 5 de degré au moins égal a 2.

5. SYSTEME D'AXES TOURNANTS. — Je suppose la Terre en rotation uni-
forme de vitesse angulaire w autour d’un axe de direction fixe. Ce sera
’'axe Oz précédent. Je prends maintenant un systéme d’axes tournants
Oz, y,5,. Oz, coincide avec Oz. Quant & Ox, et Oy, ils passent par
deux points fixes de I’équateur.

Les formules de passage sont

X =,y COSwt— ¥ sin wt, ry= xCOSmt—+ ysinwt,
Y=z sinwt+ycoswl, yi=—xsinwl+ycoswl.

Les variables employées étant celles de Lagrange, les composantes
de J dans les axes non tournants sont

*a 0y 0z
92’ 9e’ e’
et dans les axes tournants

aQ 20 3Q

S, = 'gj—afco.swt-f-ﬂsin L= ¢ = si =

oy = 0 o2 Wei= oz COS & —I--a;sm wt.__-(—)—z
0z ARy _0Q . 0Q 2Q

Jy, =- 55 sin we -+ E‘_,—cosmt_—a}—sm-mt—kaycosmt__;)_yl.,

)= 2299

= m =,



LA THEORIE DES MAREES ET LES EQUATIONS INTEGRALES. 159

Or

dx dxcos ¢ y‘sn t sin wi cosmé,

—_— = — wt— l — X Sin 0t —w Yy, COSy
(), dl @ 1 31. (2)

0_)' _ 9% sin w¢ -+ 974 COSW! + W, COSwi—my, Sinwl;

or " ot B ! 3) ¥y i

iz dray ay, 0% ¥y dz,
— | ——— — 2 — wlx )eoswl—| <5+ 2w ——— wly; )sinw!
e ( or “or ¢ 1‘) y ( g TP g T "‘) s

y _ [0%x, dy, 2y, dx,
_()7~<0£2 — 20 W——m x >smmt—|—~<dt -+ 2 0)—Z)T~—m),>cosmt.

D’ott en portant dans J,., J, les équations

[ 92z Wi e, 99
5 7 7R TRl yoal
2y, 0z,
(3) TR T e
925 90
\ d[2 = ()01.

La premiére colonne correspond al’accélération relative, la deuxieme
a l'accélération de Coriolis, la (roisieme & l'accélération centrifuge
ordinaire.

On peut faire entrer ces derniers termes dans les seconds membres,

2
car ils dérivent du potentiel — %(xf—i—y,) et I'on obtient ainsi les

équations
! dz.l'i — 0 dyt _E)_I.{_
. ae ot T 0z’
2%y, dz; _ OR
(4) | OE T T gy
2z, _ R
) i 0t - ()51
Avec
202
2+ (P—Po) —p,

ol dcsmne la distance de la molécule hquxde 3 ’axe de rotation de _
la Terre.

6. INTRODUCTION DES DEPLACEMENTS u, ¢, %v. — Je fais un changement
de notations. J’appelle «, y, 5 les eoordonnées de la molécule dans sa
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position d’équilibre par rapport a la croute lerrestre, et u, ¢, w les
composantes de son déplacement actuel, de sorte que I'on a

== + U, =y =+, S, T= 5+ v,
Quant ala fonction R, elle s’écrit

R(ay, v, 2)=R(z+u, y +v, 5 4+1w)
i o

JR
:R(w,y,g)ﬁ—ua‘; + ¢ Jy “+ =

+ ...

Js

Dans le cas des marées, u, ¢, w sont petits et, i la suite de Laplace, on

peut écrire ‘
R(xh )’h 51) - R("(.a ya :')7

et les équations deviennent
*u ) dv _JR
o T P00 T oz
v . du __JR

(_D) . - _()—12-4_"0)'(7?”@’
9w __dR
o — 0z

- RemarQue. — Cette simplification a d’importantes conséquences, notam-
ment en ce quv concerne la latitude critique.

7. EQUATIONS EN COORDONNEES SPHERIQUES. — Je prends comme coor-
données de la molécule M sa colatitude 6, sa longitude dans le sens
direct ¢, son rayon vecteur » qui, sur la sphére est égal i 1,

z=rsinfcosy, y=rsinbsin, 5=rcosf;

u, ¢, wdésignant les composantes du déplacement sur les axes x, y, z,
je désigne par U, V, W les composantes du méme déplacement sur le
méridien, sur le paralléle, sur le rayon vecteur. Cela étant, on établit
aisément les formules suivantes :

U= wucosfcosy—+ ¢cosfsiny —wsin0,
Vi= — usin ¢ 4+ v cosd,
W= usinfcosy + ¢sinfsiny + wcosl,

Ucost + Wsinb = uwucosd + ¢sind.
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Puis
JR JoR oR JR .
_——= 6 ! —— i —_
50 Oz costcosy + y cosfsin ¢ = Sin g,
d—li = QEsin gsind 4+ Ecin 6 cosd
oy - Jdx Y dy = ISYs
JR _ JR sin 6 cosd 4+ R . 5 in b IR P
—()l' = ——().:Z'A co N H;SH\ Sty '(-)—;-COS .
Fig. 1.
¥

Reprenons maintenant les équations (5)

2u , dv __ OR

W-’- —“0)'5? ————{-‘()—x’
0%y Ju JR
i i zmb—t = (-)—37:
dw . IR
a2 — 0z

et formons les combinaisons qui débutent par

12U 2V PW.
o e’ T’

'nous obtenons ainsi les équations des marées en coordonnées sphé-
Ann, Ec, Norm., (3), XL. — Jun 1923, 21
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riques

dﬂu—qw Cosﬁﬂf — —()—]E

7 TR I/

0V awcost 2l papsing . = R
D ~+ 26 COS W ‘ 20) °T; _Sinfjd'.{J,

d————2 — 20 Sif)@fﬁ——ﬁ

oz ¥ ot — or

8. LA PROFONDEUR DE LA MER EST INFINIMENT PETITE. — On a le droit de

faire cette hypotheése, parce que la profondeur de la mer est trés petite
par rapport & la longueur d’onde d’une ondulation de marée. En effet,
la profondeur moyenne de la mer est d’environ 5%, tandis que la lon-
gueur-d’'une onde marée est comparable aux dimensions mémes des
bassins océaniques.

Je me place au point z, y, z et 'y meéne (rois axes rectangulaires,
'axe des z étant le rayon vecteur de sorte (ue le déplacement w se
confond avec W.

SiA(H, ) désigne la profondeur de la mer au. point 0, ¢, Péquation
du fond de la mer est, au voisinage de Oz,

s=—Nh(z, y)
et & est une quantité trés pelite.
S'il n’yapas de pentesabruptes, g—g et g—?— sont elles-mémes des quan-

tités du méme ordre de petitesse.
Au fond delamer, le déplacement se fait tangentiellement la paroi,
on a donce

Par suite, au fond de la mer, & est une quantité infiniment petite du
second ordre; appelons-la w,.
Sur 'axe des =z

w=w(0,0,3)=w(0,0, —h~+ 35+ h)
Jdw

=w(0, 0, — 1)+ (5+ h) 95

ow

=wo+ (5+ 1) 9
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dw
55 etz + A étant des infiniment petits du premier ordre, il s’ensuit

que, tout le loncr de Oz, le déplacement o est négligeable, et qu’il en

2 )
est de méme de T et de d e,

Grace a cette h)pothebe on obtient les Lquallonb définitives de
Laplace:

Ll — 2w cos i)-1- — IR
(6) o — 96’
02V 4+ 2w coss Il ()L’ JR
ra ©COSTor sm@dy
9. ConpITION A LA SURFACE LIBRE. — On a vu plus haut que la condi-

tion i la surface libre s’écrit tout simplement

p=_C.
On a donc & la surface libre

w2 O

R=l+22 4+ (P—P,)—C

R n’intervenant que par ses dérivées, on peut faire C = o, ce qui
donne & la surface libre

(J)O

R=L+22 4 (P—P,).
Envisageons la szu;/ace libre d’équilibre et sur cette surface libre la
molécule liquide @, y, z; du fait de la marée, cette molécule subit un

déplacement u, v, w, et elle prend la position x —+ u, y + 9, 3+ w,
située sur la surface libre actuelle. Or

JR ~ JR JR

R(x+u,y—|—v,:.—*—w)::l{(a',y,z)—i—ud—;—i-cf—%— 22 v

de sorte qu’en premiére approximation on peut prendre
R(x 4w,y +v, s+w)=R(z,y, 3).

Et de méme pour P — P,.

IT est le potentiel au point « + u, y + ¢, s+ w de toute la masse
terrestre actuelle, masse qui peut se décomposer en deux.
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La masse terrestre limitée par la surface d’¢équilibre X et qui produit

un potentiel II'.
La masse du bourrelet liquide, tantot positif, tantot négatif, qui
produit un potentiel I1".
Posons
w?6?

HI—|— ‘-2—- = G,

1

G est le potentiel da & I'attraction de la partie invariable limitée par la
surface libre d’équilibre X, augmenté du potentiel du i la force centri-

Fig, .

P

fuge; ¢’est donc le potentiel qui engendre la pesanteur. Dés lors, soit
] . (>}

G, la valeur de G sur la surface libre d’équilibre, c’est une constante
sur cette surface. Pour la molécule considérée, 'accroissement in fini-

ment petit d’altitude est W; on a donc

G=G,—gW,

&

g désignant U'intensité de la pesanteur qui sera supposée constante.
Quant & II", on peut le regarder comme le potentiel au point en
question d’une simple couche liquide, de densité W, répandue sur
toute la surface libre d’équilibre X
) W' dg'
W(z+u,y+v,5+w)= / o %y
s

en désignant par r la distance de 1’6lément do’ au point z + u, y + ¢,
5+ w; et comme précédemment on peut écrire

W(z—+u, y+v9,5+w)=0"z,y,s),
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ce qui donne en coordonnées sphériques

w9 = [ [T

Rassemblant tous ces résultats et faisant abstraction de la constante G,,

on obtient
' R=— gW +1I'+ (P — P,).

Au lieu de W, introduisons avec Poincaré la dénivellation C, nous
trouvons, puisque { = — W,

R=gl+ 11"+ (P —P,)

(6, 4 v)—*fﬂrc((eel; v, u)

10. ConprrioN Au BORD. — Au point 0, ¢, la profondeur de la mer est
donnée par la fonction

avec

(6, ).

L. Si la mer est limitée par une falaise verticale, le déplacement de
la molécule liquide doit se faire tangentiellement a cette falaise.

Soit done ds un élément horizontal de la falaise, ses composantes
sur le méridien et sur le paralléle sont

d, sin6 dd.

Le vecteur U, V doit étre paralléle au vecteur ds, d’ou la condition au

bord
Vdb— Usinfd)=o.

I1. St la mer est limitée par une plage, I'équation du bord est
h(f, ¥)=o,
et la condition précédente est inapplicable.

II1. Condition générale. — On voit qu’en combinant les deux rela-
tions précédentes on a a constamment au bord

- RV d6—hUsinbdy =o.
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11. EquATION DE CONTINUITE EN COORDONNEES SPHERIQUES. — Sur la

. BN 4 . , . . -

surface d’équilibre du bassin océanique de profondeur 2(6, ¢), j'envi-
sage une courbe quelconque C et le cone ayant pour sommet le centre

Fig. 3.

ds

de la sphére et pour directrice la courbe C; puis j’évalue de deux
maniéres I'accroissement AM que la marée fait subir au volume d’cau
contenu dans ce petit cone.

D’une part, AM est égal a la quantité d’eau qui pénetre par la sur-
face latérale du cone.

L’¢élément ds de sa directrice a pour projections

d9, sinfdy;

poussé par la marée, il subit un déplacement qui a pour composantes

La quantité de liquide qui entre par ds est donc
Vdi—Usinbdy;
celle qui entre par le rectangle de base ds et de hauteur /4 est par con-
séquent
AV df — U sin6 dd,

et celle qui entre par toute la surface latérale du cone

AM _—_thdG——/z U sin6 dd.
G .

D’autre part, du fait de la marée, I’élément de surface de base ds est
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dénivelé de C, et le cone subit un accroissement de volume

ANI:f.K.*CdU.

Si 'on suppose sphérique la surface d’é¢quilibre

) ‘ do=sinb dfidJy,
on obtient I'égalité

f/LVd@—-—/lU sin@dnp.—_——fftsinedﬁdxp;
G S

transformée par la formule de Green, elle devient

ff("’%@v -t sme)dedq/——-—fftsmedédd;
s

Cela devant avoir lieu quelle que soit la courbe C entraine

d0.hUsinf 0.RV _

sinf =
¢ % Ty
. Cest 'équation de continuité.
12. EQUATIONS NES MAREES EN COORDONNEES SPHERIQUES. — En résumé,
il y a quatre fonctions & déterminer
U, V, ¢ R.

Ces fonctions sont régies par les équations suivantes :

FEquations indéfinies :

02U Yy cos@ov oR

e T %Y ot — 08’

ey + 20 cosf)dU R

rr dt ~ sinGoy’
(7) ., 0.AUsin8 0.~V

:anO — 30 -+ a7

R=gf{+I"+ (P—P,),

" — ‘/‘ C dc



168 GASTON BERTRAND.

Condition au bord de la mer

"V df — U sinf dd = o.

Ce sont les ¢quations données par Laplace au Tome Il de la Méca-
nique celeste.

13. EQUATIONS DES MAREES SUR UNE CARTE GEOGRAPHIQUE. — En coor-
données bpherlques colatitude 0 et longitude {, le ds* de la sphére a
pour expression
ds* = df*+ sin* 6 d?;
je fais du bassin océanique une représentation conforme en posant

z=z(,4), y=y00 ),

les fonctions « el y étant choisies de maniére & donner au ds* la
forme
9 I 9
ds* = 7(-5(de+ dy?);
d’ou
dx? + dy?= k*(d6* +- sin?0 d{?),
k est le rapport de similitude. Si je considére un petit vecteur MM, sur

la sphére, son image sur la carte a pour longueur MM, .
Cela étant posé, on a trouvé sur la sphére

ﬂ—zmcoseg—\—]~-‘9—lj
oe ot — 96’
»v +¢mcos€d£ = —dB-—
e ’ gt~ sinf 9

Je choisis d’abord un systéme d’axes xy tels que les paralléles
4 O soient les images des méridiens et les paralléles a Oy les images
des paralléles de la sphére. Jai alors

dx = Ik db, dy = ksinf dy;

d’out les équations '
' 0?U av JR

W——Q&)COSG——;:]&‘%:
0V U OR
v +2mcos€dt k ay
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Pour en déduire les équations par rapport & des axes quelconques,
je nai qu’a faire subir une rotation aux précédents, ce qui donne, en
désignant par «’ et ¢' les composantes sur ces nouveaux axes du dépla-
cement de la molécule liquide,

P cosgd L — IR
oLr k at bk — Ox
o o ,0 uw _ dR
P T AP VI Sl i

et en introduisant les pseudo-déplacements u, v, définis par les relations

lL’ !
w = 7 (’:T:
on obtient
()—gﬁ——z cos()ﬁ — IR
oc @ ot — 9z’
ild + 20 cosOﬂ LY
ae ’ ot~ Oy

Equation de continuité. — Je reprends le petit cone du n° 11.
o - . . d.
Soit le ds sur la carte, sur la sphére il lui correspond 7;, et la quan-

tité d’eau qui rentre dans le petit rectangle de base ds et de hauteur /4
-est

le! he! '
-% dx — L/{Tl-d)" = hvdz — hudy.
Y . . . . do s
Soit le do sur la carte, sur la sphére il lul correspond -3, d'ou
'accroissement de volume dii & la marée
{ dx dy
I

Ce qui donne pour tout le cone I'équation

/lzcidx—/attcly:—fft—d%?ﬂ

Ja $ )
d.hu  0.hv _ {dzx dy

-—f‘[b< ox * dy )dxdy._—-— j; V<

Ann, Ec. Norm., (3), XL. — JuN xg23. 22

ou encore
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autrement dit,

¢ 0.hu + ()./w.
BT oz dy

Potenuiel du bourrelet. — Sur la sphere ¢’est
e (9, V) do'
(o, J)—'— ﬁ,(g T k.'J')

sur la carte c’est donc

! ! /! !
II”(.T, y):__f C(‘”ny )(/‘Z' dy

K2r

en désignant toujours par » la distance réelle des deux points de la
sphére qui ont pour image x, y et 2/, y'.

En résumeé, voici les équations des marées sur la carle géographique :

| Pu AL P (:039ﬂi ()R
Jdat? ot — oz’
2%, du IR
o TE + 20 cosH—= 5 = ()y’
(8) 4 d.he  0.he

7=~ oz + dy
R=gt+II"+ (P—Py,

¢ dx’ dy
o it

avec la condition au bord

lhudy — hyde=o.

14. EXPRESSION DU POTENTIEL PERTURBATEUR P — P,. — Les astres trou-
blants sont la Lune et le Soleil. Pour la Lune de masse ., on a

P:-rlfa

r représentant ici la distance du centre de gravité L de la Lune & la
molécule liquide considérée M.

Soient donc O le centre de laTerre; M la molécule liquide qui a pour
coordonnées i, ¢; OM sa verticale vers le zénith; e =: OL la distance
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géocentrique de la Lune; r la distance ML; ¢ 'angle MOL, on a

r*=—p*—2pcoso +1;

d’ou, comme il est bien connu,

' 1 UL COSO 3 costo —1
B P pooso :

P T e

Il faut y introduire les coordonnées 0, 4 du point M.

Fig. 5.
V4

Figurons le pole P, le zénith Z de la molécule liquide, la Lune L;
ZL c’est 'angle o précédent, ZP c’est la colatitude 6 de la molécule.
Soient, d’autre part, la distance polaire @ et 'angle horaire y de la
Lune. Dans le triangle sphérique PZL, on a

coso == cos® cosh + sin@sinb cosy.

Figurons maintenant I’équateur céleste, le point vernal T'; le cercle
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horaire de la Lune PLP’; le méridien origine PGP’; le méridien de la
molécule PMP’; on a évidemment

TL+LM=TG4+ GM,
R+y=wt+1,

Fig. 6.

w2

AR étant I'ascension droite de la Lune, et J la longitude de M comptce
positivement dans le sens direct, ce qui donne

o y=d+aut— R,
cosp=cosPcosf+ sinPsinfcos(Y + wt— R)
= cos®cosd+ sin®sinb cosdcos (wt—R) —sinD sinbsinY sin (»—R).

Et comme ’'on a

x =sinfcosy,  y=sinbsind, 5 = cos0,
il vient

cose =z cos® + zsin® cos(w¢ — R) — ysinDsin(w¢ — R).

D’our il suit que /—;- -+ ‘—L-CP(Z—S—@ constituent P, (voir n® 4, p. 7).

T 'URE 1
Donc si 'on néglige les termes en 5> ona, pour la Lune,
P 3costo —1

P"—P():EE >
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et, en y remplacant cosy par sa valeur,

3p . ‘e '
P—P,= -[—PES sin?0sin?? cosa(wt + ¢y — AR)
i
3p . . . | ’
+Z-O—33m2651n:>.<l cos(mé -+ —R)
P 3cos2f—r1 3cost® —1
N 2 2 ’

P — P, est donc une fonction sphérique du second ordre en 0, ).

Dans cette expression, g, cos®, sin®, cos R, sinR sont des fonc-
tions périodiques de ¢, mais & périodes lentes si on les compare & ,
de sorte que le potentiel perturbateur de la Lune et du Soleil peut
s’écrire

P—P,=  sin? 0¥ IA,elCoi sin? eV I Al e~ 20+
“+sinafet ZA el sinafei? ZA|eiwrt

3 cos2f —

. 3 20 —
Ty em o 008701

LI AL e,

Les A etles v sont des nombres déterminés par la Mécanique céleste,
les v étant petits par rapport i o.

La premicre ligne de P — P, comprend des termes dont la période
est voisine de 12 heures, elle engendre les marées semi-diurnes.

La deuxiéme ligne comprend des termes dont la période est voisine
de 24 heures, elle engendre les marées diurnes.

La troisieme ligne engendre les marées a longues périodes.

Marées semi-diurnes, marées diurnes, marées a longues périodes
constituent les marées dynamigues, ainsi appelées par opposition aux
marées statiques, lesquelles seraient produites par les termes du
potentiel dont la période serait supposée infiniment longue.

En résumé, le potentiel perturbateur qui produit les marées est une
somme de termes de la forme

AY, (6, }) e,

Y, étant I'une des cinq fonctions

3cos260 —1

0

sin2f eV, sin?fe-2Y, sin20ed, sin2be iV
b 9 7 )
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et o une quantité réelle lice a la période T de ce terme par la relation
2T

T=—

o

Les équations des marées ¢tant linéaires, il suffit de considérer sépa-
rément chaque composante du potentiel et de chercher 'oscillation du
bassin océanique qui en est la conséquence. Pour la commodité des
notations, le potentiel a été décomposé en termes complexes. A chacun
de ces termes correspondrace qu'on a appelé une oscillation conirarnte
isochrone complexe. Les fonctions cherchées se présenteront donc sous
forme de quantités complexes, dont les parties réelles et les parties
imaginaires seront utilisées & la maniére habituelle pour constituer les
solutions physiques du problé¢me.

15. EQUATIONS D'UNE OSCILLATION CONTRAINTE ISOCHRONE COMPLEXE. — Dans
le potentiel, je consideére la composante
' F (6, §)ein

et je cherche les solutions qui ont la méme période. Pour cela, je
poserai que chaque fonction vy est de la forme

L= edat,

I. Coordonnées sphériques. — Je pose

o . oU R U .
U="U,e*, - dou = lally et (i)lg =— o2 U, e?;
o . A . 9*V oxr
V=V, e, d’oll TJT:MVI el —Jf—_,::—-—ozl\/iem;
R =R, e,

L= e

et les équations (7) s’écrivent en supprimant e™, l'indice et en
posant

R=dag,
———ocl;’—:ziw‘v’cosé.:ag%a
S —ocV—{»-zirJ,)UcosO'::a—.—r)—?——T,
(9) ¢ ~ sing oy
reinf — d.hU sinf d.hV
¢ = o0 -+ dLP )

e*o =gl + "+ F (4, {)
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avec la condition au bord

AV do—1LUsinddb=o.
II. Equations sur la carte. — On aura de méme

’ . do
—oau—2iwecosld =a-1,

dx

. do

—or + 2iwucost = a——,

(10) dy
¢ __d.hu  d.hv
BT e T oy

aw?o=gl+ 1"+ F(z )
avec la condition au bord

ho da— hudy = o.

175

16. BrmisatioN pES piErLACEMENTS. — [. Sur la carte. — 11 suffit de
tirer z et ¢ des deux premieres équations (10) etde porter leurs valeurs

dans la troisicme. On obtient ainsi

o do 2lwo cosl 0cp
U= g = — e L

hw?cosl—oa? dr  fw?costf—a? ()y
9

. o do - 2iwacosd  Jo
T Lw?cos G—a Jy G cos?l— a? dx

La condition aux limiles peut s’écrire

dx dy
14 ?[S— u (—’:- =0,

elle devient

(Qf?. f’f’f _— 0__:3 fﬁ/) 4~ 2LG)C()50<

Jdo dx do d_y>
dy ds dx ds

Jdx Z oy ay

Soit le vecteur ds porté dans le sens positif, sur le bord de la mer,

ses cosinus directeurs sont

dx dy

ds' ds
et ceux de la normale intérieure

dy dx

T ds’ ds’
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de sorte que I'on a
do dx | do dy _ J9
dw ds = Jdy ds ~ 0s’
_Oedy  dedz_ Jdo
dz ds ' dy ds ~ odn

et la condition aux limites prend la forme élégante

do . do
ag, T2l cos@-d—s =o.

Portant maintenant u et ¢ dans 'équation de continuité, on trouve,
pour les équations sur la carte,

z «)( d(p)+d ]a¢> 09 Ohy 0o Ohy

7=\ o) Yoy \lay) o5 oy ~ 3y 0x
ho?

() M= o=

b — 2imahcosd
P T fw’cos?l — o !

avec la condition au bord

do . do
a% +2{w cos@m —o.
H. En coordonnées sphérigques.
U= o? de  2lawcosl Jdo /
T hw?costd —oat  df fo?cos?l —a? sinf oY’
o dv 2low cosl do

Ve — : 99
[o?costl) — a? 511190(p+40>5(;os“6—a2 00’

ce qui donne les équations

.o, 0 . 00 0 Jdo do 0y,  do Jh,
¢sinb = (ﬁ</zi sm@(—ﬁ> ""Ip(/“m) —+ 35 w _‘)TP Tk
ho?
(12) h= hw?cos20 — o2
B 2aiwah cosd

Lw?cos?l — o2
avec la méme condition au bord

oci?- +2iw cos@fz{£ =o.
Jds

on
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Remarque. — Pour retrouver les équations donncées par Poincaré,
il suffit de changer ¢ en — ¢ et de poser

o =—10h,

ce qui transforme 4, en — 4, et conserve £,.

7. Lavrrupe crrriue. — Dans ces équations, il est & remarquer que
les coefficients peuvent devenir infinis quand on a
fw?cos?f — at=o,

o

200,

cosf ==+

Cette équation détermine ce qu'on a appelé les latitudes critiques et il
y a une difficulté spéciale d’intégration si le bassin océanique les ren-
contre.

Pour les marées semi-diurnes, « égale environ 2w, la latitude cri-
tique, si elle existe, est voisine des poles, elle est donc peu génante.

Pour les marces diurnes, o est voisin de o, cosf = == é> 0 ==+ 60°;
la latitude critique est d’environ 3o0°.

Pour les marées a longue période, la latitude critique se rapproche
de I'équateur.

Ici une question importante se pose : cette latitude critique est-elle
une réalité physique, ou bien une simple apparence analytique, due
aux hypothéses nombreuses qu’a nécessitées la mise en équation?

18. CoMMENT $’INTRODUIT LA LATITUDE CRITIQUE. — Je dis qu’elle s’intro-
duit quand on suppose la mer infiniment peu profonde, et quand on
néglige la variation de la force centrifuge ordinaire. Pour le démontrer,
je reprends les équations (3) écrites par rapport & un systeme d’axes
tournants, tels que Oz, coincide avec la ligne des poles

0{;;1 — 20 %}%— — oz, = -%%:

():,yi 0x, g d0Q

i :zc.)—a—z- — Wy, = m,
o® ED

Ann. Ec. Norm., (3), XL. — Ju~ 1923. 23
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Je pose, comme plus haut,
=&+ u, Y=y -+ 5= 3+ w,
tout en faisant, dans le second membre seul, 'approximation
Q(xy, yiy 5) = Q(a, ¥, ).

Les équations deviennent alors

0*u Jde . IdR
{ W—20>Wmm-(z:ﬁ:
Jd%¢ du -, IR
—(;-F- —i—fAO)‘—?'Z —_ - == ;)77
0% __ IR
P — 0z’

4 condition de poser
2
R=0Q + (’—;— (@ =+ y?);

d’ou pour les deux premicres composantes isochrones

— (o ) —almey = _(ZI_i)
ox

27 o:zt~(a2+0)3)~—gl—{

) = dy:

équations linéaires qui ont pour déterminant
A - (a2_+_ coz)*—— 4a2wz: (az_ (‘)2)2’

il n’y a plus de latitude critique, mais un seul terme singulier, celui
pour lequel

a==aw.
(est le terme du potentiel dont la période est exactement d’un jour
sidéral. Mais pour ce terme les astres perturbateurs fictifs sont, pour
ainsi dire, entrainés dans la rotation de la Terre, et }!a marée doit se
calculer par la méthode statique.

Pour obtenir les équations de Laplace, on a commencé par sup-
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primer w*u, »*¢; ce qui donne les ¢quations
N . JdR
— U — 2l = ——
dx
. , IR
QWILOAXU — X~ —

Jdy
dont le déterminant est '

= (a?— fu?).

On trouve ainsi le terme singulier

o= 2.

Puis on a supposé nulle la composante du déplacement suivant le
rayon vecteur, ce qui améne la latitude critique
a
cosf == —.
2
Qu’arrivera-t-il si I'on ne fait que cette derniére hypothése; c¢’est-
a-dire si 'on annule le déplacement W tout en gardant, dans les
premiers membres des équations du mouvement, les termes qui
dépendent de la force centrifuge ordinaire?

19. FORME NOUVELLE DES EQUATIONS DES MAREES. — On a donc les équa-
tions

d*u i ¢ ol — oR
¢ " or T T T oz’
0%¢ du . JR
T +20.)W—-0)'P = ())”
02w . .(_)__IE
o T ds

Désignons, comme aun®7, par U, V, Wles composantes du déplace-
ment sur le méridien, le paralltle, le rayon vecteur, ce qui donne les

relations *
U=ucoslcosy + ¢cosfsiny —wsinb,

V=—usiny -+ v cosy,
W = usinfcosy + ¢sin §sing -+ wcosb,
Ucost + Wsinf=uwucosy + ¢ siny.
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En combinant ces sept équations, on obtient aisément

0*U ov ) oo OR

o T 2o 00597)7 — w?cosf(Ucosb + Wsinl) = 55’
*v. 9 /71 U 6()\\“ oy _ OR
‘D‘[._T -+ 2w | COS ’5‘[‘ -+ Sin o1 ) ) - _—Si[’)e ()Lp’
W oV : IR
g inf — 2 einf . 7« 2,

3 20 sinf — w?sinf(Ucosf -+ Wsinb) o

Si maintenant on suppose négligeable le déplacement suivant le rayon
vecteur W, on obtient

[)d:ﬁ —2&)(0%9-{7} — 02l cos20= Jl(_){_,

2 ]
-(-)—Y—}—'quLosOi)i—m kY ::.—0—“———,
a¢e Jt sin@ gd°

et, pour l'oscillation contrainte isochrone complexe de pulsation «,

— (o + wcos2O) U — umaV(os(J__a %’-,
99

2iwel cosd — (o> + 02V = o2 —F—
(o 4 0) “ sinf 0y’

équations linéaires en U et V qui ont pour déterminant
A=(a?+ 0?)(a®+ w?cos*0) — fwa®cos?l

et d’ott 'on déduit

(e + w?) do | 2iwa’cosi  dy

U=— A 00 A sing od’
v @+ cos*f) dg  2iwa’cosl dg
- A sin6 ol A 96"

Voyons d’abord la condition aux limites

Usuﬁﬂ- ﬂ-_o,
i . ds
elle devient
— (@' + w? cos?0 + w*sin?f) sm@(—)i —i + 2iwa cos@ do dy
d6 ¢ Lg ds
Jdo (lO o di

“+ 2iwa cos(i-

I 2 2
(2t w cosE))snadkpd5 i
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Or, 'on a
do di do dy _ do
G ds T 9l ds o5
_singd2 1 dedd  Jdo.
d9 ds sing Jb ds on’
d’ou 'on tire

Jdo _ dy db cin 600 dy.
96 " os & TNV on At

Transportant ces différentes valeurs dans la condition aux limites,
on obtient sa forme nouvelle

ddb?\ o0

(13) (oc?-i— w?cos?f + n?sin® adt)d_@
db (ly do
os

ds

= 0.

-+ (ozma cosl — w?sin®*f —

Quant & I’¢quation de continuité

0. Usinb N d.AV

7 a1 » R
{sinl= 77 7

elle s’écrit

To? (o + w?cos26)h dqo]

d o2+ w?)hsinb do”
7| J-3l

G — il 4
(14) Esinf= 20 A a0 Asinf Jv
do O [2iwod cosl Jdv 0 [2iwa®cosf
G+ ([ — ) - = = — 1)
dv 04 A 06 oy A

Nouvelles latitudes critiques. — Elles sont déterminées par I’équation
0=A= (o 4+ »?) (®+ w?cos?l) — fn?a? cos*f
=a?(a?+ 0?) — (3a?— w?)w?cos*l,

c’est-a-dire
o (a4 o
cos*l = ~£—(—2————-—2-,
w?(3a?— w?)
il n’y aura donc de latitude critique que si

Joa?— w*> o,

condition qui n'est réalisée que par les marées semi-diurnes ou
diurnes.
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Marées semi-diurnes : o« = 2,
20
cos? = —-
11

Donc pas de latitude critique.
Marées diurnes : « = w,
cos?d =1.

Les seuls points critiques sontles poles, ou il n’y a pas de mer libre.

Conclusion. — La nouvelle équation supprime la difficulté de la
latitude critique ; mais sa forme analytique est un peu plus compliquée
que celle de Laplace.

CHAPITRE 1L

LES MAREES STATIQUES DE LA PREMIERE SORTE BT L’J;IQUA'J.‘ION DE FREDHOLM.

20. DEFINITION ET EQUATIONS DU PROBLEME. — Les marées a longue pé-
riode sont produites par les termes dua potentiel perturbateur P— P,
qui ne dépendent ni de la rotation de la Terre, ni de la longitude de la
molécule liquide, a savoir

3c0s?0 —1 Zy_ dcos*® —1
2 p? 2

Dans cette formule, 0 désigne la colatitude de lamolécule, p. la masse
de I'astre perturbateur, ¢ sa distance géocentrique et @ sa distance
polaire.

3cosh —1 . ,
Le facteur de ———— est une fonction du temps, que la Méca-

A

nique céleste apprend a calculer; on peut le décomposer en une
somme de termes périodiques sous la forme
_ N P 3cos*@—1 .
C= 293 — _z(Acosat+]£5111a1).

Les pulsations « étant de petits nombres comparés a w.

Autrefois on calculait ces marées par laméthode statique. M. Hough
a montré que le probléeme est plus complexe et qu’il faut distinguer
deux sortes de marées statiques :
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Les marées statiques de la premiére sorte qui se calculent par la
théorie de équilibre ;

Les marées statiques de la seconde sorte, qui sont la limite pour
% = o des marées dynamiques.

Il ne s’agira ici que des premiéres.

Dans les oscillations & longue période, les mouvements de la mer
sont trés lents. Des lors, Uinertie de la molécule et la force centrifuge
composée ne joueront qu'un faible role, et la surface de la mer 2
chaque instant prendra sensiblement sa figure d’é¢quilibre sous I'action
de 'astre et de la pesanteur.

Reprenons les équations (7) appliquées aux seules marées & longue
période:

9*u P e(j_\i* QE
5[,7 — 2 COS J. 00 5
E)—"Y +2&)0050LU = —.iﬁ——,
ot? ¢ sinf o

1 . 29——
R=g¢+ "+ C3—C9—S———I>

e g
n”:ff__.._?d”;
M !

I'intégrale double est étendue & toute la surface des mers, et C désigne
la fonction du temps définie ci-dessus

. S 3cos?®—1
(J(t):}_‘é—a — "

Dans les deux équations du mouvement, négligeons la force
0*U gV . . J
—7 et la force centrifuge composée +2wcosf—»

d mertie ———a—f_,‘) —_ 0

— 20 cosl) (3)—[;, il reste tout simplement

oR_ R
K /Y

= 0;

autrement dit,
R =k(0),

la quantité % pouvant dépendre du temps ¢, mais étant indépendante
de 6 et de . '
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De sorte que U'équation des marées statiques s’écrit

! G.l 220
g,c_f/Cd +C30059 T
Ju T 2

Supposons cette équation résolue par rapport & C qui représente
la dénivellation ; pour déterminer 4 il suffit de remarquer que le volume
des mers reste constant, autrement dit que I'on a

jf Lds = o.
M

La constante g représente I'intensité de la pesanteur a la surface de
la Terre. Soit D la densité moyenne de celle-ci. Dans le systéeme
4D

. .. b
d’unités choisi, le volume de la Terre est 13~, sa masse ——; et sson
9

o, qmh ,
attraction & la surface ‘—3—, par conséquent

Comme D égale environ 5,5, on a sensiblement pour g

&= 23.

Enfin, sur les continents, ladénivellation { est évidemment nulle :
—=o.

En résumé, on a pour les marées statiques de la premiére sorte les
équations suivantes :

[ 26, V) sinb d5' Ay’ 3cos?f—r
Y o 1 5( 9 L/ M e
(15)5 Surles mers, £(0,U) - /f“ B +C - =/
( Sur les continents, {=o.

Avec la condition qui détermine £,

f Mé’dcr: 0.

21. EQUATION INTEGRALE DES MAREES STATIQUES. — La premiére équation
(15) est une équation intégrale en {, mais elle n’a pas la forme clas-
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sique, car I'intégrale double qu’elle contient est étendue 2 la seule
surface des mers, c’est-a-dire & un domaine assez compliqué. 1l est
aisé, cependant, de transformer cette équation, et d'y faire entrer une
intégrale étendue a toute la surface de la Terre.

Je pose d’abord

k C 3cos*d—1
o T 4 =7.(0).
] S “

Les équations du probléme deviennent :

C'da
{ = + 7 sur les mers,
T g

{=0o0 sur les continents.

Jintroduis la ,onction discontinue (0, §) définie de la fagon sui-
vante :
- Sur Jes mers, e(h, v)y=r,
Sur les continents,  &(%, J)=o.

Cela étant, les deux équations précédentes se résument en une seale :

e(9,d (o', V" do’
(s, )= 100 [ Mt e, 01200,
'-\l

Et comme on a visibiement

ydg' fc(e' WY, V) do’
ff,(e,qJ 9,07 f (G, b; 0,07

Uintégrale sans indice étant étendue a toute la surface de la Terre, on
obllcnt d’emblée I'équation de Fredholm remarquablement simple

e, VE(6, V)de!
(16) 20, = [ [ LRI a0, 4100,

22. LEQUATION INTEGRALE EN A. Je pose — =\, et je considére A

comme un parametre varlable d’oul equatlon

: 9, bYe(, ') ds’
4 "b):)'ffa< 1J>rs((9 J )efg ka’)L!J = e(9, 1) 7).

Ann. Ee. Norm., (3), XL. — JuNy 1923, 24
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Le noyau de I'équation, & savoir

(6, Ly e(h, L)
(0, 0, )]

devient infini du premier ordre quand les deux points 0,4 et 0/,
viennent & se confondre; mais 'intégrale étantdouble, le noyau triplé
reste fini, et la méthode de Fredholm est applicablc.

Soit donc }\(0 g5 07, L7 0) la résolvante relative & ce noyaus; ¢’est
une fonction méromor phc dc A, qui donne la 50]11("1011 du probleéme par
la formule

(17) %0, L) =¢(0, (J)/(0)+/f K0, by b, by Ry (0, WYy (0") do'.

, . . - I B . .
Dans le cas des marées statiques, A = —; done tout revient a savoir

Le

. . I . ' . \
si, oul ou non, — est un pole de la résolvante, ou encore un pole de la

fonetion méromorphe de 2, (0, 3 1), délinie par U'expression préce-
dente. ‘

En vertu des théoremes généraux, puisque le noyau est symétrique,
les pdles de la résolvante sont réels, simples, et tl y en @ awmoins un.

Pour obtenir encore plus de précision, il est commode de considérer
II" et de faire appel aux propriétés des potentiels.

23. Le rorestienvu sourreLer 1 (g, 0, ). — C(0, 45 2) étant la fonction
définie par I'équation de Fredholm qui précede, jappelle 11(g, 0, ) le
potenticel en un point quelconque du bourrelet liquide produit par la

dénivellation €
. ey, v de'
., L) o= — —_— .
H(P, » ) .A/f’\(f), 0, ;0,4
Je puis dire aussi que 'on a

el AN
Il(p,ﬁ,d«):__f/ SO )

>
M "(Pv 01 'JH; 0/3 '!J’)

»

C étant définie par I’équation de Fredholm

ey, )n’c
g, L) = (0
&) '/f/(o USRS
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Il est donc le potentiel d’une simple couche dont la densilé, continue
habituellement, fait peut-éire un saut brusque fini au bord de la mer.

Considérée comme fonction de 2, I est une fonetion méromorphe
qui a les mémes poles que { et que K.

Considérée qopmme fonction de g, 0, b, IT est une fonction harmo-
nique & Uintérieur de la Terre, et & la surface d’apres un théoréme
bien connu, on a

()ll
I=—4=zZ
(). N
Or, sur les mers (voir n° 21),
==+ y:
Sur les continents,
=o0;

Partout,

La fonction harmonique I est done délinie par les deux équations
suivantes :

A PVintérieur de la Terre, All = o;
(18) . oIt
) Sur la surface,  2-— -+ Il == 4me(2 ll——/)
\ dp
Remarque importante. — Dans la suite on aura & considérer des

potenticls IT;, 11, potentiels de simple couche dont la densité, continue
habituellement, fait peut-¢tre un saut brusque f{ini au bord de la mer.
Ce saut brusque n’occasionnera aucune difficulté, car on peut appli-
quer aux potentiels 11;, 11, les formules fondamentales de Green

I, — —1I; ULl ds = o,

[ (= )

. ] 11, oI N
e 1)@ (2o

Dans ces formules, drn représente un ¢lément de normale intérieure
et les intégrales sans indice sont étendues a toute la surface, ou & tout
fe volume de la Terre.

24. Les pores pr C(A) NE SONT PAS NEGATIFS ET LE PREMIER EST AU MOINS.
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. I ~ S A Y ) : , 1 , . ’ .
BGAL & - — Soit A, un pole de {(); on sait d’apres la théorie géné-

rale que dans les équations intégrales precédentes on peut faire y = o,
et qu’il existe une fonction ¢, qui satisfait & ’équation

’ T e(0, LY, Vg, (8, "‘m’a
LY = )
g0(97 Lfl).—_)‘()\/“/ r((j l!J ol d{/)

Par suite le potentiel II, du bourrelet formé par la dénivellation ¢,
satisfait sur la surface & la condition
oIl
17799 0L, = fmeh I,
ou encore
oll
?,-(—)’P” ‘—- "0(47' )‘0— 1 )

Je multiplie par I, ds et j'integre sur toute la surface

/.fn ()"od __/ f[] 2(4medy— 1)do.

5)_22 . oIl
dp - din’

Or

et 'une des formules de Green donne

o, , ()[L, ol /oI, N
S mGan=f [ [1(52) + (5) + () | arar o=

¢’est-a-dire

f M2 (fmedo— 1) do>o.

Cette tnégalité est manifesiement impossible si '\, est négaif. On peut

I’écrire
4n10ffn;z,,/~;f 12 do.
his

Ou encore en mettant en évidence la surface des mers (M) et la surface
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des continents (T)
) / )H'-'(lo‘:__"/l N2 d -+ / 182 s,
0 *‘(l 0 v/M 0 . ~/'r 0
[/H;fda
J Jr

471'}‘021—'- - .
j/Hﬁ do
M
On a donc bien »
hrde >,
Yok~
'O:An_
Le premier pole, s'(l exist 7 i f et noins éoal ¢t —
Le premier pdle, s’tl existe, est positif et au moins éga @

Cas particulier. — Les mers recouvrent tout le globe. 11 est bien connu
qu’alors les solutions du probléme sont les fonctions sphériques dont
la premicre est une constante &

et 'on a exactement

T
ro= —-
0 i
25. Carcur pu premier pOLE DE ((A). — C’est aussi le premier podle

de IT(A). Son calcul se fait i aide des constantes de Schwars.
La fonction II(%) étant méromorphe en A et son premier pole étant

. . N . . -
au moins égal a 7—» 0N a au voisinage de A=o0
- qT

=1, + )0 =221, + I+ ... + 221, + ...

Comme la fonction IT est harmonique et déterminée par la condition
A la surface
oIl 5
o— + Ul =4melll — hmey,
dp
toutes les' fonctions II,, II,, II,, ... sont également harmoniques, et
déterminces par les conditions & la surface suivantes, obtenues en
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égalant les coefticients des mémes puissances de A :

) oll,

()P -t Ilu :_"47:5./."
Jll ,
9.—(7‘;1 -+ II] T=QTE "0:
29—!1’)- -+ I, = /471'5“1’
dp
oll,
o O,=4mell,_,

Envisageons maintenantles constantes suivantes appelées constantes
de Schwarz : .
W, = [ / 1,10, .

D’apres une formule de Green on a

’ ()]—l.,/ X l;lI,’ \ _
:2'/f<ll,,-—(7p— — ",,—()I-O——/) dg = o.

Or , ,

o1l ! i
2 —O—P—! =—1II, + 4mell,_,,
9 i)()—[—ii' =—H,+ 4mell,_.

i

Si Pon transporte ces valeurs dans Pintégrale précédente, on (rouve

/'fs('u,,n,,ﬁ, M, o = o

W1 =W,.4, 4,

autrement dit,

ce qui, en changeant ¢ en ¢ + 1, conduit a la formule de récurrence

W Py = W p—1,0413

laquelle, appliquée successivement, donne

W,,= \Vp ctg1 =W g o = ... == Wy pgn

la constante W ne dépend que de la somme de ses indices.
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Cela étant, considérons W,.
Si n est pair, n = 2p,

W, =W, =W, , = / / sll,’-’,lla > 0.

SinesUimpair, n =2p —1,

W Wapmi= W= | / S, do.

Or
_1ooH, i
.:.”[,_ | = :’E —(Zg— -~ Ell’,,

el par c”nséqmm(.

_____ /f][llfil_l!iclg+ - / /l[) daz.
4

s deux intégrales du second membre sont essentiellement posi-

tives
W,> o.

Done les constantes de Schvars sont des nombres tous positifs.
Yar ailleurs, on a, quels que soient «, 2,

/ fs(an,, Bl o >0,

¢lest-a-dire :
* Wy, 203 Wo,u -+ 32Wy,,0 > 0.

Envisageons maintenant

/' (el B, ) (1L, +511,) do
v o/

« autrement dit, )
a® Wy, 420 Wan+ Wy, .

Comme 'on a

. 1Ol T
G“n—-x“— ’:E 0(J -t —4_7—1'][",

~ 1 ()l[,,+[ I

“n e 2_7_1: ()P -+ /]TZHIH 19

'intégrale douhle peut s’éerire

N\,

f/(m,,_;- ‘Ju,“,)(wﬂh + {a@i%-;-ﬂ 4 oI, ﬂ'--@n,,_,,,)da,
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ou encore

—ff(au,,wnm anﬂwn".,)/fw—fj(xn,, - 511, do,

ces deux mtegrales sont poszttn es.
Il s’ensuit que les deux formes quadratiques

o2 \van_l +2a 5 \Viﬁu -+ ;32 \V2ll+l?
ol Vv‘lu -+ 2 7-(6 Vv‘.’.n-l—l -+ 162\‘7:2/1-1‘::

sont définies positives, ce qui entraine

\V'::n \‘V'zu——l \’Vzlzﬁ-l < 0, \V3/1+1 __‘\‘,r:!” W:!n-Hz < 0,
inégalités qui peuvent s’écrire

\V._,,, < \Vﬂu -1 < \V'zn»wz
\V 2n—1 \V 2n \V 2n--1

Revenons maintenant a lasérie enticre quireprésente le potentiel I1
au voisinage de A =o0:

TS I ATELY | SO LY | SUUED Y | BTN V'S | S

Multiplions les deux membres par ell,ds et intégrons sur toute la
spheére '

ffallllj(/a://angda-w.f/sn(,nldg
+7.2/feuong[/g-;- o xuf/euon,tda.Jr

c’est-a-dire en désignant le premier membre par W (1)

W (1) = \V(,-t—?.W', R W, + B W o402 W, L

W,
Dans la série W envisageons le rapport w2~ W Ona
2n--1

w.. f[u do '/'fsll,z,(/a
Wt jjsu m,. ,(/a ! ffn,z,c/a+ _‘_/'/'u,,"i»dg
) 4 27 dp
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et, pmsque /II —2 dsn’est pas nég ratif,

[/EII,;/IU
2n

\\ 2n—1 /H“(/"

Dans ce dernierrapport le dénominateur est au moins égal au numé-

rateur, donc
“7’.’11 —: 4 'F_,

» W,y
Si donc dans la suite

‘ W, W, W, .... W,, ..,

. W,
on envisage le rapport d’un (erme au précédent —— W ce rapport va
n-—1

.

W, : :
constamment en croissant, de facon toutefois que W = soll, toujours
2n-

au plus égalh 4m; ce rapport adonc une limite finie non nullo 7-,
: ¥

i W, 1
0 << nm-“—,—;: 7—

A
I~

g .

Dés lors, le rayon de convergence de la série W () est 2,, avec

\T
A== lim 2=t~ !

n=wn W = hr

Je dis que c’est aussi le rayon de convergence de II(2). Pour le dé-
montrer, on peut se scrvir de I'inégalité de Schwarz.

Inégalité de Sclhyvarz. — Soient A(0, ), B(0, ¢) deux fonctions
intégrables et & carrés intégrables ; on a 'inégalité

‘//A(O LY BLO, D) r/a :.//A"(G )(/ax/f]}' , V) do.

D’autre part. on a entre I, et I, , la relation

()II,,
>
Ann. Ec, Norm., (3), XL. — JuiLLET 1923.

4+ I, ={4mell,_,
25
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a la surface, c’est-a-dire

f’ "I I _ 0‘ ! ,
1L (o om_f/(’“” 109 %) o
o )

7.0
le facteur de II,_, n’a pas son carré intégrable; pour appliquer I'iné-

galité de Schwarz, il faut faire une itération. Tout d’abord le potentiel
de simple couche étant continu sur la surface, on a

. - (6, NI, (0.
L (9, Lp)—_,[/ r(4, u; fj] ) da

g Pl 1" ll —0(01/. ,'Jl/)
ol N ‘1(/ ) LH ) n—2 T "
Hn—1<0) L.‘“ ) —// I‘(f)/, L‘Jl; OII, q)//) da

et par conséquent

yMc sU”ﬂmwM”M)”
lIn(Pa 4, ‘P) f/’( 0’ v_.; '.J) [[ ,(r/ ,. O// //) do

ou encore, en intervertissant 'ordre des intégrations,

et de méme

v, rog " (', '1/)‘{':/
n(P:D "!’)-‘" fs(@l L”)Hn g 'L)Ila'///l(e ,J,O LPI)"(P,(J?"P;O/V‘!JIY

Quand les points g, 0, 45 07, &5 07, " se confondent en un seul, la
seconde intégrale I ne devient au plus que logarithmiquement in-
finie (*); on peut par suite appliquer l'inégalit¢ de Schwarz qui

donne
mw,w)//(ﬂuwnnquwvjnw.

Or, d’aprés la définition méme de «,

8?({7”, ,“!Jll') —_— 8(6”, "!J”)'
Donc

/ f 0 ) Iy (8, 4y o' = f (0, V'Y I2_y (0, W) do” == W, .

(') Foir, par exemple, Heywoon et Fricurr, L'équation de Fredholm, p- 141. Note
de M, Hapanarb,
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Posons de plus

, J'flﬁ do — K2,

2K 2W
/z:l\ \" 2n—4%

l [In(;o; 9, '-P) l< ]{ \/\\/'Zn~—ln
[ 2210, (p, 0. L) | <K | 27|V Wan_s.

il vient

Autrement dit, la série 1[(¢, 0, L; %) converge uniformément, si la
série M VW,,_, converge, ce qui a lieu dans le cercle de rayon A,.
Inversement, si la série II(g, 0, 43 A) convergeait uniformément
dans un cercle de rayon plus grand, il en serait de meéme de
ell, (0, ) II(0, b5 1) et de /'fall(,l'[ ds = W(A), ce qui est contre
’hypotheése.
Le rayon de convergence, c'est-a-dire le premier pole de 1L(\), est donc
\\'II'—l

o= lim —=— =

1
n=w W, TA4T

26. Carcur pu secoNp POLE DE {(A). EXISTENCE D'UNE INFINITE DE POLES. —
D’apres la théorie générale, on sait, et il serait facile de démontrer
directement, que le pole précédent 2, est simple et qu’il n’y a que lui
seul sur le cercle de convergence. On peut donc écrire

= —-—l—ll—/— A=y APy B2y AP0 A AR L,

) R

1
le rayon de convergence de la série en A élant supérieur a A,.
Si 'on développe la fraction en série entiere, et si 'on identifie les
deux séries qui représentent 11, on obtient
|14
f"‘;‘,' -+ V= Hn.
1
ou encore
I = 2200, — 970,

Quand rn tend vers Uinfini§ A} v, tend vers zéro, puisque la série A%p,
converge dans un cercle de rayon supérieura A, ; ce qui donne lavaleur



196 . GASPON BERTRAND.

du résidu
Il =: lim 27 11,,.
Maintenant, la fonction II étant harmonique et étant définie par la
condition a la surface

oIt
z;)—p + = 4radll —fmeyimyo,

toutes les fonctions II', ¢y, ¢,, ¢,, ..., ¢,, ... sont aussi harmoniques
et elles sont définies par les conditions suivantes :
()ﬂ' .
22 Tona
. dvy
o o= —4 4 - ITFC ‘1
gdp ) hmey by o M,
()('1 / .
2= 0= [TE,
Jdp .
dey
2 —()? -+ ¢y = GTEY,
................... ,
dvy ,
“T V== QTE 1,

d’ou I'on voit que les ¢, sont définispar récurrence exactementcomme
les II,,.
On a donc de nouvelles constantes de Schwarz W/, essentiellement
positives et répondant aux inégalités
W, W, W,
W, TW ST WL

k) : . V A - 3 3
etl’on en conclut que - aune llmlte nécessairement finie, sans
n—1 2
quoi la série
o= Ao - Aoy, o - Mg,

ne convergerait que pour A= o0, ce qui n’a pas lieu puisqu’elle con-
verge certainement au dela de A,.
On peut aussi établir que

[enlps 0, 9| <KVWG,
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et enfin que les deux séries

o+ Aep = 2oy 4. 4+ A%, ...,
W DWW e 20 W

ont le méme cercle de convergence.
© On arrwve ainsi au second pole h,™> L, et ainsi de suite aux poles en
nombre infini hyy Nyy oy Ay, o

Concrusion. — La résolvante de [l'équation intégrale des marées
statiques a une infinité de pdles simples, tous positifs dont le premier est

- ’ [T . . .
au moins égal a——; et cela quelle que soit la forme des continents.
5 hm

27. CAS PARTICULIER DES FONCTIONS SPHERIQUES. — St les mers recouyraient
tout le globe, la solution compléte du probléme serait fournie par les
fonctions sphériques. C’est la un résultat bien connu qui confirme
I’analyse précédente. On peut se reporter, par exemple, au Cours
d’Analyse mathématique de M. Goursat (t. III, p. 532).

Y. (0, ¥).étant une fonction sphérique d’ordre n, on a

an —+1

/
qT

. T V2T
Y, (6, b) = / / %\',,(@’. Uy sing’ df' di' ;
0 <0 :

les poles de la fonction méromorphe sont alors

- 21 1

o '—71"7‘:— (n::o, 1:2) -':a +’/.'>),

et & chaque pole &, correspondent 2n + 1 solutions linéairement indé-
pendantes qui sont les 22 + 1 fonctions de Laplace d’ordre 7.
Il est alors aisé d’intégrer I'équation des marées statiques, a savoir

A el ’ ne2f
gl— /C jla +CS(,0526 1 — k;

3cos*)—1 R \
————— sont & des facteurs prés une

les termes connus £ et + C
fonction de Laplace Y, et une fonction Y,. Posons done

, N 3 ces?f —1
C=a, Yo+ ay Yy == a,+ ty ———;
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’équation devient

9 .2 IA
3cos?f—1 Ama, .
ér(?o——ﬁﬁﬂo—/\‘—}————z———((gag— 5 2 -+—(;>:O
d’oul’on tire
k C
A, = y Ao —
°T g—a4m Thr )
B)
k G 3 cos?f—1
{= + ; .
o — “-IIT 4 ] 9
B

Pour déterminer 4, ¢crivons que le volume des mers reste constant

/I/Ca'a:o;
'/".‘ic()s‘lf)——l

——do =0
(> . 2

puisque les fonctions sphériques forment un systeme orthogonal, etil
reste tout simplement

on a d’abord

La dénivellation { de la marée statique d’une mer recouvrant tout le
globe est par conséquent donnée par la formule

20 o2 (P
¢ — ] 3 cos?f |\;£J_.3<,,os f I’

4r 2 e 2

5 8
5

ou encore, en nous souvenant que D étant la densité moyenne de la
Terre (D =5,5), ona

47D
g= g

I 30080 —1 x3 1 3cos? —1

S T T A RD

5 3

28. SoLUTION DU ¢AS GENERAL. — Quelle que soit la forme des continents,
. N . . , v I I

le premier pole de la résolvante est au moins égal & .— ou —, et dans
© A 13

4



LA THEORIE DES MAREES ET LES EQUATIONS INTEGRALES. 199

« . I I
le cas de la nature g = 23 environ, — = — il s’ensuit que - n’est cer-
o 2 &

tainement pas un pole de la résolvante et par suite 'équation intégrale
du probléme a toujours une solution.
Soit K(0, 45 07, ¢'54) la résolvante relative au noyau S —
(0, 43 ) la résolvante relative au noyat R
et au bassin oceamque, I’ cquallon des marées btathueb

(6. /- " 3 cosh—
206, u)—‘-—- (0. WY de +i__£3uasj I
AURUHZE) B 2

peut s’inverser et donne

k C 3cos?g—1
(4, U)_____ "_’_____..

——ffK(é Uy 0,0 ><A—(‘%>da’;

une fois { calculé, on déterminera £ par la condition

/.[Cu'd:o.

’ 1 - ’
lfemarque. — Dans le cas de la Terre actuelle, — est nettement infé-
o

3 . . \
rieur i 4—, mais plllS(lU == Z;TE—“, on peut imaginer dans une p]anete

une densité moyenne et une distribution des continents, telles que -
¢ -]

—

‘)‘I

et le premier pole de la résolvante soient extrémement voisins. L’in-
tumescence formée par les eaux de la mer tendrait alors & devenir
énorme, tout au moins si 'on suppose que les équations precedmltes

restent qpphcqbles
29. APPLICATION AUX MAREES DYNAMIQUES. — L’¢quation & la surface des
marées dynamiques est, comme on I’a vu au n° 15,

2o =gt + W +F(8, d);

il faut ici distinguer deux cas :

I. Le bassin océanique comprend I'ensemble de toutes les mers du
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globe (M), alors .
"= — = dg’
S

L[[-—zla%—l(@ 0).

v M

et I’équation s’écrit

Ue

II. Le bassin océanique considéré @ ne forme qu’une partie des
mers, on a toujours
!
w=— [ [Lar,
“M !

ce qui se décompose en deux

!
H”:’:——/.fl /f ——(la
. »r M— T+

Dans la seconde intégrale, on peut supposer que £ est connu par
g I I
I'observation directe; cette intégrale devient alors une fonction connue
de 0, Y qu’on peut faire rentrer dans F.
En définitive, pour un bassin océanique quelconque ®, on a I'équation
) q

intégrale
l¢=;’t~/f =do'+ ¥ (0, 1)
Y

! (4, ¢ 2
C‘—“l‘/ o109 =

sJ Jor 8 g

ou encore

clle exprime o en fonction de {; mais pour 'analyse qui va suivre, il
plus commode d’exprimer { en fonction de o.

D’apres les propositions ci-dessus démontrées, cela est toujours
possible quel que sovt le bassin océanique ®.

Soit done K(0, 4; 0/, ¢'5 ) la résolvante relative au noyau ;et au
bassin océanique ®, on a pour {

(4 =—"09) ff (6,49, 432 )P0, ) !
('D o
2
- i‘—c.°+o“c-7ff K(” 40,4 l>’+’<02 V) de -
& g J Jw & o
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ou encore en posant

(1)(0,4,):__M *

N
. I ~
A T RS U
S S0 T . &

on obtient

o o’
L0, =6, V) +Z o+
C,)‘

2 ~ R I R
$7J Jo g
Pour passer de la sphére & la carte, il suffit de faire la représentation
conforme

0=0(x, ), Y =d(z, y),
telle que

da® 4+ dy?r = 2 (dP* <+ sin2 0 d1?),
ce qui donne pour la dénivellation ¢

(19) e ) =@(m, )+ Lo(a, )
o

.2 dx' dy'
—i—g—;f[ K<.7:, ’)/;.Z",y';l>q)(.1", ¥ Ly
& Jmy N -1

c’ /\'/2

Cette transformation donne un moyen aise¢ de tenir compte, dans les
problemes qui sutvent, de ' attraction du bourrelet.

CHAPITRE TII.

L'EQUATION DES MAREES ET LES EQUATIONS DE

FREDHOLM
A INTEGRALES PRINCIPALTS.

’

30. Posrrion pe La guestion. — Dans ce Chapitre, on envisagera un
bassin océanique ®, limité par des falaises verticales qui forment un

contour . non traversé par la latiude critique, et lon tiendra compte de
Uattraction du bourrelet. _
Les équations des marées sur la carte sont alors [voir nos 15 et 16,
Ann, Ee. Norm., (3), XL. ~— JumLer 1923.

26
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équations (10) et (11)]

g0 ‘)C?> el St S S
F"ﬂ@'d—w, T oy (/"oy Tz dy 9y dx
a‘-’cp: +H”-—l—l(1 _}’)

(20) ; ah 2lwah cosd
/q-———————————-— /1,:———————-

fw*cos?l — o Jw?cos? 26 — o?

g

"= /‘f)/‘_,dx (ly

avec la condition au bord

do . Do
a—=—— —+2iwcosf— =0

on Js
L’équation en { donne, en développant et en divisant par 4, qui ne
peut s’annuler,

Po 0o do 1 [dhy Ok, du 1

(o L2 U8 n L (O Oy 0 Dy Ja)_C
2 da* dy? dx /11 ‘dx dy dy Iy \ dy Jz

—h,
D’un autre coté, I'équation a la surface
a=gl+ 1"+ F(x, ¥)

peut étre inversée a I'aide de la formule (19)

S (19) U=, y)—q’(fv,y)—f——cp z,¥)
! dx’ dv'
-l-—ffw (xvz’yyr,)cp(wy) et

on peut donc éliminer { entre les deux équations, et 'on obtient ainsi
r equalzon tntégro-différentielle des marées dynamiques

(22) Qj_‘ﬂ+gff+(l‘fl 1 (/f)ﬁl-i—()hg 0o 1 <c_)11_1 o,
- dar " 9y dx Iy \dxz = dy dy Iy s

Oz, y) o2
k*hy - &k (@, )

@ c coogd ol
+g2/{2/“ff®k<1,.',l,)’,

1=

dx' A
) ety L

-

&
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Pour simplifier I'écri s poserons
our srmpliier eécriture, nous poserons

o 9
daz  Jy*

./

1 [0l o\
hy <'d_x - W» =

/

Lo oy,
Iy \ Oy dr )

2

ai.

=A,

—_— e,

o 2 /ll

LGN
2y

K K-l', yiah v

T3l =

-=K'(z, y; &', '),

e
et nous obtenons ainsi
/ A ()flo [[)CID <Y . 4 s . ' 4 7 l 4
(227) I )D;+c<‘9+0 mk(x,y,;r,y)cp(x,y)dx dy'=/,

squation intégro-différentielle, a laquelle la fonction inconnue 2 doit
satisfaire en tout point intérieur au domaine ® ; sur le contour C, elle
est assujettie a la condition

. o . Jdo
23 o= 42l cOSH—=—— —o0.
(23) an s

31. La roxcrion v GreEeN G. — Admettons provisoirement |'exis-
tence d’une fonction G(z, y; &, n) définie par les conditions sui-
vantes :

1° En tout point 2, y intérieur au domaine ®, la fonction

Gy (x, y; & mn)
déterminée par la relation
. . T .
Gi(2, 3 & n)=log - —G(x, ;& ),

1= (x—E)+(y—mn)



204 o (:ASTON BERTRAND.

devra étre harmonique

A(}1= 0.
2° Si le point =, ¥ se trouve sur le contour, G devra satisfaire &
’équation _
adG 420w cos@d(} —=o0
“on T ds

Cela étant, M. F. Jager (Theése) a démontré dans le cas d’un
bourrelet nul, et 'on démontre de la méme manicre dans le cas du
bourrelet non nul, ‘que la solution des équations (22) ct (23) est
donnée par la fonction 2 (z, ¥) définie par la relation snivante :

(26) o(z, ) ———/(aa+b B) G (£, ) ds’

) G b G
ff (”’ ! ‘)__d’n’ '(,> 0 (&, n)dZdn
/{ "I(I’(lf)ff l\(f_,f“[,}")cp(ul,))dl‘ dy

[A]
L S Gdz dn. ‘
i

Dans cette formule, les termes accentués signifient que 2 ety doivent
étre remplacés par Z et n: de plus, o’ et 3’ désignent ies cosinus direc-
teurs de la normale intérieure & I’'¢lément s’ du contour.

Grace a la fonction de Green G, I'équation intégro-diflérentielle des
marées dynamiques est ainst ramenée a une équation de Fredholm
contenant une intégrale simple, une intégrale double et une intégrale
quadruple.

Donc tout revient.a trouver celte fonction de (lroen G(x,y; &),
ou, puisque G, = log;—G, 3 trouver une fonction G, harmonique

dans un domaine ®, et assujettie a vérifier sur le contour C la relation

L ol
JG ()log,r 0 log -

1 K 1 .
o~ 4+ 2l 08— = ot ———— — 210 COS [ e
on Js n - ds

autrement dit, 1l faut :

Etablir l'existence d’une fonction V, harmonique en tout point inté-
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rieur au domaine ®, et répondant & la condition aux limites

adV —+ 20w cos&’dV = (s)
on ’ 7)8—_/( ’

ol y.(s) est une fonction donnée.

(’est le point laissé en suspens par M. Jager et que nous allons
aborder maintenant.

32. POTENTIEL LOGARITHMIQUE DE SIMPLE coucne. — La méthode de
Fredholim consiste & exprimer V & I'aide du potentiel logarithmique
d’une simple couche de densité ¢(s) répandue sur le contour C qui
limite le domaine m.

Soient sur ce contour un point arbitraire M, pris pour origine des
arcs, et M un point quelconque déterminé par son abscisse curviligne
M,M' =y, comptée dans le sens positif; £(s7) et 1(s") les coordonnées
du point M'; 5 (s") une fonction continue de's’; x et y les coordon-
nées d’un point quelconque du plan; enfin

r=yTe— 2P+ Iy —n()T

on appelle potentiel logarithmique V(z, v) relatif au point z, y, a la
densité ¢ et a la ligne attirante G, U'intégrale

Vi, y) :/.p(s’) Ingli_ds’.
G

Ce potentiel possede les propriétés suivantes :

[. Continuité. — En tout point, & distance finie du plan, le potentiel
est une fonction continue des variables et y.

II. Harmonie. — En tout point n’appartenant pas a la courbe C,
V est une fonction harmonique de x, y
*V LV
oz? dy* T
LI. Dérivées normales. — Soit le potentiel a l'intérieur de C; sa

T . . . oV _
dérivée prise suivant la normale intérieure au contour, et Ty lalimite
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de cette dérivée quand le point x, y.tend vers le point M de la courbe,
qui a pour abscisse curviligne s.

Fig. 7.

ds' M

Soit de méme le potenticl a lextéricur de C; sa dérivée normale
intérieure, et %\JTI la limite de cette dérivée quand le point z, y tend
vers le méme point M.

On a les relations classiques

A% . , ecosd
— ;_:—Trp(,v)-}—/'lo(.s") .~(14v.

. | on Je ’
(.43) ( IV! TE((S) N «.r{s’) (:()Sv! s’
— pls 5 (s -

\ un Joo ’

Dans ces équations, r est la distance du point M précédent & 'élé-
ment d’intégration ds" situé¢ en M. Quant a ¢, ¢’est Pangle du vec-
teur MM avec la normale intérieure MN.

IV. Dérivée tangentielle (). -~ Par contre, le potentiel a 'intéricur
et le potentiel & 'extéricur ont la méme dérivée tangentielle.

Quelle est I'expression de cette dérivée?

Envisageons d’abord I'intégrale
, sint
(T [p(s’)—-?—‘ds’,

“()

>

() Four PoiNcang, Fotenticl newtonien, p. 117, et JAGER, Thése, p. 11.
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¥ étant I'angle précédent affecté du signe -+ si MM est dans Pangle
TMN; affecté du signe — dans le cas conlraire. Cette intégrale n’a
pas de sens par clle-méme; en clilet, si les points M et M’ se con-
fondent, sind =1 et ; est infini du premier ordre.

Mais on peut lui donner un sens, en prenant ce que Cauchy a appelé
sa valeur principale, que Uon désignera dans la suite par un signe somme
accentué

(") ) /‘P(‘S)wnud,
A

Voici ce qu’il faut entendre par la :

De chaque coté du point M d’abscisse curviligne s, on exclura I'arc
compris entre les points s — A'et s + A; on calculera I'intégrale au
sens ordinaire et ('1") en sera la limite quand % tend vers o

Cela é¢tant, si le rayon de courbure du contour reste supérieur é un
nombre fixe, et si la fonction ¢(s) a une derivée, la convergence de (1")
vers sa limite, la dérivée tangentielle, est uniforme quel que soit le point
du contour,

(26) )\’ f (s )squ

33. EQUATION INTEGRALE SINGULIERE DU prosLEME. — Il est aisé main-
tenant de mettre en équation le probléme qui nous occupe.
Posons
V(a, y):[p(s’)log-}ds'.
v

La fonction V est harmonique dans le domaine @, et il ne reste plus
gquadéterminer la fonction inconnue ¢ (s) de maniére que V satisfasse
a la condition aux limites

oV

oV
ot 210 (‘050——— = 7 (s),
on

ce qui fournit I'équation

sa ]

ds' 4+ alw cost o(s' )5“1'{({ = (8).
G

((&TJ

(27) —oamp(s) %ajf(s)
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C’est bien une équation du type de Fredholm. Mais U'un des signes
d’intégration n’a plus le sens ordinaire, et représente une intégrale
principale au sens de Cauchy. ’

Dés lors, il y a lieu de commencer par la question suivante. Ftudier
les équations intégrales dans lesquelles les intégrales ordinaires sont rem-
placées par leur valeur principale au sens de Caucly .

34. VALEUR PRINCIPALE D'UNE iNTEGRALE. — I. Définution. — Je désigne
par et y deux variables complexes dont les plans sont superposés,

Fig. 8.

et par f(y) une fonction de y. Soient C un arc de courbe quelconque
~du plan, et 2 et-y deux points situés sur cette courbe.
L’'intégrale
S(y)dy

¢ Y —x

n’ayant aucun sens par elle-méme, définissons avec Cauchy sa valear
principale.

De part et d’autre du point z, excluons deux arcs égaux, xa, xb,
de longueur 4, et considérons l'intégrale ordinaire
Sy ay .

F(a, )= prp—

C—ab
Cette intégrale est une fonction de 4 ; si cette fonction tend vers une
limite quand 4 tend vers o, cette limite est par définition la valeur
principale de I'intégrale.



LA THEORIE DES MAREES ET LES EQUATIONS INTEGRALES. 209'

I. Notation pour la valeur principale. — Dans tout ce qui suit, on
désignera la valeur principale par le symbole
/‘I S dy.
Jo VY& ’

c’est le signe somme habituel suivi d'un accent.

[II. Définition équivalente. — Au lieu de prendre, de part et d’autre
de x, les extrémités de deux petits arcs égaux, on peut évidemment

Fig. o.

A

prendre les points de rencontre de la courbe avec une circonférence
de centre x et de rayon A.

IV. Remarque concernant les extrémités. — Aucune des deux défini-
tions précédentes ne peut s’appliquer aux extrémités de la ligne d’in-
tégration. C’est pourquoi, dorénavant, rous ne raisonnerons que sur
des chemins fermés. .

35. Tutorive I. -- Dans le cas d’une fonction f(y) holomorphe dans
ur. domaine connexe M.

Dans ce domaine ® soient une courbe fermée sans point double (C)
et, de part et d’autre de (C), deux courbes quelconques (M) et (M’),
dont chacune peut par déformation continue se réduire a4 (C) sans
rencontrer de points singuliers de la fonction f(y).

Soient (M) le chemin intérieur et (M") le chemin extérieur, parcourus
dans le sens direct. La variable 2 restant constamment sur (C), les

Ann, Ee, Norm., (3), XL. — JumLer 1923. 27
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deux intégrales
¥
S, /' SO )dy
v M

1’——x

ont un sens paltaltmnent déterminé, ainsi que leur demi-somme

/fy)a’} f/y)d}'

Autour du point a, pris comme centre, et avec un ravon égal a 4, je

ml’Jl

'~
- -
S

e ——
e ~

\\

décris une circonférence ADBE, qui coupe la courbe (C) aux points
A et B.
Soit Q un point auxiliaire sur (C).

Sans traverser de pointsingulier pour la fonction holomorphej—f(—y—)-
y—x
le chemin (M) peut étre réduit & BQAEB; le chemin (M") peut étre

réduit A BQADB, de sorte qu'on a une nouvelle expression de —Z :
S fWndy 1 Sndy ok Sndy ij S dy
2 2Jpos Y —Z& 2sgg Y — % 2)poa Y —=% 2Jspp Y@
ou encore

S_ SWdy 1 fndy 1 S dy
[ DG fnd s Sy

2 Qs Y — &% 205 VX 2/)ap Y—ZX

Mais I'intégrale
C o fWDdy,

BQaA Y —%
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c’est ce qu'on a appelé plus haut F(x, £). On a done I'égalité

l(.z‘,/z)_-_:_s___l_ S () d‘),___l_ f(y)dy
2 24 — % 2Jipp ¥ — @
S al - N
Quand % tend vers o, = reste constant. Tout revient donc & calculer

lim [f J(y) dy + f(.)')d.r'J.
=0 AEB-)/—II' ADB Yy —x

Il est aisé de calculer la limite de chacune de ces intégrales.
Sur le cercle de rayon 4, on a
y=x+ he,

d’olt 'on déduit '
i}:—— jromused [dOJ.
y—=z

D’autre part, puisque f(y) est holomorphe,
ST =f(zx+he®)y=[f(z)+ Ah,

A étant une fonction dont la valeur absolue est inférieure 2 un nombre
fixe. Par suite,

LD gy =ifa) [ dvrinf Ado.
AEB

Ak Y — & AEB

Quand A tend vers o, il en est de méme de la seconde intégrale, et
il reste tout simplement

'Iim/' --'f—(l)—dy:if(x)limf do.
n=0Jsgp Y —% =0 AEB

f o>
AEB

n’est pas autre chose que ’angle au centre de 'arc BEA, affecté du
signe moins,

lim / Indy == { f(z) < lim (— angle de BEA),
h=odags Y T X f=0
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et ’on aurait de méme

m [ LO2Y _ £ ) x lim (angle de ADB),

=0 JADB )’—JL‘ . h=0
d’ou, en ajoutant,
' , d
i [f [Ndy [ J) q
AEB

=0 y— app V&

=if(=)lim (angle de ADB — angle de BEA).

Cette limite est évidemment nulle si la courbe (C) a une tangente
unique au point .

Ce mode de ravsonnement exclut les points anguleux et les points de
rebroussement.

ConcLusioN. — Etant donnée unc courbe fermée (C) d langente unique
(sans points anguleux, ni points de rebroussement), sur laquelle se meut
la vartable complexe x, ¢t une fonction f(y) holomorphe dans unc
bande ® sétendant de part et L’autre de la courbe (C); st I'on prend
dans cette bande un contour fermé (M) intérieur a (C) et un contour
Sermé (M") extérieur a (C), on a légalité fondamentale
(28) f'f(}’)d.)’:_i_ Sndy 1 (S dy,

[

Yy —x 2y ¥ —2 2 N Yy —x

Cette égalité raméne I'intégrale singulicre & une somme d’intégrales
ordinaires, mais elle exige que f(y) soit holomorphe dans tout le
voisinage de la courbe (C).

Transformation de Uégalité fondamentale. — Envisageons le do-
maine ® et la fonction de y
Sy .
y—z

Cette fonction de y est analytique et uniforme en tout pointde ®, sauf
au point 2 ou elle a un pole simple de résidu /(). On a donc, d’aprés
le théoréme de Cauchy,

fdy [ Fndy
w Y —Z M Yy—Z

=2in f(x);

en combinant cette équation avec la précédente, on obtient immédia-
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tement
[ SO dy ___f Iy i r(ay,
Jo ¥—x P y—x
Sdy /f(y) Y\ inf ().
Je .,V —
Remarque. — On pourrait dire que ces formules résolvent le pro-

bléme des équations comportant des valeurs principales; cependant,
il y alieu de chercher d’autres formules ne faisant intervenir que la
courbe (C) et les valeurs de £(y) sur cette courbe.

Prolongem()nt analytique de f M Les formules précédentes

délinissent une fonction F(z) :
F(x):fle,
¢ Y

ui est bien déterminée en chaque point de (C).

Cette fonction est holomorphe en chaque point de (C), car les che-
mins d’intégration (M) et (M") peuvent évidemment étre supposés de
longueur finie; de plus, F(x) est uniforme sur (C), donc F(x) est
holomorphe dans une bande & cheval sur (C); cette bande peut aller
jusqu’aux contours (M) et (M), qui, & leur tour, peuvent serrer de
preés les limites du domaine initial @.

36. Tueorime I1: MuLTipLICATION DES NoYAUX SINGULIERS (). — Nous
arrivons au théoréme le plus important.

Soient dans le plan de la variable complexe une courbe (C); une fone-
tion f,(x) holomorphe dans une bande ® a cheval sur (C); A(z, y)
et B(z, y) deux fonctions des deux variables x et y, holomorphes
quand z et y varient dans la méme bande.

Je considere les deux intégrales

ﬁ(x)'zf AL o) dy,
Sty = [ BED 1) a,

“(

(1) Comparer PoiNcarg, 7%éorie des marées, p. 253
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de sorte qu'on peut écrire

fin =2 g s as
C J

et finalement

. B, ¥ TA(y; s
fetwy= [ B ay [(S20 f(3) ds.

Fig. 11.

[l s’acit de trouver une seconde cxpression de f.,(x). Je calcule
(> 2

d’abord
P . l’A(.)'v:'). Vds:
= [ R ey s

dans cette intégrale, y et = varient sur la courbe (C). Dans le do-
maine ®, je trace le contour (M) intérieur & (C) et le contour (M')
extérieur. En vertu du théoreme I, je puls écrire

1 ("A(y, 5) 1 Ay, 5)
- - e z d:+ - — z (2’5,
finy=3 [ALA fayde ) [ 2B fps
et ces expressions donnent le- prolongement analytique de la fone-
tion f,(y), qui est holomorphe dans la bande comprise entre (M)
et (M"), -et-en particulier sur (P) et (P’); (P étant un contour situé-
entre (M) et (C), et (P") un contour entre (C) ct (M).
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On a, par suite,
B(z, 7) . B(x ,J)
Ao =5 (A2 fdy+ 5 [ T2D £ dy;

d’ou, en réunissant ces résultats,

Jolz) = /‘B x, j}’) /:A:‘(:;)fu(z)d:

B¢ V) 'f&(y,s)
5)ds
4 )""U .v‘\l 3= =y /%)

+/[B(x y) /‘A(w,u)f( ) d=

3 [ Bnd) gy (A g2y

Toutes ces intégrales que je désigne par 1,, I,, I, I, sont prises
dans le sens direct.
Je méne le contour (Q) intérieur & (M), et le contour (Q') extérieur
a (M), tous deux dans le domaine ®, et j’envisage successivement les
quatre intégrales.
Intégrale 1, :
B(z,y Aly,s
I,:f S ) d)y f———-—-————_}‘/’ )f(,(:)dz;
p Y —&X w2 Y

j’ajoute et je retranche

B (=, J’) Ay, s) Vs
[FER e [RES e

qui est une fonction bien déterminée

: B(z, y) f/\()',z), f B(z, ») /'1\(.7»5)
ly= | ——227d —t = () d5 + d 5)dsz.
=),y — Y g Jo(3) o 7 — 7 v Ty Jo(5)

Il s’agit ici d’intégrales doubles ordinaires, chaque variable se dépla-
cant sur sa courbe : a sur (C), y sur (Q), z sur (M); de sorte qu’on
peut gntervertir l'ordre des intégrations :

L:/‘fo(z)d:\/‘B(“ﬂ' ) A(y’é)z(_»*-+ ’fo(S)db’f B(z,y) A(v,2) dy.
M Q y"—‘l' 5—_—-)/ M P—Q

y—=x s—y




216 GASTON BERTRAND.

Envisageons

B A(y, s
f (x_;)j,(f/_ )a'_y,
r—q Y 2=y

c’est U'intégrale étendue dans le sens direct & la frontiéere du domaine

compris entre (P) et (Q); comme « varie sur (C) et s sur (M), la fonc-

. B(x, v) A(r, 5 , . ., .
tion de v, (@, ) AG ), n’a pas d’autre singularité dans ce domaine

— /] 5 —
que le pole ¥ = =, dont le résidu est
_ B(z,2z)A(s,3),
55— ’
par suite,
f B(.Z‘ ’)’) A(y"’) l)’:-— l-B('Z'vS)A(sz)’
pog ¥ — & STy " 5 —a

d’ol, finalement,

B(z, v) A(y,3) . (" B(x,35)A(5,5)
L= fo(s)ds d 2L ) AT5E) 5y ds.
[rrasf dy —ami e

Ju y—-.’l‘ =Y Z—X

Intégrale 1,:
I— B(n;’)d /A(V,~)f0( ) ds;

P

jintervertis 'ordre des intégrations

Bz, y) Aly, 5)
b= eras [ SR S0 2 ay.

Ici, z est sur (M") et = est sur (C). Je puis donc, sans rencontrer
de points singuliers, déformer le contour (P) et le faire coincider
avec (Q). Par suite,

y B(=, A ;5

Intégrale 1,:
la_fB(x V) fA(_y,g) s)ds;

jintervertis I'ordre des intégrations

B(=z, )’)A(y,g)d
p Y% 5—)

L= fo(s)ds
M
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Iei, 5 est sur (M) et « est sur (C). Je puis done, sans rencontrer
de points singuliers, déformer le contour (P') et le faire coincider
avec (Q'). Par suite,

B(x, y) A(y, =
b= /u(s )d;f@ S 2 gy,

“'M

Intégrale 1, :

B(x, y) A(y,..) .
lwf « ds;
el e D)

j’ajoute et je retranche

R(.Z', AV) . I\(Y'l ‘)
LR [ SEP e

M

qui est une fonction bien déterminée :

’_\/B(x y)( \(1“)/0 )ds+/‘ B(x, ,, ,\(v,d) () .

y—x w = Jp—y VT I

Jintervertis 'ordre des intégrations

. . ~ B(x, 'y) A(.’)’,Z) i B . B(xw y) _A_x_(_.% 5)
]“'".Lf“(")d”/u —7 ==y ¥ +u£'ﬁ'(“)fl“f 7z s—y °

Cy -

Envisageons

[ B(x, v) A(v, z)dy

p'—q y-——$ 'Z _),,

c¢’est I'intégrale ¢tendue dans le sens négatif a la frontiére du domaine

compris entre (P’) et (Q"). Dans ce domaine, comme « varie sur (C)
B(x, y) Aly. 2)

y —_— s—Y

larité que le pole y = =, dont le résidu est

» n'a pas d’autre singu-

et z sur (M’), la fonction de y,

_ B(z,5)A(5.5),

55— ;

par suite,

Bz, v) Aly.=) Bz, 5)A(s, 5)
f vy =7 s—y YT s—2

Ann. Ec. Norm., (3), XL. — JurLLer 1923. 28
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d’ou, finalement,

/fo d“f B(x. y) _,.\.( )"s)f/&}"—-l—’zﬂ‘ / B_(l—_,u)_\_(:,_:_)fu () ds.
o s —

It Yy—r sV S

Et en rassemblant I,, I,, 1,, I,, il vient

%-/B(?,e M) g (,u_gt-[ﬂﬁ’jMM:m;

Jy S —Xx

I e g [(Blx.y) Aly,5)
+7...£,f"(""“ 7 s y”-’

' ~

e N B(:,w)A(’y.u)
g [ s (SR

/'/0( yds /B ;,1)}\(1 )2: Iy

\ Ay, s
[/.0 ) ds , :41.) ~()’ 3) Iy
1 /0 ~

— )
Calcul de la somme X des deux iniégrales simples :

E:—_Ej[ B(l,.)\(.:.g)/.“( )(ls__Tcl /'B(l,..h\(..,..)f“ va
M x «

2, z

= [ BEARED) g,

P ~
2 ' s

M —M

Mais l'intégralef , ¢’est U'intégrale étendue dans le sens positif
M'—M
a la frontiére du domaine compris entre (M) et (M’). Dans ce domaine,
. - - ]g Zz, 5 A. .o., S .
comme & varie sur (C), la fonction de s, ( - ) )f(,( z), n’a pas

d’autre singularité que le pole z =, dont le resndu est

'

' Bz, x)A(x, z) fo(x);
par suite, _
3= %27“']%(:1:, x)A(x, z) fo(x)

!

== mA(x, 2)B(x, z)fo(2).
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1o
bt
o]

Calcul de la somme ¥’ des quatre tntégrales doubles :

- Zl[f de“‘” Ay ’3)([),
wpf pee [ SERIE
+ i/'fo(s)r/:/; ';f";;) ’\;(f;)dy
v [ peras [ RISy

Jyr
Je considére

[Henaza,
0 y—x 55—y )

(Vest une fonction de x et de z, qui ne devient pas infinie méme
y p

si @ ==z, pourvu que le chemin d’intégration ne passe pas par ce

point. it il en est de méme pour U'intégrale -

/R l,y) (.)u:)dy

< ~ _.}’

BA(z, 5) ;:.f;/ B(xz, v) A(vy, 3) y
0

Je pose

Dans cette intégrale, « et = peuvent varier sur la méme courbe (C);
BA(z, z) est holomorphe dans le domaine compris entre (Q) et (Q).
Jenvisage maintenant U'intégrale singuliére

/ B( Z, y) Aly :) dy
.—.-—y ?

ou les trois variables @, v, z se meuvent sur la méme courbe (C). Si
cette intégrale a un sens, la fonction qu’elle définit coincide avee
BA(x, =) et I'on peut écrire

BA (i, ;):f B(ry) A 2)
¢ Y —«% 3—Y

ce qui a 'avantage de ne faire intervenir que des éléments définis sur la

courbe (C).
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Cela posé, la somme X’ s’écrit

!

| 2]

/f( YBA (2, 5) ds + _/0(_: YBA(x, 5)d=,

1
2
“ M

ou encore

-

M=~ W (2)BA (2, 3)ds.
ijm (2, 3)

Mais la fonction BA (x, =) étant holomorphe, ainsi que /,(z), dans
le domaine compris entre (Q) et (Q’), je puis, sans rencontrer de
singularités, déformer chacun des contours (M) et (M) et les faire
coincider avec (C); et I'on obtient finalement

E’:fliA (2, 5) [o(3) d=.

ConcrLusion. — On a ainsi la formule fondamentale
(29) /ﬁ%ydem” () dz
C

:~ﬁm@mu@xﬂwmjmumnm@m
C

en posant

BJ’\(.’L’,:)::}_/ B(a, y) J\(y,“)(
2 Sy

y—a s—y

ou, s’il y alieu,

BA(z, 5) = "Bz, ) ALY, 2) dy:

C Yy —x S—Y

Remarques sur cette formule. — Cette formule est démontrée som-
mairement par Poincaré, pages 253-256 de la Théorie des marées.
L’expression trouvée ci-dessus différe du résultat de Poincaré par le
signe qui précede *.

Grace a elle, la fonction f,(x) sort du signe intégrale, ce qui est
trés avantageux, quand on a affaire & des équations de premiére espéce
ou figurent des valeurs principales.

Enfin, elle permet d’iérer les noyaux singuliers; et un changement
de variables va la rendre applicable au domaine réel.
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37. Tugorime IIT : MULTIPLICATION DES NOYAUX SINGULIERS, REELS ET
PERIODIQUES. — La formule (29) suppose que les variables z, y, = sont
complexes et que les fonctions B(x, ), A(y, 5), f,(z) de ces variables
sont holomorphes dans une bande a cheval sur (C), le contour (C) étant
une courbe fermée a tangente unique.

Pour passer au (lomame réel, on a besoin de deux lemmes prélimi-
naires.

Lemve 1. — Sotent A(z,y), B(z,y), f.(x) des fonctions de
VARIABLES REELLES, admettant la période Q par rapport a chacune de ces
variables, et holomorphes quand x et y décrivent, dans leurs plans
respectifs, une petite bande a cheval sur l’axe réel.

Posons
20Ty 2Ty 2T
<
u=e ¢, v—=e¢ ¢, w=ce ¢ ;

d’aprés un théoreme bien connu, on peut écrire

So(z)=F ( 2”“) =Fy(u),
’L‘r 217\77
B(z, y)=2p ( >:p(u, o),

iTr 2Ty

A(x,y):a(c Q@ e @ >:oc(u, 0),

les fonctions F,(u), B(u, v), a(u, ) étant holomorphes quand = et ¢
varient dans une couronne comprenant en son intérieur la circonfé-
rence de rayon 1.

J’envisage maintenant la cascade

\ 20T
‘e ie

v 2
Silz)y=| MA@ y) gz So() Ay,

0
c 2 _, %

2T

‘Q . ie Q
)= [ B(@ )ty /() D
0 e & o @

ce qui donne '
2imy
@ ie © \
f:()’)—“—‘—'[ Ay 2) o Jo(5) d3

“o0
e @ — e

el
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et, par suite,

QT 27Ty

. @ je @ A ie @
fe(fl?):'/l B('l':])—m,‘——:*;:’[)’/ AQ s) oy Jo(3) dss

<y <

dans cette intégrale, je fais le changement de variables défini par les

équations
2T 2imy 2T
u=e © , p=ec ¢ (r'——eg,
d’otu 'on tire
e 20T dwv 2T
= —dy, — = —5-ds,
1% — (8% -
o .-
et j’obtiens
1 ’
u dv [ Q 0 X dw
x) = (, ¢) — a(e, w) — F,(w)—
f(@) [ (o) 2 L0 [t 2 T R0

(C) représentant la circonférence de rayon 1.
Je rentre bien ainsi dans les conditions d’applicabilité de la for-
mule (29), laquelle donne
2022
fz('”):_’—zl"‘?ﬁ(u: w)o(u, u) Fo(u) .
v Q dw wy Q dy
4”]5" (v) oz TF]/T Blus 0)ele, @) o o0y om o

d’ou, en revenant aux variables a, y, z,

(22 2/ . TN ( 2T 7/1tr 2/
; < ‘
i =— Lo, ), Ff ) (o)
203N 2imx 2imy
+f lﬁ\eQ )Ldf e ,e“)
‘u-n:r 2/ Ty
2/1’? 2T e
,< e ,sz) ¢ & e ® .
X a\e » € 2Ty 2Ty 2Tz u'n:y‘c Vs
e Q —e Q e Q e Q
ou encore
(30) f,(x):a-[’— (£, z)Alz, = +f Jfo(3)ds
‘*r‘nr 2iny
Q T : o Q
Le Le
< [ B, A0 D) i e
¢ Q Q Q Q
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©

Lexyve II. — Soit M(@, y) un noyau réel admettant la periode Q par
rapport a chacune des variables x et y, et qui, considéré comme une
fonction de y, n’admet comme singulariié que le pole simple y = x;
autrement dit, lel qu’on ait, au voisinage de 'y = x,

Wi, ) =Myt )+ 21,

— d

M, (=, y) et M,(x) étant deux fonctions holomorphes de x et y.
On a, par conséquent,

M,(x) = l‘ihl_n.[(y —x2)M(x, ¥)].

’ r.‘vr 3
Jenvisage , .
2iTYy 2T

Q Q

e —e

20T 1\’I(‘T’ y)
c, Q
re

et j’en cherche la limite L pour y ==,

207y 277
Q Q
. . e —_— I
L=lim - (y —2)M(z, y)
y=a :T_ Yy —z
— re g
Or,
2iTY 2T
y e Q Q I o7
1n ; =
20T —_— )
yoa ) —,‘T Yy x =2
Le -

et, d’aprés ce qui précede,
Hm[(y — ) M(z, y)]=M,(«);
y=x

d’ou, pour le résidu M, (), 'expression

Cvimy mr -
Q Q
p 2T . e —e
(51) o NL(.’I‘):.‘IIH —-—-———:,—I'-T-r—'-———'\l((lz',y)
- )':J’ _—(.——.
e )

Appheation. — Soient M(x, y) et N(z, y) deux fonctions du type
précédent et soit la cascade

'Q
filw) = f M(z, y)/o(r) dy,

W Q
fz(x)=_/ N(z, y) fi(y)dy.
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On peut évidemment écrire

20Ty 2/ 2/ T.r
2'Q Q Q c L,
e —e ie
Si(z)= / M(z, y) PYE Yiny s Jo () dy,
o ie @ e ¢ —e @
20Ty 2T 2T
'Q Q Q s,
e ? —e ie
A= [ N e e A
¢ ie @ e & o @
2Ty 2T
. e & g @ | .
la fonction M(2, v) ———=+— n’a plus de pole pour y =, elle est
LI *)
Le

holomorphe quand x et y suivent I’axe réel, et elle a la période Q par
rapport & o et & y. Il en est de méme de N(, y), si bien qu’on peut
appliquer la formule (30) du lemme I, ce qui donne

o2 Q Q 4
e . € —€
f:(“):—"fhm N(z, y) STRT
y=ax . e
. Le Q -
- 2iTy 2/ .0 —
e Q —e Q
< lim| M(z, y) ——5m | fo(2)
y== o @
L Le ]
2Ty 2iTTx 2T
) Q ‘Q Q Q S )
e —_—e Le
+/ f0(~’)dz‘/‘ N(z, y) YL 20Ty YLk
0 0 . 3 <
ie Q e Q —e ¢
2iT 3 2iTy 2Ty
Q Q c, Q
e " —e re
XM(]” ") 2Ty 2iT S 2/Ty dy
7 -
ie Q e sg —e Q

Sil’on pose -
N;(2) =résidu pour y == de N(z, y),
M,(z) =résidu pour y == de M(x, y).

On a, d’apres la formule (31) du lemme I1,

- 2iTy 2i'n:.7'~7
Q Q
. (4 —e 2T
lim| N(z, y) ——mr—— |= o Ni(2),
y=x === $
[ ie ¢
— 2Ty 2iMX —y .
cQ Q
. e - 27
lim M(x, y).__ﬂ?f—;'_ :—(?M‘(Jl')
ye=a — -
L. ie @ .-
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et I'on obtient la formule cherchée :
Q ‘Q
(32) [ N(=z, }’)a’yf M(y, z)f(s)ds
. 0 0 o O
=—m N, (z)M,(z) f(=x) —l-f f(s)dsj N(z, y)M(y, z)dy.
0 [

Cest la formule d’interversion de lordre des iniégrations dans une
intégrale double avec valeurs principales.

Corollaire. — Si I'une des fonctions n’a pas de pole, le Hproduit
M, (x)N,(x) est nul et I’on retombe sur la formule habituelle

W Q '‘Q Q 'Q '
N(z, ) d M(y,=2)f(s)Yds= |  f(z)ds N(z,»)M(y, 5)dy,
fo . J yfo (35 =)/ ( I S(2) fo (2, ) M(y, 5) dy

ou encore
'Q Q . Q ‘Q
[Ny [T de= [ f@ds [Ny M9 d
0 0 0 (]

38. NOYAU DE LA DERIVEE TANGENTIELLE DU POTENTIEL LOGARITHMIQUE DE
SIMPLE coucnE. — Soient une courbe fermée (C), A un point quelconque
de cette courbe dont les coordonnées = et y sont des fonctions
périodiques d’un paramétre variable ¢, ce qu’on peut toujours
supposer,

xz=f(0), r=o(t)-

En particulier, la variable ¢ peut se confondre avec I'arc s compté a
partir d’une origine arbitraire, mais ce n’est pas nécessaire, je suppose
simplement que quand ¢ croit de o 4 Q, le point A décrit toute la
courbe (C) dans le sens direct.

Soient :

A, le point attiré de coordonnées x(¢), y(2);
M, le point attirant de coordonnées (), y(7);
e(7), la densité au point attirant de parameétre <.

Je cherche lattraction exercée par toute la courbe sur le point A
et la composante de cette attraction sur la demi-tangente aux arcs
croissants AT. ‘

Ann. Ee. Norm., (3), XL. — Aovr 1g923. 29
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Or, I'attraction de I’élément ds sur le point A a pour valeur

[Sep)

la composante de cette attraction sur la demi-tangente AT,

p(z) cos(TAM) ds.
AM

ce qui donne, pour toute la courbe,

(T) f ol 'c)(o%(l/\\l)(/s

Il ne reste plus qu’a évaluer chacune de ces fonctions & l'aide de ¢
etde T :

AM =V[z(z) — () P+ [y(r) —y(O) %
ds = \x"* (1) + y" (1) dr. /
Les cosinus directeurs de AT sont
z' () A )
Va2 () 4y (e) V() + y"* (1)

et ceux de AM
z(t)—x(t)  y(r)—y(£)
AM ’ AM ’

ce qui donne, pour I’angle TAM,

z()[z(t) —2() ]+ () [y(m)—y ()],

cos(TAM) = Hl+vOly ;
¢ ) AM /2™ (¢) -+ ¥ (¢)
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d’ol1 la dérivée tangentielle cherchée :

" Ca(O[z(n)—2 ()] + ¥y (O[y (D) —¥(O] VTR + 21 (7)
T)— 4 - < 7) dr.
M=/ e etar N TR

Contour réguliérement analytique ('). — Je suppose le contour (C)
régulierement analytique, c’est-a-dire que x = f(7), y = o(t) sont
des fonctions holomorphes de ¢ dans le voisinage de la valeur réelle
quelconque ¢z =1,; et que, de plus, on a pu choisir le paramétre ¢,
dont dépendent analytiquement x et y, de telle sorte que

JI(t) et o' (&)

ne soient pas nuls a la fois.
C’est, par exemple, le cas d’une ellipse quelconque dont les équa-
tions peuvent s’écrire

x = xy+ A cost+ Bsin¢,
¥y =yo+ Ccost+ Dsint.

Stngularité du noyau. — Ce noyau N(7, ¢) a pour expression

CN(z [)_x/(f)[«T(T)——3«”.(1)]+y’(£)[y(1')-—y(t)] V™ () + y2(z)
T [Z(r)— ()P + [y (t)—y ()] NOOE T A0

Considéré comme fonction de <, le dénominateur ne s’annule que
pour T =1, et, au voisinage du point z, on a

T=¢+ h;

h‘l hd
z (t)=z (1) +hz' (L) + [——;w”(t)+r_g——§'xll,(t)+""
; Y/ :
z2' ()= (t) + ha"(t) + l——;x”(t)—!—...;
! Ilz " h3 'II/
y () =y @) +hy () + = () + =y O+ .

, 2
Y ()y=x"(t) + hy"(t) + —lic—zy’”(t) “+.. 3

(1) Poir E. Picarp, Traité d’Analyse, t. 11, p. 298.
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d’ou ’on tire, en sous-entendant la variable ¢,

2'(8)[z() —x()] + Y () [y(2)—x(0)]

—h(x""!-y”)—l— i (x 2"y V') +..

x"(t) + ¥'2(7) :w”+y"-’+ 2h(z'2"+y' Yy )y +. ..,
[z(t) —2(OP+ [y () = (O P =R (2 + ")+ R (&'a"+ y'y") +...,

et, par conséquent,

» 2 )
I:}L(.Z‘m‘l"}"z)""‘ _ll__(xlxrl+ylj.lr)+. .-] ?
X Vx4 y i o h(z' "+ v y") +.
[A* (22 + )+ A3 (L'2"+y' ¥") +.. ]\/T_—i—?‘

N(z, ¢t)=

A est en facteur commun; la courbe (C) étant régulierement analy-
tique 2’ + y’* n’est jamais nul, de sorte qu’on peut écrire

h x'2" x'x"
l'x-i—Q L“:’T//"y |\/1+2/z o :;y +...
N(rt, t)= . »
Illl+/l;+zﬂl-+"']
} Zz Ay
ou encore
N o= £ ;%Ly—+ah+@h ,

1 2’ 2 +y3/
—t 2 x4y

N(T,t):_: + ...

ConcLusion. — Le nroyau de la dérivée tangentielle du potentiel loga-
rithmique de simple couche devient infini quand les deux povnts se con-
fondent. Cette singularité est un pile simple de résidu 1.

39. KEQUATIONS INTEGRALES AVEC VALEURS PRINCIPALES. — Soient H(x, y)
un noyau cor_xtmu'et K(a, y)'un noyau singulier ayant en ¥ = un
pole du premier ordre, et envisageons I’équation intégrale

9) Q
fay=g(@)+ [ Mz /0 dr+ [ K 0700 dy
0 0

dans laquelle f(x) est la fonction inconnue.
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o

Remarquons d’abord que quand une intégrale existe au sens ordi-
paire du mot, elle se confond avec sa valeur principale; si bien que
I’équation précédente peut s’écrire ’

‘Q
f<x>=cp(w>+f [H(z, y)+ K(z, )]f(y) dy

ou en posant
N(z, y)=H(z, y) +K(=z, y),

b ,
(A) Fay=g9(@)+ [ N, p)70) dy.
Soit f(z) une solution de I’équation (A), on a
'Q
F =9+ [ Ny, =) () ds.

Par conséquent toute solution de 'équation (A) est solution de I'équa-
tion (B) suivante :

202

(B) f(z)=0(z)+ N{z, y)o(y)dy

‘Q
0

+f0’QN(x”V)dyf N(y, 2) f(5)ds,

équation qu’on transformeraa I’aide de la formule fondamentale (32).
Inversement, soit /() une solution de ’équation (B). J'envisage
la fonction auxiliaire ¢ (z),

JQ
Ua)=/(z)—g(z)— [ N(@,2)[(5)dy.
Jécris d’abord
Q) 'Q Q
f(x):q;(;z‘)-i—f N(:z',t)clo(l)clt—l—f N(:r,t)_dtf N(¢, ) f(5)ds,

ou encore

JQ ‘Q o)
f(_y):c?(}')+/ N(y, OYo(t)ydt+ N(», t)(ll/ N(¢, 5) f(5)ds;

0
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portant ces deux valeurs dans I'expression de ¢ (x), on obtient
'
» lp(a:)ch(;v)—}—[ N(z, t)o(t)de
. o 0 Q
—|—f N(x,t)a’t/‘ N(t,3) f(s)ds —o(x)
0 “0
@ ‘@ ‘e
— [ Nepyetnay— [N [N@ e de
0 o o 0 o 0
— [Ny [ NG a8 f(e)ds.
L) -/0 0
Tout d’abord o () disparait et I’on a

I.Q /Q
[N t)c.o(t)dt=f N(z, 3)9(¥) dr;
0 0

il reste donc
Q 'Q
Y(z)= f N(w,t)dtf N(¢ 3) f(s)d=
'Q ' ‘Q
——-f N(x,y)dyf N(y, t)o(t)dt

_'KlQN(.Z',.}’) df)f[)lgN(y, t)dt\/ol’QN(l, z) f(z)da.

Ces intégrales ne dépendent que de x, je puis donc échanger les lettres
intermédiaires y, z, ¢, ce qui donne

(z) = N(z, t)dt N(¢, 3)f(s)d
$ SN [N ) s
'‘Q 'Q
—-f N(z. t)dt N(¢, z5)9(5)ds
[ 0
'Q ‘Q 'Q
——f N(, t)dtf N(, z)dzf N(s, )/ (y) dy,
ce qui peut s’écrire

‘!J(w)———f N(z, t)dtf. N(t, z)ds [f(z)—<P(z)—~f N(z,y)f(y)d’y]-
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Or, le crochet n’est pas autre chose que J(s). La fonction auxiliaire
() satisfait donc & I"équation

Q 'Q
k}/(x):[ N(J),/,)dt/. N(t, s)bis)ds.
Jo J, ‘

Mais, cette équation, c’est l’équation (B) ot (&) =o0; c’est une
équation intégrale homogeéne, qul n’a de solutmn que dans certains
cas partlcuherb.

Done, en général,

Y(z) =o,
? p :
c’est-a-dire

’ VQ
f<x>:<,o<x>+/ N(x, 7) /() dy.

Toute solution de I’équation (B) est solution de I'équation (A).

ConcrLusion. — Il est légitime d’itérer les équations contenant des
intégrales dont on ne doit prendre que la valeur principale.

40. RESOLUTION DE L'EQUATION INTEGRALE SINGULIERE DU PROBLEME DES
marEes. — Nous sommes maintenant en mesure d’intégrer I'équation
(27) du n°33, équation qui permet de déterminer la fonction de Green
G(z, v; £, n). Cette équation est la suivante :

——arp(s)—t—afp(s) ds +21mc056f p(s )su Lds' =y (s).

Si le contour (C) est réguliérement analytique, toutes les fonctions
qui figurent ici sont périodiques en s et s" et holomorphes quand s et s

varient sur I'axe réel. Seule ——V aun pole simple de résidu égal 4 1

quand s"=s.
Pour alléger I'écriture, je transcris I'équation sous la forme

pls)= f,\(:;, syo(s) (/.s-’+-/ B(s, s"e(s")ds'+n(s),
Je

G
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en posant
0, o
n(s)._———i&— (fonction réguliére), .
s
A(s, sy =~ 205% . id.
T r
B(s, 5') = 20w cosb smq;’

112 r

cette derniére fonction est réguliére sauf au point s'=s ou elle a un

s s , . 2iwcosf
résidu égal 8 ———.
™o

Appliquons le procédé classique de I'itération. On a d’abord
p(s’):fA(s’, s”)p(.s'”)ds”—{—/ B(s', s")p(s")ds"+n(s"),
G C
et, en portant cette valeur dans I’équation en p(s),
p(s) = / A(s,s")ds' [ A(s',s"yp(s")ds"
“C «'C
—}—f A(s,s’)a’s’f B(s’,.c”)p(s”)ds”-i—f A(s,s")n(s")ds
C [V C.
—+—/ B(x,s")a’s’[ A(s' 8"y p(s") a’s”+‘[‘ B(s,s") ds'
Y G vC C

N
></ B(s’,s”)p(s”)ds”-s—f B(s,s")n(s")ds"+n(s);
e c

d’ou, en utilisant les formules (32) qui donnent le moyen d’inter-
vertir 'ordre des intégrations,

ols)= / o(s")ds” f A(s, s'YA (S, s") ds'
Y0 C

-+ /‘p(s”)ds”f A(s,s)B(s, s )ds' + [ A(s,s")n(s")ds
. c o

C

~+ /‘p(s”)ds”/‘ B(s,s"YA(s', s") ds" — ﬁ’[lim(s’— $)B(s, s’)]zp(s)
e Ja

S=y

B(s,s")B(s'.s") ds’+f B (s,s")n(s") ds'+n(s):
¢ ¢ .

+[p(s”)a’s”
v C
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Or, on a vu que

. 2{m cosf
lim(s'—s)B(s,s')= —"""".

s=8 ™
D’ott Iéquation définitive
hio? cosl .
(33) <[ _ 4_"_0%01_’>p(s) - /1((.«-,5")9(.«')(1.5-'".& a(s),
. G

dans laquelle le nouveau noyau K(s, s”) est donné par ’expression
K(s, s") = / A(s,s" YA (s, s") ds’ +f A(s,s")B(s,s")ds

—i—[ B(s,s"YA(s,s" (/.S',—}—[ B(s,s")B(s', ") els'
Y ‘

et la fonction O (s)

O(s)=mn(s) +fA(s,.s")-n(s’)zls’+f B(s,s")yn(s")ds
Je ¢

D’aprés les hypothéses faites au début de ce Chapitre, le binome

Lw?cosb
— ——F —nes s’annule pas, puisque le bassin océanique ne trayverse

pas la latitude critique. L’équation (33) est donc une équation ordinaire
de Fredholm, et aura, en général, une solution.

L’existence de la fonction de Green G(w, y; £, 1) est donc ainst
démontrée.

Il ne reste plus qu’a intégrer 'équation (24), a savoir :

o(@,y) — —’—f(a'a'+ bE) Go(E, n)ds'

0.4/'G  9.b'G .
+ —— —¢'Go(E, n)dEdn
/L)( Jé dn )‘(' o
— f[ e’(}d&dﬂ/ K'(&,n; 2, v )o(a!, y')dz' dy’
TJ J® JJ®
IS G G ‘
= JG dE din.
Tf/ W
Cette équation de Fredholm sera, en général, pourvue d’une solu-

tion, et comme elle est exactement cqulvalu\te a 'équation’ intégro-

Ann. Fe. Norm., (3), XB. — Aour 1923. 3o
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différentielle des marées, nous arrivons 2 la conclusion de toute cette
étude.

CoxcLusion. — St I’on envisage un bassin océanique ® limité par des
Jfalaises verticales quv_forment un contour C, non traversé par la latitude
critique, et st l'on tient compte de ['attraction du bourrelet, les équations
des marées relatives ¢ ce bassin ont, en général, une solution. Cette solu-
tion est donnée par la résolution successive de trois équations de
Fredholm.

Le sens des mots en général sera précisé par I'étude d’un bassin
exceptionnel.

Remarque. — Si I'on n’exclut pas les latitudes critiques, I’équa-
tion (33) est une équation de troisiéme espéce, pour employer la termi-
nologie de M. Picard ('). Mais alors I'équation en g(z, y) n’a plus de
sens; et le probléme nécessite une étude spéciale.

41. Erupe »’uN cAs p’EXcEPTION. — Je considére un bassin océanique ®
ayant la forme d’une calotte sphérique, limitée par un parallele

6 —= consl.
La condition au bord devient tout simplement

3)_2 - 27w cosl, ()_cp —o.
dn a ds
et en posant
= 29 €08 0,

—— —

do .
5—;+ZA

’

Je fais une carte de ce bassin, de maniére que I'image de ® soit un
cercle. Ce sera, par exemple, une projection stéréographique.
Le probléeme préliminaire est alors le suivant :

Déterminer pour un cercle de rayon R une fonction de Green G, telle

(1) E. Prcarp, Sur les équations intégrales de troisiéme espéce ( Annales de I’Ecole
Normale supérieure, 1911).
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que U'on ait, sur la circonférence (C) qui lui sert de frontiére, la relation

o [‘\E)il-:O.

()—n+ T Os

Impossibilité du probléme. — Je multiplie les deux termes de I'équa-
tion précédente par ds et j’intégre tout le long du contour (C)

fd('d +1Af——fls_o

Mais la fonction G étant supposée uniforme

dG ——fa’G_o,

G
—ds = o.
¢ an

on aurait donce

Je dis que c’est impossible; en effet
. I
(r = |0g ;: - Gl')

G, étant une fonction harmonique, on a par suite

oG / ds———fd(" "
¢ on

Cette derniere intégrale est égale &

— AG,dz dy,
f fua vy

et, par conséquent, est nulle puisque G, est harmonique. Par ailleurs

()Ioo

J log—’-

/' I T ds = [({0,
« :

“C

df désignant 'angle sous lequel on voit I’élément ds d’un pomt inté-
rieur a (C) Par suite

dlogl

7
ds = am,
l aon
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ce qui est en contradiction avec I'équation d’ou nous sommes partis.
Il faut donc modifier la définition de la fonction de Green.

Modification de la condition aux limites. — Posons au bord
aG . dG .
e A— =K
an ¢ . Js ’

d’ot multipliant par ds et en intégrant

9 s — Kf«/.s-—_— 2 RK,
dn ¢

v (G
ce qui, d’apres ce qui précede, donne I'égalité
a2 = 2mRK,

K=

l_{s
d’ott la nouvelle condition & la frontiere (')

oG iy JG 1
on Jds R

Expression dela fonction de Green G. — Soient M le pointsingulier de
la fonction de Green, M’ son conjugué par rapport a la circonférence
2] ’

P le point variable x, y.

Fig. 13.

Je pose, avec Poincaré (p. 263),

‘{ I‘ //N/\“~
G:—:logm +d10gm) +16[)i\1 D’l,

. N . 27T )
(1) Si la frontidre était une courbe quelconque, on aurait K = =, L étant la longueur
de la courbe. Poincaré (p. 260 et 263), a éerit K = 2.
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etje cherche & déterminer « et B de maniére que I'on ait sur le cercle
de rayon R
adG ‘A oG I

UI;_*_L Jds R’

Soient (@, o) les coordonnées de M.
Celles de M’ sont <1£, 0> et l'on a

a

G(x,y;a) =log—————m— -
V(iz—a)2+y?

+ alog '—%T‘_ + P are l.an;:_Riy ;
\/@—7>ff e
d’ou les dérivées
, R
oG x—a YT a ¥y
E‘"—(x”‘“)g"“)’.z—a(x R! 2—r— z+‘3(.p_“2 ’ 2,
e— )y o= ) +y
X R2
G % T a
I =TT .72 = % TNz }—ﬁ 2\ 2
TR e e
’ a | Y a Y
Sur la frontiére ou * + y* = R?, on a

W R(a—2z) +aa(RP—az) + Ba*y

dx R2(R*—2ax + a?)
0 — Ry —aaty +fa(R*— ax)
dy RE(R*—2ax + a?) '
Or

oG oGz O0G y

dn — Jdx R oy R’

o _9Gr  dGx

ds dzr R dy R’

ce qui donne les équations

0G _ ar—R*+oaa(r—a)+Pay
on R(R*—2ax + a?) ’
0G  —ay—aay+palr —a)

ds T R(R2— 2ax + a?)
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et, en portant dans I’équation de condition,

oG | ., 0G _ 1

o+ LAW =R

—axz+ Ri—oa(x —a)—Bay—+ iA[—ay —aay 4+ Ba(x —a)]
=R*—2ax + a*

3

qui doit étre une identité en x, y, a, R*:
Terme en ax nul, ‘
—1—a+IlAB=—2;
Terme en ay nul, ,
o —B-——iA—iAa=o0;
Terme en a® nul, ,
o—IAfL =1;
Terme en R? nul, o
. T=1I.

D’olt les deux équations qui déterminent x et 3
a— AR =1,
(Ao + B =—IiA;

ce qui donne les valeurs cherchées :

__ 1+ A® _———zzA
ey CRN ey V)

Conclusion. — Si 1 — A*=£ o, la fonction de Green du probléme est

< , A? 2 1 N
6@, 58 n) = log piy + 1oa log prn — —oa PMUN

ou encore, en mettant en évidence les variables (=, y), (&, 1),

T

G(x, y; &, n)ZIOg\/(x_E)Z.-{— (y—-n)*

' ;4 A2 log o )
T— A \/ — R\ R\
. v ( —Ez+.nz> +<.) —£z+nz>°
R*x

TPy
— R'E

= &2

R 2iA arc tan
11— A? g
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Intégration de [’équation des marées. — Montrons maintenart
comment, dans le cas actuel, on intégrera ’é quation indéfinie

()C‘D 0(? ! P i 7 ' ' [
AQ+cLb;+b5;+cg+eff(DK(x,),x,y)cp(x,y)a'x (ly’__f

avec la condition au bord

, do ., do _ \ '
a—,;—l'-lA;;-——O, A-—-I#O.

G(x, y; 5, ) étant la fonction de Green précédente et k une constante
auxiliaire, il suffit de poser

09’ do

“ /__L Lol f1 ’ HE ool ol roat [ E N
x| @ G+ UG+ f+»ef([@]((£,n,x,y)cp(x,))a’x dy]

Les termes accentués signifient que « et y doivent y étre remplacés
par & et 7.

A I'aide d’intégrations par parties, cette équation prend la forme de
Fredholm; et, si I'on ne se trouve pas dans un cas singulier, elle admet
une solution unique o qui dépend linéairement de la constante auxi-
liaire £

0 =9, £y
Cette fonclion gsatisfait & I’équation indéfinie et il ne reste plus qua |

exprimer qu’elle remplit la condition au bord.
Tenant compte du fait que, a ce bord,

-d—(j-i—l'A%"" .
on ds f—'l_{-
on a .
__J9 L 0o f
0_~51_L+lA()S~27rl{t (Ddgd'ﬂ ‘

do

! 1
x[a’%% —l—l)’—(j;- +c’<p’——/’+e’ff K’cp(x’,y’)dx’dy’],
® . -

ce qui permet de déterminer £, et le probléme est ainsi complétement
résolu.

42. Cas pOUBLEMENT SINGULIER. — Les calculs précédents tombent en
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deéfaut, sil'on a

A==1
ou en remplacant A par sa valeur .
2w COS
croe e =t I,
(24

c’est-a-dire s’1l s’agit d’une oscillation dont la pulsation « est précisé-
ment égale & == 2w cosl,; autrement dit, sz le bord du bassin océanique
coincide avec le parallele critique. 11 ne s’agira pas ici de I'équation
générale des marées, mais simplement de la recherche d'une fonction
de Green G qui vérifie, sur la circonférence qui limite le domaine ®,
I'équation

dG  .0G 1

on ' TR

Calculons d’abord deux intégrales auxiliaires.
L’intégrale 1,. — Soit le noyau singulier

y —x
(LR

2

Y — &
9

[ =

Nl("l"-. }’):

«

o

sin

qui admet la période 2= par rapport & chacune des variables z et y, et
qui a au point y = 2 un pole simple dont le résidu est égal a 1.
Jenvisage I'intégrale singulitre

Yy —x
T [

B
lizi/ﬂ L —————3——-dy.
o 2 —x

sin-‘y———-
2

Daprés la définition méme de I,, on a

— —
cos L cos L

=l 27T
1, = lim ! > dy + ! L
= —_—dy 4 - ———
l o 'y y

k=0 Vv —& y—=x
2

. Join? o
Sin A sIn
\ )

Une primitive est
sin L —Z

- log
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ce qui donne

. . — y\*h ' .y —ax\™
I, =1lim| { logsin ‘ + ( logsin-
h=0o 2 0 l 2 x+h

. . Q .z . x . h
=lim| log sin— —logsin = + logsin({t— = ) —logsin=- | = o.
h=0 2 - 92 < o = 2

On a done

—x
e COS Y
1 2 d
1: — VY = O.
2 . yVv—ux Y
0 sin

L'iniégrale 1,. — J'itere une fois le noyau précédent et je pose

"2
L=N(z )= [ Ni(z, 5)Ni(s ) ds

ou encore
S— X —_ 3
o COS Cos Y
2 %
12:/ dz,
. . z—ax . Yy —3
0 4 sin — sin =——
ce qu’on peut écrire
L — 2 —_3 . S—x . — 3 . S—x . —_—
21 COS cos — sin sin & -+ sin sin £
1 _/ 2 2 2 2 2 2
T . S—2 . V—23
0 4 sin sin ——
2 2
y—
ST I COS*+ 5
._':::] 7 -+ —~ p= - - - dS,
Vo 1 4 sin= - sin —
T 1 y—x AT ds
l,:;+7cos — = —-
=g o sin< sin L —=
\ )
D’autre part, on a I'identité évidente
53— Yy — 5 . y—5 ‘z—x Yy—3 . 55—
cos cost———  sin cos -+ COS sin
2 2 2 2 2 2
-+ - =
. 8—x Ly — 3 . 5—x . ¥V —3
sin sin sin sin ——
2 2 2 2
. -_—2 1
—sin L - ~-
sin = sin 2
2 2

Ann. Ec. Norm., (3), XL. — Aour 1¢23. 3.
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De sorte que I'intégrale I, peut se mettre sous la forme

. i s—u y—23
—_ z ror COS 5 i y " e COS >
12::%—}—200ty ~ [ ——7(13+Zcol' > . f ’V“ - dz.
- Yo sin = i 0 sin&E—mFT
2 2

Or on vient de voir ci-dessus que chacune de cesintégrales est nulle, et
il reste simplement

5— & y—z

e COS —— COS — -
I/ 2 2
IL= / 7 ds = ;L-
. S— T . —_— 2
Vo Sin sin J
9 2
Veérification de la formule fondamentale. — Calculons
1 — g —
—— !27:1 oS > .y
—/ rlyf 5 —_—ds.
2 y—ax L5
sm N sm——-—-z

2

On sait a 'avance que J = o, d’apres la valeur de I,. Mais, en vertu de
la formule (32), on a aussi

y —z
27 o .
]-"——-'n‘—l—f cl../ -
y—xz . 55—y
o

c’est-a-dire, d’apres la valeur de I,,

S
&

Tutorive. — S’ ewiste une Sonction G, il en existe une infinité. Soit
une premiére fonction de Green G, vérifiant au bord la condition
' ‘ IG | oG __ v

T TR

et une seconde du méme genre G’
067 06
on Js R’

leur différence
V=G—G
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est une fonction karmonique ayant pour condition i la limite

v oV _
o T T

Conformément a la méthode de Fredholm, j’essaie de représenter V
par un potentiel logarithmique de simple couche, dont je prends la
densité p(s) pour inconnue '

V(z,y) -:.fp(s/) log;l'ds’.
Je

Je porte cette valeur dans la condition au bord et j’obtiens I’équation
homogene '

| © o eosy sind |
_ﬂp(.s)+£p(.€)Td,c+zfP('s")—l—‘——dsﬂ:o.

“G

Fig. 14.

Comme la frontiére est une circonférence de rayon R, cette équation
prend une forme (rés simple.
Soient 6 et 0" les angles qui déterminent M et M'.
On a d’abord
r= MM'=2R cos{,

d’ow, par conséquent,

LI

COSY = Ly = LRy =22
= 51.9“2“(1.9__2[{[{(!6_ 5’
puis
' ' . cos 2=
smq/ds,: sind s'— £ sin¢ o= 1 , a5
g 2R cosy 2 cosyY dn 2= o
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d’ou I'équation de Fredholm

am o
—ﬂp(@)—{-—f ;p(ﬁ’)dﬁ’—%—i{
, 2

)

'—6
cOs ——

2 o
____97:_9()(9)1/6,

sin

[ ]

ou encore

. 6'— 6
a2 COS

{ I 2 , , .
9(9)’—‘-;/ S g9 A+ 4,

w0 sin ——
2

en posant

! o / /
/.:::-2—7-1_.[0 p(6')dy.

Essayons d’abord d’appliquer la méthode générale

. L2 "__ gt
p(@’):%f —;cul@—;——e— p(0")d9" + k,
0

ce qui donne

‘2w r__ ram n__ pr
p(e):/;_%éf ;-cote - 9(19’/ %coto - 5 o (0ry d"
v < 0 < -

ik T g —
- ;COL
T o 2

e

de'.

Vapplique la formule fondamentale et je tiens compte des valeurs ci-
dessus trouvées pour I, et I,; jobtiens

9(9)29(9)—#>< E/ p(0') df 4+ o0+ k.
0

2

Et comme
27

0(8')do, \

I
k= —
27,

Péquation itérée se réduit & une identite.
La méthode générale étant illusoire, je distingue dans p la partie
réelle et la partie imaginaire

p(0) =p,(0) + ips(0);
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[
=N
Ot

I’équation en p se sépare en deux :

o (0 _—-——'— / cot ——9522(9')(19’—}— -pr[(a’)dé',
27/,

ll, ’ _L 12

pa (8 / cot p,() a5 + — fb ) df'.

Je dis que chacune de ces deux équations est la conséquence de I autre.
Pour le démontrer je me donne arbitrairement g, (0) et je pose

! 6”_
)= — »
P2 (6") ’«’ﬁfc col

Je multiplie tous les termes par - cor6

i \
Pl({j”) A9’ + T,IT_ /Pz(ell)dgll.
2T

,] ‘intégre tout le long de
la circonférence et ’en prends les valeurrs prmmpales

I ' 6 — 0 L g
éfwlg pa(07) O ""/ “‘j )619'/ cotj p1(0") d9";
C ¢

<G

d’ou, en appliquant la formule fondamentale,

1 /" -
- col
2,

Lo

O O L
:—Trp,(é)—t—[‘—'r [p,(G")a’@”/ ol —— g
¥ v G

01(6’)(/0

et, en se reportant a I,,

Ry r__ / " __ 7
z / col 6 Jcot,e b dy' ="
4./, 2 2

!

é[eota pg(ﬁ’)dé’——ﬁp,(ﬁ)—i— /.pl 8"y do";
Y G

uc

on obtient ainsi exactement la premitre équation

0=~ [ L= myar + L [ou(0)a7
Priv) = am ), 5 P ' am J 7! ’

Conclusion. — Etant donnée une fonction de Green G, vérifiant au
bord la condition ‘
v Gy ;06,1
drn Js R’
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on en obtient une infinité d’autres G en se donnant g, (0) arbitraire, et
en posant successivement

6y — I «! ‘91_9 (61)d9r+__l_f (e/)de/
pa( )——;7;/0 cot P A ’

2

p(s) = p1(s) +ipa(s),
G =G, +fp(s) logi_ds.
c 4

Relation avec les fonctions analytiques. — Soit f(z) une fonction quel-

conque de la variable complexe s =« + 1y
J(5) =P (2, )+ iQ(z, y).

On a les relations :
o _ 00 0P __ 0
dxz — dy  dy Oz
Je pose

o(z, y)=P(x, y)—iQ x, y)

et je cherche la valeur sur la circonférence de rayon R de

Jde .Jp
on ‘o
dv t [ Je de 1 JP .00 JoP .00\
|r=—r e +r5)="rl=(% %) (5 %))
do ! Jdo de v [ /0P .0Q /OP .0Q
|5 ==kl m—<5) =& (F —92) (% -2));
i (L) e (2 2]
) on R [ dx dy Jdy dx
dv I op 0P or  .gpP
( s~ R [_"c<5)7 _"'076,) ERAZ LW)]
ce qui donne, quelle que soit la fonction f(z),
de .0y
a-,—L-—I—L()—S = 0.

La proposition précédente peut donc s’énoncer ainsi :
Pour un bassin circulaire limité par un paralléle critique, §'il existe une
JSonction de Green G, vérifiant au bord la relation
dGo L dGo I

Tn TP TR
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il en existe une infinité définie par la formule
G=G,+P(x,y)—iQ(x, y),

oa P et Q sont les deux fonctions associées d’une fonction analytique.
Ces deux exemples (n* 41 et 42) donnent une idée des circons-
tances diverses qui peuvent se présenter dans le cas général.

CHAPITRE 1V.

LES IZIQUATIONS DES MAREES ET LE CALCUL DES VARTATIONS.

43. ENONCE DU PRORLEME FT RAPPEL DES EQUATIONS DES MAREES. — Le but
de ce Chapitre est de ramener les équations des marées & un probleme
de calcul des variations. Dans 'intention de provoquer des recherches
et de préparer I'application de la méthode de Ritz, H. Poincaré a
donné une solution de la question et il a été suivi dans cette voie par
A. Blondel et M. F. Jager. Mais l'intégrale de Poincaré renferme des
coefficients qui deviennent infinis & la latitude critique. Conséquem-
ment, il n’est pas sans intérét de chercher & éviter .cette premicre
difficulté.

D’apres les équations (ro) da n® 15, chaque oscillation contrainte
harmonique complexe du bassin formé par 'ensemble des océans est
déterminée par les équations suivantes, ot et y désignent les coor-
données sur la carte de la molécule liquide mise en mouvement par la

‘marée.. )

En tout point intérieur au bassin océanique ®,

. cosf Jdo
U+ 2t p = — =L,
o ox
. Ccosh Jdo
g — 21 U= ==,
o oy
(34) L _ dhu  dhe
BT 9z T dy ’
. o= gl+Il'+F(z,y),

. gdz'dy'
e 2 L e,
W= f T
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Au bord (C) du bassin, la condition suivante doit étre vérifiée :
hodx — hudy = o.
44. 1 intiGRALE DE Povcare J. — Si I'on élimine les pseudo-déplace-

ments u et ¢, on obtient les équations (11) du n° 16, qui, en modifiant
légerement les notations, peuvent s’écrire

g _ 9 ()o .(4):9 oa  do Jdn’
I _< ()L)+ ) ¢ Jr 9y Oy ()z>
oo = gl+ "+ F(x, }'),
(3%5) ho? »
111 = ,——-——-—
_ Jw* cos?l — a?
’ awh;cosl  awahcost
o= o T fotcosil — o

avec la condition au bord

"do | 2iwcosl doN
h ( on o _d_s.) -

Pour obtenir la forme cherchée, dans toutes ces équations je sépare
la partie réelle et la partie imaginaire en posant

9 =0y + /¢y,
¢ =8 + il
=11 + {11,
F =F, +F,,

et j'obtiens ainsi les quatre équations indéfinies

_@_(l ()cp1> —i—ﬁ-(h _(_)_@_;) dgs dn  do, dn ¢,

ox dy M dy 0z 0y " dy dz RO

0 <, ().vq> +_(2_< dq%) d9s dn do, In G,

ey e\ 0e) Ty \May ) T 9y Ty dw T BT
_ o, 8 W F
kO oarkr ookt arfr T
— %, ’I’TC? -+ I + fz,,:o,
o® k*

h? a? k? o2 k?
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et les deux équations & la frontiére

A (do, 20 Ccosf dc,o.z")

— T Y =o0
d”_ 4 ()S ’
(37) \
) (()% awcosd do,\
“\ on o ds )

Je multiplie respectivement les quatre équations indéfinies (36) par

do, dx dy, ooy dx dy, ol dx dy, 0%, da dy,

et j'integre dans tout le bassin océanique ®, limité par le contour (C);
cette intégrale doit évidemment étre nulle.

Je dis (ue cette intégrale se raménc a la variation exacte ¢J d’une
intégrale J dont je vais chercher I'expression.

Les deux premiers termes de la premiere équation (36) intégrés
par parties donnent

I3

04 9 0 ’
S Lo (n —‘”—'>+ G () serdeay

_ 009)1 Jdo, ddo; i @4 29, ) \
.._f‘/(m Iy 01 e T Ty o )dfd) +f /zl< dy — oy dz ) 3oy,
ce qui peut s’écrire

-.__.of[ /¢1[<00‘ <:lfo—‘> }d.,z c/_y-——foco,/z, lds,
JD )

et les ternes analogues de la seconde équation donneront

99, d do, N
*//(D [dlf<ll 01) ,).},(/’1 ay >] 89, dz dy
“ 9 oo
T 2ij® & [<§%¥> +<d}’> ]drd‘y—_f&?ihl——-ds

Envisageons

09, On | 09, d_“_)\ daz dy:

Ann. Ec. Norm., (3), XL. — Aour 1923. 39
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cette intégrale peut s’éerire

S IyL) -d 007 (/ ()O)) ;
/(D {F):( 0}) 0)< J] Jldvflv

I r d@?doﬁ’)] 09, 000, /* <()‘P’ 90, >5
*f-/(o[ 3y 9 T "ar oy T 3y W )oes

autrement dit,

d‘P, ()BC{H 09, 000, o f %\ y
_f/n[ "oy ox "oz Jy - dady -+ Cnds o0, ds

On a de. méme

99,00 _ 991 0n\ 5 o,
f/p <()1 dy dy oz OC,DQC[:L» dy

do, J 5o, doy 000, | f
o ] ll —_— [t 5. S 1. [ —_— )
/ /@ l 0y Tox "or Toy |0V

D’otu, en réunissant ces quatre intégrales, on a d’abord pour les inté-
grales doubles

I do, (()c‘o, 2 ()(P2>2 _(()go§>‘~'] ’

2 f[ [(()x> dy>+<()x oy ) |
y %‘.’i_i‘f_ﬂi> Iy,
*ﬁo/[w <dz dy dx dy da dy,

puis pour les intégrales simples, en se rappelant que

26) €OSH
] = ——— /l,
.o

09, 2w cosd dog\ . A do, 20 €S0 00, N
f/h(db-‘_ P ?}?-)O(nglj—f(:/“(%-——-M_E->Oly1d5.

SiTon se reporte aux conditions 4 la frontiere (37), on voit que ces
deux intégrales curvilignes sont nulles, car 2, contient A en facteur.
On a ensuite
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qui est une variation exacte, 4 savoir

ff §1’0 +C D _l_g(c";‘*“;g) - Fl:l?"F2Z2_ (LL‘([y,
202 2 ot/

et il reste
f/ 11 6¢, + 7 6g,
= dxdy.
@ o? /
Envisageons (, et IT',

" Cl(‘TI .J) /
I - Sy
(2 7) ffuaﬂw L I i

et par conséquent

- ' o (2!, ')
[ l[’ x, = —ff > 7 adl - 7 7 (lél'ld I‘
0 l( y) (Jr) /(2('7/. , y/) ,’((L’, y; @ R ‘y ) y

puis

f tolly dy
C_) /\

o ! /
:_f M/rdv[ — O,cl(’"'"y) - d2' d) ' ;
s (1 .}’) o /‘.-("l’. ) )/)"('7"7 Yix,y) :

d’un autre coté,

[ s
8] k

' OC‘ y) Vv 8 ci(‘r,’ J/,) - ol !
_-/L; Tz, ) ZLcl)f/(D Wz, y )z, y; o, y,)(/.z. dy’.

La fonction r(L g ', y") est symctrlque par rapport aux paires de
variables z, y; #', y'; les deux intégrales quadruples sont donc égales
et 'on a

/f c1/‘- 1d dy
Il’; “;1 ‘/,,oll’ T 0%, f/ T
— dx dy = drdy =9 —=dzdy.
= [ ey f [

i
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On a done

ff IT; 8¢, + IT, O\ded) .—_:o/ / I Er{—n, é‘241'.2:al_y.
0(/‘ N 20" A

Rassemblant tous ces résultats, nous voyons que les six équations
du probleme ont pour conséquence

oJ = o,

en désignant par J 'intégrale suivante

_ | ﬁ dg;\? 09, \* (0%)2 <%>2]
%) J“ffm"n de) +<7&‘) oz ) T\ 9y
995 J9, %Q@)_Cmﬂ%z%
+'ﬂ<(}x dy  ox dy k?
g(§%+€§)+c‘ﬁ". ""’C‘.’.H“g_'_ti 1+§2r2'

2 0% L2 20 k* L atk? !

dz dy.

Remarque. — Celte intégrale, trouvée par Poincaré dans le cas de
h = o au bord de la mer, est encore valable si le bassin océanique est
limité par une falaise verticale, comme ’a montré M. Jager. La marche
suivie ici prouve que le méme théoréme est vrai si le bord de la mer
se compose en partie de plages, et en partie de falaises.

Reciproguement. — Dans le champ fonctionnel ¢,, ¢,, {,, {,, ou les
fonctions g,, ¢, vérifient les équations aux limites, si I'on cherche le
systtme de fonctions qui annule la variation premicre ¢J, on trouve
que ces fonctions sont déterminées par les quatre équations (36) qui
ont servi de point de départ.

45. L'mmicrare J,. — L'intégrale de Poincaré J contient 4, et v qui
deviennent infinis & la latitude critique. 11 est aisé de former une inté-
grale J, qui ne présente pas cctte difficulté. Pour cela, il suffit de
reprendre les équations (34) et de refaire le raisonnement précédent.
Posons donc dans ces équations

U = uy + Lu,.
v =0, L0,
@ =91 + 19y,
4 :C1 -!—l'Zz’

= Il + I,

F =F, +Fy;
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elles deviennent
2w Cc0s6 do,
e {7 e = I

5 =

Uy —

o - dx ’
26 COSG L do,
Uy 4+ ——p 4+ 22 =0,
% Jdx
20 COSH do,
3N -——a——— U, — ;)7 - 0,
20 COS@ ()02
Py — —— —— U+ == =0,
o oy
O hu, N d hey Z
~ 2y
dx Jdy 2 ’
0 hue, i 0 e, 5 o
- dx Jdy T
_e st LB
k2 ot f? a2 2 afr 7
Pa + &8s 1T, F, o:
k2 a2 a2 k? a?lr T 77

la condition au bord se dédouble en deux équations :

huydy—hoeydx = o,
huydy — hoydae = o.

Je donne & u,, u,, ¢,, ¢, de petites variations du,, du,, o, oo, respec-
tant les conditions au bord, & g,, 9., {,, {, les variations ¢g,, dg,,
¢¢,, ¢ly; je multiplie les équations respectivement par — Adu,,
— hduy, —hsv,, — hiv,, oo, 8o, 8(,, ¢(,, puis par dzdy, et j'in-
tegre sur toute la surface ® du bassin océanique. J'obtiens ainsi une
intégrale qui est évidemment nulle.

Jai d’abord

ff — h(uy Ouy—+ uy Sy —+ ¢y 00y -+ vy 09,) dae dy,
D

qui peut s’écrire

. h ‘
o[/ -—-?-(uf—i—-ug—i—v?—}—wg)dxc{y,
. ® 2

puis L ‘
20 cosl . o N N
ff obotichidahd A(9y 0ty — ¢4 81y — Uy Oy = Uq 00y ) d dy,
w,

74
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6/[ 20 cosf h(w,va— vy uy)dx dysy
. ) ® «
vient ensuite

....ffa; (%%hal“_,_%%lzaug—t%—‘(;'-/z&’,—{-—%";hc‘iog)dxdy,

qui, par I'application des formules de Green,

f p xdxdy._ fpmzy_ff Q%L dzay,
ff P()dea’ —/ Podr— [ QL axay,
(sD ay

se dédouble en deux intégrales

&)
Ot
RSN

- qui s’écrit

——fco,/z Ou; dy~+ 03 h Suy dy — 0,1 0y dae — @, h dv,dr,

_l_ff [ <()hc?u1+0/l0h o (d/zou.2~ dhdo, drdy -
0y> "\ Tow T oy >]‘”’

I'intégrale simple est nulle, puisque cu,, 5¢,, Su,, ¢v, vérifient les
conditions & la frontiére.
On a maintenant

f‘/ [o 0bul+r)/l YN s 0hu, 0l e, I do -
91 oy ) "o T+T>]y

la somme des deux derniéres intégrales doubles forme une variation
exacte, & savoir

9 Ry ()/101 dhuy dhe|
of Jolo (5t = ) (S + ) e

Puis on a
ff ¢ 6<P1+CP10§1+§26(P2+CP16Q dxdy:—-é\/ DCM{H;;CQ‘P! dz dy,
B ¢

_\_/[Q;;’ZF_;(Q 6§1+§2JZQ)d.r(lyzaff(D-z—ﬁ-—/;;(Cf—i-Cg)dxdy;
T poa .- N F, ¢+ Fy¢
+ff0c)a;7€;(ncci+ﬁ‘zota)dxdy.—df o dedy,
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et comme ci-dessus

/f I, 06+ 6% d;_o/f HI"J’IQ % 4z dy.
JJe a? A3 PYANS

En rassemblant tous ces résul&als, on voit que les dix équations de
départ ont pour conséquence

. 6J1=0,
a condition de poser
(39) h=— f S|l ul el el — i cose(uwz——wua)] dz dy
( _
i 0 hu, 0 hoy 0 hu, 0 ho,
+f/m _P'<. dz " oy >+%< dz oy )]dxdy
_+_ff ____ §1<P1+§2<P2+é’(zf+zg) .
o 'L 7= ror

g+ e  FZ+F4]
2l T T Rk ]d‘zdy-

Réciproguement. — Dans le champ fonctionnel «,, o5 1y, 045 ¢, 053
(,,C;ouu,,v,, us, v, satisfont aux conditions au hord, si I'on cherche
le systeme de fonctions qui annule la variation premiére ¢J,, on trouve
que ces fonctions sont déterminées par les huit équations indéfinies
qui ont servi de point de départ.

Il suffit pour le vérifier de reflure les calculs précédents, mais en
sens inverse.

L’intégrale J, ne contient plus aucun coefficient susceptible de
devenir infini.

46. L'wvricraLe J,. — Dans I'intégrale J,, il est facile d’éliminer ¢
et . On a, en effet,

¢ dhu,  dhe

=T oz “dy

G dhu, dho,

B~ 0z T oy

)

Le probléeme des marées revient donc a écrire

6J2: (o]
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en désignant par J, I'intégrale suivante

“ s6
(40) Jo=— @t 4= 11-—+—Vf—}—f*;-—M(u,c'ﬂ——(quz) dx dy
Juw B -« . i

ff [ ‘Qhu, 9 /l,'(-'l>2
+ +
0 20\ or Jdy

[[' dhu,  Jhep Fy /0wy 0he\)
- ! — (= + —— ) | dx dy
2x®\ Jx dy dx dy ). :

0 hou, + 0 Nipy\?
+/ /(IJ 20\ dz dy

+_11_2<()/11(2+()/1(',' N I* ()/u/q+()/u*2‘ : duwd
20\ dzr ())' dx dy )1 Y

i dhu ()/}_(")
"= f/;)’<dl 7> da dy.

Cette intégrale J, ne contient plus que quatre fonctions inconnues.

avec

47. L'ivricraLe J, sur 1A spuire. — Il est aisé de transformer J,, en
revenant de la carte a la spheére elle-meéme; il suffit pour cela de se

rappeler que :
dx® + dy? = k*(df*+ sin?6 di?)

et que u et ¢ sont des pseudo-déplacements liés aux déplacements
réels u’ et ¢’ par les équations
u'
u = 7{-—, Q=

Soient maintenant U et V les composantps du déplacement sur le
méridien et le paralléle; on a

§ . w4 E Ui+ V2
uy - ¢7 = i ~ )
1 1 k2 k2
’9 /2 2 \ 2
U.! ' 4 ‘)2 J—— UQ + ‘]2 — UZ -+ \ 2
2 2 = yx —_ %2 ’
/ ! 7 ! y ';
oo — o Y11, UV, =V, T,
1V2 1Uy = 2 = 7 .

On a par ailleurs, pour la dénivellation ¢ :
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(™)
[®2¢
J

Sur la carte,

Sur la spheére,
0AUsing  JAV
F Y VR

Csinf=
d’ou 'égalite
/“2<d/1u/+d/w>__ 1 d/z[?sin9+dlz\"
"\ oz dy ) _siné@ 06 PN

Quant aux éléments d’intégration,

drdy = k*sin0do db.
Et 'on voit que I'intégrale J, peut s’écrire

. /
(41) Jy=— /‘/‘:2[[ + Vit U2+ Vi ji)—go;@(L"\r—\ U. )]sm@a’@ ¢

dhU;sinfd d/z\’ d/zU sm@ v,
i L

" " g {
Ii C, I, ¢, +I131:‘2B2C2] Sill@dédL!J'

’)a‘

48. Conxcrusion. — Cette formule ne contient aucun élément sus-
coptible de devenir infini; elle est donc tout a fait adaptée & 'appli-
cation formelle de la méthode de Ritz. .

Dans le cas fictif d’une mer recouvrant tout le globe terrestre, il n’y
a pas 4 se préoccuper de conditions aux limites. On pourra, par
exemple, développer les huit fonctions inconnues en série de fone-

-tions sphériques, et cela permettra facilement de tenir compte de
Pattraction du bourrelet. /

Envisageons, en cffet, le potentxel du bourrelet a l'intérieur de la

sphére terrestre

’ ¢, ) sind’ d6’ dd'
w60 == | ST

dans le cas présent le domaine ® c’est la spheére tout entiére, et,
Ann. Ec. Norm., (3), XL. — SepTEMBRE 1923. 33
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d’apres un théoréme fréquemment invoqué au Chapitre II,

[ ol

lim 2PT)-E;—+ [I”> :—Aﬂc.

p=1
Décomposons donc en série de fonctions sphériques { sur la sphére
et II” en son intérieur _
¢ =2ZA,X,,
"= ZBnanu;

la relation précédente donne
All

Bn:—ﬁnm

‘et 'on pourra traiter le probléme dans toute sa généralité.




