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SUR
UNE CLASSE D’EQUATIONS FONCTIONNELLES
Par M. Gasrox JULIA. |

A

INTRODUCTION.

Le but du présent Mémoire est d’¢tudier les solutions d’une classe
d’équations fonctionnelles qui généralise 'équation fonctionnelle

(1) L(ss)=RII(=)]  L[ls]>1]

que Poincaré aétudiée et pour laquelle il a prouvé existence de solu-
tions méromorphes dans tout le plan. Ayant défini une solation de (1)
holomorphe au voisinage de Porigine, un procédé classique d’exten-
sion définit la solution comme fonction méromorphe dans tout le
plan. Si Pon essaie d’appliquer la méme méthode au type d’équations

(3) GLR(Z)] = Re[G(Z) ],
R, et R, rationnelles, R, ayant un point double répulsif a {’origine
LRi(0o)=0o|R(0)|>1],

on voit aussitot apparaitre une difference profonde. Alors qu'un petit
cercle ¢ de centre O soumis & litération indéfinie de [z]|sz] finit par
recouvrir une et une seule fors tout le plan des s, sauf ', un petit
cercle C de centre O soumis a Uitération indéfinie de [Z| R, (Z)] recou-
vrira une infinité de fois le plan Z, sauf peut-étre deux points excep-
tionnels; d’une facon précise U'itération indéfinie de Cpar [Z| R, (Z)]
engendrera, & la Jimite, la surface de Riemann X, sur laquelle lafone-
tion inverse de la fonction méromorphe Z =T, (=) satisfaisant &

Ii(s;5)=R[Li(3)] [|si=R(0)|>1],
Ann. Ec. Norm., (3), XL. — AvRiL 1923, 13
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est uniforme. Cette surface de Riemann X, est le domaine des valeurs
que I', (=) prend dans le plan =.

De cette différence capitalerésulte que : tandis que la solution de (1)
est uniforme dans le plan =, celle de (3), supposée holomorphe dans C,
se trouve définie, par Pextension classique, comme fonction uniyorme
sur la surface de Riernann X, et non comme fonction uniforme de 7.

J'al é¢tudié ici les solutions de (3) qui n’admettent pas tous les
points d’un certain ensemble pour points singuliers essentiels. Cet
ensemble parfait  , est celui que j’ai appelé ailleurs « ensemble des
singularites de I'itération de [Z| R, (Z)]. » Il joue ici un role essentiel
et s'introduit natureilement. Les solutions étudiées sont bien uni-
formes sur X, : j’en donne 'expression générale.

Puis (Chap. II)) j’étudie celles de ces solutions qui sont uniformes
dans tout le plan et je prouve qu’elles ne peuvent alors admettre pour
points singuliers essentiels que les deux points exceptionnels possibles
de litération [Z|R,(Z)]. Cela me conduit dans certains cas, lorsque
Pitération [Z|R,(Z) ] se ramene & celle d'un polynome, ou de [Z|Zf],
a reconnaitre 'existence de solutions méromorphes avec soit 1oz,
soit o et I'infini pour seuls points essentiels. J'en donne des exemples.
Puis je montre comment la symétrie de X,, dans le cas ou [Z|R, (Z)]
est & cercle fondamental, entraine 'uniformité de la solution G dans
tout le plan Z, lorsque cette uniformité est admise dans le cercle fon-
damental.

Enfin (Chap. IV) j'étudie d’'une manicre plus précise les solutions
uniformes; je montre d’abord qu’elles ne peuvent étre méromorphes
dans tout le plan Z, hors un ou deux points, que si la structure de Ky,
[ensemble des singularités de Uitération [Z|R,(Z)]] est plus com-
plexe que celle de Bg : ceci s’applique en particulier & I’équation de
Schreeder ou R,(Z) = SZ (dont on retrouve ainsi la propriéte de
n’avoir pas de solution uniforme non rationnelle qui ne soit essentiel-
lement singuliére en tout point de Ej ) ainsiqu’a I'équation d’Abel
ot Ry(Z) =Z + «. Une étude assezserrée me montre enfin que I'équa-
tion (3) ne peut admettre de solution meromorphe (non rationnelle) que
si l'ensemble By, recouvre tout lr plan. Les exemples qu’on a donnés au
Chapitre II satisfont bien & cette condition. .

Cela fait désirer une détermination complete de toutes les fractions
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rationnelles R, (Z) pour lesquelles U'ensemble I recouvre tout le plan.
Jusqu'ici on ne connait que celles qui naissent de la multiplication des
fonctions elliptiques (et les exemples donnés au Chapitre II sont tirés
de fonctions elliptiques). 1l serait intéressant, soit d’en trouver
d’autres, soit de démontrer que seule la multiplication des fonctions
elliptiques peut conduire i de pareilles fonctions.

CHAPITRE L
nisorurion ne 'ieuation GIR(Z)] =R.[G(%)],

B, et Ry £TANT DREUX FRACTIONS RATIONNELLES.

L. Je rappelle qu'étant donnée une fonction rationnelle quelconque
R(Z) de degré > 1, dont « soit un point double répulsif,

a=R(x), R'(z)=s [s]|>1,

il existe (") une fonction méromorphe I'(z) satisfaisant aux deux con-
ditions
I'(o) = «, I"(o)=1

et a ['équation fonctionnelle
(1) [(ss)=R[I(s)].

Cette fonction méromorphe devient entiére si R est un polynome.

Dans tous les cas, elle est unique pour le point . On 'appelle quel-
quefois fonction de Poincaré pour le point double «. C'est ainsi que je
I'appellerai dans la suite de ce Mémoire.

I'(z) n’a de valeurs exceptionnelles que dans deux cas.

1° Si la relation Z, = R(Z) peul, par une méme substitution

., ol @l =0\ . . R .
linéaire <A w7 ) Sur Z et Z,, seramener a laforme canonique

7= Zk;
K entier positif ou négatif.

(1) Poir Porzcini, Sur une classe nouvelle des transcendantes uniformes (Journal de
Jordan, 1890).
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Alors T'(z) est la fonetion exponentielle e® ou une transformée
homographique de cette fonction exponentielle. Elle admet deux
valeurs exceptionnelles.

29 Si la relation Z, = R(Z) peut, par une méme supstitution linéaire
sur Z et Z,, se ramener i un polynome Z, = P(Z). Alors I'(z) devient
par cette transformation une fonction entiére dont ' est valeur
exceptionnelle. La fonction I'(z) initiale est alors la transformée homo-
graphique d'une fonction enticre. Elle admet une valeur exceptionnelle
provenant de la valeur =, exceptionnelle pour la fraction entiére.

3° Dans tout autre cas I'(z) n’a pas de valeur exceptionnelle.

2. Ces propriétés sont corrélatives des propriétés suivantes de I'ité-
ration de R(Z). Soit y une petite aire plane, par exemple circulaire,
entourant «. Lorsque Z décrit y, Z, = R(Z) décrit une aire v,, simple si
v est assez petite, Z, = R[R(Z) | = R=(Z) décrit une aire y,, etc.

JFappellerai v,, v, ¥4, -.. les aires que décrivent respectivement
Zyy 2y, Zy, ... conséquents d’ordre 1, 2, 3, ... de Z dans I'itération
par R(Z), lorsque Z décrit I'. JFai montré (') que les aires v, va, Yy, «--
sont conlenues chacune dans la suivante, et que trois cas sont pos-
sibles :

1° Il y a deux points du plan Z el deux seulement qui restent exté-
rieurs a loutes les aires v,. Alors Z, = R(Z) se raméne, par 'homogra-
phie signalée au 1° du n* 1, & Z, = Z" Si I’on exclut ces deux points
par des petits cercles, la portion restante du plan sera recouverte par
une certaine aire v,. Ces deux points sont les valeurs exceptionnelles
de I'(=).

2° Il'y a un point seulement qui reste extérieur & toutes lesvy,. On
est dans le deuxicme cas du n° 1. Z, = R, (Z) se ram&ne par homogra-
phie & un polynome Z, = R(Z). Excluant le point exceptionnel par
un pelit cercle, v, recouvre la partie restante du plan pour » conve-
nable. Le point exceptionnel est la valeur exceptionnelle de T'(z).

3° 1l v’y a pas de point qui reste extérieur a toutes les v,. Pour n
assez grand, v, recouvre tout le plan y compris le point & I'infini.

(*) Voir G, Juua, Sur Uitération des fractions rationnelles (Journal de Jordan, 1918).
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3. L'équation fonctionnelle (1)

o Piss)=R[I(3)]
peut s'écrire

(2) | Lls(s)] = RIT(s)];

o(s) =sz est fonction rationnelle et du premier degré de = pour
laquelle = = o est un point double répulsif.

Elle peut s’interpréter en un sens en disant que le signe I' est semi-
permutable avec le signe ¢ de la fonction rationnelle s(z) en ce sens
que I'[p(=)], s'il n’est pas identiquement égal & ¢[T'(z)], est du
moins identique & une fraction rationnelle de T'(z).

Jai montré ailleurs, que I'(z) elfectivement méromorphe ne pouvait
otre effectivement permutable & une {raction rationnelle de premier

degré, car
Tlp(s)]=p[T(5)]

entraine, si 'on suppose I" holomorphe a I'origine, que I est rationnel
et du premier degré.

Il ne peut done pas étre question d’échanger les signes ¢ et I', p étant
homographique et I' méromorphe. Mais on peut essayer d’une semi-
permutabilité au sens expliqué par I'¢quation

() o)1= R[T(s)],

R ¢tant ine autre fraction rationnelle.

Si R est du premier degré il est facile de montrer (') que I' ne peut
étre méromorphe et doit étre nécessairement homographique en g.

Mais si R est de degré > 1, I'existence de I' satisfaisant 4°(2) est un
fait classique rappelé au n° 1.

Nous nous proposons ici d’étudier les solutions de I’équation

(3) GLR(Z)] = R,[G(7)].
R, et R, étant des fractions rationnelles de degré >1. Autrement dit

nous cherchons les fonctions semi-permutables aux fonctions ration-
nelles.

i

(1) Mémoire sur la permutabilité des substitutions rationnelles (4. E. N. §., 1922).
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4. On peut, sans restreindre la géneralite, supposer que l'origine Z. == 0
est un point double répulsif commun a R, et R, en remplagant au
besoin R, et R, par des itérées convenables R} et R} et G (s) par o+ G(s),
o étant une certaine constante.

En effet,
GIR,(Z)]=R.[G(Z)]
entraine

G[R R (Z)]] =R, [G[R(Z)]] = Ra[Ro[G(Z)]] =R [G(Z) ],

c’est-a-dire A
GIRPH(Z)1=RY[G(Z)],
et, de méme,
GIRP (Z)] = RP[G(Z)],

quel que soit I’entier positif p.

On sait (') que les cycles de Ditération de [Z|R,(Z)] sont & partir
d’un certain ordre tous répulsifs. C’est un fait gros de conséquences
remarquables au point de vue de I'itération que le nombre de cycles
de [Z|R,(Z)]| a multiplicateur Z1 est fini. Il existe donc toujours un

int 0 tel que
point 0 tel q 5= Ry

dRY
—5_1'7:— =S, |SI >1.

72=0

et tel que

On peut, sans restreindre la généralité, supposer que 0 est I'origine
du plan Z et aussi, en remplacant au besoin R{” et R par &, et &,,
supposer p = I.
On a alors
GIR,(Z)]=R[G(Z)]

avec le développement suivant autour de l'origine,
R;(Z):S1Z+)A2Z2+--., ISII>['

Fai longuement étudié dans le Mémoire sur l'itération des frac-

(1) Voir Mémoire Sur litération des fractions rationnelles (Journal de Jordan, 1918).
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tions rationnelles du Journal de Mathématigues (') 'ensemble E; formé
par tous les points appartenant & des cycles répulsifs de R,(Z). Cet
ensemble a un dérivé Ey, parfait, remarquable & plus d’un titre. Si G(Z)
n"admet pas tout point de E;, pour point singulier essentiel, on peut
toujours supposer qu'a l'origine, point double répulsif de R (Z),
G(Z) est holomorphe : il n’y a pour cela qu’a choisir le point 6, dont
il a été question plus haut, au voisinage d'un point de E;, qui ne soit
pas singulier essentiel pour G(Z).
Reprenons alors
G R, (Z)]= Ra[G(Z)].

Avec le développement

Ri(Z)=s14 + W12+ ...
el
G(L) =+ o7+ g7+ ...,

on a ¢videmment

G(0)=R.[G(0)] ou  a=R,y(a),

ce qui prouve que o est point double de R,, puisque Porigine 'est
pour R,. Je vais montrer que a est vépulsif pour R, comme o l'est
pour R,.

Mais auparavant un simple changement de notation nous permet de

poser
Ro(Z) = ot + Ro(Z — ),

R, étant une fonction rationnelle de Z — « qui s’annule pour Z = «, et

aussl
G(Z) = o + ((Z),

ce qui donne & partir de (3)

GIR(Z)]=R,[G(Z)],
. o +GR{(Z)] = o+ &,[§(Z)]
ou bien

O GLR(Z)]=ra[4(Z) ],

(1) N> 8 4 26.



104 GASTON JULIA.

en supposant cette fois que I'on a les développements suivants a I'ori-
gine

R(Z)=s8Z+ 2,72+ ...,

Ra( Z)::&,Z--}—{.L.Z2 .

G(Z)=g,Z + g2 +

avec, on le satt, [s,|> 1.
En identifiant dans (4) il vient

S5 =581
Donc s, =s, si g, S o.
Dans le cas général ot

g(z):.g/.'y‘k“*— cevy g/c¢01 /‘“>l~,

on aurait en identifiant dans les développements des deux membres
de (4), les termes en Z* '

85T = gus,
c’est-a-dire

.5‘2:.$I“'.
Donc [s,| > 1 si 'on suppose | s, | > 1.

St lon a une fonction G(Z) holomorphe en un point de By et satis-
Sfaisant a

(3) R (Z)] = Ra[ G(Z4)],

R, et R, rationnelles, de degré > 1, on peut toujours supposer, sans res-
tretindre la aeneralzte que LUor zgme est un point double répulst / commun
aux deux mbctzluuons [Z]} [Z|R,(Z)].

5. Nous le supposerons dorénavant. De plus, le choix qu’on a fait
dans le précédent numéro, du point double 6 de [Z|R7(Z)], pour
I'amener & l'origine prouve aussi que 'on a pu s’arranger pour que
G'(8) soit == o. En effet, les points limites des zéros de G'(Z) sont des
points singuliers essentiels de G(Z); or, il y a des points 6 de E; non
singuliers essentiels pour G, et si I'on a choisi 6 au voisinage d’un
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pareil point 0, distinct des zéros de G'(Z), en nombre lini situés dans
un petit cercle de centre 07, il est clair que G’(0) sera = o.

On peut done, sans restreindre la généralite, supposer G'(0) £ o
- dans I'équation (3).

6. Le raisonnement que je viens d’emplover suggére une générali-
sation immédiate.

Considérons une fonction G(Z) pour luguelle l'ensemble des singula-
rilés essenticlles ne comprenne pas tous les points de ensemble parfait By,
qui correspond a l'iération de R,, G (7)) satisfaisant d’ailleurs a

GIR, (Z)]= Ro[G(Z)].

Il existera, d’apres Phypothése, au moins un point-0’ de B, qui ne
soit ni point singulier essentiel ni pole de G(Z) et tel que dans un
cercle convenable de centre 07, G'(Z) n’ait qu'un nombre fini de zéros.
[l existera, dans ce cercle, un point 0 qui sera pour RY’(Z) un point
double répulsif. Ce point 0 rendra les mémes services que le point 0
essayé au n” 4. On pourra toujours le choisir tel que G'(0) =% o. En
remplacant alors-au besoin R, et R, par leurs itérées d’ordre p et G(Z)
par « + ¢(Z) comme on I'a fait au n®4, on voit donc que on peut
toujours, dans les hypothéses trés larges faites au début du n® 6, sup-
poser que G(Z) est holomorphe a lorigine, supposée point double
répulsif commun a R, et R,, avcc en plus la condition G'(0) 5~o0. Cela
ne restreint pas la généralite des hypothéses dun’ 6.

7. Reprenons done (3)
GIR (Z)] = Ro[ G (Z)]
avee les développements

(5) ( Ry(Z)==s7 -+ 272+ ...,
| Ro(Z) =572 + 72 = ...
[on a s =R,(0o)=R|(0), car on a vu au n°4 que s, =s, lorsque
g =G"(0)s£0], et
(6) G(ZY=gsZ + g 12+ ....
Ann, Ec, Norm., (3), XL. — AvRiL 1923, 14
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Si 'on identifie les développements des deux membres de (3), on
voit que tous les cocfficients g,, g5, ... se déterminent sans ambiguité
a partiv de g, (qui reste arbitraire) lorsqu’on se donne R, et R,. On
pourrait aisément montrer la convergence du développement de G(Z)
par la meéthode des majorantes. La méthode suivante est plus instruc-
tive pour démontrer lexistence d’une solution de (3) définie par le déve-
loppement (6), solution holomorphe a Uorigine.

8. il existe en effet une fonetion méromorphe fondamentale I', pour
R, et une ', pour R, définies respectivement par

~1

) Li(s3) =R [ (=) [ (0)=o, Li(o)=r1;
) Fi(ss) == Ry[ ()], Iy(0)=o0,. TL(o)=r1.

os}

(
(

S'il existe une solution (6) de (3), on aura

GIR[T(5)]] = R G[Ti(2)]]

ou bien
(9) G (s3)] = R [G[T ()]
Si G est holomorphe a 'origine, on aura
G(s) =Gy (s)] = g5 +...,
G(=) sera holomorplhe & 'origine et vérifiera
(8" G§(s3)=BRa[((5)],
qui n’est autre que I’équation (8).
Il est alors immédiat que
§(s) =Ty (g5)

Enelfet: 1o Il estvisible que ', (g, =) se développe autour de origine
par
Lolgis) = g5 +.. 03
2° 1l est visible que I', () comme T, (g, =) satisfait & I’équation (8);
3° Sil'on cherche une série entiére en = satisfaisant a (8), les coef-
ficients de z*, 2%, ... sont déterminés sans ambiguité & partir du
coefficient de 3, '
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G(z)etI'y(g =) ont le méme terme en s et satisfont & 'équation (8)
tous deux, ils sont donc identiques; on a par conséquent

Uy(g12) =§(s) =G[I(3)].
Si done on pose

(10) 7=T_,(s)
et si 'on désigne par
(’0,) SZYI(Z)a

la fonction inverse de I',(z), la fonction G(Z) que nous cherchons,
pour satisfaire & (3) et au développement (6), ne peut différer de

(11) }(Z):.I‘z[gl“/x(z)]-

9. Réciproquement, (r1) définit bien une fonction holomorphe en O
satisfaisant 4 (3) et se développant par la formule (6).
En effet, s = v,(Z) se développe, autour de O, par la formule

s=y (L) ="2Z+...

et cette fonction v, (Z), holomorphe en O, satisfait & I'équation dite de
Schroeder

(12) 71“{1(7‘)]:571(7‘)-

Done T'y[ gy, (Z)] est holomorphe en O et a un développement en Z
commencant par

el +..;
de plus, on a :

GIR(Z)] = rzlgl'/x[“l(z)]] =Ty[gis7:1(Z)],

a cause de (12).
Or ‘ _ A
L, (s8) = R, [T, (%)]
et, en posant
L=g17: (%),
on aura
) Fa[-‘é’ﬁl(z)]:Rz[re[é’x%(z)]]:Rz[G(Z)]
puisque _
G(Z)=Tols17:(D)]-
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Done )
GIR(Z)] = Ru[G(Z) ]
Ainsi est prouvée I'existence de la solution holomorphe (6) de (3), et
I'on a son expression
(13) : | G(2) =T.[5:7:(2)] |
avec

L=T[y.(7)]

pour marquer que v,(Z) est l'inverse de I',(s). On peut encore
¢erire (13) -

_ Llsi(Z)]=G[ Ty (2)]]
ou bien

(14) | Talgis) = GIN ()] |-

Une fois prouvée 'existence d’une solution holomorphe en O pour
'équation (3), pour chaque valeur de g,, on pourra supposer que
g, =1, pour étudier G. :

En effet, si 'on désigne par G, la solution de (3) qui se développe
par

a My
(’g,‘—gll -+

la relation (14) montre que
Fa(g13) =Gy [T (5)];

en sorte que toutes les fonctions (i, dérivent bien simplement des
fonctions de Poincaré I',(z) et T'y(5).

10. Avant d’¢tudier dans tout le plan la fonction G(Z), revenons
Sur un cas que nous avons écarté au n° 5 parce qu’on peut toujours
choisir le point 6, qu’on améne i 'origine de facon que G'(0) = o.

Supposons ici que R,(Z) et R,(Z) ayant toujours l'origine pour
point double répulsif, on veuille chercher une solution G(Z), holo-
morphe & I'origine, de 'équation (3)

, G[R,(Z)] = Ro[G(Z)],
telle que

(14 G(L) = 220 -+ gpar P 4. .. (gp5Z0).
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Cela revient & supposer
G(o)=G'(0)=... =G (0)=0o [G'?(0)=0].

On aura
Ri=sZ +072+. ..
et 'tdentification des développements des deux membres de (3) prouve
que le développement de R, commence nécessairement par s”Z (vour
d’ailleurs le calcul du n° 4)

Riy:=sP7 + ‘U.gzz—k. RN

On voit que g, peut étre pris arbitraire == o et qu’alors tous les
coefficients suivants de G(Z) se déterminent, sans ambiguité, a partir

de g,

11. Sidonc (3) a une solution holomorphe (i4"), cette solution est
unique lorsque g, est déterminé.
Un calcul analogue i celui du n® 8 donne

G[R[Ty(s)]] = Rz[Q[Tx(S)]]
G(s)y=G[T(5)]
I (s5) =R, [T, (5),

et, en posant
et se rappelant que

1l vient 7
. GIT (53)] = Ra[G(5)]
ou bhien

(15) G(s3) = Ra[G(5) ]

La fonction de Poincaré I'y(z), I',(z) = = +..., relative 2 R, et 4 O,
satisfait &

(16) To[srz] =R, [Ta(2)].

G(z) = G[T'y(z)] aun développement = g,z"+....

Considérons
G (z) =Ta[gps"],

son développement sera

On aura aussi
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Dans (16), on a, en remplacant s par g,s”,

La[gpspsr] = Ra[Tal(g,2#) 5
par consequent

(17) Gal(s3) =Ry [G2(3) ]

Comparant (15) et (17), on verra que G.(3) et ¢ (=) satisfont a la
meéme équation fonctionnelle (15) et débutent par le méme terme g, s7.
Sil'on calcule les coefficients successifs d’une solution de (15) dont
le développement en O débute par & =", on voit que tous ces coeffi-
cients sont déterminés, sans ambiguité, par le premier cocfficient g,.

On en conclut par un raisonnement connu

Ga(3) =G(5)
ou enfin

(18) : (}[I‘,(s)];rg(g,,:/’).

Pour marquer que G(z) débute par g,3%, j’¢crirai G, [Z].
On voit que la seule solution holomorphe G, (Z), possible pour (3),
est '

(19) G, (2) =Ta[ g, [7:(4) 1]

5 =v,(Z) étant, comme d’habitude, la fonction inverse de Z =T, (z).
On a
71l R (L) = s7.(Z),

équation de Schreeder, et ['on en déduit
G [RU) =T g [ 7 [RUZ)I] | =Ta[gpsr [ (2) 1]

D’'ailleurs
I’g(sP:) = R_,l‘[‘i(::)]
ou encore
I'.l(sl’g‘pzl’) = Ra[rz(é"p:"’)-l-
Donc

G [ RU(Z))=Ta[ 2,571 71(2) |7 | = Ra[Ta(igp | 71 (2) [P)] = Ral G, (2)].

On a donc bien en (19) la solution, débutant par g,Z?, de I'équa-

tion (3). Cette formule (19) contient d’ailleurs la formule (13) trouvée
précédemment.
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2. Nous n’avons jusqu’ict résolu qu’un probleme local, i savoir :
trouver une fonction holomorphe 4 Uorigine supposée point double
répulsif, commun & R,(Z) et R,(Z), de facon que cette fonction G satis-
" fasse a
GIR(Z)] = Ro[G(Z)].

Mais les propriétés connues de I'itération de R,, rappelés aux n 1
et 2, vont nous servir & trouver lout le domaine d’existence de G et ses
singularuees.

Ces conclusions se tirent de 'expression de G :

G, (D) =T a7:(7)] ou Files] =06, [Ti(3)]
en posant Z =T, (3);
Gy () =Tal &y} 1 (2) 17 ] ou Lol gpar]= G [Ti(5)]
avee Z=1T1,(z).

(20)

En effet, Z=1T,(z) ¢tant une fonction méromorphe, son inverse
3 =+,(Z) est une fonction dont les singularités sont connues (voir
Iversen, These Sur les fonctions inverses des fonctions méeromorphes,
Helsingfors, 1914).

Llles sont de deux sortes :

1° Des points eritiques algebriques Z; qui s’obtiennent en prenant
toutes les racines z;de I' (z) = o et en les transformant par Z,=TI', (5,).

2° Des points critiques transcendants qui coincident avec les valeurs
asympiotiques de la fonction T, (3).

Il peut arriver qu'un méme point { soil critique algébrique pour
certaines branchés de v,(Z) et critique (ranscendant pour d’autres
branches de cette fonction.

En vertu de 'expression

G (Z) =Ll (Z)]
ou ,
G, (Z) = Dyl 70217,

puisque la fonetion T'y(z) est méromorphe, lafonction G sera uniforme
et méromorphe sur la surface de Riemann du plan Z, sur laquelle
Y:(Z) est elle-méme uniforme. Les points critiques algébriques de
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v.(Z) seront, en général, des points critiques algébriques de Gg',('Z),
pouvant aussi quelquefois étre des poles.

Je dis, en général, parce qu'il pourrait arriver quune branche de

v,(Z) ayant un point critique algébrique en Z; donnit ndissance 4 une
branche de G, (Z) n"ayant plub de point critique. Mais il ne pourra pas
arriver que I« branche de G G,,(Z), correspondant 4 la branche consi-
dérée de v,(Z), ait en Z; un pomt transcendant.

De meme si une branche de y,(Z) a en{ un point critique (rans-
cendant, la branche de G, (Z) coneapondante sera, en géncéral, trans-
cendante en {. G, (Z) est uniforme sur la surface de Riemann de vi(Z)
et méromorphe en tout point de cette surface qui n’est pas un point de
ramification.

Donc, en général, c’est-a-dire si les fractions rationnelles R, et R,,
auxquelles correspondentF () et I'y(=5), n'ont pas de relation parti-
culicre, la fonction G, (%) ou G, (L), que L'on a définie au voisinage de
lorigine, sera dé ﬁnze ({an.s lout lz) plan Z par la relation (20): (’//() sera
multiforme a une in finité de branches. Sa surfuce de Rirmann est celle
de v,(L), tnverse de 7. =T, (Z). Ses singularités, points critiques algé-
brigues ou transcendants, seront celles de~,(Z).

Dans tous les cas, lcs singularités crzuquc.s de G, (Z) ne pourront
jamais figurer que parmi cel[es de~, (7).

J'ajoute, en passant, que si R, se raméne par homographie &

7. =Ry (Z) =71*k (h=1,2,...,00),

v.(Z) est définie en tout point du plan, sauf aux deux points excep-
tionnels (signalés aux n* 1 et 2) de I'itération de R,(Z). Ces deux
points sont transcendants pour toute branche de v,(/) qui y devient
nécessairement infinie (voir Iversen). Ils seront, en général, transcen-
dants pour Gg,,. En tout autre point Z, Ggp a, au moins, une branche
méromorphe.

SiZy=R,(Z) se raméne par homographie 4 Z, = un polynome en Z,
il 0’y a qu'un point exceptionnel { pour I'itération de R,. Ce point,
critique transcendant pour. toute branche de v,(Z), le sera pour G,
en général.

En tout autre point, G, aura, au moins, une branche méromorphe.

Enfin, si Z, = R,(Z) ne se raméne pas & un polynome ou 4 Z, = 7=,
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G,,(Z) aura au moins une branche méromorphe en tout point Z du
plan.

13. 1l y a toutefois, relativement aux points critiques transcendants
de G(Z), une remarque importante a faire. On sait que, si Z est cri-
tique transcendant pour une branche de v,(Z), cette branche tend vers
Uinfini quand Z tend vers ¢ par un chemin convenable. Cela revient
presque a dire que les points critiques transcendants de v, (Z) sont les
valeursasymptotiquesdeI',(z), valeurs limites déterminéesatteintes par
[, (5) sur des chemins convenables allant & I'infini dans le plan =.
Cependant, ilfautdusoin pour P’établir, ainsi que Pamontré M. Iversen.
s tendant vers 'infini de facon que Z tende vers £, il pourra arriver que
I',(5) ne tende vers aucune limite déterminée, en sorte que ( se trouvera
étre pour G a la fois point critique et point d’indétermination. Ce fail
sera méme a considérer comme le fait général. Car si les fractions R, et
R, n’ont pas de propriété commune autre qu’un point double commun
répulsif, les chemins allant & Uinfini sur lesquels I',(z) et T'y(z)
tendent vers des limites déterminées ne seront pas les mémes.

En voici un exemple bien simple.

Prenons

.

R(Z)=17*
et
Ry(Z)=127Z2—1.

Iy a un point double répulsif commun qui est Z ==1. Les multiplica-
“teurs sont égaux a 4.
La fonction de Poincaré correspondante est
[ =e
pour la premiére, et
I, = cosiy/az

pour la seconde.

Si Pon cherche une solution de

(21) GZH) =[G (Z)]P—1.
on posera, comme nous Iavons vu plus haut,

Gy (Z) =1+ gL —35) + gl —1)*+...,

Adnn. Ee. Norm., (3), XL. — AvriL 1923. 15
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puisque iei les multiplicateurs des deux fractions R, et R, pour le point
double Z = 1 sont ¢gaux.
Prenons seulement g, =1
Gy=1+(Z—1)+...,
alors’on aura
G(Z) =T[4, ()] = cosiV2y,(Z),

v (Z) étant la fonction inverse de

N

=3, /1 (Z) = log .

G(7) = cosiy2logZ

qui, évidemment, satisfait (21) et se trouve bien étre holomorphe
pour Z =1.

o et = sont valeurs exceptionnelles de ¢ et, corrélativement, points
cuthues transcendants de logZ.

Sur tout chemin du plan Z qui tend vers zéro, logZ tend vers linfini.
Supposons que Z tende vers l'ovigine sur ’axe réel positif, logZ tend

Done

alors vers I'infini sur I'axe réel négatif; iy2logZ, suivant la détermi-
nation de VlogZ choisie, tendra vers I'infini sur 'axe réel positif ou
sur 'axe réel négatif et cosz\/')l(w/ oscille sur ces axes entre les
valeurs + 1 et — 1. L’origine est donc a la fois point critique transcen-
dant et point d’indétermination de G(Z). C’est méme un point d’indé-
termination compléte. .

Car a la région |Z|Se, € > o0 el trés petit, eorrespond, dans le plan

= logZ, le demi-plan

R (z5)Zloge,

log e est négatif. -

La région que décrit y2z = y2TogZ est une portion de plan limitée
par I’ hyperbole équilatere

u%— o2
— l()gs.
C’est larégion ol
1u— p?
27

< loge

C’est la région ne contenant pas l'origine.
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Le pointZy2s déerira la région ou

N
2

< loge,

l[imitée par Uhyperbole conjuguée de la précédente et contenant les
parties & Uinfini de I'axe réel (axe des «) positif et négatif. L’angle des
asymptotes étant 45° et la fonction cosinus étant périodique, de
période 2w, on voit qu'elle prendra toutes les valeurs finies sans exception
dans la région précédente.

14. Tout ce qu’on a dit jusqu’ici suppose une seule condition : &
savoir que la solution considerée G(Z) de

GIR(Z)]=R.[G(Z)]

sott holomorphe en un certain point A de l’ensemble parfait Ky qui cor-
respond a Uttération de R, (7).

Car, sous cette seule supposition, on peut déterminer un point 0 de
B, (suffisamment voisin de A) qui soit point double répulsif pour une
certaine itérée R (Z) de R, (Z) et de facon que G(Z) soit holomorphe
en f {avec au besoin G'(0) o, ce (ui, & vrai dire, n’est qu’accessoire].

En posant :
A (L) =RY et A, (%)=R®,
on aura

G, = Ra[G]

ct'onverraque G se trouve définie dans tout le plan Z, fonction multi-
forme, & partic de ses valeurs au voisinage de 0, les points critiques
algébriques ou transcendants étant ceux de de la fonction inverse de la
fonction de Poincaré relative au point double répulsif 0 et & la fone-
tion R,.

CHAPITRE 11. »
sorurions unmrorves e G R, (Z)] = R.,[G(Z)].

CARACTERES GENERAUX.

15. Nous allons maintenant particulariser le probléme proposé au
début : trouver les solutions de G(Z) de (3) qui soient uniformes dans
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tout le plan Z et méromorphes en un certain point A de I’cnsemble By
relatif a R,(Z).

La solution considérée n’admettra plus pour points critiques algé-
briques les points critiques algébriques de v, (Z), mais il pourraarriver
que les points critiques transcendants de v,(Z) demeurent des points
singuliers essentiels de G(Z). Reprenons I'expression

G, (Z) =Ta[gp | 11 (2) |7].

Supposons qu’au pointZ, considéré une branche au moins de v, (Z)
soit réguliére ou n’ait qu’un point critique algébrique. Ceci arrivera
toujours si Z, n’est pas une des deux valeurs exceptionnelles possibles
de la fonction T, ().

La branche holomorphe ou algébroide en Z, de v,(Z) donnera pour
T.[g,v.(Z)|P] une branche méromorphe ou algébroide enZ, et, comme
Gy, =T.[g,17:(Z) 7] est uniforme, ce sera une fonction meromorphe
enZ,.

On voit que si (&, est supposée uniforme, ses seuls points singuliers
essentiels possibles & distance linie ou infinie ne pourront étre que les
deux valeurs exceptionnelles de la fonction I', (=), dés Iinstant que G
est supposée méromorphe en un point de By ensemble parfait défini
par l'itération de R,.

Or, les valeurs exceptionnelles possibles de I',(z) ne sont autres,
comme on 'a rappelé aux n* 1 el 2, que les points exceptionnels de
'itération de la substitution [Z] R, (Z)]. Suivant qu’il n’y a pas de ces
points exceptionnels ou qu’il y en a un ou deux, on a trois cas i envi-
sager. ‘

16. Premier cas. — La substitution [Z|R,(Z)] n’a pas de point
exceptionnel : elle ne peut se ramener ni & un polynome, ni a
Z,= 75" par une méme transformation homographique sur Z et sur
Z, =R, (Z).

Alors G, ne peut avoir de point singulier essentiel. C’est une fonc-
tion rationnelle, dés I'instant qu’on la suppose uniforme dans tout le
plan et méromorphe en un point au moins de Ej ensemble parfait
relatif & R,.

On peut encore dire que toute solution uniforme et non rationnelle
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de I'équation
G[R:(Z) = R [G(Z)]

admet nécessairement pour points singuliers essentiels tous les points de
Uensemble parfait By que définit Uitéravion de |Z|R,(Z)]. lorsqu’on
suppose que cette substitution ne se raméne par homographie ni aZ,= poly-
nome en 7, ni a 7., = 7=". En particulier, toute solution meromorphe de
cette équation se réduit @ une fonclion rationnelle.

Un cas particulier de cette proposition a ¢té donnée par M. Fatou
dans le cas ou [Z|R,(Z)] est une substitution & cercle fondamental
(voir Bull. Soc. math., t. XLVIIL, n® 40, p. 216).

R,(Z) se raméne par

17. Deuxiéme cas. — Si la substitution 7
homographie &
7, == 1+k (hk=1,9,...,%),

toute solution uniforme de
GIR(Z)] =R [G(Z)]

n‘aura dans tout le plan que deux points singuliers essentiels possibles
(o)
qui seront o et = lorsque R, (Z)aura été ramenée d Z, = Z*" et, de toute
facon, qui seront les deux points exceptionnels de ['itération de
¥ ) l _l
'Z|R,(Z)]. Supposons la réduction canonique faite par une méme
1
substitution sur Z et R, (Z); G(Z) uniforme et satisfaisant a

GI7E] = Ra[ G (Z)]

ne pourra avoir d’autre point singulier essentiel que o etsc. La fonc-
tion T', (=z) relative & Z, = Z* étant €°, on aura
z =, () =logZ et (i,h,,,(Z):FQ[gP(logZ)P):9’(logZ),

¢(z) é¢tantune fonction méromorphe de z.

Lorsque Z décrira un cercle autour de lorigine, logZ augmentera de
awi, et pour que G, (Z) soit uniforme, il faudra que ¢(s) admette la
période 2w,

On pourra encore écrire

Lolgnsr] = Gy, [ ],

ap

G, (Z) n’ayant d’autres points singuliers essentiels que o et oc.
Tl,l
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18. Donnons ici un exemple simple et remarquable du cas précé-
dent.

Prenons Z = 7%, k entier positif, et supposons que la substitution
Z|R,(Z) ait le point double répulsif Z =1 commun avec [Z|Z*]. Le
multiplicateur, pour cette derniére, est s==£. Je chercherai une
solution.

G(Z)y=1+ g (L —1)4....

correspondant & p = 2.

Alors, il faudra que le multiplicateur de R, pour Z = 1 soit égal & £%,
carré du multiplicateur de R, pour Z =1.

Considérons alors la fonction méromorphe, doublement périodique,
I'(s) suivante, aux périodes (27, a) (@ réel positit)

I(s) = p(s + i),

p(w) étant la fonction classique de Weierstrass relative aux périodes
fondamentales 21z, a.

I'(z) estholomorphe & 'origine, et ¢’est une fonction paire clliptique
d’ordre 2. \ étant un entier quelconque, I'(Az) sera donc une fonction
rationnelle de I'(z), 4 cause de cette parité de I'(z) que respecte la
multiplication de "argument par un entier.

On aura .
F(c)=A;+A32+... [Ay=p(mi)].
Donc
T(z
7(5)y= j(s‘ )‘:1—+—{.L:2+...
0 J

sera une fonction paire de s et évidemment y(Az) sera fonction ration-
nelle de y(z), puisque I'(Az) I’est de I'(2), toutes les fois que & sera
entier positif.

Considérons

rg(z>=y[\/;];
son développement autour de I'origine est
Ly(zsy=14+5+...

et c’est une fonction méromorphe puisque y est paire
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rz(sm:y[x\/ﬂ.

Done ', (A?) sera fonction rationnelle de T',(5) = Yl \/ﬁ] pour toute
valeur entiére positive A. Je prends A = 42,

On aura

To(sh2)y =R,[Ta(5)],

[Z|R,(Z)] sera une substitution rationnelle admettant Z =1 pour
point double répulsif de multiplicateur %k*; T',(z) est la fonction de
Poincaré correspondante. ‘

Si, des lors, je choisis g, = p.,, p =2, la solution de I’équation

_ G[ZF] = R.[G(Z)],
qui sera de la forme

G()y=14+ 5L — 1)+ g (Ll —1)+...,
s’obtient par la formule

G (%) = La[ 82 (logZ)*] = Ta[ p(logZ)?].

S AR

G(L)= A'_nr[ng).

Or

Done

Or I'(u) est une fonction elliptique aux périodes 2wz, a; en posant

u =logZ,

la fonction I'(logZ) sera méromorphe en Z, sauf peut-étre aux points
Z=octl=om. .

Or, ces deux points .sont effectivement des points singuliers essentiels
deT'(logZ), puisque, en effet, 'existence, pour I'(s), de la période «
entraine

- G(L)=G(Ze),
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ce qui prouve que les racines de toute équation

G(l)=«

admettent o et » pour points limites.

La solution G(Z) trouvée est donc bien uniforme en Z et avec les
deux points singuliers essentiels isolés o et . On verrait aussitot que
G(Z) est d’ordre nul au voisinage du point a I'infini. comme au voisi-
nage de zéro [cest-d-dire que la suite des racines de G(Z)= qui
tendent vers + s est d’ordre nul].

. ’

19. Ce dernier phénomeéne est d’ailleurs général. Reprenons la for-
muie générale
Lo(gpar) = Gy, (€°),

ap

G, étant la solution méromorphe considérée de

G (%) = Ro[ G(Z)].

C’est un résultat connu que I'y(z), fonction de Poincaré de R, pour le
point double répulsif considéré, est une fonction d’ordre fini et non nul
(voir par exemple VaLiron, Thése Sur les fonctions entiéres d’ordre nul et
d’ordre fini, n° 48).

T',(g,5?) est aussi d’ordre fini et non nul.

Or, si G, est méromorphe et d’ordre non nul, on montre aussitot
que G, (€*) est d'ordre infini, d’ou une contradiction.

En effet, Z,, Z,, ... étantles zérosde G(Z)—a [a, valeur non excep-
tionnelle de G(Z)] dont les modules sont r,, r,, ..., les zéros de
G(e*) — a seront tous les points

logr,+2kmi+ (8, (Z,= r,eil]
(r=1,2,...,%; hk=o,=£r1,=*x2, ..., =o).

Si G est d’ordre non nul, la série

U

—
T'n

pour £ positif et bien choisi, est divergente; il suffit de prendre % infé-
rieur & I'ordre de G.



SUR UNE CLASSE DYlZZOUATIONS FONCTIONNELLES. 121

Des lors, la série
2 -
(logr,)*

.

. .- r .. , .
diverge quel que soit A, car 1 = 7 grandit indéfiniment avec n quel
~ ogry )t -
que soit A,

La série

P
(lOgl‘/l -+ 1‘911))‘
devient aussi divergente, car
. R —T 5 Gn: 5
a fortiort
vy !
st —,-4 (logr,—+ 2 ki £6,)*
n N

sera divergente pour tout A.
Donc G(e®) est d’ordre infini. G ne peut done étre d’ordre = o.

19 bis. On peut cependant montrer que st o cesse d’étre point sin-
gulier essentiel de G(ZL), Uinfini cesse de U'éire aussitét et G(Z) devient
rationnelle.

Ce point ayant déja été démontré avec soin, nous nous contenterons
de renvoyer le lecteur au Bulletin de la Sociéteé mathématique de France,
tome XLVII, n° 41 du Mémoire de M. P. Fatou.

En voici un exemple simple analogue & celui du n° 13.

Reprenons

7o=R(Z) =173,
lo=Ro(L) = 2l2—1
comme au n°® 13.

Prenons cette fois, pour point double répulsif commun, Z =1 avec
multiplicateur 2 pour la premiére, 4 pour la seconde.

Nous prendrons

G (Z) =14+ go(Z — 1) +... avec Ga—= —> p=2.

La fonction de Poincaré pour Z, = R,(Z) et pour Z =1 est

[y(3) =cosiy2s.

dnn. Ee, Norm,, (3), XL. — AvmiL 1923, 16
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Pour T, (=) ce sera
="T.(s)=¢" z=logZ.

Done, on aura ici

IR

(’xgﬂ(Z):.—cosz'\/z. (logZ)? = cos(ilogZ) = ch(logZ),

Gy, (Z) = % <Z + })

qui n’admet pas Z = o pour point singulier essentiel et se réduit bien
4 une fraction rationnelle.

20. Troisiéme cas. — Si la substitution [Z|R,(Z)] a un point excep-
tionnel, on enverra ce point & Uinfini par une homographie sur Z,
R, (7). Alors [Z|R,(Z)] devient un polynome Z, = P(Z) et toute solu-
tron untforme G (1) de

GIP(Z)]=Re[G(£)],
méromorphe en un point de Uensemble parfait By relaif a Uitération de
P(Z), est meromorphe dans tout le plan.

En supposant que P et R, ont un point double ré¢pulsif commun &
Porigine, dont I'; et T',(=) sont les fonctions de Poincaré, T', sera ici
une fonction entiére et ’on aura
L[ gpar]= Gy, [Ti(5)]
si, a ['origine, »

Gy, = gpZl + ..

On peut voir de suite, par la considération des ordres, que, si G n’est

pas d’ordre nul, G[T',(z)] sera d’ordre infini.

21. En effet, partons de I',(sz) = P[T,(z)], en désignant par s le’
multiplicateur de P & I'origine,
P(L)=5sh+....
Sil'on ordonne P par puissances décroissantes, on aura

P(Z)=A,Zf+...,
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et si l'on prend | Z[ 27", ¥ étant assez grand, on aura
[P(Z) | > A=z || 25| > | Z]F~3,

¢ étant un nombre positif assez petit dépendant de r|.

Choisissons, dans le plan z, un cercle de centre O, de rayon r, assez
grand pour que, dans ce cercle r,, T',(z) prenne toutes les valeurs Z
dont le module est 7). Cela est toujours possible.

Alors, dans le cercle |5 [Z|s|r,, I',(2) prendra toutes les valeurs 7
en module telles que .
i(l.(l)v)/;—ﬂiﬂ

¥/

puisque, & une aire du plan Z qui recouvre le cercle | Z| =], I'itération
par P(Z) fait correspondre une aire qui recouvre le cercle | Z[ (7)),
et puisque

Li(ss)=P[I(5)]

De méme, dans le cercle |z|=r,|s]*, T',(z) prendra toutes les
valeurs Z en module telles que

[ 7 ] é (,(1) )(Ic-s,'-‘.
Bt généralement, dans le cercle |s|Zr, s, X entier et positif quel-
conque, I', (Z) prendra toutes les valeurs Z en module telles que

7] 2 (rpyh=s,

Ceci posé, soit « une valeur non exceptionnelle quelconque de G,
supposée d’ordre non nul. Les racines Z; de
G(Z)=a

sont alors telles qu’il existe un nombre positif w (inférieur & I'ordre)
tel que la série

P

- R Y
diverge _
R[: I ’/4[ I.

Considérons I'équation
1‘1 ( 5) o= Z,‘,
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il est clair que si I'on choisit pour A, le plus petit entier tel que
(rh)t==" > Ry,

la fonction T', (=) prendra la valeur Z; dans le cercle 7, s*'; 2; devra étre

choisi tel que
LR,

NPy
(k—e)h> Lr

ou bien
. _ LLR;— LL~?
e Wy e
Je désigne par z; un tel point, ou I'(z) = Z;, il y'en aura sGrement
un de module ¢, tel que ‘ ‘
. eS| s
en posant
LLR;— LLrY

)\1—-~—_’_———— 1.

L(k—¢)
22. L’équation
G[I(5)]=a

compte, entre autres racines, toutes les racines z; qu’on vient de déter-
miner, de facon que )
pe<<ro|s[h.
Si donc je désigne par Cx toutes lesracines de G[I',(5)] = «, la somme
Z o est > 5 > puisque les p,ne sont qu’'une partie des | ;| (e est
positif quelconque) quel que soit « positif fixe. Je dis que la
série » — diverge.
2.1 p¥ 2
23. En effet,

1 = 1
o7 '“ISK“"

Z > s ,O( 2 ‘S l““
Tout revient a démontrer que
|l I I
>.a BEX =2 i

diverge. o =|s[* est > 1 quel que soit c.
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- Or
ohi—— GALLR+B
A et B étant des constantes (A = ————);
ant des constantes (A Li—e)
,;‘/.i: eA'LLn,»-;-B'
, Lo
A'> o, A= L(/\ — c)

, ' I N
et la nature de la série > — est la méme que celle de
d 0

DY -
o eA'LLR; - 2‘ ( LP\,-)

Or, quel que soit A" positif, R; grandissant indéﬁniment, il est visible
) [

: R
que l{l)" grandit indéfiniment ; par conséquent »

comme ¥ = T

Il est done prouve, que G[T,(5)] est d’ordre mﬁm, si G n’est pas
d’ordre nul. Et puisque I'y(g,57) est, comme T',(z), d’ordre fini, il
résulte de

) (Ll{ P diverge

Ly[gpar]= ('}z‘»'p[rl(:)]

que G ne peut étre que d’ordre nul si elle est méromorphe.
Lorsque la substitution [Z]R,(Z)] se raméne a la forme polyno-
miale [Z|P(Z)] par une transformation homographique, toute solution

uniforme de
G[P(Z)] = R,y [G(Z)]

ne peul étre qu’une fonction d’ordre nul ou une fraction rationnelle, des
Dinstant qu’on la suppose méromorphe en quelque point de l'ensemble
parfait By, relatif a Uitération de [Z|P(Z)].

Toute solution uniforme qui ne serait ni rationnelle, ni me’rozrorpﬁe
d’ordre nul, admet nécessatrement tous les points de Ey pour points sin-
guliers essentiels.

24. G peut-elle étre une fonction méromorphe d’ordre nul? Oui, en
voici un exemple.
Je prends le polynome Z, = P(Z) = 2Z*—1 déji envisagé précé-
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demment. Z = 1 est un point double repulsif de multiplicateur 4 pour
la substitution Z, = 2Z2*—1. La fonction de Poincaré I',(z) corres-

pondante, c’est .
7 =T,(z) =cosiy/2s.

La fonction inverse, ¢’est

! AV,
::——g(al'CCOb/‘) =y (Z).

D’autre part, je considére, suivant une idée déja utilisée au n° 18, la
fonction p(«) doublement périodique de Weierstrass, aux périodes
27, a (@ non réel) qui est paire et d’ordre 2.

Je pose
I'(s)=p(+n),

[ est paire, elliptique, d’ordre 2, et holomorphe pour z = o,

_ [(5)=Ag+ AZE4. ...
Je considére
' oo L(=)
/(“')— A-O ?

c’est encore une fonction paire, elliptique, d’ordre 2, holomorphe a
Iorigine :
- 7(3)=14+pst4+.. .00

On sait que p(u) étant paire, p(Au) est fonction rationnelle de p(u)
pour tout entier positif 2. Il en est de méme de 1I'(z), & cause de sa
parité et de sonordre; I'(Az) estfonction rationnelle de I'(z). Il en est
de méme de y(z). ‘ ‘

Je prends

A cause de la parité de v, I', est une fonction uniforme et méro-

morphe de =
I‘z(z);l—bs—‘f—‘....

[a(522) :y[}. \/él :

On a
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Or, pour A entier, y(Au) est fonction rationnelle de v(u); donc

~ 7\\/5] sera fonction rationnelle de v[ /5] .
! [ T ] ) ! Vi

Donce T.,(5A*) est fonction rationnelle de U,(s) pour tout entier
posutLf .

Je vais prendre A = 2; alors

L (42) =Ru[a(5)].

La substitution [Z|R,(Z)] estrationnelle. Z=1 est un point double
répulsif de multiplicateur 4, comme pour [Z|P(Z)]. La fonction de
Poincaré est évidente : ¢’est I'y (3 ).

25. Je choisis pour 'équation
GIP(Z)] =R.[G(7)]
une solution se développant autour de Z = 1 par la formule
L) =1+ & (T— 1)+ ., '

c¢’est-a-dire, dans nos notations habituelles, p =1.

On aura
Ge (7)) =Ts[ 8171 (Z)]
avec
71(2) =— -;j(arc cosZ).
Donc
Ny . _él P TN2 | —— o 7 ._9(:‘_ .
(r,,.,(/,)_l‘ili > (anccos[)} __/[arccos/\/ 2“]
Je prends maintenant g, = — 2.

Il vient alors
G(Z)=ry[arccosZ] = /%o I'[arc cosZ].
La fonction I' est paire et admet la période 2=, donc G(Z) est une
fonction qui a toujours la méme valeur, quelle que soit la détermi-
nation choisie pour arc cosZ. C’est une fonction uniforme dans tout le
plan des Z et méromorphe en tout point a distance finie. Elle est donc
méromorphe ou rationnelle. SRR
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Or elle n’est pas rationnelle. En eflet, on a

G(cosz) = L T(z).

Partons d’une valeur arbitraire z,; toutes les valeurs z, + na font
acquérir & I'(s) la méme valeur que s,, puisque « est une période
de I'(3)

G[cos(so+ na)] =G[coszy].
Les points , :
7= c08 5, Zy=cos (s + a), ceey Zp=rcos(z,+ na)

font acquérir & G(Z) la méme valeur.

De plus, @ n’étant pas réel, la partie imaginaire de z,+ na tendra
vers + % ou — o quand n tend vers oz, suivant le'signe de la partie
_imaginaire de «. On en conclut que Z, tend vers I'infini si 7 tend vers
infini. L’équation G(Z) =« a donc toujours une infinité de racines
s'accumulant & Uinfini. G est done réellement méromorphe et non
rationnelle.

Si P'on voulait résoudre complétement G(Z)=«, on aurait A
résoudre :
T'(arc cosZ) = Ay,
ce qui donnerait

arccosZ === -+ m2n+ mya,

m, et m, entiers quelconques.
C étant une racine de p({ +w) = A «,

Z=cos[x={+ myam+ mya] =cos (= -+ mya).
Il suffit de prendre
7. =cos({ + mya), me=—o, =1, =2, ..., e,

Ces pomts n’ont d’autre point limite que le point & I'infini. On peut
voir aussi que le module de

Z,=cos({ + na)

est comparable & el213(@) pour n trés grand,
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3(a) désignant la partie imaginaire de a, qu'on peut supposer > o,
la suite des Z, est donc évidemment d’ordre zéro. G est bien d’ordre
nul.

26. Conclusion générale. — Considérons I'équation
(3) G[R(Z)]= Ry [G(D)].

1° Si [Z|R,(Z)] est une substitution sans valeurs exceptionnelles,
c'est-a-dire ne se ramenant ni 4 un polynome, ni a [Z|Z*], I'équa-
tion (3) n’a d’autres solutions méromorphes que des fonctions ration-
nelles.

2° Si[Z|R,(Z)] se raméne & un polynome [Z|P(Z)], 'équation (3)
peut admettre des solutions méromorphes qui ne soient pas des fone-
tions rationnelles, mais ce sont toujours des fonctions méromorphes
d’ordre nul.

3° Si |Z|R,(Z)] se rameéne a [Z|Z**], k£ entier positif, I'¢qua-
tion (3) peut admettre des solutions uniformes avec deux points sin-
guliers essentiels o et «. Ces solutions sont d’ordre nul. Les deux
points singuliers essentiels existent simultanément ; si 'un d’eux cesse
d’étre essentiel, 'autre cesse de I'étre aussitot; autrement dit, 'équa-
tion (3) n’admet ici d’autres solutions méromorphes dans tout le plan
que des fonctions rationnelles.

4° Dans tous les cas, toute autre solution uniforme de (3) admet
tous les points de I’ensemble parfait E; pour points singuliers essen-
tiels.

CHAPITRE IIL

UN CRITERIUM D UNIFORMITE POUR LES SOLUTIONS DE L’EQUATION

(3) GIR,(Z)]=TR.[G(Z)].

27. Lorsque la solution G n’admet pas pour points singuliers essen-
tiels tous les points de I'ensemble parfait By relatifs a I'itération de
Z,=R,(Z), on a pu supposer, sans restreindre la généralité, que R,
et R, admettaient toutes deux l'origine pour point double répulsif.
G s’est trouvé alors uniforme sur la surface de Riemann correspondant

Ann, Ec. Norm., (3), XXXX. — Mar 1923, 17
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a la fonction y,( ), inverse de la fonction de Pomcftre I'y(z) de R,
relative a l'origine.
Sis= Rl(o), |s|>1etR,(0)=o0,0na

I (sz) =R, (5)]
erl(:):
= —-—-/I(/‘)

&

Pour simplifier la suite de cette exposition, nous supposerons

c’est-a-dire qu’autour de Z=o on a
e (L) =1L+ 5P+,  gFo.
On sait alors que, si I',(z) est la fonction de Poincaré pour R,,

R.(0) =o, R, (o) =R} (o) =5, [s|>1,
Ty(ss)=R,[T.(2)]. ‘

Gy (2)=Ts[ g7 () ].

on aura

Dans quel cas peut-on affirmer que G;, est uniforme en Z (Lms tout
le plan? C’est [a une question délicate et ¢’est une pure tautologie que
de dire : il faut et il suffit que, pour toutes les racines de [equatlon
en z, *

- I () =7,
T,(g, %) doit acquérir la méme valeur, et ceci quel que sojt =

Il ya un cas trés intéressant ot 'uniformité de G dansune partie du
plan entraine 'uniformité dans tout le plan : c’est celui ou la substi-
tution [Z| R, (Z)] est a cercle fondamental.

M. Fatou (') a étudié I’équation (3) en supposant, plus spéciale-
ment, que [ZIR,(Z)] est de premiére espece, c’est-a-dire que l'en-
semble E; se compose de toute la circonférence du cercle fonda-
mental et, en outre, que I'équation (3) admette une solution méro-
morphe dans le cercle fondamental et sur ce cercle lui-méme.

(1) Bull. Soc. math. Ir., 1920, n° 38 et suivan!s.
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[l'a alors démontré qu'une pareille solution de (3) était nécessaire-
ment rationnelle.

Nous pourrons supposer & volonté que le cercle fondamental est le
cercle trigonométrique ou le demi-plan supérieur, sa circonférence
étant la circonférence de rayon 1 ou I'axe réel, suivant les cas, et
nous allons, plus généralement, étudier I’équation (3) dans le cas
ot [Z| R, (Z)] est de premiere ou de deuxiéme espéce. On va voir que si
elle admet une solution uniforme dans le cercle fondamental, cette
solution sera uniforme dans tout le plan et cette propriété tient essen-
tiellement & la symeéirie, relativement au cercle fondamental, de la sur-
JSace de Riemann sur laquelle v, (1) est uniforme.

28. Pour le voir aisément, supposons que le cercle fondamental soit
le demi-plan supérieur; R,(Z) est a coeflicients réels, R, (o) =s est
réel, s > 1. ‘

[’équation

Ti(ss) =Ry[11(=)]

définit une fonction méromorphe T', (=) a coeflicients réels. Les voisi-
nages de Z = o et de z = o se correspondent de facon conforme par

7=T\(s),

I'axe réel de Z se transformant en I'axe réel de z au voisinage de I’ori-
gine. Que R, soit de premicre ou de deuxi¢me espéce, tout E; sera
engendré par un nombre fini p d’itérations dela partie de Ey, situé sur
un petit segment AB de 'axe réel entourant 'origine. A la portion
de B, située sur AB correspond dans le plan z un ensemble situé sur
un petit segment «f comprenant Uorigine. La multiplication indéfinie
de cet ensemble pars, s*, ... engendre un ensemble situé surl’axe réel
du plan z et qui sera parfait discontinu si R, est de deuxiéme espéce,
qui sera composé de tout 'axe réel si R, est de premiére espece. Cet
ensemble est ’ensemble ¢, ot la famille des T, (s"5) (n=1,2,..., @)
‘n’est pas normale. Il correspond & Ky par la transformation Z=T, (z).
&, ne peut contenir aucun point ui ne soit sur Faxe réel.

En effet, si en z, non réel on avait I', (5,) =Z,, Z, étant réel, on
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T, (s =R, [1‘, (“—:ﬂ

OrT,(z,) = Z, élant réel et I'équation en ¢, R, () =7, n'ayant que
des racines réelles puisque [Z|R,(Z)] est a cercle fondamental,

aurait

I‘.(?) serait aussi réel, et, plus généralement, tous les I’,(g}:)

seraient réels.

S

Tous les points =z, = = - - 3 s’alignent sur une demi-droite A
issue de o et tendent vers |

origine. A est distincte de I'axe réel, si 3,
n’est pas réel. On aurait done, au voisinage de Uorigine des points =

ou I', prend une valeur réelle sans que ces points soient sur I'axe réel.
Ceci contredit le fait signalé plus haut: Z=T,(z) fait correspondre
les voisinages des origines dans le plan Z el s de fagon que les axes
réels se eorrespondent. Il est donc prouvé que I'équation en z

Ii(s) =7,

7 étant réel, a toutes ses racines réelles.

Si 'on prend Z dans le demi-plan supérieur, toutes les racines z
seront dans le demi-plan supérieur. Si Z recoit des valeurs ¢, et ,
symétriques par rapport a I’axe réel, les racines des équations

Ii(=)=¢,
L(z)=¢,

sont deux & deux symeétriques par rapport 4 I’axe réel du plan z. Tout
ceci est immédiat. Comme conséquence, ¢, est tout entier sur l'axe
réel.

Il est aussi immédiat que I’équation R (Z) = o n’a aucune racine
réelle si R, (Z) admet pour cercle fondamental le demi-plan supérieur.
Par conséquent les conséquents, dans itération [Z|R,(Z)], de ces
racines ne fournissent aucun point réel. Mais les racines de R (Z) =o
étant deux a deux symétriques par rapport a I’axe réel, I'itération de
ces racines fournira une suite de points dans le demi-plan supérieur
et une suite dans le demi-plan inférieur symétrique de la premiére
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par rapport a l'axe réel. On en conclut, par un raisonnement déja
fait (*), que I’équation I",(5) =0 n'a aucune racine réelle et ses
racines sont deux 4 deux symétriques par rapport & P'axe réel. Ces
racines proviennent, par Z=1T,(z), de la suite des itérées indéfinies
- des racines de R\ (Z) =o. Il y a symétrie parfaite dans le plan s et
dans le plan Z grace a la transformation Z =T, (7).

Considérons la fonetion = =+, (Z); ses points critiques algébriques
sont les conséquents successifs dans I'itération par R, des points
ou R\ (Z) = o. On connait la distribution de ces points. Deux cas sont
possibles :

1° [Z|R((Z)] est de premiére espece et ordinaire. Alors elle admet
deux points doubles attractifs symétriques par rapport & 'axe réel
vers lesquels tendent respectivement les conséquents de tout point du
‘demi-plan supérieur et du demi-plan inférieur. Ces deux points
doubles sont les deux scules valeurs asymptotiques que possédeI',(z):
ce sont deux points critiques transcendants pour v,(Z); ils sont les
points limites vers lesquels tendent les points critiques algébriques.

2° [Z|R,(Z)] est singuliére de premiére espéce, ou bien elle est de
deuxi¢me espece. Alors le point limite unique sur lequel tendent les
conséquents de tout point du demi-plan supérieur ou du demi-plan
inférieur est sur I'axe réel, et ¢’est encore un point critique transcen-
dant, le seul, de v,(Z) (*). '

29. Ceci posé, supposons que Z, partant d’un point de I’axe réel,
décrive un lacet £, dans le demi-plan supérieur, entourant un seul
point critique de v,(Z) et revienne a sa valeur initiale. Le point = qui
lui correspond décrira dans le demi-plan supérieur une courbe
ouverte C, allant d’un point z, de I’axe réel & un autre point z, de
I'axe réel [T',(5,) =T, (5,)]-

A cause de la symétrie de la surface de Riemann de v, (Z) il est clair
que, si Z décrit un lacet g, symétrique du précédent par rapport
a 'axe réel et si 'on part de Z avec la détermination 5, de v,(Z), le

(1) Poir mon Mémoire Sur la permutabilité des substitutions rationnelles, n** 26 a 32

de la 2¢ Parlie.
(%) Lorsqu'il existe, on pourra le supposer & infini.
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point.s va décrire une courbe C, allant de z, & =, et symétrique de C,
par rapport i I'axe réel. On en déduit que, st Z décrit Ucnsemble ¢+,
des deux lacets, = revient a sa valeur initiale.

Plus généralement, si Z décrit une courbe fermée quelconque
symétrique par rapport i I'axe réel, s =y (Z) revient & sa valeur ini-
tiale.

Tout ceci est presque intuitif, yu la symétrie de la surface de
Riemann.

30. Reprenons alors la relation

G, (Z)=T.[g7.(Z)]
et supposons que G,, soit uniforme dans tout le demi-plan supérieur.
G, holomorphe autour de l'origine, sera uniforme et holomorphe sur
la surface de Riemann de v,(Z). Elle sera de plus uniforme dans le
plan Z.

En effet, partant d’un point Z, de I'axe réel, faisons décrire a Z un
lacet quelconque ¢, dans le demi-plan inférieur et considérons le
lacet symétrique £, dans le demi-plan supérieur. Partant de Z,
avec z, =v,(Z,), on revient-en Z, avec %, en suivant £ ,, et en sui-
vant £, on reviendra aussi en Z, avec 3, si l'on est parti avec z,. Dans
le demi-plan supérieur, G étant uniforme, on aura

Lilgis] =T[5 2]

puisque partant de Z, et suivant £, on reviendra en Z, avec la méme
valeur de G qu’au départ. 1l en sera donc de méme si 'on suit ¢ ,,
puisque les valeurs initiales et finales de-y,(Z) sont z, et z, pour £,
comme pour £ ,. '

Tout lacet du demi-plan inférieur raméne donc la méme valeurde G
qu'au départ. G est uni forme dans tout le plan si elle Uest dans le cercle
JSondamental, et cela tient essentiellement & la symétrie de la surface de
Riemann sur laquelle v, (Z) est uniforme. '

-

31. Dans le cas qui nous occupe ici, la substitution [Z|R,(Z)]
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n’a de points exceptionnels que si elle peut se ramener & la forme
Ta= R (L) =171* (A entier >o0);

le cercle fondamental est le cercle trigonométrique. Dans ce cas parti-
culier, on a vu au n° 18 que G peut admettre les deux points excep-
tionnels o et == comme points singuliers essentiels isolés. Si I'un de
ces deux points cesse d’étre essentiel, 'autre cesse de 'étre par le fait
méme (n° 19) et G devient rationnelle.

St la substitution [Z| R, (Z)], a cercle fondamental, ne se raméne pas
aZ,=171* on est dans le cas général du n° 16, toute solution de (3) uni-
Jorme dans le cercle fondamental et méromorphe en un point de l'en-
semble By, est nécessairement rationnelle.

CHAPITRE 1V.

LTUDE PLUS PRECISE DES SOLUTIONS MEROMORPHES DE

(3) G[R,]=R,[G].

31 bis. Soit G une solution méromorphe ou rationnelle de
(3) GIR(Z)]=Ru[G(Z)].

On poseral = G(Z). A tout point de plan Z, non singulier essentiel
pour G, correspond un point {; les points singuliers essentiels de G
sont:1° = si R, estun polynome ou s’yraméne; 2° o et w si Ry(Z) = Z*
ou s’y rameéne. ‘

De (3) on déduit aussitot

GIRY (Z)] = RP[G(Z)],

R étant I'itérée d’ordre n de R,.
St Z, est tel que Z, = R{"(Z,), alors, nécessairement,

G(Zy) =R [G(Zo)].
Donc Z,, qui correspond & Z,, appartient a un cycle de R,.

Le raisonnement fait au n° 4 du présent Mémoire prouve que le-
cycle de R, auquel appartient Z, et le cycle de R, auquel appartient
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{,=G(Z,), sont de méme nature, c’est-a dire simultanément répul-
sifs, attractifs ou indifférents.

Soient E, 'ensemble des points appartenant aux cycles répulsifs
de R,, E; son dérivé, Ey et By, les ensembles analogues pour R,.

On sait (*) qu’un point exceptionnel de Iitération de R, n’appar-
tient jamais & Ey. Donc & tout point Z de E; ou Eg correspond par
{ = G(Z) un point de Ey, ou de Ey . Mais, en général, la transformation
précédente appliquée 3 E; ne donnera qu’une partie de E,_.

32. En eflet, tout point de Ey se caractérise par ce fait que la
famille des R\(Z) (n=1, 2, ..., ) cesse d'y ¢tre normale. En un
pareil point, la famille des G[R|"] cessera d’¢tre normale, et par suite
aussi celle des R}"[G(Z)], ce qui prouve que G(Z) appartient a Ey,
comme on vient déja de le voir. Mais si { est un pointou les R}" cessent
d’étre normales, en tout point Z, qui lui correspond par G(Z)="{_ on
pourra bien affirmer que les G[R{"'] ne forment pas une famille nor-
male,mais on ne pourra pas en conclure nécessairement que la famille
des R|"n’est pas normale en Z: car il pourrait arriver que la famille
des R{™ fut normale en Z avec, pour limite, une constante égale & une
valeur qui soit point singulier essenticl de G(Z); des exemples de ce fait
vont-se rencontrer plus loin. Mais si G(Z) n’a pas de point singulier
essentiel, st c'est une fonction rationnelle, la circonstance précédente
n’est pas possible, en vertu de ce fait que, dans toute région ou les R{"
forment une famille normale, la famille des G[R{"] est aussi normale
lorsque G est rationnelle.

En définitive, la transformation { = G(Z) transforme E; en E; et
réciproquement lorsque G est rationnelle, et transforme Ej en unc
partie de E; lorsque G admet un ou deux points singuliers essen-
tiels.

En effet, dans ce dernier cas, a tout point { de Ej, correspondent
une infinité de valeurs Z racines de G(Z) = {; ces valeurs s’accu-
mulent autour des points singuliers essentiels de G(Z). En chacun de
ces points la famille des R;”[G(Z)] n’étant pas normale, celle des

(1) Poir mon Mémoire du Journal de Jordan, 1918, n° 19.
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G[R{’(Z)] ne I'est pas non plus; or, en vertu de la remarque déja
faite, que les points singuliers  de G(Z) sont les points exceptionnels
dans l'itération de R,, points qui sont isolés de E; par un domaine qui
s’appelle le domaine de convergence immédiat @, vers o, les racines
de G(Z)={ tendantvers o appartiendront au domaine ®@,, et pas a By, .
Iel il y a d’autres points du plan Z que ceux de ’ensemble E;, qui,
par { = G(Z), donnent E; . J’appellerai dans ce cas ¢;, 'ensemble des
pointsZoulafamille des G[RY"(Z)] n’est pas normale. ¢, contiendra K,
et &y, correspondra d'une facon biunivoque & Ej, par la Lransiormd-
tion { = G(Z).

33. On déduit de la un critere théorique permettant d’affirmer
Uimpossibilité de U’existence de solutions méromorphes ou rationnelles
de (3) dans certains cas. )

Il est clair en effet que si By, contientun continu, et si K}, est partout
discontinu, G(Z) ne peut exister, car elle transformerait ce continu
de Ej, en un continu appartenant a B} . Si E; contient une aire plane,
auquel cas L est identique au plan Z complet, G(Z) ne peut exister
que si L5, est lui aussi identique au plan complet. On peut exprimer
ceci brievement en disant que I’ezistence, des solutions méromorphes ou
rationnelles de (3) n’est possible que si la cohésion de B, et le nombre de
ses dimensions sont moindres que ceux de B, ou au plus égaux. Toutes
les fois que cette condition ne sera pas remplie, toute solution de (3)
sera multiforme, ou bien elle admettra tous les points de B, pour points
singuliers essentiels. Ce fait se produit notam ment pour I’équation de

Schreeder
JIR(Z)]=ss/(Z). .

Ici By, se réduit & Lorigine et K est parfait. Donc cette équation ne
peut avoir de solution méromorphe ou rationnelle. Une solution uni-
forme de cette équation doit admettre tout pointde E; pour point essen-
tiel. C’est ce qui arrive en effet ala solution de cette équation indiquéc
par M. Keenigs.

34. L'illustration la plus simple des considérations précédentes, c’est
I’étude de la fonction méromorphe de Poincaré correspondant 2 un
Ann. Ee. Norm., (3), XXXX. — Mar 1g32. 18
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point double répulsif d’une fraction rationnelle
J(s3)=R[f(5)]

Iei R, =s35, R, =R ct f est méromorphe. E; se réduil i lorigine
du plan z; par {= f(=) on obtient un point du plan g, c’est le point
double répulsif de R : il appartient bien a Ey. E; devient une partie
de By et par{= f(s)il correspond aux points {de K tout un ensemble &,
duplan z, contenant!’origine, et en tout point de ¢, la famille des /(s 3)
cesse d’étre normale; en tout point de ¢, distinct de 'origine, cette
famille cesse d’¢tre normale, alors que la famille des R} =s"z est
encore normale; 'explication est que la limite des s”= en un pareil
point est précisément la constante sz, point singulier essentiel

de f(z).

35. Ce qu'on vient de dire des cycles répulsifs de R, et R, s’ap-
plique-t-il encore aux cycles attractifs ou indifférents? Oui, mais il se
produit alors des simplifications parce que le nombre de ces cycles est
fint.

A cause de G[R}"] = R}’[G] & tout point d’un cycle attractif ou
indifférent de R, correspond un point d’un cyele attractif ou indifférent
de R,. Inversement, si { appartient & un cycle attractif ou indifférent
d’ordre » de R, [{=R{"({)], soit Z une racine de G(Z) =1, a sup-
poser que { ne soit pas valeur exceptionnelle de G, ¢’est-a-dire ne soit
pas un point exceptionnel dans I'itération de R,. On aura

G[RY(Z)]= ¢ =Ry (2).

Donc R{" sera, commeZ, une racine de G(Z) ={. Considérons alors les
itérées RY"(Z), RY"(Z), ... de Zpar I'itération de R{". Ils ne pourront,
s’ils sont en nombre infini, avoir pour points limites que les points
singuliers essentiels de G(Z), puisqu’en tous ces points G(Z) a la
méme valeur {; s’ils sont en nombre fini, Z appartient 2 un cycle de R,
ou est antécédent d’un tel cycle.

Conclusion. — Toute racine de G(Z) =, ou{estun pointd’un cycle
attractif ou indifférent de R,: 1° ou bien appartient & un cycle de R,
attractif ou indifférent, ou bien est antécédent d’un tel cycle; 2° ou bien
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appartient au domaine de convergencevers I'un ou [’ autre des deux points
exceptionnels possibles de ['itération de R ,.

'36. Etudions d’une facon plus précise les deux seuls cas ou G
possede des points singuliers essentiels : en ramenant & la forme
canonique, on aura R, (Z) =Z* ou R,(Z) = polynome en Z. On peut
toujours supposer 'entier £ positif en substituant au besoin & R, et R,
leurs itérées d’ordre 2. Quelle est alors la structure de ¢,,?

Soit Z, un point de ¢, ; au point {, = G(Z,) la famille des R}"'(C)
n’est pas normale; donc en Z, la famille des G[ R (Z,)] ne Iest pas
non plus. Ecartons le cas ou Z, ferait partie de Ep ; alors Z, appartient
au domaine de convergence vers o ou = si Ry (Z)=1Z, ou au
domaine de convergence vers w si R, (Z) est polynome.

Tout point Z, qui posscéde un conséquent commun avec Z, sera évi-
demment tel que la famille des G[R["(Z)] cesserad’étre normale enZ,.

Il en résulte d’importantes conséquences et en particulier une limi-
tation assez précise de la classe des fonctions méromorphes G(Z).
Etudions d’abord le cas de R, = Z*, nous passerons ensuile au cas
de R,(Z) = polynome qui n’est guére plus général.

37. Soit donc R, (Z) =Z* et G(Z) une solution de G(Z*) = R,[G(Z)]
qui admelte o et oo comme points singuliers essentiels.

Soit Z, un point de ¢, : les points du plan Z qui ont avec Z, un
conséquent commun forment un ensemble partout dense sur le
cercle |Z |- Tout ce cercle appartient & &, dés qu'un de ses

Zy
points lui appartient. ¢&,, se compose d'une infinité de cercles de
centre O et cet ensemble fermé de cercles est invariant par (Z|Z*) et
par son inverse. Comme les racines de G(Z) =1, ont o et » pour
point limite, les cercles de ¢, admettent o et » pour point limite,
et comme tout antécédent d'un point de ¢, par toute branche de I'in-
verse de Z™ appartient & ¢, les cercles précédents admettent aussi le
cercle |Z| =1 pour cercle limite.

En tout cas, E, sera formé d'un ensemble fermé de courbes analy-
tiques dérivant par { = G(Z) de ’ensemble des cercles précédents.

Il pourra arriver, si un de ces cercles passe par un zéro de G'(Z),
que les courbes analytiques de By, présentent des points de rebrousse-
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ment. G(Z) ne pourra donc étre méromorphe si Ey non superficiel
posséde des continus non analytiques ou est un ensemble parfait par-
tout discontinu.

On va montrer que si G(Z) est méromorphe, nécessairement Ly se
compose de tout le plan {. :

38. D’abord, si ¢, renferme un cercle isolé, Ey, comportera un arc
analytique isolé et la fraction R,(() sera une fraction a cercle ou
arc de cercle fondamental ('). Dans ce cas Ej, sera identique a une
circonférence ou un arc de circonférence. Par { = G(Z) on aura un
ensemble ¢, de cercles qui, en aucun cas, ne pourront s’accumuler au
voisinage de cercle |Z]|= 1 puisque sur un tel cercle G(Z) est méro-
morphe. On n’échappe & la contradiction qu’en supposant que I’équa-
tion {, = G(Z), {, étant un point de E;, n’a aucune racine Z, dont le
module soit =1 et cela n’est possible que si G est rationnelle. Si donc
G est méromorphe, aucun cercle de ¢y, n’estisolé.

\

39. A partir de maintenant supposons que <y, nulle part superficiel,
ne contient ancun cercle isolé. Soit Z, (|Z,| > 1) un point n’appartenant
pas a &g, Il est alors intérieur & une couronne circulaire, limitée par
deux cercles de ¢y, dans laquelle la famille des G[R{"] = G[Z*" ] est
normale. J'appelle e cette couronne circulaire, C, et C, les cercles
limites. Lorsque Z décrit e, { = G(Z) décrit un domaine simplement
ou doublement connexe du plan ¢, limité par une ou deux courbes
analytiques appartenant & K ; soit I' ce domaine, I', et I', les courbes
limites (qui peuvent étre confondues). Dans T' la famille des R{"[{]
est normale. Extrayons de cette famille une suite convergente
RI(C)(i=1, 2,...,%). Si cette suite converge vers une fonction
limite f({) qui n’est pas une constante ou méme si la limite est une
constante o n’appartenant pas a By , il est visible qu’a partir d’un cer-
tain rang, les aires I',, conséquentes de [' d’ordre n,, n,, ..., dans
l'itération de [{|R,()], coincident. En effet, toutes ces aires
sont limitées a l’ensemble E;; si la limite considérée n’est pas
constante, les aires I',, ont & partir d’'un certain rang des points

(1) V. Farou, Bull. Soc. math. Fr., 1920, n° 56.
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communs entre elles et avec ["aire qui dérive de I' par ' = £(0), et si
la limite est ¢ n’appartenant pas a i, les T', coincident & partir d'un
certain rang avec le domaine, délimité par E,, qui contient «. On
arrive donc ainsi 4 une certaine aire T, limitée par Ef, qui reste inva-
riante par une certaine itérée [Z |R'(Z)] et ses puissances. La fron-
ticre de T, est constituée par une ou deux courbes analytiques, pou-
vant, a priort, avoir des points de rebroussement isoles.

Par {=G(Z) il correspond a I', une aire <, du plan Z, limitée par
deux cercles el dans laquelle les G[Z"] forment une famille normale.
Les points de rebroussement de la frontiére de I', correspondent aux',
zéros possibles de G'(Z) sur la frontiere de <.

Si I, n’est limitée que par une seule-courbe, cette courbe ne peut
étre qu'un cercle ou un arc de cercle (*) et R, est une fraction a cercle
ou arc de cercle fondamental. Le raisonnement du n° 38 prouve
qu’alors G est rationnel. Ce cas est donc & écarter.

Si I, est limitée par deux courbes analytiques, on voitd’abord que
les points de rebroussement sont impossibles. En effet la frontiére
de ¢, ne comprend pas de cercle isolé; soit G’ un cercle de ¢, suffisam-
ment voisin du cercle C, fronticre de e, qui passe par a, zéro de G'(Z).
Il lui correspondra dans le plan de { une courbe I' qui fera un ou plu-

Fig. 1.

Plan 7 Plan £=6<2)

steurs tours autour de o = G(a) (voir la tigure 1), en vertu des pro-
priétés élémentaires de la représentation conforme autour d’un point

(v) Cela peut se déduire sans difficulté du théoréme énoncé au n° 43 du Mémoire cité
dans la note précédente.
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ou G'(a) = o, IV appartient & E, et clle traverserait la partie de T},
voisine de «, ce qui est contradictoire puisque I', ne contient 4 son
intérieur aucun point de E; . Les cercles G, et C} frontiéres de &, ne
contiennent done pas de racine de G'(Z) = o et I', n’a pas de pointe;
ses deux courbes limites T}, '} sont des courbes analytiques et sans pornt
double. T, reste invariante par [Z|RY'(Z)] et 'on peut supposer, en
remplacant au besoin R® par R%, que chacune des courbes limites
reste invariante. On peut faire la représentation conforme deI', sur un
anneau T du plan ¢z, limité par deux cercles concentriques T, et T, de
centre O; & Z et Z, = R™(Z) correspondent les points zetz,, et 'on voit
aussitot que ¢, est une fonction de ¢ holomorphe dans 'anneau T ez sur
sa fronticre, par conséquent dans un anneau un peu plus grand que
I’anneau T. De plus la substitution (z{¢,) laisse invariant 'anneau T.

. t . e \
La fonction log T‘I, harmonique et réguliere dans T, prend la

valeur zéro sur les frontiéres de T, elle est donc identiquement nulle;
par suite ¢, = ¢e’®, § étant une constante.

La représentation conforme Z =g (t) ¢tant holomorphe dans un
anrneau un peu plus grand que T, il en résulte une contradiction. En
effet, si 0 est commensurable & 27w, tout point t n”’aurait qu’un nombre
fini de conséquents distinets ¢,, t,, ..., ¢,. [l en seraitde méme dans le
plan Z, ce qui est impossible. Et si 0 est incommensurable a 2w, les
conséquents de z seraient partout denses sur le cercle de centre O
passant par ¢; tout point Z dans I, et dans un anneau 1", un peu plus
grand que T', serait tel que ses conséquents seraient partout denses
sur une courbe analytique passant par ce point. Or C, étant un point
de Eg, on peut toujours trouver un point A de Ey, assez voisin de G}, pour
appartenir a I'anneau I",, et qui appartienne & un cycle répulsif de R,;
cela tient a ce que, dans E;, les points des cycles répulsifs de R, sont
partout denses. Le point A n’a qu'un nombre fini de conséquents dis-
tincts, ce qui constitue bien la contradiction annoncée.

En définitive, on vient de démontrer qu’il est impossible ici d’ad-
mettre 'invariance d’un domaine limité a E; , lorsque G(Z) est vérita-
blement méromorphe.

40. On est donc forcé de supposer que, dans la couronne initiale
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du n° 39, la limite des G, (Z)=G[Z"](i=1, 2,...,») est une
constante appartenant a E; , et de plus, que toutes les itérées de l'aire T
du plan C par [{|R, ()] sont deux @ deux sans point commun. Ceci
encore va nous conduire & une impossibilite.

Considérons la suite des itérées d’ordre n; de T dans ['itération
par [C|R,(0)] : soit T, ces aires deux a deux sans point commun. On
peut supposer que { == n'appartient & aucune de ces itérées en sup-
posant par exemple qu’il est intérieur & une des aires antécédentes
de I'. Les ', sont alors, frontiéres comprises, toutes 4 distance finie.
Elles sont deux & deux sans point commun, leur superficie tend vers
zZ6ro avec 72— Toute aire v intérieure & I' a des itérées v,, qui ont pour

L

limite un point e de E; . Deux cas sont possibles :

1° Toutes les I',, sont, comme I', doublement connexes. Tracons
dans I" une courbe fermée A divisant I en deax aires doublement con-
nexes.: les itérées A, de A tendront vers «; par conséquent, les
courbes limites des I',,, qui sont intérieures aux courbes A,, tendent
aussi vers a. Le voisinage de «, point de E, , est donc tel qu’il contient
- une infinité de courbes fermées composées d’arcs analytiques et
appartenant a B . Nous verrons plus loin que ¢’est impossible.

2° A partir d’'un certain rang, les aires I, sont toutes simplement
connexes : si 'on prend laire y intérieure a I', ses itérées v, tendent
vers a. Au point o correspond dans le plan Z un point a a distance
finie tel que o= G (a). Aux aires I',, vont correspondre dans le plan Z
des aires contigués a &, ¢’est-a-dive des couronnes que nous-appelle-
rons 2,, et ces couronnes auront pour limite le cercle de &£, qui passe
par @. Pour qu'a une couronne e, correspondit une aire I',, simple-
ment connexe, il faudrait que e, contint au moins deux zéros
de G'(Z), et par conséquent auvoisinage du cercle de &£, passantparea
il y aurait une infinité de zéros de G'(Z), ce qui est impossible.
L’éventualité du 2° est donc impossible. \

40 bis. Reste 4 prouver qu’au voisinage d’un point de K, ne
peuvent s’accumuler une infinité de petites courbes fermées, apparte-
nant & i , et composées d’arcs analytiques, conclusion 4 laquelle nous
a conduit la premie¢re hypothése. Au point « correspond en effet un
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pointa du plan Z, par « == G(a) [« n’est jamais valeur exceptionnelle
de G, a sera une quelconque des racines de I'équation o = G(a)]:
a appartient a £, . L’ensemble des points de Ej situés dans un petit
cercle ¢ de centre o, se transforme pour { = G(Z) dans I’ensemble des
points de ¢, situés dans une petite aire & simplement connexe entou-
rant a et inversement. Or, ces points de ¢&,, constituent un énsemble
d’arcs de cercle, dontaucun n’est isolé, et qui traversent I'aire « d'un
seul trait au voisinage de a. Si G’(a) =~ o, il leur correspond dans le
plan Cune infinité d’arcs analytiques traversant I'aire ¢ d’un seul trait
auvoisinage de «; si G'(a)=o, il leur correspondra dans le plan des(
des arcs analytiques qui ne devront pas présenter de point double
[ puisque les aires du plan { correspondant aux couronnes telles que
les 2,, envisagés plus haut, ne doivent contenir aucun point de E |,
sauf peut-étre I'arc correspondant au cercle passant par a, qui, s’il a
un point de rebroussement, devra des lors se composer d’un arc
simple aboutissant en « et parcouru 2 fois en seus contraire : ces arcs
devront traverser I'aire ¢ d’un seul trait, sauf peut-étre I’arc corres-
pondant au cercle passant par « auquel pourra correspondre un arc
simple partant de o pour aboutir au contour de ¢ (voir fig. 2).

Fig. o.

6'(ew) ¥0 6a)=0

Comme on le voit, 'allure de I'ensemble des points de Ey, dans )
ne peut en aucun cas étre compatible avec I'existence d’une infinité de
petites courbes fermées appartenant a Ej_et tendant vers a. Il est done
bien établi que les hypothéses faites conduisent toujours & une con-
tradiction. Il n’existe donc pas de couronne  ou la famille des G[Z*"]
soit normale el par conséquent, si G est méromorphe, Uensemble B, est
identique a tout le plan C. A titre d¢ vérification, on remarquera que
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exemple formé au n° 18 provient précisément d’une fonction ellip-
tique p(u) et I'on sait que la fraction rationnelle R, qui exprime le
théoréme de multiplication de p(u) a pour ensemble By tout le
plan ().

La conclusion de cette ¢tude est donc que ’égquation

G(Z4) = Ry [G(Z)]

ne peut avour de solution méromorphe, avec o et » pour points singuliers
essentiels, que st l'ensemble By est identique au plan complet C.

41. La méme conclusion va ressortir de ['étude des solutions méro-
morphes de léquation

GIP(Z)] = R:[G(Z)] (P polynome en 7).

L’ensemble K des points ¢, ot la famille des R ({) n’est pas nor-
male, se traduit par { = G(Z) en un ensemble ¢, , du plan Z, des
points ot la famille des G[P"™(Z)] n’est pas normale. L'ensemble B,
des points ot la famille des P™(Z) n’est pas normale, est une partie
de ¢,,. B, estla (ronticre du domaine ®_, de convergence vers 'infini,
des itérces P (Z). 15, es( tout entier & distance finie. En un point Z,,
r’appartenant pas a ®., et ou la famille des P™ est normale, la famille
des G[P™| I'est aussi, et au point {, = G(Z,), celle des R, ({) I'est
aussi. &, se compose donc uniquement de points intérieurs 4 ®. et
de tous les points frontieres de ®.,-

Mais, si Z, est un point de ¢, , tout point Z, qui a, avec Z,, un cer-
tain conséquent commun P™(Z,) = P™(Z,), appartient aussi & &, . Or
il est facile de voir comment se répartissent ces points Z,. Bottcher a
en elfet prouvé I'existence d’une fonction ®(Z) holomorphe a linfini,
¢'est-i-dire développable & I'extérieur d’un certain cercle |Z| >R par

1 2
P(L)=a L + a,+ %—i— j’—z ey

et satisfaisant & I'équation

TO[P(L)=[®(L) [k =degré de P(Z)].

¢
(1) Foir par cxemple mon Mémoire du Journal de Jordan, 1918, p. 106, note ().
Ann, Ee. Norm., (3), XL. — M1 1923. 19
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M. Ritt (') a le premier étudié la distribution des points Z,, qu'il
appelle associés d’un point Z, donné, & aide de I'équation de Bottcher
précédente, qui raméne cette ¢tude au cas de itération [Z[Z'] en

posant
o (7)) =10, Q[P (7)] = U,= U~

> R, les associés de Z, sont par-
O(Z)| = |D(Z,)] qui passe au
U|=|U,| du

On voit ainsi que, au moins pour |Z
tout denses sur la courbe analytique
point Z, et qui, dans le plan Z, correspond au cercle

plan U. De plus, si |Z,| est assez grand, ®'(Z) =~ o, et par conséquent
la courbe précédente |®(Z)| = |®(Z,)| n’a aucun point singulier.

Cela étant, tout point {,de K} correspond & une infinité deracinesZ,
pour lesquelles |Z,| >R, {,= G(Z,).- Chacun de ces Z, est de ¢,, et
entraine avec lui dans ¢, toute la courbe analytique |®(Z) | = |®(Z,) |
qui passe par ce point (*). Donc la partie de ¢, telle que [Z]| >R, se
compose d’un ensemble fermé de courbes analytiques | ®(Z)|= const.
s’enveloppant mutuellement et tendant vers l'infini. Or ¢, est inva-
riant par [Z|P(Z)], et toutes les branches de [Z]|P="(Z)].

De toute courbe de ¢, située dans m. se déduisent une infinité
d’autres qui sont toutes ses antécédentes dans Uitération [Z|P(Z)].
Ces antécédentes pourraient présenter des points anguleux si la courbe
considérée passait par un point critique de P="(Z). Elles ont pour
limite la frontiére de ®. loutl entiére. En définitive, &, se compose
d’un ensemble fermé de courbes analytiques pouvant avoir des points
anguleux isolés, cet ensemble fermé ayant en particulier pour limite Ej,
frontiére du domaine ®... On va montrer que, st &, ne recouyre pas lout
le plan, G est nécessairement rationnelle.

42. D’abord, si ¢, contient une courbe isolée de la famille
des |®(Z)|= const., K, comptera un arc analylique isolé; ce sera
done un cercle ou un arc de cercle et 'on verra alors, comme au n° 38,
qu'il est impossible qu’au voisinage d’un point de E; s’accumule une

(1) C. R. dcad. Sc., Paris, { mars 1918.
(?) Poir ma Note aux C. R. Acad. Sc., Paris, du 21 novembre 1921, ol les considéra-
tions précédentes sont exposées pour foute fonction entiére.
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infinité de courbes distinetes appartenant & ¢, . L’hypothése actuelle
entraine donc que G(Z) est rationnelle.

43. Supposons maintenant qu'aucune courbe de &y, ne soltisolée et
que G(Z) soitvraiment méromorphe. Soient {, un point quelconque de
s Zoune racine suffisamment grande de G(Z)=%, (') pour que en Z,
et dans son voisinage ®'(Z) == o. La partie de By, intérieure & un petit
cercle v de centre {, devient, par { = G(Z), la partie de &, intérieure
4 une pelite aire simple ¢ entourant Z,. Or, au voisinage de Z,, les
courbes composant ¢, sont des courbes analytiques sans point
commun deux & deux et qui traverseront d’un trait I’aire ¢ au voisinage
de Zy = dans le plan T, la partie de L intérieure a v sera donc formée
de courbes analytiques sans point commun deux 4 deux traversant vy
d’un trait aun voisinage de ¢, et une discussion analogue & celle du
n° 40 bis prouvera que, si G'(Z,) =~ o0, ces courbes sont sans point
singulier ou double, et si G'(Z,)=o0 aucun de ces arcs n’aura de point
singulier ou double, sauf peut-é(re Parc passant par {, qui sera com-
pos¢ d’un arc simple reliant ¢, au contour de v et parcouru deux
fois en sens contraire. [Dans la discussion actuelle, les courbes
| ®©(Z) | = const. appartenant & &, jouent le role qu’ont joué dans le
cas ou P(Z) = 7" les cercles appartenant & ¢, .| En aucun cas donc, la
partie de K, intérieure & v ne peut comprendre une infinité de petites
courbes fermdes distincles tendant vers (,, ou un arc de courbe non analy-
tigue.

44%. Or considérons la fronticre de ®,, c’est-a-dire E,. Ou bien
®., est simplement connexe, ou bien son ordre de connexion est
infini (*).

Dans le premier cas, I, est un contour d’un seul tenant. Lorsque Z
décrit BBy, U= G(Z) déerit un continu appartenant a By, et si Epn’était
pas analytique, K, contiendrait un continu non analytique. K, est
donc analytique, c’est donc un cercle ou un arc de cercle. P(Z) se

(1) Un point g, de Ef, n’est jamais valeur exceptionnelle de G(Z).
(%) Poir mon Mémoire du Journal de Jordan, 1918, n® 46.
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raméne done soit & P(Z) =Z£, soit au polynome w(Z) qui exprime
Z,===cospsz en fonction de Z = cos=.

Le cas P(Z) = Z¥ a ¢té déja ¢tudié. Reste a eLudler le cas ou .»(/)
exprime == cos ps en Z = cos z. Bn remplacant au besoin P par P®, on
peut supposer que P (Z) exprime + cosps en coss. B, se réduit dl()l
au segment (— 1, +1). La solution @(/) du probléeme de Bottcher,
Cest alors : L

DL =7 + 1 — 1 = ez,
car on a .
/:e_”E;.i ot Ty=P(Z)= eiiz?—'~

O[7,] =7, + V13 —1 = eriz=[D(7)]".

Les courbes |®(Z)|= const. sont les ellipses homofocales de
JSoyers (— 1, + 1). &, estici composé d'un ensemble fermé d’ellipses
homofocales, dont aucune n’est isolée, et qui tendent vers (— 1, +1)
et vers I'infini. En raisonnant sur cet ensemble, absolument comme on
a raisonné aux n° 39, 40, 40 bis sur les cercles dont se composait
alors ¢, ,0n arrivera toujours & la méme conclusion : que G(Z) ne peut
étre vraiment méromorphe gne si B, et By recouvrent tout le plan.

45. Silafrontiére de @, n’est pas d'un seul tenant, c’est que @,
contient & son intérieur au moins un poin( critique a distance finie de
la fonction algébrique P-*(Z) inverse de P (Z). Le domaine ®, s'en-
gendre, en effet, a partir, de l'extérieur d’'une courbe C de ¢,,
|®(Z)| = const. suffisamment grande (pour que son itérée C, soit
extérieure & C) en prenanl les antécédentes successives, par toutes
les branches de P-'(Z), de l’aire infinie extérieure a C; ces antécé-
dentes sont limitées par les antécédentes C_,, C—,, ... de C, et ce n’est
que si une C_; laisse & son extérieur un point critique 0 ddistance finie
de P=*(Z) que C_.,, sera composée de plus d'une courbe fermée (*).
Alors C_;,,) sera composé d’au moins deux courbes fermdées limitant
deux aires simples extéricures I'une & l'autre (voir fig. 3, ou C_,
laisse & I’extérieur un point critique 0). Ces deux courbes C_,,, sont

(%) Voir Journal de Jordan mon Mémoire Sur l’itération des fractions rauonnellec,
n° 46. :
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intérieures a C_,. C_;,.,, comptera au moins 22 courbes simples limi-
tant des aires extéricures deux & deux et intérieures & C_g,,).

Fig. 3.

C_gy comptera au moins 2’ courbes fermées limitant des aires
simples deux a deux extérieures et toutes intérieures aux courbes
C'—(i—e»'/.——i)' '

Le nombre des points critiques a distance finie de P='(Z) est au
plus £ — 1 [£ degré de P(Z)]. Donc on peut choisir une suite d’aires
simples limitées par des courbes C_,, C_,, C_y, ..., C_,, ... telles qu’a
partir d’un certain rang ¢ ces aires laissent tous les points critiques
de P-' 4 I'extérieur, chacune contenant la suivante. Cela résulte de ce
que le nombre des aires [C_g,; | deux a deux extérieures augmente
indéfiniment avec A. Considérons laire finie (C_,); dans celte aire on
a des branches uniformes de '

PCU(Z), PED(ZY, ..., Pr(Z), ...,
qui transforment( cette aire en
C_(,I+1),‘ (:_.(,/.!,.2), ..y {:_._(q.,.n), e e ey

et par conséquent forment une famille normale dans C_, : une fonction
limite de cette famille ne peut étre qu’une constante, car si I'on trace
dans I'aire C_, une courbe fermée simple-C'_,, assez voisine du con-
tour C_,, les antécédentes successives de C’, pour les branches consi-
dérées des P (Z) viendront, comme les antécédentes du contour C_,
s'écraser, pour n = =», sur la frontiére de ®., ce qui serait impossible
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si la fonction limite n’était pas constante dans l'anneau (C_,, C7,). On
peut donc trouver une suite d’aires emboitées C_,, C_,, ... parmi les
C—g+nm» ---,» dont la limite est une constante a appartenant a I'en-
semble K, [I’ensemble Ejest 'ensemble limite des antécédents succes-
sifs d’'un point quelconque du plan (*)]. Au voisinage de «, &, com-
prendrait une infinité de courbes fermées distinctes C_,, C_,, ...
tendant vers «; au voisinage de o = G(a), E;, aurait un aspect ana-
logue de petites courbes fermées distinctes s’enveloppant mutuelle-
‘ment et tendant vers «, et 'on a vu que cela est impossible i la fin
du n° 43.

46. Toutes les hypothéses possibles ayant été examinées, on con-

clut que I'équation
G[P(Z)]=TR:[G(Z)]

ne peut admettre de solution G(Z) méromorphe dans tout le plan, ct non
rationnelle, que si l’ensemble B, recouvre tout le plan. L'exemple fourni
au n° 24 satisfait bien a cette condition puisqu’il résulte d’une fonc-
tion rationnelle R, exprimant un théoréme de multiplication de la
fonction p(u) de Weierstrass.

47. Remdrquc. — L’équation
GIR(Z)J=R[G(L)),

ou R est rationnelle [R,=R,=R], ne peut admettre de solution
méromorphe qui ne soit rationnelle, car une solution méromorphe ne
peut exister que si R, = R est un polynome ou bien Z*, et dans ce cas
R, = R admet un ensemble E; qui n’est pas superficiel.

Toute solution uniforme de

G[R];h[(}]

sera donc rationnelle ou bien admettra tous les points de Ej pour
points singuliers essentiels.

(1) Journal de Jordan, 1918, n° 27 et suivants, et n°* 14 et suivants.



