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SUR

UNE CLASSE FONCTIONNELLES

PAR M. G-ASTO^ JUL1A.

INTRODUCTION.

Le but du présent Mémoire est d 'é tudier les solut ions d 'une classe
d 'équat ions fonct ionnel les qui généra l i se l ' équat ion f o n c t i o n n e l l e

(i) r(^)=R[r^)] [M>i]

que Poincaré a é tud iée et pour laquelle il a prouvé l ' ex is tence de solu-
t ions méromorphes dans tout le p lan . Ayant déf in i une so lu t ion de (i)
holomorphe au voisinage de l'origine, un procédé classique d'exten-
sion d é d u i t la s o l u t i o n comme fonct ion méromorphe dans tou t le
plan. Si l 'on essaie d'appliquer la même méthode au type d 'équat ions

(3) < i [ H i ( ^ ) ] = R 2 [ G ( Z ) ] ,

Ri et Ra ra t ionne l les , Ri ayant un point double répulsif à l'origine

[ K K o ) = = o | I - ^ ( o ) ] > i ] ,

on vol t aussi tôt apparaî t re une différence profonde. Alors q u ' u n pe t i t
cercle c de centre 0 soumis à l ' i t é r a t i o n i n d é f i n i e de | ^ [ .v^ [ ( i n i l par
recouvri r une et une seule fois tout le plan des ^ sauf F ce, un petit
cercle G de centre 0 soumis à l ' i t é ra t ion indé f in i e de |Z| R i ( Z ) j recou-
vrira une infinité de fois le plan Z, sauf peut-être deux points excep-
t i onne l s ; d ' une façon précise' l ' i térat ion indéllnie de G par [Z 1-̂  (Z)]
engendrera, à la l i m i t e , la surface de Riemann S^ sur laquelle la fonc-
tion inverse de la fonction méromorphe Z == r\(s) satisfaisant à

r,(,^)=.i^[i\(^:| [ | ^ = = R , ( o ) | > i ] ,
Ann. Ec. j^orm., (3) , XL. — AVRIL 1923. l 3
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est un i forme. Cette surface de R i e m a n n S, est le domaine des valeurs
que F< ( z ) p rend dans le plan z.

De cette différence capitale résu l te que : tandis que la so lu t ion de( i )
est un/forme clans le plan .z 'y ce l le de (3), supposée holomorphe dans G,
se t rouve d é f i n i e , par l 'extension classique, comme fonction uni/orme
sur la surface de Riemann 2,, et non comme fonction uniforme de Z.

J'ai étudié ici les solut ions de (3) qui n ' admet ten t pas tous les
points d 'un certain ensemble pour points s ingul iers essentiels. Cet
ensemble p a r f a i t Ep^, est celui que j 'ai appelé a i l leurs <.< ensemble des
singularités de ritération de |Z[ R , ( Z ) |. » II joue ic i on rôle essentiel
et s ' i n t rodu i t n a t u r e l l e m e n t . Les solu t ions étudiées sont b ien un i -
formes sur S, : j 'en donne l'expression générale.

Puis (Chap. Il) j ' é tudie celles de ces so lu t ions qui sont u n i f o r m e s
d a n s tout le plan et je prouve qu'elles ne peuvent alors admettre pour
points s ingul iers essent ie ls que les deux points except ionnels possibles
de l ' itération [ Z | R | ( Z ) | . Cela me conduit dans cer ta ins cas, lorsque
l ' i té ra t ion [Z| R ^ ( Z ) | se ramené à celle d 'un polynôme, ou de [ZjZ71],
à reconnaître l 'existence de solutions méromorphes avec soit l'a;,
soit o et l ' i n f i n i pour seuls points essentiels. J 'en donne des exemples.
Puis je montre comment la symétrie de S,, dans le cas où [ Z [ R | (Z) |
est à cercle fondamental , ent ra ine l 'uniformité de la solution G dans
tout le plan Z, lorsque cette un i fo rmi t é est admise dans le cercle fon-
damental .

Enf in (Chap. IV) j 'étudie d 'une manière plus précise les solutions
uniformes', je montre d'abord, qu'elles ne peuven t être rnéromorphes
dans tout le plan Z, hors un ou deux points, que si la structure de E^
[ensemble des singularités de l ' i térat ion [ Z | R _ > ( Z ) ] ] est plus com-
plexe que celle de E^ : ceci s 'applique en part icul ier à l 'équation de
Schrœder où R^Z) == SZ (dont on retrouve ainsi la propriété de
n'avoir pas de so lu t ion uniforme non ra t ionnel le qui ne soit essentiel-
lement singulière en tout point de E(^) ainsi qu'à Inéquation d'Abel
où R a C Z ) == Z 4- a. Une étude assez serrée me montre enfin que l'équa-
tion (3) ne peut admettre de solution méromorphe (non ra t ionne l l e ) c/ue
si V ensemble E^ recouvre tout lr plan. Les exemples qu'on a donnés au
Chapitre II satisfont bien à cette c o n d i t i o n .

Cela fait désirer u n e déterminat ion complète de toutes les fractions
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r a t i onne l l e s IL(Z) pour lesquelles h'nseroble En, recouvre tou t le p l an .
Jusqu' ici on ne conna î t que celles q u i naissent de la mu i t i p l i c a t i on des
fonc t ions e l l i p t i q u e s (et les exemples d o n n é s au Chapitre II sont t i rés
de fonc t i ons el l ipt iques) . I l serai t i n t é re s san t , soi t d 'en t rouver
d'autres, soit de d é m o n t r e r que seule la m u l t i p l i c a t i o n des fonc t ions
e l l i p t i q u e s peut condui re à de p a r e i l l e s fonc t ions .

CHAPITRE I.
•Il ESC LUT 10 N î) 13 .1. ? HQ U AT 10 JN' G '[ R , ( Z ) ] == IL | G ( Z ) j,

R.1 ET IÏL ÉTANT DEUX Fil ACTIONS liATI.O.JNNîîLLES-

1. Je rappelle q u ' é t a n t d o n n é e u n e fonc t ion r a t i onne l l e que lconque
R(Z) de de^ré > i, dont a soit uu p o i n t d o u b l e répuls i f ,

a = H ( a ) , R'^y.)^^ |^|>i,

il existe ( 1 ) une fonc t ion rriéromorphe I\^) sat isfaisant aux deux con-
di t ions F(O):--:=^ r (o)=: ï
et à l 'équat ion f o n c t i o n n e l l e

(0 r(^)=H[r(^)].
Cette fonc t ion méromorphe dev ien t entière si R est un polynôme.
Dans tous les cas, el le est u n i q u e pour le p o i n t a. On l'appelle quel-

quefois fonct ion de Poincaré pour le po in t double a. C'est a ins i que je
l 'appellerai dans la su i te de ce Mémoire.

r(^) n'a de valeurs exceptionnelles que dans deux cas.

i° Si la relation Z, ==^ R(Z) peut, par u n e même substi tution
l i n é a i r e ( Z a—-~— \ sur Z et Z , , se ramener à laforme canonique

Z, == Ve

K ent ier pos i t i f ou négatif .

( 1 ) Foir POINCUIE, Sur une c'afîse nouvelle des transcendantes u/uforiïies (Journal dç
Jordan^ 1890),
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Alors r(s-) est la fonct ion exponentiel le e^' ou u n e transformée
hoîïiographique de cette fonc l ion exponent ie l le . Elle admet' deux
valeurs exceptionnelles.

2° Si la relation Z^ = R(Z) peut, par une même substitution linéaire
sur Z et Z ^ , se ramener à un polynôme Z^ = P(Z). Alors r(s) devient
par celte t rans format ion une fonct ion entière dont Fco est valeur
excep t ionne l le . La fonc t ion T ( z ) in i t ia le est alors la t ransformée homo-
graphique d 'une fonct ion en t i è re . Elle admet u n e valeur exceptionnelle
provenant de la valeur ce, excep t ionne l l e pour la fraction ent ière .

3° Dans tout au t r e cas F(s) n'a pas de valeur except ionnel le .

2. Ces propr ié tés sont corrélatives des propriétés suivantes de l'ité-
rat ion de R (Z). Soit y une pe t i te aire p lane , par exemple c i rcu la i re ,
entourant a. Lorsque Z décrit y, Z., = R(Z) décrit une aire y^ simple si
y est assez petite, Z^ == R |R (Z) ] = R;^(Z) décrit une aire y^ elc.

J'appellerai y ^ , ya, "y^ ... les aires que décrivent respectivement
Z^ Z^, Z;î, ... conséquents d'ordre i, 2, 3, ... de Z dans l ' i t é ra t ion
par R(Z), lorsque Z décrit T. .l'ai montré (1) que les aires Y ^ , y^, 7:,, ...
sont con tenues chacune dans la s u i v a n t e , et que trois cas sont pos-
sibles :

i° 1.1 y a deux po in t s du p lan Z et deux s e u l e m e n t qui restent exté-
rieurs à toutes les aires y//.. Alors Z^ == R(Z) se ramène, par l 'homogra-
pliie signalée au 1° du n0 1, à Z.^ == Z71'. Si l 'on exclut ces deux points
par des petits cercles, la. port ion restante du plan sera recouverte par
une cer ta ine a i re y^. Ces deux points sont les valeurs except ionnel les
der(-.).

2° II y a un po in t seu lement q u i reste extérieur à t o u t e s les y,/. On
est dans le deuxième cas du n° 1. Z, === R.i(Z) se ramène par homogra-
phie à un polynôme Z, = R(Z). Excluant le point exceptionnel par
un petit cercle, y^ recouvre .la pa r t i e - res tan te du plan pour n conve-
nable. Le point except ionnel est la valeur except ionnel le de r(^).

3° II n'y a pas de point qui reste extérieur à toutes les y,,. P o u r n
assez grand, y^ recouvre tout le plan y compris le point à l ' i n f in i .

( 1 ) Voir G-, JITLÎA, Sar l'itération clés fractions rationnelles (Journal de Jorclan, 1 9 1 8 ) .
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3. L/équat ion fonc t ionne l l e ( i)

r(^)=R[r(3):|
peut s'écrire

( 2 ) r [ p ( ^ ) ] = = R [ r ( , 3 ) ] ;
p(^) == sz est fonct ion r a t ionne l l e et du premier degré de ^ pour
laquelle z == o est un point double répulsif .

Elle peut s ' in terpré ter en un sens en d i s a n t que le s igne F est semi-
permutable avec le signe p de la fonc t ion rat ionnelle p(-s) en ce sens
que r [ p ( ^ ) j , s'il n'est pas i d e n t i q u e m e n t égal à p[F(:?)j ; , ^'st du
moins ident ique à une ' fraction rationnelle de F(s).

J 'ai mont ré a i l leurs , que F (s) effectivement méromorphe ne pouvait
être effect ivement permutable à u n e fraction ra t ionne l le de premier
deçré, car r[p^)]--:p[r(.-)]
ent ra îne , si Fon suppose F holornorphe à l 'origine, que F est rationnel
et du premier degré.

11 ne peut donc pas être question d'échanger les signes p et F, p étant
homographique et F méroinorphe. Mais on peut essayer d 'une semi-
permutabi l i té au sens exp l iqué par l 'équation

(^ r [p( . ) : ]=R[r( . ) ] ,
R étant une autre fraction ra t ionnel le .

Si R est du premier degré il est facile de montrer ( f ) que F ne peut
être méromorphe et doi t être nécessairement homographique en g .

Mais si R est de degré > i, l 'existence de F satisfaisant à'(2) est un
fai t classique rappelé au n° I .

Nous nous proposons ici d 'étudier les solut ions de l 'équation

(3) G[R,(Z):|=R,[G(Z)],

î{^ et R Û é t a n t des fractions r a t i onne l l e s de degré >i. Autrement dit
nous cherchons les fondions semi-permutables aux fonctions ration-
nelles,

( 1 ) Mémoire sur Ui per mutabilité c(es .^ubsttWiony rationnelles ( .̂ E, ZV» S., iQïî).
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4. On peut, sans festreindre la généf alite, supposer que F origine Z == o
est un point double répulsif commun à Ï^ et IL en remplaçant au
besoin R, et IL par des itérées convenables R^ et R^ et G (s) pur a + G(^),
a ̂ 7^ ^Tie certaine constante.

En effet,
G[R,(Z)]^B4Cr(Z)]

entraîne

G[B,[R,(Z)]]=R4G[Rl(Z)]]=R2[R2[G(Z)]]=î^ ) [G(%):l.

c'est-à-dire
GER^ZH^R^GCZ)],

et, de même,
G[R^(Z)1:=R^[G(Z)],

quel que soit l 'entier positif/?.
On sait ( < ) que les cycles de l'itération de [ Z [ R i ( Z ) j sont à par t i r

d 'un certain ordre tous répulsif s. C'est un fai t gros de conséquences
remarquables au point de vue de l ' i tération que le nombre de cycles
< ^ [ Z | R i ( Z ) J a multiplicateur ^ i est fini. Il existe donc toujours un
point 0 tel que

9=:'R^(6)
et tel que

f^R^n
——^L- == .S-, \S > 1 .

L dL jy^Q l

On peut , sans restreindre la généralité, supposer que 6 est l 'origine
du plan Z et aussi, en remplaçant au besoin R^ et R^ par c'î^ et ^3,
supposera =1,

On a alors
G[R, (Z) ]=R, [G(Z) : |

avec le développement suivant autour de l'origine,

R.i(Z) ^.yiZ-t-^Z2^- . . . , | ^ | > t .

rai longuement étudié dans le Mémoire sur l ' itération des frac"

( 1 ) Voir Mémoire Sur l'itération des fractions rationnelles (tournai de Jordan, 1918; .
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tiens ra t ion nelles du Journal de Mathématiques ( ^ ) l 'ensemble E^ formé
par tous les points appartenant à des cycles répulsifs de R^(Z). Cet
ensemble a un dérivé E^ parfait, remarquable à plus d'un titre. Si G(Z)
n'admet pas tout point de E^ pour point singulier essentiel, on peut
toujours supposer qu'à l 'origine, point double répulsif de R^Z),
G(Z) est holomorphe : il n'y a pour cela qu'à choisir le poin t 6, dont
il a été quest ion p lus liant, au voisinage d^un point de E^ qui ne soit
pas singulier essentiel pour G(Z).

Reprenons alors
G [ R , ( Z ) ] = R , [ G ( Z ) ] .

Avec le développement

R^(Z):=,?lZ4-•À2Z t 2-+• ...
et

(^Z^a+.^Z+^Z2^- . . . ,
on a év idemment

G (o ) == Ra [ G ( o ) ] ou a = [{2 ( a ),

ce q u i prouve que a est point double de IL, puisque rorigine l'est
p o u r R ^ . .levais montrer que a est répulsif pou r R^ comme o l'est
pour R,.

Mais auparavant un simple changement de notation nous permet de
poser

R 2 ( Z ) = : a + ^ 2 ( Z - ~ ^ ) ,

Ra étant une fonct ion rat ionnelle de Z — a qui s'annule pour Z == a, et
•aussi

G(Z)=a 4-(i(Z),

ce qui donne à partir de (3)

G[R,(Z)]=R,[G(Z)] ,
a 4-g[Ri (Z) ]=a4-^[â ' (^ ) ]

ou bien

(4) g[Rt(Z)]=^[y(Z)],

ON08 8 à â6.
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en supposant cette fois que l'on a les développements suivants à l'ori-
gine

R,(Z)==:s^-^^~{- . . . ,
^R2(Z) :=^Z4-^Z 2 - -^- . . . ,
gfZ^^z+^-h ...,

avec, on le sait, | .9j ̂ > i.
En ident i f iant dans (4) il vient

Donc ^ = ̂  si g\ =^ o.
Dans le cas général où

C;(Z)=^+ . . . , ^,^0, Â " > i ,

on aurait en ident i f iant dans les développements des deux membres
de (4)? les termes en 7}

§kS\=gk^

c'est-à-dire

Donc [^ | > i si l'on suppose | ^ i [ ^> i.

Si l'on a une fonction G(Z) holomorphe en un point de E« et satis-
faisant à

(3) G[B,i(Z)]"=H.[G(Z)],

H, et Ra rationnelle};^ de degré > i, on peut toujours supposer, sans res-
treindre la généralité, que V origine est un point double répulsif commun
aux deux substitutions [Z | R, (Z)j et [Z [ Ra(Z)'].

5. Nous le supposerons dorénavant . Dép lus , le choix qu'on a fai t
dans le précédent numéro, du point double 9 de [Z jR'f^Z)'], pour
l'amener à l 'origine prouve aussi que l'on a pu s'arranger pour que
G7 (9) soit -=f=. o. En effet, les points l imites des zéros de G'(Z) sont des
points singuliers essentiels de G(Z); or, il y a des points (Y de E;̂  non
singuliers essentiels pour G, et si l'on a choisi 9 au voisinage 'd'un
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parei l p o i n t 0\ d i s t i n c t des zéros de G^Z), en n o m b r e U n i s i tués dans
un pet i t cercle de centre 0', i l est clair que G ' f O ) sera -=/- o.

On peut donc, sans res t re indre la généra l i t é , supposer G^o) -=f=. o
dans l 'équat ion (3).

6. Le r a i s o n n e m e n t que je v i ens d'employer suggère u n e général i-
sation immédia te .

Considérons une fonction G(Z) pour laquelle l'ensemble (/es singula-
rités essentielles ne comprenne pas tous les points de L'ensemble parfaitE^
qui correspond à Vùération de R, , G (Z) satisfaisant bailleurs à

G[R,(Z):]=.R,,[G(Z):|.

I l existera, d'après l 'hypothèse, au moins un p o i n t 0' de E^ qui ne
soit ni po in t s ingul ie r essentiel ni pôle de G(Z) et tel que dans un
cercle convenable de centre O^ G'(Z) n ' a i t qu 'un nombre f in i de zéros.
I l existera, dans ce cercle, un p o i n t 0 qui sera pour R^(Z) un point
d o u b l e répu ls i f . Ce po in t 0 rendra les mêmes services que le po in t Û
essayé au n ° 4 . On pourra toujours le choisir tel que G'(6)^o. En
remplaçan t alors "au besoin R( et IL par leurs itérées d'ordre/? et G(Z)
par a -4- Ç;(Z) comme on l'a f a i t au n0 4, on voit donc que l'on peut
toujours, dans les hypothèses très larges faites au début du n° 6, sup-
poser que G(Z) est fiolomorphe à l'origine^ supposée point double
répulsifcommun ci R, e t R ^ , avec en plus la condition G'^o) ̂  o. Cela
ne restreint pcis la généralité des hypothèses du n° 6.

7. H e p r e n o n s d o n c ( 3 ) .
G | : R , ( Z ) ] = S { , [ C ( Z ) ]

avec les développements

( 5 ) ( Ri(Z)=.çZ+ ^Z2^ ...,
( R;i(Z) -==^Z+ pigZ2 -4" ...

[on a s == l î4(o) == R^(o), car on a vu au n° 4 que .s',==^ lorsque
^^(/(o)^*], et
(6) G(Z)==^Z+^ZM- .... :

4firt, Éc, Norm.y (3), XL. — ÀypiL 1923, l4
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Si l 'on ident i f ie les développements des deux membres de (3), on
voi t que tous les coefficients g\^ ^, ... se dé te rminent sans ambigu ï té
à par t i r de ^"i (qu i reste a rb i t ra i re ) lorsqu 'on se d o n n e R^ et IL. On
pourra i t a i sément mont re r la convergence du développement de G(Z)
par la méthode des majorantes . La méthode suivante est p lus instruc-
tive pour démontrer l'existence d'une solution de (3 ) définie par le déve-
loppement (6), solution holomorphe à l'origine.

8. I l existe en ef ïe t u n e fonc t ion méromorphe f o n d a m e n t a l e 1̂  pour
H ( et u n e [\, pour R^ déf inies respect ivement par

( 7 ) r,(^) = s{i|;r^):|, r., (o ) == o, r ^ ( o ) == i ;
(8) :â\(^)::-: R,|T,(^)], r , (o )==o , . r , ( o )^ r .

S'il exis te une solut ion (6) de (3), on aura

G[g^i:r,(.)]|^H4G[r,(,.)]]
ou bien

(9) . G[! \ (^^) ]=R,[ ( i [ r , (^) ] j .

Si G est holomorpbe à l 'or igine/on aura

(^)=G[r^)]=^+... ,
Q(z) sera holomorphe à l 'or igine et vérifiera

(^) Ç(^)^B, [Ç, (^) ] ,

qui n'est autre que l 'équation (8).
Il est alors imméd ia t que

g^)-^r,(^).
En e f Ï e t : i° II est v is ib le que E, (^ s) se développe autour de l 'or igine

par
T.,{S'iS)=^z ^-.. .;

2° 11 est visible que r^) comme 1:\(^) satisfai t à l 'équation (8);
3° Si l 'on cherche u n e série entière en z sa t i s fa isant à (8), les coef-

ficients de s-, z\ ... sont dé terminés sans a m b i g u ï t é à partir du
coefficient de ^,
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^(^) et ^ ï ( g ' ^ ' ) ont le même terme en s et satisfont à l 'équation (<S)
tous deux, ils sont donc identiques; on a par conséquent

r,(^)==g(G).=G[r^)].
Si donc on pose

( 1 0 ) z=r^)
et si l 'on désigne par
( ic/) ^ = = y , ( Z ) ,

la fonct ion inverse de F, (s), la fonct ion G(Z) que nous cherchons,
pour satisfaire à (3) et au développement (6), ne peut différer de
(il) G(Z)=r,[^y,(Z):l.

9. Réciproquement , (n) déf ini t b i e n u n e fonc t ion holomorphe en 0
satisfaisant à (3) et se développant par la formule (6),

.En effet, z = y,(Z) se développe, au tour de 0, par la formule

,^y,(Z)--==Z+...

et cette fonction "^(Z), holomorphe en 0, sa t i s fa i t à l ' équa t ion dite de
Schrœder

( 1 2 ) yi[RiW]=^i(Z).

Donc r \> [^Y<(Z)J est holomorphe en 0 et a un développement en Z
'commençant par

^iZ+...;
de plus, on a

G[R,(Z)]==r,[^7,[R,(Z)]]=r,[^^,(Z)],

à cause de (12).
Or s

r,(^)==R,[T,(0]
et, en posant

S=^r/ i (Z) ,
on aura

r ,[ .^y,(Z)]=R,[r,[^7,(Z)]]=:R,[G(Z): |
puisque

G(Z)=r,[^y,(Z)] .
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Donc
<:1[R,(Z)]=R,[G(Z)] .

Ainsi est prouvée l 'existence de la solution holomorphe (6) de (3), et
l'on a son expression
( I3) " | G(Z)r=:r,[^(Z);|
avec

Z^r .Cy^)]

pour marquer que y,(Z) est l ' inverse de T ^ ( z ) . On peut encore
écr i re (i3)

^[^7, (Z)]=G[r jy , (Z) : ] ]
ou bien
(i4) Y,(g-^)^ G[Ti(z)]

Une fois prouvée l 'existence d 'une solution holomorphe en 0 pour
l 'équation (3), pour chaque va leur de g\, on pourra supposer que
g ' ^ == i, pour é t u d i e r G.

En effet, si l 'on désigne par G^ la solution de (3) qui se développe
par

G ^ = = ^ i Z 4 - . . . ,

la relation (i4) montre que
r,(^):=G^[r,(.)],

en sorte que toutes les fonctions G^ dérivent b ien s implemen t des
fonctions de Poincaré r\ (s) et T ^ ( z ' ) . '

10. Avant d 'éludier dans t o u t le plan la fonction G('Z), revenons
sur un cas que nous avons écarté au 11° 5 parce qu'on peut toujours
choisir le point 9, qu'on amène à l 'origine de façon que G^O) = o.

Supposons ici que R,(Z) et fL(Z) ayant toujours l'origine pour
p o i n t double répuls i f , on veuille chercher une solution G(Z), holo-
morphe à l 'origine, de l 'équation (3)

G [ R i ( Z ) ] = R , [ G ( Z ) ] ,
telle que
(^/) , G(Z)==^+^IZ^1+... (^o).
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Cela revient à supposer

G(o)= G^o) ==.. .== 6^-^(0)=: o [G-^5 (0)7=0].

On aura
Ri^.çZ.+.^Z^t-. ..

et r ident i i ïca t ion des développements des deux membres de (3) prouve
que le développement de FL commence nécessairement par ^Z Çvoir
d'ailleurs le calcul da n0 4)

R^.s^Z + [J.^-}~ . . ..

On voit que g^ peut être pris arbitraire ~=f^ o et qu'alors tous les
coefficients su ivan t s de G(Z ) se dé terminent , sans ambiguï té , à partir
de ëp-

l ' I . Si donc (3) a une solu t ion holomorphe (lY^)» cette solution est
u n i q u e lorsque gp est déterminé.

Un calcul analogue à celui du n0 8 d o n n e

G [ g ^ [ r , ( ^ ] ] = R , [ G [ r , ( ^ ] j
et, en posant

g ( ^ ) ^ G [ r , ( ^ ) ]
et se rappelant que

r,(;^)=Rjr,(^),
il v ien t

G[r,(^)]=R.,[g(^)]
o u b i e n
( 1 5 ) (,(^)=R,[g(3)].

La fonct ion de Poincaré r ^ ( z ) , r ^ ( z ' ) = z -(-..., relative à IL et à 0,
sa t i s fa i t à
(16 ) Ï\[SPZ]=R,[Ï\(Z)].

g(s) = Q\T^(z)\ a un développement = ̂ ^-+-.. -
Considérons

g.(^)=r,[^^],
son développement sera

q ^ z ) ^ g ^ P +- . . . .
On aura aussi i çi2(^)^r,[^^^].
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Dans (16), on a, en remplaçant z par ^/^V
r,[^^^]=:R,[r,(^^)-|;

par conséquent

(17 ) ^(^)-IU^)].

Comparant (i3) et (17), cm verra que g,(s) et c ; ( z ) sa t isfont à la
même équat ion fonct ionnel le (i5) et débutent par le même terme g p Z ^ .
Si l'on calcule les coefficients successifs d'une solution de (i'5) dont
le développement en 0 débute par g p ^ ^ on voit que tous ces coeffi-
cients sont déterminés, sans ambiguï té , par le premier coef f i c ien t ^.

On ep conclut par un ra i sonnement c o n n u
y , ( . )=g(^ )

ou enlin

W , G[r,(^)]=r,(^^).
Pour marquer que G(z) débute par g^, j'écrirai G^[Z|.
On voit que la seule solut ion holomorphe G^/Z), possible pour (3),

est
09) G.,(%)=r,[^[^(Z)p] ,

z =='y^(Z) étant, comme d'habitude, la fonct ion inverse de Z = T ^ ( z ) .
On a

y , [ R , ( Z ) ] = . 9 ^ ( Z ) ,

équation de Schrœder, et l 'on en dédu i t

G^[R,(Z)]==r,[^[y,[R,(Z)]p]=r,[^^[^(Z)r].
D'ailleurs

ou encore

Donc

T,(sp^^R,[r,(z)]
r,(^^^)=R.,[r,(^^)-i.

0,JR,(Z)]=^,[^^;y,(Z)!/ ï)^R,[^,(^Sy,(Z)^)]=:R,[G^(Z)].

On a donc bien en (19) la solut ion, débutant par g/^, de l'équa-
tion (3). Cette formule (19) contient d'ailleurs la formule (i3) trouvée
précédemment.
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12. Nous n 'avons jusqu ' ic i résolu, q u ' u n problème locale à savoir :
trouver une fonc t ion holomorphe à l ' o r ig ine supposée p o i n t double
répulsif , conunun à H ( ( Z ) et ïL(Z), de façon que cette fonction G satis-
fasse à

G[R.(Z) ]=R,[G(Z)] .

Mais les propriétés connues de l ' i t é r a t ion de R, , rappelés aux n05 1
et 2, v o n t nons servi r à t rouver tout le domaine (V existence de G et ses
singularités.

Ces conclus ions se t i ren t de l 'expression de G :

( - ÎO)

(^ (Z) == 1\[.̂  ( / ) ] on r,[^] ̂  (;„ [l\(^]
e il | ) o s a n i Z == F i ( ,3 ) ;

G^,(Z) = F, [^ ; y. (Z) ^ j ou r,[^^:] ̂  G,,|:r, (^) ]

avec Z=n:,Fi(;).

En ef îe t , Z = = r , ( ^ ) é t an i u n e fonc t ion mérornorphe, son inverse
5 , = = Y ^ ( Z ) est une fonct ion dont les singularités sont connues Çvoir
I V E K S E N , Thèse Sur les fonctions inverses des fonctions méromorphes^
Hel si n g'fo rs, r 914) •

Elles sont de deux sortes :

i° Des points critiques algébriques Z/ qui s 'ob t iennen t en prenant
toutes les racines s/de T[(z)= o et eu les t ransformant par Z^== Ï\ (^).

2° Des points critiques transcendants qui coïncident avec les valeurs
asymptotiques de la fonction F\ ( z ) .

I l peut ar r iver qu 'un même p o i n t Ç soit cr i t ique algébrique pour
certaines branchés de Yi (Z) et c r i t i que t ranscendant pour d'autres
branches de cette f o n c t i o n .

En ver tu de l 'expression

ou
G (Z)=r,[^y,(Z)]

G^. (Z) r : - I \ [ ^S7, (Z) ; / - ] , 1

puisquo la fonct ion 1^(2) est nïéroinorphe, la f o n c t i o n G sera uniforme
et méromorphe sur la surface de R i e m a n n du plan Z, sur laquel le
v < ( Z ) e§t eJle-TOênie un i forme. Les points critiques algébriques de
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y, (Z) seront, en général, des points cr i t iques a lgébr iques de G^('Z),
pouvant aussi, que lquefois être'-des pôles.

Je dis, en général, parce qu ' i l pourra i t arriver qu 'une branche de
y < ( Z ) ayant un point critique algébrique en Z^ donnâ t naissance à une
branche de G^(Z) n'ayant plus de point cri t ique. Mais il ne pourrapas
arriver que la branche de G^(Z), correspondant, à la branche consi-
dérée de yi(Z) , ait. en Z^- un point transcendant.

De même, si une branche de y, (Z) a en 'C un po in t cri t ique trans-
cendant, la branche de G^(Z) correspondante sera, en général, trans-
cendante en L G^(Z) est u n i f o r m e sur la surface de Riemann de y,(Z)
et méroînorphe en tout point de cette surface qui n'est pas un poin t de
ramification.

Donc, en général, c'est-à-dire si les fractions ra t ionnel les l\^ et ÏL,
auxquelles correspondent 1̂  (s) et I\(>), n'ont pas de relation part i -
culière, la fonction G^(Z) ou G^(Z), que rem a définie au voisinage de
F origine, sera définie dam tout le plan Z par la relation (20) : elle sera
multiforme à une infinité de branches. Sa surface de lïiwiann est celle
de y^Z), inverse de Z ==r\(Z). Ses singularités^ points critiques algé-
briques ou transcendants^ seront celles de y^ (Z ).

Dans tous les cas, les singularités critiques de G^(Z) ne pourront
jamais figurer que parmi celles de y,, ( Z ).

J'ajoute, en passant, que si R , se ramène par homographie à
Z.-rR^Z)^^ (A'=i, a, . . . ,œ),

y, (Z) est définie en tout p o i n t du plan, sauf aux deux points excep-
tionnels (signalés aux n081 et 2) de l ' i té ra t ion de R , ( Z ) . Ces deux
points sont transcendants pour toute branche de y,(Z) q u i y devient
nécessairement inf inie (voir Iversen). Ils seront, en général, transcen-
dants pour G^.. En tout autre p o i n t Z, G^ a, au moins , une branche
méromorphe.

Si Zi = B, (Z) se ramène par homographie à Z, = u n polynôme en Z,
il n'y a qu'un po in t exceptionnel ^ pour l ' i tération de R,. Ce point,
critique t ranscendant pour toute branche de y<(Z) , le sera pour G.
en général. ^

En tout autre point, G^ aura, au moins, une branche méromorphe.
Enfin, si Z^ -== R^(Z) ne se ramène pas à un polynôme ou àZ , = Z^1,
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G^ (Z) aura au moins une brandie méromorphe en tout po in t Z du
plan.

'.1.3. 11 y a toutefois, relativement aux poin ts critiques transcendants
de G(Z), u n e remarque impor tan te à faire. On sait que, si *( est cri-
t i que t ranscendan t pour une branche de ^(Z), cette branche tend vers
rinfini q u a n d Z tend vers t par un c h e m i n convenable . Cela revient
presque a dire que les points critiques transcendants de 71 (Z) sent ies
valeu rs asyndétiques de I\ (^/valeurs l imi t e s dé terminées at teintes par
r ^ ( z ) sur des cheimns convenables a l l a n t à r i n f i n i dans le plan ^.
Cependan t , i l faut du soin pour l 'établir , a i n s i que l'a mon t r é M. Iversen.
z t e n d a n t vers r i n f î n i de façon queZ tende vers '(, il pourra arriver que
l\(s ) ne tende î^ers aucune limite déterminée^ en sorte que *C se trouvera
être pour G à la fois point critique et point d'indétermination. Ce fait
sera même à considérer comme le fait général. Car si les fractions Ri et
IL n 'ont pas de propriété commune autre qu 'un point double commun
répulsif, les chemins a l lan t à r i n f i n i sur lesquels ï"\(^) et T^^)
tendent vers des l ini i tes 'déterminées ne seront pas les mêmes.

En voici u n exemple bien simple.
Prenons

R,(Z)=Z4

et
• R^Z)^?^.2--!.

Il y a un point d o u b l e répulsif c o m m u n qu i est Z == i. Les mu l t i p l i c a -
teurs sont égaux à 4-

La fonc t i on de Poincaré correspondante ests po

F,=^

|.\ :=: CQSzV'2^

pour la première, et

pour la seconde.
Si l 'on cherche une solut ion de

( 2 1 ) . GCZ^atGCZ)] 2 - ! .

on posera, comme nous l'avons vu plus haut,

(i^ (Z) === i 4" g, (Z - J) -h ̂ (Z — lY 4- .

Ann. Éc. /Vorw., ( 3 ) , XL.— AVRIL 1923. l5
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puisque ici les mult ipl icateurs des deux f rac t ions R i et IL pour le point
double Z == i sont égaux.

Prenons seulement g^ ==== i

(,(Z)=:i-+- (Z-- i)4-. , . ,
alors'on aura

OtZ^r^y^Z^^cos/v /ay^Z) ,

y, (Z) étant la fonction inverse de

Z=e^ y , (Z)=lo^Z.
Donc

G(Z) •=. cosi\/2 Jog'Z

qui , év idemment , satisfait (21) et se trouve bien être holomorphe
pour Z == i.

o et ^ sont valeurs exceptionnelles de <^ et, corrélat ivement , points
critiques t ranscendants de logZ.

Sur tout chemin du plan Z qui tend vers zéro, logZ tend vers l'inilni.
Supposons que Z tende vers l'origine sur F axe réel positif ̂  logZ tend
alors vers l ' inf ini sur l'axe réel négatif; ^ 'vûtogZ, suivant la détermi-
nation de \/logZ choisie, tendra vers l ' inf ini" sur l'axe réel positif ou
sur l'axe réel négatif et cos^'v/alogZ oscille sur ces axes entre les
valeurs -4- i et •— i. L'origine est donc à la fois point crit ique transcen-
dant et poin t d ' indélermination de G(Z). C'est même un p o i n t d'indé-
termination complète.

Car à la région j Z | ? . c , £>o et très petit, correspond, dans le plan
z == logZ, le demi-plan

c^)5IOg£,

loge est négatif.
La région que décrit \/2^ == v 2 l û g Z est uae port ion de plan l imi tée

par l'hyperbole équilatère

C^est la réffion où
2

•/2__ r>2

==:lôgÊ.

a-— ('-
——— < logs.

C'est la région ne contenant pas l'origine.
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Le po in t : ^ y a s décrira la région où
(7- —— ff^

————— < I()^£,

l imi t ée par l 'hyperbole conjuguée de la précédente et contenant les
parties a l ' i n f i n i de l'axe réel (axe deà //) positif et, négatif. L'angle des
asymptotes étant Zp° ^t la fonct ion cosinus étant pér iodique, de
période 21:, on voit (\\i elle prendra toutes les valeurs finies sans exception
dans Ici région précédente.

14. Tout ce qu'on a dit jusqu'ici suppose u n e seule condition : à
savoir que la solution considérée G(Z) de

4; [ | { , (Z) ] - r :ê^ [G(Z) ]

soit holorn^rphe en un certain point A de l'ensemble par j ait E^ qui cor-
respond à l'itération de B, (Z ).

Car, sous cette seule suppos i t ion , on peut déterminer un point 0 de
Ejt, (suff isamment voisin de A) qui soit point double répulsif pour une
certaine itérée ^'(Z) de R^(Z) et de façon que G(Z) soit holomorphe
en 9 [avec au besoin G'(0) ̂ o, ce q u i y à vrai dire, n'est qu'accessoire).

En posant
^(Z)-!^ el ^(Z^R^,

on aura
(i[.flJ=^[G]

et l 'on verra que G se tronve définie dans tout le plan Z, fonction muiti-
forme, à partir de ses valeurs an voisinage de 9, les points critiques
algébr iques ou t ranscendants é tan t ceux de de la fonction inverse de la
fonct ion de Poincaré relative au poin t double répuls i f 0 et à la fonc-
t i o n cR.i .

CHAPITRE II.
SOLUTfONS UNÎ^ORMES DE G[R((Z) ') == Pt^ [ G( Z)1.

CATIACTEÏIES GEJV 1";RA'UX.

15. Nous allons main tenan t particulariser le problème proposé au
début : (rouver les solutions de G(Z) de (3) qui soient uniformes dans
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tout le plan Z ci mérojnorphes en un certain point A de l'ensemble E^
relatif à R.,(Z).

La solution considérée n'admettra plus pour points cr i l iques algé-
briques les points cr i t iques algébriques de y^ (Z), mais il pourra arriver
que les points critiques transcendants de 'Y i (Z ) demeurent des points
-singuliers essentiels de G(Z). Reprenons l'expression

G^(Z)=r,[^i^(Z)^].

Supposons qi^au p o i u t Z o considéré une branche au moins de Y i ( Z )
soit régulière ou n'ait qu'un point critique algébrique. Ceci arrivera
toujours si Zo n'est pas une des deux valeurs exceptionnelles possibles
de la fonction 1̂  (^).

La branche holomorphe ou algébroïde en Zo de y^ (Z) donnera pour
I\*[^}^ (Z)^] une branche méromorplie ou algébroïde onZ^e t , comme
G^== T^\g'p\^^ (Z) i^] est uniforme, ce sera une fonction rnéromorphe
en Zo.

On voit que si G^ est supposée uniforme, ses seuls poin ts singuliers
essentiels possibles à distance linie ou in f in ie ne pourront être que les
deux valeurs except ionnel les de la fonction T ^ ( z ) , dès l ' ins tant que G
est supposée méromorplie en un point de E^ ensemble parfait d é n n i
par l ' itération de R ^ .

Or, les valeurs except ionnel les possibles de -ï^(^) ne sont autres,
comme on l'a rappelé aux n^ /! et 2, que les points exceptionnels de
l ' i tération de la subs t i tu t ion [Z | R, (Z)|. Suivant qu' i l n'y a pas de ces
points exceptionnels ou qu'il y en a un ou deux, on a trois cas à envi"

16. Premier cas. — La subst i tut ion [Z |R i (Z) ' j n'a pas de point
exceptionnel : elle ne peut se ramener ni à un polynôme, ni à
Z^ == Z '̂ par une même t ransformat ion homoHraphique sur Z et sur
Z ,=R. (Z) . ,

Alors G^ ne peut avoir de point s ingul ier essentiel. C'est une jonc-
tion rationnelle^ dès l ' instant qu'on la suppose uniforme dans tout le
plan et méromorphe en un point au moins de E^ ensemble parfait
r e l a t i f àB^ .

On peut encore dire que toute solution un i fo rme et non rationnelle



SUR UNE CLASSE D ÉQUATIONS FONCTIONNELLES. 117

de l 'équation
G[Ri(Z)=:R,[G(Z): |

admet nécessairement pour points singuliers essentiels tous les points clé
l7 ensemble parfait Ej^ que définit V itération clé [ Z | R ^ ( Z ) j , lorsqu'on
suppose que celle substitution ne se ramène par homog'raph ie ni à Z, == poly-
nôme en Z, ni à Z, == Z^71. En particulier, toute solution méromorphe de
cette équation se réduit à une fonction rationnelle.

Un cas particulier de cette proposit ion a été donnée par M. Fatou
dans le cas où [ Z | l ï i ( Z ) J est une subs t i tu t ion à cercle fondamental
(voir Bull. Soc. math., t. XLVII1 , n0 40, p. 216).

17. Deuxième cas. — Si la substitution Z | R i ( Z ) se ramène par
homographie à

Z^Z^ (Â--r:i^, . . . ,cc),

toute solution uniforme de

G[R,(Z)] -=R,[G(Z)]

n'aura dans tout le plan que deux points singuliers essentiels possibles
q u i seront o et :c lorsque R i (Z ) aura été ramenée à Z, === Z^ et, de toute
façon, qui seront les deux points exceptionnels de l'itération de
[ Z | R i ( Z ) ] . Supposons la réduct ion canonique faîte par une même
subs t i tu t ion sur Z et R , (Z ) ; G(Z) uniforme et satisfaisant à

GI^J^R^GCZ):]

ne pourra avoir d'autre p o i n t singulier essentiel que o et oc. La fonc-
tion r\ (2) re la t ive à Z^ == Z^' étant ez, on aura

z = y , (Z) = logZ et G^(Z) =: Ï\[^(\o^r) == g(IogZ),

(j(^) é îan t u n e fonct ion méromorphe de z.
Lorsque Z décrira un cercle autour de l'origine, logZ augmentera de

^îu, et pour que G^(Z) soit un i fo rme , il faudra que ^(-s) admette la
période 27:1.

"On pourra encore écrire
r.[^]=G^],

G^(Z) n'ayant d'autres points singuliers essentiels que o et^c.
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18. Donnons ici un exemple simple et remarquable du cas précé-
dent.

Prenons Z=Z^ k entier positif, et supposons que la substi tution
Z j R , > ( Z ) ait le point double répulsif Z= i c o m m u n avec [Z jZ^] . Le
mult ipl icateur , pour cette dernière, est s ^ = / c . Je chercherai une
solution

G(Z) := i -+ -^ (Z—Q 2 - + - . . . ,

correspondant à p == 2.
Alors, il faudra que le multiplicateur de IL pour Z = i soit égal à /r,

carré du multiplicateur de R ^ pour Z == i.
Considérons alors la fonction méromorphe, d o u b l e m e n t périodique,

r(s) suivante, aux périodes ('2'rct, a) (a réel pos i t i f )

r(^)==p(^+îT^),

j3(^) étant la fonction classique de Weierstrass relative aux périodes
fondamentales 27cz, a.

r(.s) est holomorphe à rorigine, et c'est une fonction paire elliptique
d\)rdreï. \ étant un entier quelconque, r(X^) sera donc une fonction
rationnelle de r(^), à cause de cette parité de r(s) que respecte la
multiplication de l 'argument par un entier.

On aura
r ( s )=Ao-hA^+. . . [Ao=p(7TO] .

Donc
7^)=^=^^+...AO j

sera une fonction paire dese tév idemmpntY(Xs) sera fonction ration-
nelle de y(-s), puisque TÇAs) l'est de TÇz), toutes les fois que ). sera
entier positif.

Considérons
. / . T. /^1w^K/l].

son développement autour de l'origine est

ÏVO)==i -4-54-. ..

et c'est une fonction méromorphe puisque y est paire
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On aura
r,(^)=y[^j.

Donc I\C^X2) sera fonction rationnelle de r./.^ = = 7 4 / — pour toute-^ - ; • ^ - v " ' |y fj.. l •
valeur entière posil ive A. .le prends À == / c ' 2 ,

r,(^^)=R,[r,(^)],

[ Z | H 2 ( Z ) ] sera une substitution rationnelle admettant Z == i pour
point double répuls i f de mul t ip l ica teur /f2 ; r^{z) est la fonction de
Poincaré correspondante.

Si, dès lors, je choisis ^=== ;x, p == 2, la solution de 1/équafcion

G[Z^: |= :R, [G(Z)] ,
qui sera de la forme

( 3 ( % ) = = I + ^ ( Z - I ) 2 + ^ ( Z - I ) 3 - + - . . . ,

s'obtient par la formule

G(Z)=:r,[^(]o^Z)^]=r,i:^(iogZ)^.

^1 i .p
Or

Donc
•••'-'-^IVIJ-x;1'^

( ;(Z)=-r[iogX).
•^n

Or r(a) est une fonction el l ipt ique aux périodes 27:^ a; en posant

u = logZ,

la fonction r(logZ) sera méromorphe en Z, sauf peut-être aux points
Z == o et Z == co. . <,

Or, ces deux points sont effectivement des points singuliers essentiels
r f^r( logZ) , puisque, en effet, l'existence, pour T ( z ' ) , de la période a
entraîne

G(Z)=G(Z^),
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ce qui prouve que les racines de toute équation
G(Z)=:a

admettent o et o> pour points limites.
La solution G(Z) trouvée est donc bien uni forme en Z et avec les

deux points s inguliers essentiels isolés o et =o. On verrait aussitôt que
G(Z) est d'ordre nul au voisinage du point à l ' inf ini , comme au voisi-
nage de zéro [c'est-à-dire que la suite des racines de G ( Z ) = a qui
tendent vers -+- ̂  est d'ordre nul].

19. Ce dernier phénomène est d'ailleurs général. Reprenons la for-
mule générale r.(^^)=G^,(^),
G^ étant la solution méromorphe considérée de

G(^)=R, [ :G(Z) j .

C'est un résultat connu que r^), fonction de Poincaré de Ra pour le
point double répulsif considéré, est une fonction à'ordre fini et non nul
(voir par exemple VALÎRON, Thèse Sur les fondions entières d'ordre nul et
d'ordre fini, n0 48).

r^gp^) est aussi d'ordre fini et non nul.
Or, si G^ est méromorphe et d'ordre non nul, on montre aussitôt

que G^e3) est d'ordre infini, d'où une contradiction.
En effet, Z,, Z^, ... étant les zéros de G(Z)—a [a, valeur non excep-

tionnelle de G(Z)j dont les modules sont r^ r.^ .... les zéros de
G^)— a seront tous les points

jog/^ -1-2/^-4-^ [Z,,=:r,,e^]
. (/•== I, 2, .. ., 00; À- == 0, ±: I, ±: 2, . . ;, ±:CO).

Si G est d'ordre non nul, la série

STT

pour k positif et bien choisi, est divergente; il suffit de prendre k infé-
rieur à Pordre de G.
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Dès lors, la série
y î
^(iogr^

diverge que l que soit A, car , ^ grandi t indéf in iment avec n quel
. » ( '^É? / ' r i ) 'que soit À.

La série
ŷ( log r / / -h /^ )A

devient aussi divergente^ car

. . . ! —^=^^;
ci fortiori

W_____!_____
^ ̂  ( log-^, + 2 /^-+- /^)À

sera d ivergente pour tout A.
Donc G(^) est d'ordre infini. G ne pout donc être d'ordre -=^ o.

1 9 bis. On peut cependant montrer que si o c^^e cF être point nn-
Sulier essentiel de G(Z), Vin fini cesse de l'être aussitôt et G(Z) devient
rationnelle.

Ce point ayant déjà été démo'ntré avec soin, nous nous contenterons
de renvoyer le lecteur au Bulletin de la Société mathématique de France,
tome XLVUI, n0 41 du Mémoire de M. P. Fatou.

En voici u n exemple s imple analogue à celui du n0 13.
Reprenons

Z i = R , ( Z ) = Z 2 ,
Z 2 = = ' R 2 ( X ) = 2 Z 2 — r

comme au n0 13.
Prenons cette fois, pour point double répulsif commun, Z == î avec

mult ipl icateur 2 pour la première, 4 pour la seconde.
Nous prendrons

G^(Z) =: î -4- .^(Z -— î)2-}- . . . avec .̂ 2=: -1-, p •= 2.

La fonct ion de Poincaré pour Z^ == Ra(Z) et pour Z == r est

.Ta (s) ===.cos^V25* 1

^7^». £c, Norm^ (3), XL .— AVRIL 1923, iÇ
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Pour r\(^) ce sera
z=:r,(s)=^ ' ' ,3=iogz.

Donc, on aura ici

G ^ ( Z ) = c o s / i / 2 . ^ ( l o g Z ) 2 = c o s ( / I o g Z ) = = c h ( l o g Z ) ,

G^(Z)=^Z+^) • .

qui n 'admet pas Z == o pour po in t s ingu l ie r essentiel et se réduit bien
à une fraction rat ionnel le .

20. Troisième cas. — Si la substitution [Z [ R i (Z)] a un point excep-
t i o n n e l , on enverra ce point à l ' in f in i par u n e homographie sur Z,
R, (Z) . Alors [Z|R,(Z)] devient un polynôme Z, = P(Z) et toute solu-
tion uniforme G(Z) de

G [ P ( Z ) ] = R , [ G ( Z ) : | ,

méromorphe en un point de V ensemble par fait Ep relatif à f itération de
P(Z), est mèromorphe dans tout le plan.

En supposant que P et IL orit u n point double répulsif commun à
l'origine, dont JT^ et Ta^) sont les fonct ions de Poincaré, 1̂  sera ici
une fonction entière et l'on aura

r2[^^]=G,jr^)]
si, à l'origine,

G.^^Z^....

On peut voir de sui te , par la considération des ordres, que, si G n'est
pas d^ordre nul, G [F, (^) | sera d'ordre infini.

21. En effet, partons de ï\Çsz)= Pr^^5)!» en désignant par s le
multiplicateur de P à l 'origine,

P ( Z ) : = ^ Z + . . , . .

Si l'on ordonne P par puissances décroissantes, on aura

PCZ^^A^-t-...,
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et si l'on prend [Z^r^ r^ é tant assez grand, on aura

\PW\>[^-^,\\V€\> Zj71-2,

£ étant un nombre pos i t i f assez petit dépendant de r^.
Choisissons, dans le plan. -s, un. cercle de centre 0, de rayon FQ assez

grand pour que, dans ce cercle /'o, ^(( s) prenne toutes les valeurs Z
dont le module est ^/^. Cela est toujours possible.

Alors, dans le cercle ^ [ ^ [ ^ k o ? r.i(s) prendra, toutes les valeurs Z
en module telles que m^/t)^,
puisque , à u n e aire du plan Zqui recouvre le cercle |Z |$r^ , l ' i tération
par P(Z) fait correspondre une aire qui recouvre le cercle [ Z J ^ Ç ^ ) ^ " " 2 ,
et puisque r . ( .s 'G)=:p[r , ( . ) ; i .

De même, dans le cercle l ^ l ^ r j . y ) 2 , T^z) • prendra toutes les
valeurs Z en module telles que

|Z|S(r;y^\

fît généra lement , dans le cercle z\^r^\s\^, \ ent ier et positif quel-
conque, Fi (Z) prendra toutes les valeurs Z e-n module telles que

1%|S(^--< • .

Ceci posé, soit a une va leur non exceptionnelle quelconque de G,
supposée d'ordre non n u l . Les racines Z/; de

G ( Z ) = - a

sont alors telles qu'il existe un nombre positif a (inférieur à l'ordre)
tel que la série

y±
^ Rf . . . - - . • ^ .i

(iivero.e
R.=|Z,|.

Considérons l 'équation
r^)==z, . ' • • ' • 1
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il est clair que si l'on choisit pour X^- le plus p e t i t entier tel que

(rï^-^l^

la fonction ï\(z) prendra la valeur Z, dans le cercle r^'; A, devra être
choisi tel que

/,, .0.. LR/
(^^Lr?

ou bien
^ LLR—LLr;

Â/> L ( A - - £ ) "

Je désigne par z^ un tel po in t , où r(.s) == Z^, i l yen aura sûrement
un de module p^- tel que

p/^'oM711

en posant
. LLR,—LL/-Ï
^ L(/^) -I-

22. L'équation
G[r,(,s)]=a

compte, entre autres racines, toutes les racines ̂  qu'on vient de déter-
miner, de façon que

pi<ro\s\^.

Si donc je désigne par 'C/,. toutes les racines de G[I\(^)j = a, la sommé
V ^ est > V -^ puisque les p^- ne sont qu'une partie des | *(/,. (a esti - h p [
positif quelconque) quel que soit a positif fixe. Je dis que la
serle 2 "̂  diverge.Pi

23. Ehi effet,
i i

p? /^M^-'
y-L>-Ly—_.
^ p? - rg ̂  | , \^-

Tout revient à démontrer que

y__ ==v-'-
,̂-1 | s 1^ ^ o•'À••

diverge, s- == | A [" est > i quel que soit a.
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• Or11 ! ! ! , , •
^•^O-ALLR,-^

A et B étant des constantes (A = ^, ) ;

fj^i-zz. (oA'LLRr+'B' . . . - ' ! .

A-X), , A'=—————
L ( Â - — £ )

et la nature de la série V -y- est la même que celle de

v ' _ v I ' '
^^u^ '~Z^(LR/ )

Or, quel que soit A' positif, B, grandissant indéf in iment , il est visible

que „ ^ grandit i n d é f i n i m e n t ; par conséquent ^771—? diverge

comme ̂ ^-
II est donc prouvé, que G[T^^)] est d'ordre inf ini , si G n'est pas

d'ordre nu l . Et puisque T ^ ( g p Z P ) est, comme î\Çz^ d'ordre fini, il
résalte de

^[é-p^^G^,^)]

que G ne peut être que d'ordre nul si elle est méromorphe.
Lorsque la subs t i tu t ion | Z ( B ) ( Z ) ] se ramène à la forme polyno-

miale [Z [ P(Z)] par une transformation homographique, toute solution
uniforme de

G [ P ( Z ) ] = R , [ G ( Z ) ]

ne peut être qu' une fonction (V ordre nul ou une fraction rationnelle^ dés
Vinstant ciiCon la suppose méromorphe en quelque point de l'ensemble
parfait Ep relatif à F itération de [Z ( P(Z)j,

Toute solution uniforme qui ne serait ni rationnelle^ ni méromorphe
d) ordre nul, admet nécessairement tous les points de E^ pour points sin-
guliers essentiels.

24. G peut-elle être une fonction méromorphe d'ordre nul? Oui, en
voici un exemple.

Je prends le polynôme Z, == P(Z) == 2 Z 2 — i déjà envisagé préeé-
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demment. Z = i est un point double répulsif de mul t ip l ica teur 4 pour
la substitution Z< = = a Z 2 — i . La fonction de Poincaré T^z) corres-
pondante, c'est

z ^î\(s)-=cosi\/'^.

La fonction inverse, c'est

^^—^(arccosZ)2^-/^).

D'autre part, je considère, suivant u n e idée déjà ut i l isée au n° 18, la
fonction <p(^) doublement périodique de Weierstrass, aux périodes
27:, a Ça non réel) qui est paire et d'ordre 2.

Je pose
r(^)=.p^+7r),

r est paire, elliptique, d'ordre 2, et holomorphe pour z == o,

^( . s )=Ao+AlZ â „+ . . . .
Je considère

•/(.)= ï^.AO

c'est encore une fonction paire, elliptique, d'ordre 2, holomorphe à
l'origine :

' . • y ( -3 ) -== i + ^--s2 4- . . .. '

On sait que y { u ) é tant paire, p(\u) est fonction ra t ionnel le de p(u).
pour tout entier positif A. 11 en est de même de r(^), à cause de sa
parité et de son ordre; r(A-s) es( fonction rat ionnelle de r(s). Il en est
de même de y(^).

Je prends
r,,,)=,[^].

A cause de la parité de y, Fa est une fonction uniforme et méro-
morphe de s

. r,(-s)==i-t-5+....
On a

r.(.P)=y[\^|.
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Or, pour X entier, v(X^) est fonction rationnelle de v(^); donc

T ~ ^ { / 1 sera fonction rationnelle de Y \ i / 1 -i- v P-A • i LV p-]
Donc r^(^À2) e^ fonction rationnelle de r^-s) pcw tout entier

eositif"À.
Je vais prendre X == 2 ; alors

r,(43)=B,[r,(5)].
La substitution [Z[ IL(Z)'| estrat ionnelle. Z==i est un point double

répulsif de multiplicateur 4, comme pour [ Z j P ( Z ) ] . La fonction de
Poincaré est évidente : c'est TzÇz).

25. Je choisis pour Inéquat ion

G[P(Z) ]==S^ [G(Z) ]

une solution se développant autour de Z = i par la formule

G(Z)=i+^(Z-i)4-... ,

c^est-a-dire, dans nos notat ions habituelles, p = i,
On aura

G^Z)=I\[^(Z)]
avec

Donc
yi(Z)==-. i(arccosZ)2 .

G,,(Z)==r, ["- Ç(arccosZp"[ ^y [arc cosZ^/- ̂ J .

Je prends main tenant g\= — 2 ̂ ..
II v ient alors

G(Z)===yfarccosZ"|=: -.- F [arc cosZ]*
Ao

La Ibnction r est paire et admet la période 211, donc G(Z) est une
fonction qui a toujours la même valeur, quelle que soit la détermi-
nation choisie pour arccosZ. C'est une fonction uniforme dans tout le
plan des Zet méromorphe en tout point à distance finie. Elle est donc
méromorphe ou rationnelle.
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.Or elle n'est pas rationnelle. En effet-., on a

G(coss) == — r ( G ) .
A.o

Partons d'une valeur arbitraire ^o; toutes les valeurs ^ + na font
acquérir à F(s) la même valeur que s^ puisque a est une période
der(^)

G[cos(^o4- fia}] = G[cos3o].
Les points

Zo=rcos^o? Zi==cos(^i-4-a) , . . . , Z^=: cos(,5o+ / ^^)

font acquérir à G(Z) la même valeur.
De plus, a n'étant pas réel, la partie imaginaire de z^ + na tendra

vers 4- ce ou — co quand n tend vers oc, suivant le" signe de la partie
imaginaire de a. On en conclut que Z^ tend vers l ' i n f in i si n tend vers
l ' infini. L'équation G(Z) == a a donc toujours une inf ini té de racines
s'accumulant à l ' infini. G est donc réel lement rnéromorphe et non
rationnelle.

Si l'on voulait résoudre complètement G ( Z ) = = a , on aurai t à
résoudre

r(arc cosZ) = A^a,
ce qui donnerai t

arc cos Z = ± Ç -+- m^ a TT •+ m^ a,

m^ et m^ entiers quelconques.
Ç étant une racine depÇC + 'n:) == A^a,

Z=cos [±Ç+ mi27T+ m2a]==cos(±:Ç+ nua).

Il suffît de prendre

Z = = c o s ( Ç •+- /n^a), • w2==o, ± i, z b a , ' . . ^ ± co.

Ces points n'ont d'autre point limite que le point à l ' inf in i . On peut
voir aussi que le module de

Z^== côS(Ç -+- na)

est comparable à ^M^) pour n très grand,
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a (a) désignant la partie imaginaire de a, qu'on peut supposer > o,
la suite des Z^ est donc évidemment d'ordre zéro. G est bien d'ordre
nul .

26. Conclusion générale. — Considérons l 'équation

(3) G [ R i ( Z ) ] = î î , [ G ( Z ) ] .

1° Si [ Z | R i ( Z ) j est une subs t i tu t ion sans valeurs exceptionnelles,
c^est-à-dire ne se ramenant ni à un polynôme, ni à fZlZ^71 '], l 'équa-
tion (3) n'a d'autres solutions méromorphes que des fonctions ration»
nelles.

2° Si [ Z | R i ( Z ) j se ramène à un polynôme [Z |P(Z) | , l ' é q u a t i o n (3)
peut admettre des solutions méromorphes qui ne soient pas des fonc-
tions rationnelles, mais ce sont toujours des fonctions méromorphes
tordre nul.

3° Si |Z[B. i (Z)] se ramène à [ Z j Z ^ j , k entier positif, l'équa-
tion (3) peut admettre des solutions uniformes avec deux points sin-
guliers essentiels o et co. Ces solutions sont tordre nul. Les deux
points singuliers essentiels existent simultanément ; si Pun d'eux cesse
d'être essentiel, l 'autre cesse de l'être aussitôt; autrement dit, l'équa-
tion (3) n'admet ici d'autres solutions méromorphes dans tout le plan
que des fonctions rationnelles.

4° Dans tous les cas, toute autre so lu t ion un i fo rme de (3) admet
tous les points de l'ensemble parfait E^ pour points singuliers essen-
tiels.

CHAPITRE III.
UN CHÏTÉIÎ.1UM D'UNIFOHMITÉ POUR LES SOLUTIONS DE L'ÉQUATION

(3) G [ R , ( Z ) ] = R â [ G ( Z ) ] .

27. Lorsque la solution G n'admet pas pour points singuliers essen-
tiels tous les points de l 'ensemble parfait E^ relatifs à l'itération de
Z < = = = R.,(Z), on a pu supposer, sans restreindre la généralité, que R^
et Ra admettaient toutes deux l 'origine pour point double répulsif.
G s'est trouvé alors uniforme sur la surface deRiemann correspondant

Ânn. Éc. A^rw., (3) , XXXX.— MAI 192.3. ^7
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à la fonction Yi(Z) , inverse de la fonction de Poincaré r \ (^) de Ri
relative h l'origine. • - • • ' ^

Si s = }{\ (o), | .s' | > i et Ri (o) = o, on a

r^^^Ritr^)],
z==ri(r,),
.^(Z).

Pour simplifier la su i te de cette exposition, nous supposerons
- ^ , • ' G^o^o, • •

c'est-à-dire qu'autour de Z == o on a

^(Z^^Z+^Z2^..., ^o.

On sait alors que, si T ^ ( z ) est la fonction de Poincaré pour IL?

Ra(o ) :=o , R , ( o ) = - R ; ( o ) :=.<?, M > ^
r,(^)=R,[iu.)],

on aura
G^Z)=r,[^y,(Z)].

Dans quel cas peut-on affirmer que G^est un i fo rme en Z dans tout
le plan? C'est là une question délicate et c'est une pure tautologie que
de dire : il faut et il suffît que, pour toutes les racines de l 'équation
en z, . ! 1

• ! ' r , ( . .)=Z, • . .

T^g^ z) doit acquérir la même valeur, et ceci quel que so?.t z.
Il y a un cas très intéressant ou l 'uniformité de G dans une partie du

plan entraîne l 'uniformité dans tout le plan : c'est celui où la substi-
tution [Z | B i (Z)] est à cercle fondamental.

M. Fatou ( ^ ) a étudié l 'équation (3) en supposant, plus spéciale-
ment, que [ Z j R i ( Z ) ] est (^première espèce, c'est-à-dire que l'en-
semble E^ se compose de toute la circonférence du cercle fonda-
mental et/en outre, que l 'équation (3) admette une solution méro-
morphe 'dans le cercle fondamental et sur ce cercle lui-même.

(r) £ull. Soc. math, Fr^ 19^0, n051 38 et suivants.
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II a alors démontré qu'une pareille solution de (3) était nécessaire-
ment rationnelle.

Nous pourrons supposer à volonté que le cercle fondamental est le
cercle tr igonoraélrique ou le d e m i - p l a n supérieur, sa circonférence
étant la circonférence de rayon i ou l'axe réel, suivant les cas, .et
nous allons, plus généralement, étudier l 'équation (3) dans le cas
où [Z II, (Z)j est de première ou de deuxième espèce. On va voir que si
elle admet une solut ion uniforme dans le cercle fondamentale cette
solution sera uniforme dans tout le plan et cette propriété t ient essen-
tiel lement à la symétrie^ relativement au cercle fondamentale de la sur-
face de Riemann sur laquelle y^ (Z) est uniforme.

28. Pour le voir aisément, supposons que le cercle fondamental soit
le demi-plan supérieur; Ri(Z) es ta coefficients réels, Ï{\Ço)==s est
réel, .y> i.

L'équation
r,(^)=Rjr^)]

déf în i t une fonction méromorphe T ^ ( z ) à coefficients réels. Les voisi-
nages de Z == o et de z = o se correspondent de façon conforme par

z=:iu^

l'axe réel de Z se t ransformant en l'axe réel de 2 au voisinage de l 'ori-
gine. Que B,i soit de première ou de deuxième espèce, tout E^ sera
engendre par un nombre fini/? d'itérations de là partie de E^ situé sur
un petit segment. AB de l'axe réel entourant l'origine. A la portion
de En, située su rAB correspond dans le plan z un ensemble situé sur
un pe t i t segment ap comprenant l'origine. La mult ipl icat ion indéf in ie
de cet ensemble par s, ,r\ ... engendre un ensemble ^situé sur l'axe réel

, du plaira et1 qui sera parfait discontinu si R, est de', deuxième.espèce,
qui sera composé de tout l'axe réel. si R, est de première espèce.. Cet
ensemble est l 'ensemble Cs, ou la famille des T ^ ^ ' s ) (/z==;i, 2,.... lcol)

• n'est pas normale. Il correspond à E^ par la transformation Z= F\ (^).
ôç ne peut contenir aucun point qui ne soit sur l'axe réel.

En effet, si; en So non réel bu avait r\ ( ^ o ) === Zo, Ï^ étant réel, on
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aurait
r,(.,)=R.[r^)].

Or I\(^) == Zo étant réel et l'équation en Ç, R^Q^^Zo n'ayant que
des racines réelles puisque [ Z | R i ( Z ) | est à cercle fondamental ,
I^ 1 0 ) serait aussi réel, et, plus généralement, tous les r ^ ^ )
seraient réels.

Tous les points ^o» ̂  ̂  - " ? ^ s'alignent sur une demi-droite A
issue de o et tendent vers l 'origine. A est distincte de l'axe réel, si ^oo

0n'est pas réel. On aurait donc, au voisinage de l'origine des points :yo5«s>
où F^ prend une valeur réelle sans que ces points soient sur l'axe réel.
Ceci contredit le fait signalé plus haut : Z==r^) fait correspondre
les voisinages des origines dans le plan Z et z de façon que les axes
réels se correspondent. Il est donc prouvé que l'équation en z

:r,(3)z-z,
Z étant réel, a toutes ses racines réelles.

Si l'on prend Z dans le demi-plan supérieur, toutes les racines z
seront dans le demi-plan supérieur. Si Z reçoit des valeurs '(, et ^
symétriques par rapport à l'axe réel, les racines des équations

r, ( . )==?„
r ,(^)=ç,

sont deux à deux symétriques par rapport à l'axe réel du plan z. Tout
ceci est immédiat. Comme conséquence, Cs est tout entier sur l'axe
réel.

Il est aussi immédiat que l 'équation R ^ ( Z ) = o n'a aucune racine
réelle si R<(Z) admet pour cercle fondamental le demi-plan supérieur.
Par conséquent les conséquents, dans l ' i tération [ Z | R , ( Z ) j , d e ces
racines ne fournissent aucun point réel. Mais les racines de R^(Z) ==o
étant deux à deux symétriques par rapport à l'axe réel, l'itération de
ces racines fournira u n e suite de points dans le demi-plan supérieur
et une suite dans le demi-plan inférieur symétrique de la première
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par rapport à l'axe réel. On en conclut, par un raisonnement déjà
f a i t ( 1 ) , que l'équation r ^ ( ^ ) = = o n'a aucune racine réelle et ses
racines sont deux à deux symétriques par rapport à l'axe réel. Ces
racines proviennent, par Z = I^(s), de la suite des itérées indéfinies
des racines de R ^ ( Z ) = = o . Il y a symétrie parfaite dans le plan s et
dans le plan Z grâce à la transformation Z = r\ (s).

Considérons la fonct ion z == "y^ (Z); ses points critiques algébriques
sont les conséquents successifs dans l ' itération par R^ des points
où R^(Z) = o. On connaît la d i s t r ibu t ion de ces points. Deux cas sont
possibles :

T° [Z|R.a( 'Z)] est de première espèce et ordinaire. Alors elle admet
deux points doubles attractifs symétriques par rapport à l'axe réel
vers lesquels tendent respectivement les conséquents de tout point du
demi-plan supérieur et du demi-plan inférieur. Ces deux points
doubles sont les deux seules valeurs asymptotiques que possède r\ Çz):
ce sont deux points critiques transcendants pour Y i ( Z ) ; ils sont les
points limites vers lesquels tendent les points critiques algébriques.

2° [Z | Ri (Z)] est singulière de première espèce, ou bien elle est de
deuxième espèce. Alors le point limite unique sur lequel tendent les
conséquents de tout point du demi-plan supérieur ou du demi-plan
inférieur est sur l'axe réel, et c'est encore un point critique transcen-
dant, le seul, de ̂  (Z) (2).

29. Ceci posé, supposons que Z, partant d'un point de l'axe réel,
décrive un lacet ^ dans le demi-plan supérieur, entourant un seul
point critique de y < ( Z ) et revienne à sa valeur initiale. Le point z qui
l u i correspond décrira dans le demi-plan supérieur une courbe
ouverte C^ allant d'un poin t z ^ de l'axe réel à un autre point ^ d^
raxeréel[r^(^)=E.(^)] .

A cause de la symétrie de la surface de Riemann de y^ (Z) il est clair
que, si Z décrit un lacet ^ symétrique du précédent par rapport
à l'axe réel et si l'on part de Z avec la détermination s^ de "Yi(Z), le

(1) Voir mon Mémoire Sur la per mutabilité des substitutions rationnelles, n08 26 à 32
de la ^ Partie.

( 2 ) Lorsqu'il existe, on pourra le supposer à Finf in i .
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pointa va décrire une courbe C^ a l l an t de ^ à s^ et symétrique de C^
par rapport à l'axe réel. On en déduit que, si Z décrit l'ensemble ^ -4--< 2
des deux lacets, z revient à sa valeur initiale.

Plus généralement, si Z décrit une courbe fermée quelconque
symétrique par rapport à l'axe réel, z =y(Z) revient à sa valeur ini-
tiale.

Tout ceci est presque intuitif, vu la symétrie de la surface de
Riemann.

30. Reprenons alors la relation

G,,(Z)==r,[^7,(Z)J

et supposons que G^ soit uniforme dans tout le demi-plan supérieur.
G, holomorphe autour de l 'origine, sera uniforme et holomorphe sur
la surface de Riemann de Y^)- ^^ sera ^e P^ uniforme dans le
plan Z.

En effet, partant d'un point Zo de l'axe réel, faisons décrire à Z un
lacet quelconque -(^ dans le demi-plan inférieur et considérons le
lacet symétrique <^ dans le demi-plan supérieur. Partant de Zo
avec s , = = = y , ( Z o ) , on revienten Zo avec is en suivant 4^2, et en sui-
vant ^ on reviendra aussi en Z^ avec z^ si l'on est parti avec z^ Dans
le demi-plan supérieur, G étant uniforme, on aura

r,[^^]=r2[^^]
puisque partant de Zo et suivant ^^ on reviendra en Zo avec la même
valeur de G qu'au départ. Il en sera donc de même si l'on suit ^2,
puisque les valeurs initiales et finales d e ' Y , ( Z ) sont z^ et -Sg pour ̂
comme pour .ç^.

Tout lacet du demi-plan infér ieur ramène donc la même valeurde G
qu'au départ. G est uniforme dans tout le plan si elle F est dans le cercle
fondamentale et cela tient essentiellement à la symétrie de la surface de
Riemarïn sur.laquelle yi (Z) est uniforme,

31. Dans le cas qui nous occupe ici, la substitution [ Z J R i ( Z ) ]
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n'a de points exceptionnels que si elle peut se ramener à la forme

Zi = Ri ( Z) == 7/- ( k en t i e r > o ) ;

le cercle fondamenta l est le cercle tngonornétriqtie. Dans ce cas parti-
culier, on a vu au n° 18 que G peut admettre les deux points excep-
t ionnels o et x- comme points s ingul iers essentiels isolés. Si l'un de
ces deux points cesse d'être essentiel, l'autre cesse de l'être par le fait
même (n° 19) et G devient r a t ionne l l e .

Si la substitution |Z| R^ (Z)], à cercle fondamental, ne se ramène pas
à Z,i == Z^, on est dans le cas général du n° 16, toute solution de (3) uni-
forme dans le cercle fondamental et rnéromorphe en un point de l'en-
semble Ep^ est nécessairement rationnelle.

CHAPITRE IV.
ÉTUDE PLUS PRÉCISE DES SOLUTIONS MÉROMORPHES DE

(3) G[RJ=R,[G].

31 bis. Soit G une solution méromorphe ou rationnelle de

(3 ) G - [ R , ( Z ) ] = = R , [ G ( Z ) ] .

On poserai =G(Z) . A tout po in t de plan Z, non singulier essentiel
pour G, correspond un poin t ' ( ; les po in t s singuliers essentiels de G
sont: 1° =c si Ri est un polynôme ou s'y ramène; '2° o et co si J{^(Î)'=-V
ou s'y ramène.

De (3) on déduit aussitôt

G [ R ^ ( Z ) ] = R ^ [ G ( Z ) ] ,

R^ étant l 'itérée d'ordres de R < .
Si Zo est tel que Zo = R^Z^), alors, nécessairement,

G(Zo) :=R^[G(Zo) : l .

Donc ^o, qai correspond à Zo, appar t ient à un cycle de R^.
Le raisonnernent fait au n0 4 du présent Mémoire prouve qu-e le

cycle de R( auquel appartient Zo et le cycle de R^ auquel appartient



l36 GASTON JULÏA.

^==G(Zo) , sont de même nature , c'est-à dire s imul tanément répul-
sifs, attractifs ou indifférents.

Soient ER l'ensemble des points appartenant aux cycles répulsifs
de R^ ER son dérivé, E^ et E^ les ensembles analogues pour Ba.

On sait ( ' ) qu'un point exceptionnel de l 'itération de R< n'appar-
tient jamais à E^. Donc à tout point Z de E^ ou E^ correspond par
Ç == G(Z) un point de E^ ou de E;^. Mais, en général, la transformation
précédente appliquée à E^ ne donnera qu'une partie de E^.

32. En efïet, tout po in t de E^ se caractérise par ce fai t que la
famille des R^Z)^^!, 2, . . . ,co) cesse d'y être normale. En un
pareil point, la famille des G [R^] cessera d'être normale, et par suite
aussi celle des R^fG^Z)], ce qui prouve que G(Z) appart ient à E^,
comme on vient déjà de le voir. Mais si "C est un point où les R^0 cessent
d'être normales, en tout point Z» qui lui correspond par G(Z) == 'C on
pourra bien affirmer que les G[R^] ne forment pas une famille nor-
male,mais on ne pourra pas en conclure nécessairement que la famille
des R^n'est pas normale en Z : car il pourrait arriver que la famil le
des R^ fût normale en Z avec, pour l imite, une constante égale à une
valeur qui soit, point singulier essentiel de G f Z ) ; des exemples de ce fait
vont-se rencontrer plus loin. Mais si G(Z) n'a pas de point singulier
essentiel, si cest une fonction rationnelle^ la circonstance précédente
n est pas possible, en vertu de ce fait que, dans toute région où les R^
forment une famille normale, la famille des G]^^] est aussi normale
lorsque G est rationnelle.

En définitive, la transformation Î^GÇZ) transforme E^ en E^ et
réciproquement lorsque G est rationnelle, et transforme E^ en une
partie de E^ lorsque G admet un ou deux points singuliers essen-
tiels.

En effet, dans ce dernier cas, à tout point *C de E^, correspondent
une infinité de valeurs Z racines de G ( Z ) = = Ç ; ces valeurs s'accu-
mulent autour des points singuliers essentiels de G(Z). En chacun de
ces points la famille des Rg^I^Z)] n'étant pas normale, celle des

( î ) Voir. mon Mémoire du Journal de Jordan, 1918 , n0 '19.
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G-IR^Z)] ne l'est pas non plus; or, en vertu de la remarque déjà
faite, que les points singuliers CD de G(Z) sont les points exceptionnels
dans l'itération de R, , points qui sont isolés de E^ par un domaine qui
s^appelle le domaine de convergence immédiat (Divers œ, les racines
de G(Z)=Ç tendant vers co appart iendront au domaine (fô^ et pas à E^.
Ici il y a d'autres points du plan Z que ceux de l'ensemble E^, qui ,
par Ç == G(Z), donnen t E^,. J'appellerai dans ce cas c^ Fensernble des
poin tsZoù la f ami l l e des Gj^R^Z)] n'est pas normale. Ce, contiendrai^
et Ci^ correspondra d'une façon biunivoque à E^ par la transforma-
tion Ç == G(Z).

33. On déduit de là un critère théorique permettant d 'aff irmer
l'impossibilité de Inexistence de solutions méromorphes ou rationnelles
de (3) dans certains cas.

Il est c lair en effet que si E^ cont ien t un c o n t i n u , et si E[^ est partout
discontinu, G(Z) ne peut exister, car elle transformerait ce cont inu
de E^ en un con t inu appartenant à E^. Si E^ contient une aire plane,
auquel cas E^ est identique au plan Z complet, G(Z) ne peut exister
que si E^ est lui aussi identique au plan complet . On peut exprimer
ceci brièvement en disant que l'existence des solutions méromorphes ou
rationnelles de (3) nest possible que si la cohésion de E^ et le nombre de
ses dimensions sont moindres que ceux de E^, ou au plus égaux. Toutes
les fois que cette condition ne sera pas r e m p l i e , toute solution de (3)
sera multiforme, ou bien elle admettra tous les points de E^ pour points
singuliers essentiels. Ce fait se produit no tamment pour l'équation de
Schrœder

/[R,(Z)]=V(Z).

Ici E^ se réduit a l'origine et E^, est parlai t . Donc cette équation ne
peut avoir de solution rnéromorphe ou r a t i o n n e l l e . Une solut ion uni-
forme de cette équation doit admettre toutpoin tdeE^ pour point essen-
tiel. C'est ce qui arrive en effet à la solution de cette équation indiquée
par M. Kœnigs.

34. L ' i l lus t ra t ion la plus simple des considéra t ions précédentes^ c'est
l'étude de la fonction méromorphe de Poincaré correspondant à un

À.nn. Éc. Norîn.j (3), XXXX. — MAI 1932. l8
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point double répulsif (Tune fraction rationnelle

/(.,.) =B[/(^].

Ici Ri = sz, R,2 = R et y est méromorphe. E^ se r édu i t à l'origine
du plan ^; par *(== /*(s) on obtient un poin t du plan Ç, c'est le poin t
double répulsif de R : il appartient bien à E^. E^ devient une part ie
de E^ e tparÇ == /Ï-s) il correspond aux points Ç de E^ tout un ensemble c^
du plan s, contenant l 'or igine, et en tout point de c^ la fa mil le des/(Y'.s)
cesse d'être normale; en tout point de Cn distinct de l 'origine, cette
famille cesse d'être normale, alors que la famille des Ï ^ ' ^ s ' ^ z est
encore normale ; l 'explication est que la l imite des s^z en un pareil
point est précisément la constante ce, point singulier essentiel
de/(^).

35. Ce qu'on vient de dire des cycles répulsifs de R^ et IL s'ap-
plique-t-il encore aux cycles attractifs ou indifférents? Oui , mais i l se
produit alors des simplifications parce que le nombre de ces cycles est
fini.

A cause de G[R^] == R^G] à tout point d'un cycle attractif ou
indifférent de Ri correspond un point d 'un cycle attractif ou indi l îerent
de R^. Inversement, si ^ appart ient à un cycle attractif ou indifférent
d'ordre n de R, [^ = R^CO], soit Z âne racine de 0(2)=;:, à sup-
poser que '( ne soit pas valeur exceptionnelle de G, c^est-à-dire ne soit
pas un point exceptionnel dans l 'itération de R^. On aura

G [ R ^ ( Z ) ] = = Ç = R ^ ( Ç ) .

DoncR^ sera, comme Z, une racine de G^Z):^. Considérons alors les
itérées R^Z), B^^Z), ... de Z par l ' itération de R^. Ils ne pourront,
s'ils sont en nombre i n f i n i , avoir pour points limites que les points
singuliers essentiels de G(Z), puisqu'en tous ces points G(Z) a la
même valeur Ç; s'ils sont en nombre f in i , Z appartient à un cycle d e R ,
ou est antécédent d'un tel cycle.

Conclusion. — Toute racine de G(Z) == *(, où Ç est un point d^un cycle
attractif ou indifférent de R^ : i° ou bien appartient à un cycle de R^
attractif ou indifférent, ou bien est antécédent d'un tel cycle; 2° ou bien
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appartient au domaine de convergence vers l'un ou ̂ clufre des deux points
exceptionnels possibles de l'itération de R^ .

.36. Etudions (Tune façon plus précise les deux seuls cas où G
possède des points singuliers essentiels : en ramenant, à la forme
canonique, on aura R , (Z )= Z^ ou R.s(Z) = polynôme en Z. On peut
toujours supposer l 'entier k positif en substi tuant au besoin à R,, et IL
leurs itérées d'ordre 2. Quelle est alors la structure de e^?

Soit Zo un point de ^,; au point ^o = G(Zo) la famille des R^O
n'est pas normale; donc en Zo la fami l l e des G-l'R^Zo)] ne l'est pas
non plus. Ecartons 'le cas où Zo f e ra i t partie de E^; alors Zo appartient
au d o m a i n e de convergence vers o ou co si ï{^(7^) =V, ou au
domaine de convergence vers co si R..,, (Z) est polynôme.

Tout point Zi qui possède un conséquent commun, avec Zo'sera évi-
demment tel que la famille des GfR^^Z)] cessera d'être normale en Z ^ .

Il en résulte d ' importantes conséquences et en particulier une limi-
tat ion assez précise de la classe des fonc t ions méromorphes G(Z).
-Etudions d'abord le cas de R, = 7J\ nous passerons ensuite au cas
de R. i (Z) === polynôme qui n'est guère plus général.

37. Soit donc R, (Z) == Z71' et G(Z) une so lu t ion de G(Z/f) = IL[G(Z)J
qui admette o et co comme poin ts singuliers essentiels.

Soit Zo un point de c,^ : les points du plan Z qui ont avec Zo un
conséquent commun forment "un ensemble partout dense sur le
cercle |Z [= |Zo | . Tout ce cercle appartient à Ci^ dès qu'un de ses
points lui appa r t i en t , on. se compose d 'une infinité de cercles de
centre 0 et cet ensemble fermé de cercles est invar ian t par ( Z j Z ^ ) et
par son inverse. Comme les racines de G(Z) = Ço ont o et co pour
point l imite, les cercles de c'^ admet tent o et -x) pour point limite,
et comme tout antécédent d'un poin t de CK, par toute branche de l ' in-
verse de Z7''" appartient à c^^ les cercles précédents admettent aussi le
cercle | Z = i pour cercle l imite.

En tout cas, E^ sera formé d'un ensemble fermé de courbes analy-
tiques dérivant par C == G(Z) de l 'ensemble des cercles précédents.

Il pourra arriver, si un de ces cercles passe par un zéro de G'(Z),
que les courbes analytiques de E[^ présentent des points derebrousse-
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ment. G(Z) ne pourra donc être méromorphe si E^ non superficiel
possède des con t inus non analytiques ou est un ensemble parfait par-
tout discontinu.

On va montrer que si G(Z) est méromorphe, nécessairement E^ se
compose de tout le plein t.

38. D'abord, si CR, renferme un cercle isolé, E^ comportera un arc
analytique isolé et la fraction Ra(*C) sera une fraction à cercle ou
arc de cercle fondamental ( < ) . Dans ce cas E^ sera identique à u n e
circonférence ou un arc de circonférence. Par *(=G(Z) on aura un
ensemble c^ de cercles qui, en aucun cas, ne pourront s 'accumuler au
voisinage de cercle |Z|=: i puisque sur un tel cercle G(Z) est méro-
morphe. On n'échappe à la contradiction qu'en supposant que l'équa-
tion Co == G(Z), 'CQ étant un point de E^, n'a aucune racine Z^ dont le
module soit ̂ i et cela n'est possible que si G est rationnelle. Si donc
G est méromorphe, aucun cercle de Cn., n'est isolé.

39. A partir de maintenant supposons que G\^, nulle part super fidèle
ne contient aucun cercle isolé. Soit Z, ( |Z^ | >-1) un point n 'appartenant
pas à CK,. Il est alors intérieur à une couronne circulaire, limitée par
deux cercles de ̂  dans laquelle la famil le des GfR^] == G^"] est
normale. J'appelle 3 cette couronne circulaire, C^ et Ça les cercles
limites. Lorsque Z décrit e, '( = G(Z) décrit un domaine s implement
ou doublement connexe du plan Ç, l imité par une ou deux courbes
analytiques appartenant à ER.. ; soit F ce domaine, I\ et ï\ les courbes
limites (qui peuvent être confondues). Dans T la famille des R^PÛ
est normale. Extrayons de cette famille une suite convergente
B.'̂ O (i = i, 2, ...,oo). Si cette suite converge vers une fonction
limite /(C) qui n'est pas une constante ou même si la limite est une
constante a n'appartenant pas à ER.,, il est visible qu'à partir d'un cer-
tain rang, les aires 1\. conséquentes de F d'ordre n\, /^, ..., dans
l'itération de rClÏ^COh coïncident. En effet, toutes ces aires
sont limitées à Fensemble E^; si l^i limite considérée i^est pas
constante, les aires r^. ont à partir d'un certain rang des points

( t ) V. FATOU, JSulL Suc. math. Fr., 1920, n0 56.
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communs entre elles et avec l'aire qui dérive de F par *C =f(^), et. si
la limite est a n 'appartenant pas à En,, les T^. coïncident à partir d 'un
certain rang avec le domaine, délimité par E^., qui con t i en t a. On
arr ive donc ainsi à une cer ta ine aire r^, l i m i t é e par E^, qui reste inva-
riante par une certaine itérée [Z [B^(Z) ] et ses puissances . La fron-
tière de r^ est constituée par une ou deux courbes analyt iques, pou-
vant, a priori) avoir des points de rebroussement isoles.

Par *( == G(Z) il correspond à 1̂  une aire 2p du plan Z, l imitée par
deux cercles et dans l aque l le les G^Z71"] forment une fami l le normale.
Les points de rebroussemenfc de la frontière de 1̂  correspondent aux
zéros possibles de G^Z) sur la frontière de £^.

Si r^ n'est l i m i t é e que par une seule-courbe, cette courbe ne peut
être qu'un cercle ou un arc de cercle (^et IL est une fract ion à cercle
ou arc de cercle fondamental . Le ra i sonnement du n° 38 prouve
qu'alors G est ra t ionnel . Ce cas est donc à écarter.

Si r^ est l imitée par deux courbes analytiques, ou voitr d'abord que
les points de rebroussement sont impossibles. En effet la frontière
de Qp ne comprend pas de cercle isolé ; soitC/ u n cercle de CK.. suffisam-
ment voisin du cercle C^ f ront ière de 9^ qui passe par a, zéro de G'(Z).
Il lu i correspondra dans le plan de *( une courbe F7 qui fem un ouplu-

Fig. l.

Plan? Plan^ô(Z)

sieurs tours autour de a = G(a) (voir la figure i), en vertu des pro-
priétés élémentaires de la représentation conforme autour d'un point

(r) Cela peut se déduire sans diff iculté du théorème énoncé au n° 43 du Mémoire cité
dans la note précédente.
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où G ' ( a ) = o, P appartient à E^ et elle traverserait la partie de T^
voisine .de a, ce qui est contradictoire puisque Tp ne contient à son
intérieur aucun point de E^,. Les cercles C^ et C^ frontières de 3p ne
contiennent donc pas de racine de G^Z) == o et Tp n'a pas de po in te ;
ses deux courbes limites T\, T~ sont des courbes analytiques et sans point
double, r^ reste invariante par [Z| Rl^Z)] et l 'on peut supposer, en
remplaçant au besoin R'^ par R*2^, que chacune des courbes limites
reste invariante. On peut faire la représentation conforme del^ sur un
anneau T du plan t, l imité par deux cercles concentriques I\ et T^ de
centre 0; à Z et Z-i == R^Z) correspondent les points t et^ , et l'on voit
aussitôt que / < est une fonc t ion de t holomorphe dans Panneau ï et sur
sa frontière, par conséquent dans un anneau un peu plus grand que
l'anneau T. De plus la subst i tut ion ( ? | ^ ) laisse invariant l 'anneau T.
La fonction log — ? ha rmonique et régulière dans T, prend, la
valeur zéro sur les front ières deT, elle est donc identiquement nulle;
par suite ^ = te^, 0 étant une constante.

La représentation conforme Z =0(1') étant holomorphe dans un
anneau un peu plus grand que T, il en résulte une contradict ion. En
effet, si 6 est commensurable à 211, tout point t n 'aurait qu 'un nombre
fini de conséquents distincts ^, ^, ..., /^ II en serait de même dans le
plan Z, ce qui est impossible. Et si 0 est incommensurable à 2-n:, les
conséquents de t seraient partout denses sur le cercle de centre 0
passant par t; tout point Z dans Tp et dans un anneau T^ un peu plus
grand que T^ serait tel que ses conséquents seraient partout denses
sur une courbe analytique passant par ce point . Or G1 étant un point
de ER.. on peut toujours trouver un point A de E^, assez voisin de C1, pour
appartenir à ranneau 1 ,̂ et qui appartienne à un cycle répulsif de K a ;
cela tient à ce que, dans E^, les points des cycles répulsifs de IL sont
partout denses. Le point A n'a qu'un nombre fini de conséquents dis-
tincts, ce qu i constitue bien la contradiction annoncée.

En définitive, on v ien t de démontrer qu'il est impossible ici d'ad-
mettre l'invariance d'un domaine limité à E^, lorsque G(Z) est vérita-
blement mérornorphe.

40. On est donc forcé de supposer que, dans la couronne initiale 0
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du n0 39, la limite des G^.(Z) = G-^"1"] ( i=== i, 2, . . . , ^ ) est une
constante appartenant à E^,, et de plus, que toutes les itérées clé F aire T
élu plan ^ par [ " ( [ R ^ C O I sont deux à deux sans point commun. Ceci
encore va nous conduire à une impossibili té.

Considérons la suite des itérées d'ordre n^- de T dans l 'itération
par [ i ^ l ILCC)] : soit F^, ces a i res deux à deux sans p o i n t commun. On
peut supposer que *( == ce n ' appa r t i en t a aucune de ces itérées en sup-
posant par exemple qu ' i l est i n t é r i e u r à u n e des aires antécédentes
de F. Les F^. sont alors, f ront iè res comprises, toutes à distance finie.
Elles sont deux à deux sans po in t c o m m u n , leur superficie tend vers
zéro avec -— Toute aire y in tér ieure à F a des itérées -y^. qui ont pour
limite un point a de E^,. Deux cas sont possibles :

i° Toutes les F .̂ son t , comme F, doublement connexes. Traçons
dans T une courbe fermée A divisant F en deux aires doublement con-
nexes.: les itérées A^. de A t e n d r o n t vers a; par conséquent, les
courbes limites des F^, qui. sont in té r ieures aux courbes A^., tendent
aussi vers a. Le voisin-âge de a, point de E(^, est donc tel qu'il contient
une infinité de courbes fermées composées d'arcs analytiques et
appartenant à E^,. Nous verrons plus loin que c'est impossible.

2° A partir d'un certain rang, les aires F .̂ sont toutes simplement
connexes : si Fon prend Faire y in té r ieure à F, ses itérées y^. tendent
vers a. Au point a correspond dans le plan Z un point a à distance
finie tel que a= G (a). Aux aires F^.vont correspondre dans le plan Z
des aires contigués à C^^ c'est-à-dire des couronnes que nous appelle-
rons ©^. et ces couronnes auront pour limite le cercle de ̂  qui passe
par a. Pour qu'à une couronne ©^. correspondît une aire Tri, simple-
ment connexe, il f audra i t que ©^ contînt au moins deux zéros
de G^Z), et par conséquent au voisinage du cercle de ̂  passant par a
il y aurait une in f in i té de zéros de G^(Z) , ce qui est impossible.
L'éventualité du 2° est donc impossible.

40 bis. Reste à prouver qu'au voisinage d'un po in t de E^ ne
peuvent s'accumuler une i n f i n i l é de petites courbes fermées, apparte-
nant à En,,, et composées d'arcs analytiques, conclusion à laquelle nous
a conduit la première hypothèse. Au point a correspond en effet un
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poin ta du plan Z, par a == G(a) [a n'est, jamais valeur exceptionnelle
de G, a sera une quelconque, des racines de l'équation a = G ( a ) j :
a appartient à £i^. L'ensemble des points de E^ situés dans un petit
cercle S de centre a, se transforme pour Ç == G(Z) dans l 'ensemble des
points de Cn, situés dans une peti te aire d s implement connexe entou-
rant a et inversement. Or, ces points de C^ constituent un ensemble
d'arcs de cercle, dont aucun n'est isolé, et qui traversent l'aire (l d'un
seul trait au voisinage de a. Si G7 (a) -=/=. o, il leur correspond dans le
plan Ç une inf ini té d'arcs analyt iques traversant l'aire S d'un seul trait
au voisinage de a; si G\a}==o, il leur correspondra dans le plan des*C
des arcs analytiques qui ne devront pas présenter de point double
[puisque les aires du plan Ç correspondant aux couronnes telles que
les c,̂ . envisagés plus haut, ne do ivent conteni r aucun point de E^|,
sauf peut-être l'arc correspondant au cercle passant par a, qui, s'il a
un point, de rebroussement, devra dès lors se composer d'un arc
simple aboutissant en a et parco-uru 2 fois en sens contraire : ces arcs
devront traverser l'aire S d'un seul trait, sauf peut-être l'arc corres-
pondant au cercle passant par ci auquel pourra correspondre un arc
simple partant de a pour aboutir au contour de S Çyo\v/ig. 2).

Fig. 2.

G'(a>*<7 G'(aW

Comme on le voit, l 'al lure de l 'ensemble des points de E^ dans à
ne peut en aucun cas être compatible avec l'existence d 'une infinité de
petites courbes fermées appartenant à E^ et t endant vers a. Il est donc
bien établi que les hypothèses fa i tes conduisen t toujours à une con-
tradiction. 11 n'existe donc pas de couronne ô où la famille des GfZ^"]
soit normale et par conséquent, si G est méromorphe, l'ensemble E^ est
identique à tout le plan '(. A titre dé vérification, on reixiarquera que
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l 'exemple formé au 11° IS provient précisément d 'une fonct ion ellip-
t ique ?(?/) et l'on sait que la traction ra t ionnel le IL qui exprime le
théorème de mul t ip l i ca t ion de p ( u ) a pour ensemble E^, tout le
plan ( f ) .

La conclusion de cette étude est donc que l'équation
G ( Z ^ ) = R , [ G ( Z ) ]

ne peut avoir de solution méromorphe^ avec o et oo pour points singuliers
essentiels, que si Vensemble E .̂ est identique au plan complet Ç.

4 1 . La même conclusion va ressortir de l'étude des solutions méro-
morphes de l ̂ équation

G [ P ( Z ) ] = J L [ G ( Z ) ] ( S » polynôme en Z).

L'ensemble E,^ des points Ç, où la f a m i l l e des 'R^'ÇC) n'est pas nor-
male, se t r a d u i t par Ç = = G ( Z ) en un ensemble ^n, , du plan Z, des
points où la f a m i l l e des G-IP^^Z)] n'est pas normale. L'ensemble Ëp,
des points où la f a m i l l e des P^Z) n'est pas normale, est une partie
de c^. Ep est la f r o n t i è r e du domaine CE^, de convergence vers l ' i n f in i ,
des itérées P^CZ). Ep est tout ent ier à distance f in ie . En un point Zo,
n appartenant pas à cOoo, et où la f a m i l l e des P^ est normale, la famille
des G j P ^ j Pest aussi , et au po in t ^==G(Zo) , cel le des R^(0 l'est
aussi. Ci^ se compose donc u n i q u e m e n t de poin ts intérieurs à cô^ et
de tous les points frontières de (fâ^.

Mais, si Zo est un po in t de Cn,, tout po in t Z, qui a, avec Z^, un cer-
tain conséquent commun P^Z^) = P^(Zo), appart ient aussi à C^. Or
il est facile de voir comment se répartissent ces points Z ^ . Bôttcher a
en elfet prouvé l 'existence d'une fonction <&(Z) holomorphe à l ' inf ini ,
c'est-à-dire développahie à l 'extérieur d 'un certain cercle | Z | ^> B. par

r / r , \ rr ^î be»• <!>(/) --=01/4- ao+ -^r-1- ̂  +...,

et sat isfaisant à l 'équation
' < î > [ P ( Z ) ] = = [ ^ ( Z ) p [ Â - = : d e g r é d e P ( Z ) ] . '

( 1 ) Fuir par exemple mon Mémoire du Journal de Jorclan^ 1 9 1 8 , p. 106, note (1) .
Ann. Éc. Norm., (3), XL. — MAI 1923. ÎQ
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M. Bi t t^ ) a le premier étudié la d i s t r ibu t ion des points Z ^ , qu ' i l
appelle associés d'un point Zo donné, à l'aide de l 'équat ion de Bôttcher
précédente, qui ramène cette étude au cas de l ' i térat ion [ Z i Z ^ ' j en
posant

< D ( Z ) = = C , < & [ ? ( / ) ] ==1^:= IF.

On voit a ins i que, au mo ins pour [ Z [ > R , les associés de Zo sont par-
tout denses sur la courbe analytique [ <t>(Z) | =.= | < & ( Z < » ) ] qui passe au.
p o i n t Z o et qui, dans le plan Z, correspond au cercle [ U = U o ] du
plan U. De plus, si ] Zo est assez grand, ([^(Z)^ o, et par conséquent
la courbe précédente | <I>(Z) [ = | <î>(Zo) [ n'a aucun po in t s ingul ie r .

Cela étant, tout point î^ de E^, correspond à une i n f i n i t é de racines Zp
pour lesquelles |Zo |>"R, Ço^ G-(Zo).1» Chacun de ces Zy est de on,, et
ent ra îne avec lui dans ̂  toute la courbe analyt ique | <I>(Z) | =--= [^(Zo) [
qui passe par ce p o i n t (2) . Donc la partie de c^,, telle que Z ^> R, se
compose d 'un ensemble fermé de courbes analy t iques [ $(Z)|== consL
s'enveloppant m u t u e l l e m e n t et t e n d a n t vers l ' i n f în i . Or <l:n, est inva-
riant par [Z |P(Z)J , et toutes les branches de [Z[ P^^Z)].

De toute courbe de Cn, située dans c&^ se déduisent une i n f i n i t é
d'autres qui sont toutes ses antécédentes dans l ' i térat ion [Z P (Z) j .
Ces antécédentes pourraient présenter des points anguleux si la courbe
considérée passait par un point cri t ique de P^'^Z). Elles ont pour
limite la f ront ière de (Doo tout entière. En dé f in i t ive , 6^, se compose
d'un ensemble/l?/TOê de courbes analytiques pouvant avoir des points
anguleux isolés, cet ensemble fermé ayant en par t icul ier pour li mite Ei>,
frontière du domaine (£)„. On va mont rer que, si (i:n, ne recouvre pas tout
le plan, G est nécessairement rationnelle.

42. D'abord, si <L1^ con t ien t une courbe isolée de la famille
des | ^(Z) | -=- const., E^ comptera un arc analyt ique isolé; ce sera
donc un cercle ou un arc de cercle et l'on verra alors, comme au n° 38,
qu'il est impossible qu'au voisinage (Pun poin t de Ep s'accumule une

( 1 ) C. R. Àcad. Sc^ Paris, 4 mars 1 9 1 8 .
(2) Voir ma Note aux C. H. Àcad. Sc.^ Paris, (lu zi novembre lO'u, où les considéra-

tions précédentes sont exposées pour toute fonction entière.
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i n f i n i t é de courbes dist inctes a p p a r t e n a n t à ^i;,. L''livpolhèse actuelle
e n t r a i n e donc que G ( Z ) est rationnelle.

4.3. Supposons m a i n t e n a n t qu 'aucune courbe de C^ ne soitisolée et,
que G (Z) soit v ra iment méromorplie. Soient t^ un p o i n t quelconque de
E^/Zo'une racine suff isamment grande de G^Z)^^ ( l ) pour que en Zo
et dans son vois inage $'(Z) ̂ o. La part ie de E»., intérieure à un petit
cercle y de centre ̂  devient, par t = G(Z), la partie de C,^ in tér ieure
à une peti te aire simple c entourant Zo. Or, au voisinage de Zo, les
courbes composant ^,, sont des courbes analytiques sans point
commun deux à deux et q u i traverseront d'un trait l'aire c au voisinage
de Zo : dans le p lan Ç, la partie de E^ intérieure à y sera donc formée
de courbes analyt iques sans point commun deux à deux traversant y
d'un trai t au voisinage de i^ et une discussion analogue à celle du
n° 40 bis prouvera que, si G^Zo)^:), ces courbes sont sans point
s ingu l i e r ou double , et si G^Z^^o aucun de ces arcs n 'aura de point
s i n g u l i e r ou double, sauf peut-être l'arc passant par t^ qui sera com-
posé d ' u n arc simple r e l i a n t Ç,» au contour de y et parcouru deux
fois en sens contraire. [Dans la d i scuss ion actuelle, les courbes
|(I)(Z) | == const. appar tenant à C^ jouent le rôle qu'ont joué" dans le
cas où P(Z) == Z71 les cercles appartenant à ^,..J En aucun cas donc, la
par t ie de E^ i n t é r i e u r e à y ne peut comprendre une infinité de petites
courbes fermées distinctes tendant vers '(u, ou un arc de courbe non ancdy-
tu/ne.

44. Or considérons la front ière de (D^, c'est-à-dire Ep. Ou bien
(0^ est s i m p l e i n e n t connexe, ou bien son ordre de connexion est
i n f i n i (2).

Dans le premier cas, Ep est un contour d^un seul tenant. Lorsque Z
décrit Ep, ^ = G(Z) décri t un cont inu appartenant à E^, etsi Epil'était
pas ana ly t ique , E^ cont iendrai t un cont inu non analytique. Ei> est
donc analytique, c'est donc un cercle ou un arc de cercle. P(Z) se

( 1) Un point Ço de Eî^ n'est jamais valeur exceptionnelle de G ( Z ) .
( 2 ) Voir mon Mémoire du Journal de Jordan^ 1918, n" 46.
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ramène donc soit, 'à P(7.)=7^^ soit au polynôme TC(Z) qu i expr ime
Z, === =b COQ p z en fonction de Z = ces 3.

Le cas P(Z) == Z^ a été déjà étudié. Reste à étudier le cas où 'n;(Z)
exprime ±cosj?s en Z == cos^. En remplaçant au besoin P par P^, on
peut supposer que P(Z) exprime -j- cosp z en cos^r. Ep se réduit alors
au segment (— i, 4-1). La solution $(Z) du problème de Bôttcher,
c'est alors

• (D ( Z ) == Z -4- v^Z "̂"! == ̂ s,
car on a

" e^+e-^' eP^-^e-î^/; =:———— et / j i==r(/)=:——————>,
2 2

<&[ZJ:=Zt+v^î—i ̂ ^^^[^(Z)]^.

Les courbes [< Ï> (Z) | = const. sont les ellipses homo focales de-
foyers (— i, + ï). ̂  est ici composé d'un ensemble fermé d'ellipses
homofocales, dont aucune n'est isolée, et q u i tendent vers (— ï, 4-1)
et vers l'infini. En ra isonnant sur cet ensemble, absolument comme on
a raisonné aux n0'39, 40, 40 bu sur les cercles dont se composait
alors €^,on arrivera toujours à la même conclusion : que G(Z) ne peut
être vraiment méromorphe y ne si E^ et E^ recouvrent tout le pian.

43. Si la frontière de CD^ n'est pas d'un seul tenant , c'est que (D^
contient à son intér ieur au moins un p o i n t cri t ique à distance finie de
la fonction algébrique P^^Z) inverse de P(Z). Le domaine (Q, s'en-
gendre, en effet, à partir, de l'extérieur d'une courbe G de c^,
|$(Z)j == const. suffisamment grande (pour que son itérée (^ soit
extérieure à G) en prenant les antécédentes successives, par toutes
les branches de P-^Z), de l'aire inf in ie extérieure à G; ces antécé-
dentes sont limitées par les antécédentes G. ̂  C-s, .., de G, et ce n'est
que si uneC_, laisse à son extérieur un point critique 0 à distance finie
de P'^Zyque CL^..,) sera composée de plus d'une courbe fermée ( ^ ) .
Alors C,^.,) sera composé d'au moins deux courbes fermées l imi tant
deux aires simples extérieures l'une à l'autre (voir fig. 3, où (Li
laisse à l'extérieur un point cri t ique 6). Ces deux courbes CL^ ̂  sont

(1) Voir Journal de Jordan mon Mémoire Sur I 1 itération des fractions rationneUev
n° 46. ' . 1 7
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intérieures à (L./:. G_(/:-^) comptera au moins 22 courbes simples liroi-
tant des aires extérieures deux à deux et intérieures à CL^).

Fig. 3.

CL^>.) comptera au moins 2^ courbes fermées l imitant des aires
simples deux à deux extérieures et toutes intérieures aux courbes
L^(^)^ i ).

Le nombre des poin ts critiques à distance finie de P~ ' (Z) est au
plus k — ï [7c degré de P(Z)j. Donc on peut choisir une suite d'aires
simples l imi tées par des courbes CL<, (La, 0-3, ..., CL^ ...telles qu^à
partir d'un certain rang q ces aires laissent tous les points critiques
de P ~ 1 à l 'extérieur, chacune contenant la suivante. Cela résulte de ce
que le nombre des aires [CL(/.+^] deux à deux extérieures augmente
indéf in imen t avec X. Considérons l'aire finie (C-.y); dans cette aire on
a des branches uniformes de

p(-D(^ p(-)(Z), . . . , P-^Z), . . . ,

qui transforment cette aire en
p p p
<-<—^y+l) , l^_..(y+2), . . ,f ^—((y-r./î), . * . ,

et par conséquent forment une famille normale dans C^y : une fonction
limite de cette famil le ne peut être q u ^ u n e constante, car si l'on trace
dans l'aire C..y une courbe fermée simple- C^ assez voisine du con-
tour C^p les antécédentes successives de C . pour les branches consi-
dérées des P^^Z) viendront, comme les antécédentes du contour C_y,
/écrasery pour n = 03, surla frontière de CD», ce qui serait impossible
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si la fonction limite n'était pas constante dans l 'anneau (Cl^ Cl;,). On
peut donc trouver une suite d'aires emboîtées CL^, CL/^, ... parmi les
C-(<y+ra)y • • • ? dont la l imite est une constante a appartenant à l'en-
semble Ep [l'ensemble Epest l'ensemble limite des antécédents succes-
sifs d'un point quelconque du plan (1)]. Au voisinage de a, <S^ com-
prendrait une infini té de courbes fermées distinctes C,^, CL,/,, ...
tendant vers a; au voisinage de a = G(a)y E^, aurait un aspect ana-
logue de petites courbes fermées distinctes s 'enveloppant mutuelle-

,ment et tendant vers a, et l'on a vu que cela est impossible à la fin
du n° 43.

46. Toutes les hypothèses possibles ayant été examinées, on con-
clut que l 'équation

G [ P ( Z ) ] = R , [ G ( Z ) ]

ne peut admettre de solution G ( Z ) mérornorphe dans tout le plan, et non
rationnelle^ que si l'ensemble E^ recouvre tout le plan. L'exemple fourni
au n° 24 satisfait bien à cette condition puisqu' i l résulte d'une fonc-
tion rationnelle Ra exprimant un théorème de m u l t i p l i c a t i o n de la
fonction p(u) de Weierstrass.

47. Remarque. — Inéquation
G[R(Z)}=R[G(Z): | ,

où R est rationnelle [1^=R2==R], ne peut admettre de solution
mérornorphe qui ne soit rationnelle, car une solution méromorphe ne
peut exister que si R< == R est un polynôme ou bien Z^, et dans ce cas
R^ == R admet un ensemble E^. qui n'est pas superficiel.

Toute solution uniforme de
G [ R ] = R [ G ]

sera donc rationnelle ou bien admettra tous les points de E{{ pour
points singuliers essentiels.

(1) tournai de Jordan^ 1 9 1 8 , n"8 27 et suivants, et n08 14 et suivants.


