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SUR

LES CYCLIQUES DE DE

PAR M. S. BAYS

J. Steiner (1) a posé, en i852, un problème compliqué d'analyse
combinatoire , dont la première partie, la seule qui a i t été jusqu'ici
l'objet de recherches importantes , porte le nom particulier de problème
des triples ou triades de Steiner et a l 'énoncé su ivan t , :

Pour quel nombre ^éléments N peut-on trouver un système de tripl/'.s
Çcombinaisons trois à trou ) contenant UNE FOIS et UNE SEULE FOIS chaque
couple de ces é/émenis? Pour un N donnée combien y a-t-il de systèmes
DIFFÉRENTS, c est-à-dire de systèmes ne pouvant provenir l'un cfe l'autre
par une permutation quelconque des N éléments?

Par exemple, pour les sept éléments o, i , 2, .. » , 6, dans le système
de triples suivant :

012, o34, o56, i35, i46, a36, 245,

chacun des 21 couples de ces sept éléments entre une fois et une seule
fois.

Le nombre des tr iples d 'un tel système pour contenir une fois exac-
tement chaque couple doit être a •> un élément quelconque, pour
être accouplé à chacun des N — i éléments restants, doit entrer
dans —— triples. Avec cela on trouve aisément que les formes néces-
saires ÇQW N sont 6n + i et 6n +• 3.

Ces deux formes sont également suçantes; Reiss (2) (iSSg) et plus

( ' ) Journal fur Matiteinatiky [,. XLV, (853, p. 181.
( 2 } M. REISS, Journal fur Mcit/iematik^ t. LVI, iSog, p. 326.



56 S. BAYS.

tard H. Moore ( î ) (1893) ont établi qu ' i l existe des systèmes de
Steiner pour chaque N de la forme 6^+1 et 672+3, en. donnant
chacun uni procédé différent de construction de tels systèmes. Mais la
seconde partie du problème, la déterminat ion du nombre des systèmes
différents pour chaque N = 6n + î ou 6n 4- 3, parait encore, à l'heure
actuelle, loin d'être résolue.

Pour N === 6 n - + - r , comme aussi pour N = 6n -+- 3, i l existe une
classe de solutions du problème de Steiner intéressantes par leur
construction spéciale. Ce sont les systèmes de triples cycliques Ç2). Il ne
sera question dans ce travail que des systèmes cycliques de Steiner,
de N=-=6/2 -4- î éléments. Soient les N === 6n -+-1 éléments o, î , 2, ...,6n.
La série ou colonne de N triples suivante :

a -+- .y, (3-4-^5 y -+- x (^== o, ï , 2, .. ., 6n),

dans lesquels chaque élément est éventuel lement remplacé par son
plus petit reste posit if (modN), est dite cyclique; elle est un cycle
de N triples, formés chacun des trois éléments consécutifs aux
éléments du précédent/et qui se reproduit indéfiniment par la substi-
tution cyclique ( 0 1 2 . . . N). Un système de triples de Steiner
des N==671-4-1 éléments o, î , 2, . . . , on sera dit cyclique^ lorsque
les •"-1) triples du système sont répartis en ——^-==:n colonnes

cycliques différentes : .
a,- -+• x, (3^ 4- -r, yi -+- x ( ( = = 0 , 1 , 2 , . . . , n — î ).

On fait immédiatement les remarques suivantes :
ï ° Une colonne cyclique est déterminée par l 'un quelconque de ses

triples que l'on peut appeler sa tête de colonne.
2° Une colonne cyclique a trois et trois seuls de ses tr iples conte-

nan t l 'un quelconque des N éléments, l 'é lément o par exemple.
3° Deux colonnes cycliques différentes n'ont aucun triple commun.

( î ) E.-H. MOORE, Mathem. A/m., t. XLIIL 1893, p. -271.
Le loiifc est exposé également dans E. NKTTO, Lehrbuch der Combinatorik^ p. 202 à 218 .
(2) Les systèmes cycliques pour N==6 /z -4 -3 sont formés par n colonnes cycliques

(a;-4-.'r, B^-i-.r, Y/--+-,r). (.r, o, ï, 2, ./., Qn -+-*>,). et une colonne cyclique supplé-
mentaire de '2 /z •+-1 triples.
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4° Un système de n colonnes cycliques différentes sera un système
de triples de Steiner, si l 'un des N éléments, l ' é l émen t o par exemple,
s'y trouve accouplé, dans les 3/i t r ip les qui le con t i ennrn t , à chacun
des 6/1 autres éléments 1 , 2 , . . . , 6n.

E. Ne t to ( 1 ) (iSgS) a donné un système de triples de Steiner cyclique
pour les nombres premiers de la forme N == 6n -h ï ; g étant une racine
pr imi t ive de N5 les n colonnes cycliques su ivantes :

se, g ^ - ^ x , g^v-^-x
( x -== o, ï , 2, . . ., 6 n\ a •= o, ï : , 2, . . . . n — ï )

cons t i tuen t un système de triples de Steiner. En effet, les triples conte-
nant . l 'élément o dans ces n colonnes sont les suivants :

0 ^ S"1 ; o ^ ^ ; ...;
-- /0 ° -^°^^; -ë-1 0 -^1-4-^-15 ..^

-^ -^-+-^° o ; -^ _^^i+^ o ; ...;
0 <yft—\ cyî n—1

!"> f") 1

~-^-1 0 _^.«-l+^^-l;

-~^-1 ——^n-l^•^ft-î 0 ;

et à l'aide des congruences :
^ n ss ~ :i, ^n — ̂  = g^ ( m od N ),

il est aisé de voir qu ' i l s peuvent prendre les formes plus explicites :
o ^.o ^ • o ^ g11^,
n (yîfl {ySn ^ <>.2/t-+-l /y3rt-+-lv & £» ? 0 ,b é »
n <y4/i ^Î>M, /. 0-4/1-+-Î /y5rt4-l
'/ ft s» ï <J .'-> é î

^ c y / A — l o-2"-l •u &» 0 •)

/-y CT.3/^ -1 cy.^—l.
u & Q 5
, ^.O/i——l <y6n——l

" fi» C»

L'élément o est ainsi accouplé à chacun des 6n autres éléments
,2, ...,6n.

( r) E. NETTO, Mat/iem. ^nn^ t. XLfI , 1893, [ï. i43i ou Cornbinatorik^ p. a'K».
D.ins le même cir t ic le NetLo donnait également, la construciion d'un système de triples

cyclique pour N = 6 n - 4 - 3 , à condition que 'în~\-i soit nombre premier de la
forme 6m -i- 5. L. Hefîter (Maï/iem. A/in., t. XL1X, (897, p. 101) a levé cette dernière
restriction et construit un système de triples cyclique pour chaque N=6n- i -3 ,
où % n -4-1 est nombre premier.

Ann. Éc. Norm., (3) , XL. — FÉVRIER 1923. 8
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Remarquons le fait en rapport avec la suite du travail, que les
n colonnes suivantes :

X, ^-r-^, ^o/M-a-4-^

{x-=o, i, 2, . . ., 6^; a== o, i, 2, . . ., n — 1 . )

représentent, avec la même racine primitive g^ un second système de
Nette n ayant aucun triple commun avec le premier. En effet , les t r iples
contenant l 'élément o dans ces n colonnes sont 'parei lsaux t r ip les plus
haut, a la différence près que g11 est remplacé par g0'^ et à l'aide des
congrui ences :

gïn E= — r, g^'^ — ̂  == ̂ /t ( m oâ N ),

on trouve de nouveau qu'ils prennent les formes :

0 ^° ë°^ 0 ^ .̂ -"S ..., 0 ^'~1 ^——-';

0 r»'3" rr'<-/l n rr3/-/-l-î cy4/M-l / o.4//-l , ;>// 1 .
& <*""' î ''"5 & 1 • • * •> 'J .'-1 ,<-» •»

o ^l g211, o ^"i-1 ^2/^-i-l, ..., o ^/l~i ^^-i.

Elles mont ren t sans autre que ce second système n'a aucun triple
commun avec le premier. (Fest, d 'ail leurs, un système équivalent
au premier, car il en découle immédiatement par la substitution
\x, gïtx\ ( ') .

L. Heffter ( 2 ) (1897) a énoncé et é tudié , relat ivement aux systèmes
de triples cycliques les deux problèmes su ivan t s . En remarquant que
dans un système 'de triples cyclique, les trois différences entre les
éléments d'un triple pris deux à deux dans un ordre fixe sont constantes
pour tous les triples de la même colonne :

a -4- .T, b -j- x, c -+- x
(^== o, i, 2, . ., 6n ou 6n -t- 2),

ont une somme nulle et caractérisent cette colonne, il ramène la cons-
truct ion d 'un système cyclique pour N == 6n+ i à, la solution de son
problême des différences 1 :

Répartir les nombres i, 2, ..., 3n en n groupes de trou, de manière

(1) Notation aaaly tique (NETTO, Gruppen luul Substùutionentheorie, p. 164).
( 2 ) HEFPTER, Mathern. Ânitcden, t. XUX, 1897, p. lo t , cl NETTO, Combirmtorik,

p. ïii à 29.7,
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c/ue dans chaque groupe les trois nombres crient pour somme 671 -1 -1 , ou
Cfue l'un des trois nombres soit égal à la somme des deux autres.

Et la construction d'un système cyclique pour N==6714-3 , à la
solution de son problème des différences I I :

Répartir les nombres 1 5 2, ..., 272, 2 n. -(- 2, ..., 3n + i,, en n groupes
de trois^ tels que les trois nombres d) un groupe aient pour somme 6n -+- 3,
ou que l'un des trois nombres soit ég'al à la somme des deux autres.

Nous nous proposons, dans ce travail, de trouver tous les systèmes
cycliques différents pour les premières valeurs de N == 671 -+-1 éléments.
Dans une première Partie nous établissons que les systèmes cycliques
vont par couples de systèmes conjugués équiva lents , n'ayant aucun
triple conmuin; la recherche des systèmes cycliques est ramenée aux
solutions du problème de Heffter, mais en déduisant de chaque solu-
tion 2//"~1 systèmes cycliques qui sont éventuellement différents. Dans
une seconde Partie nous introduisons les subst i tut ions méuicycliques
et quelques théorèmes nouveaux relatifs à l eu r effet sur les colonnes
cycliques; l'emploi de ces substitutions permet alors de grouper
l'ensemble des systèmes cycliques obtenus en classes de systèmes
équivalents (par une substi tution métacyclique). Enfin, dans une
troisième Partie, le procédé des trains de White ( i ) s impl i f ié nous
permet de reconnaître si les systèmes de deux classes différentes sont
différents ou. non, et d'obtenir pour les valeurs de N = = = 7 , î3, 19,
2,5 et 3i éléments auxquelles je me suis limité, tous les systèmes
cycliques de Steiner différents et les groupes de subs t i tu t ions qui leur
appart iennent .

PREMIÈRE PARTIE.

Nous prendrons comme têtes des différentes colonnes cycliques l'un
de leurs trois triples contenant l'élément o. Écrivons tous les triples

f 1 ) H.-S. WHITE, 7'r'ansactions of thé Amer. Mat/iem. Society^ vol. XIV, 1 9 1 3 , p. î3.
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des N éléments contenant l 'élément o, ce qui revient , en négligeant
l'élément o commun à tous ces triples, à écrire tous les couples des
éléments i, 2, ..., 6n.

Nous avons avantage à disposer l 'ensemble de ces couples sous la
forme d'un tableau tr iangulaire, dont nous donnons l 'exemple
ci-dessous pour N = 6.3 -+-1 ==== 19, en notant , pour abréger, les
éléments par o, i, 2, ..., 9, o\ i', ..., 8' :

Tableau I.
A

1 2

13 \23

}^ 24. 34-

1 5 2 5 \ 3 5 ^

1 6 26 36 ^6 56

1 7 ?7 3 7 \ 4 7 57 67

1 8 28 38 48 58 68 78

13 29 38 49\59 69 79 83
\ B'

C' 10' 20' 30' 'i.O' 50' 60' 70' 80' 80'

11 ' 2 1 ' ^3F 4.1' 5T\6I - 7l' gr 91' OT

^s^\ \ /
T 2 ' ZT 32' ^' 52' 62' 72' 82' 92' 0?' V2'

\^0
13' 23' 33- ^3' 53' 63'Y73' 03' 93' O'Q' I'3' 2'3'

14. ' 24-' 34-' W SV Gk-' 7^' 8^-' 'QV 0-+' l'y W 3V
/ , \ '"̂

1 5 ' 25' 35" W 55' 65' 75'\ 85' 95' 0'5- I'5' 2'6' 3'5' V61

/ \ ^^
16' 26' 36' 4.6' 56' ' 6 6 ' - 76' 86 ' -96 ' 0'6' T6' W ' 3'6' W 5'6'

/ \ --\
\T 1T 37' 47' 57' 67' 77' 87^ 97' 0 ' 7 ' Î7' ?'7' 3'7' 47' 57' 67'

/ ^ ^^18' 28' 38' W 58' 68' 78' 88' W O'ô' V81 2'8' 3'â' W 5'8' Q'Q^^

B A ' c

La colonne cyclique qui se^déduitdelâtêtedecolonne(o,a,(î),(a<^[î),
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con t i en t les trois triples :

( ° a p j on mieux / o a j3,
( i ) ^ N — a o 6 — a f les ) o (3 — a N — a,

( N — ( 3 N - - ( ( 3 — a ) o ) t r ip les ( o N — ( 3 N - - ( . 6 — a ) ,

puisque, dans le tableau précédent, chaque couple a en. premier son
élément inférieur, indiquant la rangée verticale, et en second son
élément supérieur, indiquant la ligne horizontale.

Il est facile de se rendre compte de la position respective de ces
trois triples. Car si p augmente de i , le t r ip l e (o, a, p) descend d'une
ligne dans la même rangée, le t r ip le (o, p — a, N — a) avance
d'une rangée dans la même l igne, et le triple [ o, N ~ [3^N - ([3 — oc)]
monte d 'une l igne et recule d 'une rangée. Or, pour p === 200, les trois
triples deviennent :

o a 2 a

o a. N — a

o N — 9. a N — a

sur la médiane A A',
BB^
07,

les deux premiers dans la même rangée du tableau, le second et le
troisième dans la même l igne. 0 désignant le centre des médianes
AA', BB', CC1 du tableau, les t r iples (o, a,^ (î) situés sur la médiane AO
et à l ' intérieur du triangle AUB ont a ins i leurs deux autres triples (i)
correspondants placés dans le même ordre respectivement dans les
triangles BOC et COA. Les triples de la médiane AO et de l ' intérieur
du triangle AOB peuvent donc être pris comme têtes des nÇ6n — i)
colonnes cycliqws différentes en lesquelles se répartissent les

n(6n — i ) ( 6 /z -4- ï )

triples de 6n "4- i éléments ( ' ).

( 1) Si, au lieu d'écrire les triples contenant l'élément o dans les casiers d'un réseau à
base carrée, on dispose ces mêmes triples aux sommets d'un roseau à base triangle
équilatéral, le tableau prend la symétrie complète du triangle équilatéral. A chaque
mouvement de l'axe ternaire, un triple quelconque se couvre avec son correspondant de
la même colonne cyclique, et les deux triangles conjugués AOC/ et BOC^ (voir plus loin)
sont symétriques par rapport à la médiane (MY.
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Pour qu 'une colonne cyclique (o, a, jS) puisse fa i re partie d'un
système de Steiner, il est nécessaire que celle colonne ne contienne
pas deux fois le même couple. Il faut donc que les triples ( i) de cette
colonne ne contiennent pas deux fois le même élément, autre que o.
Or, ce n'est que lorsque ? = 2 a, ou JN = a 4- p, ou N -+- a === 2^, que
deux des éléments a, p, (3 — a, N - a, N — [3, N — (j3 — a), sont
égaux, c'est-à-dire lorsque le triple (o, a, [3) est situé sur l 'une des
trois médianes AA\ 1W, CCY.

Donc seules les colonnes cycliques déduites des lé/es (o, a, ?) situées
sur AO et OC7 (ou sur l'une quelconque des trois médianes du tableau)
contiennent deux fois le même couple. Toutes les colonnes cycliques
déduites des têtes (o, a, (3) situées à ^intérieur du triangle AOB, en
dehors de OC7, sont des colonnes propres à former des systèmes cycliques
de Sieiner.

Nous appellerons la colonne [o, a, N — (p — a)] la confuguée de la,
colonne (o, a, ?); dans ce cas, celle-ci, est inversement la conjuguée
de la première. La conjuguée de la colonne (o, a, 2 a -+" x) est

(o, a, N — a — x) ;

deux colonnes conjuguées sont donc équidistantes vert icalement des
triples (o, a, 2a) et (o, a, N — a) jdes médianes A.O et BO. Lorsque a
est impair, la colonne ( o, a, '——'-} sur la médiane OC' esta elle-même\ 2 /
sa conjuguée.

THÉORÈME. — Une colonne cyclique se transforme en sa conjuguée par
la substitution \Xy N — x [.

En effet, cette substitution change le triple :
x^ x -+- a, x -\- (3

de la colonne (o, a, (î), en

N — x, N — x — a, N •— x — (3,

qui est un triple de la colonne conjuguée [o^ a, N — ( ( 3 — a) |.
Pour constituer un système de triples cyclique, il s'agit de prendre
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n colonnes (o, a, p), à {" ' intérieur du triangle AOB, en dehors de OC7,
dont les 6 éléments associés à. l ' é l ément o soient tous dilîerents d'une
colonne à l 'autre, et reproduisent , les 671 é léments autres que zéro :
i, 2, 3, . . . , 6/2. Puisque les six éléments associés à. o dans les
deux colonnes conjuguées :

o a p, o a N — ( ( 3 — a ) ,
o (3 — a N — a, o N — |3 N — a,
o N — (3 N — ( (3 — a ), o (3 — a ^

sont les mêmes, dans un. système de triples cyc l ique , l ' une d.e ces
colonnes peut i n d i f f é r e m m e n t être subs t i tuée à l ' aut re ; le résultat de
la subs t i tu t ion sera chaque fois un nouveau système cyclique de
Steiner. Le système cyclique, formé des n colonnes respectivement
conjuguées aux n colonnes d 'un p remier système, sera le système
cyclique conjugué au premier. Du théorème p l u s haut découle alors la
conclusion :

Les systèmes de triples cycliques Dont pur couples ; les deux systèmes
d^ un même couple n1 ont aucun triple commun^ mais sont équivalents et
se transforment fun dans V autre par Ici substitution \ sc^ N — x \ (f l ).

La détermination des systèmes de triples cycliques différents (qui ne
peuvent provenir l 'un de l 'autre par une permuta t ion quelconque des
éléments) se restreint donc a ins i aux têtes de colonnes cycliques
situées à l ' intérieur du triangle AOC', avec faculté de remplacer dans

(r) H.-S. White, dans un travail dont il sera question plus loin ( Trcm sa ctio/ts of thé
Amène. Mathem. Society, vol. XIV, 11° J , 1 9 1 3 , p. i3), a remarqué ce théorème, mais
seulement dans le cas particulier du système cyclique de NeLto de ï3 éléments.
Il est maintenant établi d'une manière générale. Le second système de Netto considéré
au début :

o, ̂ , ̂ w-a^ f % = = o , î , 2 , . . . , / î — l )

n'est autre que le conjugué du premier :

o, ̂  ̂ "'""S (a = o, ( , % , . . . , / î — î ;

puisque •
N _ (^/M-a — ^a ) s= ^rt4-a ^ mod N }.



64 ! S. BAYS.

chaque système une ou plusieurs de ses colonnes, mais non toutes,
par les conjuguées. Soit (o, a, ^) u n e colonne cycl ique à l'intérieur
du triangle A0(7. Parmi les six éléments accouplés à o dans cette
colonne :

( 2 ) a, P — a , (3, N - p , N — d 3 — a ) , N ~ a,

trois d'entre eux sont in fé r i eu r s ï\ — et les trois antres compris
Nentre — et N.
2

Dans le tableau tr iangulaire I, le d e r n i e r t r iple sur la m é d i a n e AO,
immédiatement au-dessus du poin t 0, est le triple (o, 27%, ^n);
d'après cela, dans les colonnes (o, a, ?) de l ' in tér ieur du triangle AOC',
les éléments a et p ont comme valeurs extrêmes respectivement
2 / i — i et 4^ -"•' I - D'autre part, l 'é lément [ r i — a a sa valeur
extrême 3n— i dans le triple du tr iangle BOA' situé immédiatement
à gauche du dernier t r ip le (o, 3/z, 6n) de la médiane AA'. Par conse-

il _ (
. quent , dans les éléments (2), a et [3 — a n'atteignent jamais —— == ïn ;

seul ? peut dépasser -- et atteindre l\n — i, mais c'est alors N — p qui
Ndevient à son tour inférieur à -•
2

NSi nous appelons les trois éléments (2 ) inférieurs à — la caracté-
ristique de la colonne cyclique (o, a, p), cette caractéristique sera
donc, selon le cas :

a, j 3 — a , - (3 pour (3 == 2a •+• i, 3 a 4- 2, . . . , 3 / î ;

a, (3 — a, N — |3 pour p == 3^ 4- i , 3 /z 4-2, . . . , 4 n — i.

Écrivons les caractéristiques de toutes les colonnes cycliques (o, a, (Ï)
de l ' intérieur du triangle AOC/. Il sera commode de placer sur une
même ligne horizontale les caractéristiques des colonnes d'une même
rangée verticale du tableau I. Les caractéristiques situées sur la même
ligne horizontale ont a insi leur premier élément commun; nous ne
l'écrirons qu'une seL(le fois devant chaque ligne. Par exemple,
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pour N - - = 2 5 , le tableau suivant des caractéristiques s'écrit immé-
diatement :

Pour que les douze é l é m e n t s (2) associés à l 'é lément o dans deux
colonnes cycliques différentes soient tou.s différents, il faut et il suffit
évidemment que les six éléments des deux caractéristiques soient
tous différents. Déterminer toutes les combina i sons de n colonnes
cycliques du triangle AOCY cons t i t uan t un système cyclique de Steiner,
revient donc à dé terminer tous les groupes de n clé leurs caractéristiques
noyant aucun élément commun. Comme il devait en être, nous
retombons sur le problème de Heifter. Pour les caractérist iques de la
première forme ( ^ ^ 3 n ) ,

1 " a 4-(3- a=i3;

pour les caractérist iques de la seconde forme (^>3/î),

a -4- (3 — a -+- N — (3 == N.

(J 'a i séparé par la barre oblique dans le tableau précédent les caracté-
ristiques de la première forme de celles de la seconde.) Les premières
sont tous les triples des 3n é léments i, 2, . . . , 3n où l'un des
éléments est égal à la somme des deux autres ; les secondes sont tous

Afin. Éc. Norm^ ( 3 ) , XL. — MARS 1923. 9
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les triples des mêmes éléments où la somme des trois nombres est
égale à N. Mais par le procédé suivi, nous sommes certains .mainte-
nant d 'obtenir tous le's systèmes cycliques possibles, et comme le
problème se réduit ici à déterminer dans le tableau précédent toutes
les combinaisons de n de ses triples n 'ayant aucun élément c o m m u n ,
peut-être la loi selon laquelle croît avec n, (N == 6n •+-i), le nombre de
ces combinaisons serait-elle plus facile à découvrir avec cette disposi-
tion en quelque sorte géométrique de ces triples, coïncidant avec la
disposition régulière des têtes de colonnes du triangle AOC'.

Quoi qu'il en so i t , pour les premières valeurs de n auxquelles je
me suis l imi té , je trouve, sans y mettre beaucoup de temps, les
nombres de solutions suivants :

Pour /?-== ï . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N == 7 i solution
)> n •=. ^ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N = 13 ,i » •
)> n === 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N == ï 9 4 ))

)) n == 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N = '25 ï 5 »
» n == 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N == 31 64 »

Pour opérer le plus simplement, par exemple dans le tableau pré-
cédent de N = = 2 5 , je sépare par une barre verticale les triples des
premières lignes contenant les éléments jusqu'à 4 == n; à partir de là il
me faudra nécessairement un triple de chacune des quatre premières
lignes, et nécessairement un triple contenant l 'élément 5. J'essaye
successivement 56, 57, 58, 5g, et ensuite isolément les triples laissés
à gauche 128, i34, etc., et l 'opération est terminée.

DEUXIÈME PARTIE.

Une solution du problème de Heffter, c'est-à-dire un système de
triples cyclique dont les tètes de colonnes appartiennent exclusive-
ment au triangle A.OC', fourni t en réalité, puisque chacune de ses
n colonnes peut être remplacée par sa conjuguée, 2" systèmes de
triples cycliques. La moitié de ces systèmes étant les conjugués des
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au 1res, i l en reste à examiner 2 /^~< pour chacune des soin lions obtenues,
c'est-à-dire pour :

n = i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N == 7 i système
n-= 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N == 13 •>. »
/ / = 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N == 19 i6 .»
/?, == 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N =='.•> 5 î "AO »
n == 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N == 31 10*24 ' »

Une classe particulière de substitutions nous aidera à réduire beau-
coup le nombre de ces systèmes qui peuvent être différents.

Soient les éléments o, î , 2, . . . , N. Dans les substitutions suivantes,
nous entendrons toujours comme jusqu'ici , par an élément supérieur
à N son plus petit reste positif mod N.

La substi tut ion cyclique \x, a •+• x \ est la puissance ci de la substi-
tution

s-==.\x. 14- x [.

Lorsque N est un. nombre première, les substitutions

t == j x, a -+- oc x \
(ût=0, ï , 2, . . . , / ) — ï. ; a=I, 2, 3, . . . , / ? — ! )

constituent le groupe métacyclique (Kronecker) (1 ). Pour a == î , a = o,
la substitution <? est l ' identi tcï ; pour oc == î , la substitution t est la substi-
tu t ion cyclique s " , qui déplace les? éléments; pour a >-1, la substi tu-
tion i d é p l a c e r » — î éléments; l 'élément qui ne change pas est donné
par la congruence x^a + ^oc (mod/?).

Lorsque N est un nombre quelconque, les substitutions

t == j ûc^ a 4- o(.x \

[o==:o, i ,2, . . . , N — r ; a == les cp(N) entiers pré rmers avec N]

const i tuent encore un groupe. Nous l'appellerons de même le groupe
méteicy clique. Mais ici les substitutions où a> î , selon les conditions
dans lesquelles se présentent la congruence x=zû 4- OLOC (modN),
peuvent déplacer un nombre d'éléments moindre que N — i . La

( î ) NETTO, Gruppefi unci Suhstitutionentheorie^ p. i33.
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m^"111 puissance de la subs t i tu t ion î, où. a > i, est

^ ^_——— _p a^.r
a — i

Lorsque N est nombre premier p , cette puissance ne peut être
qu'une subs t i tu t ion régulière de p — î é léments^ avec des cycles
de u éléments, si u est la plus petite puissance de a congrue
à i (modp). Si a est racine pr imi t ive de p , la subst i tut ion t est donc
d'ordre/? — i et formée d 'un seul cycle.

Que N soit premier ou ent ie r quelconque, si ç(N) est la plus p e t i t e
puissance de a congrue à i ( m o d N ) , le groupe métacyclique est
produit par les deux substitutions

et chacun de ses diviseurs non cyc l iques (nous les appel lerons diviseurs
métacy cliques) par les deux subst i tu t ions

S •== [ X^ \ •+• X |, t == 1 X^ OL^ X |,

où œ est un diviseur quelconque de y(N). L'ordre de ce diviseur
métacyclique est ainsi N ' 1 — ) *

THÉORÈMES. — 1. La substitution cyclique \ x, a -h- x \ transforme
chaque colonne cyclique en elle-même.

2. La substitution métacyclique \ x^ a "+- ^x \ transforme chaque colonne
cyclique en une colonne cyclique.

En efïet , par cette s u b s t i t u t i o n , le triple quelconque
m ii p

devient
a -+- m a a "4- n a a -l- p a ;

le triple de la même colonne
m -+• .s' n ~t- s p 4- .ç

devient
a -+- m a 4- s a a •-}- n <x-+- .^cy, a -h p a -4- s a,

c'est-à-dire un triple de la même colonne que le précédent.
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3. La substitution mélacy clique \x'y a 4- ̂ x \ transforme deux colonnes
conjuguées en deux colonnes conjuguées.

En effet, par cette substitution, la tête de colonne
o /; p

devient
a a 4- ri a a -4- p a,

c'est-à dire la colonne
o ri p

devient la colonne
o u v, p y. ;

de même la colonne conjuguée

o n p '

devient la colonne
o na p' a.

O r / / = N — p -4- n, en d'autres termes
p -+- p ' ss n ( mod N ) ;

mais, a étant premier avec N, on a aussi
pcy, '-\-p'a ss nof. (modN).

Les deux colonnes transformées sont donc conjuguées comme les deux
premières.

Le groupe, qui transforme un système de triples cyclique en lui-
même, contient donc en tout cas le groupe cyclique \s\. Les substi-
tu t ions du groupe métacyclique transforment un système de triples
cyclique en un système cyclique et deux systèmes conjugués en deux
systèmes conjugués.

4. Le groupe qui irons forme en lui-même le système de Nette :

o g^ g'rl'•}~oc• (a == o, i, 2, .. ., n — ï ) ,

, ... , ,. ,, y (6//-•+• ï ) 6/^ rv //» X

contient en tout cas le dmseurmeïcicy clique d ordre-——^——— == 3 (bn -+" î),2n

1 /y T -J-. -y ! 1 'y rr2/t -y» j (J-, 1 ~+- JL- j , | <x-, ^ ^ j (
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En effet \x^ g'nx\ transforme le système de Netto en son conjugué;
donc ] x. g ' l n ' x \ le transforme en lui-même.•'? ô

5. Le groupe^ qui transforme en lui-même un système cyclique quel-
conque^ ne peut contenir de diviseur métacyclique (F ordre PAIR.

En effet, soit co une puissance de a ( î p ( N ) est la plus pet i te puis-
sance de a congrue à i (modN) | pour laquelle la substitution \x, <y^x\
change le système en. lu i -même, oj doit être d iv iseur de y ( N ) ^ mais
non de ——-y sinon une puissance de ).%•, a^'), changeant le système

yiN)
en lui-même, donnerait la substitution ' ^*, a 2 x , alors que cette
dernière subs t i tu t ion t r ans fo rme le système en son conjugué, puisque

îlï
a 2 ss — r (rnod N).

Par conséquent/si l 'on a
y ( N ) ^ ^ r ^ q ^ ' . . . ,

îm^^-^r^.

œ ne peut être que
a) -=: ^c/^q^'. . ..

Le diviseur métacyclique en question (l'ordre N ' — - ne peut donc
être que d'ordre impair. y(N) est nécessairement pair; aucun système
de triples cyclique ne peut donc posséder le groupe métacyclique
complet de ses N éléments.

6. Si œ est la plus petite puissance pour laquelle la substitution \ x, c/^x \
û>

change le système cyclique en lui-même^ la substitution x, a2 x le
change nécessairement en son conjugué.

Cela résulte du fait que les substitutions \x, a^x\ et | x, a^^x y
appliquées à ce système, donnent le même système transformé.

7. La substitution métacyclique quelconque l.r, h ,4- Qx\ (6 premier
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avec N) est permutable avec le diviseur métclcy clique :

i \x, i. 4- .r|, |.r, a^l ^

Les subs t i t u t i ons de ce diviseur sont , en etiet,
[ .z-, a^-^r [ . [ .'y, ^ 4- .•r I == | ,:.r, <7 -h a^.r [

/ • rv, ., î> (N ) .a -.= o, i, ̂  . . ., N — î ; s -==: t , 2, 3, . . ., -J—i
\ ' ! &) /

et l'on a
| ̂ , Z> 4- (3.r ] . [ x, a -4- ̂ '.r | = [ .z-, a 4" ^a^-h iSa^^ |,

| .r, a -4- a^^:-1. | .2;, b 4- (3 x \ = | .y, /^ 4- [3 a^ 4~ pa^'' .z" [.

Or, la congru, en ce
^ a ' ^ — ^4-a-+- ^a0^ ( m o d N )

a toujours une solution a\ [S é t an t premier avec N.
Ce résultat revient à dire que deux systèmes cycliques qui, se trans-

forment l 'un dans l'autre, par une substi tution rnétacyclique, ont les
mêmes subst i tut ions métacycliques qui les transforrnenten eux-mêmes.
En par t icul ier , les diviseurs métacycliques appar tenantà deux systèmes
conjugués sont constitués des mêmes substi tutions (1).

Pour N = 7 = 6.1 + i, (n == ï), le triangle II montre immédiate-
ment un seul couple de systèmes cycliques conjugués i3 et î5 (2) .
Pour 7 é léments^ i l est facile de voir, en effet, qu'il n^y a qu'un seul
système de Steiner possible avec 3o formes différentes dont deux seules
sont cycliques. Le groupe de ce système est ainsi d'ordre ]— = 168.
Les systèmes conjugués i3 et î5 possèdent le diviseur métacyclique
d'ordre 21 :

; |^, 14- x\, \ x, S 2 ^] },

( ! ) Le théorème donné par H. White, dans son travail cité plus haut, pour le système
cyclique de NeUo de ;r3 éléments, cl qu'il énonce ainsi : Triple-shvtems ofthé Netto type
on i3 éléments occur m peurs., thé ta'o of ci pair having tfie ^ame groupe but ftavin^ no
triad in common^ esL ainsi entièretnent établi pour un système cyclique quelconque.

(2) En continuant à négliger d'écrire l'élément o commun à loules les tètes de colonnes
cycliques.
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c'est-à-dire le demi du groupe métacyclique de 7 é léments .
A

' 12

13 \23

l^- 2^ 3^

Triangle III.

Z5 \35 ^.5

1 6 Z6 36 ^-6 56

Triangle II.
8S

1 0 ' ?0' 30' W 50' 60' 70' 80' 90' '

I 1' 2V 3 l 1 4T ,51'\ 61' 71' 8!' SI' O ' I '

IZ' 2?' 3c" 42 ' 52' 62' 72 ' •' 8'd' 9£' Oî1 "0'^
3 A' C

Pour N == i3 == 6 . 2 4 - i , (/z === 2), le t r iangle AOC'y a âne seule solu-
t ion et ainsi deux systèmes à examiner ( } ) :

i4
ÏO'

27
27

a

<^i

Nous noterons toujours par l ' indice prime le système conjugué. Avec
la subs t i t u t ion |.r, ix\ (2 est racine p r imi t ive de i3), nous'formons le
tableau suivant, où chaque système est le transformé du précédent par
cette subst i tut ion :

| i4 | '^7 | ^•À 7

i4
28

28
i(/

A part ir de a' ce sont les conjugués de ces systèmes qu i reviendront
dans le même ordre, puisqu 'une substitution métacyclique trans-
forme deux systèmes conjugués en deux conjugués. Donc encore un
seul système cyclique pour i3 éléments, avec le diviseur métacyclique
d'ordre 89 :

; |.r, ï -+-^1, |.r, ^.rl S .

( l ) Nous meUrons toujours à droite Ja lettre qui désigne le système.
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Pour fbrm.er faci lement ce tableau précédent et ceux qui suivent, i l
suffît d'écrire les têtes de colonnes du t r iangle AOC/ et,, d'y appl iquer la
substitution \,x, a.r[ choisie, aappar tenant à l'exposant 9 (N) (rnod N).
Les triples transformés sont encore dans ' le triangle des triples conte-.
nan t l 'élément o et indiquent immédiatement la co lonne transformée.
Les transformées des colonnes du tr iangle conjugué 130(7 sont les
conjuguées des premières. Avec cela, ces tableaux, où dans chaque
rangée verticale une colonne est toujours la transformée de la précé-
dente, et ainsi chaque système le transformé du précédent par la sub-
stitution .r, a.r , s'établissent presque au courant de la p l u m e ; une
fois a t t e in t le conjugué du premier système, il est i nu t i l e de poursuivre
puisque , en vertu du théorème 3 plus haut , ce sont les conjugués des
premiers qui v iendront dans le même ordre.

Pour N = 19 = 6.3 -4- i, ( / z = = 3 ) , le triangle AOC' cont ient les
quatre solutions ( tableau I) :

29
28
20'

25

,'J 1

30'

37
4o'

iG'
15'
^
I'À'

22
23'
-i \ 1

26'

5'y
32'
35'
43-

a
b'
c '
cl'

dont, les systèmes
conjugués sonL :16

181 0 .'^.) qu U l d -'-U i\^j tt'

I I en résulte 16 systèmes non conjugués; nous désignerons les quatre
fournis par le système a par

14
W
14
14

29
'^•9

'5T

5i'
51'
53'

/ / 2

et de même les quatre fourn i s par chacun des systèmes À, c, (L La
subst i tut ion \x, tlx\ (2 est racine primitive de 19) donne la répartition
suivante :

i4
28
37
5i'
30'
ï6
22/

\y

2 1 /

ï67

•-^9
i5
20'

i4
28
37
5'i'
W
16
29/

5i'
So'
ï6
22'

r')'
2I/

i(y
'À'y
3 5
53'

a
b
€

OL^

b\
Cî

a',
1^
c't
a'

iC/
23'

35'
5'y
1 8
2()/

43'
12 /

1 ^

26/

12
 î)

i5
20'

i4
25

4c/
1 8
26'
25

4o/

Si '
3o'
ï6
22'

40'
i8
26'
43'
43'
i^

t^.^
b-,
^3

"\
d
^
d.\
d'
^
d,

Ann. É€. Norm., (3), XL. — MAKS 1923. 10
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Donc, pour 19 éléments, au plus [^systèmes cycliques sont différents.
Le système a ne possède que le groupe cyclique \ \x, i + oc \ j . Les sys-
tèmes a, et, «^possèdent le diviseur métacyclique | \x, i -+- .z'j, .2?, 26 x\
d'ordre 3 x 1 9 = = - 57, et le système d^ le diviseur niétacyclique
j \x, i •+- x\, \x^ 22.z,"| { d'ordre 9x19=171.

Pour N==25 =6.4. +i, (n ==4)? le triangle AOC' (pour a5 et 3i élé-
ments le triangle des triples contenant féléi'nent o ne tient plus dans
la largeur de cette page; il est d'ailleurs facile de se le représenter)
contient les i5 systèmes :

Les systèmes conjugués sont :

ï3 fi' 5i' 75' a 1 3 " 46' 59' 77' a
i3 4 1 ' 53' C'y b \y 48' 57' 66' h'
ï 4 '20' 54' 63' c \ t î " 27' 56' 68' c
15 -.K) 33' 64' d n" -28' 35' 67' ci'
^ ^3' 39 75' e i l" '^ 39' 77' ^
16 ^o' 3^' 4^ / lo" 'îrf 36' 48' /'
ï6 •u' 3o' 4-^ ^ lo" ^6' 38' 47' ^/

17 wr ^^ 49 ^ n/ ^5' 37' 40" //'
^8 ^6 33' 54' ^ . 18' ^ ï" 35' 56' /:'
t9 •2^ 44' 63' ^ 17' ^ff 45' 68' /•'
19 ^/ 37 5i' I 17' 25' 31" 59' L '
10' -26 Si' 5'A' w 16' ^i'7 37' 58' m'-26 3l' 5'A' w 16' ^i" 37' 58'

^7 39 4^' n i5' •M^ 39' - 47'
28 3o' 49 ° U' ^ 38' 4o//

r)/ ^9 S8 4o/ /? ï4' ^ 3o'/ 49/ ^/

n' ^7 39 4^ ^ i5' •M^ 39' - 47' ^
12' 28 3o' 49 ° U' ^ 38' 4o// o'

II en résulte 120 systèmes non conjugués ; nous désignerons les huit
fournis par le système a par : ! '

î ^ 4'^ 5l' 75' a
13" 43' 5l ' . 70' a\
i3 46' 5 t ' 75' as
i3 43' 59' 75' ^3
i3 43' 5i' 77' ^4
iy 46' 5i ' 75' ^
13' 43' ^9' 75/ ^6^
IB" 43' 5ï ' 77' ^

La substitution \x, 2^[ [2 appartient à l 'exposant cp(25) === 20
(mod 25)] donne la répartit ion suivante; adroite les têtes de colonnes
sont rangées a nouveau par ordre de grandeur de leur premier élément
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autre que o :

i3
26
4^
H)

-28'

M'
3i'
39
63'
i4'
i3"
i3
-26
4 2'
î 9
9.8'

.'il'

43'
i8
a6'
3i"
67-
36'
î9'
9.3'

î 4
'28
46'

4i'
3i'
39
68'
^
î 3"

S i '
33'
i6
%'2'

l5
•20'
4o"
77'
56'
38'
59'

53'
lu'

•20"

45'
3o'
65'

75'
54./
3o'
51 '
33'
i6
'2'2'

l5
'20'

4o"
77'

65'
5 a'
î î '

"2'̂

49'
577

i3
18
t6
^9
l5
i6
19'
l5
î 4
I4'
1 3 "

1 3
10'

1 1 /

1 9
T^

^3 / '

43'
•26

26'

'2'2'

•28''

20'

2'2'

23'

30'

-28

46'

4 i '
•26

•20"

%^

-28'

41.'

5 1 '
3 3 '
3o'
3 ( / '
33'
36'
3i'
39
56'
38'
59'

53'
3 1 '
39
45'
30'
57'

~ 5 '
) 4
^^
3 1 '
67'
4i.'
40"
77
68'
4o"
77

65"
5%'
4^
68'
49'
65'

a
{

b^
^3

</;,.

/̂/7

€'/,,

C,

0^

€t

b
m
l i n

k\p'1'^ ^ //.

Si nous prenons un autre système a/ comme poin t de départ, c'est-
à-dire si nous remplaçons dans le système a une ou plusieurs colonnes
par les conjuguées, en. vertu du théorème 3, les rangées verticales
correspondantes seront remplacées par les colonnes conjuguées; en
d'autres termes, les sept autres systèmes a, donneront chacun une
succession de systèmes identique à celle de a, abstraction faite des
indices. Même remarque pour le système b, pour lequel, d 'ai l leurs, il
est: inu t i l e de pousser le tableau au delà de A c ; à part ir de ég, en vertu
toujours du théorème 3, se présenteront ( ^ } dans le même ordre des
systèmes de même lettre que les précédents, mais d ' ind ice différent
puisque b^ est d'indice différent de b. Les systèmes b^ vont donc par
couples; pour connaître sans autre le transformé de b^ par la substi-
tut ion | x, ̂ x [ , il suffit de remplacer dans bç, la colonne 4 î^ transformée
de i3, par sa conjuguée 48^ transformée de la conjuguée de i 3 ; on
trouve b'^ De même le transformé de 62 ®st 63 et de &;;, ^. Ainsi, pour
25 éléments, au plus 12 systèmes cycliques sont d i f fé ren ts ; chacun
possède uniquement le diviseur cyclique \ .x,ï-+-x { .

Pour N == 31 == 6 . 5 4- 15 Çn = 5), le triangle AOC/ contient les

( l ) Jusqu'au lome transformé, qui sera nécessairement b'.
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64

T 4

I'")

1,5

^

'̂

sys

1 3
i3
i3
1 3

i4
i4

T /

II

i5

i5

ï6
ï6
16
16
ï6
16
16
ï6
ï6
ï6

17
»7

r8
18
18
18
18

ternes
/ . /

4 i 7

4-27

/,-^'i.{ ^

'20'
21?/

'22'

•).3'

24'

-^9
20'

'25'

•^y
•29
'^9
ai'
tî?/
9,-2'

2-2'
•^3'
-iS'
•26'
26'
210/

'2 ï / '

94'

^

'21 /

-22'

2-2'
23'

'25'

suivcints; noi

55'
57'
54'
5i'

5 7'
53'
56'
5'î' '
5i '

35'
34^
39
Si '

34'
36'
36'
36'
3i'
34'
3e'
3^
3->/
3o'

39:

35'
3I/

33'
36'
39
36'
35'
3-2'

68'
6 5'
66'
7 y
65'
^
63'
66'
76'

67'
68'
77'
63'

46'
44'
49/

4i'
47'
43'
46'
44'
4^
43'

47'
44'
43'
49
4o'
4Y
49
4o'
44'

87'
88'
78'
99'
78'
76'
87'
87'
88'

88'
76'
89'
99'
88'
89-
77'
87'
76'
75'
87'
75'
88'
89'

56'
53'
55'
^/

57'
56'
67/

54'
5i '
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is n'écrirons

\ ( a )
A ( b }
.\(c)
A(d)

B(a)
B(b)
B(c)
B(^)
B( f f )

C (' ̂  ^)
C(7^)
0 ( 0 )
C(^,)

D('a)'
D^)
IXc)
D(/)
D(^;
D f e )
DCA".)
D(7/)
D t / . - )
D(/:)

Ef^/;
E^)
E ( c j
E ( ( I )

F i a )
V ( b )
y ( c )
F ( d )
Ff d )

•

pas

'9
i9
^
19
10'

10'

I 0'

Î 0'

1 0'

I ['
\ I'
1 1 '
1 1 '

!'>.'

ï ':>!
I •2'

(a'
1 '2'

r3'
i3'
ir
î3 '
i3'

ï5'
i5'
" ï5 '
ï5 '

ï^
i4'
1 4 '
i. '̂
14 '

leurs

•>.5
-27
^3'
25'

9.5

-27

a8
24'
-26'

2 }

26

27
24'

•29

26

27
28

25'

%5
26
-27

28

- 2 1 '

26

29

2/2'

2 2'

25 "

28

-28

20'

Î2'.

SVS

45'
33'
37
34'

46'
36'
36'
38
38

46'
36'
35'
37

38
33'
36'
36'
3o'
4 « ^
3o'
3i'
3o'
37

38
33"
39
3i.'

4o'
37
3^'
39
38

ternes

68'
46'
57'
4o'

64'
42'

4 I /

45'
4i '

63'
5 'ï'
43'
53'

47'
54'
.(0'

49
49
66'
56'
44'
4^
55'

78'
4-2'

4i '
49
76'
56'
4 ^
45'
4 f '

conj

777 (.J'"^)
67' (T(^)

66' G(^)
52' G ( d )

78' H (^ )
67' H ( b )
67' H c r ' )
63' \\(d)
68' 1

87' I(a)
<S7' ï ( h )
64.' I(r;
65' l ' ( d )

66' K(<-/)
76' Kf^)
87' K ( b )
77' K C c )
64' K ( e )
87'
87'
65'
54.'
64-

99' M ̂ a )
5i ' M.(/^)
53' M ( ^ )
63' M(<)

8 y' N ( a}
99' N ( b )
55' N ( C )
32' ^ ( d )
65' N(ej

ligués

i re )

. ( a}
A b }
. ( f i }
A d )
. ( e )

II en résulte 1024 systèmes non conjugués. Si d', //, c\ cl\ e' repré-
sentent les cinq colonnes conjuguées du système A.(a) par exemple,
nous désignerons encore selon le même principe que plus haut par A^ ,
Aa, A;i, A^, Ag les systèmes qui contiennent la seule colonne conjuguée
correspondante a ' , f/, c\ d^ e ' ; par A(;, A^, Ag, ..., A^, respectivement
ceux qui contiennent les combinaisons successives de deux colonnes
conjuguées a ' , //; a\ </; af, d ' ; a\ e ' \ b\ c'; 6', d ' ; Z/, e ' ; c\ (Ï \ c'\ e ;
ci', e\
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La subst i tut ion |.r, 3.r (3 est racine primitive de3 i ) répartit ces
1024 systèmes en h u i t groupes de systèmes équiva lents ; trois groupes
sont d'un même type, et trois autres groupes d'un même type égale-
ment ; les deux groupes à part donnent les systèmes qui offrent le plus
d'intérêt.

P rentier groupe.

A ( a )i3
39
4.3'
4r
54'
5 ï "

(x/

19"

4l'
T:>/

16'

36'
^ff

44 / /

4:1 '

44'

:")'')'
^'
W
^'\
26
68'

1 3

5i'

68'.
53''
73"
7i"
ii"
i3

5l"

69'

S;'
4V
•22/

i6'
36/

89/

87'

^

on
Y)
»
)>
»
»

»

»

i3
1 7
16"
lô"
n/7

( 3

t 3

^

^i'
v'î!
'î'î'.
'î\'
26
44'

^

44//

55'
39
3o"
36'
36'
5i"

5l'

5i,"

68'
'\\
43'
43'
54'
68'

^

69'

^
53'
73-
7-1'
8-2"

8-/

8;'

8^

Ai As Ar, A.', AT An A . i 5 ( i )
M i ( c }
D^Cc; )
^o^-)
l\,(b)
A g ( f f ) A i 2 Âr,, Ai Al A7 A^ A^.

A,i3(^) A:{ A» ^

A ' ( a ) i\\ A 2 Â^

Diaprés les rem.arques faites plus haut , il est inutile de pousser le
tableau au delà de Ag(a) ; à partir de A[(a) les systèmes de mêmes
lettres se représenteront dans le même ordre, mais avec des indices
différents, A.[[a) étant 'différent de A(a). Le 10° transformé de A. (a) ne
saurait être A'(a) ou A(a) , en vertu toujours des propositions
énoncées; i l est A^(a). Pour l'écrire directement, les deux lignes
des systèmes A(a) et Ag(a) nous suffisent. Le iS6 transformé de A(^)
sera nécessairement A^a). En remplaçant i3 et la première rangée
vert icale du tableau (de gauche) par les colonnes conjuguées, on a
A ) ( ^ ) e t ses systèmes transformés; en remplaçant la seconde, rangée
verticale par les conjuguées, on a Aa(a) et ses transformés, et ainsi
de suite. Le résultat apparaît immédiatement :

Les quatre systèmes A(a), A, (a), A^Û!), AsCa) ne possèdent que
le diviseur cyclique j | x, 14- x \.

Les quatre systèmes A.. (a), A.ï(a), A^(a), A^(^) ont le diviseur
métacycliqi.îe j | x, i 4- x |, j ,r, 3^x \} d'ordre 3 x 3 ï == c)3.

(1) En entendant par Ai, Ag, Ag, etc.. les systèmes Ai (a), A ^ C a ) , A s f ^ ) , etc. Nous
négligeons seulement d'écrire la lettre Ç a ) pour gagner de la place.



i4.
3?/
46-
49'
57/

5(y

63 /

18"

'22'

16'
36'
82'

44'
21'

a?/

21'

56'
'26'

67-
l'y
25"
63 /

l8"

5o//

63'
88'
i8
34'
ri"
i8'

50'

64ff

^
^i'
22'

l6"
36'
8-2'

87/

8a'

Deuxième groupe (même type que le premier).

i4
lô"
1 8
16"
i2'
iS'

18'

i8'

ïï'
•26'
2'2/

23'

a5'
21 '

'lî'

' i l "

56'
3->/
36'
34/'
36'
56'

DO"

Sa"

63'
4r'
46'
W
44'
63'

63'

64'

8/
88'
(̂
82'
57-
8lf

3/

82 /

^ B, .83 Bg Bio Bi4 ( 1 )B ( c ) Bi
DiO)
F.(^)
IX (^)
H,,(.)
^i:^) B^ B.j Bc B, Bg B^ B',^

B7(c; B^ B,, B^ •

B'^'O B^ Ba B;;

lïietacyciîque j

Troisième groupe ( dlême type que le premier) .
16
38/

87-
41'
a'/
i^

i G

lô"

-29
4o /

«3 '
38
76'
44'

89'

<

36'
82'

44'
-Aï '

l6

38'

367

38/

4r
r o"

'>.'>
65'
47'
8c/

•.'..î"

4 r / /

89-
27
(h"
18'
33'
2.}'

4l'

80'

^ i 4- .r ,

ou
))
»
»
))
3)

))

))

l6
K/
13'
I8'
l6
K)'

16

^r

^9
-27
•25

T>.'

'.H"

•24'

•24ff

x, 3^x

36'
38'
44'
3«S
33'
38'

36/

38/

44'
4</
6^. / /

47'
44'

4 I / /

4i'

! d'ordre 3 x3i=c)3 .

g^

s'y
87'
6y
76'
Sf)'

89'
So'

"i^1^ Di Ds 1)3 D,, Dg Di. Di, ( i )
K \ i ( b )
L\^a)
N c ( e , ) .
1)3 ( d )
Û u ^ ) Dio D, De I), D, 0^ 1)̂

D l l ( ^ ) D Î 4 D^ Dy

D^'î') D^ ÎX Da

Les quatre systèmes D(&), D. (6), ]),(&), D3(A) ne possèdent que le
div iseur cyclique ; [ x, i + x [ } . •

Les quatre systèmes D,(&), D,(6), I),,(^),D,(6) ont le diviseur
metacycliqne i ] ̂  i + ̂ j, j^ 310^ [ ; ̂ ^^,^ 3^3,^ ̂

1 6
38'
87'
4I /

'25/

16'

2 y/

16'

36'
82'

44'
11 "

36'
812//

44 / /

'il"
l6
38'

4 ï 7

a?/
I6//

36 /

S'î"
W

87-
4l '
•22/1

16'
36'
8-2'

ou
)>

))

))

))

. Ï)

ï6
I6//

16'
16'
l6
16'

Qua
/2•>/

'2/2/

2 '}/

-11"

V)/

' î l "

itriè
36'
38'
36/

36'
36'
W

me (.

4i '
44'
4 ^ /

44'
44'

^rou
8/
82'
H7'
<S%'
82'
Sa'

fie.

Wf) Wf) ]h(f) D,(f)
^'n(.f) D,f/j Di,.r/'; D'̂ y')
"«G/'J o',«(f) ï)\,('f)
^ •.,(/) H(f) Dr//)
l-)l5(./',l DÇr./') D,,f/)
'-'''y'^ D',G/') îy^f)

^e^Sr^ e"cor(7> fjour gag"er de la t)lace- d'éc^ire la leure ~(c) ̂  B.02, eic., eL id lelfcre ( b ) après Di, Dg. etc.
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Les systèmes D(/), I), ('/),:[),(/) possèdeni, le diviseur métacy-

-4- oc\, x, 310^' 1 i d'ordre q3.clique x.
Le système ]:),(/) possède le diviseur métacyclique ; \x, i -+-.r, \x, 3 'lx\

d'ordre 4.65.
Cinquième groupe.

l ' ï ' •29 38 4.7' W
28' 40' 76' 89' I 4 /

62' î 3 ' ..:î4/ 27 3r
48' 38 lo' 61" •29

667 lo' 47' "̂  38

^9 ^ ^' / / 36' K/
38 6i' 9,4' 1-2' 47'

36' 4^ 6i'

38
4o
3 1
3cS

33

36'

38

36'

i j
-6'
M'
18

47^

47'

48'

(„)()•
89'
6-^
6^ / /

()6 /

6i.'

61 '

6i'

K
x\

Là
lv

K(

K/

K

K

K ( <^ ^) K i ( <;/ ^) K;i (" û? ) Ka f ̂ }
i\2 C a )
Lg C 1 c ,)
K-^i '^) K g f ^ ) Ki5(^} ' K a f ^ )

\ \ G ( d ) Ï^^fd) K ^ ( d )

K\,^,d) K^(\cl) K.7 ( d )

K ^ ( d ) V ^ ( d ) K ^ ( d )

\ \ ' (d ) ' K \ ( d ) K ^ ( d )

Les quatre premières lignes du tableau nous suffisent; ni le 6e, ni
le 9e, ni le 12e transformé de K ( d ) ne saurait être K^r/), ni K(d} avant
d'avoir obtenu ^ ( d ) . Les systèmes K( r f ) , K,(^), K , ( d ) ne possèdent
que le diviseur cyclique } x, i 4- x\ ;.

Le système K^(W) possède le diviseur métacyclique ; \x, i +<r], l^^^] ;
d'ordre i55.

Enfin, les trois derniers groupes avec les systèmes A(b), A(c)
et J i ( a ) comme première ligne du tableau n 'on t pas ^rand intérêt.
Les quinze premières puissances de la. subs t i tu t ion |.T, 3x appliquées
au système A(&) donne la suite, sans écrire les indices :

A ( ô ) , F ( ^ ) , 1)(0, I i (ô) , H ( d ) , N ( c ) , M( . - / ) , Ï ) ( a ) . F(^) ,
L(b), H ( ^ ) , B ( ^ ) , !)( / /) , K ( c ) , I ( a ) .

(.k.)mme aucun, autre système A,(6) n 'apparaî t dans cette su i t e^ chacun
des quinze aut res systèmes A,(6) donnera la même suite, mais chaque
système avec un autre ind ice . Les • seize systèmes A,(&) possèdent
ainsi uniquement le divisenr cyclique ; ^ [ . l i e n est de même des
systèmes A,(c) et B , ( a ) qui donnent les suites, abstraction faite des
indices :

A(c) , N(^ ) , E ( c ) , M(ZQ, G ( f / ) , L (^ ) , M(a ) , G ( 6 ) , E ( ^ ) ,
, K ( ^ ) , G(a) , l(^), A ( ^ ) , C(c) , l (c) , A ( c ) ;

:B(a), E (a ) , E(<^) , G ( ô ) , G ( c ) , N ( ^ ) , C(^) , C(a) , F(^),
L ( d ) , H( f / ^ S. î (6-) , F(6-) , K(e ) , H(a) , B(a) .
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En résumant, poLir 3i éléments, au plus

3 x 16 -4- 3 x <S +- 4 -4- 4 == 8o sysiè/nes cycliques

sont différents; 63 de ces systèmes ne possèdent que le diviseur
cyclique \s\; i5 d'entre eux possèdent le diviseur métacvclique
d/ordre 9.3 :

• ![^i+.r|, |.r, S 1 0 ^ ! ; ,

un le diviseur d'ordre /465 :

! | T i _i_ 'r \ \ y ^2 r i 'f j ..C , 1 -+- ^ 1 , j ../„., 0 ,Z- | , ,

et un le diviseur d^ordre ï55 :

i [ x i i —i— ce j j se ^ ô ' ûc \ , .

Nous trouverons .maintenanî. , dans une troisième partie que ces
systèmes, qui sont les premières lignes des tableaux précédents, sont
en réalité tous différents^ et en outre que, sauf deux exceptions, le
système de 7 éléments et le système IL(rf) de 3i éléments, aucun
d'eux n'a d'autres substitutions qui le t ransforment en l u i - m ê m e que
celles du diviseur métacyclique qu i lui a été trouvé. On peut en con-
clure avec grande probabilité l'existence du théorème su ivan t , qui
serait à démontrer :

Si deux systèmes cycliques sont équivalents^ ils peuvent en tout cas se
déduire l'un de f autre par une substitution mélacy clique.

Il peut être intéressant de faire remarquer quels sont ceux de ces
systèmes cycliques obtenus pour 6/i-h i ==/? (premier) élérnenis, qui,
-sont les systèmes cycliques de Nette correspondant aux diverses
racines primit ives de p :
p r =3- \ racine p r im i t i ve 3 = oi3.

^ )> 5 == o 15.
p^y p ^ ^ \ racine primitive 2 donne a\, 6 donne a^

/ )) 7 » a' y î f » a.
po... „ _ ,. \ racine primiLive ^ 3, \l\ donnent cl\ i1 0 1 1 1 ^ - l c ^• • [ , ^ ̂  ^ , ^ j le même système.

, racine primitive 3 donne D^/), ï 3 donne D;^/) \ deax sysièrnes
Pour p== •h... ) " n )ï ^ ( /^^ » Ds^f différents :

' " ) . )> ^•)' )> I ) ï ( , / ) , 2 i » D^(f) ( D3('/)éqaiv.D7('/).
\ )> 17 » D G ( / ; , 2 2 )) Ï ) Q ( f ) ) I)â(J)équiv.D6(/).



PARTIE.

Dans un travail présenté à l 'Arnerican M a l h e m a î i c a l Society en 1912
et p u b l i é dans les Transactions of thé Amer. Maihcm. Socicty\ wl. XIV 7 ,
n0 l, i ( ) i 3 , p. 6, H.-S. White a donné le premier un moyen direct de
reconnaî t re les systèmes de triples différents. Jusque-là, le critère
pour di l ierencier deux . systèmes de t r ip les était la différence du
groupe de substitutions qui, leur appartenait . D'ailleurs, les recherches
sur le problème de Steiner, à part l 'é tabl issement du théorème d'exis-
tence d 'un système de tr iples pour chaque N de la forme ^n-^-i
et 6/14-3 par Reiss, Moore, et récemment encore F i t t in^ ( 1 ) , et la
construct ion de systèmes pa r t i cu l i e r s par Net to , Heff ter et d'autres, se
sont longtemps arrêtées au cas de i3 éléments. Pour 7 et 9 éléments,
on remarqua imméd ia t emen t q u ' i l n'y a q u ' u n seul système de Steiner.
Pour i3 éléments, Zu l au f ( 2 ) montra , précisément au moyen de la
différence des groupes de subs t i tu t ions , que le système cyclique de
Nette étai t différent des systèmes donnés par K i r k m a n n , Reiss,
de Vries ( ;$), qui, par contre, se r a m e n a i e n t l 'un à l 'a-uire par des per-
muta t ions d 'éléments, ; ensuite successivement Pasquale, G. Brune l ,
J . B a r r a u , F. Cole ( 4 ) établirent que, pour i3 é léments , le système

( ' ) Fn'TiNG, Nîeiiw ^rc/iief, •2e série, t. IX, 1 9 1 1 , p. 359.
( 2 ) ZULAUF, Dissertation^ Giessen, 1897.
'(' ;i ) K.[RKMANN, Comhridge and Dubl'n Mathem. ./OU/'H.^ t. VIII, i 853 .—RKISS, Joarn.

f. Mcitfiern^ \. LVI, {). 3-26. — DE VRIES, Re'id. cire, mat. di Pcdermo^ t. VIII, i894i
{). î-22.

( ' ' ) V. DE PASQL'ALK, Sul sistemi ternari di i3 elernenti (Lomb. fst. Re/<d.^ '1e sprîe,
l. XXXII, 1899. p. 'u3 ). — G. BHL'NEL, .V///" les deux système'! de tr'wdes de i3 éléments
( J o i n i . d'; Math., 5e série, t. Vil, 1 9 0 1 , p. 3o5, et Mérnoifes de l(i Société des Sciences
p/n.nfjues et naturelles de Bordeaux^ 6e série, l. 2, cahier 4, i9o3). — J. BAHRAU,
O^er drieial^t'isels /'//.//et bijzonder die van deruen clémente fi [ A i n s i . Ak. Fersiag,
t. XVU, ï()o8, p. '•'.74J- — F.-N. (k)Lic, Thé tr'ad. synteni^ of i3 leiters ( Traitsnctioft\ of
thé Amer. Mathern. Societf, vol. XIV, n0 I, î 9 ï 3 , p. il )•

Leà (loux premiers an moyen des configurations ( 3 , 3)io (ie Kantor. Barrau se sert,
également des configuralio!is; mais Gole le (JérnolUre uniquement par les substituLions.

J'ai dûlulé récerninent une cinquième prouve du même théorème, ne faisant appel
\\ ;Hicune noLion particulière, par la construction directe des systèmes de triples de i3 élé-
ments qui ne contiennent pas un triple fixé abc (ÂcLeff de la Société helvétique dea
Sciences naturelles^ Zurich, 1 9 1 7 , p. i3i).

Ânn. Êc. Norm., (3) , XL. — MARS 1923. I l
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cyclique de Netto et le système de Kirkmann (comme étant le plus
vieux) étaient l e s ^ d e u x - s e u l s systèmes différents possibles. Pour

Systéfîle^' de 7, i3 et 19 éléments.

. , N = 7 N=13

-e

N"19 a N=19 a^

e-^-:

e-
e-

H=19d rM&d

--, / \ -
/ <

/ \
î 0 1

^ \ r "\ /^^^,^^^<^

î5 éléments, un certain nombre de systèmes de triples différents (i i
ou 12) avaient également été donnés par Kirkmann, Cayley,Reiss, etc.,
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comme solutions du problème particulier de Ki rkmann , posé h peu
près à la même date que celui de Steiner, mais ne se rappor tan t qu'au
cas de 6n •+• 3 éléments.

Dans un travail publ ié en 1914? encore dans les Transactions of thé
Amer. Malhem. Socieiy^ vol. XV, n°3, i0 i4? p- 3i ̂  Miss L. Cummings
emploie aussi une méthode personnel le pour différencier les systèmes
de triples-et découvr i r en. même temps le groupe de subst i tu t ions qui
leur appart ient . Elle construit facilement de nouveaux systèmes ..de
triples d i f férents pour i5 éléments ( leur nombre est ainsi , porté à 24.)
et entre antres;, pour la première fois, des systèmes différents qui ont
cependant un même groupe de substitutions. Les deux procédés de
différenciation de H.-S. White et de Miss Cummings ne peuvent s'ap-
pliquer aisément qu'à un nombre restreint d 'éléments; cependant, les
séquences de Miss Cummings, qui, ne s'établissent que pour les-—-.—1-
triples des systèmes soumis à l 'examen, sont d ' une appl icat ion plus
commode, ..même au cas d'un assez grand nombre d'éléments. Par
contre, le procédé de White est lié plus simplement et plus étroite-
m.ent à la structure du système et à l'ensemble des triples des N élé-
ments, et il. dévoile d 'une manière immédiate et graphique le degré de-
symétrie du système; son principe d'ailleurs pourra donner lieu
à d'autres applications. Il est en tout cas une classe clé systèmes de
triples auxquels il peut s'appliquer aisément, et donner des résultats
intéressants, celle des systèmes cycliques. White, dans son t rava i l , ne
s^en sert que pour établir une fois de plus la différence des systèmes
de Nette et de Reiss pour i3 éléments, et c'est dans l ' in tent ion d'ap-
pliquer son procédé aux systèmes cycliques que j'avais 'commencé
leur recherche dans les cas les plus simples. Je n'avais pas encore
connaissance de l'article de L. Cummings lorsque j 'avais égale-
ment, pour 25 éléments par exemple, 12 systèmes différents ayant le
même groupe de substitutions, le groupe cyclique; malheureusement,
la guerre et les mobilisations successives m'ont empêché de suivre
mon travail et de le publier plus tôt.

White regarde un système de triples comme un opérateur. Dans ce
système, chaque couple des N éléments est associé dans un triple



Systèmes de 2 5 éléments.

/- a^ /
^ /

/ \ / /
/ \ / /

© /•' / i / / / /
l\ ' \

/--N /\ U -•' --,
\ ^ .' 4 ;-\ e-'-'-- ••--l--'
-\ e--~ '" ~\ \\ — \À . . À,

^
^L^/ ^^

^^i ^\7 ^ (T^8 /

^^-\ 8 / vJ
\ /^ (Pi6--

f " ~ ^
^-/ / \

// /
/^\ \/ /

a. ^/

'.-v'-'"^.
--1 7 6 ;- [ 52' y><- '---

\ \
\

y\ . .
0 / /
U'is:'\

\

7- |/— ^ , e-e-

^ '̂  / / / , ^ ' "\ \i/ / /^/- '
/'""^v^ " ;

1 19 17 l •••—-.,
\ / ;' <t '•
\ ^
^ ^ - ^ " '-"'

/ ' ls ^
G-

/ ", 0-
1

/

e-^- e-'"--'--
^- a'-\^-^s-^ /• \ /^

// Y ^'"ff ' ' ;
1 20 2 | '-, ,'
\ / '~~^'

^-r-is>'
e""-—'̂/-//
Q4-- QJ^-

^ /
/ . / US
/.

// ^
y /

/ /
© / / / / / \/

\ s. \

e^—-—- e--
-^s ï ^ f\l"\^J^ss. u

\l ~^r-..20 r iz^
5helices; ^^ ^

\.



SUR LES SYSTÈMES CYCLIQUES Î)E TRIPLES DE STEÏNER. 85

à un troisième élément unique et dé te rminé . En convenant de substi-
tuer à chaque couple ce troisième élément , un triple quelconque abc
'des N éléments , qui contient les trois couples bc, ça, ab, sera trans-
formé en un nouveau t r ip le a ' b ' c ^ si le système opérateur con t ien t les
trois tr iples bca\ cab\ abc. Un / r i p l e abc du. système opérateur sera
transformé en lui-même^ pu i sque chacun des couples bc, ça, ab v ien t
respectivement remplacé par l ' é l ément a, 6, c. Un triple EXTÉRIEUR abc
( n^apparlenani pas) au système opérateur, puisque dans ce cas le sys-
tème opérateur doit contenir un t r ip le abc\ sera transformé en un
triple différent du premier . En a p p l i q u a n t à nouveau la t ransformation
à ce premier triple dérivé, on obtient u n second triple dérivé, puis de
ce second, triple un t ro i s ième, et a ins i de suite. Mais en c o n t i n u a n t
à dériver a insi chaque fois un nouveau, t r ip le du précédent, on doit
nécessa i rement arriver ou à un triple du système, et alors ce triple se
répète de là i n d é f i n i m e n t , ou à un t r ip le extérieur déjà ob tenu précé-
demment , et a lors la série des t r ip les obtenus à partir de celui-là
recommence et forme un cycle pér iodique , se répétant de même indé-
f i n i m e n t . Dans les deux cas, la série des tr iples dérivés successifs
aboutit donc à un cycle te rminal , en considérant un triple du système
comme un cycle pér iodique d ' un seul terme. White nomme transfor-
mation duale ( terme anglais : dual) cette opérat ion produi te sur l 'en-
semble des t r ip les des N éléments par le système donné ; i l appelle
primitifs les triples tètes des séries, dérivés les autres triples des séries,
appendice l 'ensemble des triples d 'une série conduisant à un cycle ter-
minal, et train ( terme anglais : train) l 'ensemble d 'un cycle et de ses
appendices.

On a sans autre les deux propos i t ions :
La FOKME DES TÏUÎNS en lesquels se répartissent les triples de N élé-

ments par t ransformat ion duale produite par un système donné est
invariante sous toutes les subs t i tu t ions du groupe symétrique des
N éléments; en d'autres termes, deux systèmes qui , par transformation
-dua le , répartissent les triples des N éléments en des trains de formes
différentes, sont des systèmes différents.

Le CONTENU DE CES TRAINS est invariant pour toutes les subst i tut ions
du groupe qui transforme en lui-même le système opérateur; en
d^autres termes, seules les subs t i tu t ions qui transforment un
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•de ces t ra ins en lui-même ou en un t ra in de1 l 'ensemble obtenu
peuvent être subst i tut ions du groupe appartenant au système opérateur.

Avec un système opérateur quelconque^ la t ransformation duale des
j\l / n _ ^ \ i ̂  _ ^ \
———————— triples des N éléments et l eur répar t i t ion en trains est
une opération assez longue et le résultât un ensemble de trains plus
ou moins disparates et, encombrants. Avec un système opérateur
cyclique, l 'opération se trouve considérablement réduite et le résultât
d'autant du fait de la propriété suivante :

Si, par transformation duale produi te par un système cyclique, le
t r iple

f^ ii p de vien l ni' n1 p1',

le système opérateur cont ient tes tr iples suivants :
ni n p' et par suite m -\- a fi •+- a p' 4- a,
w rz' p » ni. -4- a ///-4- a /J»-h ^7
m' n ? » /n''-4- a ! n -+- a /? -h a,

et, par la transformation dua le p rodu i t e , le t r iple
m •+• a ^ -}- a /^ + a deviendra //î'-h a n' ~\- a p' 4- a.

Par transformation duale produite par un système cyclique, une
colonne cyclique demeure donc une colonne cyclique, deux t r ip les de
la colonne gardant entre eux la même distance, si nous convenons
d'appeler a la distance des deux triples

m n p, m ~\~ a n + a p -+• a,

dans ta colonne mnp. L'opération est ainsi réduite aux —""'"" ^ 2 /

têtes de colonnes cycliques, et, dans ce qui a été dit plus haut, l'expres-
sion de « triples » peut maintenant être remplacée par celle de
« colonnes ». Une première colonne dérivée d o n n e u n e seconde
colonne dérivée, celle-ci une troisième colonne dérivée, et ainsi de
suite; mais., dans cette suite, on doit nécessairement arriver ou à une
colonne du système opérateur, qui de là se répète indéf in iment , ou
à une colonne extérieure au système déjà obtenue précédemment , et
alors la série des colonnes obtenues à partir de celle-là recommence,
et forme un cycle de colonnes qui se répète de même i n d é f i n i m e n t .
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Lorsque le t rain se termine par une colonne du système opérateur,
c'est-à-dire par un, triple de cette colonne, c'est ce t r ip le qui, se répète
indé f in imen t ; il y a, alors n trains de forme iden t ique , terminés
à chacun, des N triples de la colonne du système opérateur ; l 'un quel-
conque de ces N trains suffit à les représenter. Lorsque dans le train
réapparaît u n e colonne extérieure qui a déjà été obtenue précédem-
ment, le cycle de colonnes ainsi constitué peut avoir un nombre de
termes t > i ou t = i. Si ï> i , il peut se présenter deux cas :

i° Le tr iple de la colonne extérieure qui réapparaît est le même que
la première fois. Graphiquement , le train peut alors être considéré
comme un cercle (ou polygone) avec des appendices plus ou moins
irréguliers distribués sur son pourtour d'une manière régulière ou
non , - se lon l'ordre du groupe de subst i tut ions que possède le système
opérateur. 11, y a N cercles avec appendices pareils consti tués en ajou-
tant successivement o, ,i, 2, ..., N — î aux éléments du premier, et
l'un d'entre eux suffit à les représenter.

2° Le triple de la colonne extérieure qui réapparait est à la dis-
tance a =^= o du triple obtenu, la première fois. Graphiquement, le train
est alors une hélice; la distance a est le pas de Phélice, et les appen-
dices de forme ident ique situés le long d'une même génératrice du
cylindre ont leurs triples à la distance a dans les colonnes cycliques
correspondantes. Lorsque le pas a et le nombre N des triples d'une
colonne ont un p. g. c. d. p ^ i , cette hélice se fractionne en
p hélices plus courtes, chacune de N spires, se reproduisant indéfini-
ment comme la grande par transformation duale ( ^ ) . Leur projection
sur le plan. de base, ou mieux, le train constitué par les têtes de
colonnes cycliques correspondantes 'suffît à représenter ces hélices.
Le premier cas considéré est celui dans lequel "le pas a == o.

Si t == i, la colonne extérieure q u i réapparaît est, donc la colonne pré-
cédente, mais le nouveau triple est nécessairement à une distance a =^o

( i ) Si I o n pose dans œ cas a = pa', N == pN'; la congruence a-^-mv. == a, c'esl-à-clire
m a ^ = o (mod N) , est en effet déjà satisfaite par N ' c ' p a ^ E s o d n o d p N ' ) ; il y a donc
N— 7 = 0 hélices.N r
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du précédent . Les t r ip les de cette co lonne fo rment alors un cycle plan ;
a en est en que lque sorte la raison^ et l 'appendice, s'il existe, qui condu it
à ce cycle, se répète iden t ique à chaque terme du cycle et cons t i tué
par les triples successifs à la distance a des colonnes dé te rminées par
le premier appendice. Lorsque a aurai t avec N un p. g. c. d. p ^= i „
ce cycle plan se f ract ionnerai t éga lement en p cycles de même nature

N c' . *que le premier, de ~ termes chacun; ce dernier cas par t icu l ie r est le
seul qui ne s'est pas présenté dans mon travail.

Les remarques suivantes se f o n t encore imméd ia t emen t dans la
transformation cluâle :

i° Trois triples consécutifs dans un train ne peuvent contenir
aucun élément qui se répète. So ien t en effet les trois t r ip les consécutifs
par transformation duale :

m np — in ' n ' p ' — m" n" p " .

Le système opérateur con t i en t a ins i les triples suivants :

m n p 1 , m' n1 p"\

m /?//?, m/ n" p 1 ,

m1'n /?, m" n'p''.

On a immédia tement

m', n'', p' yé. m, /i, p; m1'', n", p"-^ m' ^ n' y p r .

On ne saurait avoir non plus, par exemple, m" ^= rn, car les deux
triples du système opérateur mn' p et f n i ' r i p ' exigeraient alors/)==//.
On a donc ainsi

m", n^ p^'^m^ n, p.

Corollaire. ~ 11 ne peut exister de trains avec un. cycle terminal
à deux termes. Dans le cas d ' un système opérateur cyclique, un cycle
binaire ne peut donc avoir -un pas a == o, et sera toujours une hélice.

'2° Dans le tableau triangulaire des triples contenant l 'élément o
(triangle,!), chaque médiane passe par les —~?~1 colonnes cycliques
à couples d'éléments qui se répètent, et chacun des triangles AOB,



SUR LES SYSTÈMES CYCLIQUES DE TRIPLES DE •STEÎINER.

Systèmes de a5 éléments.

^ J^ f
— s. " ' / / --' t ^'

^--L ^"
———V- -Y' . ̂

/ \ - - - -
i "^ /
\ /
^-.^-/

i^
(V

i

^/ îî . .
7 Ç \ / / / ^ /

'''•--. '','-—-. '--Y'»,^ o"
\ /
^^^-\^ / 7" \ ^\/ i\ s

• \ s
/ < \i < . N.•</ i\ ^

A l^ ^y\ • sA ;
\

.\ ^\\\i// - - " —
( „ ̂ - :̂^ ^

é^--,----', ^ ^ '̂-( ' .)t<-<-.--- - e<.
^ // .-e-'--- e^-

''
^ -L. /• ! - —""/"' ^^---'"'

- - - - ( 11 >l ', 13^)-' y,,^, '̂
\ ^ -- ^ ^

©- ".<' ;-^ -<

A 10

<-c l51"81'"^-
^

^ ^ /

/c^ -» ^ - ̂  - ̂ - /^\ ^

b,y—. .' . —
^2 ^" ^e'"-^ — —

A\ \^. ^
^v\ —. ^ ' \

V ^.^ IN,

/ \
ç 12 6 1 - "" s C
& - .-^ s - -
\ /^~"' ^ \\ ^ ^ ̂  ^-^-^.

^^*' 1-11"* / 1\
\

' / ^;

\ v ^ ^ - " —
^'^^'N ^C'' '-

\ ' / 0)-<v- --, -< ^/ 7- ^Y^
/ ^ \ ©--

.. V- e"» \^- s ' e-
'6'

/ / "' /^^ ̂

'
Ann. Éc. A'orm., ( 3 ), XL — MAIIS 191*3. 1 2



9° ^ S. BAYS.

BOC,1 COA contient en so.n intérieur, en dehors des médianes, les
( N — î ) ( N — 5 ) , , , - , , , , ,-———j";———. colonnes a couples d éléments qui ne se répètent, pas.
Une subs t i lu l ion méfôcyclique transforme une colonne cyclique11 en
une colonne cycl ique; e l l e ne peut ainsi, que permuter enire elles les
colonnes, par exemple, de la, médiane AA.^ et entre elles les co lonnes
intérieures au t r iangle AOB. Si. donc, par une subs t i tu t ion métacy-
clique, un système cyclique S se t ransforme en un système cycl ique S7

(S' peut être le système S lui-même), dans les deux ensembles de
trains produits par les systèmes opérateurs S et S7 par t ransformal ion
duale, les colonnes ("o, a, 2a) de la médiane AA/ doivent se retrouver
aux endroits homologues; de même les colonnes (o, a, p), (p>2a) ,
du triangle AO.B. ' ' '

3° Par la s u b s t i t u t i o n \x^ N — oc\, chaque colonne cyclique devient
sa conjuguée et le système opérateur cycl ique devient le système con-
jugué. Le. système conjugué 'employé comme opérateur remplacera
donc, dans l'ensemble des trains produits par le premier système,
chaque colonne cyclique par la colonne conjuguée ( ^ ).

Il est inut i le main tenant de dé ta i l l e r la manière d'opérer* Le plus
simple est de faire u n premier tableau des N — 2 -+• ^ ~~ ^[^ ̂ ^
couples strictement nécessaires en écrivant à côté l 'élément que leur
fait correspondre le système opérateur, puis un second tableau des
———g-——— têtes de colonnes cycliques en écrivant à côté le triple
transformé d'abord, et ensuite la tête de colonne qui. cont ient ce triple
transformé. Ce n'est ensui te plus qu'un Jeu de voir l ' enchaînement
des colonnes dérivées successives et les trains qu'elles, fourn issen t .
Le tableau des triples contenant l 'é lément , o ( tableau I) permet, en
s'en servant adroitement, de lire immédiatement la tête de colonne
correspondante quand on a le t r iple transformé. Comme seule la forme
des trains importe, comme invariante pour tous les systèmes équi-
valents au système opérateur et caractéristique de ce système, il. est

f ' j Dans le travail cité déjà deux fois, ce fait est également remarqué par White dans
la transformation duale opérée par le système cyclique de NeUo de i3 éléments, .sans
qu'il soit à même d'ailleurs d'en donner la raison.
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nidifièrent de - remplace r par des'segments de droite (ou des points)
les t r iples ou plutôt les colonnes cycliques de chaque train. Des deux
nombres en chi'fires arabes écrits à l ' in tér ieur des trains, le premier est
le nombre des termes du cycle pé r iod ique ; le second est le pas de l'hé-
lice pour le système indiqué (1). Le pas est également covariarit avec le
système cyclique équivalent choisi comme opérateur; il n'y aura i t donc
en. réal i té lieu de l ' indiquer que dans les cas ou il est nul ou ayant
avec N un p. g. c. d. p -=^ i. Le nombre des termes du cycle périodique
n'est pa-s ind iqué lorsqu'il, est immédiaternent v i s ib l e ; j'ai. représenté
le cycle par un triangle, un carré et un hexagone lorsqu'il est à 3, 4
et 6 termes. Les cycles périodiques sont tous écrits dans le sens des
aiguilles d'une mont re . Les petits cercles entourant le dernier segment
signif ient les t ra ins terminés par une colonne du système opérateur,
c'est-à-dire par un t r iple de cette colonne ; deux petits cercles concen-
triques eiltoura'nt le de rn ie r segment désignent les trains terminés par
une co lonne extérieure répartie en un cycle plan, selon le cas t == i
p l u s hau t ; j 'ai noté également à. côté la raison a du cycle plan pour
le système opérateur choisi.

Pour 3r éléments, il n'était pas question naturellement de repro-
duire les trains des 80 systèmes obtenus; , j 'ai donné uniquôment les
t ra ins de 12 systèmes, soient les trains des systèmes I)(/') et K(rf)
des 4e et 5e groupes qui offrent le p lus d ' intérêt , et ceux des quatre
systèmes à symétrie ternaire de l ' un des t ro is 'premiers groupes; j'ai
choisi arbitrairement le groupe D(&). Souvent le train lui-même n'a
pas la symétrie ternaire, mais alors il existe trois t rains de forme iden-
tique, de manière que l 'ensemble des trains correspondant au sys-
tème a quand même la symétrie ternaire. Pour n'en représenter qu ' un
seul, j'ai noté par un chiure romain 1,11 [VI ou également V pour les
systèmes D,,(/) et K^(d)] le fai t qu'il y a 3 trains (6 ou 5) identiques
à celui qui est donné.

L'ensemble des trains obtenus donne lieu, sans autre, à la consta-
tat ion suivante. A part le système de 7 éléments et .le système K^(d)

( l ) Lorsqu'il n'y en a qu'un, o par exemple, il est toujours le pas de l'hélice pour le
système indiqué.
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Systèmes de Si éléments.
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de3 i éléments, dont les graphiques présentent à première vue une
disposition part icul ière et en rapport l 'une avec l 'autre, les trains
obtenus permettent exactement dans chaque système, pour un train
quelconque, le nombre de transformations correspondant à F ordre du
diviseur mètacyclique qui a déjà été trouvé pour ce système (IIe Partie),
à moins qu'il n existe des substitutions cintres que l'identité^ appartenant
au groupe du. système opérateur, qui. t ransforment ce train en lui-même,
en .laissant chaque t r iple à sa place. Or, ce n'est pas le cas; la plupart
des systèmes renferment un train suffisamment étendu pour que la
vérification en soit i n u t i l e ; pour les autres, la vérification se fait
immédia tement avec le t ra in le plus étendu.

En conséquence^ le système de 7 éléments et le système K ^ ( d ) mû à
part^ les groupes de substitutions qui transforment en eux-mêmes les
systèmes cycliques de i3, 19, 25 et 3i éléments sont les diviseurs mêla-
cycliques qui leur ont été irowés plus haut.

Le graphique obtenu pour le système K ^ ( d } f a i t entrevoir déjà une
analogie certaine entre son groupe de substitutions et le groupe connu
du système de 7 éléments. Pour trouver ce groupe de substitutions, il
est nécessaire de rappeler quelques propriétés :

i° Une substi tut ion qui change on système de triples en lui-même
ne peut laisser en place qu 'un nombre d'éléments m de la forme
6A -+-1 ou 6 / c -4- 3.

2° Si le groupe de substitutions que possède un système de triples
contient des substitutions laissant en" place m éléments, et d'autres
subst i tu t ions laissant en place avec ces m éléments a autres éléments,
a doit être au moins égal, à m 4- i.

Une subs t i tu t ion qui transforme en lui-même un système de triples
de 3i éléments ne peut donc déplacer que 3i, 3o, 28, 24, 16 ou o élé-
ments.

3° Un groupe transitif dont le degré est nombre premier, qui n'est
pas métacyclique, est au moins doublement transitif.

4° L'ordre (l'un groupe doublement transitif de degré n est
n(n — i) fois l'ordre d'un diviseur du groupe qui laisse en place deux
éléments quelconques.

Pour le système- de 7 éléments, les quatre triples ....primitifs qui
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Systèmes de 3i éléments.
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donnent le dérivé oi3 sont
245, 24.6, 256, 4-56,

c'est-à-dire les quatre tr iples possibles avec les éléments 2 , 4 , 5 , 6 .
Si, dans le système oi3, les éléments o et i, et par suite 3, restent en
place, les quatre éléments 2, 4, 5, 6 sont impr i rmt i fs de trois manières
et le diviseur de ces quatre éléments qui change le système cyclique

.en lui-même n'a, avec l'identité, que les trois substitutions
(24 ) (56 ) , ( 2 5 ) ( 4 6 ) , (26)(45) .

L'ordre du groupe du système de 7 éléments est a ins i encore une fois
7X 6 x 4 == i68.

Pour le système K ^ Ç d ) , les 28 triples primitifs qui. donnent le
dérivé 012' sont les 7 groupes de 4 tr iples possibles avec chacun, des
ensembles

^ 4', 3^ 7^
3, 8, o', y; 4, 7^ 7, 9; 6, 6^ ^ 9';
5, 8", 4', S' ; i\ o^ 3^ 6^ 57, r", 9\ o^.

Le diviseur des 28 éléments 2, 4 / /•» 3', 7"; 3, ..., qui change ce-train
deo^ en lui-même, est donc impr imi t i f , et si les éléments o, ï , et
par sui te 2', restent en. place, dans le système K^(d ) les quatre élé-
ments de chaque ensemble précédent sont i m p r i m i t i f s comme plus
haut. Si l'on écrit, avec ce train de 01^, les trains qui ont, par
exemple, les triples dérivés 024// et o ' Y ' ̂ ' f :

012'. 024". 03' T ' .

2, 4^3^y _, » . ? / ; 3^ 7" ^ ^^^^^
3, 8 ; o', y 3, 8 ; 4', 8' 3, 8 ; 5, 8^
5, 8^ 4\ 8^ 5, 8^ ; c/, 5' f^S' ; o1', 5^

4, 7^ 7. 9 4, 7' ; ^^ 4, 7 / ; - -
i^o^ 3^ 6- î ; 7^ 9 ^^//; 7. 9
6, 67 ; 2^ </ 6, 6' ; 9^ 0// 6? 6/ î 5/. I//

. ^/ ,^. ^/ /..̂  K / , ^ . ^^ f-JI çj (•Jl . ,->// ^j , ï , 9 , o . 3 , i , 2 , 9 9 î ° » " ï 9

on voit que le diviseur des 24 éléments, 3, 8, o", 3"; 5, ..., qui change
chacun de ces trois trains en lui-même, est encore imprimitif d 'une
autre manière. Appelons :
G, le diviseur des 28 éléments 2, 4^ 3'? 7^ î 3» ... ;
Gi , le diviseur des 24 éléments 3, 8, c/, S"; 5, ... ;
Ga, le diviseur des 16 éléments 4? 7'? 7? 9? i^ • • ?
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qui changent le système cyclique en lui-même, et désignons par [ o],
[pL? | p ja le nombre des subs t i tu t ions qu i déplacent p éléments res-
pectivement dans G, G^ Q^ D'après une formule connue de la théorie
des substitutions ( f ) , on a

[.8] =28(^[24],-l--[i6],+^[o]^) =8280,
\ 4 ••2 J o /

[34] = 7 [24.]., =2366, [i6]==^[i6-J,== io5,

K]i=^(j[i6],+^[o]^ =338,

[i6]i= 3[i6],=45, [16],= i3.

L'ordre du groupe G est a ins i
8280 + ^366 + io5 4- i == 1075-2 = ̂  x 168,

et l'ordre du groupe qui appartient au système K ^ ( d } sera
à" x 168 x 30 x 31! == 9.999.360.

En, terminant, la remarque suivante peut être faite. La croissance
du nombre des systèmes de triples de Steiner avec le nombre N d'élé-
ments se présente de plus en plus comme étant excessivement rapide.
White, dans un nouveau travail, publ ié encore dans les Transactions
ofïhe American Mathematical Society^ vol. XVI, n0 I , i q i 5 , p. 1,35 a
établi que, pour 3i éléments, le nombre des systèmes de t r ip les diiTé-
rents dépasse 37. io12 . Cela ne doit pas, cependant, décourager toute
recherche individuelle des systèmes,, surtout quand il s'agit de tous
les systèmes d 'une même classe* Pour 7 éléments, l 'unique système
est cyclique; pour i3 éléments (il n'est quest ion pour le moment que
de N = = 6 / z + i ) , i l n'existe que deux systèmes, l 'un est cyclique et
l 'autre ne l'est pas. S'il existe une re la t ion, pour un N donné, entre le
nombre des systèmes cycliques et celui des systèmes non cycliques,
déterminer le nombre des systèmes cycliques différents pour chaque N
serait le premier pas vers la solut ion complète du problème de Steiner.

( 1 ) NETTO, Grup/iGn iuid Sabstitutionentfleoric, p. i3o.


