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SUR

LES FORMULES D'INTERPOLATION
DE STIRLING ET DE NEWTON

PAR N--E. NQRLUND
à Copenhague

( suite )

Prolongement analytique.

13, Les deux exemptes que nous venons de considérer montrent
qu'on peut quelquefois augmenter le domaine de convergence de la
série de Newton en remplaçant la variable z par une fonction linéaire
de z. J'ai déjà attiré l'attention sur ces transformations linéaires dans
un Mémoire précédent ( 4 ) et je vais ici ajouter quelques mots sur ce
sujet. Soit ^(s) une fonction qui se représente par une série de la
forme

(i) ^(^I/
— i '

•s' ,

On sait trouver deux nombres a et ^ tels que la fonction ^(^) est
holomorphe pour cr^a et satisfait à l 'inégalité
(2) <t»(a -}-reiv)\ < e^^(i -4- r)?4-6^, ^t^--^

£1 2l

où £(r) tend uniformément vers zéro quand r-yco. Nous avons vu
que la série (i) converge pour a"^>a, cr^> p -4- -• Soit p un nombre
réel et considérons la fonction

<I>i(^)==<^-p).

( 1 ) Acta mct.tîi^ t. XXXVII, 1914? P- 3-27-387. Foir aussi CARLSO^ loc. cit., p. 53-57.
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Posons a == a -+- o. L'inégalité (2) entraîne que

[^(a+re^) ̂ e^O 4- r)?-1-5,

et <î>, (5) est holomorphe pour cr^a. La fonction $1 (^) admet donc un
développement de la forme

^^-^•(T)'
.r==0

qui converge pour o"^> a, € • > ? + - • C'est-à-dire que

(3) ^(^JS^^"1)5

et cette série converge pour o-> a, Œ^> ^ -+- •s- — p. En cixoisissant p
2

suffisamment grand on peut donc obtenir que la série (3) converge
pour cr;>a. Le développement (3) subsiste d'ailleurs si l'on donne
à p des valeurs complexes quelconques, i l faut seulement dans les
inégalités remplacer p par la partie réelle de p.

Soit a^ le plus petit nombre tel que la fonction <&(-s) est holomorphe
pour (1) c r^>a^ . Soit "Àp l'abscisse de convergence de la série (3),
p étant supposé réel. Si le nombre a est suffisamment grand la fonc-
tion $(z) satisfait à une inégalité de la forme (2). Soit ^ === (J.(a) la
borne inférieure des nombres ^ pour lesquels cette inégalité reste
vraie. p-(a) est évidemment une fonction non croissante de a qui est
continue dans tout intervalle où elle reste f in i e . Diverses circonstances
peuvent se présenter :

i° [j.(a) == — co pour oc> y.^ En ce cas on aura \= y-o quel que
soit p.

2° Si ^(a)>—co, cette fonction peut être bornée supérieure-
ment ou non pour a^> a^. Admettons d'abord que le premier cas se
présente. La fonction p.(<x) -4- •'- — a est finie et décroissante pour
a>(y.o. Nous.aurons l'inégalité la plus précise en déterminant a par

( i ) Si la fonction est entière on aura ao == —- oc.
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l'équation i

p-(a) -+-^ — a = p .

Cette équation définit a comme fonction de p. La fonction a(p) est
décroissante pour p <^ ^.(cco) 4- - — a,) et elle tend vers 0.0 quand p

tend vers ^(^-o) -t- ^ — y-y. Cela posé, on conclut des résultats duîs
paragraphe 10 que

a ( p ) — î ^ À p $ c % ( p ) pour p < ^ . ( a o ) 4 - ^ — a o ,

Àp = ao pour p ^ p.(oco) -4- - —Oo.

En prenant p suffisamment grand la série (3) sera donc conver-
gente dans le plus grand demi-plan où la fonction <&(;s) est holo-
morphe.

3° Admettons main tenan t que p.(or) n'est pas bornée supérieure-
ment pour G r ^ a ^ . On sait trouver un nombrea, tel que, poura^o^ 4- e,
la fonction <^(z) est holomorphe et la fonction p-(o-) est finie pendant
que l'une au moins de ces conditions cesse d'être satisfaite pour
o'^a^ —- £ quelque petit que soit le nombre positif £. On aura a^ao.
La fonction a(a) peut tendre vers une l imi t e finie ou vers l ' infini
quand a tend vers a^ en décroissant.

Si le premier cas se présente on trouvera :
a ( p ) — i ^ À p ^ a ( p ) pour p <^(ai-}~ o) 4- -—ai ,

Ap = 0, pour p ^ ^.(ai-4- o) 4- — —ai .

Par conséquent dans la bande o^ < G - < a ^ l a série (3) diverge quel
que soit p.

Si p.(a) augmente indéfiniment quand a—)-a^ lafonction décrois-
sante a (p) tendra vers a^ quand p~>co et l'on aura toujours

û q < À p 5 a ( p ) .

L'abscisse de convergence Xp tendra vers a^ quand p-^co, mais la
limite o^ n'est atteinte pour aucune valeur finie de p.
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Diverses autres circonstances peuvent avoir lieu. Posons comme-
plus haut
(4) , ^(^^ÏÏrnI^lîl^-t^^L/<_)„;». /

Si ÀOC ( ±: ~ ) <^ - pour a ^> a,, on voit sans peine que la fonction
[A (a) sera constante-pour a^>o^. La fonction a(p) se réduira par
conséquent à une fonction linéaire

a(p)=r^+ ^ — p .

En ce cas on aura donc :

F — p ^ p ^ + ^ — p pour p<^4——ai ,
A &

^ . 1. !

Âp == oq pour p ^ pi ^ - —ai .

Si de plus Âa(^) <^ ^ ((;), en exceptant un nombre fini de points y
de la nature indiquée dans le paragraphe 11, il résulte de l'analyse de
ce paragraphe que

Âp=:^ .—p pour p < ^ — a i ,
À p = = a i pour p ^ ^ — a i .

4° 11 nous reste à considérer la bande o^ <^a"<; a^ où la série (3)
diverge quel que soit p. Pour obtenir le prolongement de la fonction
dans une partie de cette bande nous allons avoir recours à une autre
transformation. Soitœ un nombre positif et plus petit que i. L'équa-
tion (4) entraîne que

| $ (a + c») re^) | < ^•^i^'1^-1-5!.

Si a > oc^ on aura
y / \ /- » / \ ^ ••••• -s 7Î""a(< ' ' )=w(^) pour - r: ,F ̂ —- .

Gomme ^ (^) est positif il en résulte que
ûû/<a(( ' )<4/(P),

le signe d'égalité étant exclu. Par conséquent, la fonction $(o>^)
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admet un développement de la forme

-(•"'^'-r.-')
qui converge pour o-^^1- En remplaçant z par ^> on trouvera

(5) <!.(.) ̂  v ̂ --c^^-^)...^-^).
^wsisssw 3 • '2 . 0 , . . «S"
.s- == 0

Toute fonction qui se représente par une série de la forme ( î) admet
donc a fortiori un développement de la formel) où o <^ œ <^ i. Désignons
par "X(oj) Fabscisse de convergence de là série (5). De ce que nous
venons de dire il résulte que

OQ^ (û.))^ a^A (i).

Mais on en conclut sans peine qu'on aura toujours
(6) A (c» ) î ) 5À (ci)), si o <; ûûî <; ûo.

Quand œ tend vers zéro la fonction X(œ) tendra donc vers une
limite qui est supérieure ou égale à o^. Nous allons rattacher cette
abscisse limite à une propriété analytique de la fonction $(^). Dans
ce but considérons la fonction (&(:;) sur une droite parallèle à Faxe
imaginaire et passant par le point o". On aura, si Œ est suffisamment
grand,

|^(cr+ rQl^zo^71).

Soit Ç la borne inférieure des nombres k pour lesquels cette équa"
tion est satisfaite. ^ = = Ç ( c r ) est une fonction de or qui satisfait aux
inégalités

o ^ Ç ( c r ) ^ — pour Œ^>(XI.

La dernière de ces inégalités résulte de l'équation ^ ( ± ^ ) == -?
et la première inégalité est une conséquence d'un théorème de
E. Phragmén et E. Lindelôf (1). Dans l'intervalle ao << a- <; a^ la fonc-

( 1 ) Sur une extension d'un principe classique de l'Analyse {Àeta math.^ t. XXXI,
1908, p. 399-4oo)-
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tion E^) peut être bornée ou non. On sait donc trouver un nombre oc^
tel que, pour. c r^oc^ -+- s, la fonction <Ï>(^) est holornorphe et la fonc-
tion Ê(^) est bornée supérieurement, pendant que l'une au moins de
ces conditions cesse d'être satisfaite pour o"^>y^—- £, quelque petit
que soit le nombre positifs. On. aura ^o^^^or^. Si a^ = a,, l'abscisse
de convergence À((o) est égale à a, quelque petit que soit CD et notre
transformation ne peut servir à rien. Admettons donc que a^ <^ a^ .
Nous avons déjà vu que la fonction ^(cr) reste comprise entre les
limites o et ̂  si o - > a ^ . Pour ces valeurs de <r elle peut d'ailleurs
prendre une valeur quelconque dans l ' intervalle ind iqué comme le
montrent les trois exemples du paragraphe 12. De la définition du
nombre a< on conclut que ^(o- )^- dans un point au moins dans l'in-
tervalle a^ — £$Œ5o^ . Cela posé, on démontre qu'i l existe un nombre (3
tel que la fonction $(cr) est posi t ive, décroissante, continue et con-
vexe dans l'intervalle o^ < o- < [3 pendant qu'elle reste constante
pour c r^p . Ceci résulte d'une analyse due à E. Lindelôf (1) et dont
s'est servi récemment G.-IL Hardy ( 2 ) dans un cas qui ne diffère que
légèrement de notre cas.

Gomme la fonction est non croissante on aura nécessairement

^(°')^ PO^ a o < o - < a i .

D'autre part, nous avons vu que la fonction $(cr) ne peut pas
dépasser la valeur - pour Œ > a ^ . De la continuité il résulte donc
que
(7 ) ^(a0===ï.

Désignons par o^ le plus petit des nombres o^ et [3. On aura donc
ao^aç 5^ 5oti.

(1 ) Quelques remarques sur la croissance de la fonction Ç(^) (.Bull. -Se. mcith^ 2e série,
t. XXXir, 1908, p. 34i~356).

(2) Thé application of AbeUs method of summation to Dirichlet's séries (Quart. ./.
pure appl. math., t. XLVII, 1 9 1 6 3 p. 178-180).
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Dans l'intervalle a^ < cr < a^ la fonction ï (o-) est toujours décrois-
sante et supérieure à — De plus, l 'équation ( 7 ) entraine que

.(^)^.

Si a^ -< a^ 5 la fonction $ (a) reste constante et égale à -^ pour cr >• a^.
Mais si oc^ ==oc^j3, la fonction ^(o-) décroît encore dans l'intervalle
o^ < cr < (3 et, pour Œ^ ?, elle reste constamment égale à ? (?) où

o^((3)=^

^ ( P ) pG11^ d'ailleurs avoir une valeur quelconque dans cet intervalle.
Si ^ = oo , la fonction est toujours décroissante.

Considérons maintenant l 'équation

(8) ^)^JL,
2 G.)

où OL» est positif et plus petit que i. Cette équation détermine unique-
ment <T comme fonction de û). ^(o") est définie pour or>> o^. Quand G-
décroît et tend vers a^, la fonction ^(cr) tend vers une limite finie,
soit $o? ou ^6 augmente indéfiniment,. Posons dans le premier cas

•7T
^=-2̂ c,o

et dans le second cas coo === o. A cliaque valeur de co dans l'intervalle
o^^o^ 0 0 ' ^ 1 ? il correspond une et une seule valeur de Œ dans l'in-
tervalle OCp << CI << ff\.

Ces préliminaires posés reprenons la série (5) et déterminons l'abs-
cisse de convergence X(co) de cette série. Pour fixer les idées, nous
supposerons que la série converge pour co •== i et que oc^ <^ a ^ . Si (T > a^
on aura par conséquent

^O)^(P) pour ^ F ^ — Î .

Soit coo <^ o << i. Soit cr^ la valeur de o- qui satrsfait à l'équation (8).
Si cr^> (7^ on aura ^(cr) <^ -^•"- On sait donc trouver un nombre positif £

Ann, Éc. Nor/n.^ (3 ) , XL* — FÉVRIER 1923. 6
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tel que
( ' ^ _ £ \ | r i

| < Ï » ( < 7 4 - / T ) ̂ e^0 ^

pour toute valeur de J T J qui est suffisamment grande.' On en conclut
que

/^(^X^^. si (7>o-<,.
Ûl)

Mais cette inégalité entraîne que la série (5) converge pour G-^> o^.
On a donc

À ( c o ) ^o^,

D'autre part, si cr < ̂  on aura ^(o-) > ^- On sait donc trouver un
nombre positif £ tel que

| < l > ( a + r r ) | > ^ ^ ^ I T I

pour une infinité de valeurs de ^ de modules indéfiniment croissants.
La fonction hçÇv) dépassera donc la fonc t ion-^ (^ ) dans un des

.points v == ± -- L^L série (5) diverge par conséquent pour cr <^ G',,). On
aura donc

À(a) )==0a) 1 .

pour toute valeur de CD dans l'intervalle ( O o < ^ o j < ^ i . Quand co tend
vers OD^ en décroissant l'abscisse de convergence ^(œ) tendra donc
vers a'o. Enfin si o < co < o^, on aura en vertu de l'inégalité (6)

À(û))^(û)o)==a,.

Mais de la définition du nombre a^ il résulte que la série (5) diverge
si a- < a^. Par conséquent,

/. ( c») ) == ao p ou r o < û) ^ û)o.

La fonction X((JL>) est donc entièrement déterminée par l'équation

n^^i^ JL.
llt 3103

Des propriétés de la fonction Ç on conclut que X(<o) est une fonc-
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tion (1) croissante et cont inue à l ' in tér ieur de l 'intervalle coo<oo<; i .
Mais elle est discontinue dans le point œ === ï , car quand co tend vers i -là
fonction X(co) tendra vers o^ et nous avons vu que ce nombre est en
général intérieur à À ( i ) = = 7 ^ . Par conséquent , quand œ décroît en
partant du point i, l'abscisse de convergence À (0) fait d'abord un
saut brusque, puis elle décroît cont inuel lement jusqu'à ce que oj
arrive dans le point co<,, enfin elle reste constante et égale à a^ dans
l'intervalle o <^ co'^o-^. Si coo == o, l'abscisse de convergence décroît
toujours vers y/^ sans atteindre cette l imite pour aucune valeur positive
de co.

Pour fixer, les idées nous avons supposé que la série diverge
pour o û > ï . Mais cette hypothèse n'a rien d'essentiel et l'on peut la
supprimer. Il suffît d'ailleurs de mul t ip l i e r a par un nombre positif
pour remplacer le point oj === î par un point quelconque CD, sur l'axe
positif.

En résumé, si la série (5) converge pour une valeur positive de OD,
elle convergera pour toute valeur positive de œ qui est inférieure à un
certain nombre (2) 00,, mais non pas pour co>o^. Dans l'intervalle
o <; a) <^ co^ l'abscisse de convergence X(o^) est une fonction continue
de œ dont nous avons déterminé la valeur précise à l'aide de certaines
propriétés analytiques simples de la fonction <&(5). Au contraire,
dans le point co^ la fonct ion À(co) est en général discontinue et le
nombre non négatif ^(o^) — À(o^ -—o) peirt être infiniment grand.
I/abscisse Â(^) n'est pas un nombre caractéristique pour la fonc-
tion <Ï>(^). La détermination du nombre À ( œ ^ ) à l'aide des propriétés
analytiques de la fonct ion <D(^) présente des diff icul tés sérieuses.
Nous avons dû nous borner à i n d i q u e r certaines inégalités, d'ailleurs
assez resserrées, et l'on ne peut probablement pas aller plus loin.

Quand œ décroît vers zéro, l'abscisse ^(co) tend vers a^ qui est un

( 1 ) De plus À ( — j est une fonction convexe et décroissnntô de a). Ceci résulte immé-

diatement des propriétés des fonctions convexes [cf. J.-JL-W.-V. JENSEN, Sur les fonc-
tions convexes et les inégalités entre les 'valeurs moyennes (Àcta math., t. XXX, K)O<),
P- ï O î ) ] -

(2 ) Si û)i == 005 la série converge pour toute valeur positive de w. Pour qu'il en soit
ainsi il faut que / i ( ^ ) ^ o , t il suffit que h(v) < o,
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nombre caractéristique pour la fonction $(^). En prenant le nombre
positif œ suffisamment petit la série converge dans tout demi-plan
cr ^> a où la fonction est holomorphe et d'ordre f ini .

De pluSy la condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction
$(-s) admette un développement de la forme (5), c'est qu il existe un
nombre a tel que la fonction est holomorphe dans le demi-plan a- ^> a et y
satisfait à l'inégalité

(9 ) | <1> ( z ) 1 < corist.^"'',

k étant un nombre positif. En effet, pu i sque ^ ( P ) ^ l o g 2 , i l suff î t de
prendre œ inférieur à -<-^ pour o b t e n i r la convergence de la série.

D'autre part, puisque f^ (<'')$ 75 la convergence de la série en t ra îne que
3

l'inégalité (9) est satisfaite pour k ̂ > -^ *
Les résultats que nous venons de trouver présentent quelque ana-

logie avec ceux qu'ont obtenus H. Bohr ( 1 ) et G."H. Hardy (2) pour les
séries de Dirichlet en y appliquant les méthodes de sommation Cesàro
et d'Abel. Ces méthodes de sommation permettent aussi de prolonger
la fonction $(^) en dehors du domaine de convergence de la série (i),
mais il paraît plus avantageux de se servir des transformations
linéaires que nous avons considérées. D'ailleurs l'analogie est bien
plus grande encore entre la série de Newton et la série de facultés et il
paraît intéressant de rapprocher ces deux séries l 'une à l'autre. (C/.
mon iMémoire susmentionné sur les séries de facultés.)

Formules de quadrature et de différentiation mécanique.

14. Il arrive souvent qu'on ait besoin de calculer les dérivées ou
l'intégrale d'une fonction à l'aide du tableau de ses différences suc-
cessives* Je vais étudier les formules dont on aura à se servir et je

( 1 ) Bidrag til de Dirichlef ske Ràkkers Theori (Thèse, Copenhague, 1 9 1 0 ; Ueber die
Summabiluàtsgrenzger^ade der Diric/tLei'sc/ien Reihen (Sitzurt^sb. Âkcid. Wiefï.^ L CXÏX,
n a, 1910, p. 1391-1397).

( ï ) Loc. cit. (Quart, ./.pure appl. mat/i.y t. XLVîï , 1916, p- 176-192).
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montrerai en particulier que les coefficients de ces développements
s'expriment d 'une manière très simple à l'aide de certaines fonctions
connues. Soit $(.s) une fonction holomorplie dans le demi-plan a^:a
et y satisfaisant à l 'inégalité

(i) - | ̂ «) | < ^'^'.consî,.,

k étant un nombre positif. Nous avons vu que cette fonction se repré-
sente par la série de Newton

^ ( X -+- Z } — ̂  ( Z — G.) ) ( 3 — -2 OJ ) . . . ( Z — ,V 0) ) A;,, <l> ( .y + 0) ) ,

au moins si. ci- est posit if et p lus petit que ——. Reprenons les nota-
tions du paragraphe précédent et admettons que o<^co<^c0 i . A la
fonc t ion <&(;s) il appartient une fonction continue A(co )qu i satisfait
aux inégalités a^A (co) <^ a^. Si en particulier a^ = a^ la fonction ^(co)

. est constamment égaleà a^. La série (2) converge si ̂ (x-+-z) > ^(œ),
elle diverge si îl (^ -h z ) << ^(œ). Supposons que il (a?) > 'Â(œ). Cette
inégalité entraine que la série (2) converge uniformément par rapport
à ^ dans un petit voisinage du point z == o. Dérivons par rapport à z
et posons ensuite z = o; on trouvera

\ •J j < r ( ^ ) = = ̂  ( — ^ r ( '
,y==-0

, + ^ -^ . . . + -——— \ ̂  1 <I) (^ + (o.o^,:+^^

Cette série est par conséquent convergente si îU^) /> A (oj). D'autre
part, si îl(.z') <1 A(oû) , la série (2) diverge pour z == o, il en est donc
de même de la série (3). Cette série admet donc le demi-plan
îl(.r) >X(a)) comme doma ine de convergence. Sur la frontière
îî(.r) == 'X(co) elle peut être convergente ou non .

De même dérivons la série (2) par rapport à s^ posons ensuite ^==œ
et remplaçons oc par x—œ; on trouvera

oo

<I)'(.z-) = ̂  {-^. A^1 4) (,r) ;
,s' =- 0

la même analyse montre que cette série converge ou diverge suivant
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que la partie réelle de oc est supérieure ou inférieure à A (œ). Pour
trouver l'expression de la dérivée d'ordre n remarquons que la dérivée
d'une factorielle s'exprime par les polynômes de Bernoull i de la
manière suivante :

(4.) Dï[(5-rx))(^-2.))...(5-.ç^)]=co^——^ B^^V

Je prie le lecteur de vouloi r bien se reporter à mon Mémoire sur les
polynômes de Bernoul l i ( } ) ou l'on trouve cette relation élémentaire
et où j'ai étudié les nombres de Bernoulli B^ et certains autres mem-
bres rat ionnels 'D^\ qui s'y rattachent, et dont il sera question dans
la suite. En dérivant la série (2 )^ fois par rapport à ^ et en posant
ensuite z égal à zéro ou égal à oo on trouvera

w^ ûf'- 'B^"1"""'"1)

(5) <p(")(^) =: ^————— Aï,1 1" <A> (x -(- G)),
s == o

,«°, f^s R (,?+//)
(6) ^(.^/^^^A.^^).

La dernière série résulte de ce que

(7) B' (.S'+M+l ^ / , \ __ n l>/A'+rt),. 1 1 1 ——- ——————— j > , .. .A v / 5 -+- n A

II va sans dire que ces deux développements admettent encore le
demi-plan îl(.r) ^>À(a)) comme domaine de convergence. On suppo-
sera toujours que û) est inférieur à o^. Si co = co^, il peut arriver que
le domaine de convergence de la série (5) est plus grand que celui
de la série (6). Soit en par t icul ier $(^) = -!-? on trouvera la série de
facultés

. (_,).^+ / ^-, I^B^
ï __ ̂  K ' \ .y / A

xn' ~' Âaà {x 4-1 ) ( .^ -+- 2 ). .. (.r -+- s •+- n)9

A'==0 1 1 •

qui converge si la partie réelle de x est positive.

(1) Âcta math^ t. XLII Ï , 19^0, p. 187.
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Passons aux formules de quadratures et rappelons que
^ T D ( / ^ / _ \
alï-'; ^ll —— cR(") ( ^\

ciz -^-il-)-
Puisque
(8) (z — co) (z — 2 c o ) . . . {z — ^c.)) = ̂ B^ f^-V

• . \&) /

on obtient, en intégrant,
i r^ /-\

(9) - / ' (^ + ̂ — ^) (^ + ^ — 2ù3) . . . {Z ~-r t — SU) dt == ̂ B^ ( ̂  •
GJ Jo ' \&J /

En. intégrant ^ fois de suite on trouvera
^> ^ /,0)

^j ^..J ^
^c ^o ^o

X (.^+ ̂ + /^+. . .-+- Ln— W)(.S -h- ̂ +. . .+ ^,— 3 G.)). . .

x (^ 4- ^1 +... -+- ̂  — A* û) ) < î == ^^B^-^4-1 ) f ̂  y
\ ^) /

Cela posé, remplaçons dans l'équation (2)
,s par z + a) ^i 4- G.) ^2 +... 4- &.) /,;,

et intégrons terme par terme par rapport aux variables ^ .. .^, ce qui
est permis par cause de la convergence uniforme. En posant ensuite
z •== o on trouvera

j dt^ . . . f d£^ €>( x -+- w ̂  + c.̂ 2 +. . . 4- w tn) dt^
UQ •/0 J ()

^ f.^R^"11^^1

=ï——,——Ai,<l>(.^+c,)).^^®œa ^ ^ .

Mais en posant z == co on obtient, en tenant compte de l'équa-
tion (7);

^ dt,, . . , f dt^ f <^(^-hû^i-+- û^2+. . .4- ù)t^)d^
" 0 ^ O '"O

n — 1
•V^ CiLi^R^^^5

-^nrèrT)^^)
.s-=0.

/ v / î ^0 m^R(•î'~n)

+ (- ')" •̂  B» A£ 4»(^) - n ^ ̂ ^ A£, <&(.^).
A' == /3; 4- 1
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Pour /i=i, ces intégrales itérées se réduisent à des intégrales
simples et l'on trouvera

^x+iù °6 s-TÎ^)
(10) ^ <,,(,) rf,^^ A, <Ï.(^+^),

1 ,s-==0

( 1 1 ) ^'^^(.)^=(Ï)(.)4-1)A,<&(^)^^^^

II résulte de notre analyse que ces séries convergent encore pour
îl(^);>X(co). En prenant OL> suffisamment pe t i t nos séries convergent
donc pour toute valeur de oc dont la partie réelle est plus grande
que a^. S'il s'agit de calculer une intégrale étendue sur un intervalle
de longueur /, on peut se servir directement de ces formules si, / est
très petit. Mais, en général, il est préférable de décomposer l'inter-
valle d'intégration en m parties égales, en posant 1= woj, et d/appli-
quer les formules à chacune de ces m intégrales. En remplaçant x
successivement par x •+• œ, ^•+-200, . . . , oc -+- (m — i)œ dans les
formules (10) et (n), et en ajoutant ensemble, on trouvera

/•• .r -+- m (i.) m

j ^{z)dz= coV (l)(.r-+-.çf,))
Jy. ^sai

A'==l
oo

-1-^ "TT" S ̂ l ̂ [a? + (/w + i)(u] - A£71 ^(.x -+• u) \,
S = 1

/, .v + m d) .
j . ^{z)dz= œp^ (^ )+€>(^ -{-&)) 4- <l>(^-+-ao.)) -h. ..t-/^. ( 2

+•^[^4- (/n— 1)03] + ^^(x 4- ^ro) [

^ ^W^^
^^^T^^)^^14^^^

.?=-:â

Laplace (1) a dédui t la dernière formule dans sa Mécanique céleste
mais il n'a pas indiqué la condition de convergence- En posant, en
particulier, <ï>(^) == ^ dans les équations (îo) et(ii), on trouvera les

( î ) Œuvrer, t. IV, Paris, 1880, p. 206-207.
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séries de facultés suivantes :
49

'^('-^

log(,+^

^ (-i^Bf
"̂  (J- + l) {.V 4- 3 ) . . . (,./-• -h .t)

-v———^-i s — î x( x + i ) . . ( ̂  4- s}.y 2 x ( x -4- i )

On a ici o^ = a^ == o. L'abscisse de convergence de ces deux séries
est donc é^ale à zéro.

'15. Les f o r m u l e s de quadrature et de d i f îe ren l ia l ion mécanique
que nous venons de déduire mettent en jeu les dilierences qui des-
cendent en diagonale dans le tableau des différences. Mais si l 'on
veut utiliser les différences qui figurent sur une l igne horizontale i l
faut avoir recours à la formule d ' in terpolat ion de St ir l ing :

il ( 32 — G)2 ) ( Z Î — 2 Î ^ ^ . . . [ Z ' Î - ( X — l Y ̂ ](,.) ^.+=)= î: - M /
(2.^!

A^<!>(.:r—.^))
,v=:0

^ ^(^—^^(^^ Z( 3 2 — C,.)2) i^— ̂ i2) . . . (^— Sîf,r) ,^
JL ————————————(^-+-l}[——————————— ̂  v") ̂ l-^ - (•s> -+-1) ^.1)

ou à la formule de Bessel :

A^V,^(^-^))

Ay'1 <Î)( . .^—,ÇG)),

Soit donc ma in t enan t <&(s) une t o n c t i o n ent ière qui satisfait à
l ' inégal i té ( » ) dans tout le plan. La fonct ion '^{v) qui ligure dans le
paragraphe 5 est supérieure ou égale à lôg(3 4- 2^2) quel que soit P,
De l'analyse du paragraphe 6 résulte donc que ces deux séries con-
vergent uniformément dans toute partie finie du plan des z pourvu

Ann. R«. Norni., (3) , XL. — FËVHIER 1928.



5o N.-E. NÔRLUNB.

que^)
log(3 4- 2 \/2)04) c.)|<

On peut donc dériver terme par ternie. En dérivant les deux
membres de l 'équation '(12) par rapport à z et en faisant z == o on
obtient

^^^^^'^^(T^^^^^

Pour .trouver les dérivées d'ordre quelconque reprenons l'équa-
t ion ( 4 ) et rappelons que le nombre r a t i o n n e l D^ sat isfai t à la
re la t ion ( 2 )

D^^.-ra^B^Y^V
\ rî j

Par un calcul facile on en dédui t les expressions suivantes des dérivées
d 'une factoriel le dans le p o i n t s ==- o,

^[^(^_.^)...(^.,..,,^^)-| __ ^^^n (^s--h l ) î ^,.

dz^ ~ \ '2 / (2,ç -+- i — n) [ !-?2•s'+l"-/^î

^[^ (^__^) ] . . . [^__ ( ,__ , )2^ t ]__ /^.^. ( 2 . 9 - 1 ) 1 ,

^rt ~ \ 2 / ( 2 , ç ~ - ^ ) î • 2 • ç - - / ^ •

Mais le nombre I)^ est égal à zéro, si .s' est impair . En dérivant la
série de Sdriing (12) par rapport à z et en faisant ensuite z == o on
obtient donc

_.60 /,,\ ïs n(2A--t-s/i)
(I»'2"-')^)^ ^(^ -^—^-A,2,•t+2'l-•V„(l»[^-(.ç+/^)G,],

.y=:o
w-- / f\\ SA- D'.s^-f-â/o

*<'"> (^)=2/^(^^) -^y-A;^'l(l»[.r-(.^•+rt)^].
A- = 0 '

La formule de Bessel peut no'us fournir un résultat tout semblable.

0) Si, en particulier, la fonction ^(z) est dû genre zéro, les séries ( i ï ) el ( i3 ) con-
vergent donc pour toute valeur réelle ou complexe de c«>.

( î ) LUC. cit. (Polynômes de Berfiouili, p. i63).
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En posant z = o dans cette formule on obtient d^abord
fûûV^ i . 3 ,5 . . . ( 2 s— i)^(^^^-^Y^^f^

\ 2 / ^ x / V 2 ,
AyV,,^(.r-^).

2 . 4 . 6 . . . ( 2 S )

On fait usage de cette série quand on aura besoin de déduire ,
d 'une Table avec l ' intervalle co, une autre. Table dont l ' intervalle

t. G)

est^-

En dérivant la série (i3) par rapport à s on trouvera, pour z = o,

<Ï>' [ s e -•y.(-' ''(oV5 i .3 .5. . . (2.s' -
2 . 4 • 6 . . . ( 9. S ) 2 S 4- Ï

A^1 e>(.r—^GJ).

Pour trouver les dérivées d'ordre supérieur nous déduirons d'abord,
de l'équation (4), les relal ions suivantes, où l'on a mis z •== o après la
diffère ntiati on :

-![--©•: '3c.)\
.T) n... [--(.- ̂J L \ ^
^//

( 2 A - + 1 )__/»Y-" (a^ ) ! ,,̂
\ 'î/ ' (2.S-- /?, ) '1 -2 - ' - "a ; ( 2 . y — / ? - ) ! '-"-̂  1

3G,)^ : i '..l,[.-(.y][.-
_ /^V^-/^-n (^f
~ V a ,

__________________ •jV:iA-+l;
(^^^+ l ) î BJ2.S-/^4-1•

En dérivant par rapport à z dans la série (i3) et en faisant ensuite
z == o on trouvera, par conséquent,

<î)(^(,y - , } - - :
\ a/ ^J'ya

^ = 0
-2 co^ t•^A•,I)(^;s '•+-2//+l)

(2 . , ) î
A^^'V^^E^— (^+/QO,)],

'11(2.<-+2rt-("l)(p(^i)/^^^)=^,,+,)y(ïv 2 y /^ \. 2
c^Y^ •^a-s-

2 / ( '2 ^ ) ! ( 2 ̂  4- 2 /// +• 1 )
A-=?0

x A^4"2/^4 ' l (Ï )[^—(.î+/^)û)].

II nous reste à déduire les formules de quadrature. On a, en vertu
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de l ' équat ion (8) ,
^(^ ̂  (^ _ ^) _ [^^ (., „. ̂  ̂  j^ ̂  ̂  ̂

En in tégran t par partie on trouvera donc
,.4-1

( l 5 ) / ^ (^__ ,2 ) , ^^2_ . ( ,__ ,y2 ]^

= ̂ .B^^(^-4- .v + i) - ̂ ayr1^ +^ + ̂ B^11^.^ -+- ̂ .

En faisant ^ == -- - le second membre s'écrit
2

r / i \ î)(2.s--l)
(1.6) ^B^ )(^4-- !-)~-1—T,

9. S " \ 1 ) 2.^2^

mais cette expression peut se réduire. Un a, en effet (1),

1:̂  - ( Z 4- l ) == ( I - ———— ) i^' - ' » ( . ) -4- ——— B^ 1 ' ( . ).
\ /l — J / /< — 1

En faisant z == —— on en dédui t9.,
/ ^ ^L- y "\ / V \ 1)^-1 Ï ) («- l )

( 1 7 ) B^ p -̂i ^ f , ^ — — — ) 1 ^ ^ — — 4-.yi^JL,.
• \ 2 /' \ n — i J 2-' '' '.î-1'

A l'aide de cette r e l a t i o n on peut réduire l'expression ( ï ()) et l'on
trouvera a in s i

(t>
I /•• a / f . ) \2 • t • • î ) (2^• - l )

ij ,/2(52- "2) • • • I:32- (À- - •)2,(•)2] rfs = - (^) -̂, •
2

De plus, on aura
tur'

{ Q(^—.^) . . .(^—.^û)2)^ =0,

'-' fi)
— -^

parce que la fonction sous le signe est impaire. En intégrant la série (12)

C 1 ) Polynômes de Êernoulli^ p. i85.
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par rapport à z on trouvera donc

<i)
x-^- — „

î r -v-^ /fiA2*' n(25-'i)- <î>(^)A==-y ( ^ ) . .Y—-A^(^—^).
COJ v / ^J \ 2 / ( 2 .? ) ! (2 A' — l)

En intégrant les deux membres de l'équation (1,5) on obtient

f d t ^ Ç (z-+-£,-+ ^ ) 2 [ ( ^ + ^ - + - ^ ) 2 — l 2 ] . . . [ ( c , - ^ - ^ , - ^ ^ ) 2 - ( A > - î ) ^ ] ^
J o ^o

^:_—l—B^-'2)(s-+-^) •+- — l—B {^- l ) (z-+-s}
2 . S ' — I " 2 . V — 1 -->s ' /

+ ̂ ^L- (^ ̂  ̂  B!̂ 1 (z + ,).
2^ — I \ 2/ "' 1 ' '

En faisant z = -— i et en tenant compte de l'équation (17) on
trouvera

(t) (Û

ï r^ r7
— 1 ^.,/ (^^)2[(^^y2_.^-j_
G) -îil -^•> •>

/ / y \2.s-—l n(2À-- 2)

x[(^^r-(.-.^^]^=-(^ .̂

En intégrant la série (12) deux fois de suite on obtient, par consé-
•quent,

lu («>
^ ^

^ dl^ ^{x + t,^U)di,
œ J tu u ro

"~" "2 ~ T

^0 /,.\2.s---l g)(2.?-2)'M / W \ s-f <> r A »),, f , \

=-2;(lJ ..(iTTTtTrrry^*^-^)-
A' =: 0

Enfin, de Inéquation (9) on déduit immédiatement que

i^^_^YiL.-f^yi..j--f,-iy^i^=("rD-.
" J o > L \ 2 / J L \ 2 ; J L \ 2^ J \2^ -i
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En intégrant la série de Bessel (ï3) on trouvera, par conséquent,

ï /^•r"+"(o ", / ( , \ \ 2 . s - iy2À-)
Sjf """^S^) (^•^»(———).

Tous ces développements convergeront donc quel que soit x pourvu
que co satisfasse à l ' inégal i té (i4). Si. k =-. o les séries convergent dans
tout le plan des œ. Mais les séries divergent pour toutes les valeurs
de x et de œ si la fonction ^(-s) ne satisfait pas aux conditions que
nous lui avons imposées. C'est donc seulement dans des cas très parti-
culiers que les formules en question sont rigoureuses. Néanmoins
elles rendent de très grands services dans les calculs numériques
parce qu'elles donnent une approximation suffisante dans tous les cas
où la fonction $ se comporte à peu près comme un polynôme dans
l ' intervalle qu i entre en considérat ion. S'il en est a insi les différences
successives décroissent d'abord rapidement., vers zéro, mais ensuite
elles augmentent au-dessus de toute l imite si nos conditions de con-
vergence ne sont pas satisfaites. Les B^'et D^ qui figurent dans nos
développements sont des polynômes en n qui satisfont à certaines

équations aux différences mêlées. Dans le Mémoire susdit nous avons
étudié ces polynômes; on y trouvera, en particulier, des relations de
récurrence qui permettent de déterminer rapidement les valeurs de
ces quantités. Les Ouvrages mentionnés dans l ' Introduct ion renferment
un grand nombre (le fo rmules de quadrature et de différentiat ion
mécanique. Mais ces auteurs ne se préoccupent ni de la question de
convergence ni de trouver l'expression générale des coefficients des
séries. Ils adoptent un mode de calcul qui paraît moins commode que
celui que nous venons d'indiquer.

Note. — Aux mémoires mentionnés dans l'Introduction il faut
encore ajouter l'ouvrage suivant : K. PEARSON, On thé Construction of
Fables and on Interpolation. Fracts for Computers No. 2. Cambridge,
1920.


