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SUR LES SOLUTIONS MULTIPLES

DES

PROBLEMES D’HYDRODYNAMIQUE

REI}XI‘IFS AUX MOUVEMENTS GLISSANTS

Par M. Reng THIRY.

INTRODUCTION.

Les recherches d’llydrodynamique concernant les mouvements
discontinus des fluides et les surfaces de glissement de Helmholtz,
apres étre restées longtemps dans un état stationnaire, ont faita la suite
d’un important Mémoire de M. Levi Civita (') des progrés considé-
rables. En particulicer, les travaux de M. M. Brillouin et de M. H. Villat,
pour ne citer que les plus importants, ont largement contribué &
étendre le champ des mouvements discontinus connus (*). Si le pro-
bléme consistant & étudier le mouvement permanent discontinu,
uniforme & Uinfini, d’'un fluide parfait incompressible en présence .
d’un obstacle unique de forme quelconque reste encore a résoudre,
les travaux précédents permettent néanmoins de réaliser de tels mou-
vemen(s avec un obstacle dontla forme, calculée a posteriori, peut, par
un choix convenable des paramétres se rapprocher d’une forme quel-
conque donnée i lavance et présenter avec -celle-ci des liens de

(1) Scie e leggt di resistenza (Cire. mat. di Palermo, 1907, p. 1).

(%) Pour la bibliographie de- ces Lravaux, voir I'fineyclopédie des Sciences mathéma-
tiques, 6dition frangaise, t. 1V, vol. B, fasc. 2, et aussi larlicle de M. Viiwat, Quelques
récents progrés des théories hydrodynamiques ( Bulletin des Sciences mathématiques,
t. XLII, féyricr-mars 1918) — Foir également Appsir, Traité de Mécanique ration-
nelle, 3¢ édition, Chap. XXXVI, et aussi H. ViLLaT, dper¢us théoriques sur la résistance
des fluides, 1 vol. (Collection Scientia, Gaulhicr-Villars, 19a1).
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parenté ausst étroits que on veut. C’est dans cette voie surtout tendant
a rapprocher de Iobstacle général que les méthodes de Helmholtz ont
été le plus exploitées. Jusqu'aux travaux mentionnés plus haut, les
mouvements connus se rapportaient seulementa des obstacles formés
de segments rectilignes. ~ ,

Les résultats trouvés n’ont pas ¢(é sans mettre en évidence de nom-
breuses singularités. Les premiéres furent signalées par M. M. Brillouin
dans un Mémoire fondamental (') et sont relatives & certaines impos-
sibilités physiques rendant inacceptable la solution trouvée par
’analyse mathématique. On est, en effet, conduit quelquefois & des
mouvements pour lesquels la pression en certaines régions devient
négative; ou hien encore, il arrive que le domaine occupé par le fluide
en mouvement se recouvre partiellement lui-méme. Ces deux sortes
d’impossibilités physiques sont tres difficiles a déceler a priori et 1'on
en est réduit, dans la plupart des cas, 4 examiner aprés coup si la
solution trouvée ne les comporte pas.

Enfin, dans un Mémoire plus récent (*), M. H. Villat a mis en
évidence d’autres singularités, d’'un caractére particuliérement trou-
blant. I a réussi en effet & construire, dans un cas simple, par une
analyse poussée jusqu'a lapplication numérique, deux solutions
essentiellement distinctes, donnant deux mouvements, physiquement
également possibles, autour du méme obstacle, orienté de la méme
facon. Rien pour le moment ne peut conduire a préférer un mouvement
a l'autre, et 'élude de leur stabilité, qui peut-étre pourrait les dépar-
tager, semble encore pour I'instant peu abordable. :

Le but du présent travail est d’étudier de facon plus approfondie
ces indéterminations signalées pour la premiere fois par M. Villat, de
montrer qu’elles ne sont pas & proprement parler d’essence mathéma-
thue mais qu’elles tiennent 4 la nature physique de la question et
qu’on peut en multlphcr les exemples a I'infini.

Pour cette étude, j’ai résolument quitté le point de vue des recherches
mentionnées plus haut et je n’ai pas cherché & me rapprocher de

(1) Les surfaces de glissement d’Helmholtz et la résistance des fluides (A/m de Phys.
et de Chim., t. XXIII, 1911, p. 145).

(2) Sur l(z deternzmatwn des prob/ames d’hydrodynamique relatifs & la résistance des
fluides (Annales de I'Ecole Normale, 1914, p. 455).
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Pobstacle de forme générale. Je me suis limité aux obstacles les plus
simples formés de parois planes. Il est bien évident que les singularités
mises ainsi en évidence se retrouveront, d’une facon plus ample encore
sans doule, pour les obstacles courbes.

J'ai, trouvé a cette linitation plusieurs avantages. Elle m’a permis
tout d’abord de revenir aux méthodes directes de représentation
conforme de Helmholtz-Kirchhoff sans passer par U'intermédiaire des
variables de M. Levi-Civita et de M. Villat. L’introduction de ces
variables, qui a conduit aux beaux résultats que 'on sait pour les
obstacles courbes, masque néanmoins I'¢{roite dépendance qui existe
entre le plan du {luide en mouvement et le plan de la variable Q.

La méthode directe élimine aussi la premicre des diffrcultés de
M. Brillouin et, avec elle, on est certain a priori d’aprés la facon méme
dont on construit le probleme qu’il ne se présentera pas de pressions
négatives.

Enfin, un dernier avantage, le plus important pour le but que je me
proposais, est qu’il est possible d’atteindre par ce procédé des cas que
les méthodes générales auraient ¢té incapables d’obtenir, cas dans
lesquels le fluide en mouvement forme -soit un domaine simplement
connexe s’appuyant a des parois solides réparties en zrois segments sur
la frontiére, soit méme un domaine doublement connexe.

Dans un p‘remier Chapitre, je donne tout d’abord un exemple trés
simple ou les indéterminations dont j’ai parlé plus haut se produisent
et ou le probléme posé admet non pas deux, mais bien une infinité de
solutions acceptables. Reprenant ensuite I'exemple méme de M. Villat,
je montre qu’il peut étre largement étendu et que on peut aussi former
dans ce cas une infinité de mouvements mathématiquement et physi-
quement possibles, formant une chaine continue dont les deux solu-
tions du Mémoire de M. Villat sont les extrémes (').

Quelques pages sont ensuite consacrées a une explication d'ordre
physique de ces indéterminations. Les lignes de glissement intermé-
diaires des exemples précédents, lignes qui paraissent arbitrairement

(') Du resle, cette infinité de solutions était implicitement comprise dans les calculs
de M. H. Villat, mais 'auteur n’en avait montré la validité effective que pour les deux cas
extrémes.
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introduites, se produiraient nécessairement si I'on ajoutait & 'obstacle
primitif un petit segment de plan forcant la ligne de courant & se
détacher de I'obstacle. Une remarque essentielle consiste dans le fait
que la perturbation ainsi produite peut subsister, tout au moins pour
certaines positions de I'obstacle perturbateur, lorsque I'on fait tendre
celui-ci vers zéro. ' .

Cette remarque me conduit naturellement a-étudier de facon plus
précise des mouvements pour lesquels une partie de obstacle est
formée d’un segment de plan treés petit. Ayant déja, par les ¢tudes
précédentes des exemples ot cette portion de plan fait partie de
'obstacle général, j'aborde le probleme du mouvement d’an fluide
autour de deux plans, non reliés entre eux, se présentant normalement
a la direction générale du courant, me réservant d’approfondir plus
spécialement le cas ou I'un de ces plans est petit par rapport a autre.

A priort, trois configurations sont possibles pour les lignes de dis-
continuité quittant de tels obstacles :

1° Les sillages (') peuvent &tre illimités a larricre de chaque plan;

2° Les lignes de jet de I'un (]eb plans peuvent se raccorder de chaque
coté avec 'autre plan;

3° Enfin il peut se faire que le sillage de ['un des plans se ferme,
I'autre restant illimité.

Je montre que les deux premicres configurations sont exception-
nelles, qu’elles ne peuvent se présenter que pour des dispesitions
particuliéres des obstacles et qu’au contraire seule la troisitme est
générale.

Enfinje déduis de cette étude, par des pdssarres alalimite appropriés,
de nouvelles indéterminations hydrodynamiques, et j’ai 'occasion de
faire sur les différents cas mentionnés des remarques intéressantes sur
la pression totale que supportent les obstacles. .

Je tiens, en terminant 'Introduction de ce travail, & exprimer toute
ma reconnaissance aux Maitres qui ont bien voulu s’y intéresser ct

(1) V'emploie le mot sillage devenu presque classique dans "cette théorie, pour éviter
une périphrase et parce qu’il fait image, mais il est évident qu’il faut se garder d'une
assimilalion trop grande avec les sillages nalurcls.
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d’une facon toute particuliere & M. H. Villat qui m’en a donné la

premiere idée et dont les conseils amicaux me furent toujours si
précleux.

PREMIERE  PARTIE.

I. — Etude d'un cas simple de mouvement glissant indéterminé.

Le but du présent Chapitre est de mettre en évidence une forme
trés simple de mouvement ayant les mémes particularit¢s que celui
¢tudié par M. Villat et admettant, lui aussi, une infinité continue de
solutions.

Nous supposerons qu’unc veine fluide, partant de infini ot y
retournant, s’appuic a sa droite con(re une paroi composée de deux
demi-plans indéfinis OD, et OD, formant un angle rentrant en O, cette
veine étant limitée & sa gauche par une surface libre %’ (fig. 1). Nous

S

o x

pouvons supposer que le courant épouse completement la forme de

la paroi, ou, au contraire, qu’il laisse dans I'angle une plage de fluide

inerte séparé du fluide en mouvement par une ligne de discontinuité .
<

(1) Dans toules les figures de ce travail, les fleches ne se rapportent jamais a la dirce-
tion du courant fluide, elles indiquent le sens de parcours sur chaque frontiere, de facon
4 bien préciser la correspondance d’un plan & I'autre.

Ann. Ec. Norm., (3), XXXVII. — Aocr 1g92r. 3o
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C’est ce dernier cas que nous (raiterons seul, un pas a la limite
nous permettra de retrouver le premier.

Nous rapporterons le plan (z) du fluide en mouvement & des axes
rectangulaires ayant leur origine en O, Oy étant bissectrice intérieure
del’ anglc des p]ans, et nous appellerons « I'angle d’inclinaison de ces

- T ., .
plans sur ()ac(o L @ <5> - Nous supposerons la densit¢ du {luide et

la vitesse & l'infini ¢gales & I'unité et nous appellerons ¢ la largeur
supposée donnée de la veine {luide & I'infini au départ. On sait que
tout le long de la ligne A" la vitesse devra étre constante ct par suile
¢gale dun, que le long dela ligne A elle devra également étre constante
et posséder une valeur inférieure a la précédente, de facon que la
pression ne risque pas de devenir négative dans le fluide en mouve-
ment. Nous appellerons cette valeur <= (a > o).

-Suivant une méthode classique, nous introduirons le potenlicl des
vitesses ¢ et la fonction de courant $. En posant s =a+7y cl
[ ===+ 1y, lafonction f sera une tonctlon analytique de z, régulicre
dans larégion occupée par le fluide en mouvement. Enfin, en appelant
u et ¢les'composantes de la vitesse en chaque point du fluide et V la
grandeur de cette vitesse, nous poserons

df
das

W= — = ==t =i T
La fonction Q est alors une fonction analytique uniforme de s ou
de /, régulicre dans le domaine en question, ct la connaissance de
cette fonetion suffit pour déterminer tous les éléments du mouvement.
0 représente I'angle que fait avec Oz la vitesse de la p'wliculo du
fluide qui a pour :1ff1\0 et T est égal au logarithme népérien de la
grandeur de celle vitesse.
On devra donc avoir :
sur w, 0 =-—ou; sur 2, T ::‘o;
sur @, 0= 4 o; sut ., T=- a,

et ces conditions aux limites suffisent pour déterminer complétement
la fonction Q. :

Nous reprcsonlemns également par des points dans des plans svp‘u' 6s
les imaginaires / et Q. Au domaine du fluide en mouvement dans le
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plan (=) correspond d’une facon conforme un domaine dans le plan (/)
et un domaine dans le plan (Q).

Le domaine du plan (/) sera formé d’une bande horizontale de lar-
geur ¢ et nous pourrons supposer, puisque ¢ et 4 ne sont déterminés
qu’a des constantes pres, que les exteémités du segment de droite -
correspondant i la ligne A sont sur Oz et ont des abscisses opposées.

Fig, 2.

i~

- = ——

w, > Ao —_ w, ¢

Le domaine (Q) se détermine immédiatement, il estform¢ d’un reg-
tangle compris entre les droites @ ==4o, T=o0 et T=-—a, et
'application conforme de ce domaine sur le domaine (/) ferait
connaitre Q en fonction de /et par suite résoudrait tout le probléme.

Or, la solution de ce probleme est classique puisqu’il s’agit d’aires
limitées par des polygonesrectilignes et résulte de 'application répétée
d’une formule donnée par Schwarz réalisant la représentation con-
forme d’une telle aire sur un demi-plan (*).

Tout d’abord, la transformation f= T—cth (ol le logarithme a la

détermination réelle pour ¢ réel et positif) fait correspondre au
domaine (/) le demi-plan supérieur d’une variable auxiliaire 7,
suivant la disposition indiquée par la figure 3. Dans tout ce qui suit,
les domaines sont toujours & la gauche du sens de parcours indiqué
par des fleches. Les extrémités de la ligne correspondant & A ont

(1) Pour tout ce qui concerne la formule de Schwarz et ses généralisalions, dont je
me servirai largement au cours de ce travail, voir le Mémoire de Schlilli (Journal de
Crelle, .78, p. 63).
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des abscisses ¢, et ¢, lices par la relation ¢,¢, =1 avec o < ¢, <1< (.
Dec méme, la formule de Schwarz :
. * dt
(1) Q—-—iH [ + o
JooVee—¢) (e — )

assurera la représentation conforme du domaine (Q) sur ce méme

demi-plan.

" Tig. 3.

Plen Yt

2 0 e St G S S o

}\' b . oy )L wz

Dans cette intégrale, le radical a la détermination positive pour ¢
réel, positif et trés grand et la constante H est réelle et positive.

Fig. 4.
'\ T
oL P ?\’ + oK O
) 0 > g
1 Flan|(Q) 1
w0, I,
to Ey
"oc-ai- ——————— o Y + -o: ai

Q se calcule immédiatement au moyen des fonctions elliptiques; en
faisant le changement de variable

’ Lot by -
J4 b

L+

{ =
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&
w
N\

on a en ellet

. © 4
Q=_iH a o

v Va(u—e) (1 —ey) (1 —ey)

en posant
byt ¢ Lo+t ¢ b+t
o= Lt b oy—— ot b L ey — Ll
12 4 12 o 12
et la substitution z= pZ permet de réaliser la représentation conforme
~au moyen des deux formules suivantes :

(2) - e =apl—a),
| Q=— i/ 4 =
Les quantités e, e,, e, qui caractérisent la fonction pZ introduite
ne sont pas quelconques, elles satisfont tout d’abord & la relation
classique ¢, + ¢, + e, = o ¢t en plus a la relation

(er—ey)(er—cy) = %
qui exprime que Uon af,¢, =1.

Pour satisfaire & cette condition, on pourra se donner le module <
des fonctions elliptiques, et la période o, se trouvera déterminée par
"équation

)y = 7:3;,(0)32(('))

¢quivalente & la relation en question (vorr Tasnery et Mork, t. II,
form. XXXVI,) ().

En résumé, la donnée du scul module © équivaut donc a celle des
deux inverses ¢, et ¢,. ‘

Quand le point (Q) déerit la frontiére de son domaine en en laissant
['aire & sa gauche, le point (Z) décrit le rectangle des demi-périodes o,
— w,, O,—0,, +o, o dans les mémes condmons. Ce rectangle
forme donc un .nouveau domaine qui correspond encore de facon
conforme & tous ceux que nous avons déja introduits.

(1) Jo représenterai par la notation T. et M. I'Ouvrage de Tannery et Molk sur les
Fonctions elliptiques et j’en adopterai les notations.
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Il reste & déterminer les constantes de facon qu'effectivement le
rectangle du plan (Q) ait la position et les dimensions indiquées par
la figure 4. Ceci se traduit par les équations ci-dessous :

Q(0) = «,
(o) =a —al,
Qo — oy) =— o — ad,
Q(—wy) =— a.
Fig. 5.
LY
e mz O), . x
ol . >
1 }
[}
i
- Flan(Z) [
! 1
I |
H )
H i
[ 1
i i
"W, Wy W,-0,

La premiére de ces équations est satisfaite d’elle-méme, les autres
se réduisent a deux et donnent

20l 201
H= ) ==,

[OFY T

et cette derniére quantité est bien positive.
On a alors

(3) zy=22% o,
0y
D’autre part,
_ecdt ¢ p'Z .

([l) dj—ET E})/A—-e;d"
d’olt enfin ‘

' o c a% P'Z
5 = i = leite W & 7.
(5) | dz = e* df —c%e 1y s dz,

[l est facile de mettre en évidence sur cette formule qui résout entiére-
ment le probleme posé, une propriété remarquable de symétrie.



PROBLEMES l)’ll\’DROD\'N.\MH)UES RELATIFS AUX MOUVEMENTS GLISSANTS. 259

Considérons en effet deux points du plan (Z) symétriques par rapport

. A ® . ; 7
ala droite Y = — 2—3—., ces points correspondront & des valeurs de Z de
la forme

7=X417Y et 7y =X — 1Y — w;.

Dans le plan (s) il leur correspondra deux points = et =, et il est
facile de vérifier que les déplacements =z et dz, seront symélriques
par rapport a Oy.

En elfet, on aura

2ix7, '
'z

wy P L N
,})Zl—'_ [

(l:,:dwl-—l— [[]ylj_':;clﬁe le
[}
en changeant £ en — 7 (et par suite v, en — o,), Z, devient Z + o, et
Jon a
2ial ,
de,— idy,= Zeme ™ _L(Z_t?iﬁ_
T P4 0y) — e

d7,

¢’est-a-dire
dry—idy,=—(dz+ idy),

car en dérivant logarithmiquement la formule classique
(pZ —e3) [p(Z + my)—e;] =(e,—ey) (0» ey),

on voit de suite que

PZ+w) _ pL
PL-+oz)—e; — pl—e

On en déduit immédiatement que toute la figure du plan (=) présente
une symétrie géométrique par rapport & Oy. Cette symétrie ne se
poursuit évidemment pas dans le domaine hydrodynamique, puisque,
en deux points symétriques, le vecteur vitesse, tout en ayant la méme
grandeur, fait avec Oz (et non avec Oy) des angles opposés (hémi-
symétrie ).

Bien que I'intégration de d= ne puisse pas s’effectuer au moyen des
transcendantes classiques, il serait néanmoins trés facile de déterminer
de fagon précise la forme ct les éléments géométriques des courbes A
et /. Je n’insiste pas davantage sur ce point particulier.

En résumé, nous sommes ici en présence d'unc infinité continue de
solutions, puisque le module = des fonctions elliptiques introduites
reste arbitraire. Dans ces diverses solutions, la plage de fluide inerte
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pourra avoir une ¢tendue quelconque partant de valeurs considérables
pour = trés grand, pour se réduire & zéro quand = devient trés petit.

Considérons plus spécialement ce dernier cas, gui correspond & la
seconde hypothése que nous pouvions faire en mettant le probleme en
équation. ‘

Ge cas s’obtiendra en supposant que la ligne 4 se réduit a zéro,
c’est-a-dire que ¢, et ¢, se rapprochent de I'unité. A la limite, nous
aurons pour les quantités e,, e,, ¢, les valeurs

s 1

ey €y — Cy = —— =

12 ’ 6

D’apres les formules de dégénérescence des fonctions elliptiques,

on aura dans ce cas
0, = 0, By T,

et la fonction pZ se réduit i

4
sh? =
2

Un caleul facile donne alors pour d= 'expression

:I:xZ
. [
(6) dzs =—— a2 = ¢/®

T sh/(//

Meme dans ce cas particulier, 'intégration finie ne serait possible que

. o
pour des valeurs I'allonnelles du apport =-

n posant Z = — =2 4 ¢¢ (u aviant de — =4 —+ ); on obtiendra

les équations pu':uncll iques de la ligne libre sous la forme

¢ cosk
dr =12 = (,osl £ 2 , .
T COsp 2
(7) L h=—
¢ sinkp \ (
dy =2 = ——L dp
T COSpP

qui permettrait facilement son étude compléte (*).

(1) Ce dernier cas limite rentre dans une étude plus générale faite par M. G. Colonnetti
{ Rendiconti del Circolo di Palermo, t. XXXII, 1911, p. 51-87). De méme, lc cas général
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II. — Etude du cas d'indétermination signalé par M. H. Villat.

Comme je 'ai rappelé dans U'Introduction da présent travail,
M. H. Villat a donné le premier exemple de mouvement plan discon-
tinu d'un fluide susceptible d’admettre deux solutions. Je ne crois pas
inutile d’en reprendre les caleuls par une méthode différente, Uexpo-
sition s’en (rouvera un peu simplifiée et j"aurai aussil'occasion de faire
quelques remarques intéressantes.

M. Villat examine le mouvement.plan d’'un {luide illimité (mouve-
mentuniforme et de vitesse ¢gale d 1 A l'infini), rencontrant un obstacle
formé de deux lames planes réunies en un angle tournant sa partie
concave vers le courant (').

Il existe alors une ligne de courant qui, venant de Uinfini, se divise
en un point O de Pobstacle de facon & 'entourer des deux cotés. Les
lignes de courant provenant de cette bifurcation peuvent épouser de
tacon compléte la forme de 'obstacle pour ne le quitter qu'aux extré-
mités (en suivant les trajets @, @'A, et @,A,), ou bien, au contraire,
quitter l'obstacle momentanément au voisinage du sommet pour
laisser dans I'angle une plage de fluide inerte (en suivant les trajets
@ Aw Ay el k) (fig. 6).

Telles sont les deux hypothéses (ui, étudiées jusqu’au bout, ont
donné a M. Villat les deux solutions distinctes du méme pro-
bl¢me. : : : .

Etudions plus spécialement la seconde hypothése. Nous suppo-
serons le plan du fluide en mouvement rapporté a deux axes de
coordonnées rectangulaires, ayant leur origine en 0, I'axe des a étant
parallele i la vitesse du fluide & U'infini et dirigé dans le méme sens.

quo nous avons traité pourrait olre déduit comme cas limite de résultals oblenus par
B. Caldonazzo (Annali di Mat. pura ed applicata, t. XXV, 1916, p. 33-98). Ces deux
études ne partent du reste pas du méme point de vue que la notre et ne visent nullement

les indéterminations.
(1) Dans loules les queslions qui suivront, le courant vient toujours de la gauche,

horizontalement.

Ann. Ec. Normn., (3), XXXVII. — Actr 1921, 31
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J'apl‘)ell.erai Act B les angles (compris entee o et @, B> A) que font
respecltivement les deux lames de P'obstacle avee Oz (1),
Comme nous Pavons fait dans le Chapitre précédent, nous intro-

Fig. 6. Fig. 6 bis.
s
. ,’,’
y i
@f i Plan(z)
H
7.
A /NB:
4 :
s P i
."?‘Sx//r n
S—— - s
..... e :
RN A i
PG T
2 e eeeveenens e snnnen ~
| 13
\\
AN !
~‘~\~_ o
As Ay Ssae

duirons les fonctions £ et Q et les domaines correspondants. Nous
supposerons que f, qui n’est délerminé qu’a une constante pres,
s’annule pour 5 =o0; le domaine du plan (f) sera, alors, particulié-
rement simple, il se composera dela totalité du plan entaillé par une

Fig. 7.
82
Plan(f)
0 e @, A @ o
(E—tzqzzvrm——memr o Ts s —>
@, ~ ?\2 ?

coupure le long de la partie positive de 'axc des o, et lorsque le
point(z)du plan du fluide décrirale contour A, &, o, Aa’A,, le point (/)

(1) Les nolalions ainsi introduites différent un peu de celles du Mémoire de M. Villat
pour retrouver ces dernieres, il suffirait de poser ’

A=n—a—5, B=uaz—32.
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parcourra dans son plan le bord inférieur, puisle bord supérieur de la
coupure (parcours indiqués par des fleches).

D’autre part, le long des lignes de glissement 2, et 4,, la vitesse
devra étre constante et égale i ['unité, le long de la ligne & elle devra
étre ¢galement constante et rester inférieure a 'unité; nous représen-
terons sa valeur sur cette ligne par ¢ (a > o).

Il s’ensuit ¢ue la fonction Q devra satisfaire aux conditions aux
limites suivantes, qui suffisent pour la déterminer.

~ On devra avoir :

sur %, O =A; sur 2,, T=o;

sur w,, O =A—m; sur 2, T =o;
sur ', O =DB; sur 2, T=-—a.

Le domaine (Q) est alors facile & déterminer : lorsque le point ()
parcourt sa frontiére, alternativement les valeurs de © et de T restent
constantes, et, par suite, le point (Q) décrit un contour rectiligne
formé de paralléles aux axes de coordonnées.

Les parties de ce contour correspondant a ,, &,, @, A, nc peuvent
étre parcourues par le point (Q) que dans un sens (le domaine devant
toujours étre & la gauche du sens de déplacement indiqué par des
fleches) (*); au contraire, les parties correspondant d @, etd A peuvent
tres bien se prolonger I'une ou I'autre &4 I'intérieur du domaine en'y
formant une sorte de coupure, comme le montrent les figures 8 et 8 bes.
La seule condition imposée a cette coupure est de ne pas arriver a
morceler le domaine. Dans le premier de ces deux cas (/g. 8), la
vitesse passe sur le segment @, par un maximum relatif et la ligne A
ne présente pas d’inflexion; dans le second cas, au contraire, la vitesse
varie d’'une facon réguliére sur le segment @, et la ligne A présente un
point d’inflexion (fig. 8 bis). Pour le probléme qui nous occupe,
seules les configurations non inflexionnelles sont possibles, puisque
le long de la ligne A, aprés avoir quitté le segment ®,, la valeur de ©
doit commencer par croitre. Néanmoins, pour des raisons qui appa-
raitront par la suite, nous ne ferons pas, pour le moment, de

(1) Nous aurons l'occasion de revenir, 4 la fin de ce travail, sur cette affirmation, pour
la préciser davantage.
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distinetion entre ces deux cas possibles et nous les étudierons simul-
tanément, nous réservant de revenir plus tard sur ce poinl parti-
culier (').

Ceei posé, comme les domaines (/) et (Q) nous sont tous deux
complétement connus (2), il est (reés facile de réaliser la représen-

Fig. 8. Fig. 8 bis.
LI T
PW A < O (AT 2 V) R VYL g
Sainis - g o @
* !
a7 \ @
.l.._ ¢ f::;:::---- C
l A @, 1)
Dz TP/an () 1 .
w‘l
(o)

tation conforme de 'un sur autre, c¢’est-a-dire de déterminer Q en
fonction de £, et 'intégration de I'équation

dz = e df

nous permettra d’en déduire tout ce qui se rapporte au domaine par-
tiellement inconnu du plan (z). ‘

“Tout d’abord, la transformation /= ¢* réalise 'application conforme
du domaine (/) sur le demi-plan supériear d’une variable auxiliaire ¢

(1) Des configuralions inflexionnelles ont é16 6tudiées aussi par M. Villat, mais dans le
cas particulier oli elles pouvaient seules se présenter, d’un obstacle analogue a celui quo
nous considérons, tournant sa pointe vers le courant (Annales de la Faculté des Sciences
de Toulouse, 1915, p. 375-404). Ce cas, dont je ne m’occuperai pas dans le présent
travail, correspondrait & I'hypothése B < A.

(?) Remarquons que c’est I'hypothése des obstacles plans qui fait que nous connaissons
complélement le domaine (2).
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el la transformation

(8) Q=K /" (L—B)de
: o tf(t—a)(t—b)(t—c)(t{—d)

réalise U'application conforme du domaine () sur ce méme demi-
plan. ‘

La fonction Q devant étre réelle et décroissante pour les grandes
valeurs réelles de ¢, on voit immédiatement que la constante K est
réelle et positive, si I'on convient, comme nous le ferons par la suite,
de prendre pour le radical la détermination qm est poullve pour ces
grandes valeurs de ¢.

Calcul de U'tntégrale Q. — 1l faut, maintenant, déterminer les cons-
tantes K, a, 8, b, ¢, d de telle facon que le point (Q) décrive exacte-
ment le contour donné quand le point (¢) décrira I'axe réel de son

Irig. g. -
1
Plan(t)
a o b c d
_______ e o e o o e P
AZ w, O, A \o] A

plan. [ Les cinq dernieres constantes doivent se succéder en croissant
dans Pordre ot elles sont écrites ou dans l'ordre a, b, 8, ¢, d, suivant
que 'on prend l'une ou l'autre des dispositions possibles pour le

domaine (Q).]
Dans ce but, nous commencerons par effectuer llntecralo { au

‘moyen des f'onctmns elliptiques.
Le procédé de calcul de telles intégrales est classique, il consiste a

faive le changement de variable

. _ 1Pt —=py S
0 : BN A
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avec S, =a +b-+c—+d et ¥y réel et compris entre o et 20, les
O]
périodes des fonctions elhpuqueb introduites étant telles que w, et —

soient des quantités réelles et positives.

On sait alors que, dans ces conditions, la donnée des quatre quan-
tités o, w,, S,, ¥ est entitrement équivalente a celle- des quatre
nombres a, 0, ¢, d (voir, par exemple, pour ce point de détail, le
Mémoire de M. Villat, p. 466).

Pour la commodité des calculs ultérieurs, nous fm‘ons tout de suite
le changement de variable suivant :

Z’:——Z—!——;d, P=20,—7Y;

autrement dit, nous poserons

(10) = —

ce qui a pour conséquence (vorr, par exemple, ArpeLL et Lacour,
Fonctions elliptiques, p. 158)

dt
Vi—a) (=D = i—d)

— d7.

Si I'on pose pour un moment

(11) F(Z):-;-

ce qui nous montre que F(Z) est une fonction homographique de pZ,
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sans cesse décroissante lorsque pZ varie par valeurs réelles crois-
santes.

St le point (Z) decrit done le rectangle des demi-périodes :
0 = Oy — s+, 0, 0, p(Z) et ¢ varicront par valeurs réelles
croissantes. Il s’ensuit, alors, que I'intérieur du rectangle du plan (Z)

Fig. ro.

Y ——-

W,

] -—-r__:-—k;—-fr-———,—wiﬂ-’mnﬂ-r—)

2
el - Pm@
@y
i DN
-y Gyl

correspondra, de facon conforme, au demi-plan supérieur (z), puisque
leurs aires sont simultanément 2 la gaucke du déplacement des
mobiles.

Nous pourrons, ainsi, établic le Tableau de correspondance
suivant :

o

Z|-ei Z, | twy =Wyt w, w, z
Y

H

J’Z -co / es / ee / tey / 4

(12)’; +00

Ff NG T \_ —
e s e T -

ct Uon voit immédiatement, sur ce Tablean, quau point L= o0 cor-
s‘ r, . ly ~

respond, pour F, la valeur LT,I’ ct, pour Z, un point Z, du scgment

0, — w,; de méme au point =703, qui est compris entre o ¢t ¢ cor-
8 Z o s

respond, pour F, la valeur = — @, et, pour Z, un point Z, situé, soit
4 .

sur le segment Z,, — w,, soit sur le segment — ©,, — ©, + ©,.
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Avec ces notations, l'intégrale & calculer prend la forme

' F(Z)— F(Zy)
(13) .__1f{ rr =T

Or, on peut facilement transformer la fonction sous le signe d’inté-
gration; on a, en effet, cn se servant des expressions données plus
haut pour F(Z),

F(Z) —F(Z) = -
Pl - p%

7 —nt
pZ 3)2

//

P N .
S SRS
p/,g—p-z- ‘])/,—‘p-z-

de méme

p'L .
Py — ¥(7) = — 2 LA D
pli—pt ph—pt

d’ ot
. 7 '
pla—p; pL — pZ,
=

N A 7 X J""/’ - (PZI
pla—ps

F(Z) —F(Z) _
F(Zy—F(Z)

Z,—pl
R Py ‘p/n JJZI
pla—pl P

<[ L +7)—=C(L —1)
'—C(Zz"}‘/j)“—z(llz—/n)]
d’olt enfin

Pl — ,
. p/n pZy U(/,—l—/q)
2Q=K— - <= T — LC(A0+/4)—:(/4—/4>]/J}
plo—pt . 1
Py 2
: . Zy+ 7
03009 @=RLZIED [+ 2) — E(Z— 2 ]2 — P,
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en posant
pL—pf

H=K 2 2l
; / .PIZX _
2

Ple—p
et

—i———.— — (G 1) — £ (L —Z) 1L,
CT<Z1— -/-> -
2
La constante H est, alors, une constante imaginaire pure, & coeffi
cient de ¢ négatif qui, dans la suite, remplacera la constante K.

Etude sommaire de la fonction logarithmigue entrant dans U'expres-
. , ) 5 ! P
sion de . — Dans un certain nombre des questions que nous trai-
terons, nous aurons l'occasion de rencontrer des fonctions de la

b
forme
c(Z;+7) .
A F (7)) =L —F—H nar consvention F;(o)=o07,
(14) (7)) S(Zi=7) [z (o) 1
dans lesquelles I'imaginaire Z; est 'affixe d’un point situé sur un
des cotés du rectangle des demi-périodes. Nous représenterons ainsi
k)

par F; 'ensemble des quatre fonctions possibles, en convenant de
poser

7= o, 7y = w4+ 2w, Ly =+ L3y, L=, 00y,

les quantités p. étant comprises entre o et 1.

Nous aurons besoin de savoir, en particulier, quelles valeurs pren-
nent ces différentes fonctions aux points w,, ®, = w,, = v,. Pour
cela, nous considérerons le domaine formé par le rectangle des demi-
périodes et son symétrique par rapport & I'axe réel, nous y tracerons
une coupure rectiligne allantda point Z, au point w, et nous isolerons
du domaine les points Z; et lears conjugués par de petits contours
circulaires, la coupure n’étant, du reste, essentielle que pour la fonc-
tion F,.

Dans le domaine ainsi formé, les quatre fonctions F; sont régu-
lieres et uniformes. Voici, sous forme de Tableau, les valears prises
par elles : ‘

Adnn. Ec. Norm., (3), XXXVII. — Aour 1921. ' 32
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Parallélogramme supérieur :

/ 7 el w3 Wy~ o)y 3
| oo 2Ly +IT 2(ny+n) 2 +im ol +IiT l o
(13) F, | o 213 0T 2(n-+nm)l+in _.2-nl'/1r~i7: 0
F; | o 2, Ly 4+ IT 2(Ny~+n ) Ly— (T 2 Ly—1IT O
F, | o 2030, —ITC o2(ny+n ), —In 24, fy—1IT O
‘.
- Parallélogramme inférieur :
/ ‘
7 |—ec — oy . Wy~ ) % e
Fploor —oangZi— it 2(— 3+ )l —in 2ml,—iT ' 0
(150is) { Fy | o —~ongly—in  2(—ny~-n)ly—im | 20, 7y—Iin 0
F;* o — 2n3ly— ;ﬂ 2(—ny~4-1, ) ly— I 20 Ly—Im 0O
K, 0 — ol —in  o(—ty+ )l —it  2ml,—I(m O

\
\

Jindique tres rapidement la marche suivie pour ¢tablir ce Tableau.
On commence par étudier la fonction F, dans le rectangle supérieur
et 'on en déduit les valeurs qu’elle prend aux sommets du rectangle
inféricur. Un changement de variable de la forme Z = % — w, permet
de passer a une fonction du type F,; enfin, un échange du role des
périodes donne des fonctions des types F, et F,. Quant & I’étude de la
fonction ¥, dans le rectangle supéricur, elle se fait sans difficulté
en” passant aux fonctions T et en se servant des représentations
conformes classiques que donnent de ce rectangle les transforma-
tions u = 5,. '

Déterminalion des constantes entrant dans Q. — Revenons d nolre
fonction Q donnée par la formule (13 bis).
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On doit avoir

R=A-—=x pour 7. =o,
. Q=A—a: pour 1 =— .

Q=08 —ai pour 7= — )y 4wy,

Q=08 pour 7=y,
c’est-a-dire
H —Pl=A—m
i) — 2y Ly i A= [T+ 1) — 2L — 1) | o, —P!l=A—ai,
Wio(— g+ 07+ (7 -+ [l 7)) = L(La— L) ] (s — w,) — P =B —ai,
) oLy + (7 — [+ 10) — L (Ta— 7)) ] oy —P{=B.

Ces équations (qui paraissent étre au nombre de huit, puisqu’il s’agit
de quantités imaginaires) ne sont pas indépendantes et se réduisent
a quatre. En faisant, tout d’abord, la somme de la premiere et de la
troisicme, celle de la deuxi¢me et de la quatricme etenles comparant,
on obtient immédiatement H = — ;. La troisicme peut, alors, étre
supprimée, et les autres s’écrivent :

iP=4A—m,
— i 2y Ly (L (s T = C (T — 1) ] |
o0t o — [Z( Lot 20) — C(Ta— 7)o | =B — A,

a(/‘ . :)
o‘<7 — {-)
[((Zy—+2Z)) — {(Zy— Z,)] et a, on les met, ainsi que la fonction Q,
sous la forme suivante <en posant Z, = — /i, & constante réelle et

Yot 23, .
positive < L.).

= — al,

—1!

En résolvant ces équations de condition par rapport a L

L (hi—17 VA
(6) QL) =—iL ;HFIT) +(B—Aanh) = A7

=,

(17) """[IJ ]}-—'A—r—’?l)lll) / —*—1\_-7-—_—:0
‘ </u+ )
(18) (2 (Lt hi) — C(Ly— RE)] + (B — A - 20, 22) _I)_ — o,
@y
~ qwih T
(19) . A—B—-ﬁ—;‘-}-ﬂla-—o.
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1l reste, maintenant, & passer au plan (z) et & exprimer le fait que
les longueurs des deux lames sontdonnées, mais , déja, nous plex oyons
le 1’e=ult<1t Ces conditions géométriques de 01andeur serontau nombre
de deux; jointes aux trois relatlons prvcedenteb, elles donneront cing
équations pour les stz paramétres w,, o,, v, %, Z,, a; un de ces para-
métres pourra étre choisi arbitrairement et il y aura une infinité
continue de solutions. ’

Remarquons que la derniére ¢quation, seule, contient a, si donc
les autres paramétres sont caleulés, a sera donné par la formule

a::;(}i——A)—t—ﬂ;:% <~:%;-:>
et cette valeur sera bien positive, puisque B — A et / le sont.

De méme, Z, n’entre que dans 'avant-derniére relation etil est facile
de voir qu’en résolvant cette équation la valeur trouvée pour Z, sera
toujours acceptable. Considérons, en effet, la fonction

(20) FULY = i[C(7 4 hi) — C(7 — hi)] -+ (B — A + f)"{)[/t)%a

nous pouvons encore 'écrire sous la forme

. __‘-‘)., N pAT) ‘ ) 1
(20 bis) f(/,)-_z[.,s,(/zt)‘ m]—{«(“——k—-}—zmlz)a.

C’est done une fonction homographique de pZ, elle variera, par
suite, par valears réelles et toujours dans le méme sens lorsque le
point Z décrira le rectangle des demi-périodes.

Or, on a en particulier, ¢ étant une quantité tres petite, réelle et
positive :

J(—hi—ei)=— o,

i
S(—= o5+ o)=-— — -+ :
o)y

Cette derniere expression est évidemment positive, car les deux
termes qui la constituent le sont, et, par suite, I’équation qui nous
intéresse a une racine et une seule, situ¢e sur les parties du rectangle
correspondant 4 o, ou i A.



PROBLEMES l)’Il\'l)I‘\Oh\'NAMI()UliS RELATIFS AUX MOUVEMENTS GLISSANTS. 253

Cas particulier intermédiaire de M. Villat. — Dans son Mémoire,
M. Villat, pour terminer ses caleuls, s'était placé dans le cas particu-
lier ot Z, avait pour valeur — w, (loc. cit., p. 478).

Nous obtiendrons donc ce cas en supposant qu’il y ait entre les
constantes la relation supplémentaire

-, N
i Tt aw B—A
20), — r
21 — )y ) T — - : = 0
(21) (= o3) my o N - W,
.J-’
20y

Il est facile de montrer (et nous nous servirons de ce résultat) que,
st 'on se donne t, quel quil soit, on peut déterminer 4 de facon i
salisfaire & celle ¢quation. Il suffit, pour cela, de remarquer que si 4
Chi
1

[~
oy

.  0)y . . T2y , Ay N )
varie de o L= la fonction z——-—-/ITdecroudc 0 i —oo, car sadérivée,

3
[

o

REAT
prise par rapport & £, est négative.

Calcul de df. — Pour expliciter les ¢léments du mouvement dans le
plan (=), nous avons encore besoin de calculer la différentielle df.

Or, on a posé
J"<721 - —f—) —p'y

P <741 - f) — P77

¢’est-a-dire, d’apres une transformation déja faite plus haut,

)

=

TN
-
!
w

SN———

I

3

W=

!

P

I~

pl—yp7

JJZI—J% prL—pt

L= —

D’autre part, on sait que Pon a (AvpeLL et Lacour, Fonctions ellip-
tiques, p. 254) :

\

[/z:|J,<Z +1) —p(r-1 ):Ia’;’,,

W =2
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d’ole _

' 2t
‘ _ N 2 pl—ypi (7 N\
(22) df=a2tdt= ” 7 [JJ(Z 2> ‘P</+z>]d/’

3)7,1-p5 p —P;

ou bien encore, en se servant de la formule classique,

o(u -+ c’)a(u——()

J')lt—-—J")P=-—-

o2 !lO’ ¢
et, du fait que
ay=-y’§a é,
. . g ,
(22 bis) df = AQG Y - o7+ 1)o7 L')fmﬁch;
a(z1+.§>a<zl~g> </+ 5>73<Z 1)

d’ol1, par conséquent;

2g%y et
o-(z —_ /u'> a(-’i -+ /n'>
9 2

o2(Z — hi)o2l A b

(26) %; ‘11f<z->=63<z+%>03(z_7)e

(23) Az = —

W (7) dY.

avee

Wy / /

On vérifie facilement que la fonction W(Z) est une fonction & mul-
tiplicateurs constants et que I’on a

W (7 + 20,) = BN W (Z),
V(7 + 20;) = e~ W(Z).

Expression des conditions de grandeur de 'obstacle. — Quand le
point (Z) décrira dans son plan un chemin quelcongue allant du
point O au point w, en restant & I’intérieur du rectangle et en évitant

le p(‘)leg, le point (Z) décrira dans la région occupée par le fluide en

mouvement un chemin partant du bord inférieur de I'obstacle pour
aboutir & son bord supérieur, et son déplacement total est une donnée
du probléme qui fixera de fagon définitive, a la fois la forme de
I'obstacle et sa grandeur.
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On devra donc avoir
’)U"‘/ eu\

a<— —/u') a< —|—/u)

£ et 7 (ou bien 7 et ¢) étant des quantités données (voir fig. 6).

(25) et (25 bis) —

f I»"(L)dé___—}—m_re?

~

W

Résumé et position du probléme. — En résumd, le probléme dépend
de quatre inconnues principales :

0y, Oz R, 7.

Les donnces sont les angles A et B (B — A>>0) et les dimensions
horizontales et verticales de I'obstacle : £ et 0 (ou, ce qui revient au
méme, 7 el ©).

Les équations du probleme sont au nombre de ot :

(i)
hi 4+ -)
([7) l. > ‘i_(B'—“’\"‘l" )f“/l) / ‘A_——ﬁ:O,
</ll—- > 20,
2., piA
(25), (25 bis) —o2 G\/‘

et d/——-let;?

0-3 <Z\_|,_ Z) s <Z__ Z)
2 2

De plus, les inconnues principales doivent satisfaire aux inégalités
suivantes : :

" N —hi)oal  ib—A+and) o
<
0

) 3} '
»,> 0, _1'3>0’ o</z<—l-.§, ‘ o<%<ml.

Il y a en outre deusx inconnues auxiliaires a et Z, qui, comme nous
Pavons vu, se déterminent facilement aprés coup au moyen des équa-
tions :

(18) (L C(Ly—+ hiy —C(Zy— hi)] + (—‘—)—[B —A+a2nl]=o,
1

(19)' a—*-ﬂi—(lﬁ-—A)—i—‘-ﬁ
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Cas limutes des formules précédentes. — Avant d’aborder la discussion
de I'ensemble des équations que nous vencns d’obtenir, nous allons
¢tudier quelques cas limites, dont 'examen nous sera ulile par la
suite.

Supposons d’abord, ce qui est le cas le plus intéressant pour nous,
que le module = des fonctions elliptiques augmente indéfiniment.
Cela correspond a une diminution de 'importance de la ligne A par
rapport aux autres frontieres du fluide et, & la limite, nous devrons
retomber sur le dispositif simple du premier cas de M. Villat ou il n’y
a pas de plage au repos dans I'angle des lames.

Les calculs sont faciles a faire en se servant des formules de dégé-
nérescence des fonctions elliptiques.

Nous poserons ‘

¥y h VA
=c, — = m, — =
20, ), 20,

et la formule donnant = deviendra

. mi\ .
sm%:(v —_ —~> sinamy
P eir 2 ) P2B=A) [

. c . ¢
sm3ﬁ<s' — —>-sm"n<v -+ ->
9 2
/

La demi-période o, ne s’introduit que dans le coeflicient P qui est
positif et a pour valeur

(26) ds =—

P .
2m} | ¢ mi\ . c mi
sint( = — — |sinw( = + —
2 2 2 2

La donnée de ce coefficient pourra donc remplacer celle de o,, ¢’est
du reste un simple coefficient de grandeur qui déterminera I'échelle
de Pobstacle, les autres paramétres suffisant pour caractériser le
mouvement & une homothétie prés.

En faisant abstraction de cette homothétie et en appelant « 'angle
o — A (voir fig. 6), angle qui suffit alors pour déterminer I'obstacle,
les équations que nous avons écrites dans le cas général deviennent
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apres passage a la limite :

. /m
Slllﬁ(
(27) (L -

mi
\ln i -_— \

/

~.

-+

o
ole

+(B—A)ce+A—7m=o,

lOI(‘

/ miy . |
sin? ( ——)smzf:(' ‘
9

1
(28) Argument / - — 20B=Aw e = ¢,
0 5-- ¢ .S-— 1 ¢
sin’ ( —= sin +

La premiere de ces deux relations permet de tirer facilement 7 en
fonction de ¢, on trouve

T™m (B—A)e+ A

(29) th — =lang f’;.

-langw—-
Pour que la valeur ainsi trouvée pour m soit réelle et acceptable,
il faut que l'on ait
T — A

o
A

Nous appellerons ¢, cette derniére quantité qui est évidemment
comprise entre o el 1.

Ceci posé, il est immédiat que lorsque ¢ varie de zéro a c, 1’(~qualion
donnant m a une racine et une seule et celle-ci varie de facon crois-
sante depuis zéro jusqu’a U'infini.

Si nous représentons graphiquement les variations de 7 en fonction
de ¢, nous obtenons donc une courbe ayant D'allure indiquée par la
figure 11. '

II est alors facile de calculer les longueurs [, + [, et I" des segments
o, &, ot o'

En posant ¢ = — 75, on obtient par un calcul facile

) m
e Sh2w § - — -sharms bore
) . 2(B—As /e
(30) L+ 1= bljo Tohams —eosmeT ¢ ds.

De méme en posant ¢ = — —1s, on a

o] =

N\
w chfﬂ:(.s- -+ -;)-)-sh 2TS
31) i > / _ BN = _ e2B—Als g
(31) 81 [chams + cosme]?

0

Ann. Ee. Norm., (3), XXXVIIl. — SepTEMBRE 10921. 33
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On voit aussi immddiatement que si 'on évalue le déplacement du
. . . . I R

point () entre les points ¢ = — 7/H et 9= — 7l + - (H étant une

quantité positive (rés grande), ce déplacement est trés petit par rapport
aux valeurs trouvées de /; + [, ct de /. Ceci revient & dire que 'on peut
aller d’'unc des lames de 'obstacle a I'autre par un chemin trés court,
c’est-d-dire que la ligne A a bien disparu dans le passage & la limite.

Fig. 11,

c

‘0 ¢,

A . ) U . .
Enfin, si nous formons le rapport s——» ¢t rapport varie de facon
1 by

continue, lorsque ¢ et m varient en restant naturellement liés par
Iéquation (23). On voit tout de suite qu’il tend vers zéro si ¢ (et par
suite m) tend vers zéro et qu’il se rapproche d’une certaine valeur
limite

£2B—As ¢

“|shms + chrs]*shans
. / : [ehams 4+ cosme, |?
(32) =—=
L+ )/, [‘sl_ms —+ chms|?shoms T
o [chams — cosme,y |*

lorsque c tend vers ¢, (et par suite m vers o).

Si nous appelons «, la valeur de o correspondant a cette derniére
valeur du rapport des James, nous voyons qu’en faisant varier ¢ de zéro
a ¢, nous obtenons toutes les dispositions possibles d’obstacles depuis
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celle ot la lame ®,@, existe seule, jusqu'a la disposition limite que
nous venons de mentionner.

Cette dernicre disposition est celle qui avait été étudiée en premier
lieu par M. Levi-Civita et dans laquelle le point de bifurcation coincide
avee le sommet de I'angle des lames (*).

Remarquons enfin, pour terminer ce cas particulier, que la limitation
trouvée pour la variation de ¢ tient & 'hypothese faite que le point de
bifurcation était sur la lame inférieure. Si I'on faisait varier ¢ entre c,
et 1, on serait conduit i donner a Z, une affixe de la forme o, — A et
Pon trouverait le dispositif répondant & I'hypothése contraire. 11 est
¢vident que nous ne restreignons en rien la généralité en-nous bornant
au cas que nous avons'éludic (2).

Discussion du probléme dans le cas général. — Revenons maintenant
au cas géncéral ot T est quelconque et posons ik = po, (p. sera réel et
compris entre o ct 1), ce qui donne encore avec les notations intro-
duites tout & 'heure : im = pr.

Considérons d’abord la relation (17) qui s’éerit
o ([ —+ Ccoyy)
g(pmy—Cmy)

(33)  d(eyp)=IL + [B — A 427, %;u.]c—k A—m=o.

Nous allons ¢tudier graphiquement cette relation en supposant que
= soit fixe et que ¢ et p représentent I’abscisse” et 'ordonnée d’un
point R dans un plan (les quantités ¢ et p varient respectivement
entre o et 1). ‘

Calculons pour cela les dérivées partielles de la fonction .

On a d’abord

!

b=ty [(pwy+coy) + E(poy—cwy) ]+ B—A + 27 %y.

=), [")'c‘u'w”+p‘u.ma——pcw,J +~B—A+27n - [k

On retrouve ainsi la fonction homographique de pew, qui nous a

(1) Ces particularités avaient été déja étudides par M.- Villat par une autre méthode
dans le Chapitre I du Mémoire déja cité.

(2) Remarquons encore que, méme lorsque = est infini, I'intégration finie de dz n’est
possible que si I'angle des lames est commensurable avec =.
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déji servi pour la détermination de Z, et Pon voit facilement qu’elle
est positive lorsque ¢ reste compris entre o et 1.
De méme on a

N . \ )3
Y= 1iw, [{(pwy 4+ coy) —L(poy—co,)] + 20, i

!
. ) ey y
= [ty 2(0(,)1——~—"—-—.] 4o — .
. PPwzg— pCoy | {

Cette fois nous regarderons cette expression comme une fonction
homographique de (:p'\u.co'., et nous constaterons qu’elle est essentielle-
ment négative, puisqu’elle lest lorsque v prend les valeurs extrémes
oct 1. '

La courbe représentative de la relation §(e,"w.) = o est donc sans
cesse croissante. D’autre part, si 'on donne a4 cune valeur fixe el
qu’on fasse varier p.de o & 1, on a

Y(c,0)=c(B—A)+A>o0 (sauf si ¢ =o0),
b, 1)=c¢(m+B—A)-+A —m.

Les valeurs de m correspondan( & la valeur donnée i ¢ n’existeront
done qu'autant que cette dernicre expression seranégative, ¢’est-a-dire
que Uon aura

T—A

R R T

-

(ou hien ¢ <¢)).

Enfin, on voit facilement que si ¢ est nul, u. Uest aussi et que le
. . . , i A
coefficient angulaire de la tangente en ce point est égal a-tang= et
« . C T € 2

aussi que pour ¢ =c,, p. prend la valeur r.

La courbe représentative a donc en gros la forme indiquée par la
figure 125 naturellement cette courbe se déforme lorsque = varie, en
gardanttoujours la méme allure générale. En particulier, si taugmente
indéfiniment, elle tend a se rapprocher du tracé rectiligne OFG. On
s’en convainc immédiatement en remarquant que 'on déduirait cette
courbe limite de celle que nous avons étudice plus haut dans ce cas
particulier (fig. 11) en en divisant les ordonnées par un nombre trés
grand.

Nous appellerons ’ensemble de ces courbes les courbes 7 = const.
A chaque point R de 'une d’elles correspond une valeur déterminée
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de o, si bien que nous pouvons dire que chaque point R caractérise a
la fois une forme d’obstacle et une valeur du module 7.

Fig. 12,
A G
1
T:0
1
7
4
/
d
’
-
-
r,,/
-
X //,
=0
s
ill R

/ 'c:(‘"fe

[

1
‘l

. F E N

7] T:00 o 1 c

Remarquons encore que, quel que soit =, lorsque ¢ et i tendent vers
zéro, la longueur de la ligne &, &, augmente indéfiniment par rapport
a celles de la ligne A et du segment &’. On en conclut que pour toutes
les valeurs de © ce cas correspond & un obstacle réduit au seul plan
inférieur (2 =o0). Cest ce que nous avions déja trouvé dans le cas
particulier 7 = oe.

Enfin, nous avons remarqué plus haut (p. 253) que sur chaque
courbe = = C se trouvait un point unigue correspondant & la configura-
tion limite de M. Villat; ce point sépare sur cette courbe les configu-
rations inflexionnelles des configurations non inflexionnelles, et,
lorsque 7 varie de o & o, on voit facilement qu’il part du point ¢ = o,
u = o pour atteindre le point G.

Considérons la partie d’'une courbe = comprise entre Iorigine et le
point particulier que nous venons de définir; lorsque = varie, cet arc
de courbe balaye une certaine région (R) du plan comprise entre les
droites OF et FG et une courbe T' (voir fig. 12). La région (R) com-
prend donc D’ensemble des points représentatifs des configurations
non inflexionnelles. .

Ceci posé, donnons & « une valeur fixe a, comprise entre o et «,, et
distinguons sur les courbes 7 les parties le long desquelles « <C «,,
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parties que nous appellerons négatives, de celles ot o > a,, que nous
appellerons positives. La région (R) se trouvera ainsi découpdée en un
certain nombre de plages soit positives, soit négatives. La partic avoi-
sinant I'origine est évidemment négative (puisque o y est voisin de
zéro sur chaque courbe © = const.); au contraire, celle avoisinant le
point G est positive (puisque « y est voisin de «,). Il existe done
nécessairement aw moins uneligne de séparation partant d’un point dela
courbe T pour aboutir en un point dela ligne brisée OFG. Silon déplace le
point R sur cette ligne de séparation, on obtiendra donc une suite
continue de configurations correspondant & o,, c’est-a-dire a des
obstacles identiques & une homothétie.prés et comprenant comme cas
extrémes le cas limite de M. Villat et la solution de M. Levi-Civita ot
il n’y a pas de fluide inerte dans I'angle (*).

Calcul de la pression. — Nous allons terminer cette ¢tude en eflec-
tuant le calcul de la pression totale supportée par I'obstacle.

On sait que la pression en un point quelconque du fluide en mouve-

. » I 9 10
ment est donnée par la formule p = p, + - (1 — V*). Nous ne modifie-
rons pas la pression supportée par 'obstacle en supposant la portion
de fluide inerte située dans 'angle solidifiée et rattachée aux deux
plans qui lui sont contigus. La pression totale sera donc la résultante
. 1, . 1 e . ,
de toutes les pressions élémentaires [p(, + =(1—V ")] dsappliquées le
2

long du contour @,w, Aw’ et des pressions ¢lémentaires p,dsappliquées
sur les faces arriéres du diédre.

(1) Je tiens a indiquer en quelques mots pourquoi j'ai fait usage d’'un mode de raison=
nement aussi général. J'avais pensé « priori que le long d’'une courbe < la variation de =
se ferait toujours dans le méme sens et que par suite il n'y aurait qu'un point de celle
ligne pour une valeur donnée de «. Or, non seulement je n’ai pas pu démontrer cette pro-
position, mais j’ai eu des raisons de croire qu'elle n’était peut-étre pas exacte, tout au
moins dans la région des configurations inflexionnelles. 1l s’ensuit que les plages positives
et négatives dont j'ai parlé tout a4 I'heure pourraient (bien que ce soit peu vraisemblable)
tre plus ou moins morcelées et former des #ots se raccordant ou non aux bords. De méme, il
pourrait se faire que dans leur déplacement les lignes = passent plusieurs fois par certaines
parties du plan; nous regarderions alors ces parties comme dislinctes, portées par des
plans différents et formant comme les plis d’'une étoffe. Dans Lous ces cas, notre raisonne-
menl conserverait encore toute sa validité.
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Il est évident, par un caleul classique, que si 'on appelle P, et P, les
composantes de la pression totale, en posant P =P, + P, on a

(34) I):zll.f(l_vﬂ)d;,

Iintégrale étant prise dans le plan (Z) le long du chemin o, — w,,
— W+ W, O,.
Or, on a
dz == M df =TT f el V =¢;
d’ou

" | O 7.
(35) P = ;[/e’”‘“n’/——fe"”"“ z//] .
; 4
Considérons plus spécialement la deuxiéme intégrale et posons

1= u - iw,
on aura

. . . 5 10
O e Lt O BRI SEL L e
g+ v+ 1N)
ou, en changeantzen — ¢,
. . . . —tw
i1 U — (w4 h) —iB—Ar2nh—F gt
g —iw—1h)
d’ott enfin
. . . H—7w
T g(u —iw—{(h) éB—A+2 r“/“TeiA.

—_— = C
g(w— 1w —+1ih)

Dautre part, on a

Adf=-—2 - o7 - -
o‘(-/— -+ [/z>a<-/- — 1'/1,)
2 2

o(u+iw—Iil)o(u-+iw—+ ih)yoa(u—iw
a“(u —+ (v = Z) g3 (u + (v — Z)
2 2

Or, lorsque le point « + i décrit le contour d’intégration, df reste
réelle, nous pouvons y changer 7 en — 7 sans en modifier la valeur, ce

~

) d(w - ).



264 RENE THIRY.

qui donne

Q

Y

5(1 -+ 1'/1) G(Z —_ 1'/1)
2 0

gl — (w4 ih)o(u—iw —il)aga(u—iw .
( ) (_ ) (. )(/(u—uv
63<u — v 4 Z) o3 (11— [ — Z)
2 2

Nous voyons donc que la seconde intégrale porte sur une fonction
identique 4 la premiere, mais tandis que le point w—+7w décritle chemin
0, —W,;, — 0, +w, o, le point u—iw décrit le chemin o, + v,,
W, + 0, o, symétrique du précédent par rapport & axe réel et 'on a

([j::-— 2

. I )
36 P=— [ e*dy
(36) 27 /5
Iintégrale ¢tant étendue au contour fermé o, — w,, — w;+ w,,

Wy -+ Wy, Wy, 0.
Dot enfin P = =g, g ¢lant le résidu relatif au pole triple Z = é seul
point singulier de la fonction sous le signe somme & I'intérieur du

contour en question.

Calcul du résidu g, — Pour effectuer le calcul du résidu, nous pose-
rons Z = { < ¢ et nous développerons I'élément dilférentiel au voisi-
nage de Z = é

On aura successivement

= l_ [C/—:(§+1/1>—Z<é—[/z>|+. ,
R - P & A VY /Y
== = : ‘Q/ c(g I—[/lv,) ('(.2 1/1)] -t

a ) 2| /- S\
2—1‘-,;: :;;+E§LC/ané—kt/t,>——'g<§--—1ﬂ>_l+ * -t

D’autre part, on a

Q7 :Q(f +s> :s..’(%) + —82152” (é) +. ..



PROBLEMES D’HYDRODYNAMIQUES RELATIFS AUX MOUVEMENTS GLISSANTS. 265
et, par suite,
= i) </ )+
2

S
—
~
5
—_—
SN
“\/
1~
1 &
1<
~
ISREN
~—"
|

:—/l,—;‘ :e,-sz%' :-—33; ~5j— -+ g_; R
avee i X v‘ \ \
v = )If/—:(é ~+ l'/l)—:( : — 1'/1,)] —fll'.Q'(z—)‘a
.0:'2[}:7 C('ﬁ“*— llf)*C(————I/l)ll”'( ) !0”</)—L-0"<:_>

Comme la fonction Q(Z) reste réelle quand Z varie par valeurs
réelles au voisinage de Zﬁ, les quantités Q <§) et Q(f) sont elles-

mémes réelles. I en est de méme du crochet

el -]

On en déduit pour les composantes de la pression totale les valeurs

ou encore en explicitant

v {c(zm“)—c(z—fb)]ﬂ——<B—*+°w>$

)y

z/__'(_-{_m) (___mﬂ
xgi[}‘(\g+[/L>—C<g—1'/1,\)-1+(%(B—A+2'fu/z)£
(2o n)-o(t-n)])

(') L’analogic des formules ue nous oblenons ainsi pour les composantes de la pression
avec celles qui furent obtenues par M. Levi-Civita dans le cas général n’a rien qui doive
surprendre. D'apres le pxincipe de solidification déjd invoqué tout a I'heure, tout se passe
comme si nous avions & étudier le cas normal, sans aucune singularité, du mouvement du
fluide autour de I'obstacle courbe formé par le conlour wyw; X o'

Ann. Ec. Norm., (3), XXXVIII. — SEPTEMBRE 192T. 34

(1"’ //Is
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En particulier, la composante suivant la direction du courant P, est,
comme il fallait s’y attendre, positive et elle n’est jamais nulle.

En effet, nous avons vu plus haut, lors de la détermination de Z,,
que la fonction de Z

([C(F 4 il — Z( T~ ih)] + %(‘ B—A -+ a7, /4)
; o)y

admeltait une racine unique située sur les parties du rectangle des
demi-périodes.correspondant & A ou & o,. Elle est donc certaincment

différente de zéro pour Z = g(‘).

III. — Considérations générales sur les indéterminations.

La facon méme dont nous avons mis le probleme en équations
montre que nous ne 'avons pas envisagé exactement au méme point
de vue que M. Villat. Nous avons, en effet, mis sur le méme pied les
configurations inflexionnelles ct les configurations non inflexion-
nelles. 1l est évident qu'au point de vue strict de M. Villat, ces der-
nieres seules sont & retenir. Du reste, le cas qu’il a explicilé enticre-
ment, grace 4 I’égalité restrictive dont j'ai parlé plus haut, se trouve
étre le cas intermédiaire entre les deux systémes de conligura-
tions (*). :

Pour interpréter les dispositions inflexionnelles, nous modifierons
un peu I'énoncé du probleme. Nous supposerons que obstacle soit
formé de deux segmen(s ne se raccordant pas directement, mais

(1) 11 serait intéressant de savoir conunent varic la pression dans 'ensemble des mou-
vements possibles pour un méme obstacle. Mais il faudrail faire intervenir icile coefficient
de grandeur que nous avons négligé, et les calculs paraissent assez difficiles. Gest Ja un
point sur lequel j'durai & revenir dans d’autres travaux.

() Dans tous les problemes ol il v a des obslacles a aréles vives, les rayons de cour-
bure aux points de raccordement des jets sont nuls. Te cas de M. Villat présentail au
coutraire, au point ol la ligne % quilte le segment wy, un rayon de courbure infini. Cela
tient préeigément aun fait que c'esl un cas intermédiaire ol le point considéré est limite
d'an point d'inflexion. Du resle, le rayon de courbure est Lloujours infini si Pangle inté-

. > . . o s 3=
ricur au sommet correspondant du polygone (Q) est supérieur & =. Or ici, il vaul =
) 2
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néanmoins reliés par une cloison ¢tanche partant de leurs faces
arrieres (voir fZg. G brs). Nous cherclierons a réaliser des mouvements
dans lesquels la ligne de jet partant de I'extrémité supérieure du pre-
mier plan vienne se raccorder avec le second, en isolant toujours entre
elle et la cloison étanche une masse de {luide aurepos dont la pression
soit supérieure & celle qui régne dans le sillage illimité d’arricre. Cette
disposition permet alors de réaliser des configurations inflexionnelles.
De plus, il est évident que cette manicre de prendre le probléme com-
prend le dispositif de M. Villat comme cas particulicr. En effet, si
nous prenons avee cette hypothése un mouvement ne présentant pas
d’inflexion, rien ne nous empéche de prolongerles deux lames & I'in-
térieur de la masse du fluide inerte jusqu’a ce qu’elles se soient direc-
tement raccordées.

Or, un tel obstacle dépend évidemment d’un paramétre de plus que
celui de M. Villat (la longueur du segment ,a,), et nous voyons
apparaitre une premiére raison simple expliquant pourquoi, notre
probleme dans sa nouvelle position étant normalement déterminé,
celui de M. Villat présentait une indétermination.

Des remarques analogues peuvent naturellement étre faites pour le
cas simple, que j'ai étudié en premier lieu, d'une veine liquide s’ap-
puyant & deux parois rectilignes illimitées, je crois inutile d’y insister
davantage.

" Il existe du reste une autre facon de voir les choses, qui nous fera
pénétrer peut-ctre encore plus intimement le sens de ces indétermi-
nations.

Supposons, toujours en prenant I'obstacle sous sa nouvelle forme,
telle que je viens de la définir, que nous terminions le premier
obstacle @, , par un petit segment de plan, placé a 'extrémité libre
de la ligne @, (perpendiculairement par exemple). Il est facile de
mettre le probleme en équations avec cette nouvelle forme d’obstacle
et aussi de trouver la fonction (2 correspondante (fonction qui sera
naturellement un peu plus compliquée que la premiére) (*). On cons-

(1) Je ne puis pas reproduire ici tous les caleuls, ils ne présentent pas de difficultés
spéciales; on les établira directement ou en se servant des méthodes de M. Villat (Acta
mathematica, t. XL, p. 101).
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tate alors que, si 'on fait tendre vers zéro le petit plan surajouté,
comme il fallait s’y altendre, on retombe sur les configurations
décrites plus haut. Si nous nous placons maintenant au point de vue
de M. Villat et si nous prolongeons les segments &, @, et & jusqu’a
leur point de rencontre, en laissant subsister sur le premier plan le
petit obstacle & fa place qu’il oceupait, deux cas sont & considérer.

Si nous appelons D le point de séparation des lignes =, et A dans le
cas extreme ¢tudié par M. Villat, et si le petit obstacle est placé entre
les points D et B (voir fig. 13), le sillage qu’il laisse derricre lui, ¢lant

voisin d’une configuration non inflexionnelle, sera enticrement au-
dessus du plan et la présence du segment prolongé B ne changera
en rien le probleme. ‘ '

Si, au contraire, 'obstacle additionnel est entre les points D et A
(voir fig. 13 bis), le sillage qu’il laisse derricre lui, étant voisin d’une
configuration inflexionnelle, coupera nécessairement (si 'obstacle est
- assez petit) le prolongement EB du segment w,o,. Le probleme, au
sens de M. Villat, est alors impossible puisqu’il ya recoupement d’une
des lignes de jet avec I'obstacle, et nous sommes conduits 4 essayer
une configuration ou cette ligne de jet viendrait se raccorder avec le
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segment B et non avec le segment BC, en isolant toujours une plage
de fluide inerte. '

Nous pouvons donc résumer ainsi nes résultats. Sur la face AB de
obstacle on peuat distinguer deux plages : I'une AD est une sorte de
plage neutre; un obstacle placé sur elle, une imperfection de la lame,
donnera naissance & une perturbation trés petite (sous la forme d’une
petite masse de liquide ne participant pas au mouvement général),
qui diminuera jusqu'a disparaiire entierement, si 'on réduit cet
obstacle, si I'on rectilie cette imperfection; I'autre est une plage
critique : la moindre irrégularité sur elle tend a créer une perturbation
d’¢tendue notable, avec un sillage se raccordant i 'autre paroi BC de
Pobstacle, et quand bien méme on réduirait cette irrégularité jusqu’a
la faire disparaitre entiérement par une diminution progressive, la
perturbation a laquelle elle a donné naissance ne tendrait pas a dispa-
raitre el subsisterart toujours de fagon finie.

On voit immédiatement Pimportance physique de ces résultats. 11
semble qu'avec des obstacles parfaitement polis, il n’y ait aucune
‘aison pour qu'une ligne de jet se détache de la paroi ABen un endroit
quelconque et vraisemblablement c¢’est le dispositif de M. Levi-Civita
sans plage de [Tuide mort & Pavant qui serait réalisé; au contraive, avec
les obstacles matériels ordinaires, plus ou moins rugueux, la plage de
fluide inerte tendrait toujours & se former, et cela sans doute le plus
(ot possible, ¢’est-d-dire précisément dans le cas extréme étudié par
M. Villat. Ce dernier mouvement apparaitrait donc comme le cas
normal dans unc expérience courante ('). '

Il serait sans doute encore possible de préciser ces divers apercus et
le champ de la recherche est largement ouvert de ce coté; j'espére
néanmoins que ce que je viens de dire apporte quelque lumiére sur

(1) 11 est peut-élre permis de faire une comparaison entre les phénomeénes que nous
déerivons ainsi et la facon dont un cours d’cau arrondit pelit & petit les angles rentrants
que peul présenter sa vive. Si T'obslacle ABC élait susceplible de se¢ désagréger sous
Paction du courant, la plage neulre se Lrouverait pen i peu creusée, le courant tendant
& emmener une a une les particules qu’il en pourrait délacher; au contraire, sur la zone
critique, les particules se protégeraient mutuellement et la plage de fluide inerte, qui tend
naturellement & se former avec les obstacles rugueux, serait évidemment une plage de
s¢dimentation, el ce double processus tendrait a remplacer la paroi anguleuse par une
courbe unique.
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ces indéterminations a priord inattendues. En développant du reste ces
idées divectrices dans les Chapitres qui vont suivre, nous allons voir
‘que le probléme est encore bien plus indéterminé qu’on ne pouvait le
prévoir et que rien ne s’oppose a ce que, théoriquement tout au
moins, on ajoute sans cesse de nouvelles complications.

Enfin, la facon méme dont nous expliquons la naissance des plages
inertes donneapenser que des considérations de stabilité des différentes
configurations ne permettraient peut-étre pas de faire un choix entre
elles. Il est assez probable que ces configurations sont & peu prés
également stables ou également instables; si, & partiv d’une configu-
ration réalisée, on perturbe légérement le mouvement, il est tres pos-
sible que, lorsqu’il sera redevenu permanent, ce ne soit pas la méme
disposition que l'on retrouve, mais bien une configuration voisine
qui subsistera & son tour jusqu’a ce quune nouvelle perturbation se
produise. ' )

Si I'on veut bien me permettre une comparaison grossiere, il se
passerait, dans cetle conception, quelque chose d’analogue & ce qui se
passe pour une bille pesante placée dans un cylindre horizontal, pour
laquelle tous les points de la génératrice la plus basse sont des posi-
tions d’équilibre. ‘

Que les résultats futurs justifient cette conception, qui n’a aucune
prétention & s’adapter exactement aux faits, ou qu'ils I'infirment,
d’importantes recherches sont & faire de ce coté, qui ne sauraient
manquer d’étre fécondes des qu’on aura U'instrument mathématique
permettant de (raiter les discontinuités en mouvement non per-
manent (). ,

Enfin, je mentionne encore quelques résultats relatifs aux configu-
rations inflexionnelles, dont j’ai peu parlé dans le précédent Chapitre.
Lorsque 7 tend vers zéro, les lignes © = const. tendent a se confondre
avec une ligne brisée formée d’une partie de Op. et d’un arc d’hyper-
bole; en général, cela correspond & la disparition de la ligne &', Si
enfin le point P vient au point G, ¢’est laligne o, qui disparait et le point

(1) Une Note récente de M. I. Villat [ Sur le mouvement variable d'un fluide indéfini,
avee sillage, en présence d'un corps solide ( Comptes rendus Acad. Sc., mars 1920)]
semble permettre d’espérer atteindre ce hut.
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de bipartition arrive i 'extrémité du segment de plan et tend & passer
“sur P'autre face (voir fig. 12).

DEUXIEME PARTIE.

Nous venons de voir, dans le précédent Chapitre, comment 'intro-
duction d’obstacles supplémentaires, tendant ensuite a disparaitre,
était susceptible d’expliquer les indéterminations signalées au début
de ce travail. Dans 'ensemble de cette premiére Partie, les obstacles
additionnels ¢taient toujours en contact avec I'obstacle principal de
facon & ne former avee lui qu'un bioe d'un seul tenant.

Ilest & prévoir que des singularités nougelles seront mises en ¢vi-
dence si nous appliquons la méme méthode avee un obstacle addi-
tionnel séparé de l'obstacle principal. Afin de donner un exemple
simple et approfondi de ce qui peut alors se passer, nous allons ¢tu-
dier, dans cette deuxieme Partie, le mouvement (toujours uniforme i
Pinfini) d'un fTuide dans lequel se trouveraient placés dewx obstacles
plans normaux au courant, et nous nous réserverons d’étudier plus
specialement ce qui se passe quand I'un de ces obstacles est (rés petit
par rapport & Pautre. -

Pour de tels mouvements, différentes hypothéses sont possibles sur
la disposition des lignes de glissement.

Il peut se faire :

1° Que les lignes de jet issues de chaque plan s’¢tendent indéfini-
ment derriére lui;

2" Que les lignes de jet de Pun des plans se raccordent avee lautre,
celles de ce dernier s’étendant & 'infini;

3° Que les lignes de jet de 'un des plans se ferment derriére lui,
celles de lautre s’étendant encore & Pinfini. '

“Telles sont les (rois configurations que nous allons successivement

étwdier (1)

N/

(') M est ¢videnl que ces Lrois configurations sont les seules qui puissenl se présenter.
Les lignes de glissement ne peuvent cerlainement pas se fermer simualtanément derriére
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I. — Etude du mouvement du fluide avec deux obstacles plans normaux
au courant, dans I'hypothése de deux sillages illimités a l'arriére.

Le long des lignes de discontinuités introduites avee cette hypo-
these, lavitesse du fluide devra nécessairement étre constante et égale
a I'unité. Les lignes extérieures A, et A, (voir fig. 14) présenteront

Fig. 14.
TR,
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]
1 \Flan(z)
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L '}"\\ \\2
. AN <
1 \\
(D, | 2
Py E/ )‘1\\
i !
1 |
@y |
'
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i
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\

_une disposition analogue a celle qui existe dans le cas d’an obstacle
unique; quant aux lignes A, et A}, elles limiteront un jet fluide de
largeur plus ou moins grande, mais elles devront vester convexes et
tendre & prendre a 'infini une direction horizontale de facon qu’il n’y

5
les deux obstacles, car on tomberail sous le coup el du paradoxe de d’Alembert ¢t de
celui de M. Brillouin. 11 est impossibie aussi qu'une scule des lignes de jel d'un obslacle
se raccorde avec l'autre, par suite de la présence d'un point d’inflexion sur la frontiére
d’un sillage illimité. Ce dernier cas ne pourrail se présenter que si les deux plans, au licu
d’étre isolés, étaient réunis par une cloison élanche reliant leurs faces arrieres. On retrou-
verait alors les obstacles étudiés au Chapitre 1l de la premiére Partie dans lo cas parti-

. ™
culier A=B = =
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ait pas de recoupement des lignes de jet & Parriére des obstacles. Nous
laisserons néanmoins de coté cette dernicre condition, nous réservant
de ne U'étudier qu’une fois les calculs terminés. Le mouvement pré- -
sentera alors la disposition indiquée par la figure 14. -

Le domaine correspondant du plan (/) est formé de ensemble de
ce plan entaillé par deux coupures suivant des demi-droites paralléles
a l'axe réel.

Une application simple de la formule de Schwarz permet de réaliser
la représentation conforme de ce domaine sur le demi-plan supérieur
d’une variable £ au moyen de la formule

([_@)(5-21_@) I3
— Zl=.
= > —}—O(K.)I,B

(38) S

. .L’origin,e du plan (/) est supposée correspondre au point de hipar-
tition de I'obstacle supérieur et il est facile de se rendre compte que la

Fig. 15.

¥

donnée des deux paramétres o et B (« <o, 3>>0) est entiérement
équivalente a celle des coordonnées de I'extrémité de la coupure cor-
respondant au second obstacle. Enfin, le logarithme a la détermi-
nation réelle pour ¢ positif.

Le domaine (¢) présente alors la disposition indiquée par la
figure 16 et nous représenterons par a, =, b, o, ¢, B, d les valeurs de ¢
correspondant aux points de séparation des diverses lignes o et A, ces
valeurs étant rangées, ainsi écrites, en ordre croissant.

Le domaine du plan (Q) est un peu plus compliqué; si nous suivons
les variations du point (Q) quand ¢ décrit de gauche a droite I'axe réel
de son plan, nous voyons immédiatement que ce point partde l'origine

Ann. Ec. Norm., (3), XXXVIIl. — SEPTEMBRE 1g21. 35
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et décrit deux fois dans le méme sens le contour de la demi-bande
illimitée comprise entre les deux paralléles @ = = E et située au-des-
sous de 'axe des @. Ce fait, joint & la remarque que le domaine cor-
respondant dans le plan (Q) au fluide en mouvement doit étre & la
gauche du déplacement du mobile, nous conduit a envisager ce

Fig. 16.
A
Plan (t) .
B o b 0 c B d
———————— L s b et e e > ) o o o e e e o e P
7\2 — W, @, A,~FX w, @, - A,

domaine comme ¢tant porté par une surface de Riemann, ayant néces-
sairement un point de ramification R a Uintéricur du domaine ().

Fig. 17.
AT
—--.f_—“ >\2 - 7\" ‘—:__...__".@
l ----- R R
2 1
P/an(ﬂ) ( T
l l ;|| oo,
@, ||eo; 1

A ce point de ramification correspond, dans le demi-plan supé-
rieur (¢), une valeur inaginaire de ¢, et si, par le procédé de symétrie

(*) S'il y avait plusieurs points de ramification, le domaine ne_pourrait étre simplement
connexe.
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de Schwarz, on prolonge analytiquement la fonction ¢(Q) dans le
demi-plan inféricur, on voit qu’a la valeur imaginaire conjuguée de la
premicre doit correspondre aussi un second point de ramification de
la surface de Riemann (Q) extéricvr au domaine qui nous inté-
resse (V). .

La représentation conforme du domaine (Q) surle demi-plan () est
alors assurée par une relation de la forme

(3()) Q= /‘[ Al2+Bet+C
( J, b—a)(t—R)W(t—a)y(t — D) (t—¢c)(t—d)

di,

formule dans laquelle le radical a la détermination positive pour les
grandes valeurs réelles de 2. Les constantes A, B, C sont réelles, A doit

de plus étre positive, puisque, pour de grandes valeurs de ¢, -7 est

¢videmment réelle et négative. Les racines du numérateur corres-
pondent aux images des points de ramification signalés plus haut;
clles devront étre imaginaires conjuguées, c'est-d-dire que I'on devra
avoir en outre

B:—4AC<o.

Calcul explicite de (). — 1l est ici encore facile de calculer explicite-
ment I'intégrale Q au moyen des fonctions elliptiques. Nous poserons,
comme nous ’avons fait dans la premiére Partie de ce travail,

/" dt :Z——Z,
J, Vt—a)(t—=0b)(t—c)(t—4d) 2

d’ou 'on tire

Y7 —L ) —p
(40) c:lJ( 2 J/""%
2 ’ y
JJ<Z—§>—W
avee

S;ma+b+c—+d, o<y < 2my.

(1) Voir, pour ces diverses extensions de la formule de Schwarz, le Mémoire de Schlafli
déja cité.



276 RENE THIRY.

Comme plus haut, la donnée de a, b, ¢, d est équivalente a celle

., . N 8 , ,
des demi-périodes o, et w,, de S, et de v .<co, ot 73 réelles et
positives>.

On peut alors écrire
Ae+BevrC o P Q
C—=2)(t—p) T t—a  —B

avec .
B=—A(x+p)+P+Q,

C= Aol —PL—Qa.

En suivant les variations de la fonction de ¢ ainsi écrite, on voit
facilement que la condition B*— 4AC <o, jointe au fait que { est
supeérieur & e, entraine P <o, Q > o.

D’ou pour € la forme

" A
(41) sz(z):_/ A - P

o T S

2 1 a2 .
Py - t

P(Z—‘L\“l”/ ‘

2/

0 _

‘Nous poserons, comme nous l’avons également déja fait,

. ) ,J'J'(Z—é)“a)"/

(42) 1«‘(7,,1 =1 ,
2 2 ' 7 '/ .
P(J"‘;) —P7

La fonction F <Z, /> variant toujours dans le méme sens quand le

2
point (Z) décrit le rectangle des demi-périodes et passant par toute
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valeur réelle donnée a I'avance, nous pouvons poser

1«'(11

(2

y

F( 7, r

N

2

5,

— )

4

ces formules. servant de définition & Z,, Z,, Z,, quantités (ui seront
parfaitement déterminées et remplaceront désormais «, BetsS,.

La disposition des points correspondants dans le plan (Z) est
indiquée nettement sur la figure 18, d’aprés Uordre de grandeur des

constantes primitives (').

Fig. 18.
A
¢
Z . L
W, r-—--—~*—-1f2-----0---,---'1-—--“—-‘-7 Wit g
I, @,
Z,
l Plan(Z) T
. T Z’
@y -
2
—— 1 - )\ N
3o R
2 1

L’intégrale £ se décompose alors en trois parties, dont la premicre

se calcule immédiatement.
La seconde partie revient au calcul de

z dz,
¥ (/ Z) ¥ (Z,, Z)

et est susceptible d’une intégration trés élégante.

(1) Cest la nécessité d'avoir des domaines a la gauche du déplacement des points qui
fait que nous prenons, suivant les cas, le rectangle des demi-périodes ou son symé-

trique par rapport a l'axe réel.
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On a en effet (voir p. 20)

. ]) d . .
> 2/ ply— p% pl — J)Y

En permutant Z, et %, cette formule devient

7

) . b ‘PZ—J)E
(7 T L. . ( 41 . ®
It (/‘7Zl) I (2’ 111> —_ / J)Z—'PZI’

P 5 p7
~d’ou, par conséquent,

T
¥ ( Z> " (x,, />
2 2
(=0l
= 2 W, 7)) —F ;,/,1)

lpl :{: x J)IZI

(J’Zx “J‘%>- - y -
=2 e ny—tu—my = (L) e (L-n) |
‘.’)I _‘])/'IJ1 - \ /
2 .

L'intégration est alors immédiate et donne

g dZ '
A7 IN_y (g 1)
:/ ! <Z’ 2) ! (L"2>
~ 7 7 b " 7
(‘})/‘1_-‘]):—> / O-(/‘[——) 7 y N\
= R T [e (L) e (1) (1)

. CeTi—T) o,
It | O ()

-

10

La troisieme intégrale se déduit de la précédente par le simple
changement de Z, en Z, et la formule donnant Q prend la forme

. Z.— 1) . - o(Z,— L)
) Z+z>"<i 2> oL+ 1) <2 2> v
Qz)y=p,1. 20+ 4+ QL L et +H (z—->;
, a(Z—1) o'(Z,+ %) o(Ly,—1) G(Zz+ ;\ 2
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P,, Q,, H étant de nouvelles constantes liées aux précédentes A, P, Q
par les relations

L’ensemble des neuf parameétres primitifs
A, B, G a 5, a b, ¢, d
est alors remplacé par les données équivalentes

H, Py, Qu, Zy Zo Zy o1, o5 7

~

Determunation des constantes. — 1l reste ici encore a déterminer les
constantes de facon que le domaine du plan (Q) ait bien les dimen-
sions et la position indiquées par la figure 17.

D’apres les expressions données pour les constantes Py, Qq, H, on
voit immédiatement que les deux premiéres sont des imaginaires
pures & coeflicients de ¢ négatif et la derniére une quantité complexe
de la forme K — 27, P,, K étant réclle. ' -

Q peut alors s’éerive ainsi

c(Za+7)
“7(712_7‘)

SRR G ) B o1
Az=—(K—2qP)L —P\L —— 22 —QL—— L.
2 G<Zl—" é)

Les conditions provenant du plan (Q).montrent que Ion doit avoir

o(Z,+171) 0,1

SASGRNp - 5 ’
c(ly—21) = + (K—20P)Z+A

QZy =D, L.

en posant

LT T . T ™
Q(0) ==+ %. Q)= — = Qo)+ o3) =+ ié-, Q_(c.)a)::——-;--
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En les explicitant, ces relations s’écrivent (voir Tableau 15, p. 22)

A=+ E,

2
. - . . - ™
Py[omZ —in]+Q2nZe—in]+ (K—2nP)o+A=— -2:,

Pife(n+ )2y +im] 4+ Qi[2(n+ 1) Ly—im]
- s
+ (K—2n,Py) (0, +0) + A=+ >’
Pi[enZy+in]+Q[2n7—in] 4+ (K—20,P)) o+ A =— 5
Ce systeme est trés facile a résoudre. En séparant les parties réelles
et les parties imaginaires et en combinant les équations comme 1l a
déja été fait précédemment, on trouve, tous calculs faits,

s » .
,,\=+7;> K=2in,,

Pi=Q=—1 Ti4+71,= 0,4+ 03

En portant ces valeurs dans la formule donnant Q, on peut metire
cette fonction sous la forme

p 07N e g a(Z,—i»Z) a(ly+ 1)
(43) ==t o7 =7 77=T)

., i3
— 200,71 + 5

Sil'on pose Zy=w,+1ih et Z,=w,—th(puisque Z,+ Z,= 0, + w,),
on obtient éncore pour € la forme équivalente

o (ih+7) o‘,(t/t—~/)
oy (ih— 1) oy(ih+7)

(43 bis) Q1) = —iL?

A . T . .
Quant & la relation A = —, elle exprlme naturellement le fait que Q

doit s’annuler pour Z = g etelle prend indifféremment I'une oul’autre
des deux formes suivantes :

' O"(Zi-i" Z) o Lo+ £ > -
(44) — i — — {1, + — = o0,
G(Zl_é> /; > 2

(zh ~+

<l/l —_

= 0.

(44 Uis) — LL

(
(
>6’<mm_> LT
>a;<t/¢+ ) g

VIR [vIN g
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Caleul de df. — Pour passer au plan (5), il reste encore a faire le
caleul de df. Or, nous avons posé

=

U=BU—ax—p

—(—Jpl

’L\\] ~
-

ce qui donne
t—a)(t—10
ap= DBy,
Mais nous avons vu plus haut que I'on avait :
17

- ' - (}) - [/ A r
=F </ 5) —F (zs, §> = 2 _pl—pls,
2 2 , Yoo T

pls— P p7Z— Py

. A ‘p'{d o N
A R L SV
' PLi—p 5 pL—p ”
: pLo
t—pG="F (Z, /-> —F (Zz-, i>: 2 - PL—p {“z,
2 N 2 / /

plo—pL pl—p3

dt:["p(Z»" Tf\) ,_J)(/‘ ‘/>\d/

On aura done, en transformant les différences de fonctions p en
produits de fonetions o, . :
oo 4ol )

<L, /> (H—-)a(zg-;-g)a(zz f))a

o(L+7\)o(l —7L)oc(L+1y)a(Z — 17 ‘2/d/
e <Z—I— %) ag? <Z — %>G(Z—I—-Z3)G‘(Z—Z3)

et aussi que

4>y  df=

VN

<

formule susceptible de s’écrire encore
a?'/o-(Z3+ Z—) J(Z,,—é>
df = - - ' -
(i/z + i) (m _ \Jd <m + /> . (m — E)

g (ih+1Z1)a (ih ——/,)aJ(le + L) oy (th —Z)o27
g? <Z‘—}— %) G“(Z — 5 o(l+73) o(Z

Ann. Ee. Narm:, (3), XXXVIIL. — SEPTEMBRE 121, 36

(45 bis)

dz;
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d’ott enfin, pour dz, I'une ou 'autre des formules équivalentes :

af"yc(Z;,—}— é) O’<Z3——— g)
- O(Z)dZ

R RO R R
(46) ) avec
D(Z) = — 52(71+Z1)G-2(Z+Z2)ag7, i
s (Z"‘” é) °3<Z*‘;§) o (7 13) o (L — 1)
ou
| ro{rn 1) oY
G ®,(7) d.
e el D P
(4666) 0 avec )
O, (1)= i (L +ih)oi(Z—ih)a2l

o (7, + g) qﬂ(z - é) (L4 Ly) o (L —Ty) -
Lei, la fonction ® (ou ®@,), comme on le constate facilement, admet
les deux périodes 2w, et 2w, ; il serait donc possible de faire I'inté-
gration jusqu’au bout et de réaliser sous forme finie toutes les circon-
stances du mouvement dans le plan (z).

Résumé et position du probléme. — En résumé, le probléme dépend
de six constantes w,, w,, Y, Z,, Z., Z, satisfaisant aux relations

1y~ 1y =0+ oy,

Q <-}-,-> —=o0
2

)y

et aux inégalités
) > 0, 7—>o, 0]y <20y.

\

Il faudrait, pour achever de les déterminer, adjoindre aux équa-
tions précédentes les conditions résultant des données géométriques
de I'obstacle, données qui sont au nombre de quatre (les longueurs
des deux lames et leurs écartements en largeur et profondeur).
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Le probleme, sous certaines conditions de possibilité, est done
enticrement déterming, sans que [’on puisse se donner a priori U'incli-
naison du jet intermédiaire compris entre les deux lignes \, et \,.

En d’autres termes, si 'on écrit en plus la condition que ce jet est
horizontal, ce qui se traduit par Q(Z,) = o, les données géométriques
ne peuvent plus étre prises arbitraivement : lhypothése des deux
stllages illimités ne peut donc s appliquer qu’a des dispositions particu-
liéres des deux obstacles.

Etude du cas o le jet intermédiaire est horisontai. — Nous allons, en
nous placant dans ce cas particulier, qui est le seul physiquement
admissible, pousser un peu plus loin les calculs.

Etudions tout d’abord la condition Q(Z,) = o.

L’équation Q(Z) = o peut encore s’écrire

t.oq(i/z ~+72) o (ih—17)
ay(ih+71)  ay(ih— 1)

(47)

ou, en passant aux fonctions de Jacobi et en posant Zye, —e; = u,
h \/(3, — Oy :/,

(47 bis) fen(il+w) =cn(il — w).
- Cette équation développée par les formules d’addition devient

(47 ter) 7 T(w)=

;
T(l)
en pOSRﬂt pOIll" un moment

__snudnu
T ocenu

T(u)

Cette fonction T(w) se rapproche beaucoup par ses propriétés de la

tangente trigonométrique, de méme que sn « et cnu ont des analogies
avec le sinus et le cosinus ordinaires ('):

(1) Dans un Mémoire Sur les fonctions elliptiques de premicre espéce (Nouvelles
Annales, 1898, p. 367), M. E. laggi proposait d’appeler cosinus et sinus ellipliques les

fonetions g% et sn; T serait la tangente elliplique,
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Voicl ces propriétéé fondamentales, faciles a vérifier :

T(u):-——-{%Lcnu,
T(u+2K)="T(u), T(u—+2iK)=T(u),’
m [ 1 ) m YT\ e { .
T (w—+ h)__——~—T(u)> T (w+ zK)_-l—-,————l,(u),

T(—u)=—T(u).

La fonction T(u) est réelle et cr01t de o & = lorsque u restant réel
varie de o 4 K; elle estimaginaire pure et 7’1 (w)ycroitde o= lorsque u
varie par valeurs imaginaires pures de o a4 /K’.

Ces propriétés montrent immédiatement que I'équation Q(Z) =o
a deux racines dans le parallélogramme des demi-périodes, I'une sur
le coté o, w, <c est celle qui correspond a 1 » autre sur le coté w,,

w,+ o, (c'est celle qui correspondra a La) Ces deux racines sont
symétriques par rapport au centre du parallélogramme, autrement dit,

on devra avoir entre Z, et 2 ~la relation tres simple

[SEEN

+/J3_o)1+o>‘
%

Il reste maintenant, en tenant compte de cette condition, A mettre ds
sous une forme permettant I'intégration. Pour cela, nous nous servi-

l
rons du fait que — étant une fonction elliptique, on peut lexpnmer

rationnellement en fonctlon de pZ /et de PZ.
- En nous servant des expressions trouvées pour ¢, ¢ — o, t — { et d,
on peut mettre df sous la forme

/ﬂy[ 7. /}
8 D - . . ., B}
(48) df= : 3, ! [(pZ—pl][pl—pZ:]
¥ 3
I:.Dzl—p—;ij [J)Zg—J)é] [pZ—pZs] IZJ)Z-—J)%J

p'ZdL.

Or, on a
ol D)oL+ 7) ,
e (li—T)o(Z—1) ¢ “

L""

ce qui donne pour dz, en transtormant en produits de fonctions & les
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numeérateurs pZ — pZ, et pZ — pZ, :
2 /[JJL;—J)—/-:]

P
(49) de=ix - -
L;PZI—-ng J>Zz—.l>ﬂ _
p'L L+ 1)L+ 1) 4na
< [ a7, a2l, 67 et dZ,

I/- 3
[pZ—pZs] \J37'— p ;J
ou encore, puisque Z, = w, + th et Z, = w,— th, aprés quelques trans-

formations,
pl [P’JJ"‘J‘ ’]

(50) ds=1i-
[PZx—J"L:\ lpln— v/]
p'Z G‘l(Z—i—l/L)G;(/—l/L) a7
]3 ath oyil oY

x - -
[pZ —pZi] [JM —pg

., . . o (2 + h)ag (. —ih) .
Considérons en particulier le crochet (2 h)o(Z—th) ) peut
' gyth osith o*l
s’écrire encore (voir T. et M., form. XV) : C
o lioyloiihcyih — (e, — ey)al ol athosih
a*l ¢, ih o, ih '

Q(é\)zo

on tire facilement, en appliquant les mémes formules,

Or, de I'équation

ol

Lot . .
R ciho,ih
o = (e )
ol Lhooyih
75%;

ce qui donne pour le crochet en question

o (Z + th)o,(Z — ih)
o2l oyth azih : .
a7 aaZaéagg—t'aZ A 0'1)2-/032

0‘2/(7}/0')7
2 2

\/P"‘—e:
__\/J)/,——cl\/p/ A—z\/‘p/—-—cw/‘p———el\/ ;
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d’ot enfin, aprés quelques transfommtxom dont je pense inutile de
reproduwe le détail,

(51) [o’l(ﬂ -+ th)og (7. — [/l)]‘Z

a2l o lh asih

CpLp'l
= (p1—pl) [pr—e—lomadlaz )] P
2 ;pz—(:, 2 [,0:/-—62
2 2
' P /J)/Y
= [p/ﬁ— p—] [pZ — p/,-,] — ——-—_—-_-,
’ J’)Z — €
2
puisque Z, = o, + w, — g = — wy— ;/
L’expression de dz prend alors la forme définitive suivante :
7507 / Y
; ) PP ;P -
(32) ds=iM dar.

[m'ff—p%:‘" ’ JJ% —e [J)/—“ p—} [pZ—pLs]
Le coefficient M, qui a pour expression

A
Py luéP La“ﬁP;]

PPZI —p Z)] | ply—p Z J

est réel et positif, comme on le voit immédiatement; sa forme n’a du
reste rien d’essentiel, on peut se donner les périodes w, et w, seule-
ment par leur rapport s, ce qui détermine les éléments du mouvement
a une similitude prés et le coefficient M arbitrairement choisi
a posteriori en fixera la grandeur.

Le premier terme de dz s’intégre immédiatement, il reste alors a
calculer intégrale :

L . /zY )
2
- (53) 1(/,)._f Pz dZ.
0 p—-—e {pl,—‘p—] [pZ —pZ,]

M=

2

Pour cela, nous décomposerons, suivant la méthode générale, la
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: fonctlon sous le signe somme en éléments blmplEb Cette fonction
posséde dans un parallelo«uamme des périodes les deux poles simples

Zy et — Z, el les deux poles mples et — j:

Les parties principales conesponddntes sont de la forme

D o D
7—7, 7+7,
IN B C A B C
—3 — T el - — N2 4
<z_§> (/.-i> z—1 (/Ti> (/+ﬁ> Z+1

et un calcul que je ne reproduis pas donne pour les coefficients les
valeurs suivantes :

B = N >
4<J)Z—-—~e2> (J){; — ]>L,>
(54) . . P )
. P’ /a>’”z —pl [P” ‘ <p,—2 - pZa> —p" g] pi
p— - - - - N\ ’
2 J)'Z <' é —_— C’ﬂ> <J)-£ — P Z;,) P 2?; -_ e:) <p; - pLg)
P L L
D—— .2

N - 3"
(LP;/: - ez) (.Pé - J)Ls>

Si l’on forme alors la fonction

fe= ) =<{ret) =t n o= o= ot

+ %[‘p (/+ > —p (A —H—op ’] + DL — L) —E L+ T) + 28T ],

cette fonction a les mémes poles que la fonetion a intégrer avec les
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mémes parties principales, elle n’en différe donc que par une constante,
et comme elles s’annulent toutes déux pour Z = o, elles sont iden-
tiques. '

On en conclut, pour l'intégrale, la valeur

(35) (Z)y=0] —L—-2— < :;'/,';g

st el -]
-i—%\ p(Z—!—?) J)( —%)—’/‘PT’]

I a(/”—k—/,)
- o(ly—1)

v /CL,]

le§ logarithmes ayant toujours la détermination nulle pour Z = o.

Nous rous proposerons tout d’abord de caleuler les éléments géo-
métriques des obstacles. Nous appellerons ¢ et /' les longueurs des
deux lames, 2 et y leurs écartements horizontaux et verticaux (voir
fig. 14). Pour obtenir ces ¢léments, nous aurons & évaluer les inté-
grales suivant trois cotés du rectangle des demi-périodes (en évitant
au besoin les poles par de petits détours intérieurs a son aire).

On obtient ainsi en se servant du Tableau donné page 250 les trois
intégrales définies suivan(es : '

!

;' U=1(o+ o) — () =C I ~—-n,-/+2/,,>,t% | —2B [m “+ oy p ﬁ}

— A\u),‘p’/-i—- D [n1/+ lﬂ'—20)1§2}/J

) V=1(w)—I(o+ a;,,):(}[-{—-nxy—-zng:ZJ +2B|n;+ fos,sz
2 2
(56) A\ , ; - i
. “+- Ay ‘])'!- +D[—~r;,y———m+2m350—-]
' / W—:_-I(m;,)::C[—-—-n,'/—-— z'7r—\-—2(,>3cz] ——D,'B[m—l—w;;p%]

‘——Aw,J) /—1—])! Ty /——om;C,/]
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et les éléments géométriques en question prennent la forme

'

])/Z ‘,"Z
[ — M - 2 J— _‘ 2 “+ ri).\‘ 5
pl—e, pl—e 7
- 1 -
g (e
U =M} — - -+ ;\’\ s
(57) J’;"e:; -
z=M —(U~— l)m‘)],
[~ N
IR .
y=M{ — —— —Db= |-
’ pf—e. p;/ —e
[ | T2 o, :

Enfin, la largeur asymptotique A du jet intermédiaire, qui corres-
pond dans D'intégration au petit détour que I'on a été obligé de faire
pour éviter le pole Z;, a pour expression

(58) A= [_ n‘ﬂ.

Il reste maintenant i rendre les expressions ainsi écrites plus
maniables en les transformant de facon a faire apparaitre sur elles
quelques résultats pratiques. Le calcul, assez long et dont je ne
reproduis pas tous les détails, consiste, en passant par I'intermédiaire .
des fonctions {, & introduire finalement les fonctions de Jacobi.

Nous signalerons tout d’abord des relations simples entre les quan-
tités U, V, W qui permettent de ne calculer qu’une d’entre elles. Si
I'on forme les combinaisons Uw,+ Vo, et Uw,— Ww,, en tenant
compte de larelation classique 2(v,w, — 9, ®,) =%, et qu’ensuite on
combine ces expressions par addition et soustraction, on trouve les
deux formules importantes suivantes :

V+W=—nri[C+D],
(59) v_w:—m'[m—D)(:—Oi/->—z—]—3—]+2[U—Dm’]f-

1 AR

Calcul des coefficients A, B, C, D. — Nous nous servirons surtout
Ann. Ee. Norm., (3), XXXVII. — Ocrosre rg2r.’ 37
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dans ce caleul de la formule hien eonnue -

1 4
)’ =
¢ 2

Y
Lo —¢

© I~

2.7
(l); — €y

et, pour la rapidité de ’écriture, nous poserons

J‘)é—— e;=X;. '

On obtient ainsi

i1 !
(6o) A= i = il
o )Z_gk Z._ '/— Z__ 2'..__ oo (e, —
J,)‘ 3 PQ Pt J’Z € (e—er) (es—e3)
pl

2 2

— - e - ),
SO0 OES 5 oo O Sl py govey guy SRSV

De méme
pL 'l
B=A ‘ — 2 -
‘ 2p’—£— 3)% —pZs
Or on a
'QI‘J)’/%:X1X2+X2X:3+X3J 1
p”z JJ’Z
2 . 2 :::X‘ng"i— ng;;"{‘ X;‘X1 o 4X1X§ X:;
; 2(;3’-2ﬁ p% —pZ, p’é J)’%[Xi Xo+ Xo X3 —X, X,]
_ (XX, —Xo X+ X X X Xo— Xo X — XX, ]
LI X+ XoXs— X, X,
b= tL— ==t ],
2 ‘tx“' ::-FC;*‘C] ’
d’ou
(61) B:[C;'FCz"‘Cr“C”:';—‘Cz‘_Q—FC]

l.::i - C2+ :1 - CI'Y

(1) Les arguments qui ne sont pas explicitement écrils sont égaux 4 1.
2
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De méme, en remplacant p” par I2p p’, on aura

12 pé‘p’if — J)"!{.
C+D= . = i ‘
A I 7 .
2P [J—’; 6-:_ {_J—’ 5 D7 }
‘”Z’}.,-/_,.' \'___ /7/"_‘_— ‘!!\
.1

7 /

ou cncore, en se servant de la formule d’addition de pZ (T. et M.,

2¢formule du groupe CIII, dans laquelle on fait u =1, a = Zs),
. NETN T
(62) C+D: l2‘p‘}) 7(}) _ y
ap/(p — e) (J)E — 33/,3) P3 —pZy
. 4pteptea)—pn
2‘p/2((}v) - 6“3) (4’:)% — P Z3>
. 16X, NoXo (X, +X5) — 40X X+ Xo X+ XX ]
' - 2}’)1[)(1.“(2"}— XQX;;—'X3X1]
_ o[ X X+ XXy — XNy ]

b

2P

4

De méme, on obtient facilement, puisque Z; = — o, — o
,'P,Z:k — (62_ f/i) (82_‘;263)‘})/%;
=
d’out
; (ea—ey) (ey—¢ey)
—— 9 9 — €1 J:—-— .
(63) D=— (es—e;) (ea—€3)A 8[§3—§2+§,—:]3
Enfin, en combinant les formules
cnhudniu
Cu—liu= ST S T
sniudndu —_—
Ciu—call:—-— \/81_63_(}_[]7211,_ (7\:\/61—83>,

snluceniu

— —_— k2 — e
Gu—Lu=—Fkye—e dniu
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qui résultent d'une dérivation logarithmique des formules reliant
sn, cn, dn & pu et en posant

y s ) K N K . _
A <——--—-<0<—|——;I\:m1\/61—e3>,
2 2 \/31_63 2 2

on obtient finalement les formules trés simples ci-dessous :

I
A= — ————cnag,
Ve, — e,
1 ~ ~
B= snaddnag,
N N
n . _—
04 { C+D=2 Ve,— e,—=>
(04) B Ve ‘enao
I k2
C—D=2 ye,—e;,——= |1+ -—cn*20
‘ Ve *en2o AR 1K
. e,— e )
D =— —=2—= cn*20.
| Ver— ey

En se servant de {’identité connue

on peut encore ¢crirve la quantité U — Dwe sous la forme
s U'—— I)Tfl.:((] — l)) E(I)IC7 — f)l'/] -_— 2]3(7}1"}— &)181) -+ () L
., | avec

(65) «

L=(C-+D) (:“-C-z)—’r--;—(C—-'l))(C—C1+C2—‘C_;,)—~2]3 <J)% - e,) ——j\J)’%-
Le calcul ne présente alors plus de difficultés, en se servant des

formules faciles & ¢tablir

:_.

‘gl_.i’:z’ 4])1::2((,)_—_81)(C1—C)7

Pp—C=— (e1—e3)

on obtient, aprés une réduction qui consiste essentiellement, comme
nous allons le voir, dans la disparition des termes pairs en g,

sn2ddn2d(1—+cn?29)
cn?20

(66) L=2(e;,—e3)}’
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Lésumé des formules. — Ce caleul donne en résumé les formules que
je groupe ci-dessous, et auxquelles il faut adjoindre les formules (64)
donnant les valeurs des coeflicients A, B, C, D :
/ ——— 1-5Sn20 i .-
L =M|2ye —e, ——}.—————\—J N
cn2o 2

I'=M [2\/01“6._, l—snee —|—£2-\\'}

cna2o LT
(67) . (A:—MI):);
x:—_M[w;(Um l’)m’)] A
LV —edued — 4" % '
Y =M _2 A cneo —D 5}
Va4 W=—ai(C+D),
68 ~ v " 23 2 .
(08) (V—WV: ﬁzkc_ny—iﬁ-+fﬁ]+zﬂu—nmx
Wy e —e; 0y
20 207,

(69) U~DM:ULJUP%1 ]—emm+mm)

véei— ¢ \/61_‘93
sn20c¢n20(1—+ ¢n*20)
cn?a0

oo (e — ek

Considérations de symétrie. — Les formules ue nous venons d’éta-

blir sont susceptibles d’une vérification intéressante. Si Uon change ¢
~N y ~ . ., ., . y/

en — o <0u g en o, — §>, la disposition des différents points é,

Z., 2y, 7, dans leur plan se trouve renversée par une symétrie autour

; N N . . . . . 1) .. Loy
de la parallele & I'axe imaginaive d'abscisse —; el 'on voit immédiate-

ment que les coefficients A, C, D ne sont pas modifiés par ce change-
ment, tandis que B et U — D=z changent de signe et que Vet W se
permutent ('). Il s’ensuit que, dans le plan (z),  change de signe,
y ne change pas et que /et /’se permutent. Les deux mouvements ainsi
créés ne different done que par une symétrie autour d’un axe hori-
zontal échangeant les deux plans.

(1) Il est & peine besoin de dire que les calculs ne se sont pas présentés sous la forme
définitive donl j'ai donné un exposé synthélique, mais qu'au coatraire, c'est celte symé-
trie qui, pressentie el poursuivie, a conduit aux simplifications signalées.
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Cas particulier ¢ = o. — Les considérations précédentes montrent
que le cas particulier ¢ = o conduit & un mouvement présentant un
axe de symétrie, les deux plans ayant alors méme longueur et étant
dans le prolongement 'un de l'autre. C’est la.un cas particulier qui a
déja été étudie par M. II. Villat, d’abord dans sa Theése pour un
obstacle de forme générale, puis, dans le cas méme qui nous occupe,,
dans un Mémoire ultérieur (').

Les formules se simplifient alors considérablement et I'on trouve en
particulier, N étant un coefficient positif : '

o

‘ | =U=N(4+m)

SN R St
(70) Lr=N[itgt g

ke
( A:l\ﬂk—,—f

¢

(x=0o0).

Le coefficient de contraction du filet fluide intermédiaire a pour
valeur
A T

(71) 7= T:;
1+ '
' i . . . .
Il varie entre 1 et la valeur - qu’il aurait dans le cas limite ou la

grandeur des deux plans serait considérable par rapport d I'intervalle
qui existe entre cux, et ce résultat est d’accord avec des (ravaux anté-
rieurs (*).

Retour au cas général. Etude de la pression. — Par un raisonnement
identique & celui qui a déja été exposé en détail plus haut, on trouve
que la valeur de la pression supportée par I'obstacle supérieur a pour
expression

| P L[ gy
: 21

—_—w,

(V) H.ViLLAT, Thése (Annales de I’Ecole Normale, 1911, p. 203), et Sur un caleul de

- résistance dans un courant fluide limité par un mur (Annales de l’Ecole Normale,
1918, p. 251).

(%) Poir Kincuuo¥F, Forlesungen iiber Mathematische Physik, t. 1, 22° Lecon, p. 295,
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et un caleul simple donne pour cette intégrale
{
(72) P=MZW.
2
La pression sur Uobstacle inférieur s’en déduira par le changement
N \ :
de s en — 3, d'out

(72 bis) P:M‘;v.
De ensemble de ces formules nous allons tirer d’abord une coinei-

dence fort remarquable; on a, en effet, .

P+ P=MZ(V+W)= Mg(ﬂ +D)= Mn‘/———z‘“’;;ﬂ,
(73) —

I+l = \_’“_ — Y"_'___,

iy M[ o Livaew )1 M (6 -+ m) L
ce qui conduit &
o

(74) {+1 —i¥nm

Autrement dit, la pression moyenne par unité de surface pour !’en-
semble des deux plans est la méme que pour le plan normal unigue ().

Ewde de la disposition voisine du cas symétrique. — Nous allons
terminer ce Chapitre en examinant d’'un peu plus prés la disposition
du plan (s), en nous borndnt au cas ol ¢ est trés petit (nous le
supposerons positif). En négligeant les puissances de ¢ supérieures
4 la premiere, les formules trouvées plus haut deviennent

/ [ =M <2 g) \/81 . e—-)_——i— 43(\//2;‘*——5;_!_ ‘ki7 'ﬂ3+i&)3€-_>>],

(75) x=M —}—(nl—ko),m)]

-

i 40 13+ wye,
P=M|’ \/e,——eQ—{-—%,— 2—7—’—J

IS ]

\ L

(7 et P’ s’obtiendraient en changeant ¢ de signe).

(1) Ce résullat avait déja élé obtenu par M Villat, mms seulement dans le cas parli-

l .
culier signalé plus haut, cas ott 'on a T=7 et ol — g donne la valeur de la pressxon
S 4

par unité de surface pour chacun des plans.
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Il est facile de reconnaitre quels sont, dans ces formules, les signes
des coeflicients de 2. En elfet, en introduisant les constantes de Jacobi
et de Legendre, on a (T. et M., form. CII, 1 et 2) :

S E]

cos?o do

———e [ —
n+oes= e —e,[E—KLK]|= \/el»-—e;,/.“Z‘/

=1 o,
. V1—Iisintg
T
N3+ 01363 — ! R s NP : COSE@ do
———-z——':‘_‘.-—\/el—‘esLlﬂ’—‘/\‘l\]:““\/ej—‘*e;;/\2 — <o,
, V1—k%sine

"

—— My ey .
ke, —ey+ =232 e, —e k2| 1 —

ME

b

cos?o do
;

/0 V1 — K% sin®o

o/

Cette derniére quantité est ¢videmment posiliye, car I'intégrale qui
y figure est inférieure a 'unité, valeur qu'elle prend lorsque & est
égal a1,

On en déduit immédiatement les résultats suivants :

Lorsque les deux plans sont dans une disposition susceptible de
comporter des sillages illimités ct voisine de la disposition syme-
trique :

1° Cest le plus grand des deux plans qui est en avant;
2° La pression par unité de surface sur le plus grand plan est
inférieure 4 ——; elle est supéricure i cetle quantité sur le plus petit
i + T
plan. '

Autrement dit, dans ce cas particulier, la présence du plan d’arricre
diminue la pression le long du plan d’avant.

Etude du cas particuder o l'un des plans est petit par rapport
a Uautre. — Nous allons encore étudier maintenant le cas ot 'un des
deux plans (le plan inférieur par exemple) est trés pelit par rapport
a 'autre. Nous obtiendrons ce cas en supposant que, dans la for-
mule (39) trouvée précédemment, les nombres a, o, b viennent se
confondre et 'on vérifie facilement que cela revient & dire que la
période 2w, augmente indéfiniment, la période 2w, restant finie.

Comme dans I'étude précedente, nous ferons le passage a la limite
ainsi défini sans nous préoccuper tout d’abord de ['horizontalité du
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jet intermédiaire, quitte & envisager cette condition supplémentaire
a la fin des caleuls.

Les formules classiques de dégénérescence des fonctions elliptiques
(voir T. et M., form. CXXII) permettent de résoudre facilement ce
probléme. '

Nous poserons

A hi 4 P i7, ]
= — = (8] { - B2 =T (
260, ; Ty ( <i< 5 ) ’ - S m (m>o),

;/_L- =k . 1
o = (k>o0) (1),
ce qui revient & remplacer le domaine (Z) par un domaine (¢) entiére-
ment analogue, & cela prés que le coté vertical de droite est rejeté
a l'infini. '
La formule (43 bis) dennant Q deviendra alors

cchm(il— ) T
“ehr (il +v) B

I

(76)

Un calcul simple, dont je ne transeris pas ici le détail, donnera de
méme la valeur de df :

() df=— M, et LiL,
shin <(‘ — i) shn K(‘ - —:) chrm(e 4+ m)chm(e—m)

chr(il— o) chrm(il = ¢)yshame

dy;
B

d’ott nous déduirons par conséquent

ch?m(id — ¢)shane

slﬁﬁ(w — {—> sh3r <(‘ -+ é) chr (e —+ m)chm(v—m)

dv,

(78) ds—=—M;¢

M, étant un coefficient réel positif dont la donnée pourra remplacer
celle de o,. 7
Enfin la condition (44 bis) : Q <§> =0, deviendra
. / /‘, )
chr (il — =
! 2

\

- el
‘ ' ch= <[l -+ L)

(1) Naturellement A n’a rien de commun avec le module des fonctions clliptiques
introduites précédemment.
Ann. Ec. Norm., (3), XXXVII. — Ocrosre 1921. - 38
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En résumé, le probléme dépendra de quatre parametres: £, /,m, M,.
Pour les déterminer, il faudra adjoindre & la relation (79) les condi-
tions de position provenant du plan (=), condilions qui sont au
nombre de trois (longueur de 'obstacle supérieur et coordonnées de
Pobstacle inférieur réduit & un point). Comme dans le cas général, le
probléme est donc déterminé, sans que I’on puisse fixer a I’ avance U'in-
clinaison du jet intermédiaire.

Il est facile ici d’expliciter enticrement le mouvement dans le
plan (=) et d’étudier ses particularités. Tout d’abord, la relation (79)
permet de tirer facilement / en fonction de £ par la formule

(80) ‘ tangm!= cothwlé.

Si alors, dans-la formule (78) donnant d=z, nous faisons le nouveau
changement de variable
) cothmo=u
en posant aussl

k
them =p, tangr:l:«:ollm;::p (o< p<i<o),

on aura
. (uw—ip)(ur—r)

(81) ds ::—Nt(u"——pﬁﬁ(uz—yﬁ)

udu,

N, ¢tant un nouveau coefficient réel positif de grandeur pouvant rem-
placer le précédent M,.

Ce méme changement de variable conduirait aussi 4 la nouvelle
valeur de Q

' . L=
(82) : e = LT,
0o

Il serait facile, par une décomposition en ¢léments simples, de cal-
culer explicitement =, mais ce calcul ne nous serait pas d’une grande
utilité; nous nous contenterons d’étudier de facon précise ia forme
des différentes lignes de jet.

Nous remarquerons tout d’abord pour cela que la iransformation
cothmy =u fait correspondre de facon conforme la demi-bande illi-
mitée constituant le domaine (¢) A un certain domaine dans le plan («).
On vérifie sans difficultés que ce nouveau domaine (u) est formé du
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quatrieme quadrant du plan (@), ia partie positive de 'axe réel corres-
pondant aux lignes A, X,, Ay, 2, la partie inférieure de I'axe imagi-

a1 v 1ier - ! e T . -
naire aux lignes @, et @', (voir fig. 19).

Fig. 19
y
O |~ \;LF~—--'—————_, ——————————
A M W= >
P/én(u/

o {l

On aura donc les différentes lignes de jet en faisant varier « par
valeurs réelles et positives et, en appelant z et v les coordonnées d’un
point quelconque de ces lignes, on obtiendra la représentation para-
métrique suivante :

e oN " (0?2 —1)w?
Sr— m’pfq =y e —m

s " (e*—1)uw
('} - N L[ (lt'z—pg)’(u?—-[,;_‘-‘)d”’

en prenant comme origine le point de départ de la ligne A.

La considération de ces deux intégrales suffit, sans qu’il soit besoin
de les mettre sous forme finie, pour reconnaitre la forme géncrale de
ces lignes.

Nous aurons tout d’abord

(83)

dy__ — L 1
(84) dz — apu ()

(1) On vérifierait facilement que cette valeur, qui doit représenter larwe est bien
d'aceord avec celle que lon tirerait de la formule (82).
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Suivons alors les variations de w en partant de I'origine.

Si « varie de o & 1, on obtient une ligne partant du bord inférieur
de 'obstacle fini avec une tangente verticale, tournant toujours sa

Fig: 204

-

-
-
-

i
v

GJZ
| I
\
\
\\
\\
~
~
N
, < .
“Q\\_V\\\\
TSN
Nty
\\\\ v-\_\~-____;>\_z_
T NN ==
1N S
~ ~
o
~ ~
~

concavité vers la droite, avant une direction asymptotique de coef-

ficient angulaire %essen[iellement négatif, et 'on constate sans

- pR— ) .
peine que 'intégrale y — “—2——P—x reste finie quand « tend vers u., donc

qu’il y a une asymptote. C’est la ligne A).
Si le point « évite par un petit demi-cercle le pole simple u = yu,
I'intégrale = varie de la quantité

pE—1

=g ie)

(83) NS

représentant, au facteur =i prés, la moitié du résidu relatif 4 ce pole,
et par suite le point (z) éprouve un déplacement normal & la direction
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asymplotique précédente, sensiblement reetiligne (si le demi-cercle

est tres petit), et avant pour longueur

R (n2—p2)®

Cette derniére quantité est la largeur asymptotique de la veire com-
prise entre N, et A, .

Siz varie 4 nouveau par valeurs réelles de w2 1, le point (2) décrit
la branche de courbe %,, tournant sa concavité vers la gauche et avant
une asymptote parallele i la précédente (i la distance A de celle-u). ,

Peur « =1, on obtient un poin( de rebroussement (c’est ce point
qui constitue le petit obstacle @, , réduit & zéro) avec une tangente

de coefficient angulaire —p

> négatif, inférieur en valeur absolue a

celui de Pasymptote.

Si wvarie de 1 & g, on obtient la branche %,, partant du point de
rebroussement, tournant sa concavité vers la droite et ayant une direc-
tion asymptotique horizontale avec une branche parabolique.

Si le point (w) ¢évite le pole triple w = ¢ par un petit demi-cercle, le
point (=) décrit un cercle de rayon trés grand entourant tout le fluide
en mouvement.,

Enfin, si « varie de g & ==, on obtient la ligne A7, sans cesse concave
vers la droite, ayant aussi une branche parabolique de direction
asymptotique horizontale et aboutissant avec une tangente verticale 4
Iextrémité supérieure de 'obstacle fini.

On vérifierait sans peine que le point d’arrivée est bien sur la verti-
cale du point de départ et aussi, comme il arrive constamment dans
toutes ces théories, que les rayons de courbure en ces deux points
sont nuls. : '

Il y a alors recouprement de plusieurs parties du plan (z), la veine
fluide qui passe entre I'obstacle supérieur et le point de rebrousse-
ment se superpose i la masse du fluide qui passe au- dessous de ce
dernier pomt (voir fig. 20).

Jai tenu i décrire de facon compléte ce cas partlculler parce qu’il
met neltement en évidence les singularités qui peuvent se produire
dans les passages & la limite. Au fond, la solution que nous venons de
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former ainsi, bien qu’inacceptable au point de vue physique ('), a cause
du recouvrement mentionné ci-dessus, n’en est pas moins, au pornt de
vue mathématique, une solution répondant aux équations du mouve-
ment avec un plan rormal unigue, et cette solution renferme une infi-
nité continue de monvements dépendant de deux paramétres, puisque
le point de rebroussement, dans des limites tres larges, peut étre arbi-
trairement déplacé. ‘

Si nous étudions de plus pres maintenant inclinaison de ia )veine
comprise entre X, et A, dont le coefficient angulaire est égal a LJZ_I_O_O_,
nous voyons qu’il est impessible qu’elle soit jamais horizonlale,‘s'auf
dans le cas particulier ou 'ona p.=p =1.

Or, dans ce cas, le point de rebroussement est rejeté a linfini,
comme on le voit immédiatement sur les intégrales, et 'on obtient
comme limite la solution classique de Helmholtz pour le plan normal.

Enfin, si w tend vers 1, p restant quelconque, on constate que la
largeur asymptotique du jet intermédiaire tend vers zéro, on retombe
encore sur la solution classique que nous venons de mentionner,
comme on le voit en faisant le changement de parametre ;—’ =u, et
'on obtient ainsi un passage & la limite trés caractéristique : les deux
“lignes A, et 4, tendent & se raccorder pour former la ligne de jet infé-
rieure du sillage unique, le point de jonction est la position limite du
point de rebroussement; la ligne A, et la branche infinic de %,
tendent a se confondre avec la tangente en ce point alaligne de jet, en
comprimant entre elles, jusqu’a ce qu’elle disparaisse, la veine {luide
intermédiaire du cas général (voir la figure 20 qui a été dessince dans
une disposition voisine de ce cas limite).

(1) On peut cependant remarquer qu’'une expérience rudimentaire peut donner nais-
sance 4 des phénomeénes analogues a ceux que nous venons de déerire. Si L'on fait couler
un jet d’eau assez puissant dans un vase jusqu'a ce que celui-ci déborde, il se forme des
nappes de liquide s'échappant des bords. Si, dans une partie & peu prés plane d’une de
ces nappes, on place un obstacle, la nappe interrompue forme derriére lui deux lignes
de jet rappelant la disposition classique du mouvement avec obstacle unique. Si main-
tenant on introduit dans le liquide en chule une tige mince, il se détache une veine
liquide qui, si la tige n’est pas tout & fait normale & la nappe, peul se superposer
a celle-ci, en passant légérement au-dessus par exemple, et l'ensemble des lignes ainsi
constituées présente trés approximativement la disposition que nous venons de trouver.
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En résumé, nous tirons de cette étude la conséquence importante
suivante : -

Dans le mouvement, uniforme i linfini, d'un fluide avec deux
obstacles plans normaux au courant, dont I'un est trés petit par rap-
port & 'autre et dont I'¢eartement n’est pas considérable par rapport i
ce meéme obstacle, la disposition avee des lignes de jet s’étendant
a I'infini derriere chaque plan ne peut jamars conduire i une solution
physiquement acceptable.

II. — Etude du mouvement avec deux plans normaux au courant dans I'hypo-
thése ou les lignes de jet de 'un des plans se raccordent avec 'autre.

La seconde hypothése que nous avons & envisager dans le mouve-
ment d’un fluide avec deux obstacles est celle ou les deux lignes de jet
issues de I'un des plans viennent se raccorder avec 'autre. Il existe
alors une plage de fluide inerte a arriere au second plan, de pression p,,
enticrement analogue a celles que nous avons déja étudices, limitée
par deux lignes de discontinuité sur lesquelles la vitesse est égale &
I'unité, et en plus une seconde plage de fluide au repos, comprise
entre les deux plans, de pression supérieure i la précédente, limitée
par deux lignes de discontinuité A et A, sur lesquelles la vitesse a
une valeur inféricure & 1, valeur que nous appellerons comme précé-
demment e *(a>o). :

Il n’y aura ici qu’une ligne de courant se divisant en un point de
'obstacle d’avant, et par suite le domaine correspondant au fluide en
mouvement dans le plan (/) comprendra encore la totalité de ce plan
avec une seule coupure partant de l'origine, le long de la partie posi-
tive de 'axe des o.

Le domaine du plan (Q) se construit facilement; il est formé de la
demi-bande comprise entre les deux droites @ = == E et siluce au-des-
sous de I'axe réel, entaillée par deux coupures horizontales portées
par la droite T = —a, coupures dont les extrémités correspondent
aux points d’inflexion des lignes % et 1, (voir fig. 24).

Ceci posé, conformément & la méthode générale, la transfor-
mation /= ¢ fera correspondre au domaine (/) la partie supérieure
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du demi-plan (#); aux points de séparation des différentes ligres o
et A correspondront pour ¢ des points d’affixes ¢/, V', @', @, b, ¢; aux

‘ T, @,
-------- Flan(z)
w2
N

\
R2e

points d’inflexion de %, et A des points d’affixes B" et 5 et ces difle-

. ~
Fig. 22,

M
FPlan (F£)
o W, n _— Oy —_ N S
07 4_:')\_'2 -~ m, - -'}':;"

rents nombres seront réels et rangés dans Pordre ¢, 0, 3,4, 0,4, 0,0, c.

. e,
Fig. »3.

A
Plan (¢t)
c’ 5r(5! a; fL 5 b c .
R N, wP wy A > wy =N

L’application conforme du domaine (Q) sur le domaine (z) se fait
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alors au moyen de 'intégrale

4

(86) Q:~K/1 -2 —g) dt,
‘ L=t =b)(t—a)(t—a)(t—b)(t—¢)

Fig. 24.
\ T
. yun == >0
A, o N

w) Plan (2) =, t

le radical ayant la détermination positive pour les grandes valeurs
réelles et positives de 2z, et K désignant une constante réelle et
positive.

Conditions provenant du plan (Q). — Ces conditions se traduisent
par les équations suivantes :

. ™ =
S-)-(C’)=—Ey .‘.2((:):—\‘——:;,
mw:~§_m, mm:+§—u
T . . T Co.
.Q(a’)::—é——az, .Q(a):+f—z—az.

On voit immédiatement que ces conditions se réduisent aux sui-
Ann. Ec. Norm., (3), XXXVIIL. — Ocronre 1921. 39
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vantes :

N 7 ot T
RS R

Yo

b
_1(/ =i #kf ——ai
¢’ e
o
— K =o, *I\f = o.
U b

Les constantes du probleme sont au nombre de dix : les valeurs
remarquables de 1(a, b, ¢, ', U, ¢/, B, B") et les deux constlantes K eta.
Pour les déterminer, il faut adjoindre aux équations ci-dessus les
équations provenant des conditions de position et de grandeur don-
nées par le plan (z). Ces conditions sont au nombre de cing : longueur
du plan d’avant et coordonnées par rapport & I'une de ses extrémités
des deux extrémiteés du plan d’arriere ().

On a donc en tout dir paramétres reliés par onze équations qui sont
évidemment ind¢pendantes. Ici encore, le probléme est en général
impossible; autrement dit, 'hypothése faite au début sur la connexion
des sillages suppose quelque chose de particulier dans la disposition
des deux plans. ]

Il existe un cas évident ot celte disposition particulicre se trouve
réalisée, ¢’est celui ot les deux plans sont orthogonaux & la droite
joignant leurs milicux. Le mouvement présente alors un axe de symé-
trie et il en est de méme des domaines (), (£2) et (¢). Il n’y a alors
plus que six parameétres («, b, ¢, 3, K, a); d'autre part, les équations
ci-dessus se réduisent & (rois, les relations de position & trois égale-
ment et le probléme est alors déterminé. Il serait possible d’en pour-
suivre la solution, carl'intégrale ) s’exprimerait dans ce cas par des
fonctions elliptiques ; mais nous nous bornerons, dans ce qui va suivre,
al’étude d’une disposition encore un pea plus particulicre.

Cas ou le plan d’avant est trés petit. — Lorsque 'un des deax plans

(1) 1l ne suffit pas de se donner les coordonnées de I'un de ces deux points el la lon-
gueur de la lame, car il faut de plus exprimer que les deux segments w; ¢l o, sont dans
le prolongement 'un de launtre, comme nous le verrons plus loin dans un cas parti-
culier.
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est treés petit, ¢’est nécessairement celui d’avant, et nous obtiendrons
cette forme particulicre des obstaeles en supposant que, dans la for-
mule (86) donnant Q, « et ' tendent vers zéro. 2 prend alors la
forme '

Al “ Iy
(87) 52:_1</ U258 dt
L BNt —) (=0t —b)(t—¢)

(le radical étant toujours positif pour les grandes valeurs réelles de ¢).

Il est facile de se rendre compte (ce qui, du reste, était & prévoir)
que les conditions géométriques imposées a O dans son plan entrai-
nent nécessairement le fait que 8 et 3" doivent tendre aussi vers zéro.

Tout d’abord, le point t=o0 ne peut pas étre un pole double de
I'éléement différenticl; en effet, lorsque le point () déerit dans son
domaine un petit demi-cercle pour éviter le point zéro, le point (Q) de
son coté doit décrire un segment fini de longueur = parallele d I'axe
réel. Or ceci ne saurait avoir licu pour un pole double, et nécessaire-
ment Pune au moins des deux quantités B, p’ doit aussi tendre vers
zéro. Mais alors on obtiendra le déplacement en question du point (Q)
en formant la quantité — =g, ¢ étant le résidu relatif au pole en ques-
tion, et, d’apres la disposition des constantes, cerésiduest réel et il est
impossible que le déplacement du point (Q) ait la valeur réelle =. Le
pole doit donc disparaitre complétement et Uintégrale Q se réduit & la
forme tres simple sutvante :

AL

8- bis) Q=—K / de
. L NVE—=) (=) (t—=0b)(t—c¢)

L%

L’intégration est alors immeédiate; il suffit de poser, comme nous
I'avons déja fait plus haut,

B e L

- /

Py A (Sy=c' 4+ b +bre, o<y <owy);

(2 devienl alors
(88) Q—=—KZ

et le domaine (Z) aura la disposition indiquée par la figure 25.

Détermination des constantes. — On devra avoir les quatre condi-
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A T / - T .
Q(—i) =+ =, S?.'—/+o)l+c.)3> =-—Z _ai

2

l-'é::—i—-l;) k(—-—-m,—ou) :—-lé-—dt,
[ T 7
}\<~/‘—0>;):-——: K<-——m,> == g
p) 2 2
Fig. 25
3
-%wws W3 o + Wi+ Wg
N ‘7\'2
Plan [(Z)
l o, W,
A A2
-Gy T T L T

Ces équaltions se réduisent & trois et 'on en tire immédiatement

. T ' T
K=—, 7= 0y, a=-7
0, ‘

(on voit que la quantité a est bien positive et méme que la vitesse le
Iong.des lignes 7\’,‘, A, qui est égale i ¢, est précisément la quantité g
relative aux fonctions elliptiques introduites).

La formule donnant ¢ devient

=L Pz + S,
T apl—e 4

et 'on a
dt={[p7—p(L+ w,)]dZ,
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d’ou
(89) c//_ztfflzz{; 53))7/61 —84—‘] [pZ — p(Z + w)]dZ
et, par suite,
(90) :fe"l[wﬁéa+ -i—'_][.pz_ (7 + wy)]d7.
Cas particulier S, = o. — Nous allons étudier, tout d’abord, le cas

particulier ou 8, est nul, quitte & démontrer, un peu plus tard, que ce
cas est le scul intéressant pour notre objet. Il est facile de voir que ce
cas particulier est celui ot le mouvement présente un axe de symé-
trie. En effet, on démontre, dans le calcul classique de I'intégrale Q
(worr, par exemple, AppELL et Lacour, Fonctions elliptiques, p. 254), que
I'on a, si le polynome (t —c)(@=b)(t—=b)(t— c) est mis sous la
forme ¢" + 4a,t® + Ga,t* + fat + a, :

[y p— p 3
Py=a,—3a,a,+ 2a}.

Dans le cas qui nous occupe, on a done a la tois, puisque y = w,,
a, =0, a; == 0;

le polynome (¢—¢')(¢t—06')(¢—b)(t—c) sera donc bicarré; on
aura b’ = — b, ¢'=— ¢, ce qui entraine la symétrie annoncée.

Le point correspondant & ¢ = o est alors le point Z = oy, et, dans ce
cas, l'intégrale z prend la forme plus simple ci-desscus :

_imx .
(91) ::/: O [ 7+ p (L 4+ w))] d
.

(voir T. et M., form. CIlI, g, dans lesquelles on fait « =%, b = o,
c=—w,—7L).

Conditions de position provenant du ptan (z). — Dans le plan (=),
les données du probléme sont au nombre de deux : la distance & des
deux plans et la longucur  du plan d’arriére.

La longueur / s’obtiendra en prenant l'intégrale entre les limites
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() ()
— et + 3' el 'on aura exactement

2 il

—il= e (Pl p (L) d7.

Or, il est facile de calculer cette intégrale sous forme d’un déve-
loppement en série, ce qui nous suffira ici ('). Au moyen de deux

Fig. 26
Cas o0 le premier plan -
s pelit P
est lres p ,/ *,
4
b
w,
)
-r" 5;=0
:
PPty
...... _ ,
e
N,
N,
\,
A3
b
®» OO,
‘\
Ay
\\\
~o .}\

~
St

intégrations par parties successives, elle se ramene & la forme
suivante :

[ON
M Ty il
. . )y 1y s T W, [ r dy
— il =—4ip— —2—T + — e [l +7+ow,)]dL.
2 6y A% , v
Py

o
2 il

Pour effectuer le calcul de l’inlégralef ¢ 0 (Z.d7 nous choi-

w,

P

sirons un chemin d’intégration formé des deux segments rectilignes
[OF]

} " 0) o, . .
[,—— = e] el [s, -+ ?‘] reliés par un petit demi-cercle C, de rayon

trés petit € contournant le pole Z = o.

(1) La fonction sous le signe somme est une fonction de seconde espéce & multiplica—
teurs spéeiaux dont on ne peut calculer la primitive,
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On aura ainsi
A_T.l. +fi‘_1
[ :/ -+ [4‘ / .
J._"A Y w vC vz

L'intégrale le long du demi-cercle a pour limite, quand ¢ tend vers
zéro, la quan(ité — =/. En réunissant les deux autres intégrales, on

met leur somme sous la forme
[0}

. v - A
——2L/ sin — L7 d7.
e oy
Or, sous cette forme, la fonction sous le signe somme est régulicre

a l'origine, et & la limite on aura done ' ’

A in? T =7
‘“:ZM;:—Jz—aif sin = ¢z az.

Jy Wy

l-/ e_-
W,

2

Un calcul analogue (un peu plus simple puisqu’il n’y a pas de pole
chemin rectiligne d'intégration) donnera. de méme,

sur le
wy ]
M -t . ’ 21 ) : "‘i“l’:— e e
f e ™ ;;(/‘~+_,JM>,//‘_______+ e (":1(/4)le
o, " o
2 2 o,
27,6 NG A
:—“—'1—25/ sin == ¢ (Z) dl;
' Jo W
d’ot, en définitive,
&
f 3 2 R Y A v
1:Wﬂ+e+ﬁ#ﬂm;ummum
¢ 2 [y w7 .J, [ON

Or, on connait pour {Z et {,Z des développements en séries trigo-
nométriques (ves convergents (T. et M., form. CVI, 2) qui donneront,

2N T (ot — tane i i
u + '—"2 cotl— — ang = o
= 1

T /i
en posanl — =u,
[T
4 * o
HTE N M .
! Z —i—,-sm'zpu.
I — q#[)

CZ -+ :171 = -
Ie
En multipliant par sinu et enintégrant terme i terme lasérie unifor-
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mémen( convergente ainsi formée, on aura

My
.

qu
. )+1__ —— p———
I+/’Z( I)I lj)-—x 1T— gt

)

[ siuf)—"_'[:'/, - uZdl =
m

“ o

"fu !

D’autre par(, on a aussi (T. et M., form. CVI, 3) :

%

) “, w2 IR ogtr
pA B L N ey L
o 0 207 )] e | — gt
1
d’ot, apres quelques réductions faciles
b
7:2 . o 7‘:2 - . l)3 (/’:/1
2 = — — 04— B Y e —
(9 ) (;)% (4+TE) l{,)? ( ) .,/‘1)'1,___ { l——(/'h
1

La série du second membre est une série alternée, trés rapidement
convergente pour peu que ¢ soit petit; son terme général, pris en
valeur absolue, peat se mettre sous la forme

r’ Pyt
Apr—r1 1 — gh’

or, on vérific tres facilement que les deux facteurs ainsi écrits
décroissent & partir de p=r1. Le terme général lui-méme est donc
sans cesse décroissant en valeur absolue, et I'on sait que, dans ces
conditions, la somme de la séric est du signe de son premier terme.
Nous en retiendrons la conséquence, dont nous nous servirons un peu
plas loin, que 'on a

0Y

—~2

(93) 12 =5 (4+ 7).
(‘)Z

v

I'égalité ne pouvant avoir lieu que pour ¢ = o.
Un calcul absolument du méme genre, que je ne reproduis pas dans
le détail, nous donnerait la distance d des deux plans en prenant la

partie réelle de I'intégrale
r
."’“"'% inh

¢ P L+ 'L+ )] dE,
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ce qui donnerait

) 1 1 N 1 7l
(94) dem—le—ot — 4N L T .
174 ) 0] dmd ypco— 11— q*P
1 -
Calcul de la pression. — Un raisonnement déja employé nous mon-

(rera que la pression exercée sur le plan d’arricre est égale a la résul-
(ante de toutes les pressions élémentaires agissant sur le contour
@, A, A, @, diminuée des pressions p,ds agissant sur sa face arriere,
c’est-d-dire a Uintégrale

/ (1— V) ds

o/

-

étendue a ce contour.
Le caleul de cette intégrale est identique & celui qui a déja été fait
plusieurs fois et I'on trouve

(95) P = = > résidu de l'origine = -G-

. - , P , S
La pression par unité de surface est alors > et I'on voit, immédia-

™

(ement, qu’elle est toujours inférieure & ——> valeur qu’elle n’atteint
. 4

-
(que dans le cas limite ot ¢ (¢’est-d-dire ¢™*) est nul. Dans ce dernier
cas, du reste, il est facile de voir qu'on retrouve la solution classique
de Helmholtz pour le plan normal, la plage avant de {luide mort se
réduisant a zéro. Si I'on fait varier ¢ de o & 1, cette plage se développe
de plus en plus et 'on obtient, ici encore, une infinité de mouvements
~qui sont tous, au fond, des solutions, du point de vue mathématique,
du probleme du plan normal unique, ¢t ces solutions comportent
une indétermination & un paramétre, puisqu’on peut choisir ¢ arbi-
trairement.

De cette théorie, nous retiendrons surtout le fait important suivant,
fait qui, sil est confirmé par étude du phénoméne réel, est suscep-
tible d'importantes applications pratiques :

Un solide formé de deux plans solidaires admettant le méme axe de
syméirie, dans lequel le plan avant est trés petit par rapport & Uautre,
éprouve moins de résistance de la part du fluide que si le plan arriére
cxrstait seul. '

Ann. Fe. Norm., (3), XXXVII. — Ocrosre 1921.
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Cas ou S, est dyfférent de zéro. — Revenons, maintenant, au cas
ot S, n’est pas nul. Dans ce cas, la formule donnant = peut se décom-
poser en deux parties :

. intl 3 . ITZ

—-— : S - — . .
s [ L p (L) A 2 [ (pL— p(Z + w))]

Nous venons d’en ¢tudier la premicre partie et nous avons vu que,
lorsqu’on intégrait de — (i;—‘ a —+ %1, sa part contributive était pure-
ment iinaginaire; nous allons voir qu’au contraire, prise entre les
mémes limites, la seconde intégrale comporte toujours une partie
réelle non nulle; autrement dit, qu’il est impossible, dis que S,
est différent de zéro, de réaliser I'alignement des deux segments
@, et &,.

En effet, on a, par un calcul analogue & ceux déji faits :

+(_l)—1— My
T ims " ) o v
i . : T N A oy
/ e " Apli—p(l+o)]dl=—— — =— sin == [¢Z — ¢, 4] d7..
o, Wy [OF S ° )y

2

On pourrait calculer, tres facilement, Pintégrale délinie du second
membre sous forme de développement en série, mais il nous sulffit,
Fig. 26 bis.

-

<27 N

S0 00o)

pour notre but, de remarquer que P'é¢lément différentiel en est toujours
positif, done, que 'intégrale du premier membre a une valeur néga-
tive, essentiellement différente de zéro.

i
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Nous voyons done que 'hypothése S, == o correspond, nécessaire-
ment, & un obstacle & deux paliers, comme Uindique la figure 26 bis.
Ce cas, intéressant en lui-méme, ne répond pas au probleme que nous
avions en vue, ainsi que nous l'avions annoned¢ précédemment.

III. — FEtude du mouvement avec deux plans normaux au courant,
dans I’hypothése ot I'un des sillages est fermé a I’arriére.

Ainsidone, les deux hypothéses que nous avons essavées jusqu’a
présent nous ont conduits & des résultats analogues. Que 'on tente de
traiter le probléme avec deux sillages illimités, ou au moyen de lignes
de jel allant d’un obstacle & D'autre, les solutions trouvées ne con-
viennent qu'h des dispositions particuliéres des deux obstacles. Il ne
reste plus qu'une seule hypothese possible, ¢’est celle o 'un des deux
sillages seul est illimité, 'autre se fermant derricre le plan qui lui a
donn¢ naissance. Cette hypothese d'un sillage fermé se présente du
reste comme une conséquence normale des études précédentes. En
effet, quand nous avons cherché a réaliser le mouvement avec des
lignes de jet s’étendant & Uinfini derriére les deux obstacles, nous
avons vu qu'en général le jet intermédiaire qui se formait n’était pas
horizontal. Si on le suppose par exemple ascendant, il vient recouper
la ligne X, créant ainsi une impossibilité physique. En réalité, on
concoit que ce jet se raccordera avec cette ligne A7, en isolant entre
elle et lui une certaine masse de fluide inerte a Parriere de I'obstacle
supérieur, masse qui, une fois le régime permanent établi, sera a une
pression supérieure a celle qui regne dans le reste du sillage illimité.

Nous prévoyons immédiatement les difficultés nouvelles qui vont se
présenter; elles tiendront essenticllement au fait que le domaine du
fluide en mouvement ne sera plus simplement connexe et que 'appui
de la formule de Schwarz pour la représentation conforme nous fera
aéfaut.

Aussi allons-nous commencer, dans une étude préliminaire, par
établic une généralisation de Pintégrale de Schwarz pour les aires
doublement connexes limitées par des polygones rectilignes.
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Représentation conforme des domaines doublement connexes & con-
tours rectilignes. — Nous allons tout d’abord faire choix d’un domaine
type surlequel nous effectuerons la représentation conforme, domaine
qui jouera le méme role que le demi-plan supérieur de la variable ¢
pour les aires & connexion simple.

Nous considérerons a cet effet une variable complexe ¢, affixe d’un
point variable dans un plan (¢). Soit = une quantité imaginaire pure
i coefficient de ¢ positif; nous considérerons la bande du plan (¢)
comprise entre I'axe L des quantités réelles et la parallele I & cet axe

o la distance + ';Z

Nous appellerons domaine (V) 'ensemble des points de cette bande
indéfinie, en convenant de ne pas considérer comme distincts deuz points
dont les affixes ne différent que d’un nombre entier réel.

Un tel domaine est évidemment doublement connexe, on s’en con-
vainc immédiatement en faisant sur lui la transformation g = €2,
Cette transformation, pour notre point de vue, est biunivoque; en
effet, & chaque valeur de ¢, elle fait correspondre une valeur unique
de v, et inversement pour chaque valeur de o les déterminations du
logarithme conduisent & des valeurs de ¢ ne différant que par des
entiers, valeurs que nous ne regardons pas ici comme distinctes. Or
cette transformation fait correspondre 4 la bande illimitée considérée
une couronne circulaire du plan (@), comprise entre les cercles de
.rayons 1 et ¢ (g = ™™ < 1).

Ceci posé, nous considérerons un domaine (Z) doublement con-
nexe, compris entre deux polvgones rectilignes C et (¥, et nous repré-
senterons également chaque point de ce domaine par une affixe ima-
ginaire Z. Soient A,, A,, ..., A, les sommets du polygone C;
AL AL ..., A ceux du polygone (. Nous appellerons o, 7, e, =, ...,
o, % T, %, T, ..., o,% les angles aux sommets de ces polygones, ces
angles étant comptés positivement dans Uintéricur du domaine (%)
(les quantités « sont alors toutes comprises entre o et 2).

En supposant que le point & 'infini du plan (Z) ne fasse pas partie
du domaine (Z) et que C soit le contour extéricur (¢’est-a-dire celui
qui sépare le domaine de la région du plan contenant le point & 'in-
fini), on vérifie trés facilement les deux relations suivantes, qui
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expriment des théorémes élémentaires de géométrie :

n

P
(96) Z(a,-——r)::~rz, Z(u}—l)::+2.
1

1

Nous savons alors (') qu’il existe une fonction analytique Z = Z(¢)
permettant de réaliser la représentation conforme du domaine (Z) sur
le domaine (V), de telle sorte que le contour C corresponde 2 L, le
contour C'3 L/, et que nous pouvons méme choisir & I’avance le point
de C ou de (' qui sera le correspondant d’un point donné de L
oude L. )

(’est de cette fonction Z(¢), dont le théoréme mentionné ci-dessus
affirme seulement 'existence, que nous nous proposons de denner
une expression explicite simple.

Remarquons d’abord que cette fonction devra avoir par essence
méme la période réelle —+ 1, puisqu’a des valeurs de ¢ ne différant
que par des entiers devra correspondre un méme point du do-
maine (7). '

Ceci posé, nous considérerons avec Schwarz la fonction

‘ o d . dr
(97) ) I&(()_;[T,L;[?

Comme pour les domaines & connexion simple, il est faciie de voir
qu’elle prend des valeurs réelles sur les droites L et L. Le principe de
symétrie de Schwarz permettra alors de la prolonger analytiquement
a I'extérieur du domaine (V), en lui attribuant des valeurs imaginaires
conjuguées en des points symétriques soit par rapport a L, soit par
rapport & L’. Par une application répétée de ce procédé, analogue & la
méthode des images, nous prolongerons analytiquement la fonc-
tion E(¢) dans tout le plan, et il est évident qu’ainsi prolongée elle
aura aussi la période ~. :

E(») sera donc une fonction doublement périodique aux périodes
Iets. : C

Soient maintenant ¢,, ¢, ..., ¢,, ¢, ¢, ,.., ¢, les affixes des points

(1) Cf. Scuorry, Journal de Crelle, 1. 83, 1877, p. 300.
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de L et de L correspondant aux sommel(s des polygones C et ¢7; ces
points seront, comme dans le cas des domaines & connexion simple
(ainsi que leurs homologues, mod. 1 et =), des poles simples de E(v)
avec les résidus o, —1, ..., @, — 1, 0, — 1, ..., %, — 1.

E(¢) est donc une fonction elllpthue.

Nous poserons encore ¢;= - ~+ & el nous considérerons la fonction

" (o) N 7, (

O e Y, (P

Z(a, 1)3,(('~*s1,-) —}—Z(a, [)? ((’» n,)
1 1

- On vérifie facilement qu’en vertu de la relation

n ]l
W .

3 0 Bt
1 1

cette fonction est, elle aussi, doublement périodique; d’autre part,
elle admet ¢videmment les mémes poles que E(¢) avec le méme ordre
de multiplicité et les mémes résidus; on sait alors qu’elle n’en différe
(que par une constante.

On aura donc

i ~— =~/
: ) g . Y v
(8) Em:}:(a,ﬂ“,);zit,_;? ZW %[évi_‘ing—l-k
1

et fa constante K est évidemment réelle, puisque E(¢) doit Pétre pour
les valeurs réelles de o
De la on tire, par une premicre intégration,

n ,1
d7. e . o
(99) I =1 { P ‘[1:?1"1 (¢ —¢;) I I .7?,:1 l(w — ).
: 1 1

La fonction Z'(¢) devant avoir la période + 1, il en est de méme de
sa dérivée premi(‘n"é; ceci entraine que la constante K doit étre nulle,
car les deux produits admettent Ja période 1, le second de toute évi-
dence et le premier en vertu de la relation £(o;— 1) = — 2; quant
a la constante H, c’est en général une quantité imaginaire.
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Enfin, une seconde intégration donnera

o n ,)
(100) Z="7,+H / ”31&-—1 (¢ — ‘.[)H'Sfil—n (¢ — ;) dp,

formule qui présente la plus grande analogie avec lintégrale de
Schwarz et qui peut en étre regardée comme une généralisation directe.

Il'y a cependant, dans ce cas, une condition supplémentaire &
laquelle Z doit satisfaire, c’est d’avoir effectivement la période + 1, ce
qui se traduit par I'équation suivante :

n 14

(101) /‘P“H IIS?‘V"1 (¢ —¢4) l‘[%i"i‘l (¢ — ;) dv = o.

Cette condition, en général, en contient deux, puisqu’il s’agit de
quantités imaginaires ('). Le point ¢, est un point quelconque du
domaine (V) et le chemin d’intégration n’est assujetti qu'a n’en pas
sortir.

Il est facile de s’assurer que le probléme est en général possible
dans les conditions mentionnées plus haut. Le nombre des paramétres
introduits est en effet de n -+ p -+ 5 (le module = des fonctions ellip-
tiques, 2 paramétres ¢;, p parametres &, quatre provenant des imagi-
naires Z, et H). La détermination de la position et de la grandeur du
polygone C (dont les angles sont donnés) fournit » + 1 équations; on
en obtient de méme p -+ 1 pour le polygone C' et il faut y adjoindre
encore les deux équations de condition mentionnées plus haut, soit en
tout z+ p + 4 équations. 4

Il subsiste donc, comme affirmaient les théorémes d’existence,
une indéterminée dans la question. Ceci était du reste a prévoir; en
cffet, la transformation ¢ = « + % (A constante réelle) transforme le
domaine (V) en lui-méme ct un choix convenable de la quantité %
permet d’attribuer & 'une des quantités ¢; ou w; nne valeur donnée
Iavance. .

Terminons cette étude en remarquant, comme cela nous sera utile

(1) Nous verrons cependant des cas d’applicalion pralique ot cotle condition est
unique.
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plus tard, que ia double condition (ro1) assure en réalité I'uniformité
de Z ; elle exprime en effet que, si le point (¢) décrit dans son domaine
un chemin fermé non réductible 2 un point (par exemple un segment
rectiligne de longueur 1 parallele a I'axe réel), le point (Z) décrit dans
son domaine un chemin également fermé.

Enfin, toutes les extensions que I'on a pu faire de la formule de
Schwarz sont susceptibles de s’appliquer ici’(*). En particulier, il peut
s¢ faire que le domaine (Z), comme nous le verrons dans les appli-
cations, soit porté par une surface de Riemann a deux feuillets par
exemple, présentant un ou plusicurs points de ramification (le
domaine restant naturellement doublement connexe). On sait alors
que ces points de ramification correspondront & des poles simples de
la fonction E(¢) avec un résidu égal & 1. Autrement dit, un tel point
doit étre traité comme un sommet ordinaire (a cela prés qu’il n’est pas
.sur les contours C et C'), en lui attribuant le coefficient o= 2. De
plus, la fonction E(¢) devant étre réelle sur I'axe réel du plan (¢),
chaque fois qu’il existe dans le domaine (Z) un point de ramification
correspondant & une valeur imaginaire de ¢, on doit introduire aussi
comme pole simple de la fonction avec le méme résidu le point imagi-
naire conjugué, qui correspondra ainsi 2 un point de ramification de
la surface de Riemann extéricur au domaine (Z). _

Je laisse de coté le cas ou le point & I'infini du plan (Z) fait partic
de Utneérieur du domaine; ce cas est un peu plus complexe et nous
n’aurons pas 4 nous en servir. Mais il peut se faire encore que.le point .
a Iinfini fasse partie du contour du domaine. Dans ce cas, si I'on
appelle B I'angle des deux cotés du polygone qui s’éloignent a I'infini
(cet angle étant compté positivement dans Dintérieur du domaine),
une simple transformation par inversion raméne ce point a distance
finie et 'on voit facilement, par étude de la fonction E(¢) en son voi-
sinage, qu’il doit étre traité comme un sommet ordinaire, avec un
résidu égal & — B.

Dans ces différentes extensions, les deux relations X(o; — 1)= — 2

(*) Pour ces extensions, sur lesquelles je ne donne que quelques indications som-
maires, woir toujours le Mémoire de Schlifli, auquel jai déja renvoyé plusieurs fois
(Journal de Crelle, t. 18, 1874, p. 63). :
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Y(a; — 1) =+ 2 peuvent trés bien ne plus étre vériliées; mais on

e convaine sans peine que leur somme est encore nulle, i condition

(l y ajouter les vésidus provenant des infinis et des points de ramifica-

tion; or cela correspond au fait essentiel et bien connu que la somme

des résidus des poles d’une fonction elliptique situés dans un parallé-
logramme des pwm(h s est nulle.

Quan[ alarelation X(o; — 1) =— 2, elle a servi aussi isolément au
moment de la détermination de la constante K (vozr plus haut); st elle
n’est plus vérifiée, il peut se faire que la constante K ne soit plus
nulle. Ce fait, qui ne se produit que dans des circonstances tres spé-
ciales, n’introduit du reste rien d’essentiellement différent dans la
théorie ; mais cela montre que, si I'on veut étendre la formule donnée
a des cas singuliers, il y a lieu de prendre quelques précautions. En
tout cas, il est toujours facile, aprés calculs faits, de vérilier sur la
formule trouvée si elle remplit bien les conditions voulues (*).

Retour au probléme hydrodynamigue. — Cette digression étant close,
“reprenons le probléme avec notre nouvelle hypotheése. Nous suppose-
rons le sillage de 'obstacle inférieur illimité, celui de Pobstacle supé-
rieur se fermant au contraire derriére lui. Nous adopterons proyisot-
rement la forme la plus simple pour ce sillage, forme qui comprend
nécessairement deux points d’inflexion et un point de rebroussement
olt se fait le raccord des lignes de courant qui s’étaient momenta-
nément séparées (voir fig. 27). La pression qui régnera dans cette
région sera supérieure a celle qui régne dans le sillage illimité, le long
des lignes de discontinuité qui la limitent la vitesse sera donc cons-
tante et aura une valeur inférieure & I'unité, valeur que nous appelle-
rons comme d’habitude e=* (a > o).

(1) La présente étude a fait I'objet d'une Communication a I'Académie des Sciences
dans sa séance du 7 juin r1920; dans le méme numéro des Comuiptes rendus, on trouvera
une autre solution de cette question présentée par M. H. Villat, basée, dans un esprit
tout & fait différent, sur d'ingénieuses considérations d’hydrodvnamique, et permetlant
de réaliser des représentations conformes de domaines doublement connexes limités par
des eontours curvilignes. De son ¢dté, la méthode que je viens d'exposer, comme je l'ai
mentionné dans la Nole en question, est su:cepuble de s’appliquer & des domaines d’ordre
de connexion plus élevé.

Ann. Le. Norm., (3), XXXVII., — Novemsre 1921. 41



«

&

29 RENE THIRY.

L

<

Quant i la vitesse le long des lignes de glissement s’étendant & U'in-
{ini, elle scra naturellement, ici encore, égale a 'unité.

Fig. 27. Fig. 27 bis.
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Le domaine (/) devra, lui aussi, étre doublement connexe, et, en
premicre analyse, il se présentera sous la forme du plan entier, entaille
par deux coupures, 'une allant de Porigine & Uinfini le long de la
partic positive de 'axe des ¢, autre de longueur finie, paralléle & la

Fig. 8.

r‘i‘
z, -—-?.——-:—‘:::‘:—-—)5’
lr e
Plan (£)
3 —_—
2 ¢g——mim=n===zoci==zz=o=zo===?
q eI P

premicre et au-dessus d’elle. Nous représenterons, pour la commodité
des notations, les points remarquables des différents domaines par des
numéros d’ordre, avec ou sans accent, suivant 'obstacle auquel ils se
rapportent, le point & Pinfini du sillage illimit¢ ayant le numéro
d’ordre zéro. |

Le domaine (Q) est d’allure plus complexes; si le point (5) parcourt
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les lignes A, @, ®, %, correspondant au sillage illimité, le point (Q)
décrit dans son plan un contour trés simple analogue i ceux que nous

Iig. 2g. Fig. 2 bis.
T T
Tjmmnlze—_ {0 N 3 1__2e 2= l"__ M8 g
‘l'é", W 58 f
I'I — = 3
2
o
V
f"’zt f 1
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zZHe’ il |14 41 Zne

avons déja vus souvent; si maintenant le point (=) décrit e contour
Vo, N du sillage ferme (toujours en laissant & sa gauche le fluide

Jo. Fig. Jo bis.

Fig.

: * —
4 — 2 2
en mouvement), le point (Q) décrit une série de paralléles aux axes

. - ¢ v r -
de coordonnées en suivant le trajet 1’ — 2'— 3" — 4’ — 5" — 6'—1'. lc1



D24 RENE THIRY.

encore, certaines parties du contour se (rouvent décrites plusieurs
fois et méme le segment compris entre les points 4’ et 6" (qui corres-:
pondent aux poinis d’inflexion) est déerit zrois fois par le point repré-
sentatif (voir fzg. 29).

Nous sommes donec & nouveau conduits & nous figurer ce domaine
comme porté par une surface de Riemann & deux feuillets, et comme
nous savons déterminer, en partant des bords, de quel coté se trouve
la région intérieure du domaine (Q), en prolongeant cette détermina-
tion de proche en proche, nous arriverons i nous représenter faci-
lement sa forme. Il est formé de deux demi-bandes illimitées vers le
bas, I'une (celle du dessous, par exemple) est limitéce par le contour
1—2—3—1 et porte les points 4" et 6’ entre lesquels elle est
entaillée par une coupure rectiligne, autre porte les points 2/, 1" et 3’
" el seraccorde avec la premiére par une ligne de croisement partant
d’un point de ramification R intérieur au domaine etaboutissant en un
endroit quelconque du contour.

Jai représenté, pour rendre tes choses plus claires, sur une figure
a part, cette méme surface, un peu déformée -de facon que 'on puisse
mieux juger de son allure générale (voir fig. a())

Il est & peu pres cvulent que le domaine ainsi form¢ est bien dou-
blement connexe; pour rendre le fait plus immédiat, nous n’avons
(u'a remarquer qu’une section transversale le long de la ligne mar-
quée en traits interrompus sur la figure 3o le transformerait en un
aulre simplement connexe du genre de celui que nous avons rencontré
dans une théorie précédente (voir fig. 17, p. 274).

Nous avons fait du reste plus haut une hypothése gratuite en sup-
posant que le contour du sillage fermé ne comportait que deux points
dLinflexion ; en réalité, nous devons prévoir des dispositions ou le
nombre de ces points est supérieur & deux. En effet, nous avons vu
dans une des études précédentes que, lorsque le plus petit des deux
plans venait se placer devant I"autre de facon & former un ensemble
symétrique par rapport & la droite joignant leurs milicux, les lignes de
jet du premier plan se raccordaient avec le second en isolant entre les
deux une plage de fluide inerte. Si, & partir de cette position, nous
déplacons tres peu le plan d’avant, de telle sorte que cette symétrie ne
soit plus réalisée, 'hypotheése des sillages se raccordant est & rejeter,
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un sillage fermeé a 'arriére du petit plan devient nécessaire et sa
forme, qui doit étre voisine de celle du cas symétrique. conduit & un
contour de sillage & quatre points d’inflexion (voir ffg..27 bis) (V).

La disposition du domaine (Q) dans ce second cas n’est pas essen-
tiellement différente de celle trouvée précédemment.

Nous remarquerons tout d’abord que, le long de la droite T= — a,
il est impossible que le point () passe deux fois au méme endroit en
allant de gauche a droite ; en effet, i partir des deux éléments de bord -
ainsi constitués en cet endroit, nous serions amenés a prolonger le
domaine () dans deux feuillets différents, vers le haut, d’apres la végle
générale rappelée tout 4 'heure. Dans U'un de ces feuillets le domaine
s’arréterait naturellement au contour A, 7,, mais dans 'autre il ne
rencontrerait pas de bords, il dépasserait done P’axe réel et les parties
correspondantes du fluide en mouvement seraient animées de vitesses
supérieures a 'unité, la pression risquerait d’y devenir négative.

Cette seule raison d’ordre physique suffit pour nous faire exclure de
telles configurations, indépendamment de la difficulté qu’il y aurait -
sans doute i réaliser le domaine doublement connexe avec des feuil-
lets illimités. Autrement dit, les espices de boucles aplaties que déerit
le point (Q) dans ses va-et-vient sur la droite T = — a ne doivent pas
empiéter les unes sur les autres (*).

(1) Malgré la différence, qui peut paraitre profonde, entre le dispositif 4 sillage fermé
ot celui que nous avons étudié au Chapitre précédent; il est nécessaire de se rendre
comple comment on peut passer de I'un & P'autre de fagon continue. Si nous partons, par
exemple, du dispositif 4 sillage fermé de la figure »7 bis, nous voyons qu'il exisle une
veine fluide comprise entre les deux lignes de bifurcation, passant ensuite entre les deux
obslacles et s’¢loignant enfin & linfini en ¢’appuyant & X;. Si Pobstacle d’avant
tend vers la position symétrique, les deux lignes de courant limitant celte veine se
rapprochent I'unc de l'autre sur Loule leur étendue en la comprimant entre clles jusqu’a
la faire disparaitre. On se rapproche alors insensiblement du disposilifi sillages raccordés.
Paurai sans doule Poccasion de préciser dans d’aulres travaux cetlte vue sommaire sur
laquelle je n'insiste pas davantage ici. . ’

(2 Dans un des Mémoires fondamentaux de cetle Lhéorie [ Les surfaces de glissement
d ' Helmholtz et la résistance des fluides ( Annales de Physique et de Chimie, 1911, p.166)],
M. M. Brillouin, étudiant le cas d'un obslacle nnique, remarque qu’il ne peut pas y avoir,
sur les lignes de disconlinuité, de poinls d’inflexion, car, dit-il, « le point (2), dans son
plan, doit parcourir I'axe des © d’un mouvement continu [sans va-et-vient qui feraient
correspondre, sur une certaine étendue, trois points du contour (z) & un seul point du
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On déduit facilement de cette remarque la forme du domaine (Q)
dans le cas owil y a quatre points d’inflexion. C'est celle qui estrepreé-
sentée par la figure 29 bis, et sous une forme schématique par la
figure 30 bis. On voit aussi qu'il ne doit pas y avoir de points de rami-
lication faisant partie de I'intérieur du domaine, car, s’il y en avait, une
section transversale allant de 4”2 8 transformerait le domaine en une
aire adeux trous, ce qui ne saurait se produire pour un domaine dou-
blement connexe. On obtient ainsi‘en quelque sorte un feuillet percé
d’un trou, des bords duquel se détache par une espéce d’isthme une
languette formant, en se déployant, le second feuillet. Un tel domaine
est de toute évidence doublement connexe.

Enfin, terminons ces remarques générales d’analysis situs en mon-
trant en quelques mots que des configurations plus complexes que les
deux qui viennent d’étre déerites sont impossibles, ¢’est-a-dire que Ie
nombre des points d’inflexion du contour (£2) ne peut pas dépasser
quatre. Supposons en ellel, pour fixer les idées, qu’il y en ait six, cela
correspondrait & trois boucles du domaine () nempiétant pas les
unes sur les autres. On peut (oujours supposer, en déformant aun
hesoin la surface, que les points doubles de la figure sont des points
doubles effectifs du contour (et non seulement des points doubles
apparents). De chacun de ces points partira alors une ligne de croise-
ment des deux feuillets de Ta surface, et ces lignes de croisement, ou
bien se rejoindront entre elles, ou bien se termineront en des points
de ramification. Cela nous montre immédiatement que le nombre des
points de ramification faisant partie de Iintérienr du domaine est de
méme parité que le nombre des boucles. Supposons done ici qu’il v
ait trois boucles et un seul point de ramification, comme I'indique la
figure 31. On voit tout de suite qu'un tel domaine ne peut étre dou-

contour (Qj] ». Cette remarque n’est pas en contradiclion avee ce que nous rencontrons
ici, mais il serait peut--¢lre hon de la compléter en insistant sur le fait que s'il y avait un
tel va-et-vient sur 'axe des 0, dans le cas 'un obstacle unique, cela impliquerait I'exis-
tence de points du domaine (Q) au-dessus de cet axe, ¢’est-a~dire de points du fluide olt
la vitesse dépasserail I'unité ot ol ia pression pourrail devenir négative. Ce mode de rai-
sonnement de M. Brillouin se¢ raméne donce direclement 4 une preuve antérieurement
donnée par lui du méme fail (loc. cit., p. v50). Cest aussi la méme raison qui interdit
(sauf dans le cas de M. Villat) les va-et-vient sur les cités verticaux des domaines (Q).
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blement connexe, car une section transversale le long de la ligne
marquée en traits interrompus le transformerait en une aire & deux

I'ig. 31 &is.

Domaine homéomorphe
iocelui de la figure 31,

trous. C’est une raison analogue qui limite & un le nombre des points
de ramification possibles dans la disposition a deux points d'inflexion.
Enfin, on s’assure aussi facilement que des conligurations plus com-
plexes sont @ fortiord impossibles, car on peut, par des sections conve-
nables, détacher des domaines correspondants des aires du type que
nous venons ¢’¢tudier.

’

Représentation conforme du domaine ( [y sur un domaine (V). — Ces
formes de nos dillérents domaines étant ainsi convenablement préci-
sées, nous allons effectuer les diverses représentations conformes
nécessaires 4 notre objet. Nous devons tout d’abord appliquer le plan
coup¢ ( f) sur un domaine (V). Nous supposerons que la coupure illi-
mitée A, @, A, corresponde i 'axe réel du plan (v), et aussi, puisque
nous pouvons a priort faire choix d’une des valeurs du paramétre, que
le point & infini de cette coupure ait pour correspondant le pointe=o;
nouns représenterons par ¢; (¢ =1, 2, 3) les points remarquables de ce
contour, et parg +w,(i =1, 2, ..., 6) les points remarquables de la

e

droite L’ correspondant au second contour. |
Les seuls points & considérer ici sont les points o, 2, 2"et 5 qui sont
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des sommets des contours et dont les valeurs de « correspondantes
sont respectivement — 2, 42, 4 2, 4 2.

e O
Fig, 32,

0 1 2 —»3

o v vz v

r—t-O

La représentation conforme sera done assurée par la relation

-

(102) Vi M/ Zi( = ve)Ju v _ W) T (0 ) .

3
1()

[y

La constante M doit avoir une valewr réelle, puisque f(¢), ct par
.. d . . . N
suite c_i{’ doivent étre réelles en méme temps que ¢.
Exprimons tout de suite le fait que la seconde coupure est parallele
4 la premiere; il faudra pour cela qu'en faisant dans la formule

g = - 4w, w et o soient réels en méme temps. Or un calcul immé-

[SHNe]

diat donne pour cette dérivée la valeur

(T
df{ = + w) L .
J (2 —M T — 03) T, (10— ) Ty (v - )

eiﬁ{tt_.»r Wiyl
dp T

La condition de réalité imposce entraine donc la relation suivante :
(103) Py == 10y = (5 == M

(m étant un nombre entier quelconque).

Cette condition est dans le cas présent un élément (rés net de sim-
plification du probléme; elle exprime, en effet, que la fonction sous le
signe d’intégration admet la période = (en plus de la période 1 qu’elle a
par construction méme). On pourrait donc sans difficulté eflectuer le
caleul sous forme finie de la fonction #(¢), mais cela n’est pas néces-
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saive pour notre étude, puisque ¢’est seulement de la ditlérentielle df
que nous aurons besoin (*).

Enfin, la condition d’uniformité de /(¢), laissée aussi sous forme
non intégrée, s’écrit

le , \ e e .
) T — ) T (v ) T (e - )
(1o4) ¢ ' '(,, 2) 71l N

(l’inlégmle est évalude le long du chemin =, = — 1 de facon & éviter le
pole ¢ = 0).
/
Nous remarquerons que, dans ce cas, cette condition est unique.
Cecl est une particularité qui se présente chaque fois que I'un des
contours est formé d’une coupure rectiligne (polygone de deux cotés).

(') Afin de donner au moins un exemple simple complétement intégré de la représen—
tation conforme d’une aire polygonale doublement connexe, j’indique rapidement le résuliat
du calcul.

Pour 'effectuer commodément, nous passerons aux fonelions s en posant

w="2w0, U= 2w, 9, Wy = wy -+ 2wy ary (wy quelcongque)

avec la relation
Uy 1y + Uy = 2wy~ 2wy,

On vérifie facilement que, daas ces conditions, la fonclion & intégrer prend la forme
simple (& un facteur constant pres) :
1 pu pu
g(u—+uhy+ ) o (u—ub)o(u—uf) 782l o3 1

! 1l
- =— — - > |1 puh pldh
cdu 20(uy —ul) 7 Pis P i

1opuly pld

(woir T. et M., form. CIII, 8).
On obtient alors la fonetion f(¢) sous la forme

L]
yu —Lu pu

Sfloy=N |1 puy puy| —+consl,

1 puy plu

N étant un nouveau coefficient réel remplacant M.
La condition d’uniformité impose aux différentes constantes la refation

Wy — 7 0
1 puh pus | =o.

/ L4
1 opuly puk

LN
©°

Ann. Ee. Norm., (3), XXXVII[. — NovEMERE 1921,
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En effet, lorsque le point (¢) décrit dans son plan le contour corres-
pondant, on est certain que le point (/) reste sur cette coupure et, par
suile, pour exprimer que le contour qu’il décrit est fermé, iln’y a qu’a
écrire que la somme algébrique de ses déplacements est nulle, ce qui
ne donne bien qu’une condition. Du reste, dans ce cas, pour déter-
miner la coupure en grandeur et position, il faut se donner quatre
conditions (les coordonnées de ses deux extrémilés), ¢’est-a-dire une
condition de plus que ne U'indiquerait la formule générale (n + 1)
appliquée pour n = 2.

En résumé, il y a donc une condition de position en plus et une
condition d’uniformité en moins, si bien que, comme il fallait s’y
atténdre, le nombre total en reste le méme.

Représentation conforme du domaine (Q) sur le domaine (V). —
Résolvons le méme probleme pour le domaine () en nous placant
tout ’abord dans le cas ot il n’y a que deux points d’inflexion sur le
contour du sillage fermé. Ce domaine a alors pour sommets

les poinlS...oovve v 12 3 1 a2 3 46
I I 1 I

avec les valeurs de «. ........ - 0 - = 0 - 92 9
A 2 2 2

D’autre part, le domaine comprend 4 son intérieur un point de
ramification R, qui aura pour image un certain point imaginaire du

domaine (V) d’affixe A + [J.ri (o< . <1); comme nous l'avons rap-
pelé plus haut, nous devons introduire aussi au méme titre le point
imaginaire conjugué k-y.é et ces deux points interviennent de la

méme facon que des sommets ordinaires, avec un coefficient o égal 4 2.
Leur part contributive dans I'intégrale sera donc

31(0-7. — p.é) 5’1<V—)».+[J.é>-

Or, on vérifie immédiatement qu’a un facteur prés (facteur constant et
réel), ce produit peut encore s’écrire

.'7,,<¢)__7;-——{.1.’§> 3,,(0—7.—4—1./.’2) (=)
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et la représentation conforme sera assurée par une relation de la
forme

i N\ . -
S0 —w)T (¢ — )T (v —h— )T (e —0+ u.'-'-)
B B e G
=)= dy

Ti(e—) 3, (#—1ws) \/31 (1—09) Ty (0—03) Tu(r—ww) Tu(0—smy)

0

Prenons maintenant le cas ot le sillage fermé présente quatre points
AER s ' . . . . .
d’inflexion;; le domaine (Q) n’aura alors plus de points de ramification
a son intérieur, mais son contour présentera deux sommets de plus,

7" et 8', correspondant dans le plan (¢) & des points d’aflixes - +a
et = + b avee le coeflicient o = 2.

La formule de la représentation sera dans ce cas

c103) Q(e)=H / e ) Bl — v Bl @) 5l — 0) dp.

Ti(e=00) Ty (0= wa) VB 0 —0:) Ty (0 05) T (0 —wy) T (0—01%)

)

Nous constatons done, comme nous avions laissé prévoir au début,
que ces deux formes ne sont pas essentiellement différentes; nous
pouvons conserver la derniére seule et nous obtiendrons les deux cas
en supposant a et b imaginaires conjugues il v a dewx points d’in-
llexion; a et b réels "Il v en a quatre (*).

Pour préciser de facon convenable lajvaleur de Q, nous remarque-
rons que 'on peut toujours supposer ¢, v,, ¢, compris entre o et 1,
puisque les ¢; ne sont définis qu’a des entiers pres. Le radical est alors
réel pour ¢ = o; nous prendrons comme détermination initiale ceile
qui est positive pour cette valeur et nous la suivrons par continuité
dans le domainef(V).

Comme  doit ¢tre une fonction réelle et décroissante quand ¢ varie
parvaleurs réelles au voisinage de zéro, la constante I devra étre 7éelle

et postitve.

Détermination des constantes; conditions provenant du plan (). —
La facon méme-dont nous venons de déterminer la réalit¢ de la cons-

(1) Remarquons en passant que les extrémités des coupures (pour lesquelles = = 2)
jouent le role de points de ramification situés sur le contour. :
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tante H, nous montre que le point () commence par décrire I'axe
réel OO si ¢ varic par valeurs réelles en partant de o3 lorsque le
point (¢), s'¢loignant davantage, (raversera les points ¢, ¢, ¢y, le
point (Q) décrira donc un contour formé de paralléles aux axes de
coordonnées. Il nous faut écrire que les abscisses des cotés verticaux
sont ¢gales & + i—) et ——7—; et aussi que, lorsque le point (¢) sera par-
venu au point + 1, le contour se sera fermé.

Pour exprimer ces conditions, nous éviterons le pole ¢, par un petit
demi-cercle v, de rayon ¢ tres petit, intérieur au domaine. Nous aurons
alors, en posant pour abréger I'écriture,

HZy (0 — w) Ty (0 — ) Ty (0 — a) T (0 — b)

o(v) = ’
' ZL(0 —vy)

(0 = 02) Tu (0 — ) VI (0 — ) T (0 —03) T (0 — )

les conditions suivantes :

"{ —
f tlp(u)(/(f:':———:—:-:
0 =

iy

!i|11['[“2_39(v)d|‘ —§~/ll' o(e)de

g=0 S 2

=0,

(106)
[ g(v)de =+ 7,

oS
i

1
. B
\' fcla(()(l‘:;_—-;-

i
Va

Dans la deuxi¢me de ces formules, Ja somme des deux intégrales
conserve, évidemment, une valeur finie quand e tend vers zéro. D’autre
part, la troisicme peut s’éerire sous la forme plus simple :

=3

' 3.1-((’2—‘V.'w)gi.("-z—'""a)d&‘("z—‘(‘)34("’2"* b) —
3’(0‘)3‘((; —p \/'— ) = .- = = =
! il 02 DV (0= 00) T (10— 03) Ty (03— ) Ty (0 — W)

(rad. arith.).

H

Ces conditions contiennent done, 4 Ls / 1 eI
contour et la double condition d’unz'j,'oinlz(z'wj'r.ou, el reltins s premier
) l’a§5()lls, mgintenant, aux conditions relatives au second contour.
Exprimons, tout de suite, ce qui concerne son orientation. Si nous
supposons que le point (¢) se déplace de facon a atteindre un point
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du contour L (le peint g, par exemple}, le point (Q) devra, apres
avoir subi un déplacement correspondan’t, se trouver sur un des cotés
du polygone € (sans que nous puissions savoir lequel @ priort). Nous
en concluons done que, en posant ¢ = % -+ v el en faisant varier o par
valeurs réelles au voisinage de zéro, les accroissements de Q devront
étre, soit réels, soit imaginaires purs; il en est, alors, de méme de sa -
dérivée, et, par suite, de la fonction o ().
Or, un calcul facile donne

T(w—w,) T, (0 — )

—

~ tl I_u-_..-q—wﬁ—%u—;-h—v.;-— nvg—‘-l)wl-;—n;,—:-w.—i-lv;)+l] ,

9<m+—3>—_— XT (w—a)T,(w—0)e
2 T —00) T (w0 T (0 — ) T (w—03) Ty (v — 0) Ty (0 — 7y)

({ = entier)

‘,
g

et la condition d’orientation que nous étudions se traduit par I’équa-

tion
{2(vitwea 40— 0y—w) — (0 oy+ay ) =n

10
(107) (n entier quelconque).

Cette condition étant remplie, le contour €' a, nécessairement, la
forme générale imposée par le probleme, il n'y a plus qu'a en fixer
la grandeur. Ceci se traduit immédiatement par les deux conditions
. [ S

s (p(c')(l;f:-—z"—ai,
(108) + Yo 2

(f o(r)dy =+ 7,

laseconde intégrale étant prise suivantun petit demi-cercle y’, de rayon
tres petit, intérieur au domaine et évitant le pole ; + w,. Blle est
susceptible de s’écrire sous la forme intégrée ci-dessous :
[Z1(ws—=000) T (00 — ) Ty (o —a) Ty (wy — 0) |

=41 (!).
F1(0) T, (5a — )T, (W3 — 1) Ty (W — 03) | T (03— v) Ty (0y — w2y ) |

H

(1) Les barres de valeurs absolues proviennent du fait qu'on ignore, en général, I'ordre
dans lequel se succédent les quantités w;. :
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Quant & la premiére condition, elle se dédouble, puisque ses deux
membres sont des imaginaires. L’égalité des parties réelles est la plus
essentielle, celle des parties purement imaginaires ne servant qu’a
déterminer la quantité a, c’est-a-dire la vitesse le long des lignes de
jet du sillage fermé.

Conditions provenant du plan (z).~— Pour achever de déterminer
les constantes, il nous faut adjoindre aux conditions déja trouvées,
celles qui proviennent du plan (z) et qui sont de deux sortes.

Nous aurons, d’abord, une double condition d’uniformité, repré-
sentée par I’équation

v
Vo1 Vg1 if QW do e \ e ~
P — T (0 ) T (9 —
(109) f d::Mf 4 _” ' AL 2) i :) 21 ’—)d(’: o,
) o

<3
g8

puis, ensuite, les conditions de position et de grandeur des deux
obstacles, qui sont au nombre de guatre : les longueurs des deux plans
et les coordonnées de 'une des extrémités de 'un par rapport a 'une
des extrémités de I'autre.

Résumé el position générale du probléme. — Nous réunirons toutes
les formules trouvées dans le Tableau de la page 335.

Nous obtenons donc, en tout, seize.équau'om.

D’autre part, les paramétres dont dépend le probléeme sontau nombre
de guinze :

Onze valeurs remarquables de ¢ : ¢, v,, 0,, w,, ..., Wy, a, b;

Deux constantes multiplicatrices : I et M

Le module = des fonctions elliptiques;

La constante de vitesse a.

Ici encore, toul au moins & premiere vue, le résultat parait analogue
i celui que nous avons déja rencontrc deux fois. 11 semble, puisque le
nombre des ¢quations est supérieur d’une unité a celui des paramétres,
que notre hypothése du sillage fermé, elle aussi, ne puisse s’accorder
qu’avec des dispositions particuliéres des obstacles.

Il n’en est rien, heureusement, car, sinon, notre champ d’hypo-
théses paraitrait épuisé; ¢’est ce que nous allons voir, en examinant
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SOLUTION DU PROBLEME.

o
) / S ull'o-

;:eigldf:\lf o (0 —0,) T, (¢ ——u-.z).:;(v—wﬁ)dp,

3‘,

HS, (v —o)T(v — ) T (v —a) T (v — b)

335

w

CONDITION PROVENANT DU CONTOUR . ET UNIFORMITE DE Q.

(N /., 9(0)do =— =,
(1) lim[

1?g—E [0
[ e @<v>dv]::o,
e=0|J, peit .

T (0a— )T, (Pa— W) Ty (v — @) T, (vs— )

Fi(e— )T (0 — ) VI (0 —0)) Jl(\(’— 03) T (e — ) T (0 — vg)

(I H * —

F1(0) Ty (va—w3) YT (va— 1) T1(v5— 03) T4 (v — 771) Ty (¢ — v3) ’

+1
(V) f 9(v)dy =—T.
CONDiT[ONS PROVENANT DU coNTOUR (/.
—Z—l—w,
(V), (VD) f qo(t’)dv:—i—c-—ai,
o 2
(VII) H |Z1 (02— w,) Ty (w0, — ) Ty (Wy— @) Ty (w0, — D) | e
- 2

F1(0) T e 03) VT4 (Pa—0) Ti(wa— 03) | Ty (Wwa—94) Ty (s — w73) |

(VIII) 2(wi~+ s+ @+ b— 0s— wy) — (P14 p3+ w;+ o) =n- (entier).

CONDITIONS PROVENANT DU PLAN (/) ET UNIFORMITE DE f.

(IX) Yot Wy 5 ==m (entier),
(X) [134("V—"2)31(“’;“""2)31(“"—“’5)61‘.‘):0.
A Tiw

CONDITIONS PROVENANT DU PLAN (5) ET UNIFORMITE DE 5

A Vy+1 [ <p(uld;zc_ (V——Ve,)g"(v———-wq)5'4(0-———9¥’

(XI), (xn) 10) 2 4o —o,

Conditions de position

(XTID), (XIV), (XV), (XVI) % et de grandeur des obstacles.
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de plus prés une des conditions obtenues, qui se trouve étre trop
restrictive. '

Discussion de la condition d’uniformité de f(¢). — L’hypothése que
nous avons faite au début, sur la forme du domaine (f), en le suppo-
sant constitué par un plan avec deux coupures, avait pour but essen-
tiel de nous permettre d’appliquer les résultals que nous avions
obtenus, relativement & la représentation conforme. Mais il est certain,
qu’en général, la réalité est plus complexe. Lorsque le point (=) décrit,
dans le domaine du fluide en mouvement, un contour entourant le
sillage fermé, le circuit correspondant du point () ne se ferme pas
nécessairement. En effet, si, aprés une telle circulation, il est néces-
saire que ¢ reprenne la méme valeur, puisque l'on doit se retrouver
sur la méme ligne de courant, il peut trés bien se faire, au contraire
(et ¢’est méme ce qui arrive dans le cas général), que le potentiel des
vitesses ne soit pas uniforme. Comme les dérivées partielles de ce

i Jdo do . . .
potentiel, u = I v:@—/ le sont, clles, certainement, le seul fait

qui puisse se produire, est que la fonction ¢ reprenne laméme valeur,
augmentée seulement d’une constante réelle.

Si nous suivons les variations du point (/) dans son plan (en suppo-
sant, pour fixer les idées, qu’il parte d’un point de la droite corres-
pondant aux deux lignes de courant qui se sont raccordées derriére
I’obstacle), aprés une circulation du point (z) autour du sillage fermé,
le point (f) reviendra encore sur cette droite, mais avec un certain
décalage horizontal constant, ¢’est-a-dire indépendant de la position
de départ. -

Cette droite, prolongement de la coupure finie que nous avions
admise précédemment, ne s’introduira donc pas dans le plan (f)
comme une coupure proprement dite, mais plutot comme une sorte de
faille, le long de laquelle les deux parties du plan qu’elle sépare
auraient subi une espéce de glissement.

Or, la chose intéressante pour nous ici, ¢’est que, si nous négligeons
la condition d’uniformité trouvée pour f(¢), la formule obtenue

»

' U [ »\ =
Fl) = M‘/ Ti(0 — )T, ((; 9) T, (¢ 1¥y) do
V2

8
vy ¢
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nous donne, pour les déplacements du point (f), exactement les
particularités que nous venons de décrire.

En effet, apres une circulation autour du sillage fermé, circulation
qui correspond & un trajet du point (¢) le long dusegment [¢,, ¢, + 1],
la fonction /(¢) a subi I'aceroissement

dy.

v [T B =) B — ) B (0 — )
] =
s o 1

Cet accroissement est, évidemment, indépendant de ¢, et si, en
particulier, on donne & ¢, la valeur <, par exemple, on voit qu’il se
réduit a

iy,

L
i)[f SL(‘“'"(“2)31(“'~‘V._y)?jl(ﬂ‘—-_ ”"5)
0

—3
T,

et, par suite, qu’il est réel.

-En supprimant donc cette condition surabondante d’uniformité
de f(¢) (condition X), nous obtenons un systéme de quinze équations
pour les quinse paramétres. Le probléme, avec notre dernitre hypo-
theése, est done, en général, possible et détermine.

Je montrerai, dans un travail ultérieur, comment, du systéme des
¢quations précadentes, on peut tirer, par une résolution effective, des
exemples de mouvements présentant les propriétés énoncees. Cela
m’entrainerait trop loin pour le présent Mémoire.

Je me contenteraide remarquer qu'ici encore, sile plan @) o, devient
trés petit, le sillage qu’il a provoqué ne se réduira, sans doute, pas &
7z¢éro, ¢t nous retrouverons, comme toujours, dans cette otude, des
indéterminations nouvelles provenantd’obstacles artificiellementintro-
duits, et, ensuite, réduits & des points.

Rema ques générales sur la représentation conforme. — Enfin, je ne
voudrais pas terminer cette ¢tude sans mentionner une particularité
de la représentation conforme, que j’ai passée sous silence, mais qui
s’est présentée chaque fois que nous avons eu un passage & la limite
a faire. Ils ont tous été caractérisés par une modification curieuse du
domaine (Q). Prenons, par exemple, le mouvement étudié au Cha-
pitee I de la deuxiéme Partie (deux plans situés I'un devant Iautre
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dans la position symétrique). Lorsque nous avons supposé que le
plan d’avant tendait vers zéro, les deux coupures du plan (Q)
(voir fig. 24) ont eu une tendance & se rejoindre et a sectionner,
ainsi, le domaine en deux parties. A Ja limite, I'une de ces parties
représente, de facon conforme, le domaine du fluide en mouvement;
Pautre partie, au contraire (celle qui s’étend indéfiniment vers le
bas), correspond & une portion du plan (=) devenue infiniment petite
et réduite au voisinage immédiat du point en lequel s’est faite la
réduction du plan &' o).

En ce point particulier du plan (=), échelle de la représentation
conforme devient infinie, de telle sorte que les parties du fluide
immédiatement voisines du point de bifurcation de la ligne de courant
on( pour image une aire du plan (Q) dont I’étendue est, clle-méme,
infinie.

Je n’insiste pas davantage sur ces singularités, on vérifiera facile-
ment qu’elles se produisent dans tous les autres exemples de passage
a la limite que j'ai donnés et qu’il y a toujours morcellement du
domaine (Q) par étranglement, soit parce que des parties du contour
tendent & se rejoindre, soit parce que des points de ramification se
rapprochent des bords, (endant & séparer des feuillets du domaine.

Conclusion.

En résumé, pour revenir au point de vue des indéterminations, il
ressort de cette étude qu’il est possible de former autant que l'on
veut de solutions parasites du probléme relatif 2 un obstacle déter-
miné. Il suffit d’introduire des obstacles nouveaux et de les réduire
progressivement 4 des points. Nous nous sommes bornés, dans ce
travail, & un seul obstacle additif, mais, il est évident que rien n'en
limite le nombre et que l'indé¢termination ainsi obtenue est consi-
dérable.

Certains des mouvements parasites ainsi formés peuvent étre
retenus au point de vue physique, comme, par excmple, ceux étudiés
dans la premiére Partic; d’autres, au contraire, comme ceux de la
deuxi¢me Partie, paraissent plus invraisemblables et sont plutot des
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solutions mathématiques, et il est évident qu'ils ne se produiront pas
spontanément.

Cependant, ces derniers, eux-mémes, ne sont peut-etre pas dénués
de toute signification physique, si I'on réfléchit que, dans une expé-
rience réelle, les corps parasites abondent naturellement (parois,
boulons d’assemblage, tiges, etc.)s il peut trés bien se faire (u'ils
créent des perturbations notables, quelque effort que 'on fasse pour
les réduire, et peut-étre v a-t-il i une des causes du manque d’homo-
généité si fréquent dans les résultats des expériences sur la résistance
des fluides?



