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SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS NOUVELLES

DES

FONCTIONS ENTIÈRES OU MÉROMORPHES
(TROISIÈME M É M O I H E )

PAR M. GASTON JULIA.

1. Dans deux Mémoires précédents j'ai étudié les valeurs que prend,
au vois inage d 'un point s ingu l i e r essen t ie l isolé à l ' i n f i n i , une fonc-
t i o n luuforme autour de ce po in t lorsqu'on s'approche du point étudié
sur des courbes con t inues d 'une forme donnée a priori, ou par sauts
réguliers à l 'aide des po in t s z^-, |o - [ > i (n = = 1 , 2 , . . . , ce).

E t a n t donnée une sui te quelconque de nombres complexes cr , ,
cr^ . . . , o-^, . . . dont les modules croissent à P i n f î n i :

11 < l2 < . . . < ̂  < . . . < ̂ -> 00,

on va étudier ici les valeurs que prend la fonction /(-s), dont Fin fini est
point singulier essentiel isolé, aux points successi <? z cr^.

2. La méthode employée est celle des deux Mémoires précédents.
On forme la f a m i l l e des f,(z) =fÇz^) et l'on cherche si la famil le
des/,,(s) peut être normale dans tout le plan (hors l 'origine). Si elle
ne peut l 'élre partout, on appellera E l 'ensemble de points où elle
cesse d 'étre normale. Les po in t s de E, distincts de o et ce, jouiront de
la propriété remarquable développée, avec ses conséquences, dans
mes deux précédents Mémoires, Sr l'on entoure un de ces poin ts
d 'une aire arbi t ra i rement pet i te (Do, et si l'on considère les aires
cDo^ (/i ---= i , 2, . . . , oc ), ta fonclion f\z) prendra toute valeur finie ou
infinie Çsaufdeux au plus} dans l1} ensemble de ces aires.
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3.. On, se bornera, dans le bref exposé qui va suivre, à chercher
dans quelle mesure les propriétés établies dans^mon deuxième'Mémoire
sont encore valables lorsque, à la suite des nombres 0"% on substitue une
suite croissante quelconque a^

On sera amené à reconnaître que, pour une fonct ion méromorphe
ayant au moins deux valeurs asympîotiques (en par t icu l ie r pour une
fonction entière ayant une valeur asymptotique f in i e ) , l^ense/nb/e E
existera toujours quelle que soit la suite des o-,,.

On étudiera plus par t icu l iè rement le cas où fÇz} est u n e fonct ion
entière, et l'on reconnaîtra le rôle fondamenta l j oué dans cette ques-
tion par les points l imi t e s ( 1 ) de l ' ensemble c fo rmé des poinis
^—L(j)^ ^ == ̂  ^ . . . , - a > ) , ou les ^pÇa) sont les racines de l 'équa-G'fj '' . , * \
tion /(^) — CL == o lorsque a n'est pas valeur except ionnel le de f(z )..
On verra notamment .que, lorsqu'il existe un point limite de ^ distinct
de o et xï, r ensemble E ex/sic certainement (hors o et ce) poiir la suite
des 7^ envisagée.

4. On pourra ainsi se rendre compte des deux fai ts s u i v a n t s :

ï° Ë existe toujours Çf/ors o et ce) lorsque Ici suite dey or^ ne croît pas'
trop vite.

Par exemple, lorsque ï^ ^i-Ll '<Q, Q étant un n o m b r e positif fixe
i n d é p e n d a n t de l ' ind ice n, E existe toujours, quel le que soit la fonc -
t ion entière/(^). En pa r t i cu l i e r , p o u r les s u i t e s régulières, où ^== a " ' ,
on a —tl == cr fixe et l'on a vu dans le deuxième Mémoire que E existe1 fflt • i
bien toujours (hors o et x).

2° E existe toujours (hors o et =c), quel le que soi t !a sui te c^,
lorsque la foncl ion entière f ( ^ ) nci pas des zéros trop rnres \ aux zéros

^ on peut subst i tuer les racines de toute é q u a t i o n /(^) •— a -"- o, on a
est une valeur f in i e quelconque. Si a élait valeur except ionnel le , e l le
serait valeur asymptotique f inie, et E existerait sûrement].

i 1 ) Lorsqu'uno infinilé d-s poirits ^—^ seroni confondus en un poinL Soi co poinL .r-o
.. - . 1 1 ^ ii "' . 1 1 i'1
t lûvraôtre consulôré conuno point limite dtï poinis <ie e.
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N o t a m m e n t , lorsque l'on a

' ï 5 iet1 <^Q,

les'^ é tan t les zéros de /(^), Q un nombre positif fixe, l 'ensemble E
existera (hors o eî oc) quel le que soit la suite c^.

5. Des cons idé ra t ions précédentes il r ésu l te ^ que l'on ne pourra
réduire Pensemble ,E aux seuls points o et ce qu 'en choisissant des
suites Œ/^-assez rapidement croissantes et des fonctions /(.^) à zéros-
assez rares pour que, quelle que soit a finie, si l'on -désigne par ^(a)
les racines de/ '(s)—a == o, les "/J a ) ( p == i, 2., ..., ce; n = i, 2y ...,cc)a'^ ., . . .
n 'a ient d'autre l i m i t e que o et ce.

On formera e f î e c t i v e m e n t l 'exemple d'une fonct ion entière d'ordre
nu l

et d 'une suite de nombres o"^

| ̂  | = \/^v"4-^

pour lesquelles l 'ensemble E ne compte aucun p o i n t d i s t i n c t de oet'x,
Pour une telle f o n c t i o n , z é tant un po in t quelconque du plan qui
parcour t une région ne contenant n i o ni se, les valeurs de/(s) aux
points 5cr^ tendent uniformément vers l ' inf in i avec n.

6. Mais on fera remarquer que pour toute fonction entière, etquelle
que soit la suite donnée cr^, il est possible de déterminer^ une suite
s^ s ^ y ..., ,^, ,.. plus rapidement croissante que la suite des o^ et
pour laquelle cependant l 'ensemble E existe (hors o et oo).

Il resterait encore à é tudier , au po in t de vue .qui nous occupe, le
rôle que peut jouer la réguinrité de la croissance de /"(^) ou de la
suite o",̂  et à voir dans quelle mesure les résultats obtenus s'étendent
aux fonctions méromorphes.
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I. Deux théorèmes généraux.

7. Une suite de nombres complexes à modules i n d é f i n i m e n t crois-
sants G^, Ta, .... a^, ... é tant donnée, ainsi qu'une f o n c t i o n méro-
morphe /'(s), la famille des /n(s) •^f^^n) "^st pas normale à
Porigine. J'appelle E l 'ensemble composé de tous les po in t s où cette
fami l le n'est pas normale. Le problème est devoir dans quels cas E
comprend des points distincts de l 'origine et de l ' in f in i .

THÉORÈME I. — Si f(^) possède deux valeurs asymptoliques a et b
distinctes, il existe un point de E, au moins, sur toute courbe fermée G
entourant F origine.

La démonstration est identique à celle du n° 40 (le mon deuxième
Mémoire {Annales de l'École Normale, j u i l l e t 1920). Car si, sur G, la
f a m i l l e des f^ était no rma le , elle le serait dans un anneau suffisam-
ment mince contenant G et une su i te convenable y^(^), /',/„( ^), . . . ,
/^(-s), ... (/?^—^=c) convergerait dans cet anneau vers une fonc t ion
mérornorphe F(s). A cause de la valeur asymptotique a, F(^) devra i t
être identique à ^; F(/s) devrait être identique à b à cause de la
deuxième valeur asymptot ique. L ' imposs ib i l i té démont re que su r G il
existe au moins un point où les /'^(^) ne sont pas no rma le s .

On peut conclure de là que E con t i en t un con t inu u n i s s a n t o au
point à F i n f i n i du p lan z.

8. Le théorème précédent supplique i m m é d i a t e m e n t dans deux cas
intéressants :

1° Celui des/onctions entières ayant une valeur exceptionnelle finie a.
Gar il existe alors deux chemins a l lan t à l ' inf ini tels que, sur l 'un,
/(s) tende vers l ' in f in i et, sur l'autre, /(-s) tende vers a-, a et ce sont
deux valeurs asymptotiques. V ensemble E existe Çhors o et ce) quelle
que soit la suite choisie c^, o"a, . . . , cr^, . . . . La fonction entière, en ce
cas, ne peut être d'ordre <i, ainsi qu'en témoignent les résul tats
connus sur les fonctions entières d'ordre <^ T.Mais elle peut être
d'ordre i comme e3.
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2° Celui des/onctions méromorphes qui admettent deux valeurs excep-
tionnelles distinctes. Car ces deux valeurs sont valeurs asymptotiques.
Ces fonct ions sont d 'ai l leurs des t ransformées homographiques
(à coefficients constants) de fonctions entières ayant une valeur
exceptionnelle f inie . Ce deuxième cas n'est pas d i s t i n c t essenî iel le-
ment du premier.

9. Le deuxième théorème qu'on va énoncer met en évidence le rôle
fondamental que jouen t les points l imi t e s de l 'ensemble C composé de
tous les points :^r/ (p = i, 2, ..., ̂ ; n,= i, i, ..., oc); les ^(a)
étant toutes les racines de l'équation

f^—a^o

[ a , valeur non exceptionnelle de f(^), d'ailleurs quelconque) . On
ne considérera ici que les fonct ions entières f(^ ). •

THÉOUÈME I I . — Si, pour une valeur finie de a, les " p admettent un
^n

point limite z^ (') qui n est ni l'origine, ni U infinie il y a un point au
moins de E sur toute courbe fermée G passant par z^, et entourant
l'origine.

z , (a) z . [ a ) ^.(^) ., - p • • ï - , ^ p ( ^ )Soit -i——, ———) • • • 5 ——? • - • une sui te ï n f i n î e de points p
î O'/?a ^/Ik ^H-

qui tend vers z ^ . On considère la f ami l l e des /^(s) ̂ k ^ = 1 , 2 , . . . , oo)l
Si aucun point de la courbe C n'était point de E, la famille des /„,
normale sur C, serait normale dans une bande F, assez f ine , contenant
la courbe C. De la farcille des f^ on pourrait extraire une nouvelle
famil le , convergeant un i formément dans T vers une l imi te holo-
înorphe, constante, ou infinie. Or, au point ^^, la fonction- ! ! . ^n
f^(s) -=/(scr,,) prend la valeur a. Les f^ prennent toutes la valeur a

.respectivement aux points l/!t— qui, tendant vers ^o, sont à partir
^iik

in

(1) Voir la note (1) du n0 3.
Ann. Éc,Norm., (3), XXXVIIl. — JUIN iy î i , 22
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iVun certain rang intérieurs à la bande F. La l imi te de la famille
extraite des f,^ prend donc la valeur a au point z^. L'hypothèse
d'une l imite in f in ie est donc exclue. La l imiie est holomorphe ou
constante dans F. Elle est sûrement bornée dans F. Cela revient à
dire, en considérant non plus les /^.(^) dans F, mais la fonction /(^)
dans les bandes successives Fcr^ (qui entourent Forigine et gran-
dissent indé f in imen t ) , que Fon peut trouver parmi ces bandes une
suite in f in ie de bandes dans lesquelles / ( s ) tend vers une l imi te
holomorphe ou constante, et, en tout cas, dans lesquelles f(s) reste
bornée. Ceci est impossible. Donc, sur C, il y a bien au moins un
point de E. Ce peut être z^ lui-même, et alors s^ n'est pas seulement
l imi te pour les ̂ -" correspondant à une valeur finie de a, il est aussi

^n ^ . -

l imite pour les '!1 a • quel le que soit la valeur finie a choisie; sauf
peut-être pour une valeur exceptionnelle au plus. Car dans tout
cercle (Do entourant s^ de E les /^(s) prennent une in f in i t é de fois
toute valeur finie, sauf peut-être une.

\ - . •
10. Le rôle joué par ces points limites des " / e s t parfai tement

clair lorsqu'on se rappelle la circonstance suivante déjà mise en
lumière dans mon deuxième Mémoire sur ces questions (précédern-
ment cité).

Il est immédia t que la famille des fnÇz} n'est pas normale en o.
Et, pour que le point o puisse être isolé dans E (ce qui arrive si E se
réduit à o et à co), on a vu, par une application facile d'un lemme de
Weierstrasâ (voir deuxième Mémoire,1 n° 11), cpie toute famille extraite
des/^ devait converger vers l ' infini autour de o, tout en restant finie
en o, ce qui implique que f^ grandit indéfiniment avec n sur un petit
cercle entourant o. La conclusion reste valable dans toute aire entou-
rant o, où ne se rencontre pas de point de E : /^ grandît indéfini ment
avec n sauf en o.

Puisque autour de ^, f^ ne peut grandir indéfiniment avec n à
cause de la présence des racines des /^.(-s) = a, il y a nécessairement8

-un point de E distinct de o dans toute aire entourant l'origine et conte-
'nant ZQ. 1 , 1 , \ 1 1 1 • 1 :' 1 ' , 1 - ' ! , 1 1 ! ! , 1 1 1 1 : 1 , 1 ! ! •1 1 1 1 . ^ ! . ! : ! !
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•II. — La rôle de la croissance de /(J) et de la suite a/;.

11. La croissance de f{z) et de la suite ̂  intervient alors naturel-
lement pour indiquer des cas1 où il est certain que les ̂ ^ ont des

ffn

points limites distincts de o et de ce.

12. A. Quelle que soit la fonction entière /'(s), l 'ensemble E a
toujours des points distincts de (o, =o) lorsque la suite des cr^ n'est pas
trop rapidement croissante. En particulier, il en est ainsi lorsque,
quel que soit n,

• -K ̂ ' <Q,
O'n,

Q é t a n t un nombre positif fixe. Et ceci explique l 'existence de
l 'ensemble E^ re la t i f au cas cr^ "=-=: o-^, dont l 'étude a été f a i t e dans
le deuxième Mémoire.

Soit a une va leur f i n i e non exceptionnelle. Les ^(c?), racines
de /'(^ ) === ci, ont des modules successifs

/•l ^ / ' 2 ^ . . . ̂ / ^^ . . . —^CC.

Le s cr/, o n t d e s m o cl u les

, Ï,<I,<^<...<î^->œ.

La s u i l e c^ é t a n t donnée, quelle que soit la fonction/^), on pourra
intercaler les r^ dans la suite S,,,

Ï < ,. < V '.
'"^lly = ' ? ;= ^n.i-iri î

d'où il suit évidemment

"I,,.," ï,," t > " f >

A chaque indice^ correspond un Indice rip tel que

i< ^<Q.
,̂

II y a donc u n e intinité de points ^ entre les deux cercles dev / ^ 1 1 - ! 1 1 o"«,,1 1 . • ! !^
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centre 0, de rayon i et Q. Ces poin ts o n t au moins un po in t limite ^o
entre ces deux cercles. D\.m résulte la propriété annoncée.

13. B. Si, pour une valeur f inie non exceptionnelle de a, les zéros
de la fonc t ion ent ière/(^) — ^ ne sont pas trop rares, il existera
toujours, quelle que soit la suite o^, des po in t s de E d i s t i n c t s de o
et déco.

Il en sera ainsi, en par t icu l ie r , si, pour ces zéros ^pÇci\ on a, quel
que soi tp,

^-±^<Q.
.{a)

Car, dans la suite des modules 7^== | sp (a ) [ , s 'intercalent les
modules 2^ d'une suite quelconque o-^ de façon que ^

rn^-~ï .=: ^P = r^f,'

Alors
,<^<^/L^O ;j = y = --. v •

^p ï n,-l

D'où l'on conclut aisément que, les points -̂ -' ayant au moins un^p
point limite ^o entre les cercles z \ === i et | z\ =='Q, il, y a entre ces
cercles un po in t au moins de E.

14. Il n'est donc possible d^obtenir un ensemble E réduit a o eto),
qu'en choisissant :

i° Une su i te cr^ très rapidement croissante, plus croissante que
toute sui te ^ ;

2° Une fonc t ion entière sans valeur asymptotique finie, sans valeur
exceptionnelle, ayant des zéros assez rares.

Les fonctions d'ordre nul ont toutes ces propriétés.
On va effectivement former de telles fonctions, auxquelles corres-

pondent des suites cr^ croissantes et telles que V ensemble E se réduise
à o el co; ^ étant alors un po in t quelconque du plan, aux points ^y c^,
^cî^, ...., ZQ(J^ ... tendant vers l ' in f in i , la fonction /'(-s) prendra des
valeurs qui tendront toujours vers l ' inf ini . A é t a n t u n e aire quelconque
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du plan z, ne con tenan t pas zéro, et Ao-^ les aires obtenues en multi-
pliant les affixes de A par o^, ,/'(^) tendra uniformément vers rin/im
dans Acr^ quand n grandit indéfinimenL

•l5. Il est nécessaire pour cela que quelle que soit la valeur finie a,
les zpw n 'aient d'autre po in t l imi te que o et =c. Mais pour cela il suffit
que le fait se produise pour deux valeurs f inies de a. Car, autour de
tout. p o i n t du p lan d is t inc t de o, ces deux valeurs seront des valeurs
que les/,,(^) ==/(^cr,,) ne prendront pas, et, par conséquent, les/;,(-s)
formeron t une famille normale en t o u t po in t du plan.

1° Choisissons d'abord une fonct ion entière/(/s) dont les zéros ^,
z.,, . . . , ,̂  ... soient tels que :l±tl == ̂  grandisse indéfiniment

'^n ^ /ï

avec n. Par exemple,

/(.)=f[(^^) ( < y r é e l > i ) ,

^==1

où Zn= ̂ °'; ̂ ±1 = y2"'4'' grandit indéfiniment.
Choisissons ma în tenan t une suite c^, cr^, ..., cr^, ... dont les

modules
I, <!,<... <^<^œ

so ien t tels que
/•i<Ii< r2<^2<--> <rH<^n</'n+i<' ' •

et tels en outre que li' et ̂  tendent versVinfmi quand n grandit indé-
- r,t ^n

f in iment .
On pourra prendre ici

v _ ,/,. ,. — ï//ï//'•î/•/(M-^•l^•;
j,^== y/ /i/ff+i—vv 7

11 est visible/dans ces conditions, que :

a. Si nï-p,

v = v ^^^ ^/»

par conséquent, p et /z grandissant indéfiniment de façon que nïp,
^ tendra vers zéro;
0'»
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'6. Sin<j?,
f f> > /p
v == v . '
—'/2. —'/?--• 1

et, par conséquent, jp et 7?, grandissant indéf in iment de façon que n <;j[?,
^ tendra vers l'infini.^

Les n'ont pas d'autre po in t limite que o et, ce.01'n

2° Util isons niaiatenant le théorème suivant qui figure dans la
Thèse de M. Valiron : Sur les fonctions entières d'ordre md et d'ordre
fini (p.3o).

« Pour toute fonction /(s) dont les zéros vérifient la c o n d i t i o n

n[lo§7'/,4-i~- îoê/'/J ;; — ( & ) i < &)) pour n > /^o,

a» é tant un noinbre compris entre o et i, racine de l'équation

^ , . ^ ,^•i — — ;r- — .'y -4" i -r= o,
ô 3

si l'on désigne par ^(a) le /^me zéro de la fonction

/(5)-a[^(o)=:^],

on aura, quel que soit a, pourvu que | a < A,

|3^(^)—,5/,[<p--n: pour ^> / / ( , (A . ) ,

A étant un nombre positif fixe. ^

La fonction entière considérée ici est telle que log/^i — log/^
grandit indéfiniment a v e c / A ; donc, à par t i rd 'un certain rang, on a

.; 'bien' ' " 1 1 ; , ! ^ , ! / , ! 1 , , . 1 1 1 1 - ! ! ; 1 1 1 ; 1. : 1 1 ' ^ 1 1 : 1 : : .
';.:. 1 , 1 , ; 1 1 : ' : , 1 1 . 1 1 , ; 1 . ' ; n[\o^r^t—[o^r^> •^-' ; 1 1 : - 1 . /1 1 1 , 1 1 , 1 . . 1 1 1

: 1 1 1 1 1 1 1 . ^ ! 1 1 ' • ! ' 1' 1 1 1 1 1 , ,, i ' 1 1 . 1 , . , . . ' . ! ^ i 1 1 1 1 ! 1 1 , 1 1 . : ,
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11 en résulte donc que l'on aura, quel que. soit a pour |a[ <A,

1 ̂  (a) — ^ p | < r—T P0111' P >Po (A ),
1 ^P !

Z p ( a ) - ,̂  i
<T-7P^n, ^n 2-n Fi v /i y n \ ^n ' p

quel que soit n pourjo ^>j9o(A).
I/un au moins des deux nombres p ou n grandissant indéfiniment,

—— tend vers zéro e t l p tend vers zéro ou vers l ' infini. Les points " ^ /
^n^'p cr,, 1 o"^

ne peuvent donc avoir, comme les :LP) d'autre point limite que zéro ou
l ' inf ini .

Cela suffît pour affirmer que, en tout point distinct de (o, co), la
famille des /^(^) ==y(scr^) -est normale. E ne compte que les deux
points o et ce.

Si donc on entoure o d^une couronne F l imitée par deux courbes
fermées quelconques, et si l'on considère les couronnes successives
I^== Tcr^ qui s'éloignent indéfiniment, f{z) prend dans r,, des valeurs
qui tendent vers 1/infîni avec n, et cela, uniformément.

16. Mais il ne faut pas croire que la croissance très rapide de la
suite des zéros de /(-s) d'une part et de la suite o"^ d'autre part suffisent
à réduire l 'ensemble E aux seuls points o et co. On va voir, en effet,
que, étant donnée une fonction entière quelconque et une suite a"^ quel-
conque, on peut déterminer une nouvelle suite s^ ^> • • - ? •y»? - • • » pi1-18

rapidement croissante que la suite cr^, et d'ailleurs aussi croissante
qu'on voudra, telle cependant que, pour.cette suite ^, il existe des
points de E distincts de o et ce.

Il suffit pour le montrer de prouver que pour une certaine valeur a,
finie, l'ensemble des M p { a ) admet un point limite au moins, distinct

^n

de o et oo.
Prenons par exemple a == o et soient -s?o, z^ ^2, ..., Z p , ... les zéros

successifs de/(^). Envisageons la suite des nombres S/,== ^- C'est
une suite croissante, et l'on peut d'ailleurs eu extraire une suite ^
aussi rapidement croissante qu'on voudra, en particulier plus rapide-
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ment croissante que la suite cr^. Cette su i t e ^ sali é t a i t aux condit ions
requises;, car, au po in t Z Q , les/^(s) ===y(^^) sont toutes égales à zéro
puisque tous les points z^^ sont des zéros de/(.s). Ce s^ est po in t
limite des •r2i et il est d i s t i nc t de o. Sur toute courbe fermée passant•̂ , l

par ^o; e^ entourant l 'or igine, il y a donc au moins un point de E. Si
['on entoure ce point de E d 'une aire D() aussi pet i te qu 'on veut , et si
Fon considère toutes les aires D()^,, qui t enden t aussi rapidement vers
l ' infini qu'on le voudra, la fonction /(^) prendra, dans ces aires, toute
valeur finie, sauf peut-être une seule.

liï. — Application aux fonctions méromorphes générales.

r

17- La considération des suites ^ qu'on obtient par le rapport des
racines •s^) (i"== i, 2, . . . » ce) d 'une équat ion <p(^) — a === o, à la pre-
mière racine ^o(^) de ctïttû équat ion , permet encore de t i rer des
conclusions intéressantes lorsque y(s) est une f o n c t i o n méromorphe
quelconque.

Si une fonction naéromorplie y (-s) admet une valeur except ionnel le ,
c'est une transformée homographique, à coefficients ent iers , d 'une
fonction entière, et ce qu'on a dit des fonct ions entières s'applique.
Prenons donc ç(^) sans valeur except ionnel le et cons idérant les racines
^(^O ( ( )? ^« (a)? • • • ? s^)» < • • <le l ' équa t ion

( p ( ^ ) — a - ^ o (a q u e l c o n q u e fîni)^

formons la suite

et la famille des
^^

' So(a)

.?n(s)=y(.s.^),

Au point 5:0? là famille des ç^ peut être normale ou ne pas l'être.
Envisageons successivement ces deux hypothèses.

(1) Si l'origine est racine de y ( z ) —ci = o, on la laissera de côté dans rémunération
S O î ^ l î . - • ..1, , 1 - , , , ! ! • ^ ! ^ , ! ! ! - • , ! ,
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18. i0 Supposons la famille des ̂  normale en ^y. En ce point , toutes
les y/ / (^o) sont; égales à a :

y/, ( ZQ ) == y ( ̂ .ç^ ) == © ( ̂  ) =: a.

Les ç,,, méromorphes-dans tout le plan, égales à a en ^o, sont telles
que toate fonction l imite <&(^) extraite de la sui te des ©„, et méromorphe
dans u n certain cercle de centre ^o, prend, en ^,, la valeurs,

< î> (^ )=^

11 est par là même impossible que les racines des équations

P/^)-" ^-===0

quineson tau t resque lespo in t s^^^^ i ,^ , ...,co; n= r , 2, ...,^)|
L sn f J
a d m e t t e n t le po in t ZQ pour po in t l imite, b étant une valeur quelconque
distincte de a. Car l'existence d 'une suite de z p { ^ tendant vers Zy

' . ' . ! ! ^^ i!

en t ra înera i t l 'existence d^une fonction <Ï>(^), l i m i t e pour une suite
extraite des y^(^), méromorphe en ^o et prenant en ^o la valeur 6, ce
qui est contradictoire avec le fai t que toute fonct ion l i m i t e î^^) est
é^'ale à a en z^.

On peut même d i re que dans tout domaine D, contenante, dan s lequel
et sur la frontière duquel la f a m i l l e des y^(^) reste normale, le nombre
des racines de ç^(5) — ^ == o, chacune étant comptée avec son ordre
de mul t ip l ic i té , ne peut dépasser un nombre fixe. Dans le cas où b ==. co
qu^on peut toujours supposer réalisé par un changement homogra-
phique de y(^), cela veut dire que les y^(s) bornées en ^ ne peuvent
avoir dans D qu'un nombre l imite de pôl'es dès l ' instant qu'elles
forment une famille normale dans D et sursa frontière : ceci est un
théorème connu que j'ai eu l'occasion d'appliquer déjà aux fonctions
méromorphes dans mes deux précédents Mémoires.

Retenons simplement que les ' p ne peuvent admettre ^o pour' ' . ^n ' '
point l imite. Il en résulte immédiatement que, quel que sou b différent
de a, en comparant les racines ^(û) et s^Çb) des équations

. , . ! 9(^) ——(2. ^= 0,

. (p(s)__/>==,ô, , ^ ,

Afin. Éc. Norm., (3) , XXXVIÎI. ~" JUIN ir):n. 23
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on peut affirmer ici que y quels que soient p el y, on a

^f,(a) ^ >£,\b)

s éiant un certain nombre positif fixe.
Car l'hypothèse contraire permettrait clé t rouver u n e su i te y , , <^ , . . . ,

y/,, . . . croissant i ndé f in imen ty à laquelle correspondrait une suite p^f /(, ... L'I Ul?>S»ïl

^ • " •

w^)
^/,(^>

U n i m e n t . Alors les points

^, . . . , /?/,., ;.. telle que 1^— t endra i t vers i quand h augmente indé-^^,(^}

^(&)_^,(6)
^•Q\U )

^ ^) ' v /

au ra i en t pour point limite z^Çci), ce qui cont red i t le résul ta t , pré-
cédent.

1.9. 2° Si a et h é t an t deux nombres dis t incts quelconques, on peut
choisirpar/m les racines de l 'équation

îp ( s ) — a == o

une suite in f in i e Z, (a), Z^(a), ..., Z^(a), ... et parmi les racines de

c& ( ̂  ) — b ==. o

u n e suite Z , (&) , 7^(b\ , . . , Z»(^), ... telle que r—-~ fô^rf^ ?w/^ Vanité• .. " ^ p ^ ^ )
quand p devient mfini; alors il est impossible que la famil le des

<Ï) , , (3 )=(p(^S/ , ) ( 1 )

formée avec les nombres S/^ qui sont les quotients des racines Z^(a)
de ^(^) — a == o parla plus pe t i t e^o 5^== ^ ^ - soit normale au point

* ' L ^o (.û ) J
^,; on est alors dans le deuxième cas signalé plus haut. Dans toute
aire Do entourant z ^ , les fonctions ̂ n prendront une inrinité de fois toute
valeur finie ou in f in ie , sauf peut-être deux au plus, ce qui veut dire que,

( 1 ) La famille des ^n Fuit partie de la famille des <p/,.
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parmi les racines de toute équation

Q ( S ) — € =-- 0

(quel que soit c, sauf peut-être pour deux valeurs au plus), on peut
choisir une mile infinie Z , (c) , Z,(c), ..., Z,(c), ... à laquelle corres-
pondra une suite i n f i n i e ( i ) de racines de o ( . s )—a r^o, ^.(a),
^^^)? ..., Çî - . . ^/^ <7^ ——- tende vers V unité quand p devient infini.

Ç/A^)

Les points z^s^Çn=i, 2, . . . , co) qui sont toutes les racines de
o( js)—a = o s'approchent, asymptotiquement aussi près qu'on veut
d 'une i n f i n i t é de-racines de toute équation y (s) — c= o, sauf peut-être
pour deux valeurs de c. C'est un fait remarquable de dis t r ibut ion que
deux équa t i ons

© ( s ) — a =o,

y ( .-s ) — b == o

ne pu issen t avoir une i n f i n i t é de racines asymptotiquemcnl équivalentes
—-— "̂  i pour p —>-co sans que toute équation y(^) - c == o, hormis

peut-être deux d'entre el les , a i t aussi une i n f i n i t é de racines asyffîpto-
t i quemen t é q u i v a l e n t e s à une i n f i n i t é de racines de ^ ( z ) — a = o.

'20. Comme a et b j ouen t des rôles comparables, fhypotlièse é t a n t
s implement que les deux équations

ÇQ^Z) — a r- o, ® ( s ) — 6==o

ont une infinité de racines asymptoliqacment équivalentes^ on verra que
toute équation ç(^) — c '== o (sauf deux valeurs peut-être) aura une
i n f i n i t é de racines équ iva len tes à une inf in i té de racines de

9(.s) ~ b=.o\

ces racines peuvent n 'ê t re pas les mêmes que celles q u i é q u i v a l e n t
asymptôtiquement à une in f in i t é de racines de ç(^) -- a -^ o.

D'une façon générale^ si a n'est pa's une des deux valeurs exception-
ne-Iles possibles 'qui correspondent à a, ç(^) — a-==. o et ç(^) — a == o

( l) Les t i ( ( ï ) pourront iaii'ô pariîe des %/( a ).
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ont une infinité de racines équivalentes, alors si ^ n est pas une des
deux valeurs exceptionnelles possibles qui correspondent à a, ^(z) — a :== o
et o(s) — 8 === o auront toujours une infinité de racines équivalentes.

IV. — Indications sur le rôle que peut jouer la régularité
de la croissance de f{z) ou de la suite cr/,.

21. Si la fonction/(s), entière, est à croissance régulière et d'ordre
fini p non entier, la suite des zéros de /(-s) ou celle des zéros de
/(^) — a quel que soit a est à croissance régulière, 'ce qui veut. dire
que le module /„ du /z1"110 zéro possède un ordre d ' inf în i tude p bien
déterminé (BOIŒL, Leçons sur les fonctions entières^ Note II). On poisrra
poser

^+£(/<, i
/ „ = n F

s:(^) tendant vers zéro lorsque n grandit indéf in iment .
Alors le rapport

J^^^H1^,) ^ ^L.[5,.4-l)-5(.)lî ̂ l^^^^^

est asymptotiquement équivalent à ^I'"l3</t+^l~^t//^ puisque

[ j -+.e(^O^L(i+;)

tend vers zéro avec "-•/;
Toutes les fois qu'on pourra aff i rmer queTL^J ^{n + i) — £(^)J reste

borné, on pourra conclure qu'il existe un nombre Q pour lequel

^^«Q
' n .

et par conséquent quelle que soit la suite o-^ choisie,l'ensemble E
qu'elle détermine pour/(^) aura des points distincts de o et co,

Chîicun de ces points SQ est tel que dans l'ensemble des aires
^o0'» ( n = = i , 2, ..., x>) ((îc\, aire arbitrairement petite autour de ^o)
fÇz) acquiert toutes les valeurç finies, sauf peut-être une. Ce sera le
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cas si £(/?,) est borné par une puissance positive quelconque de -^
et aussi si l'on a simplement

A
I^Q^T— (A fixe positif),

JL 71 ' .

.ce qui donne un in f in iment petit £(/z) décroissant beaucoup moins vite
qu 'une puissance positive de I- 11 s'introduit ainsi pour l'évaluation
de la décroissance de £(n) des considérations délicates et d'ailleurs
habituelles dans ce genre de questions.

22. La même remarque peut être faite en ce qui concerne la suite <j^.
Si elle a un ordre d'mfmifcude déterminé p, on peut écrire

. i 7+s(^^J==^p ,

et lorsque Ln[zÇn +1) -~ £ ( ^ ) j restera borné, il existera un nombre Q
tel que

K ̂  <Q.

Par conséquent , pour toute fonction/(s) entière, la suite cr^ fournira
un ensemble E, avec des points distincts de o et œ, jouissant de la
propriété que nous avons reconnue antérieurement et qui approfondit
le théorème classique de M. Picard.

^SKaH


