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SUR

CERTAINES FONCTIONS AUTOMORPHES

DE DEUX VARIABLES

Parn M. Gronces GIRAUD.

INTRODUCTION.

Ayant dans un Ouvrage récent (') étudié les propriétés communes
2 un grand nombre de fonctions automorphes de n variables, je me
propose d’approfondir ici ce qui concerne les fonctions de deux
variables introduites dans la Science par M. Picard, dont le groupe
reproductif est linéaire ou hyperab¢lien.

Dans cette étude, je m’attache principalement a celles de ces fonc-
tions dont le prolongementanalytique ne sort pas du domaine principal
(intérieur de I'hypersphére principale pour les groupes linéaires,
intéricurs des deux cercles associés pour les groupes hyperabéliens).
Jarrive, pour les deux sortes de fonctions, & cette conclusion que,
pourvu que Uhyperpolyédre fondamental rayonné correspondant n’ait
qu'un nombre fini de faces, trois fonctions correspondant & un méme
groupe sont toujours liées par une relation algébrique; et toutes les
fonctions correspondant & un méme groupe s’expriment rationnelle-
ment au moyven de trois d’entre elles. Ce résultat découle tout natu-
rellement (Chap. 1V et VII) de I'étude des parties de I'hyperpolyedre
fondamental qui se trouvent sur la frontiére du domaine principal
(Chap. I1I et VI).

(1) G. Ginveo, Lecons sur les fonctions automorphes (Paris, 1920); les principaus
résultats se trouvent également dans un Mémoire Sur les fonctions automorphes ( Annales
de U'Ecole-Normale, 3¢ série, t. XXXVI, 1919).
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Cette étude esl pw[mr( ¢ (Chap. I et V) par la classification des
substitutions linéaires ou ]npvm}whunnns et par Papplication de la
méthode du ravonnemcut i certains groupes particuliers. I est hon de
noter tout de suite qu’elle est beaucoup plus complexe dans le cas
hvperalwlwn que dans le cas lincaire.

En ce qui concerne le cas linéaire seul, jai ajouté (Chap. Il) une
étude détaillée de I'hyperpolyidre fondamental rayonné. Cette étude
n’est pas indispensable pour obtenir les résullats du Chapitre suivant,
mais elle a Pavantage de rapprocher la (héorie des fonctions anto-
morphes de M. Picard & groupe lincaire de celle des fonctions de
Poincaré, telle que I'édifia T'illustre analyste. On v verra ce que
deviennent les conditions de discontinuité; les arétes & deux dimen-
sions de Thyperpolyedre fondamental se partagent i ce point de vue
en deux catégories bien distinctes : les avetes planes offrent une
analogie uunplv ¢ avee les sommels du polygone fondamental des
groupes de Poincarc; pour les arétes gauches, au contraire, les condi-
tions de discontinuité prennent une forme enticrement différente.

Enfin, jai indiqué (Chap. IV et VIT), & la suite de M. Picard, les
systemes d’équations linéaires aux dérivées partielles qu’on peut faire
correspondre & des groupes lincaires ou hyperabéliens donnés; les
lignes singulicres de ces systemes sont ¢galement ¢tudices.

Le.s résuilats de ce travail ont ¢1¢ annenecs dans plusicurs Notesd").
Ceux qui concernent les groupes linéaires ont aussi en grande partie
¢le exposés au Collége de France, en 191g; mais, pour ces mémes
groupes, les démonstrations ont été modifiées dans le travail actuel :
plus courtes, elles se rapprochent de celles qui conviennent aux fonc-
tions de n variables et qui feront 'objet d’un autre (ravail ().

(1) G Gieaup, Comples rendus de 1 Adcadémic des Sciences, 1. 164, 1917, p. 386 cl
1875 1. 166, 1918, p. 24.
(2) G. Giraun, Compies rendus, 1. 169, 1919,
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PREMIERE PARTIE.

GROUPES LINEALRES DE M. PICARD.

CHAPITRE PREMIER.

CLASSIFICATION DES SUBSTITUTIONS LINEALRES.

L. Nous nous proposons d’établir une classification compléte des
substitutions linéaires de M. Picard, analogue a la classification des
substitutions de Poincaré en elliptiques, hyperboliques, paraboliques.
Les lignes principales de celte classilication ont été trouvées indé-
pendamment par Poincaré (V) et par M. Picard (?).

Dans ce but, nous chercherons une transformée T- ' ST d’une substi-
tution S donnée qui puisse étre regardée comme forme canonique
correspondant a 8. '

2. Mettons, comme nous le ferons le plas souvent ici, 'hermitien
ternaire qui, égalé & zéro, représente en coordonnées homogeénes la
fronticre du domaine principal, sous la forme

(1) ZXy A V) o 5545

les indices zéro, ici et dans la suite de ce travail, servent i distinguer
les imaginaires conjuguées.

Soit

S.,\'::a x4 b y+c s,

Y =daw+0y+c s,

o

(2)
( L =d'x—+ 0"y ¢ s,
ou simplement

(1) PoINCARE, OFuvres, t. 11, p. G2.
(2) Picarp, Compites rendus, L. 98, 1881, p. f106. -
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une substitution changeant cette forme en elle-meéme. Des relations

aay 4+ ay— ' ag=1,

bby=+ b0y —b" V=1,

) [ NN

cey + ¢ ¢y — ¢y = —1,

aby+a' by —a"by=o,
i

acy -=a'c, — a'¢y = o,

1t [P —
bey+ b'cy — Uy =0,

nous tirons d'abord la conclusion que la valeur absolue de

a b ¢
A=|d b
(l” /} " s

est égale & un.
Or dans la substitution linéaire correspondante interviennent seule-

"

ment les rapports mutuels de a, b, ¢, ..., ¢". Nous pouvons done
1

multiplier tous ces coefficients par une meéme détermination de A .
Mais les produits sont encore les coefficients d'une transformation de
la forme (1) en elle-méme, dont le déterminant est maintenant égal
& un. Nous supposerons donc que

A==,

Le tableau des mineurs da déterminant de la substitution est alors

[ by —Cy 2
' / N
a, bn -—Cy S
n U o
—a;, —1U, Ca

Considérons maintenant 'équation en s

a—s b ¢
(3) a b —s ¢! =0,
a" b ol —

dont les racines se nomment les muliiplicateurs de la substitution.
Nous tirerons de ce qui préctde, avec M. Picard, la conclusion que
limaginaire conjuguée de Uinverse d’un multiplicateur est un multipli-
caleur.
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3. Cas ot les valeurs absolues des trois multiplicateurs sont distinctes.
— Dans ce cas, U'un des trois multiplicateurs a sa valeur absolue
différente de un; il est donc distinct du conjugué de son inverse,
qui est un second multiplicateur. Le troisiéme multiplicateur est égal,
par suite, au conjugué de son propre inverse, c’est-a-dire que sa valeur

, L. : il . .. )
absolue égale un. Soient re’ et — les deux premiers multiplicateurs;

comme le produit des trois multiplicateurs égale wun, le troisitme
est e,
Transformons la substitution (2) par une substitution linéaire telle
que la substitution transformée soit
) . il
(4) X = refla, Y =20y, 7= —s.
. v r
La substitution de transformation change (1) en un hermitien inaltéré
par (4), c’est-a-dire en un hermitien tel que

o yyo+ Blse,+ By sy,

% et B’ étant certaines constantes. Ni ¢’ ni 3 ne sont nuls, puisque cet
hermitien ¢quivaut algébriquement i (1); nous pouvons méme assurer
que o' est positif. Faisons une nouvelle transformation, consistant i
multiplier x, ¥, 5 par des constantes; la substitution transformée
reste (4), mais nous pouvons faire en sorte que «’ et 8’ deviennent
égaux & un, et que le déterminant du produit de nos deux substitu-
tions de transformation devienne égal 4 un. L’hermitien (1) est donc

devenu
YYo+ 3SZg+ Fo2.

Faisons une derniére transformation consistant & remplacer 2 + = par
@ \2 et —a + 3 par 5y/2. Comme

o T Lo
Vot 5ot 20 = yyot @ 4 2) (w0 50) — £ (@ = 2) (@ 2,),

notre hermitien redevient (r). Le déterminant du produit de nos trois
substitutions transformatrices est égal & un : done ce produit est une
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substitution du groupe considéré. La substitution donnée est devenue

- "
Pt SN R il
27 2/

{ 0 e~ 2l 0 ‘s

8 2
el r—! O it
9/

Or 7 est positif. Posons done

et

u étant réel. Lasubstitution s'éerit

\' e chu 0 et sl u
(3) J " o el o

/ eVshu ~ o  echu \

(’est la forme canonique des substitutions correspondant i e cas, el
que nous nommerons substitutions zyperboliques.

Nous trouvons, sur la forme canonique, que ces substitutions ont
trois points doubles, dont I'un (z = z==0, y =1) esl extérieur i
I'hyperspheére

(6) Ly A= Y Yo 350730,
c¢’est-a-dire extérieur au domaine principal; les deux autres

(v =3=1, YEDo, el pEma— S, )T o)

sont sur la fronticre de ce domaine ; nous pouvons remarquer, avees
Poincaré, qu’ils sont sur la polaire du premier point (louble en
nommant polaire du point de coordonnées homegenes =, §, v la
droite

%y X - Py — Yy 5= 0.

La puissance z de la transformation (5) s’obtient, que m soit posilif
ou négatif, en changeant 0 en m0 et u en mu. St u est par exemple
positif, quand »z tend vers -+, les transformés ’an point A donné
tendent vers le point double (1, o, 1), sur lhvpelsp]ww, sauf si A
appartient & la multiplicité

& A s==o. .
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Danscedernier cas, A tend versle point double (o, 1, 0), 2 moins cepen-
dant qu’il ne soit confondu avec le dernier point double (r, 0, —1).
Si m tend vers — s, les roles des deux points doubles sur I'hyper-
sphére sont échangés, et &+ z = o est remplacé par x — = =o. Le
groupe des puissances d’une substitution hyperbolique est donc
discontinu, sauf pour les trois points doubles.

4. Cas ot les multiplicatew s sont distinets sans que leurs valeurs abso-
lues le soient. - On voit comme au début du dernier paragraphe que
si 'un des trois multiplicateurs a une valeur absolue autre que un, les
raleurs absolues des trois multiplicateurs sont distinctes. Donc, dans
le cas actuel, tous les multiplicateurs sont égaux 2 un en valeur

{ [J e

. e y . .
absolue. Soient e, ¢, ¢”” ces multiplicateurs. On a

G 4= G" 4 6" = o ke,

k étant entier; aucune des différences 0" — 07, 6" — 67, 6”7 — 0” n’est un
multiple de 2=.
Transformons linéairement la substitution (2), de facon qu'elle
devienne
N =z, Y = yei¥, 7 =sel",

L’hermitien (1) devient

axxy—+ o yy, -+ o553,

deux des trois coeflicients «, o', «” étant positifs, le troisieme négalif.
Une nouvelle substitution de transformation, consistant & multiplier
x, v, 5 par des constantes et éventuellement a les disposer dans un
autre ordre, remet ’hermitien sous la forme (1), le déterminant de la
substitution de transformation totale étant égal & un. La substitution
donnée prend sa forme cananigue

Se‘“' 0 0 )
[

(6) o " o\,

[e} O e’nm
ouw 0, 0” et 6” sont peut-étre rangés dans un autre ordre qu'il y a un
instant.
Ann Ee, Norm., (3), XXXVUI, — FEVRIER 1421, 7
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Les substitutions correspondant & ce cas se nomment substitutions
elliptiques ¢ trots points doubles. 1l y a en effet trois points doubles,
dont deux [(1, 0, 0) et (o, r,0)] sont extérieurs au domaine principal,
et le troisiéme (o0, 0, 1) est intérieur a ce domaine; la polaire de chacun
d’eux contient les deux autres. )

Le groupe des puissances d’une telle transformation n’est discontinu
que si, 67, 0" sont commensurables avee = ('); ce groupe ne com-
prend alors qu’un nombre fini de substitutions.

5. Cas ot deuz des multiplicateurs sont égauz, le troisicme différent.
— Dans ce cas encore, tous les multiplicateurs sont Ggaux A un cn
valeur absolue. ‘

Ce cas se divise en deux autres, selon que, par une transformation
convenable, la substitution peut prendre 'une ou I'autre des formes

(7) \ fu— S’.’L‘_ \ = SH.)"' 7, — .S'/:S
ou »
(8) X =s'x, Y=+s"y, Tiz=s"(r 4+ 3).

Prenons d’abord le premier cas, bien que ce soit le plus particulicr.
Les multiplicateurs peuvent s’écrire
§'== el s == g2l
et
e”"”;,c."x .

En raisonnant comme au paragraphe précédent, on trouve que ces
substitutions se raménent & 'une ou Pautre des formes canoniques

ge"f) 0 o (
(9) 2o el

0 0 el

»

(10)

(1')’(}. (;imw?, Lecons sur les fonltions automorphes, Chap. I, § 18 ; on voit d’abord
que 8’ — 6" et ”— 0" sont commensurables avec ,
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Le raisonnement est un peu allongé par le fait que, par la premiere
substitution de transformation, mettant la substitution donnée sous la
forme (7), I'hermitien (1) devient

! v v ’\-—( W .
xaxy—+ o yy,+ @ 530+ B s+ Bl e

mais une transformation linéaire ultérieure sur z et = permet
d’annuler 8', et I'on peut continuer comme au paragraphe précédent.

Ces substitutions se nomment substitutions elliptiques a plan double.
La premiére forme canonique a un point double (o, 1, o) extérieur au
domaine principal, et un plan double y = o pénétrant dans ce domaine.
La seconde forme canonique a un point double (o, o, 1) Intérieur au
domaine principal, et un plan double z = o extérieur a ce domaine.

Le groupe des puissances de ces substitutions n’est discontinu que
si0 ;27 est rationnel; il est alors fini.

6. Passons au cas ou la substitution donnée peut se ramener & (8).
Les multiplicateurs sont encore

! !

s o= et s == @—2i0 (e:;m =)

.

La substitution donnée ¢tant ramenée a laforme (8), hermitien (1)
devient :
gaxzy-+ ' yiyg+ p'(s20— 302) ;

o' est positif, et 3’ purement imaginaire. En faisant la transformation
qui ajoute & = un multiple convenable de 2, on ne change pas la
substitution (8), mais on annule «. En faisant la transformation qui
multiplic z et z par un meéme facteur et y par un autre facteur, on ne
change pas (8), mais (1) devient

DY+ sl(sxy— 5,2) (z==z1),

et 'on peuten outre faire ensorte que le déterminant de la substitution
transformatrice égale un. Cet hermitien s’écrit encore

] .y . 1 . .
T)—(.L’——El:) (ry—cisy) »~5(.zr—31;)(;r0+ SL5y) + )Y, -

Changeons o+ gz en @ y2 et — 2 -+ ¢eiz en 3y 2 : Uhermitien rede-
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vient (1), et la substitution prend sa forme canonique

R E-T T
‘ e:(J o ___elf‘) )
2 R

(11) .0 e o
&L i o X EL i
9 %

Ce sont les substitutions paraboligues a deuz points doubles. Les deux
points doubles sont, pour la forme canonique, (1, o, — 1) sur 'hyper-
sphere principale, (o, 1, 0) a Pextérieur.

Nous étudierons les puissances de ces subslilulinlns un peu plus
loin.

7. Cas ou les trovs multiplicateurs sont confondus. — La valeur com-
mune des trois multiplicateurs est alors une racine cubique de 'unite.
En multipliant tous les coefficients de la substitution par une méme
racine cubique de l'unité, on se ramene an cas ot tous les multipli- -
cateurs sont ¢gaux a un.

Ce cas se divise en trois autres, selon que, par une transformation
convenable, la substitution donndée se raméne & 'une ou lautre des
trois formes

(12) X ==, Y =y, 7 == 3,
(13) X =, Y =y, 1=+ 3,
(14) X =u, Y=x—+y, 7=y + 3.

La substitution (12) est la substitution identique.
Dans le cas o la substitution donnée est ramence a la forme (13),
I'hermitien (1) est devenu

axzy~+ o yyo+ Pl (32— 5,2) + B aye-+ By zoy.

Une transformation nouvelle sur 2 et y n’altére pas la substitution (13),
mais permet d’annuler 8”. On arrive alors & la méme forme canonique
que pour les substitutions paraboliques & deux points doubles, saul
que maintenant § = o, ou plus généralement
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Ce sontles substitutions paraboliques & plan double. Les points doubles
sont ici ceux du plan @ + 5 = o, extérieur & I'hypersphere principale,
sauf le point (1, 0o, — 1) qui est sur cette hypersphere.

8. Passons & la substitution (14). L'hermitien (1) est devenu alors

i AN

o N L
axxy -+ o yyo— o' (s, + 5,2) — ( — + ki ’ )y — (—) — ki ) Loy

/

k ¢tant réel. Nous transformerons ceci en posant

' -

2=, Yy =l +y. =0y + 33

en supprimant les accents des variables, la substitution reste (14);
mais si .

o/ (h — 4o) — ki=o,
£ est remplacé par zéro ; or cette équation est satistaite pour une
valeur convenable de la partie imaginaire de &, car, 'hermitien devant
contenir =, o’ n’est pas nul. Faisons maintenant la transformation

' ’ ’

=, V=y, Sl=pr 45
(14) ne change pas, et & reste nul 5 mais si w est tel que
a— (ph+ o)’ == 0,

ce qui est encore possible, o est aussi remplacé par zéro. En multi-
J X

plianta, y, s parun méme facteur, on peut donner i o, nécessairement

positif, la valeur un, et au déterminant de la transformation la valeur

deuz ; 'hermitien est alors

o ; X , o Do 3 “’1.,” o \
<”‘"“)‘ +)> (\——- b +.70> -+ 433, — (—; -+ 2¢> (—)— 4 )4,,0)‘

On fera done la nouvelle transformation
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Phermitien redevient (1), et la substitution donnée prend sa forme

canonique

[ — 1 9 2
=

Ce sont les substitutions paraboliques a point double unique. Le point
double est (1, 0,.1), sur hypersphére principale.

9. Les transformés d’un ]ﬂ)(iil'](‘ quelconque, en dehors de certains
points exceptionnels, par les puissances d’une substitution parabo-
lique, tendent vers le point double situé sur Phypersphére.

En effet, pourles substitutions & plus d’un point double, la puis-
sance m est, sl e =1, ‘

N o mé g

B 7 ’

. o e-2mil O ,

— emil) o po—nu emil
) 2
ce qui nous dispense évidemment d’¢tudicr le cas ol e = — 1. Les
seuls points qui ne tendent pas vers (1, o, — 1) sont ceux du plan
. o et

x + 5= o0 autres que (1,0, —1); si =1, x +s=0 cstle plan

double; dans le cas contraire, les transformés ’un de ses points
occupent un nombre (ini ou infini de positions suivant que 0% est

crationnel ounon. Le groupe est discontinu, saul pourle planz <+ z=o.

La puissance mde laforme canonique des substitutions paraboliques
a point double unique est v

S I —9m? o 2% 10? /
—am I 9 Im 3
( —oam?  am 1 an? S

les transformés d’un point queleonque, sans ancune exception, tendent
vers le point double.
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10. Voici done le tableau d’ensemble de notre classification des
substitutions.linéaires :

Substitutions hyperbolique

A plan (Dé!létmnl dans I'hypersphére.
S0 principales
double | . ) ‘

[ extérieur & cette hypersphére:

Substitutions elliptiques

a deux points doubles;
& plan double;
a point double unique; -

S3
3 A trois points doubles;
Substitutions paraboliques ;

Substitution identique.

CHAPITRE IL

LTUDE DU POLYEDRE FONDAMENTAL RAYONNI.

Dans tout ce Chapitre, nous ¢erirons hypersphere principale
Ry A —i—‘y‘}"ﬂ — 33,== 0.
L. Nature des faces. — Soient (£, 0, {) et (£, 1/, ) les centres du

polyedre fondamental et d'un polyédre transformé ayant une face
commune avee fui. On suppose

(1) EEy b g — L= &y 'y — £'L .
Quelle est la surface séparatrice des deux polyédres? C'est
(2) . [ 220+ yno— 552 — |28y + ynf— 30 P =o.

Le premier membre est un /zclmz'zic’n

i 2 e , ~ — 2 oy YY) [/
S, v, 55 20, Vo, 50) == arax,+a' vy, + a’ 53

+ byzy+ boyes + blzwy+ b 5y + by, + by,
dont le discriminant est nul, et ov

(3) a+da=a".
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Réciproguement, s, en égalant a seéro un hermitien de discrinunant
nul satisfuisant & la condition (3), on obltient une muliiplicité a trots
dimensions, c’est une multiplicite telle que (2).

En effet, le discriminant étant nul, I'hermitien ou son opposé est la
somme ou la différence de deux normes de formes linéaires, ou ¢’est
la norme d’une seule forme.

Mais si ¢’é(ait la somme de deux normes, I'équation représenterait
un point isol¢; si ¢’étaitla norme d'une seule forme, I'équation repré-
senterait une multiplicité & sealement deux dimensions. Donc ¢’est la
différence de deux normes de formes lincaires, x4, +yn, — =, et
x%, -+ yn, —s{,; celles-ci satisfont & la condition (1), puisque la
condition (3) est satisfaite.

On n’est pas certain cependant que &%, + v, — ({, soit négatif,
condition toujours remplic dans la méthode du rayonnement telle que
nous la connaissons.

Définition. — Les multiplicités & trois dimensions obtenues en
égalant & zéro un hermitien de discriminant nul satisfaisant i la

condition (3) seront nommées ici surfaces (ou multiplicités) d’équi-
distance (').

2. Propriétés des surfaces d’équidistance : .

L. La surface d’équidistance a un pornt double unique.

On trouve en effet immédiatement qu’il est nécessaire et suffisant,
pour que («, §, v) soit point double, que les six dériviees de f par
rapport & x, y, 5, Z,, ¥y, 3, sannulent simultanément en ce point.
Mais, (5, 7, O et (£, v/, ) étant distinets, ceci entraine

aby -+ By — yLy= ok, + fny— ¢, = o.

Or ces ¢équations ont une solution commune et une seule.

(1) Dans unc Note (Comptes rendus, . 166, 1917, p. 487), J'avais employé le terme
de faur-plan.
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A

1. Si (=, B, v) est le point double, la multiplicite
(4) Aol .30)"—'/0320

contient les deuz points (5, 1, et (5, ', ).
Cela résalte immédiatement de la démonstration précédente.

Définitions. — Un point («, 3, v) é¢tant donné, nous avons déja,
avec Poincaré, nommé polaire de ce point la multiplicité (4). Quand
(2, B, v) estle point double d’unc surface d’équidistance, nous dirons,
pour abréger, que (4) est la polaire de cette multiplicité d’équidistance.

Enfin, les multiplicités linéaires a deux dimensions que nous aurons
a4 considérer seront surtout celles qui peuvent étre définies par une

équation _
Ur -+ ¢y -+ ws=—o.

Dés lors, & moins d’avis contraire, le terme de-plan désignera ici des
multiplicités de cette sorte. '

HI. (5, 0, O et (5,9, .0) sont tous deux intérieurs a U’ hypersphére
principale, le point double lui est exterieur.

Si en effet le point double était intérieur & I’hypersphére, une trans-
formation linéaire de M. Picard permettrait de ’amener a l'origine;
alors la polaire deviendrait

I==0;

elle serait tout entiére extérieure a I’hypersphére, ce qui ne se peut,
puisque (&, 7, ) lui est intérieur.

Si le point double était sur I'hypersphére, on pourrait I'amener
en (1, 0, 1); sa polaire deviendrait

€T — =0,
tout entiére extérieure a I'hypersphére, sauf le point (1, o, 1), situé

sur 'hypersphére : nous nous heurtons a la méme contradiction.
Donc le point double est extérieur a 'hypersphére.

IV. On peut prendre pour (§, 1, {) un point quelconque de la polaire
Ann, Ee, Norm., (3), XXXVIII. — FEVRIER 1921. .8
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non situé sur la surface d’équidistance ; (<', 1/, U') @ ure position déter-
minée par celle de I'autre point.

En effet, soit (£, n,, {,) un point quelconque de la polaire ; nous
allons voir qu’il peut remplacer (£, 1, {), sauf dans le cas exceptionnel
ot il serait sur la surface d’équidistance. On peut (rouver deux
nombres A et w tels que

W pE =
hn A+ e’ =,
W4+pl=4;
soient alors o
B = el + Ry
Ny = o0 =+ Ao’
Ly = ol + M5
on constate que
[0+ yom=—5oL |2 — | 2y + 2oty — 30 EL

= (Rhg— ppro) [ 202 4 3on — 308~ -y &' =+ o' — 508[%].
Done, si A, — pp, =0, la surface d’équidistance déterminée par
Goumn ) et (8,1, €) est la surface donnée. (11 faut remarquer que

£ x I O S g —l e
Siéio+ e — =218, 0y, — €18, )

Or A, — v, = o est justement la condition pour que (%,, 7, {,) soit
sur la surface d’équidistance : il est alors confondu avee (%), 7,

Notre proposition est démontrée. .
V. La surface d’équidistance peut étre engendrée par des plans passant
par le point double.
En effet, celte surface est le lieu des plans
Mo+ yino— &) = p(wly+ ya',— 58,),
ol A et w sont deux paramétres liés par la relation

Pho— ppg=o0.

Ces plans passant tous par le point double, notre proposition est
démontrée.
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3. LEMME. — Soient ux + oy + s, d'x + ¢y +w'z, W'x+ ¢y +n's
trots formes lincaires indépendantes. Considerons le lieu des poinis ou
leurs valeurs absolues sont les mémes :

Jur 4+ ¢y +ws| =]+ oy +o'zs|=]u"v+ "y + 0wz

Sotent " x + ¢"y + oz, W + oy + 3"z deux auires formes linéaires
indépendantes. Suppasons que, pour tous les points du liew précédent,

on ait
[ w4 "y =" 5| =@V 4 oYy s

Alors U expression

2

(3) R e e R e - L B e R e -
coincide, a un facteur prés différent de zéro, avec
|ax 4oy 4+ wsP— w2+ oy + o' 5],

ou avec une des deux autres expressions alm/ogues Jormées a ’atde des
trois premicres formes données.

Les trois premicres formes données étant indépendantes, nous
pouvons, par un changement de variables, les remplacer par z, y, =.
Le lieu considéré se compose des points

x=ze?,  y=ze¥,
¢ et J élant deux paramétres réels. Nous avons & démontrer que
identité en g et 4
(6) [i" ei® 4 o eV 4 " | == | u et + VeV 4 Y|
entraine que I'expression (5) coincide, & un facteur prés différent de
zéro, avec I'une des trois expressions

g — ¥ Vgs XLy 3Ty YYe— 550
Posons
W =a —+ ia, "= b b, " = ¢ 4- '

@ = o - [oc’, Pl = 5 + i@', . (Y — (, -+ l'/,
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a,a, ...,y étant réels. L'identité (6) devient

(acoso —a'sing -+ bcosy — &' sind + ¢)?

+ (asino + @' coso + bsiny + 0 cosy + ¢’)?
= (a2 coso — o sino + B cosb— B'sind + y)?

+ (asino -+ a'cosg + Bsing + 5 cosb + )%

Développons les deux membres en série double limitée de Fourier;
identité ayant lieu quel que soit ¢, nous trouvons que

(ab+ d'b") cosd — (ad'— a'b) siny + ac + o'’
= (af + &'B')cosd — (af’—a'B) sind + ay 4 o'y,
(ab + a"b’) siny + (b’ — a’'b) cosy — (ac’ — d'¢)
= (af + &'B)sing + (af'—a'B)cosy— (ay'— &'y),
2(be + b'c") cosd — a(bc' — b'c) sing + @+ a2+ b*+ b'* + ¢* + ¢
=2(By +f'y)cosy—a(By —B'y)sing + o>+ o2+ B2 B2 42

De ces identités en ¢, nous tirons

ab+a'bl=oaf + o' f’,
) ac +a'c' =oy +a'y,
( be +be' = By + (3"//.

abl—a'b==af'— o',
ac' —a'c =ay) — o'y,
/)c'——b’c:@-/’-—(j’y,
@4+ a4 0P+ D+t =t - P By

En tenant compte des identités telles que
(ab +a' V') + (ab'— a'b) = (@ a’*) (D* =+ '),

nous obtenons

(@4 @) (0= b)) = (a?+ ) (B + ['2),
(a4 @) (¢ + ) = (o o) (7 + 7'),
(D2 0) (>4 ¢) = (B2-+ =) (P2 + /')

(8)

d’ott, en multipliant menibre A membre ct extrayantles racines carrées,
(9)  (a’+a) (02 + 0") (¢ + ) = (e + o) (P2 + ") (y2-+ 7).

Distinguons maintenant plusicurs cas.

Premer cas. — Aucun des trois nombres u", ¢", w" n’est nul. Alors
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(9) nous montre que «, ¢, @ sont également tous non nuls. Or la
nature de I’énoncé nous autorise a multiplier z”, ¢", @" par un méme
facteur de valeur absolue égale & 1, et w*, ¢, @ par un autre facteur
de méme valeur absolue. Profitons-en pour rendre «” et «" réels et
positifs. Comme de (9) et (8) on déduit

a4 =g 22,
b2+ ’2:§2+:’5’2’
C‘_) _*_ c'g :_/;) + _/Ig’
on aura alors
: a=ozo0,;
puis, & cause de (7),

b=23, o' =p, c=1, c'=v".

Les deux formes v + ¢"y + "z et u'e + ¢y + o'z ne sont alors
pas indépendantes, contrairement a ’hypothése ; done ce cas ne peut
pas se présenter.

DEuNIEME cAS. — Un' seul des trovs nombres u”, ¢, w", par exemple &', -
est nul. Alors, apres (8), o= o0, &V et ¢ n’élant pas nuls. Amenons
encore w0 et «" i élre réels et positifs. Les égalités (7) donnent

o : [#4
v=%8, b=2p,
at at
puis
d’ ) a2+b2+b’2:a2+i32+i3'2;
ou

a‘.’
1— — | (a*— (32— 5"2) =o.
(1—2%) (@—p—p

Mais « =£ a, sinon les formes ne seraient pas distinctes. Donc

52+ /2____a‘2.

w

L’expression (5) devient alors
(@ —a?) (2zy— ¥ )0),

ce qui, dans ce cas particulier, vérifie le lemme.

TROISIEME cAS. — Deux des trois nombres 1", ¢, w" s’annulent. Alors
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(8) montre que deux des (rois nombres ', ¢, @ s’annulent aussi.
Si, par exemple, c’estu” qui n’est pas nul, ce sera, dans autre forme,
¢ ou o' qui ne le sera pas, les formes devant étre distinetes. La
dernicére égalité (7) montre qu’alors &” el ¢ ou @' ont méme valeur
absolue, ce qui vérifie le lemme dans ce nouveau cas.

GComme il n’est pas possible d’admettre que «”, ¢”, o
nuls, le lemme est démontre,

"

soient tous

Tneorine. — Considérons deux surfaces d’équidistance dont les
polaires ne sotent pas confondues et ne se coupent sur aucune des deux
surfaces ; par le licu de leurs points d’intersection on peut faire passer
une troisieme surface d’équidistance, el ['on ne peut pas en faire passer
d’autre. ’

Soit (%, 1, L) le point d’intersection des polaires des deux surfaces
données; ce point est unique, puisque les polaires ne sont pas confon-
dues. Comme il n’est sur aucune <I(~\' d(‘ll\' surfaces (l’équi(listancu
données, on peut trouver deux points (5,7, ) et (87, 7, ) tels que

ces surfaces aient pour (,(llldtl()l]b respectives

)

IT'-O—"—.}/{‘O II£0+ynu - Coi)
|$&.o+3"ﬂo““~'§012:-|1'-:»‘*‘)’”0 5

Par le licu de leurs points d’intersection passe aussi la surface d’¢qui-
distance

5 " I.)

[2Z, + 1l — 38 P =2l + ya,— 58|

Il s’agit maintenant de démontrer qu'il n’en passe pas d’autre. Soit
lJ’oéL'*’ Doty — 568, {?' = |z, .C:’; -+ )’u’flll — 5,0\

une surface d’équidistancv quelconquc'passanl par ce lieu. Comme

5 O, (57,0, (57,1, C") ne sont pas dans un méme plan (les

polaires élant distincies), cette dernicre surface coincide, d’apres le
lemme, avec une des trois premicres. C. Q. F.D.

5. Tukonime. — Considérons deux surfaces d’équidistance ayant au
moins un point commun inteérieur a i’hypersphére principale, et dont les
polaires soient confondues et pénétrent & Uintéricur de cetie hypersphére.
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L'intersection de ces deux sur faces se compose de deuw plans, dont un s ul
- pénétre a l'intérieur de U hyperspheére.

Les deux surfaces ayant méme polaire ont méme point double s
celui-ci est extéricur & 'hypersphére, parce que la polaive pénétre a
Pintérieur de 'hypersphére. Une transformation linéairve de M. Picard
préalable de 'espace nous raméne au caz ou ce point double est
(0, 1, 0), el ou, par suite, la polaire est v = o.

Les deux surfaces considérées ont alors des équations telles que

alrxxy+53)+ b 50,4+ b, 5,2 = o,

a(xay+35)) + B say+ 3,502 =o0.

Leurs traces sur la polaire y = o sont des cercles orthogonaux & I'in-
tersection xx, — s5, =0 de cetle polaire avec ’hypersphére.

Si ces cercles se coupent en deux points distincts, I'intersection des
deux surfaces se compose de deux plans

2 =13, X =z,
ol A et p. sont chacun 'inverse du conjugué de autre. Un seul de ces
plans péndtre dans I'hypersphére. (Sil'un des plans est @ = o, "autre
est z=o.) :

Si ces cercles sont tangents, les deux surfaces se rencontrent sui-
vant un seul plan, ayant un point et un seul commun avec I'hyper-
sphére, et tous ses autres points extérieurs a celle-ci : ce cas est
¢earte par Uhypothese.

Si ces cercles ne se rencontrent pas, les deux surfaces n’ont en
commun que leur point double, cas encore écarté par ’hypothése.

Le théoréme est donc démontré.

6. TutoriME. — Par un plan pénétrant dans I hypersphere prz'ncz])alc
on peut faire passer une infinité de surfaces d’ eguzdzstance. parmi les-
quelles une infinité ont méme polaire.

Soit
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le plan donné; nous pouvons toujours nous ramener a ce cas. Si

axxy+a yy,+ (a+a')ss,
A= hysit by yes -+ Vs by sy O ayy -+ by vy =0

est une surface d’équidistance le contenant, nous voyons que

a=a=0>b=o.

La surface se réduit a

Vsay+ by sgx~ b"xye+ byx, y =o.

Le discriminant du premier membre est nul, de sorte qu’on a bien la
une surface d’équidistance; on voit qu’il y en a une infinité.
Cherchons le point double; il est donné par les équations

by +0s=o,
b'x = o,

o, —
by = 0.

Comme 0" et &” ne sont pas nuls ensemble, 2 = o. La premicre équa-
. , . . e , 7

tion détermine v : 55 on voit que ce rapport ne dépend que de 0': 0 ;
par suite, il y a une infinité de surfaces qui ont méme point double,

donc méme polaive. Le théoréme est démontré.

7. Deux faces du polyédre fondamental rayonné a centre unique ou
bien ont méme polaire, ou bien ont des polaires se rencontrant au
centre du polyédre, donc en dehors des deux faces. Donc les arétes a
deux dimensions de ce polyeédre sont ou bien planes, ou bien de
Uespéce considérée au paragraphe 4. Nous nommerons ces derniéres
arétes gauches. ,

Par une aréte gauche peuvent passer seulement trois surfaces
d’équidistance, dont les deux faces du polyédre donné; cette aréte
appartient donc & trois polyedres, en y comprenant le polyédre donné;
elle détermine donc un cycle de trois arétes.

Les arétes planes peuvent appartenir a des cycles d’un nombre quel-
conque d’arétes.

Nous savons qu’il peut y avoir des arétes non apparentes, appartenant
seulement & deux polyédres. Ces arétes sont-elles planes ou gauches ?
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La surface d’équidistance qui contient 'aréte est changée en elle-

méme par une transformation du groupe; cette transformation échange

les centres des deux polvédres. Done c’est une transformation ellip-

tique S, telle que S* =1. '
Mettons S sous la forme canonique

X = xef®, Y == yel, 7= zel

qui convient & toutes les substitutions elliptiques, méme & plan double
(en n’imposant aucune restriction d’inégalite, & 0, 07, 0”). Comme
St=r1, 0, 07, 0" ne different que par des multiples de =. Donc S est
une substitution elliptique & plan double, pénétrant ou non dans
I'hypersphére. '

Si le plan double pénétre dans I'hypersphére, soit par exemple
0 =0"=10"— =, le plan double est alors y = o; la face qui supporte
I'aré¢te non apparente passe par y = o. Pour déterminer 'aréte non
apparente, nous choisissons un centre auxiliaire, et nous déterminons
les points de cette face dont les invariants fondamentaux avee ce
centre et avec son transformé par S sont égaux : or ces points sont
ceux de y = o, et d’autres extérieurs a 'hypersphere. En effet, la face
du polyedre fondamental est

lE,()x+‘f)(»v')"‘—'CO—:lﬂ_lgofl'—"ﬂo,)"'—;:ﬁ I:":O

ou
Eo'nxyo'*_ ?C:'floxoy -_ '{ln:(i)’:‘o‘ .fl:())/n: = 0;

nous avons & prendre son intersection avec
Eyn'wyy+Enyzey — 08y 50— 1" s =0,

£ ¢, 0 étant le centre auxiliaire. Cette intersection comprend y =o.

S0 i P Y
Nous voulons voir qu’elle ne comprend pas d’autre point intérieur
a 'hypersphére. En effet, comme 6 = 0, nous pouvons, par une trans-
formation portant sur « et z, faire en sorte que £ = o. Puis, nous pou-
vons évidemment trouver deux nombres a et b, réels ou imaginaires,
tels que ' '

béyn' et anf,~+ bn't,

Ann, Ec. Norm., (3), XXXVII, — Mags rg21. 9
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soient réels; et deux autres nombres ¢ et d, tels que

ad — bcZ o
et que ‘ o
déyn' et cnlo+ dgyn!

solent purement imaginaires. On constate alors, en combinant linéai-
rement les équations, d’abord avec les facteurs «, b, puis avec les fac-
teurs ¢ et d, que les deux équations ci-dessus peuvent se remplacer
par une seule de la forme

“ (x4 ¢3) y,=o.
L'intersection se compose donc de

_y:o
et de
Ux +¢s5—0o.

Comme elle se trouve sur
N8 y 5o+ 0t Yo& =0,

il est nécessaire que v = o. Donc laseconde partie de 'intersection se
réduit & z = o : elle ne pénétre pas dans I'hypersphére. Ainsi, Paréte
non apparente esty = o : elle est plane (c¢’est le plan double).

Si le plan double était extérieur a ’hypersphére, on verrait de méme
que I'aréte non apparente est plane : mais, cette fois, ce n’est plus le
plan double, en ce qui concerne I'intérieur de I'hypersphére.

Ainsi, les cycles d’arétes gauches ne peuvent comprendre moins de
trois arétes : ils en comprennent exactement trois.

Pourvoir sous quelle forme peuvent se mettre les conditions de dis-
continuité du groupe correspondant & un polyédre donné, nousallons
entrer dans quelques considérations analogues & 'interprétation de la
géométrie de Lobatchefski qu’a utilisée Poincaré.

8. Nous avons déja nommé plan ’ensemble des points de ’espace a
quatre dimensions satisfaisant & I'équation

ux 49y 4 wz=o.

Les substitutions de-M. Picard changent les plans en plans, ainsi
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y
que nous P'avons déja admis implicitement : u, ¢, o subissent les
meémes transformations que ', y,, — 3,-

Par deux points distincts donnés passe un plan et un seul.

Nous savons déja ce que I'on doit entendre par pole d'un plan,
polaire d’un point, et nous avons déja rencontré (n° 2) les diverses
dispositions du pole et de la polaire par vapport i I'hypersphére.

9. Un plan P quelconque coupe Uhypersphére suivant un cercle C,
réel ou imaginaire. Les cercles de ce pl’m P ‘qui son( orthogonaux a (i
se nommeront pseudo-droites.

Les substitutions de M Picard changent les pseudo-droites en
pseudo-droites. ‘

Par deux pornts distincts passent une pseu({o drotte et une seule. On le
voit en considérant d’abord fe plan, unique également, qun contient
les deux points. ‘ -

10. Considérons deux points A et B, ainsi que le plan P et la
pseudo-droite D qui les contiennent. Soit C le cercle réel ou imagi-
naire d’interscction de P avec I'hypersphere. Soient encore E et F
les points ot D coupe C. La pseudo-distunce de A a B sera, par

définition,
AE  BE
; log <\F BF> =1

on prendra la détermination réelle, s’il y en a une, ce qui est le cas si
A et B sont tous deux intérieurs & 'hypersphere (*). On voit que, si
I'on échange E et F, /change de signe : 'ordre de E et F détermine
done un sens positif sur la pseudo-droite AB. La pseudo-distance
donne lien & un théoréme analogue 4 celui de Chasles. Elle est con-
servée par lés substitutions de M. Picard.

Si A et B sont I'un intérieur, 'autre extérieur a ’hypersphére, leur
pseudo-distance est imaginaire, le coefficient de 7 étant un multiple

SR

impair de - Si A et B sont tous deux extérieurs & hypersphere, leur

(1) En metlant A & l'origine, on constate aisément que d/2 est linvariant différentiel
de Poinearé.
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distance est réelle si G est réel, nulle si C est de rayon nul, purement
imaginaire si C est imaginaire.
Soient (z, y, z) et (5, 1, {) les coordonnées de A et de B. Considé-
rons 'invariant fondamental .
| 2+ yne— 5% |?

h= .

T (&g yye— 53) (EEy+ mnp— CCo)

Je dis que A = ch*/. En effet, A étant intérieur & I'hypersphere, nous
pouvons, par une substitution préalable, 'amener cn (o, o, 1),
B allant en (z, o, 1),  étant réel et positif. Alors

A
et
[ == Llgg L%,
2 1— .z
d’ou ’
r = == th/, )= ch?{,

ce qu’il fallait démontrer.

11. Considérons deux plans

U9y —+vs=o0,

wax -+ ¢y -+ ws=o.

Par définition, leur pseudo-angle sera I'un quelconque des angles V
tels que
Y — | wwly =4 poly — wivy 2
costy = (ruy =+ voo— vy ) (W uwfy = o' o) — w'wl) )
0 0 0

V est invariant par toute transformation de M. Picard.
Je dis que V est réel si les deux plans se coupent a Uintéricur de
Uhypersphere. En effet,

cos? V== ch?/,

{étant la pseudo-distance des poles des deux plans. Or ici, ces poles
sont extérieurs & 'hypersphere, et leur plan nerencontre pas celle-ci :
donc [ est purement imaginaire, et par suite V est réel.
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Ce fait résulte aussi de 'identiteé

. . e r o o ' ! . :
(g g — v (&'l ' 0y — w'59) — |ty =+ oy — v |

=l —u'oP—|uw — ' w P — iy I:';"

au second membre figure sz, — xx, — yy,, (x, ¥, 5) étant le point
d’intersection des deux plans : ce second membre est donc positif, ce
qui entraine la réalité de V; on voit méme que V£ o, pourvu que les
plans soient distincts.

12. Considérons deux pseudo-droites AB, AC, se coupant en un
point A intérieur a 'hypersphére. Leur premier pscudo-angle sera, par
définition, le pseudo-angle des plans qui les contiennent. Nous allons
définir le deuzxiéme pscudo-angle.

Nous pouvons trouver une infinité de substitutions de M. Picard
amenant A & 'origine. Quand on a l'une d’elles, les autres s’en
déduisent en la multipliant par

b
C o]

o o efos

ad, - ccy=1, bby+ ddy=1, aby+ cdy=o, ad — be = e,

Nous profitons de cette indétermination pour amener e¢n méme
temps B en (%, o, {), & et { étant réels et positifs.
Nous pouvons encore multiplier la substitution obtenue par

(2, ¥, 53 zeld, J,e-—ziﬂ, 3850).

Cette indétermination nous sert a amener en méme temps C
en (&, 7', 7", n" et U étant réels et positifs : la substitution est alors
enticrement déterminée.

Le deuxiéme pseudo-angle de AB et AC est alors, par définition, I'une
quelconque des déterminations de I"argument de &'.

13. Considérons trois points A, B, C, intérieurs a P'hypersphére.
I’ensemble de ces trois points, des (rois plans et des trois pseudo-
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/

droites qui les contiennent deux a deux peut se nommer un triangle.
Les premiers pseudo-angles du triangle sont, par définition, les déter-

minations comprises entre o et — du pseudo-angle des plans AB et AC,

de celui des plans BC et BA, et de celui des plans CA et CB. On les
désignera respectivement par A, B, C.

Les deuxiémes pseudo-angles du triangle sont les mémes que ceux
des pseudo-droites AB et AC et analogues, si ceix-ci sont (aprés addi-
tion d'un multiple de 2w) compris entre o et =; si ceux-ci sont com-
pris entre o et — =: on les raméne entre o et = par changement de
signe. On désignera ces deuxi¢mes pseudo-angles par «, B, v.

Gomme dans notre définition du deuxiéme pseudo-angle de deux
pseudo-droites, 'ordre de celles-ci jouaitun role, on pourrait craindre
que , 3, v ne soient pas déterminés; la suite prouvera qu’il n’en est
rien, ce qui montrera que I’échange de deux pseudo-droites change le
signe de leur deuxicme pseudo-angle. '

Les cdees du triangle, enfin, seront, par définition, les pseudo-
distances BC = «, CA = b, AB = ¢, prises positivement.

14. Amenons le triangle ABC dans la méme position particulicre
qu’au paragraphe 12, et déterminons complétement &, ¢, &', n’, (' liés
par les relations

de == —
Nous avons tout d’abord les relations
| eh?a=&¢g, — &L (& +&) + 47,

2
(10) Cch?d =¢",

ch?e = ¢2.
Comme ¢ — &2 =1, et que £ ot { sont positifs,
(r1) {=che, £ =shc;
de méme

(12) ' g'=chb, I +n=sh?b.
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Les équations des-plans des cotés sont

o '“”Wl“‘("”—'m)r-;——n .
(CA) A
(AB) e
Done,
( sxt
‘ €os*A = gzt '.0 73
([3) ( SceT T )
| ' cos:B = E—‘lEIf) ¢— C:i::l (él—i— EI()) 4 E2pie
T EE R — B (G- B - B
! = =0 s L€ Zh) +2¢°¢

Comparons avee (12) :
(14) ¥ —=sh*b.cos*A,  n'==shb.sinA.

D’autre part, a cause de (14) et de la définition de =,

(13) - & =2shd.cosA.cosa.

Portons ces valeurs de %, (&5 &+ &, v/, C dans Ia premiére rela-

tion (10) et la deuxiéme relation (13) :

(16) ch2a=ch?b.ch?*c + sh?b.sh*c.cos*A —2ashb.chb.she.che.cosA.cose,
sh?b.ch?c.cos? A + ch?h.shc
——2shb.cll‘?}.shc.chc.cosA.cosa}
Ssh”b.sin?A -+ sh?b.ch?*c.cos*A + ch‘-’b.shﬂc} '
| —2shb.chb.she.che.cosA.cosa

(17) cos’B =

En permutant circulairement les sommets du triangle, on"déduit:
de (16) deux relations analogues. ‘

Nous allons remplacer (17) par unc rolauon pluq commode, en v
remplacant cose: par sa valeur tirée de (16), ce qui donne

sh2b.cos*A 4+ ch*a —ch?) .

cos®B = - ’
sha

d’ow, en ayant ¢gard & la symétrie des roles des trois sommets,

8 sha  shd _ she
(18) sinA — sinB —_ sinG.

Les trois relations analogues 4 (16) et les relations (18) constituent -
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un systéme fondamental de relations entre les éléments du triangle :
si des ¢léments satisfaisant aux inégalités

>0, b> o, ¢ > o,

P - T T
(19) 0ZAZ -, 0SB, o-(zs=,
7 = 2 2

ozealm, oiB:zm, oZy:im

y satisfont, ce sont les éléments d’un triangle. Car, de b, ¢, A, «, on
déduit, par les formules (11), (12), (14), (15), les valeurs de £, {, 7', U
et de £’ ou de son conjugué. Les relations analogues a (16) et les rela-
tions (18) permettent de déduire que les él¢ments restants du triangle

ainsi trouvé coincident avec ceux qui ont été-donnés, ce qui démontre
notre assertion.

On voitfque o, comme nous l’annoncions, est bien déterminé.

15. Ecrivons (16) en la rendant homogéne en che et she :

(chta — che b)che

~+2shb.chb.she.che.cosA.cosae — (ch?a+sh?b.cos*A)shic==o;

échangeons les roles de A et de B ;

(ch?*b — ch*a) ch?c

~+ asha.cha.she.che.cosB.cosP — (¢h?b +sh2a.cos?B)sh2e¢ = o.

Ecrivons le résultant de ces deux polynomes homogénes en she, che,
et égalons-le & zéro aprés division par ch*a — ch?d, ce qui suppose

a=+b:

(ch?a —ch?d)(ch*a + ch?d + shi?a.cos?B + sh?b.cos?A )2
~+ 4 (sha.cha.cosB.cosB + shd.chd.cosA.cosa)
X< [shb.chd.cosA.cosa.(ch?b + sh2a.cos?B)
—sha.cha.cosB.cosf.(ch?a + sh*b.cos?A)] =o

Mais, d’aprés (18),

ch2a + sh2b,cos?A = ch?b + sh?a.cos?B;
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done, en divisant par le double de cette derniére quz‘mtité,.
(eh?*a—ch?b) (ch?a + ch®d + sh?a.cos?B + sh2b.cos?A)

—a(sh*a.ch*a.cos*B.cos? — sh2d.ch?b.cos?A.cos?a) = o.
Remplacons le premier terme par

ach?a.(ch?b + sh*a.cos*B) ~.20|120.(c]]2(1 -+ sh¥b.cos?A);

larelation devient
sh*a.ch?a.cos?B.sin?3 — sh‘ib.ch‘lb.lvosﬁA .sin*z==0);

d’ot, en ayant égard aux inégalités (19) et i la symétrie des roles des
trois sommets, ’

sha.cha  shb.chd  she.che
cosA.sina  cosB.sinf 7 cosC.siny

(: ‘.2())

On voit facilement sur les relations (16) et (18) que ces derniéres
relations ont encore lieu si @ = b; elles sont done générales.

16. Les relations entre les éléments du triangle se réduisent a celles
de la géométrie de Lobatchefski dans deux cas :

1° Si A est nul, ce qui, d’aprés (18), entraine
A=B=C(C=o0;

I3

alors «, B, y jouent le role des angles non euclidiens; (16) s’écrit en
effet dans ce cas '

ch2a =chab.ch2c—shab.shac.cosa;

2° Si o, 3, v sont tous égaux 4 zéro ou a =; alors A, B, G ou leurs
suppléments jouent le role des angles non euclidiens, car (16) s’écrit
alors

&
cha=chb.che — (—1)Fshb.she.cosA;

quant aux relations (18), elles résultent alors des relations (16) et

analogues.
On verra facilement la raison de ce double fait.
Ann. Ee, Norm., (3), XXXVII. — MaRs 1g21. - 10
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17. Les relations entre les ¢léments du triangle vont nous permettre
de démontrer les inégalités

(1) ab4c; bic-+a; ¢ a-+ b.

En effet, la formule (16) entraine

ch?azceh®*(b+c¢),

qui équivaut i la premicre inégalite (21). L'égalité n'a lieu que si -
A =o, a=m, cest-2-dire si A, B, C sont sur une méme pseudo-droite,
A étant entre B et C.

On peut en déduire que les pseude- _droites sontles lignes de pseudo-
longueur minimum.

18. Revenons aux arctes gauches. Nous avons vu (n° 4) qu’on peut
attacher & une aréte nauchv donnée trois points (£, 7, 0), (¢, 1", ),
Lo, U, tels que les equations des trois surfaces d’¢quidistance

wnlenmnt I'aréte gauche soient

l 'I]'C’.U_“ Yy — :CO ‘2= I ‘l’E{, 4*.)"’7_:»— :’C:)l:'

. ’ e L I YNTY
| 2ky -+ yong — 58, 2= | &) -+ y oy — 584 %
4 son ! ~ 7l —_— ot -2
I‘L":u -+ Yhy— ":(ll‘z"""’ |"[‘:.u ‘*".}’flo"‘“ “':’0 %,

Les ¢léments de ce triangle peuvent done étre considérés comme
attachés a I'avete. ()])SGI‘VOHb que les premlem pseudo-angles A, B, G
ne sont pas nuls.

Considérons maintenant deux faces opposées du polyedre fonda-
mental. Pour qu'il existe une transformation qui change 1'une dans
'autre, il faut que cette transformation améne la frontiére de la pre-
miere face a coincider avec celle de la seconde. Si la frontiere de la
premiere face contient une aréte gauche ceci entraine notamment que
la seconde en contient une aussi, et que les éléments des triangles
attachés & ces deux aréles sont les mémes & Ior: {re pres.

Si les conditions de cette sorte relatives au polyedre donné sont
toutes satisfaites, on constate immédiatement que la considération
des cycles d’arétes gauches ne conduit & aucune condition nouvelle.



SUR CERTAINES FONCTIONS AUTOMORPHES DE DEUN VARIABLES. =5
19. Comment pourrons-nous écrire les conditions de cette sorte,
connaissant les équations des faces du polyddre et leur répartition en
faces opposées? Cette questionrevient i cette autre : comment calculer
les éléments du triangle attaché & une aréte gauche donnée par les
équations de deux des surfaces d’¢quidistance qui la contiennent?
Soient

2 )03 g Vs Fy) O,

<

SN

0Ty Ve 35 s Yys Sg) =0
ces deux surfaces d’équidistance. Ordonnons par rapport & A et w le
discriminant de hermitien

|
'
7

<

TG VY S5 A -

les coelficients des différents termes sont invariants par toute subsli-
tution de M. Picard. Soient

N 1 " N .
9 =maxxy+ayyo i a's53,- 0 ys, 0y yy s =0 sy by sy 4 Dy A-by g )

" 2 nrm Romp et ]~ Bl . o B Gy
el 2 2T SR T  R S O A o Y e p VR 25 T ol S IR PR I

Yo, 4+ a'yyy 4«

Le terme indépendant de A et w se véduit & — 1, les coefficients des
termes en A et en w sont @+ a’ — @’ et o + 2z’ — «’, qui sont nuls.
Les termes en A% et en 2 donnent les invarian(s

"

I =a'a"+ aad — aa' — bby— L' Uy + 0" D,

ey

I'=a'a"+ aa"— aa'-- LB, — B8, + " 3.

Le terme en Ay donne I'invariant
Jemda'a"+ a’ o :
+aa +d"a—ac —a'o—0bB,—by5— b3, — 0,5+ V'3, + U5
Le terme en A*w donne 'invariant

Kk—=ada"+ ad"a'+a' a"
S DU BT Dy U,y BB by B+ U107 B o By U oy
—abBy—ab,3—a b' B, —a b, '— a" V' B, —a" U,
— bbyo — b Vo' — "V o,

etle terme e Ax? donne Uinvariant K’ déduit de K par la permutation
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des a et des b avec les « et les f. Les termes en A% et u.® donnent les
discriminants de o et 4, qui sont nuls.
Amenons maintenant le triangle attaché i I'aréte dans la position
particuliere déja employée (n° 12). On a alors’
o=h[|lx —Cs]*— 35,],

Y=k > +ny — 5P —z5],

h et k étant des constantes réelles. En utilisant les valeurs de &, {,
&, 1/, { trouvées au paragraphe 14, nous voyons que
I = A282(52— %) == — h*sh?c,
I’ ==— £2sh?*d, -
b= A8 (L — ) + B2EE, — &L (& + &)
= hk[sh*b.sh?c. (+ cos*A)—ashb.chb.she.che.cosA.cosa],
K = J2 hg2n (82— 2) = — Lk sh2 b.sh*c.sin%A,

K/'=— — N /2sh?b.sh?c.sin?A.

Si & el £ sont connus, nous tirons betc de I et de I'; A de Kou de K,
et adeJ. Les autres éléments du triangle s’en déduisent par les for-
mules (16) et (18).

Si /et £ sont inconnus, K : K donne leur rapport. Pour avoir I'un
d’eux, il faut calculer les coordonnées £, v, ¢ du point d’interseciion
des polaires de 2 et de ¢ (¢’est-a-dire du centre du polyedre, s’il est
rayonné a centre unique). Ensuite, on calcule 4 de facon que les pre-
miers mineurs du discriminant de

o —h|lox 41y — (5]

solent tous nuls, en supposant

55_0 -+ Ny — Cy==—1.

20. Considérons maintenant une aréee plane. Je dis que, si le
polyedre fondamental est rayonné a centre unique, les faces du polyédre
fondamental et de tous ses transformés parle groupe qui contiennent cette
aréte ont toutes méme polaire. Bn effet, cela est vrai pour les deux faces
du polyedre fondamental; passons au polyédre transformé adjacent a
'une d’elles : cela seravraide laseconde face de ce polyédre transformé;
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ct ainsi de suite pour tous les polyédres, en tournant autour de I'avéte.
Nous pouvons, par une transformation de M. Picard, amener cette
polaire & coincider avec y = o, ct, en méme temps, le point d'inter-
- section de la polaire et de I'aréte plane & coincider avee I'origine. Une
face quelconque contenant cette aréte sera ’

e b vt vy e
avec §&, — L0, =288, — UL, et L, =TT . Nous constatons que son

intersection avee la polaire est une pseudo-droite. Ainsi, une surface
d’équidistance coupe sa polaire suicant une pseudo-droite. Le deuxiéme
pseudo-angle de toutes ces pseudo-droites situées dans un méme plan
et passant par un méme point est le méme que leur angle au sens
géométrique ordinaire, ou au sens de la géométrie de Lobatchefski,
quand on adopte pour celle-ci I'interprétation des droites au moyen de
nos pseudo-droites. ‘ A

Un raisonnement absolument identique & celui de Poincaré prouve
alors que la somme de ces deuxiémes pseudo-angles pour toutes les
zj— v étant entier positify si v > 1,
I'aréte plane est le plan double d’une substitution elliptique faisant
partie du groupe, et dont la viéme puissance est égale 4 1.

Telle est, pour ces arétes planes, la forme que prennent les condi-
tions de discontinuité.

Il nous reste 4 étudier le polyddre fondamental dans les parties qui
touchent la frontiére du domaine principal, si ces parties existent.
Nous allons le faire en nous bornant aux cas qui peuvent se présenter
avec les groupes dont les fonctions automorphes ne se prolongent pas
analytiquement a I'extérieur de I'hypersphére principale.

/

FANY

arétes planes du cycle est égale a

GHAPITRE 1IL

LES SOMMETS PARABOLIQUES.

1. TugoniMe. — Si Zous les points de Uhypersphére principale sont
singuliers pour unc certaine fonction O(x, y) thétu-automorphe de
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groupe linéaire T, aucun polyédre fondamental de U n'a de fuce sur
{’hypersphére principale.

On va voir en effet que, si ce polyedre fondamental, formé par
n’importe quel moyen, aune face sur cette hypersphére, toute fonetion®
peut se prolonger analytiquement & travers cette face.

Soit B un poinl' intérieur  cette face; soit

RS
O(z.y)ff‘l"\(x,,,u,,) VITRSE (hZ2),

R(wx, y) étant une fonction rationnelle inféricure & un nombre fixe M
sur Ill\pemphcrv et & son intérieur; (a,, y,) est le transinrmc de
(@, y) par la »'®e substitution du groupe.

Considérons une hypersphere de cenltre B: notre démonstration sera
faite si nous prouvons que, le rayon de cette hvpersphéro ¢lant assez

V)
petit, les points singuliers de R(,, v, ) niceux de 907 V) peuvent,

J(x, y)
quel que soit r2, pénétrer dans cette hypersphere ('),
Or les infinis de R(@,y) sont tous extérieurs a la multiplicité
yelique V de centre-x =y = o dontl’équation en coordonnées homo-
génes est '
XLy A )Y o 55y T %55,

siseulement o esl posirc £ mais assez petit. Les infinis de R(z,, v, ) sont
extérieurs & la multiplicité V,, de méme paramétre 2 qui a pour centre
le transformé de (o, o, 1) par linverse de la nim¢ substitution du
groupe. Or toutes ces multiplicités V, ont B aleur intérieur ; montrons

- que la plus courte distance de B aux V, reste supérieure & un nombre
Jlxe € )

En effet, les transformés par le groupe de (o, o, 1) n'ont pas B
pour point d’accumulation; car, puisque B est un point d’une face du
polyédre, et non d’une des arétes qui limitent cette face, une petite
h\per phére S de centre B sera tout entiére dans ce polyédre, pour ce
qui concerne les points intérieurs & 'hypersphere principale. Et, si le
rayon de S est assez petit, S aura a son extérieur celui des transformés de

(V) Cf. G. Giraup, Lecons sur les fonctions automorphes, Chap. 1, § 32,
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(0, 0, 1) qui est dans ce polyédre; S aura done A son extérieur (o, 0, 1)
lui-méme et tous ses transformés par T’
Considérons la fonction de &, », {, @, v, = :

0

LX)~ 33
I X4 yno-— 5% |?

()

(2204 nwny— 2%, == const.),

ol (E, 7, () varie sans aller d intérieur de Sni a extérieurde I’ lnper
sphere principale. Cette fonction est continue quand (a, y, z) vient
en Bj je dis qu'elle Pest aussi pour tous les points voisins de B. Cela
signifie que, si (2, ¥, ) est assez voisin de B, il n’existe pas de point
Z, 7, Q) intéricur & S ou extérieur & 'hypersphére principale, tel
que '

259+ Y ho— S5y==o0.

En effet, il faudrait, dans 'hypothése contraire, que (%, n, {) fut sur
la polaire de z, v, z). Or, si («, ¥, z) est sur Uhypersphére principale
et intérieur & S, sa polaire est extérieure & 'hypersphére principale,
sauf le point (2, v, 5) : done (%, v, ) n’existe pas. Si (z, y, 5) esth
Pintérieur de hypersphere prmupqlo,( XL 0) n’existe évidemment
pas non plus. Si (2, v, z) est extérieur a I’ h\ pempherv 1)1‘11]01p’11(’, sa
polaire pénttre & Pintérieur de celle-ci : mais, si (@, v, 5) est assez
voisin de B, tous les points de la polaire qui ne sont pas extérieurs &
cette hypersphére sont intérieurs & S; car, si B est, par exemple,
(1, 0, 1), on a pour les points de la polaire intérieurs 4 I'hypersphere
principale
0 50.Y P &L — XX I3 BTN )

- )

z Ly +yy,| T (rxe—+ ¥)o)?

\ . o . . ) .
¢’est-a-dire Z‘- aussi petit qu’on veut, pourvu que (z, v, 5) soit assez

voisin de B; et comme
Zo Yol
zy, 24§

e IANY

on voit que (%, v, ) est alors aussi voisin qu’on veut de B, donc inté-
rieur a S.

Ainsi, 1] existe une hypersphére ', intérieure a S, telle que la fone-
tion (1)’ soxt contmue quand (z, v, 5) est mtemeur a S’ ou sur son
contour, et (%, 7, {) extérieur 2 S et intérieur & Ihypersphére princi-
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pale, ou situé sur le contour de I'une d’elles. Ce domaine étant fermé,
(1) v est uniformément continue. Soit C ce domaine de variation
de x, v, 5,5, 1, (. '
Or, quand (=, v, 3) est en B, (1) est nulle, quels que soient &, 1, T
Si'done la multiplicité ~
XX, —f“.V}’n — I3

2 - 3 — <
) 78+ yrin— 3%

pénétre dans C, la continuité uniforme entraine que, sur cette multi-
plicité et dans C, la distance de (a, v, z) 4 B reste supérieure & un
certain minimum ¢, indépendant de £, 0, {. Comme ¢ est plus petit
que le rayon de §', ¢ est aussi inféricur & la distance de B a (=, y, =)
pour les points de (2) qui ne seraient pas dans C.

Mais les V,, font partie des multiplicités (2): & est donc le nombre
dont nous voulions prouver 'existence.

Done les infinis de R(x,, v,) ne peuvent, quel que soit n, pénétrer
dans I'hypersphére de céntre B et de rayon e.

ne proposition identique s’applique aux infinis de :
U oposition identique s’appliq finis de ICND
47."/

» qui
sont les transformés par I du plan de Uinfini. ’

Notre théoreme est done démontré.

2. TukoriME. — Aucune aréte a une ou deux dimensions du polyédre
JSondamental ravonné d’un groupe T, située sur I’ hypersphére principale,
ne peut étre conunune @ une infinité de (ransformés du polyédre fonda-
mental ravonné par I'.

Soienten effet B et C deux points distincts d’une telle aréte supposée
existante. Les polyedres dont une face passe par B ont tous un de
leurs centres sur une certaine multiplicité passant par B et n’ayant pas
d’autre point que B commun avec ’hypersphére (*). Comme les mémes
faces passent aussi par C, ces mémes centres sont aussi sur une multi-
plicité analogue, passant par C, et n’ayant pas d’autre point que C
commun avec 'hypersphére. L’intersection de ces multiplicités est un
ensemble fermé sans point commun avec 'hypersphére. Puisque, par

(1) Son équation est | 2%y~ yno— 3% |2 = A(xx) + yyo— 35,), o (§, 7, ) sont les
coordonnées de B, et X un paramétre. ’
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hypothése, il supporte une infinité de centres de polyédres, ceux-ci
ont au moins un point d’accumulation intérieur i I'hypersphére. Or
cette conclusion est absurde, méme si le polyedre fondamental n'est
pas a centre unique, pourvu qu’il n’ait qu'un nombre fini de centres.
Donc de telles arétes ne peuvent pas exister.

3. CoroLLARE. — S quelque fonction O (x, ¥), correspondant a un
groupe T, admet ['hypersphére principale comme coupure, et si le
polyédre fondamental rayonné P du groupe T' n'a qu’un nombre fini de
JSaces, P ne peut atteindre Ihypersphére principale que par des sormmets.

Car, puisque P ne peut avoir (n° 1) de face sur l’hypersphére, s'ily
avait une aréte a une ou a deux dimensions, celle-ci serait commune &
une infinité de ses transformés par I', ce qui est impossible (n° 2).

4. Définition. — Si le prolongement analytique d’une fonction © ne
peut pas se faire au dela de ’hypersphere, et si le polyédre fonda--
mental rayonné P de T n’a qu'un nombre fini de faces, et a un
sommet A sur I'hypersphére, nous dirons ici que les hypotheéses H sont
satisfaites. :

5. Lemme I. — Si les hypothéses B sont satis fattes, A est point double
d’une infiniié de trans formations du groupe T'.

En effet, A appartient & un cycle d’'un nombre fini de sommets;
soient Ay, A;, ..., A, les sommets du cycle autres que A. Soit P; un
transformé de P par T, contenant A, et tel que, si 'on améne P; &
coincider avec P par une transformation de I', A; vienne en A. A sera
maintenant nommé A, et P, P,.

Il'y a une infinité de polyedreb P/, transformés de P, par I‘ autres
que P, P,, ..., P, et qui ont le sommet A. La transformation de T" qui
améne 'un d’eux sur P, améne A, en A;, ¢ étant 'un des nombres 1,
2, ..., m. Alors la transformation qui change P, en P’ change A, en
lui-méme : car on peut d’abord amener P; en P,, ce qui change A,
en A, puis P, en P’, ce qui raméne A; en A,.

Done, 4 chaque polyédre de sommet A, correspond une substitution
de point double A; 4 une méme substitution ne correspondent que

Ann. Ec. Norm., (3), XXXVIII, — Mags 1921. .
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m polyédres, savoir ceux en lesquels elle change P,, P,, ..., P,,. Donc
il y a une infinité de substitutions de point double A.

Définition. — Ces substitutions forment évidemment un groupe, que
nous désignerons par G. ‘ '

Remarque. — Remarquons que, st nous formons le polyédre rayonné
de G, les centres étant les mémes que pour P, P,, ..., P,, les faces
passant par A sont les mémes dans ce polyédre et dans I’ensemble de P,

Puy ..y P (V).

6. Lemve II. — G ne comprend pas de substitutions hyperboliques. —
Supposons qu’il en comprenne une; nous pouvons supposerque celle-ci
est delaforme canonique. Si (&, , {) estun centre d'un des polyedres,
[(&chnu + {shruw)e™, ne=", (5 shnu + {chru)e™] en estunautre.
Si(z, y, z) appartient au polyedre fondamental,

(3) | @o(Echnu—+¢shnu)erd 4 y el — z (Eshnu—+ ¢ chnu)erid|

ou I'expression analogue ou (£, v, {) est remplacé par un autre centre
du méme polyedre, est minimum pour n'=o. Or, il y a des points
(@, v, 5) pourlesquels cette fonction de'entier » n’a pas de minimum,
ou en a un atteint une infinité de fois : nommons-les points excep-

tionnels et recherchons-les.
Si u est, par exemple, positif, (3) tend vers + = avec n, sauf si

(E-+8) (z0—250) =0,
ou, comme % == — { (le centre appartenant au domaine principal), si
Y Al :
La méme expression tend vers + o avec — n, sauf si
X = - S
Les points exceptionnels sont donc parmi ceux qui vérifient 'équation

(7”+5)(1:‘——:):o

(Y) Cf. G. Giraup, loc. cit., Chap. 1, § 27,
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Ceux-ci ne sont au reste pas tous exceptionnels : la réponse varie
suivant que 0 : w estrationnel ou non, et suivantla position du centre
ainsi, si 1= o, tous les points précédents sont exceptionnels. Il est
inutile pour notre objet de faire la discussion compléte : nous remar-
querons seulement que les trois points doubles (o, 1,0), (1,0, 1),
(1, 0o, — 1) sont exceptionnels, et que, pour les deux derniers, situés
sur 'hypersphere, (3) n’a pas de minimum; or A est un de ces deux
derniers points : il y a donc contradlctmn

Le lemme est démontré.

7. Notations. — Pour rechercher le groupe G, nous ferons un chan-
gement linéaire de variables tel que I'hypersphere devienne
(4) X3g— ZyS + )9 == 03 k
et que A vienne en (1, 0, o). L'intérieur de 'hyperspheére est alors
XIg+ Xy5 1 )y<<O.

~

Toute substitution de G, étant elliptique ou parabolique, peut

s’écrire
s'X:x—ﬁzny—i—a:,
(5) Y =ell(y + B3z), )
. ( 7 =3,
avec la condition
(6) o+ o+ BBy =o.

Le déterminant de la substitution ainsi écrite est e”. )
Soient S la substitution (5), T lasubstitution analogue ot §, &, B sont

remplacés par 0’, o, B’. Cherchons le produit ST. Nous trouvons qu 11
se déduil de S er remphoant 0, «, B par 0+ 0, a+ o — BB €,
A
En particulier, si e®=£1, S™ a pour paramétres
‘ 9‘30 il e—/)in\ [ — e—miO .

7729, not - P — (n—i—e ¢ T:;:W) ———1—9—i0 5

si e’ =1, S” a pour paramétres
m(m —1)

0, ma — ———— 3B, mf3. S B
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Pour que la substitution soit elliptique, il est nécessaire et suffisant
que les coefficients de S™ soient hornés quand » varie; pour cela, il
faut que

et en oulre que

(7) %4 ="

Remarquons qu’en vertu de (6), le premier membre de (7) esten tout
cas purement imaginaire.

Si ¢”=£1 et que (7) n’ait pas lieu, S est parabolique & deux points
doubles.

Sie’=1, B = o, Sest parabolique & plan double (S = 1 si, en outre,
o= 0).

Sie'=1, B o, S est parabolique & point double unique.

8. Lemye II. — Les transformés par G d’un point que/conque de
l'espace n'ont de point &’ accumul..tion que sur = = o.

Car G conserve

(8) L3+ TS+ ¥ )o— k35,

ol A est une constante réelle quelconque. Or ceci est un hermitien du
type voulu. Sil’on considére un point tel que z soit différent de zéro,
on peut choisir A de maniére que (8) soit négatif en ce point; on peut
donc, quand on se borne 4 G, choisir le domaine pnnc1pal de maniére
qu’il comprenne ce point, ce qui démontre le lemme.

CoroLLARE L. — Les transformés par G des points extérieurs a 5 =0
n’onl pas d’autre potnt d’accumulation que (1, 0, 0).

En effet, A étant choisi comme ci-dessus, les points d’accumulation
doivent vérifier les conditions
=0,
_ X3y X5+ YYo— hE5= 0,
qui entrainent

Il

5 =0.

Y



SUR CERTAINES FONCTIONS AUTOMORPHES DE DEUX VARIABLES. 85
CoroLLalre II. — G @ un nombre fini de substitutions génératrices.

Car on peut choisir A de facon que le domaine principal ne rencontre
que les faces du polyedre fondamental qui passent par A, et qui sont
en nombre fini.

9. Lenme IV, — S une substitution S du tvpe (5) est permutable a
toute substitution de G, on a
B=o, e—1,
c’est-a-dire que S est parabolique a plan double, ou est la substitution
identigue.
Supposons que ce-soit faux.

° Supposons d’abord e’ =£ 1. En transformant G par une substitu-
tion du type (5), nous pouvons nous ramener au cas ou 3 = o. Soient
0’y o', B’ les parameétres d’une substitution variable T de G. Comme

: _ ST =TS,
on en déduit
' 516‘[0: kfjl’
d’ou
f'=o.

Donc toute substitution de G conserve yy,. Je dis que cela entraine
que le polyédre fondamental atteint 'hypersphére en des points aussi
voisins que l'on veut de A : u)mme on sait bien qu’il n’en est rien, cette
contradiction prouve que e

Soit B un point quelconque non 51tue sur z = o; le polyédre fonda-
mental comprend un transformé de B par G, donc un point pourlequel
¥y, ala méme valeur qu’en B. Soit C un point de I’hypersphére pour

lequel |
yYo=2M, s=r;
comme (z, ¥, 5) est sur I'hypersphére,

z4zg=—aM,  |2|ZM. - e

Mais .
ly|=v2M.
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. /M
=V 2

En choisissant B convenablement, M, et par suite ces deux rapports,
sont anssi grands que 'on veut. Le point C du polyédre fondamental
et de 'hypersphére principale est donc aussivoisin de A que I’on veut,
ce qu’il fallait démontrer.

Donec

<R

2° Supposons donc e® =1, f=£0 : c’est la seule hypothése qui
reste pour mettre le lemme en défaut. Alorsla condition ST =TS nous
“donne

= ﬁe—"(",

d’ou, comme B 5~ o,
e =r1;

nous avons aussi, en considérant le parameétre qui remplace o,

BB =BoB";

done B : " est réel. Si nous transformons G en changeant y en ye, on
peut choisir © de maniére que B soit réel. Alors G conserve y — y,. Si
I’on considére un point B, extérieur & 5 = o, pour lequel

Iy "".y()l = 2\/5—M—7
le point C qui lui correspond dans le domaine principal est tel que
YYoz2M; |

nous sommes alors conduits & la méme absurdité qu’il y a un instant;
le lemme est donc démontré.

10. Lemue V. — Les multiplicateurs e des diverses substitutions de G
r’ont qu’'un nombre [fint de valeurs distinctes.

Soient (5) les équations d’une substitution S de G. Considérons
Péquation

ey +Bs3)=y,
qu’on peut résoudre par rapport &y si e’ =£1-:
(9) . - y= @etez .

1 — i’
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I'hypothése ¢”=£1 peut ¢tre faite 2 cause de 'énoncé : nous. suppri-
mons ainsi une des valeurs possibles de ce multiplicateur.

L’équation (9) peut étre regardée comme I'équation d’une multipli-
cité linéaire conservée par S. Prenons un point quelconque autre
que A a lintersection de cette multiplicité (g) et de I'hypersphére
principale (4); ramenons-le & I'intérieur du polyédre fondamental par
une substitution T de G. T-'ST est une substitution de G, de multi-
plicateur ¢°, dont la multiplicité (g) pénétre dans le polyedre fonda-
mental. '

Soient maintenant (5) les équations de T—*ST; en faisant s = 1 pour
un point situé a la fois sur (g), sur 'hypersphére principale, et dans
le polyédre fondamental, on trouve

B= (C—"G———I))’.

Mais il résulte de la démonstration du lemme I'V que, pour ces points,
on a ' |
[rI<M,

M étant un nombre fixe. Donc

[Bl <M.

Si le lemme était faux, le systéme des valeurs de ¢” et des B corres-
pondant aux T—' ST aurait au moins un systéme d’accumulation; pour
le quotient de deux substitutions correspondant a des systémes suffi-
~samment voisins de ce dernier, on aurail

led—r1]<e, |Bl<s,

¢ étant positif quelconque; les deux expressions ¢ — 1 et.8 ne sont du
reste pas nulles ensemble. Nous appellerons S la substitution donnant
lieu 4 ces inégalités. On peut écrire

S=71UV,

U et V ne faisant peut-étre pas partie de G. Dans U, le parametre { est
le méme que dans S, et « est réel, donc infiniment petit & cause
de (6).Vest alors parabolique a plan double, donc permutable a toute
substitution du type (5). Alors, si T est une des substitutions généra-
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trices de G,
STS—'T-'=UVTV-1U-'T-1= UTU'T—;

¢’est done, ¢ tendant vers zéro, une substitution infinitésimale; done,

dés que < est assez petit,
STS—T~1=1.

Dés que = est assez petit, S est permutable & toutes les substitutions
génératrices de G (en nombre fini, lemme [II, corollaire II), donc &
toute substitution de G. Donc (lemme IV), '

el =1, B=o,
ce qui contredit un résultat précédent. Donc le lemme est démontré.

Corortare . — Les rapports 8 : = sont rationnels.

Car e, ot m est entier quelconque, n’a qu’un nombre fini de
valeurs distinctes. '

Cororrae II. — Les angles 0 sont des muluples de l'un d’entre
eux 2T L g, O q est entier.

Cororrarre III. — G comprend des substitutions paraboliques a point
double unique.

Soit, en effet, E une substitution elliptique ou parabolique de G,
d’angle
6=2m:q.

Toute substitution de G est du type E*P (k=o, 1, 2, ..., ¢ —1),
ou P correspond & 0 = o. Si I"énoncé était faux, P serait parabolique
a plan double; et, par suite, toutes les substitutions P seraient des
puissances de 'une d’entre elles, puisque G n’a pas de substitutions
infinitésimales..Or, on vérifie sans peine que le polyédre fondamental
dugroupedes EfP? (k=o0,1,2,...,g —15p=—0, ..., —1,0,1,...,
+ ) atteint 'hypersphére principale en des points aussi voisins que
I'on veutde A, ce qui est une contradiction.
La proposition est donc établie.

AL Lemve VI — Le groupe G, des substitutions de G d’angle § = o
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dérive d’au plus trois substitutions génératrices, dont deux au plus sont
paraboliques @ point double unique.

En effet, on voit, par le méme raisonnement quau lemme V, que
les paramotreq B des différentes substitutions de G forment un
ensemble qui n’a pas de valeur d’accumulation a distance finie, chaque
valeur de B n’é¢tant comptée qu'une fois, méme si elle correspond &
plusieurs substitutions distinctes de G,.

Soit donc P,, de paramétres o, «,, 8,, une des substitutions pour
lesquelles @ a la plus petite valeur absolue possible; soit P,, de para-
metres o, «,, 3,, une de celles pour lesquelles B, n’étant pas multiple
de B,, a la plus petite valeur absolue possible (mer I'existence de P,
reviendrait & admettre que G, dérive d’unc seule substitution & point
double unique). Soit enfin P;(o, «,, B;) une substitution quelconque
de G,. Nous pouvons trouver (rois entiers réels p,, p,, p, tels que

'Ptﬁl“*‘sz'ﬁe‘*‘Paﬁs | <k,
e étant positif arbitraire, car ceci revient & deux inégalités linéaires &
coefficients réels. Alors, dés que e est assez petit,
P11+ PP+ psfs=o.
Or p, n’est pas nul; car autrement, de 'équation
PiBi+pBa=o0,

’

ou p, et p, sont des entiers premiers entre eux, on dedulralt en intro-
duisant les entiers A et w tels que

Api ppe=1,

que P, et P, sont des produits de puisqanceq de P*P;* par des substi-
tutions paraboliques 4 plan double, ce qm contr edlt les définitions

de P, et de P,.
p, n’étant pas nul, je dis qu’on peut supposer que

pPs=1.
En effet, si |p,|>1, p;, p. et p, étant premiers entre eux, soient g,

et g, les enticrs qui différent le moins de — p, i py et de — p, : ps.
Ann. Ec. Norm., (3'), XXXVIII ~— Mars 1921. 12
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Considérons la substitution
P PP,

Le paramétre qui remplace § est

231+ o,
A= +£1 = Q+B—2
91 P:;’_ F=19 Ps,
de sorte que
[A][S1: 2, [ a.

Sa valeur absolue est done
7\251 p1,o+ )\I-f(ﬁlﬁe,o**— ﬁ:,o@e) + p @252,0-
Or, d’apres la maniére dont on a choisi P, et P,,

@2@2,0 > B41B1,0> | P1Pao—+ Biyo Bal;

donc,
2B Bao+ Ma(BiBeo~+ Bi,oBe)+ 2 B2P2o<<3B2Pop: b3
donc,
P PT:P;=P1,
r étant entier; par suite,

(g1— 1) Bi+ q2B2+ Ps=0;

L . . |
nous retombons ainsi dans le cas ou p; = 1.
Done,
1)3 pé’a PT

est une substitution parabolique & plan double. Or, toutes les substi-
tutions de G, paraboliques & plan double sont évidemment des puis-
sances de 'une d’entre elles P. Donc,

Py= P PirPyr:;
le lemme est démontré, puisque P, est quelconque.

12. Lemve VII. — Les angles O des diverses substitutions de G sont
des multiples de U'un d’entre eux 27 . g, ou ¢ =1, 2, 3, 4 ou 6. '

Soit E(0, «, B) une substitution quelconque de G; soient P, P,, P,
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les substitutions génératrices de G,, les deux derni¢res seules étant
paraboliques & point double unique : P, a pour paramétres o, «,, 3,
et P, a pour paramétres o, «,, 3,. Si G, n’a que moins de trois
substitutions génératrices, la démonstration garde la méme allure
générale. ,

Formons E~'P,E (k£ =1, 2). Le parameétre 3 de cette substitution a
pour valeur B;e®. Son angle 0 est nul; donc, cette substitution fait
partie de G,. Par suite, il existe des entiers A, u, v, p tels que
o et i
l Bae® =03, + pfs;
done,

(A —ey(p— ) — pv =o;
¢ est racine d’une équation du second degré i coefficients entiers
réels, le coefficient du terme du second degré étant un :

e — (A +p)ett 4+ 2p —pv =o.

Si I’on écarte le cas ot €® = == 1, on voit donc que
lp — pv=1
et que
—2 < h+p<o.
. 2 PN Iy .
Si A+p==—1, Ozi?; si A+p=o0, Ozi;; si A+po=1,

==+ —g- Le lemme est donc démontré.

CoroLLAIRE. — G, est un sous-groupe invariant d’ordre fint de G.

Cet ordre est, en effet, le nombre ¢.

G, jouit, par suite, des mémes propriétés que G : son polyedre
fondamental n’atteint pas I’hypersphére en des points infiniment
voisins de A. : : :

13. Lemve VIII. — G, a exactement trois substitutions génératrices.

En effet, soit P, une substitution de G, parabolique & point double
unique (lemme V, corollaire IIT). Soit Q une substitution de G, non
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permutable & P, (Iemme 1V). Alors P, QP7'Q—', qui n’est pas la substi-
tution identique, est parabolique & plan double; done, G, comprend
de telles substitutions, qui sont toutes des puissances de 'une d'entre
elles P.

Nous pouvons supposer que P, soit 'une des substitutions de G,
dont le parametre § a la plus petite valeur absolue possible. Toutes
les substitutions de G, ne sont pas du type

> )
) lnpll,

puisqu'elles ne sont pas toutes permutables & P, (lemme IV). Si
alors P, est une de celles des substitutions, qui ne sont pas de ce type,
pour lesquelles B a la plus petite valeur absolue possible, il résulte de
la démonstration du lemme VI que toute substitution de G, est du
type .

dnPrPpr
P*PLPY. C. Q. F. D.

14. Tutorime. — L’expression génerale des substitutions de G est
Enz Pn ]’)[1) P; ,

o m peut varter de 1 & ¢ (9 =1, 2,3, fou6) et les autres exposants
de —w a +=x; st g=1, B est la substitution identique; st ¢ >1, B est
une substitution d’angle 27 . q; P est une substitution parabolique a plan
double; P, et P, sont deux substitutions paraboliques a point double
unique non permutables entre elles (').

Soit, en effet, E une des substitutions d’angle 27 ¢ (lemme VII).
Si Q est une substitution quelconque de G, d’angle 2m= : ¢, E7Q fait
partie de Gy, ce qui démontre le théoréme.

15. Remarque. — 11 résulte du lemme VII que I'équation
(1) s*—(h+p)s+lp—pr=0
0

admet la racine s = ¢”; si celte racine est imaginaire, 'autre est e,
Je dis que, si ¢’===1, c’est une racine double. En effet, 3, et @,

(1) Cf. Picarp, Comptes rendus, t. 98, 1884, p. 563. Les groupds G y sont considérés
a priori, en négligeant toutefois E. ‘
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satisfont alma aux équations (ro), et leurs conjugués y satisfont
aussi : donc, ¢? est bien racine double.
Par conséquent, on a toujours

o —uv==a.

16. Nous allons maintenant chercher tous les groupes discontinus
dont toutes les substitutions sont du type indiqué dans I'énoncé du
théoréme ci-dessus.

Tout d’abord, P, et P, n’étant pas permutables, 3, : 8, ne devra
jamais étre réel. '

Supposons d’abord que ¢ =1, de sorle que E est la substitution
identique. Nous choisirons arbitrairement les substitutions non
pormutables P, et P,, et nous devrons prendre le paramétre « de P

gal & un diviseur de {8, ,8, — B, 8.,, de facon que P,P,P7'P;" soit
blen une puissance de P Alors P, P, P, engendrent un des groupes
cherchés, car

l)lp?.[);l l)éi —_— I)/ll:

done, P étant permutable a P, et &P,

I)2 l)l — I)—Ilz [)1 Pg, P;l I,) 1--1 — P—/n l);’l I);i,,
I)él l)l — [)/n I)i l)'-)l’ I‘)2 [)Tl — l)/u l)-‘-l I)g.

On peut, par application répétée de ces formules, mettre toutes les
substitutions du groupe sous la forme voulue PPYP]. Le groupe n’a,
évidemment, pas de substitulion infinitésimale; 1l est donc bien
discontinu. ’

17. Si ¢ =2, nous supposerons que le groupe ait ¢t¢ transformé
de maniére que E ait pour paramétres (=, %, 0). Nous prendrons
B, et B, arbitrairement, pourvu que leur rapport ne soit pas réel. On
doit avoir

— Br =281+ 1B,
. - i32:v.61+_9|32’
ce qui entraine
A=p=—1, p=v=o.
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e

De plus,
( P,E=EDP;,
(r2) | P,E=EPTDP,!,

s et = étant entiers. Soient (o, 7k, 0) les paramétres de P; % sera pris
¢gal & un diviseur de 7(B,,,8,— B,B.,). On déterminera « de facon
que

E2: Pm\

c’est-a-dire que

20=1loh,
w ¢tant un entier quelconque. 1l reste a déterminer «, ct «,; on le fait
au moyen des conditions (12), qui donnent

— 0 = 1'3”31,0—— ~)L./l,

iand 2052:62‘J2 o—“—':'l‘/l;

)

ces relations sont compatibles avec (6).

G est ainsi déterminé. Il est du type voulu, ¢ar les conditions (12)
permettent de faire -passer E en téte d'un produit quelconque de ces
substitutions ; ensuite, les substitutions P, peuvent passer avant les
substitutions P,, comme au numéro précédent. G est évidemment
discontinu.

18. Si g=3, 4 ou 6, on a vu que I'équation (11) admet pour
2T 2T .

racinese ? cte 7. Donec,

lp—pv=r,

- 2T
A-&—p:zcos—q/—::——x,o, ou 1.

On peut prendre A arbitrairement, puis
2T
p=2cos -6'— — 2,

pz—_—)\(zcosng — 7~> —1I.
I faut alors que

2im
Bie T =21+ pBs,
2/

N el = v31 -+ o,
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ce qui donne une seule condition

Du reste, on ne diminue pas la généralité de G en prenant

7 =—o, p=1.

Si P a pour paramétres (o, 4, 0), 2 est un diviseur arbitraire de
. . , - s 27T .
1(BioB.—BiBsy). E étant mis sous la forme (7', %, o), on doit
avoir

Eq:Pu)

ou
go=1Iwh.

Enfin, on détermine o, et o, par les conditions

P,E = EP°P)PY,
P,E = ED*PY P?,
qui se réduisent a

AME—1), [J.([.L-—-ﬂﬁ.

(A—=1)oa,+  pa, = — PP 3 2 Baso + 2Py oo — o il
v(v —1) o(p —1)
v“1+(P~I>052: > ﬁlﬁl,o"“l - > gggg’o"i- v{)i?)lxelﬂ—" .l/l,

le déterminant de ces deux équations n’est pas nul.

On constate ensuite, comme dans les autres cas, que le groupe
engendré par ces substitutions est du type indiqué, et quil est
discontinu.

19. Cherchons le polyddre fondamental rayonné. Il dépend, bien
entendu, des centres choisis, et aussi de la valeur de A (n° 8). Nous
ferons A = o. :

Observons tout d’abord que nous avons, bien facilement, un polyédre
fondamental non rayonné. Soient '

X=ux:53, [ =y 5.

Nous pouvons, dans E”P*P?P., disposer de p et de r, en faisantm =o,



96 : GEORGES GIRAUD.

5\

pour amener Y & l'intéricur du parall¢logramme, construit sur B, et §,,
dont le centre est & 'origine des coordonnées. En faisant varier m,
nous pouvons partager ce polygone en ¢ autres. n permet, enfin, de
rendre la partie imaginaire de X inférieure en valeur absolue & 4 : 2
Nous avons, ainsi, un polytdre fondamental II. II n’a qu’un nombre
fini de faces dans tout I'espace. ‘

Passons, maintenant, & la méthode du rayonnement. Notre méthode
va consister & prendre un point deII, et & chercher quelle substitution
il faut lui appliquer pour P'amener dans le polyédre fondamental
rayonné. Suivant le centre de celui-ci que I'on considére, et suivant
la valeur de m, nous aurons & chercher les minima d’un nombre fini
d’expressions telles que

‘ X A4 Y (g4 pLro+ rPap) + & — (pBi—+ rBa) ny— nih

6.6
(13) +p<al,o+ ﬁl%‘—“)

-+ r <5‘2.o+ fﬁf_ﬁﬁ) — I% Bifio— L?: (32;62,0—“P"ﬁ‘1f)-2,0 )
quand n, p, r prennent toutes les valeurs entiéres possibles.

Dans 'expression dont nous venons d’écrire la norme, séparons la
partie réelle et la partie imaginaire. Cette derniére, scule, contient n,
et elle le contient linéairement, par le terme — ni/i. Pour le minimum
cherché, nous sommes done certains que la norme de cette partie
imaginaire ne dépasse pas 2* - 4. Et nous sommes surs aussi que,
pour ce minimum, la norme de la partie réelle ne dépasse pas son
propre minimum, relatif 4 'ensemble des valeurs entiéres de p et de r,
augmeité de A4 : 4. Or, cette partie réelle est de la forme ‘

X + X,

S —a-t bp 4 cr-+Ap*— 2B pr -+ Cr,

ou la partie réclle de X est mise en évidence au seul endroit ot elle
entre. Ap*+ 2Bpg + Cr? est une forme quadratique définie négative
a coelficients.constant(s. a, b, ¢ sont des quantités bornées a I'intérieur
de II. Donc, en ce qui concerne 'intérieur de 'hypersphére

x -+ Xo < YY(» é 0,
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ou, plus généralement, en ce qui concerne la partie de I'espace ot la
partie réelle de X est inférieure & une limite donnée, le minimum de
la norme de cette partie réelle est alteint pour des valeurs de p et de r
bornées. On peut méme assigner une borne de p*-+ 7, au dela de
laquelle la norme de cette partie réelle dépasse son minimum de g*: 4
au moins, g étant donné.

~ On constate alors immédiatement que », qui est Uentier le plus
voisin du nombre qui annulerait la partic imaginaire, est borné
aussi.

Ainsi, les systemes de valeurs de n, p, 7 pour lesquelles (13) est
minimum, (X, Y) étant dans 1I, et la partie réelle de X étant bornée
supérieurement, sont en nombre fini.

Comme II a un nombre fini de faces, et qu’il y a seulement un
nombre fini d’expressions (13) a considérer, on en déduit que. le
polyedre fondamental rayonné a seulement un nombre fini de faces
dans toute portion de I’espace ou la partie réelle de X est bornée
supérieurement, et, notamment, dans Dintérieur de 'hypersphére
principale. Ce ne serait plus vrai de 'espace entier (tandis que II a,
lui, un nombre fini de faces dans I'espace entier).

Nous avons, ainsi, terminé [I'¢tude des conditions pour qu’'un
polyedre, ayant un nombre fini de faces de la nature indiquée, et
n’ayant pas de face sur I'hypersphere principale, soit le polyedre
fondamental d’un groupe linéaire discontinu. ’

20. Considérons le groupe discontinu T’y contenant G. Formons,
pour tous les transformés par I' d'un point B intérieur & I'hyper-
sphere, le rapport

3 XS+ T3 +",V,}'0.

<50
Comme % n’est pas altéré par G, nous pouvons nous borner i I'évaluer
- pour les substitutions qui changent B en un point de I, B appartenant
aussi & 1I. Soient P/ ces substitutions, s variant de 1 & -+ =, et P/ étant
la substitution identique. La substitution la plus générale de I' peut
s’écrire, a volonté,
PLE#P2 PP

Ann. Ec. Norm., (3), XXXVIIl. — AvRL 1921. 13
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O
Em P PI{J P’z l)i_.

Je dis que les valeurs de A correspondant aux P, forment une suite
discontinue ; c’est-h-dire qu’enire deux nombres négatifs N, et A,, il
n'y a qu’un nombre fint de valeurs possibles de '\, chacune d’elles n’étant
comptée qu'un nombre fini de fols. ’

En effet, adjoignons & IT sa frounticre, et, si A, ><,, détachons-en la
portion définie par

L3y~ Ty 3 == VYo— 41155, =0,

XIp - Ly 5 - Y )y — e 33 2 0.

La portion détachée est un ensemble fermé, sans point commun
avec I'hypersphére. Eile ne contient donc qu'un nombre fini de
transformés de B par T, ou par les P}, ce qui démontre notre propo-
sition.

21. Je dis, dé plus, que les valeurs prises par A sont limitées infé-
rieurement. ‘

Supposons qu’elles ne le soient pas. Soit (z, y, z) un transformé
de B par les P,. Appliquons-lui la substitution P; la pseudo-distance «
de (=, y, =) & son transformé est donnée par

chi2a = L2204 203+ Y0 — m..::“ .
(2sg+ x93+ y))*

Comme, dans II, y: 5 et la partie imaginaire de « : s sont bornés,
il en résulte que le rapport précédent est d’autant plus voisin de 1,
ou a de zéro, que la partie réelle de @ : z est plus grande en valeur
absolue.

Or, précisément, il existe par hypothese des substitutions P! ren-
dant A aussi pelit que Pon veut, ¢’est-a-dire la partie réelle de x: =
inférieure & un nombre négatif quelconque.

Done, la pseudo-distance des transformés de B par P et par PLP est
aussi petite que 'on veut; done, la pseudo-distance de B & son trans-
formé par P.PP' est aussi petile que 'on veut; done, T' n’est pas
discontinu.
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Mais ceci est une contradiction. Done, les A sont bornés inférieu-
rement.

Il résulte de la que, si un groupe discontinu U contient un groupe tel
que G, le point A appartient a quelque transformé par ' du polyédre
fondamenial rayonné de T'. Donc, ce polyédre fondamental lui-méme
admet un sommet parabolique transformé de A par T.

22. Remarquons, enfin, que II n’a pas d’autre point commun avec
la polaire de A(z = 0) que A lui-méme.

CHAPITRE IV.

RELATIONS ALGEBRIQUES ENTRE FONCTIONS DE M. PICARD A GROUPES LINEAIRES.
SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES AUX DERIVEES PARTIELLES.

1. Commencons, bien que cela ne soit pas indispensable & notre
but, par déterminer les fonctions automorphes du groupe G du précé-
dent Chapitre.

Nous posons

Zx + 3 X —3
? ‘rl:‘y» c:

(1) E=

N Y5
ou, en coordonnées non homogénes,
@1y
2 ) = ] = ——
(2) ST r—1 1=’ ‘

de facon & remettre la condition
(3) 24 Ty yy,<o

sous la forme

(%) vy —1<<0,
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ott le domaine de var 1atmn dv Zet deresta dlsl(mce finie. Le point A

4, dans le systéme (&1, C les coordonnées (1,0, 1),
Une série O quelconque Cbt, par définition,
> Cpry N % >
(3') Z R(‘I\ fll [ d(c—_ﬂ-l)_):' (/C;:fl),

(%, n.) étant le transformé de (%, v) par la-rieme substitution de G
R(%, ) est une fonction bornée dans le domaine (4).

Nous savons que cette série estabsolument et uniformément conver-
gente dans (4); nous allons voir qu’elle Uest également dans tout
ensemble fermé ne comprenant ni A ni aucun point de sa polaire.

Nous commmencerons par I'établir pour la série

(o) 3 [Hena)oy [ 2| [ e rd] [ Sl

Nous avons

Jd( ) . —-»/E‘ 3
. d(w, y)  \ax—1
Donc la série est

(22) S (28) [,

et nous pouvons observer que le second facteur du terme rfonm"ll est
égal & un en valeur absolue.

Considérons un ensemble fermé quelconque, ne rencontrant pas la
polaire = = o de A, et choisissons un nombre positif & tel que, dans
tout 'ensemble,

(7) x~0+xog+yy0——7.-:.:o<o.
Nous poserons alors
T o — X 5.
== o=y, =5 —Is,
de'sorte que

XEy+ LS+ YYo— 53, =E'E 40", — L'(,.

En ce qui concerne G, (7) peut étre pris, au lieu de (4), pour domaine



SUR CERTAINES FONCTIONS AUTOMORPHES DE DEUX VARIABLES. 101

principal. II en résulte que, si nous prenons en coordonnées non
homogénes,
(=]

la série
A (2P (Y[l
.21' [ a(&,n") o (\, — ) zl' (\'I‘I‘_ )'2/) [ d(x. ) ]

est absolument et uniformément convergente dans I'ensemble consi-
dére.

Mais J;’;_}z tend évidemment vers un quand » augmente indéfini-

z,
ment. Donc la série’ (6) elle-méme est absolument et uniformément
convergente dans cet ensemble, abstraction faite, bien entendu, des
termes, en nombre limité, qui deviennent infinis.

Mais, quand » augmente indéfiniment, le point (%,, v,) tend vers A
(Chap. II1,'§ 8). Done R(%,, 7,.) tend vers R(1, o). Ainsi, en faisant,
au lieu de 'hypothése indiquée d’abord, 'hypothése plus générale que
R(%, n) est fini et détermine en A, la convergence absolue et uniforme

_de (5) dans Uensemble considéré est assurée.

Nous poserons donc

a s - ‘_"‘ 2 3 Jd Cry Yo k S
(8) 9(-2?,3’):2/‘1‘(:.,-.-n,-)<xl__\{—[> eI 1T iz,

R étant une fonction rationnelle finie en A [nous nous sommes ici

débarrassés du facteur génant 0((5: -y))]

O(x, ¥) se comporte, dans tout l'espace, sauf sur la polaire de A,
comme une fonction rationnelle de x et dey ; c’est une fonction uniforme
de ces deux vartables.

. Voyons ce que devient ® en A. En reprenant le nombre g du
Chapﬂre I1I (§ 12), nous pouvons considérer ® comme la somme de
g séries dans chacune desquelles le nombre m de la substitution géné-
rale de G, E#»P"P?P}, est constant. Chacune de ces séries se dedult de
celle ou m = o en effectuant sur ses variables la substitution E™”; il
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suffit donc d’étudier la série correspondant & m = o, ¢’est-a-dire au
groupe G, (Chap. III, § 11).
Changeant de notation, nous écrirons

Pn I)’[)Pllq

la substitution générale de G, P" et P” remplacant P, et P,, et ¢ rem-
placant ». Soient (o, 7%, o) les paramétres de P, (o, o', §) et (0;a”, ")
ceux de P’ et de P” respectivement. La substitution générale de G,
s'éerit '

) X /‘2)/4' \ 4”671
X=ax—(pBi+qBl)y + nil -+ p(a’—}— l—é—") +q<oc”+ —2'—‘—'>

9 2
2 7
ch ol oan Yy
Pl e e 7 o Bos

Y=y+ph'+qp.

Faisons d’abord la sommation par rapport & n. Nous obtenons une

27

h

27T

fonction S,,,,,<e g ,y), rationnelle par rapport a ¢

27T

h

e " est nul ou infini, c’est-a-dire nulle en A si («, y) reste dans IL.
Faisons maintenant la sommation par rapport & p et g. Nous avons
une série qui converge absolument et uniformément pour y fixe et
2 variable mais de partie réelle constante : on peut en effet se horner
a faire varier la partie imaginaire de @ de o & 7/, et alors la conver-
gence absolue et uniforme résulte de ce que nous savons. Si la partic
réelle constante de « a été choisie assez grande en valeurabsolue pour
qu'aucun des 8, ne devienne infini quand la partic réelle de z dépasse
cette valeur constante, on constate immeédiatement, au moyen de
propositions classiques sur les séries de fonctions holomorphes, que
la convergence absolue et uniforme a lieu méme quand la partie réelle
de x dépasse cette valeur constante. Il en résulte que O(x,y) se

27T X

comporte comme une fonction rationnelle de e * pour toute valeur
de cette variable, méme o et 'infini. Donc @ (x,y) est rationnel par

27

rapport @ e * , et nul quand cette variable est nulle ou infinie. Par
rapport 4 y, © est analytique.
Les seules singularités de @ sont les infinis des termes-de la série (8)

, et nulle quand
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et la polaire de A. Cette polaire est une singularité essentielle : en
effet A en est une; d’apres les travaux de M. E.-E. Levi ('), il existe
alors au moins une multiplicité analytique & deux dimensions, passant
par A, et dont tous les points sont singuliers essentiels; cette multi-
plicité ne peut étre que la polaire de A; d’ailleurs on peut voir direc-
tement qug O est indéterminée au voisinage de tout point de cette
polaire.

3. Nous pouvons donc écrire

4 N
/ 2R

h— 27 k
O(x, ry)= (z;ﬂ,.eT ) : ( 2 b,Ae—’_‘—),

Nrr=1 =0

le second membre étant la fonction rationnelle la plus générale nulle -
2T

pour e * =o0 ou ==>. Les a, et les b, sont des fonctions de y dont
nous allons maintenant nous occuper.
Nous avons évidemment

. il '
6('1'—;’0)/ +o,
Oz — By -+,

- e
ot
o
Il
@
~—~
&
©

Il en résulte que

27, 27
———({j"}_v—;(’) -E—IG’

a (y—+phe * o b,.(_y+,’3’)e~ b o
a(y) - 6,(y)

y—o’)

=9(¥);
o ¢tant indépendant de r; on a aussi des relations analogues avec «”
ct B au liea de o’ et §.

Mais nous pouvons, sans changer ®, multiplier les a, et les b, par.
une méme fonction de y. Comme &, n’est pas identiquement nul,
profitons-en pour prendre

by=1.
Alors
o Ty —an
a()y-+p)=eh a(y)s
2Ty
) Ry Tpa——
a(y+p"=eht ar(y)s

(1) B.-E. Luvi, dnnali di Matematica, 3¢ série, L. XVII, 1910.
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et de méme pour les b,. De plus, ces fonctions sont méromorphe\‘ Ce
sont donc des fonctions doublement périodiques de troisicme espéce (de
premiére sir=o).

Supposons que £ soit positif, ainsi que le coefficient de ¢ dans le
rapport B”: @, et nommons A Uentier (8" —B'B;) : tA, qui est alors
aussi positif. Alors I’excés du nombre des zéros de a, ou (le b, sur le
nombre de ses poles, dans un parallélogramme de perlodes est égal

a Ar.

Les fonetions automorphes peuvent s'écrire d une facon analogue,
2T

mais elles ne sont plus obligatoirement nulles pour ¢ * =o0 ou =-==.

4. Soient f,, f,, f, trois fonctions automorphes correspondant i G.
En tout point de II, f,, /., f, se comportent comme des fonctions

27T

rationnelles de e * etde y.Donc /,, /s et £, sont liées par une relation
algébrique '

(9) o (fu Jo S3) =0

Les équations

Ji==pas f‘z:[J-u

si 1, et ., n'occupent pas une position exceptionnelle, et si le déter-
minant fonctionnel de /, et de /, n’est pas nul identiquement, n’auront
qu’un nombre fini de solutions dans II. Nous pouvons admettre que A
n’est pas une de ces solutions, et que ces solutions sont distinctes.
Nous pouvons alors trouver un nombre A* tel que, pour toutes ces

solutions,
Z A4 g+ )y y— K<< 03

et, par conséquent, nous pouvons choisir la fonction f; telle qu’elle
prenne des valeurs distinctes pour ces dillérentes solutions. Alors
a toute solution de (q) en [, fs, [ répond un point de 11, et, en général,
un seul.

Soit alors £, une quatrieme fonction automorphe de G, absolument
quelconque. On a

‘P(fnfa,f.a)ZO,
7.(fnf3afk)=o,
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$ ety étant des polynomes. Si /., /, et /i, liés par (9), sont donnés,
ces ¢quations en /, n’auront qu'une racine commune en général. Done
[y s'exprime rationnellement en [, /.. f,.

S maintenant nous remplacons 7/, par une fonetion quelconque,
invariante par G, se comportant dans II comme une fonction ration-

2T

nelle dee * et de v, on a la méme conclusion : done cette fonetion est
une fonction automorphe de G.
Done, en particulier (si q=1),

ou u(y) est une fonction doublement périodique de troisicme espéce
(de premiére si A = o), telle que

2T
. ‘{3;_)‘—“')

u(y +p8)=el ,
' 27h g g
lt(_)‘—l-—ﬁ"):e/“ PoY OtJ,

esl une fonction automorphe de G.

Kn combinant rationnellement ces dernieéres fonctions, nous avons
donc toutes les fonctions automorphes de G. Si ¢ > 1 (Chap. III, § 12),
on verra facilement comment se modifie cette conclusion.

5. Nous allons maintenant nous occuper d’un groupe discontinu
quelconque T, contenant G, et chercher I'allure en A des fonctions
autornorphes correspondantes.

Reprenons les variables £, n définies par (2). Une série ® quelconque
sera

x— 1\ 3k ] 2 \**[o(x,, y,)1*
ﬁ)("l'* .)/) = <_ I\/;‘ [> Z',R(&:r-q "]r') <— .Z‘,\/—Z- I) [ O((Im,zr))j' (/‘; 2))

R(&; ) étant une fonction rationnelle bornée dans (4).

Nous choisirons dans I' des substitutions P, P, ..., P;, ... telles -
que toute substitution de I" puisse s’écrire P”P; d’une maniére et d’une
seule, P étant la substitution parabolique & plan double de G. Faisant

alors d’abord la sommation par rapporta n, nous obtenons encore une
2T 2Ta 2qx

fonction Sz-<eT,y>, rationnelle en ¢ * , et nulle poure * =o ou = .
Ann. Ec, Norm., (3), XXXVII — AvriL 1921. 14
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Mais, dans la sommation par rapport a /, la convergence n’est plus
assurée que dans 'hypersphere principale. C’en est assez néanmoins
pour qu’on puisse affirmer que

P 3k 2mE
Oz, )= <‘1 ]_> 8 (\e “ 'V,),
— /2

27X
S étant holomorphe dans Phypersphére principale par rapport 4 e ”

imx
et y, ainsi que pour e * = o et y quelconque : pource dernier systéme
de valeurs, ® = o.

Nous déduisons de la, comme dans le cas particulier du para-
graphe 4, que, si le polyédre fondamental de T n’atteint I hypersphere
principale que par des sommets paraboliques ('), trois fonctions auto-
morphes quelconques de T" sont liées par une relation algébrigue.

Toutes ces fonctions automorphes peuvent s’exprimer rationnellement
au moyen de trois d’entre elles, [, [, /.

Si Pon se donne les valeurs de S Jas Juy liées par la relation alge-
brique correspondante

@ (J1, Jas f3) =0,

il leur correspond en général un point et un seul a l’intéricur du polycdre
Jondamental.

6. Nommons maintenant x, y, « ces trois fonctions f,, /,, f,; soit
(10) ‘ Sz, y,u)y=o0

la relation algébrique qui les lie, et soient X, Y les variables indépen-
dantes et XX, + YY, =1 'hyperspheére principale.
Considérons

. — /9(Z ) . x>z y) vy /02, y)
o =S e=aRh = Waed

comme des fonctions de « et de y. Nous pouvons former un systéme

(*) On a vu (Chap. III, § 3) un autre énoncé de cette hypotheése.
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complétement intégrable d’équations aux dérivées partielles

s’ re=ap-+bg—+c s,
§ = (.‘(.;.p"‘r- bg’/ -+ Cy S,

(12)

t=ayp+ byq + ¢33

dont z,, z, et =, soient les trois intégrales linéairementindépendantes.
Comme

05, 03, ) vo \ ’u 5y

gz ay )(2) o(_>

(—)—:E 0—;2 3y | = 3% ();‘ _():\—l—— Sl ____()(X. ) —1
dr dy o TN o, ) T
dzy 03, o(-) 0<-‘>

Jx 9y = d;/l %5

c¢’est-a-dire, comme ce déterminant est constant, il en résulte que ce
systetme d’équations aux dérivées partielles est de la forme

g r= ap -+lbg - cs,
s =—a'p—ag +c"z,

(l&l)

(= Up+dg+ca

Si 'on exécute sur X et Y une transformation du groupe, z,, 5., 5,
subissent une simple (ransformation linéaire; done, a, b, ..., ¢" ne
changent pas. Du reste, «, b, ..., ¢”, considérés comme fonctions
de X et de Y, se comportent en un sommet parabolique comme les
fonctions automorphes : ce sont donc des fonctions rationnelles
de x, y, u ("). v

On a ainsi un systéme dont les intégrales s’expriment en fone-
tions automorphes de deux parameétres X, Y au moyen des for-
mules (11).

7. Nous allons, maintenant, étudier les irrégularités du sys-
teme (13).
Nous ferons la convention préalable suivante : nous ne considérons

(1) M. Picard a déja considéré ce systeme d’équations aux dérivées partielles (Comptes
rendus, t. 98, 1884, p. 503; Acta mathematica, t. 1I).
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comme véritables points singuliers que ceux qui ne peuvent étre
rendus réguliers par le remplacement de & et de  par deux autres
fonctions automorphes ', -y du méme groupe, faisant partic d’un
systéme de trois fonctions ', y', « au moyen desquelles toutes les
fonctions du groupe s’expriment rationnellement.

Si'on pose

2]
—~
-

4]

on voit que

YA, _ )
d’l-——dh\/d(x,y) (/1,_,],:2, 3),

(', yh)
d(z, y)
invariante pour toute substitution du groupe, et ses singularités sont
de Ia nature voulue, ce qui entraine qu’elle est fonction rationnelle
de @, y, u, ou de &', ¥, «. Ainsi, quand on passe des variables x, y
aux variables ', ¥/, il faut, pour obtenir le systeme tranformé de (13),

remplacer = par
AR VLUCIN S,
Y=\ ST

Nous pouvons profiter de cette convention pour admettre, (out
d'abord, que @, y, wsont tels que la relation (10) qui les lic puisse
étre considérée comme 'équation d’une surface algébrique n’ayant
d’autres singularités qu'une courbe double avee des points triples, cés
singularités étant les plus générales de leur nature (*).

Les points ou u, et, par suite, a, 0, ..., ¢’, ne sont pas fonctions
uniformes de « et de v, c’est-d-dive les points ou le plan tangent & la
surface précédente est parallele a I'axe des u, ne doivent pas, d’apres
cette convention, étre considérés comme sin ffullcr

On peut en dire autant des points de la courbe double, ct des [)Ollltb
ol z ou ¥ devient infini.

Nous avons & voir quels sont, en dehors des points précédents,
les points ot z,, z,, 2, ne sont pas fonctions holomorphes de z et dey.

mais est une fonetion automorphe du groupe, car elle est

(') Cf. PicArD et SiMarT, Théorie des f(mcuous algébriques de deux variables indé-
pendantes, t. 1, p. 82,



SUR CERTAINES FONCTIONS AUTOMORPHES DE DEUX VARIABLES. 109

Ce sont les points oit X et Y ne sont pas fonctions holomorphes

/a(

o0 X. Y n'est pas fonction holomorphe

de x et de y, et ceux ou \
de XetdeY.
Ces deux catégories de points rendent

9, 2
X. ) 1)
avons donc & trouver les points pour lesquels cette circonstance se
produit, méme si l'on remplace x, vy par d’autres fonctions auto-
morphes, conformément a notre convention.

Or, ces points sont exclusivement les points de la surface (10) qui
correspondent, soit & un sommet parabolique, soit & un point double
de quelque substitution elliptique du groupe : en tout autre point, en
effet, on peut trouver deux fonctions ', »' telles que leur déterminant
fonctionnel ait une valeur arbitraire (). »

nul ou infini. Nous

8. Réciproquement, a (out point double de substitution elliptique
ou parabolique du groupe correspond un point ou une courbe singu-
liere du systeme (13).

Démontrons-le d’abord pour les points doubles de substitutions
elliptiques.

En un tel point, X et Y ne peuvent étre fonctions uniformes de 2, y,
puisque la substitution elliptique transforme, justement, tout point
X, Y voisin du point double en un autre point voisin du point double
et pour lequel « et y ont ]Ja méme valeur.

On peut répéter & peu prés la méme chose pour les sommets para-
"TL'\

boliques, en remplacant X par e * . Cette variuble n’étant pas, en méme
temps que Y, fonction uniforme de « et de y, la méme chose a lieu
pour X et Y.

Dans les deux cas, on peut voir directement que z,, =,, 5, ne sont
ppas fonctions uniformes de z et dey. Sil'on a affaire aun point double
de substitution elliptique, on peut se ramener au cas ol celle-ci est

(X, Y; Xe#, Ye'v);

(1) G. GirAvup, loc. cit., Chap. I, n® 37.
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alors z,, 5,, 5, sont multipliés respectivement par

i+ i2g—10) iah—o

3 3 3
e , € , ¢ ,

facteurs qui ne sont pas tous égaux a un.

Si’'on prend maintenant un sommet parabolique, on peut supposer
que ce soit (1,0, 1) et quune des substitutions correspondantes
soit (15) (Chap. I). Par cette substitution, s,, z,, 5, sont remplacés
par

35— 235,25y, 25 — S5 23y, 25— 232+ Ty3

done, ils ne sont pas uniformes.

9. Cherchons a préciser la nature des singularités du systéme (13)
aux points de vue suivants : sont-ce des points isolés (cela n’est pas
absurde, au point de vue ot nous nous sommes placés, et nous en
verrons un exemple) ou des courbes algébriques? Et, dans ce dernier
cas, quel est le genie de celles-ci? Enfin, quelle est I’équation fonda-
mentale déterminante de cette courbe singuliére, qui, nous le verrons,
est réguliere?

Prenons d’abord un point double de substitution elliptique de T
Supposons que, parmi les substitutions elliptiques qui admettent ce
point double, aucune ne soit & plan double pénétrant dans I'hyper-
sphere. Soit (X =0, Y = 0) ce point double.

Toute fonction automorphe est le quotient de deux fonctions @,
régulieres a I'origine. Suivant leur poids commun, celles-ci seront ou
non certainement nulles & I'origine. Il peut donc arriver que I'une
au moins des fonctions @, y, « soit indéterminée ecn X = Y = o : alors
a ce point correspondentsur (10)une ou plusieurs courbes unicursales :
ce sont les courbes singuliéres cherchées.

Si aucune des fonctions x, y, « n’est indéterminée, a 'origine
correspond un point détermin¢ de (10). Par ce point passent les
courbes

I(r,y)

o d(x, u) d(y, u)
I(X,Y) 7

I, Y) O Ty

comme par 'ovigine ne passe, par hypothése, aucun plan double de
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substitution de I’y ces courbes n’auront, dans le voisinage de X=Y =o,
aucun autre point commun i toutes trois; donc, il n'y a pas de plan
tangent (du moins unique) au point considéré : ¢’est un point singu-
lier de la surface (10). Remarquons, toutefois, que ce point ne fait pas
partie d’une ligne double : ce cas ne se présente done pas six, y, ©
sont choisis comme nous 'avons dit.

Du reste, si (10) n’a d’autre singularité qu'une courbe double avec
des points triples, il est évident que (13) ne peut avoir que des lignes
singulicres : en effet, en un point de (10), une des trois fonctions
x, y, u, la dernicre, par exemple, est fonction holomorphe des deux
autres ('); au voisinage de ce point, @, b, ..., ¢" sont donc des fonc-
tions uniformes de @ et de y; nous savons qu’alors les singularités
de (13) forment des courbes. ’

Partons d’un p()ipt (X, Y), voisin de X =Y =o, et allons par un
chemin continu de ce point & un autre transformé du premier par une
de nos substitutions elliptiques : le point («, ¥, u) décrit sur (10) un
circuit fermé, =,, z,, z, subissent la transformation linéaire corres-
pondant & notre substitution elliptique : donc, le circuit décrit par
(x, y, u) ne peut pas se réduire 4 zéro sans rencontrer de ligne singu-
liere; cette circonstance n’est pas due a la connexion de la surface (10),
car, si le chemin décrit par (X, Y) tend en tous ses points vers l'ori-
gine, le circuit décrit par (a,y, u) tend en tous ses points vers
I'ensemble des points de (10) correspondant & X =Y = o. Or, cet
ensemble de points se compose, au plus, d’un systeme de courbes
unicursales. De plus, on peut faire en sorte que tous les points du
circuit («, y, u) tendent vers des points d’une seule de ces courbes
unicursales; en effet, quand Y : X a une valeur donnée ¢ et que X tend
vers zéro, le point (@, y, ) tend vers une position limite dont les
coordonnées sont des fonctions rationnelles de ¢, peut-étre des cons-
tantes; on a ainsi un point ou une courbe unicursale de (10); ce n’est
que si, X tendant vers zéro, ¢ varie et tend vers certaines valeurs en
nombre fini, que ’on a d’autres points limites pour (z, y, u); or, on
peut bien supposer que les valeurs de ¢ correspondant au chemin

(1) En un point-pince, ce n'est plus vrai; mais on peut encore prendre deux paramétres
dont les valeurs, méme au poinl-pince, soient bien déterminées.
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déerit par (X, Y) restent, par exemple, fixes, et ne comprennent pas
ces valeurs particulieres; alors, les points limites de (w, y, w) appar-
tiennent & une seule courbe unicursale. Mais un circuit fermé tracé
sur une courbe unicursale pmlt se réduire i un point: done, il en esl
de méme du circuit décrit par (z, y, u) sur (10).

Done, & X =Y = o correspond au moins une courbe singulicre.
Mais & cette courbe ne correspondent, pour z,, z,, z,, que les puis-
sances d'une seule substitution linéaire. Par suite, si les substitutions
elliptiques de point double X =Y = o0 ne sont pas des puissances
d’une seule d’entre elles, on pourra encore trouver un circuit fermé
sur la surface (10), qui ne peut pas se réduire & un point sans tra-
verser d’autre courbe singuliére que la précédente; donc, il existe
dans ce cas une deuxiéme courbe singuliére unicursale correspondant
4 X =Y =o. En continuant ainsi, on voit qu’il y a un nombre de
courbes unicursales, correspondant 3 X =Y = o0, au moins égal au
nombre minimum des substitutions fondamentales du sous-groupe
de I" formé par les substitutions elliptiques de point double

X=Y=o.

Ces lignes singuliéres sont-elles réguliéres? Kvidemment, car
3,, 55, 5, Ne peuvent, d’aprés leurs expressions, avoir de singularités
essentielles.

Ramenons 4 la forme
(X, Y; Xei, YeiB)

la substitution elliptique correspondant i I'une de ces courbes singu-
lieres. Par une rotation autour de cette courbe, z,, 5,, z, sont simple-
ment multipliés par

%+ v 2o—f3 % 28— %
B . i I +omi i I + . A

A étant un entier provenant du radical cubique. Donc, les racines de
I'équation fondamentale déterminante relatlve 4 cette courbe sont
respectivement égales &

a+0B A o 2a—f 2 2f—a A

"ET e T3 T gr T3t = gy
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v, v étant deux nouveaux entiers, et A é¢tant maintenant complétement
déterminé, au lieuw qu’il ne 'était jusqu'a présent qu'd un multiple
pres de 3.

Si e = ¢%, on doit prendre comme intégrales fondamentales cor-
respondant a »,, r,, ry les fonctions z,, z,, 3, elles-mémes. Sie® = o8,
il peut se faire qu'on doive remplacer =, par 3, + g3,, g étant une
constante.

Montrons qu’on peut faire en sorte que

Pty [ . . ) o e iR
1SSy 95y )T (g==o0 si ==L eld)

ne soit pas constant sur la courbe singuliére : cela nous raménera i ce
cas simple étudié spécialement dans un autre travail (). Cette expres-
sion se réduit a

Xr=r (Y + gX)rrs,

Comme elle est finie et non identiquement nulle sur la ligne singu-
liére,

(ry—ry) (ri—ry) <o.

En modifiant, au besoin, « et 3 de certains multiples de 2w, la méme

expression devient
i =
XER(Y o+ gX) 7,

Il faut montrer que, (z, y, «) tendant vers un point variable de la

ligne singuliére, cette quantité tend vers une limite variable. Or, si
' _x
cette expression tendait vers une constante & *7 =~ o, il faudrait que,

pour
B

Y= — gX + £X*(1+ ¢),

plusieurs termes des fonctions © qui figurent au numérateur et au
dénominateur des fonctions @, y, u vinssent se détruire, de maniére
que les parties principales dépendissent de z. Or, si « ct 3 sont diffé-

(1) Ce travail n’est pas encore publié. On peut consulter : HorN, deta mathematica,
t. XI, XIV.
Ann, Ee, Norm., (3), XXXVIII, ~— AvRiL 1021, 15
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rents, les termes qui se détruiraient seraient, par rapport a X et Y,
de degrés différents; or, on sait qu’on peut foujours modifier les
coefficients de tels termes de maniére & empécher cette particu-
larité (*). Si, maintenant, « =3, la constance de (Y + gX): X mon-
trerait seulement que g a recu une valeur erronée.

10. Considérons, maintenant, les points d’un.plan double de subsli-
tution elliptique de T

Je dis que /le pl(uz double revient sur lui-méme par unc infinité de
substitutions du groupe. Nous pouvons nous ramener au cas ou le plan
double est

Y =o.
Ce plan ne peut pénétrer a l'intérieur d’aucun polyedre fondamental;

d’ailleurs, si 'un d’eux atteint le plan double, celui-ci en est une aréte
plane; car, si

(X, 'Y; X, Yeli/ﬂ\)

est une substitution elliptique de I' telle que toutes les substitutions
de T' qui ont le plan double Y =o0 en soient des puissances, elle
permet de déduire d’un polyédre qui atteint le plan double ¢ — 1
autres polyédres qui l'atteignent aux mémes points; 'aréte est non
apparente si ¢ = 2. Mais le plan double ne fait pas, dans toute son
étendue, partie du contour d’'un méme polyédre fondamental : car
autrement, celui-ci atteindrait "hypersphére principale

XXo+YY, =1
suivant une aréte & une dimension
Y —=o, XX, =1,
ce qui est impossible dans notre hypothése, Nous pouvons, pour le
méme motif, affirmer que l'aréte Y=o appartient 4 une infinite

~de polyédres transformés par T' du polyédre fondamental. Soient
P, Py, ..., P,, ... ces polytdres. Amenons-les tous, par une substi-

(1) G. Grraup, Lecons sur les fonctions automorphes, Chap. I, n° 37.
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tution de I', & coincider avec P, : Y = o viendra chaque fois coincider
avec une aréte de P, ; comme celles-ci sont en nombre fini, on trouvera
Pune d’elles une infinité de fois; dés lors, Y = o est transformée en
elle-méme par une infinité de substitutions de I', comme nous 'avions
annonce. .

Ces substitutions de I' sont alors du type

"eX+d eX+d)

/ 0 i
(X.Y aX+0b Yelt

Les substitutions
("\. aX —+ b
T eX+d
correspondantes forment un groupe de Poincaré IV, dont le cercle
principal est
XX, =.r.

Soient Ay, A, ..., A, les centres du polyédre rayonné P, et d’un -
“certain nombre de ses transformés P,, ..., P, ..., choisis de telle

thaniere qu’en les ramenant sur P,, Y = o prenne toutes les positions
possibles, et chacune de celles-ci une seule fois. Soient &, v les coor-
données de A,. Alors, on constate immédiatement que P, et ceux de
ses transformés que nous considéroms, pris ensemble, atteignent Y=o
suivant le polygone fondamental rayonné de 1" qui a pour centres £,
Eor v 80 (V). ’

Comme nos polyédres n’ont pas d’aréte & une dimension sur ’hyper-
sphére principale, I" est un groupe de la premiére, de la deuxiéme, ou
de la sixieme famille de Poincaré (?).

Comme en outre les sommets paraboliques du polygone fonda-
mental de IV sont évidemment des sommets paraboliques du polyédre
fondamental de T', nous pouvons ajouter que, si g n’est pas I'un des
entiers 2, 3, 4, 6, IV est de la premicre famille. )

Pour Y = o, nos fonctions automorphes se réduisent a des fonctions
de Poincaré de X, correspondant au groupe I'.

Soit p le genre de I'". Pour Y = o, @, y, u sont fonctions rationnelles

(Y) Celle propriélé justifie 'introduction des cenires muliiples dans la méthode du
rayonnement.
(2) PoINCARE, Ol ucres, L. 11, p. 128.
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de deux variables lices par une relation algébrique de genre p. Donc
x ety, par exemple, sont liées par une relation algébrique de genre p
au maximum ('). Le genre sera p exactement si, ce qui est réalisable,
A un systeme de valeurs de.a et de yne répond d’ordinaire qu'un point
du polygone fondamental de I'"; etalors u sera une fonction rationnelle
de et de v. Ainsi la courbe singuliére est alors

o(x, y)=o. w=1(x, ).

o

% étant de genre p, et Y élant rationnelle.

11. Supposons maintenant qu’un certain point, par exemple

X=Y=o,

soit situé dans le ou les plans doubles d’une ou de plusieurs substitu-
tions de T', et soit en méme (emps point double de substitutions sans
plan double (pénétrant dans 'hypersphére).

Alors, a chacun des plans doubles passant par X =Y = o, corres-
pond une courbe singuliére de (13). Si les substitutions 4 plan double
peuvent, par leurs combinaisons, engendrer toutes les autres substi-
tutions de point double X = Y =0, nous ne savons pas a 'avance s’il
existe d’autres lignes singuliéres, qui seraient alors unicursales,
correspondant au point X =Y = o. Mais, dans le cas contraire, le
raisonnement du paragraphe 9 prouve qu’il existe au moins autant
d’autres lignes singuliéres, unicursales, qu’il faut ajouter de substitu-
tions supplémentaires pour obtenir toutes les autres.

Par exemple, si toutes les substitutions de point double X =Y =o
sont des puissances de

7

( ﬁ_/ A7Tip
X, Y:Ne7, Ye r ),

ol p, ¢, r sont trois entiers, p et » étant premiers entre eux et ¢ et »
différents, 'une au moins de ces substitutions est & plan double; c’est
celle qu’on obtient en répétant la substitution fondamentale un nombre
de fois égal au plus petit des entiers ¢ et r. Mais on est certain qu’a

(1) Cf. Preano, Traité d’Analyse, t. 11, p. 498.
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X =Y = o correspond une courbe singuliére unicursale de (13), bien
que X =Y = o soit déja dans le plan double de la substitution
indiquée, plan auquel correspond déja une courbe singuliére de (13).

12. Il nous reste a considérer les sommets paraboliques. Supposons
de nouveau que I'hypersphéere principale soit

X+ X, +YY,=o.

¢t que le sommet parabolique A soit le point X =12, Y fini quel-
conque.

Alors, en ce point, x, v, « se comportent comme des fonctions
aTX -

rationnelles de ¢ # =T et de Y, A étant une certaine constante
positive.

Il faut étudier 'ensemble des points de (10) qui correspond
a T =o0,Y quelconque. '

En utilisant les fonctions ©, nous pouvons écrire

N a (V)17

r=0
X T=

’

S o)1

r=0

développement valable dans toute I'hypersphére. On verra, comme au
: . a (Y . -
paragraphe 4 de ce Chapitre, que f’-ﬁ-Y—; est une fonction elliptique de
0 .
périodes déterminées. Mais méme dans le cas ou la surface (10) n’a
d’autre singularité qu’une seule courbe double avec des points triples,
ces singularités étant les plus générales de leur nature, nous ne savons
pas a 'avance si cette fonction et les fonctions analogues relatives & y
et & u ne se réduisent pas a la fois & des constantes. Dans le cas ou
cette circonstance ne se produit pas, la courbe peut étre ramenée au

type

(14) o(ax, y)=o0, u="y(z, ¥)

ot la relation © = o est au maximum de genre un, et ou Y est ration-
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nelle. On connait des exemples effectifs de groupes de I'espéce quinous
occupe, comportant des sommets paraboliques, et dont le systeme (13)
correspondant n'a que des lignes singuliéres unicursales : le genre
peut done n’étre pas un. Ces exemples proviennent de la considération
des fonctions hypergéométriques de deux variables : leur étude a été
faite par M. Picard ('), et, & un autre point de vue, par M. Appell (*).

Mais ce n’est pas tout. Parmi les substitutions de point double A
peuvent figurer des substitutions elliptiques & plan double, ct des
substitutions paraboliques & deux points doubles. Soit

(15) [X, Y5 X =By Vo e (Y +£)] (95 )

une telle substitution. Considérons le plan

qui revient sur lui-méme par cette substitution. Si la substitution est
elliptique, c’est son plan double; & ce plan correspond une ligne
singuliére de (13), d'un type déja étudié. Si la substitution est para-
bolique, ainsi que toutes les autres substitutions de point double A
qui changent ce plan en lui-méme, je dis qu'on ne peut, sans donner
4 la surface (10) une des singularités exclues, admettre que , y, «
sont a la fois bien déterminés pour

(16) T=o, S

En effet, si (T, Y) est un systéme de valeurs voisin de celui-ci, notre
substitution parabolique le change en un systéme encoré voisin
de (16). Sia (16) correspondait un point unique de (10), nous pour-
rions done tracer sur (1o) une courbe fermée dont tous les points
seraient aussi voisins que l'on voudrait de ce point unique, et &

(V) Picsrbp, Sur wie extension aux fonctions de dewx variables du probléme de Riemann
relatif aux fonctions hypergéoméiriques ( Annales del’ Ecole Normale, »° sévie, L. X, 1881,
p- 305); Sur les fonctions hyperfuchsiennes provenant des séries Iy pergéométriques de deur
variables (Annales de I’ Ecole Normale, 3¢ série, t. 11, 1885, p. 357).

(%) AvpELL, Sur les fonctions hypergéométriques de deuxr variables (Journal de Mathdé-
matiques, 3¢ série, t. VIII, 1882, p. 173.
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laquelle correspondrait pour 3, z,, 3, une substitution linéaire déduite
de (15). Donc ce circuit ne peut se réduire & un point sans traverser
ane courbe singulitre, autre que (14) si celle-ci existe; car, si (14)
existe, une rotation autour de cette courbe en restant dans le voisinage
d’un de ses points revient & augmenter 'argument de T d’un multlple
de 2m, Y restant fixe, c'est-a-dire & tane subir & (X, Y) la substi-
tution’ .

(17) (X, Y; X+ mih, Y),

qui n’est pas la substitution (15). Donc une courbe singuliére autre
que (14) passe par le point unique correspondant & (16); mais ceci
donfie une contradiction, puisqu’au voisinage de (16), dans le domaine
principal, il n’y a de point double d’aucune autre substitution. Done,
en (16), 'une des fonctions @, v, uw au moins est indéterminée. On
obtient ainsi une courbe singuliére unicursale. .

a, v, u peuvent étre indéterminés encore pour d’autres valeursde Y,
T étant nul; on a encore des courbes singuliéres unicursales, aux-
quelles (‘(‘)1‘1’05pomlent pour z,, z,, 55, de simples multiplications par
une méme racine cubique de I'unité.

Supposons maintenant que I' ne compte aucune substltutlon para-
bolique & deux points doubles ou elliptique de point double A; ou que
ces substitutions ne suffisent pas 4 engendrer, parleurs combinaisons,
toutes les autres substitutions de point double A. Alors la courbe (14)
existe; on le voit en imitant les raisonnements déja faits.

Si, de plus, les substitutions elliptiques et paraboliques & deux
points doubles ne suffisent pas & engendrer au moins une des substi-
tutions P™P’, ou P est la substitution (17), m étant un entier arbitraire,
et ot P’ est une substitution parabolique donnée de T' ayant A pour
point double unique, la courbe (14) est de genre un. Si, en effet, elle
était unicursale, & la substitution P’ on pourrait faire correspondre une
courbe fermée qui pourrait se réduire 2 un point sans traverser d’autre
courbe singuliére que (14) et les autres courbes singuliéres déja
étudiées, ce qui est absurde par hypothése. Donc (14) est de genre un ;
le circuit fermé correspondant & P’ peut se réduire & 'une des deux
lignes fermées suivant lesquelles il faut couper (14) pour la rendre
simplement connexe. '



120 GEORGES GIRAUD.

- Quelles substitutions éprouvent z,, z,, =, quand 2, y, w tourne
autour d’une des courbes singuliéres que nous venons de rencontrer,
en restant dans le voisinage d’un point de celles-ci?

Pour la courbe (14), on a la substitution

(18) [51y 52y 335 W3y, 0 (5 + M 3), w3,

® étant une racine cubique de 'unité. Pour la courbe correspondant
a (16), on a la substitution

(19) [:,: 3y, 533 w3y, 0 (08 4+ 59— 5y 33), we 30 (Bs 4+ 54)];

si ’on fait une transformation convenable, celle-ci peut se ramener au
type '

(20) " [31, Ba, 533 031, 0(08; 4 5), we=3%3,].

[l nous reste & voir si ces lignes singuliéres sont du type simple, ou
les coefficients @, b, ..., ¢" sont les quotients de fonctions réguliéres
par le carré de ¢ (z, v).

Nous examinerons en méme temps si z,, z,, 5; ne sont pas les inté-
grales dont les développements sont prévus par la théorie de ces
systemes d’équations aux dérivées partielles.

Prenons d’abord la substitution (18). Si la ligne est réguliére, et
que z,, 5,, 5, solent ces intégrales, on a

S le[q(w,’)/)]azl(:ﬂ,y), 52_—A‘zllogcp(‘x’.)’)+[CP("E’),)]5Z2($*.)')3

(21) - .
‘ 5:;:[9(_'”»}’)}Y143(xa Y)s

A étant une constante, et Z,, Z,, Z, des fonctions réguliéres, non iden-
tiquement nulles pour ¢(a, y) =o0; les exposants «, B, y ont des
différences mutuelles entiéres; ce sont des fractions & termes entiers
de dénominateur 3.

Si B < o, nous avons i considérer

2B 27— no—f — X y—a Ya—f .
s [_,2{ EEF P = XT-*Y« f,

cette quantité, qui est finie et non identiquement nulle pour 9 =o,
doit n’&tre pas constante. Or, sur cette courbe, Y est variable, et X
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infini : donc &=+, et I'expression se réduit & Y*¥, qui n’est pas
constant; la ligne est de la forme indiquée.
Si 8 = a, il faut considérer

) mh . , . . .
car A == — . Cette expression étant finie et non identiquement nulle

sur la courbe, o = v; elle se réduit alors 2 Y, qui est variable; laligne
est encore de la forme indiquée.
Si B> «, il faut considérer

S3 %=y Y— s
— = Y g% 7,
2 ? :

~ Toujours pour le méme motif, « = y; I'expression est encore variable,
et la ligne est de la forme voulue.

Pawonb i la forme (20). La ligne singuliére correspond 2 Y = o,
X infini; elle est obtenue en posant

27 3,X -:7:{&._.\' 273X

Y= & Hoaye b A...+ae h

Bis Bas ooy P Gtant des nombres positifs croissants o, oy, ..., %po,
. 27X

des constantes, et «,, le paramétre variable; si e " tend vers zéro,

(x, v, w) tend vers un point variable de la courbe singuliere.

3, 5, 3, sont de la forme (21), mais cette fois o — {3 est entier,
tandis que = — v et 3 — v ne le sont pas; donc en particulier « == vy.

Ceci suffit & faive écarter I'hypothése B <o : car alors Xr—=Y=*-#
tendrait louwuzs vers zéro ou vers lmﬁm dans les conditions indi-
quées. '

Done B2 a. Mais alors ce qui prcccde ne suffit pas a indiquer si z,
y, u peuvent étre choisis de mambre que la lwne soit de la forme
simple considérée.

Enfin, si (2, y, u) est indéterminé pour X infini et pour une autre
valeur de Y que celles qui correspondent 4 une substitution (15), nous
neé sommes pas assurés non plus qu’on puisse trouver des fonctions

Ann. Ec. Norm., (3), XXXVII. — Avhiw 1921, 16
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automorphes (&, v, u) telles que cette singularite disparaisse ou soit
ramenée & notre forme simple.

DEUXIEME PARTIE.

FONCTIONS HYPERABELIENNES.

CHAPITRE V.
CLASSIFICATION. APPLICATION DE LA METHODE DU RAYONNEMENT
A CERTAINS GROUPES SPECIAUX.

1. Si dans un groupe hyperabélien I', qui comprend des substitu-
tions gauches, on met & partles substitutions droites, celles-ci forment
un groupe I, sous-groupe invariant d’ordre 2 de I'. A cause de cela,
nous porterons surtout notre attention sur les groupes de substitutions
droites.

2. La classification des substitutions droites, -
. ax+0 ay ‘+ 0’
(1) I\':cr—!—(/’ = c") 7’
z ¥ +a

owa, bye,d, a', b, c,d sont réels et olt

ad —bc==a'd"— V' ¢'=1,

est immédiate. Nous les désignerons sous les noms de substitutions
(HH), (HE), (HP), (HI), etc., selon que les substitutions linéaires
subies par x et par y respectivement sont toutes deux hyperboliques,
ou 'une hyperbolique et l'autre elliptique ou parabolique ou iden-
tique, etc. Il n’y a pas licu de distinguer, par exemple, (HE) de (EH),
car on peut transtormer par des substitutions gauches : il est donc
indifférent, pour la classification, que ce soit @ ou y qui subisse la
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(ransformation hyperbolique ; la méme observation s’applique aux
autres cas désignés par deux lettres distinctes.

Nous aurons plus loin & établir une sous-distinction dans le
type (HH). ' '

3. On peat faire provenir les groupes hyperabéliens des transfor-
mations semblables d’une forme quadratique quaternaire telle que

(2) XX+ Ty 2y

il suffit de poser

: 0 : X Xy &,
o — =T, —_—=— —_— Y
g ) x, x, O a "
pour faire correspondre & certaines substitutions de la forme (2) des
substitutions hyperabéliennes droites ou gauches (').

Nous emploierons souvent les variables homogénes x,, x,, @, @,
lices par la relation

("l) LNy = e X y== O

Pour ce qui concerne les points & I'infini, nous les définirons comme
des systémes de quatre nombres x,, z,, x,, ,, définis & un facteur
pres, liés par la relation (4), et dont le premier est nul.

Le domaine principal sera "

(x—a,) <o, (y—y) <o

Nous nommerons souvent les multiplicités

2 =const.,, ou y = const.,

des génératrices : ce sont, en effet, des génératrices rectilignes d’une
quadrique dont I’équation serait (4). La génératrice est réelle, si la
valeur constante de « ou de y est réelle; ces génératrices contiennent

aussi des points imaginaires.

(1) Cf., par exemple, mon Ouvrage : Lecons sur les fonctions automorphes.
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Les multiplicités cycliques ont pour équations

. " - - 12, . v o - . z 9 Zo42
(5 2l S @y yla 245, —1—l-',.o.:_@-r-d-_),(,;:;i-—i—‘bg,”__g-i— X0 |*)

V(2 Xy L1 T Taly g Xa L)

X (E g+ gl Eaks g+ 5005 =0
ou bien, s1 ,
7’;2 N E"» —_ N
_ L0 5T
(6) 1[(-77_5.)(1’0—:())(.)'—'{‘)(.)'o—"”o)

(2 — &) (2g—E) () —00) (Yo— )]
(2 —2) (y—00) (£ =) (n—ny) =03

“cette surface peut étre considérée comme le licu des points tels que

() S (z— E)-(‘ro"" Eo) +(x—E) (rg— L) + (= — ) (&:_C.o) chd =o,
(=) (Fe—00) + (3 —1y) (Vy— 1) + (¥ — ) (n —n,) ch &' =0,

quand ¢ et ¢’ varient de facon que
a(chdchd’ +1) + 2y =o.

Les équations (7) représentent deux cercles situés dans les plans des
variables complexes « et y : ce sont ceux qui s'introduisent dans la
théorie des groupes de Poincaré.

On peut aussi changer chd ou chd en — ché ou — ch?’; mais
alors (7) n’est plus, pour ¢ et ¢’ réels, située dans le domaine prin-
cipal.

4. Ceci fait suffisamment connaitre la forme de ces multiplicités
quand & et ) sont imaginaires. ' '
Supposons que (&, n) tende vers un point imaginaire de la multi-
plicité :

E—&=o,

. oz .. . )
et qu'en méme temps }'_(g_a_c(l_)_ tende vers une limite zy". Alors la mul-

tiplicité tend vers la multiplicité limite

(8) ‘”'Tn[(.)""‘ D (ve+20)+(y+1) (Jo—D]— 27" (x—2y) (y —r9) =0,
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en supposant que la limite de (%, 1) soit (o, 7). On peut considérer
cette multiplicité comme engendrée par la multiplicité & deux dimen-
sions '
(9)

\ xxy4 [h(z — 23) = o,
[ (=0 o+ 8) =+ (r+8) (ro—14) +2i(y —yo) chd'=o,

quand A et o varient de maniére que
l.eho'+ 4 '=o.

Ceei suffit & nous montrer la forme de la surface (8) : elle contient
toute la génératrice réelle 2 = o qui passe par le centre (o, 7). Cette
généralrice, comme toutes les génératrices réelles, est entiérement
située sur la surface

(2 —x) (y —2y) =0

A Pexception de celte génératrice, (8) est entiérement située dans le
domaine
(z=—y) (¥ —¥y) = 03
si A est positif et &' véel, (g) est dans le domaine principal.
Si maintenant le centre (£, ) tend vers un point réel, par exemple
(0, 0), de maniére que

'/(5 “50)('0 — 0y)
P .

tende vers une limite y”, la surface tend vers
(10) 222, Yy, + 7' (2 — 24) (¥ — Yo) =0,
lieu de la multiplicité & deux dimensions

| zxy+ ih(2—2) =0,

) Yo+ (¥ —yo) =0,

(o)

ol A et w varient de facon que

2l =9y";
sik et g sont positifs, (11) est dans le domaine principal, (10) n’atteint
la fronticre de celui-ci que le long des deux génératrices réelles x=o,
y = o, qui passent par le centre,
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5. Nous allons maintenant chercher les polyédres tondamentaux des
groupes formés des puissances d’une seule substitution. Nous cherche-
rons surtout & mettre en évidence les points exceptionnels de ces
groupes, c’est-a-dire ceux qui n’appartiennent ni au polyedre fonda-
mental ni & ses transformés, ou qui appartiennent & une infinité
d’entre eux.

On peut remarquer que ces points e\coptlonnels appartiennent
nécessairement a la multiplicité

(z—a9) (¥ —y0) = o.

Nous nous bornerons aux substitutions droites, et nous négligerons
les types (ER) et (El), qui ne donnent que des groupes finis.

6. Type (HH). — Comme on peut transformer la substitution fon-
damentale par une substitution arbitraire, nous la mettron sous la
forme

!,
(w?%—”) [ad =a'd'=1; (a« — d) (a'— d') # 0]

“ou, en coordonnées homogenes, sous la forme

(21, @y, Xyy T45 PLTyy PaZay Ty &gy 10T,
avec
ry=dd', ro=—=ad, ra=a'd, ro,=aa.

Comme on peut échanger x et ¥, ou changer z ou yen leurs inverses,
nous pouvons admottre que

[d]z|d | >
ou, par suite, que
]r1|>l/"2]_’:’lfjlr';,l>[/v,,i
les égalités |r,|=1 et |r,| =1 n’ayant licu que si |d|=d"|; alors
ra=ry,==1.

Le polyédre fondamental est I’ensemble des points pour lesquels le
minimum de certaines expressions

(12) | ri2 b=+ ry@aly—+ rjx by —+ rix B 2
A Pt @y 0Bt Pz 0 &y P2 o Ea+ TEX 06 |
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ot (&, 52, &5, &) recoit un nombre fini de systémes de valeurs, a lieu
pour n=o0. Les points exceptionnels sont ceux pour lesquels ces
expressions n’ont pas de minimum, ou bien atteignent celui-ci une
infinité de fois. ,

Or, si @, 2,5~ o, ces fonctions de » tendent vers + = quand n tend
vers == » : donc elles ont un minimum.

Supposons maintenant que |7, | 51 : nous avons laméme conclusion
sl = o0, 2,5 o (2, est alors nul); si x, = &, = 0, &, 5 0, comme
a, est encore nul, nous avons un point exceptionnel, qui est 'un des
quatre points doubles de la substitution. Si @, = 2, =0, nous avons
une génératrice, dont tous les points sont exceptionnels, et n’appar-
(iennent & aucun polyédre. En partant de 'hypothése 2, = o, on trouve
de méme la génératrice de points exceptionnels z, =x,=o. Il n’ya
pas d’autres points exceptionnels que ceux de ces deux génératrices,
qui contiennent les quatre points doubles et n’appartiennent a aucun
polyedre.

Si maintenant r, = r, = %1, les conclusions sont différentes.
Si iz, =0, x, ou x, est nul aussi; soil, par exemple, x,5* 0, x, = 0}
alors, quand n (end vers + oo, Uexpression (12) tend vers 2,5, |*;
et, si 7, == o, elle tend vers + oc quand n tend vers — o . Les points
exceptionnels de cette catégorie sont ceux pour lesquels I'expres-
sion (12) ne peat (omber au-dessous de 2|x,%,|*; or, pour », = o,
x, = 0, (12) devient

V2 \ T LN . s r ¢ ol PR oF
arita,a, o B8y 1y ry (2,0 + X0 Z2) (C183,0 + £1,088) - 222&2,98383,-

‘Les points exceptionnels sont ceux pour lesquels

E /'2" J'.hl*'!.,o;'jl El,() A e (L& g+ Ty 0s) (& :50‘1' '::1.,053 )Zo
quel que soit » entier; siryr, > o0, ce sont done évidemment les points
pour lesquels

(223,04 £4.022) (51200 E1,083) 20

on le voit en faisant tendre n vers —so. Ainsi les points exceptionnels
dépendent ici des positions des centres.
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Six, = o, ;== 0, on trouve de méme les points (els que
(@3 + a0 23) (5120 + E108) 20,

pourvu que 7,7, > o.

Si @, = o, on a des conclusions analogues.

Siryr, <0, on n’a de points exceptionnels autres que les quatre
points doubles que si &,5, , + &, &, ou &, &, + £, &, est nul; I'une des
expressions 5,5, 48,08, &8, + &,05, est alors nulle aussi; si les
deux premiéres sont nulles & la fois, il en est de méme des deux autres.

Dans ce cas ou r,ry= =1, deux des quatre points doubles appar-
tiennent & tous les polyédres; les autres points exceptionnels n’appar-
tiennent 4 aucun. Nous dirons que ces substitutions appartiennent au
type (HRH) spécial.

7. T'ype (HE). — Nous pouvons meltre la substitution fondamentale
sous la forme
(L ¥ jgﬁif————-:__—%;%g, -(%,Z> (@d'=1, d — d's o,  non multiple de =),
ou ‘
[, Ly, Lyy 245 7 (2,C080 + Z,38I00), r(— 2, 8inG + 2,€089),
r'(xzc080— ,sin0), 1 (xysing -+ a,coso)]

o

(r=d, rr=a).

La fonction & considérer pour le polyédre fondamental est

(13) | r'may(Eysinno + E,cosno) + 1"";1:2(53<:os)¢g —Esinng)
4 1ty (—E8inng 4 Zyc08ng) —+ 1t (£,c08n0 + Eysinna) |2
+ 1z g (Esinng +E,cosnQ) + 1ty ((Eycosne — I siung)

2

= rtayy (—Zisinng - Eyco8n) + rixy (S cosnw —+ Esinna) |2

On peut supposer que
[r>1.

Cherchons les points (z,, x,, x;, ,) tels que

(14) - | @y(&isinng — &co8ng) — 2, (£, cosng + £ysinng) |2
+ | @y o(Ersinno —Eycosng) — o, o (E;cosng + & sinno) |2

-

puisse prendre, 'entier ~ variant, des valeurs aussi petites que I'on
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veul. Nous pouvons, dans cette fonetion, remplacer nY par ng + 2mm,
m étant entier, de faqon que

A

0ZnNo +a2mn < 27.

Soient ¢; des nombres positifs tendant vers zéro quand ¢ augmente
indéfiniment. Soient n;, m; des entiers tels que (14) soit plus petit
que ¢; pour n = n; et pour m tel que

oZno+amm <o,
Quand 7 augmente indéfiniment, les angles n;2 + 2m;= ont au moins
un angle limite 0

0ZfSam;

si 'on remplace no par 0 dans (14), le nombre obtenu est la limite
des g, ¢’est-a-dire zéro. Done

(g Li—ay, Zy)sinfd—(zy L+, &)cosl=o,

— 24.052) 8ING — (&4, Ea 4+ 24 5,) cOs T = o.

(23,021

Par conséquent,

(@350 + 2,8y) (23,081~ Zh98a) — (23 E1— 2,5) (Zy05a+ X 0Ey) =0,

ou
(x325,0— Z3,0Z4) (5? + F:E)') = 0.
Si d’abord
) S 4El=o ou &= =ik,

les deux équations en 0 se réduisent a une seule

x3ba+ 2,y Eilry— a2,

tangf = . = g ;
° &yl — 2,Es ryEix,

comme ) doit étre réel,

et alors 0 est indéterminé : (14) est identiquement nul. Si maintenant

Xy &y — X3,0L:— 0,

. : /ot 7 IEPRN .
z,:x, est réel; mais (:70:,22 +x,%,) (0,5, —a,%,) doil étre aussi
Ann. Ec. Norm., (3), XXXVII. — M1 1921, ' R )
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réel; et comme &, ; £, est imaginaire, on a encore

3= X, = 0.

Done, les seuls points trouvés sont ceux de la génératrice ci-dessus.

Donc (13) tend vers + o avec n, sauf pour les points de cette géné-
ratrice; (13) tend encore vers ~+ o quand 7 tend vers — oo, sauf pour
les points de la génératrice

X = &y == 0.

Pour les points de la premiére génératrice, (13) tend vers zéro quand
n tend vers 4+ oo, sans d’ailleurs atteindre sa limite; on a un résultat
analogue pour la deuxiéme génératrice.

Donc, les points exceptionnels sont ceux de ces deux génératrices
réelles, comprenant les quatre points doubles; ils sont en dehors de
tous les polyédres.

8. Type (HP). — La substitution fondamentale peut s’écrire

(;r,y;x+1,9(7?/-> (@' d'=1, a' Fd")

ou '
[zy, @y, 23, 205 Py, 1(2)+ 2,), Pxy, 1 (—~ 25+ 23) ] (r=d,r=d);

on peut supposer
[7]>1.

Nous avons a considérer la fonction

[Pty (= b+ &)+ rmay G+ rrey (REy+Ey) + iy £
| Py o (— nE ) A1y o Ey 4 1" 2y, (RE 4+ Ea) + iy o5y |2
Elle tend vers -+ o quand n tend vers == 0, sauf si
i Xy= X4, == 0
ou s1

2y = Zy = 0.

Tels sont les points exceptionnels; ils sont en dehors de tous les
polyédres. :
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9. Type (HI). -~ La substitution fondamentale est
¥ o i
(ﬁ.y,.z d’\) (a'd=1.a=d)
ou
(@1 Xy Tyy Z4i Ty, 'Ly, ra,. ,~’1,-,’).
Le calcul est pareil a celui du type (HH) en faisant 7, =r,=r, ou a
celui du type (HE) en faisant ¢ = o. Les résullats sont aussi les
mémes. Les points exceptionnels

Ly =2y =0, Ly = X == 0

sont les points doubles; ils sont extérieurs & tous les polyédres.

10. Type (PE). — La substitution fondamentale esl

2 €08 — sino
Ly Yy ————————) r—+—x);
Z8Ing + cosy ~ /

sa puissance n, en coordonnées homogenes, est

(&g, Ly, 24, 2,7 2, COSNG ~+ 2y SINNG, — 2, SINNG -+ 2y COSNY,
— N COSNY — nX, SiNNY + X3 C0SNY — &, Sihno,

— nxy SINNY 4+ nX, COSRY 23 SINRY + xcosny).

On reconnait immédiatement qu’il n’y a pas d’aulres points excep-
tionnels que ceux de la génératrice

Z,=x,==0
qui contient les deux points doubles. Reste 4 voir si ceux-ci sont
exceptionnels. Nous avons a considérer la fonction
(13) | (2 Za+ @, & )cosno + (23 &— a2y Zy)sinng

| (@054 -‘La,otl) cosng -+ (& 0i1— 1’5,0@2) sinng|t

Remplacons ng par 0, ct cherchons quand elle est indépendante
de 0. Il faut et il suffit pour cela que

«’1’:;-7’:'2-*-.-7'4)’;1! ""! Ty o” -, n-xl - |~l'3~x‘“ 2, 5 I - Im3~.0£l_ J‘LQEQIZ_‘:O,
(3 Gat ey E)(20bi0— 24, 052,0) + (o3, 05",0 ",nEl &y G—xy &)
-—1—(1.,‘0: -t .Tr,,o."f;l)(.’l":; :‘:1,0"* £y 5 e -2 o+ Ty -x o)(‘l'ao - ‘rb.ogﬂ):('a
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ou que
(3&y,0— Ty Ty0) (5151,0 —Ealay) — (@y2y 0+ X3 0Ly ) (E1éay+ Cr,9da) =0,
(32 0+ 2302 ) (51810 1:25.2.,0) (@3 &y — Ty Tuyg) (1:152.0"" 51,052) —=o0.
Or,
- P - PR IR “ay 9 o
() Et,u“ E28a,0)+ (&18a0— S0 )2 == (ST 23) (&7 0+ 23,0)-

Si ce déterminant est nul, ¢’est done que £, = ==1%,, et, alors, les
deux équations précédentes sont des identités : donc, sile centre est
unique et a méme projection sur le plan des  que I'un des points
doubles, tous les points de x, = 2, = o sont exceptionnels et sont
sur tous les polyédres.

Si, maintenant, ce déterminant n’est plus nul, ces deux ¢quations

donnent
Ly X'y o= Ly Ly, ) = O, Xy Ty,0 T L3024 == 03

comme x, =z, =0, &, et &, ne sont pas nuls ensemble; done, le
déterminant de ces deux ¢équations linéaires en o, et z, est nul :

x5+ X7 ,=0 ou x, =iz,

Cela signifie qu’on est en P'un des deux points doubles : done, ces
deux points doubles sont exceptionnels et appartiennent & tous les
polyédres. ‘

Qu’arrive-t-il quand la fonction (15) n’est pas indépendante de 0,
¢’est-d-dire quand & + &} et 2] + 27 sont différents de zéro? 1l faut
distinguer deux cas, selon que ¢ : = est rationnel ou non.

Si ¢ :w est rationnel, (15) ne prend, quand n varie, qu'un nombre
limité de valeurs : done, elle a un minimum, atteint une infinité de
fois: tous les points de la génératrice a, = -, = o sont exceptionnels
et appartiennent b une infinité de polycdres.

Si o: = est irrationnel, remplacons »o par la variable continue 0.
La fonction atteint son minimum et son maximum pour

tang2§ — (B3 23,0 — 24 Z4,0) (E1 80,0+ E1.082) = (L3200 + X3,024) (G181, — S2n.g)
eV —— . 7 1 e -V (£, 8 L oZa)
(Z3%5,0 — X4 &40 (E11,0— Eaba0) — (3 L+ Ty, 1) (E1 a0+ E1,060)

Si x, et z, sont tels que le minimum soit atteint pour O = no + k=,
n et k étant entiers, il y a un minimum, atteint une fois et une scule
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quand = varie : pour chaque valeur de » nous trouvons ainsi une
circonférence, passant par les points doubles, et dont les points autres
que les points doubles et qui correspondent A un minimum (non & un

maximum) ne sont pas exceptionnels. Larégion oul'on a un minimum
est celle ol

—[ (wyg,0— 20 24,) (Elil,o — 5 Zay)
— (.173 LZ“,',“ —+ Xy gLy, ) ( :C:i 22,() -+ ::?l,(] 52 )l cosan ?

+ [ (s g—a, 2i) (51&2,0“" 052 )

(g g+ Ty g2 ) (8810 22 Zag)]Sin2ng <o

c¢’est la portion de la premiére circonférence intérieure a un certain
cercle; les points d’intersection sont les points doubles. Ces portions
de circonférences forment un ensemble partout dense sur la généra-
(rice x, = .r, = o. Les points qui ne sont sur aucune d’clles sont tous
exceptionnels et n'appartiennent & aucun polyédre : car, » variant, la
fonetion (15) reste toujours supérieure a sa plus petite limite. Dans ce
dernier cas, le polyedre fondamental a une infinit¢ de faces.
LL. Type (PP). — La substitution fondamentale est
(roys x—+1,y+¢) (e ===1).

En effet, on sait qu’en transformant la substitution linéaire parabo-
lique & une seule variable

f ax+ b
(J, m) ((l(l'— /)b—-— l)

par une autre substitution linéaire

o+ B N .
<|l'; ?_—'i\') (.7.0 — {3'/:]).
7w+ o

on peut ramener la premiére & un seul des deux types
(@:w + 2) (e ===%=1).

(Ontrouverades calculsanalogues dans ma Thése, Chap. 11, §§ V11 4 XI.)
Ici cela nous donne donc

(v, ¥; 2 +¢€, 3= 1),
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qu'on ramene au type indiqué en le remplacant, au besoin, par son
inverse. in coordonnées homogeénes, sa puissance n est

(L) Loy Ly, Xy Xpa RE 4 Xy, — ENT | T Xy, En - Enw,— R+ Xy ).

On a done & considérer les minima de

(16) |y (eniiFenie— niy+5,) + .0y (—eni, 4= 4y)
“+ .y ( nEy - Ey) -y, CII)

=+ | 'L'I,()(E”-zil ~+ 3"'52’;‘ né;+ £) 4+ 2y (— eng+ %)
' 2 ( 4G by g5

On (rouve immédiatement que le seal point exceptionnel est
2y T= g T '3 == O, Ly O

c’est le point double; il appartient & tous les polyédres.

Le polyédre fondamental atteint la frontiére du domaine principal
en des points aussi voisins que 'on veut du point double. Car, si
'on considére 'une des généralrices qui passent par le point double,
par exemple

&y == a9 == 0,
on trouve pour points du polyédre fondamental ceux qui satisfont & la
condition

T R [ - oy . Lo -
w3y 081810 > |y 2y, (E08ey 4 Er0ba) + (s g+ 2y 0 24) E48) 4 |-

Or, si a, =1, on peut choisir la partie réelle de 2z, de maniére que le
second membre soit nul : alors la condition est satisfaite; ensuite,
on peut prendre la partic imaginaire de o, aussi grande que l'on
veut, ce qui donne des points aussi voisins que 'on veut du point
double.

Observons, ensuite, que les points assez voisins de ces derniers
font, en général, partic du polyedre fondamental, de sorte que la
frontiére du domaine principal est coupce par ce polyedre, au voisi-
nage du point double, selon une multiplicité & ¢rois dimensions. En

effet, soient
x, = da,. Ty — 1y, Ty, Xy

les coordonnées d'un de ces points ot A est un nombre complexe aussi
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petit en valeur absolue que I'on veut. Quand % est différent de zéro,
deux cas peuvent se présenter selon son argument :

1° La dérivée de la fonction (16) de la variable continue n peut
n’avoir qu’une racine; alors, pour n entier, le minimum est atteint
pour la méme valeur de n que quand 2 = o, ¢’est-d-dire n = o;

2° Cette dérivée peut avoir trois racines; deux d’entre elles tendent
vers 'infini quand X tend vers zéro, et si

1= pets, > o,

on vérifie que leurs parties principales sont

— 3¢ coso == y/gcosio — 8
S

Dés lors, sauf peut-étre pour des valeurs particuliéres de ¢, la fonc-
tion (16) prend, pour ces deux derniéres racines, des valeurs qui
augmentent indéfiniment quand p. tend vers zéro; le minimum cor-
respond donc & la troisiéme racine. Si n est entier, le minimum est
done encore atteint pour » = o.

12. Type (PI). — La substitution fondamentale est
(2. 73 @,y +1);
sa puissance n en coordonnées homogénes est
(Byy gy Lyy X4t Ty, Ty, — NT| = Xy, RTH 4 .I';)‘.

Les points oxcoplionhels sont les points doubles x, = o, = o, ils font
partie de tous les polyédres. Si @, =1, et si x,=a est récl, et si
2, = A, x, == — Az, on vérifie que la'partie imaginaire de A ne figure
pas dans les inégalités qui définissent le polyédre fondamental. Donc,
la frontiére du domaine principal est atteinte, au voisinage des points
doubles, selon une multiplicité a trois dimensions.

13. En résumé, si « ou v subit une transformation hyperbolique,
les points exceptionnels sont un systeme de deux génératrices réelles,
comprenant les points doubles, et situé en dehors de tous les
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polyédrés; il 'y a exception que pour le type (HH) spécial, qui est,
de tous ces (ypes, le seul ot les multiplicateurs de la substitution
linéaire subie par @, x,, 2y, @, ne sont pas tous différents de un en
valeur absolue.

Les substitutions des types (PP) et (PI) n’ont pas d’autres points
exceptionnels que les points doubles, qui appartiennent 4 tous les
polyedres. Le polyedre fondamental coupe la frontiére du domaine
principal, au voisinage des points doubles, selon une région a (rois
dimensions.

Enfin, les substitutions des types (1) spécial et (PE) donnent lieu
a des circonstances plus compliquées.

®

CHAPITRE VI.

SOMMETS BT ARETES PAR ABOLTIQUES.

1. Tutorime. — St tous les points- frontiéres du domaine principal
sont singulters pour une certaine fonction @ (x, y) théta-hyperabélienne,
de groupe I, aucun polyédre fondamental de Y n'a de face sur la fron-
tiere du domaine principal.

La démonstration ressemble beaucoup & celle du théoréme corres-
pondant du Chapitre III. :

On va voir que, si un polyédre fondamental a une face sur cette
frontiére, toute fonction © peut se prolonger analytiquement i (ravers
cette face. '

Nous ramenons, pour la formation des fonctions ®, le domaine
principal a distance finie. Nous supposons donc que celui-ci est défini
par les inégalités

22, <1, Pre<r,

x ct y subissant séparément des substitutions linc¢aires, avec, au
besoin, permutation de ces variables, si I'on considére des substitu-
tions gauches.
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Supposons que le polyédre fondamental ait une face sur la portion
~de multiplicité
{exy—1) (yry—1)=o0

qui limite le domaine principal. Soit B un point de cette face, pour
lequel on peut admettre que

TG =1, Yyo.<<T.

Soit

. , &k
O(x. ¥) == SR(2y ¥a) [%(I—:—%—"’l] (hZ2)

une fonction @ du groupe. Il nous suffit encore de démontrer que les
O(xu, ¥n)
(@)
trer dans une hypersphére de centre B et de rayon e assez petit.

Pour cela, nous considérons la fonction F définie, pour chaque
couple de points (x, v; &, 1), par I'égalite

infinis de R(x,, y,) et de ne peuvent, quel que soit n, péné-

(zry—1) (1 — &, ot (yyo—1) (1 —0my) .

|2Zy— 1] [yng—1]?

FF=1le plus grand des nombres

F est évidemment invariant par le groupe. Considérons la multi-
plicité V
F=a,
olt « est positif, et ot £=%n=o0: si a est suffisamment petit, les
~infinis de R(x, ¥) sont tous extérieurs & V, ¢’est-a-dire situés dans la
région ~
F> o
B est, au contraire, intérieur a V. Il suffit donc, comme au Cha-
pitre 111, de démontrer que la plus courte distance de B aux trans-
formés V, de V par le groupe reste, quel que soit n, supérieure & un
nombre fixe . |
On commence, encore comme au Chapitre III, par remarquer que
les transformés de £ = v = o n’ont pas B pour point d’accumulation :
il n’y a pas & revenir sur ce point de la démonstration. Soit S une
hypersphére de centre B ayant a son extérieur £ =»n = o et tous ses
transformés. -
Considérons maintenant la fonction F des parties réelles et imagi-
Adnn. Ec, Norm., (3), XXXVIIL. — Mar rg21, 18
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naires de x, y, £, v, ot (%, v) varie sans aller & 'intérieur de S nia
Pextérieur du domaine principal. Je dis que, si (., y) est situé¢ dans
une hypersphére 8’ de centre B et de rayon assez petit, I est continu.
En effet, F n’est discontinu que si z%, — 1 ou y7,~~ 1 s’annule. Mais
on peut supposer que dans tout &

Yyo<<T.
Alors y, — 1 ne s’annule pour aucun point (%, 1) du domaine prin-
cipal. D’autre part, si B est, par exemple, le point x =1, y =0, on
voit 2, — 1 ne s’annuler que pour des points (&, 7) intéricurs 4 S dés
que  est assez voisin de 1. Donc S’ existe.

Done, F est continu pour (%, 1) non intérieur & S ni extérieur au
domaine principal et (@, y) intérieur & 8’ : ce domaine de variation C
étant fermé, la continuité est uniforme. Or, quand (., y) est en B,
F = o quels que soient £ et 7. Done, si la multiplicité
(1) F=oao
pénétre dans C, la continuité uniforme entraine que, sur cette multi- .
plicité et dans C, la distance de (, y) & B reste supéricure & un mini-
mum ¢, indépendant de (&, 7). Comme < est plus petit que le rayon
de ', eest inférieur a la distance de B aux points de la multiplicité (1)
qui ne sont pas dans C.

Mais les 'V, font partie des multiplicités (1) : donc ¢ est le nombre

dont nous voulions prouver existence.
()(‘l.ﬂ| ,),ll),

Une démonstration toute pareille s’applique aux infinis de o)

qui sont les transformés de la multiplicité & Pinfini.
Notre théoréme est démontré.

2. Tutonims. — Si le polyédre fondamental rayonné alteint la fron-
ticre du domaine principal une aréte a une ou a deux dimensions
commune a une infinité de transformes du polyédre fondamental, cetle
aréle est entierement située sur une méme géneratrice réelle.

En effet, supposons qu’il existe sur une telle aréte deux points Bet G
non situés sur une méme génératrice réelle.

Les polyédres dont une face passe par B ont tous un de leurs centres
situé sur une multiplicité passant par B et n’ayant pas d’autre point
commun avec la frontiére du domaine principal que ceux de la
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génératrice réelle (si B est imaginaire) ou des deux génératrices
réelles (si B est réel) qui passent par B (Chap. V, § 4). Le point C
introduit une multiplicité analogue. Ces deux multiplicités n’ont, par
hypothése, aucun point d’intersection sur la frontiére du domaine
principal (*). Or sur cette intersection se trouvent une infinit¢ de
centres de polyédres : on a donc une contradiction, méme si le
polyédre fondamental a plusieurs centres (en nombre fini).

Done, B et C sont sur une méme génératrice. Si aréte a des points
imaginaires, elle est donc tout entiére sur une meéme génératrice
réelle. Si elle n’a que des points réels, il en est de méme, car les
secondes génératrices qui passent respectivement par B et par C n’ont
aucun point commun.

3. CoroLLAIRE. — SU quelque fonction O (x, y) correspondant a un
groupe B8 admet la fronticre du domaine principal comme coupure, et
st le polyédre fondamental rayonné P de T' n’a qu’un nombre fini de
Jaces, P ne peut atteindre la frontiere du domaine principal que par des
sonunels ou par des arétes entiérement.situées sur une méme genératrice
reelle. _

Car, P n’ayant pas de face sur celte frontiere, chacune de ces arétes
est commune & unc infinité de transtérmés de P.

4. Dans ’hypothése du paragraphe précédent, tout sommet ou toute
aréle de P situé sur la frontiere du domaine principal est changé en
lui-méme par une infinit¢ de transformations de 1' formant un
groupe G.

Cela ne veut pas dire que.les arvétes soient changées en elles-mémes
point par point. .

Si l'on fait correspondre & chacun des éléments du cyele dont fait
partie ce sommet ou cette aréte un polyvedre Py (b=1, 2, ..., m)
transformé en P par la substitution qui amene cet élément du cycle &
coincider avec ce sommet ou avee cette aréte, le polyedre fondamental
rayonné de G qui a pour centres ceux des Py a mémes faces passant
par ce sommet-ou par cette aréte que 'ensemble des Py, La démonstra-
tion est la méme qu’au Chapitre II1, paragraphe 5.

(1) Ceci est inexact si B et C sont véels; dans ce cas. on ajoule un
troisieme point. '
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Cas ou I’ atteint le domaine réel.

5. Si P atteint le domaine réel par une aréte A, celle-ci est & une
dimension, puisque & ou ¥ seul'y est variable, et reste réelle. Je dis
que, sur cette aréte, il y a un sommet réel.

En effet, A est transformée en elle-meéme par quelque substitution
de G. Si ce n’est pas point par poin(, la proposition est évidente, la
partie réelle de la génératrice qui porte I'aréte ne faisant pas tout
entiére partie de P.

Si A est transformée cn elle-méme point par point, ce ne peut étre
que par une substitution du type (PI) (Chap. V, § 13); et toutes les
‘substitutions de ce type qui changent A en elle-méme sont des puis-
sances de 'une d’entre elles. Mais alors A est changée en elle-méme
par d’autres substitutions, sinon P atteindrait le domaine réel par une
aréte & deux dimensions. ' '
~ Doncily a toujours un sommet récl.

6. Placons-nous donc dans le cas ot P a un sommet réel A, appar-
tenant ou non dune aréte réelle. G sera le sous-groupe dessubstitutions
droites de I' qui ont A pour point double.

Les substitutions de G appartiennent toutes aux types (PP), (PI) et
(HH) spécial (Chap. V, § 13).

7. Nous supposerons d’abord qu’il n'y ait pas de substiiution duw
type () spécial. Alors, si A est le point
r=o, o Y=,
les substitutions de G sont toutes de la forme
(z, 55 @+ I,y + £),

ol & et £ sont deux nombres réels.

G ne se réduit pas aux puissances d'une de ces substitutions,
sinon P atteindrait la frontiérc du domaine principal par des régions
i trois dimensions.

D’autre part, pour toutes ces subslitutions-autres que la substitution
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identique, A+ £* reste supérieur 3 un wrtdm minimum, sinon G ne
serait pas discontinu.

D’autre part, 2* + £* alteint son minimum pour quelque substitu-
tion de G; car, pour les substitutions de G de paramétres (A, £) et
(%', k), les différences A — A" et £ — k& ne tombent pas 2 la fois au-
dessous d’une certaine limite : et, si le minimum n’élait pas atteint,
il serait possible de trouver deux substitutions de G pour lesquelle'
ces différences, sans étre nulles ensemble, sexa1ent 4 la fois aussi
petites que 'on voudrait.

Soit (A*, ) la substitution pour laquelle A* 4 £* est minimum; soit
(A7, k") la substitution qui n’est pas une puissance de (2, &) et pour
laquelle /2% + %% atteint le minimum correspondant aux substltutlons
qui ne sont pas des puissances de (&, £").

Alors (mh’ + nh", mk' + nk") est une substitution de G, quels que
solent les entiers m et n; je dis que c¢’en est la substitution générale.
En effet la forme quadratique en m et n

mAE(R2 = K2 amn (WL 4= K KT) + n2(R"2 KT

est réduite. Si (4", £”) appartenait & G et n’était pas de la forme indi-
(uéc, on pourrait, en résolvant les équations

mh' + nh" = n",
mhb' 4 nk" = k",

et en remplacant les valeurs de s et de n par les entiers les plus
voisins, en déduire Uexistence dans G d’une substitution ou 4 et £

.. e s . AR L
seraient inféricurs ou égaux en valeur absolue & ———— et &
Jel 1 | e
—LllL]— done 2 + 42 serait inférieur a ~

e L e Vo W Y e
) 4 2 4
Mais

(I/llll”l —+ l/\’/l”] ’"+/”)(/1"2—i—/i'/2) —(]/l//‘.”[_lh”/‘JI )2;

donce
AR 4 | KT | S 02 4 R
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Si ¢'est U'inégalité qui a lieu,
bﬁ_}__ A2< /l/,2+ /\.//u_v

pour notre substitution : ce qui donne une contradiction avec les
définitions de (%, k) et de (%', k), Si c’est I’égalité qui a lieu,

R k= o 7,
I Ill A‘Il l o l ]l”/.,:/ I;
done
n'

R

LA

d

=1;

par suite, (A7, k") n’étant pas une puissance de (4, £), cette substi-
tution ou son inverse se réduit & (A, — £'). La troisitme substitution

; . , . . /l /” /‘J /l,.// . . .
doit se réduire a <i K l_fjl : l, =+ | ‘TI I); elle coincide donce

avec une des précédentes ou avee son inverse, ¢e qui est encore une
contradiction. Donc toute substitution du groupe G est de la forme

(o, y5 &+ mh - nh", y - nk 4 nk").
8. Formons le polyédre fondamental rayonné¢ P de G. Nous avons a
étudier les minima de

[ [(mA" = nh") (mh' <= nh" Ve (k' 4= nk") oo — (mA 4 nh") e+ £, ]
A 2y [— (k" = nk)E A By g [(mA - n ) E By ] -y |
+ | xg [(mh = ") (mh" 4= 0k E 4 (MK = nk" )y — (mb 4 nh") e+ 2, ]
= 2y o[ — (K n k") e &) @ g [(me 4 n ) L] -y By P

En quels points ce polyedre atteint-il la géncratrice réelle

Xy = Zy=0"7
Nous avons & considérer

(x7)  Nas[(mh' 4+ nh")E 4 ) + 0,2, [P | 2y g (mh ~ nh7 )2+ 23] +- J"'*,D:’-:llz'

Si A1 I est irrationnel, je dis que cette génératrice est atteinte, au
voisinage de A, par des arétes & unc scule dimension. En effet, le
polynome du second degré par rapport  la variable réelle A

1'2’15(7“:?1 -+ :-2) -+ 1”451 '2 —+- I:;.u()‘zl -+ 52) -+ a‘k.uil Iz
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atteint son minimum pour

s A £ 20y 4
ho— e 2381 (25,089,0+ XigSrg) +
[lirs-’l’:;,nélg.u

les termes non écrits du numérateur se déduisant du terme écrit en
permutant les variables « et les variables £ avec leurs conjuguées de
toutes les m(mwre@ possibles. Siz, 1 x, est tel que 7 soit de la forme
mh' + nk’," nous avons un point d’'un des polyedres {ransformés
de P. En particulier, pour m = n = o, nous trouvons le cercle

.o _ - ) N—
(E18a.0+ E1,082) Dy Ty 2181, (23240t Ty9 25 )= 0.

Si A n’est pas de cette forme, le point n’appartient & aucun polyedre,
la fonction (17) restant supérieure i sa plus petite limite. Nous avons
bien des arétes 4 une dimension.

Or je dis que c’eést impossible. Cette aréte devrait en effet étre ¢rans-
formée en elle-méme par quelque substitution de T. Celle-ci devrait
transformer en elle-méme la génératrice x, ==a,=o0 entitre. Elle

serait donc d’un des types (HH), spécial ou non, (HE), (HP), (HI),
(PE), (PP), (PI). Or les types (HH) non spécial, (HE), (HP), (HI)
dmvent étre écartés, parce que les points doubles seraient en dehors
de tous les polyédres, et A est un de ces points doubles pour la substi-
tution ou pour son carré. Le type (PP) n’a qu'un point double et ne
peut convenir. Restent les types (PE), (Pl), (HH) spécial. Or la
substitution du type (HH) spécial devrait avoir A pour point double :
elle n’existe donc pas par hypothese. Quant a celle du type (PE) une
de ces puissances serait du type (PI).

Il suffit donc de montrer que le type (PI) est impossible aussi. Or,
s’il y avait une substitution S de ce type, elle serait de la forme

(2, y; 2.y +1)
ou de la forme
- (Z, 752 +1,¥),

car A en serait point double. Mais la premiere de ces formes ne
convient pas, car, par les puissances de S, tous les points de la géné-
ratrice seraient conserveés : la génératrice serait atteinte par une région
a deux dimensions, ce qui n’est pas. La deuxiéme ne convient pas non
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plus, car notre cercle devrait avoir un seul point réel A; or il en a un
autre. - ,
Donc il n’y a pas d’aréte & une dimension aboutissant a A.
Donc A’ : A" est rawonnel (peut étre infini). De méme £ : 4" est
rationnel.
Soil
n' P
T
p et g étant des entiers premiers entre eux. Soient « ¢t B des entiers
tels que '
ap+Bg=1;

on peut remplacer S’ = (%', #) et S"= (A", k") par S*S"# et §"~18"7: ce
qui revient a prendre A’ =o.

On trouve immédiatement que les génératrices réelles passant par A,
T, = X, =0, X, = Xy == 0, sont atteintes ['une et I’autre par des régions
a deux dzmenszons au voisinage de A r’ayant pas d’autre point réel
voisin de A que A lur-méme.

9. Supposons maintenant que G comprenne une substitution S du

(HH) spécial.

Si A est encore le point

cette substitution est de la forme
(2, y3rz—+b,r'y+10) (rr'=1,r>r1)

et, par une transformation hyperabélienne conservant A, on peut la
ramener & la forme
(@, y; re, r'y).

Or G ne se réduit pas aux puissances de cette substitution. Car on
trouve quesiz = y = g, g étantréel, lafonction de la variable continue’
positive ¢

gt
e=2|&-+ 5= —lgh+ 8% | »
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déduite de celle- qui donne le polyedre rayonné en vy remplacant 7
par ¢, a une dérivée doit une racine positive tend (dans certains cas)
vers une limite finie quand g augmente indéfiniment, les deux autres,
si elles existent, tendent I'une vers zéro, U'autre vers U'infini : ces der-
ni¢res son( alors de 'ordre de g ou de 1: g, et ne fournissent pas le
minimum. Le polvédre fondamental atteint done la frontiére du
domaine principal en des points voisins de A ef non situés sur les
génératrices réelles qui passent par A, ce lqui est absurde. Si aucune
racine positive ne tend vers une limite finic, et si

(E1Za0+ Eroc2) (G185, + Eir0és) =0,

on obtient [a méme conclusion que ci-dessus en prenant x = —y = g.

Si

rr poor g roE—
2182,0 7 21,0527 183,07 21,023 == 0,

la méme fonction a une scule racine positive, dont la limite est finie :
on est conduit & la méme absurdité. St enfin, par exemple,

£ E Eo - IR AT .
S1&2,0 21,082 =0, Z183,071 21,0237 O,

1
le minimum ‘est donné.par une racine de 'ordre de g*, ce qui donne
. | . 8
toujours la méme absurdité : @ et ¥ tendent encore tous deux vers
Pinfini pour le minimum, quoique avec des ordres différents.
I

Je dis maintenant que G renferme des substitutions du type (PP) ou
du type (PI). Soit en effet
(8" (r,y;ax+b,a'y-+10) (aad' =1)

unc substitution non puissance de S. Alors b ou &’ n’est pas nulj car
si b =b"= o0, G ne serait pas discontinu, ou bien les substitutions S
et S seraient des puissances d’'une méme troisieme; or 7 ne peul pas
s’approcher de 1 autant qu’on le veut : on peat done bien admettre
que b ou b’ n’est pas nul. Or

SS/'STI8 =[x, y; & + ' b(r'—1), ¥+ ab' (r —1)]
qui est du type (PP) ou (PI).
Je dis encore que G ne renferme pas de substitution du type (PI).
Car si, en changeant la notation, ‘
S'=(x, y; &+ I, y)
Ann. Ee. Norm., (3), XXXVII., -~ Mar igar. 19
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fait partie de G,
8188 == (&, 3y & + hrt, y)

en fait partic aussi : or si z tend vers — s, ¢’est une substitution infi-
nitésimale, ce qui est absurde. ‘

Done G comprend des substitutions du type (PP). Je dis qu’elles ne
sont pas toutes des puissances d'une seule d’entre elles. Car, si la
contradictoire a licu, soit

S=(z.yviaxe+ M, y+ L)
cette derniére Comme
S18'S =(x, ysx+A'r, y+ A1)
est du type (PP), il existe un entier o tol que
hr=eh', kK r'=oak',
ou que

e s
re=re= ooy

-

donc o =1, et S est la substitution identique, eontre hypothese.

Le méme raisonnement qu’au paragraphe 7 prouve alors que toutes
les substitutions de G du type (PP) sont des produits de puissances de
deux d’entre elles, S et

SI!: ( I‘, y; x+ /I,”..j/ +A,I(). .

Je dis enfin que toute substitution de G du type (HH) spécial est le
produit d’une puissance d’une substitution fixe S par des puissances
de S’ et de S”. En effet, soit

S"= (2, y; ax + b, d'x + 1)

une telle substitution. Choisissons des entiers m ot n tels que

Ian,‘m__ll < €}
on a

SmS”/nSIpS/lq: (.’L‘, y., rat e - b —l—pil"—l‘—f//l,", r//)zalny+ b’—&-- Pk,"*‘q]f”)-
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—-—
N

On peut choisir Iesentiers p et ¢ de facon que

! Vi
b pht + gir] < L

2

FAEaray

2

| &'+ pk'+ gk"| <

Cecl nous prouve que, & tendant vers zéro, les coefticients de

SmKhn 8P S"q

ont au moins un systéme de valeurs d’accumulation. On en déduit
I’existence dans cet ensemble de substitutions de deux substitutions
identiques, ce qui prouve en particulier que

I.III all -1

pour des entiers m et n non tous deux nuls; par suite, les quantités
telles que logr, loga sont toutes des multiples de Pune d’entre elles,
par exemple de logr. :
Alors il existe un entier m tel que 8”8~ soit du type (PP); done
8" = 818",
C. Q. F.D.
Nous avons ainsi la forme générale 8”878 des substitutions de G.
Comme S—'8'S et S 8”8 font partic de G, il existe des entiers«, 3, v,
tels que
Wor=ali+phr",
= k! + @/l.ll’
- W =yh' 0ok,
K=y k' + o k",
r et sont done les racines de Péquation en s
(2 —8)(0—8)—- 5y =0
par suile,
~a 20y — .
%0 — Py =1;
de plus, 7 et/ étant véels et positifs,

o+ 0> a.
o

. . . N
10. -Récnproqumrwnt, donnons-nous quatre entiers «, ﬁ, ¥y © tels
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que
a0 — Py =1, 240 > 9.

Soient » ot 7 les racines de 'équation en s correspondante. Choisissons
a volonté des nombres 2/, K, &7, &7, tels que

" r—o Y/

— = = >
h' B r—0
/\’/ IJ_____ o _/
B T =3

Les substitutions
S =(x,y;rax, r'y),
' =(x, y; x+ R, y-+ L"),
S'"=(z,y;x-+ 1"y + L")

engendrent un groupe G dont la substitution générale est de la
forme $™S'*8"7, En'effet, comme
’

S'S = §8/«8"8, S"S = 8818”8,

on peut toujours, dans un produit de S, 8/, 87, amenér loutes les sub-
stitutions S au premier rang i gauche; alors il reste un produit de S’
et de S”, qui sont permutables.

En transformant le groupe précédent par une substitution quel-
conque de point double A, on a le groupe G le plus général correspon-
dant & ce point. Le seul effet de la transformation est de remplacer S
par

(e, y;rxe=+ b, r'y-+10",

b et & étant des constantes absolument quelconques.

11. Cherchons de quelle maniére le polyédre rayonné de G atteint
les génératrices réelles passant par A.
Nuus avons 4 étudier les minima de

|2 [(nA = ph") (k' 4= pk" )&y 4 (Rk 4= K"y P72y — (RR — ph")r'mEy 4+ £,]
+ r,[‘—(n/c’—%—p/c”)&—i— r'E - g [(nd! +plz”)q-,— rrEy ] a k2
4 {2 o[ (al == ph"y (nk' < pR"y ey (n k' pk"yr - (n/z +ph”)7 M+
Xy o[ (RA A PR ) 1 E ] o [(RA = phTYE A P E ]+ @ Ey R
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Prenons, par exemple, la génératrice
Ly == X'y== 0.
La fonction précédente devient
|yl 4 ph" e+ rmEy] 4 @ 5 2 |y o[ (rA == ph")e =+ rmEy ] +.~'l'&.051 :

ou

2

2y o] (R4 pI')E - 1
= (B4 0=+ 23,0 24) ) [(RA 4 ph") 2 =12 &g+ (A = pl)Ey o+ 17 Es 0] 6y |

= 2Z, 24 081 51,0-

Divisons par a;x,,, ce qui est permis si 2, =~ o, ¢’est-a-dire si nous
ne sommes pas au pointA; ou, ce qui revient au méme, faisons x;=1.
Nous constatons que les termes qui contiennent m, n, p ne changent
pas si 'on remplace «, par sa partie réelle : donc le minimum de la
fonction précédente, supposé existant, est atteint pour les mémes
valeurs de m, n, p que le minimum de celle qui s’en déduit en rem-
placant &, par sa partie réelle. Or notre fonction devient alors

a | (Rl 4= ph"YE 4 E 4 2y £y |2

Or cette fonction est toujours positive, car £, - £, est imaginaire. D’aulre
part, elle peut devenir aussi petite en valeur absolue que 'on veut,
car, 2 A" étant irrationnel, il existe des entiers n et p tels que

(nh! 4 ph" 4 2,)&,

soit aussi petit en valeur absolue que I'on veut; et I'on peut choisir m
de facon que 7 &, soit aussi petit en valeur absolue que I’on veut.Done
cette fonction n’a pas de minimum.

Donc les génératrices réelles passant par A ne sont atteintes
qu’en A.

12. Nous avons remarqué (n°3) que toute aréte réelle devait con-
tenir un sommet réel. Mais nous venons de voir (n° 8 et 11) que par
aucun sommet réel ne passent d’arétes réelles.

Donc il n’existe jamais d’arétes réelles.
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Cas ou I’ atteint la partie imaginaire de la frontiére
du domaine principal.

13. 1l est impossible que le polyédre fondamental alteigne la surface
(# —20) (¥ =)o) =0

par une aréle ¢ une dimension, aucun pointvoisin de celle aréte sur le
polyédre n’étant sur la surface, et les arétes du méme cycle jouissant de la
méme propriété.

Si unetelle aréte existait, elle serait transformée en elle-méme par
des substitutions de I', qui transformeraient aussi en elle-méme toute
la génératrice réelle contenant 'aréte. :

Supposons que la génératrice réelle qui contient Parcte soit

&Iy T= Xy 0.
Alors équation de Paréte est évidemment du type
ALy Ty 0+ /)(.L-';;‘lf_;’(,%— x:(,om-’») = O Ty g = 0,

a, b, ¢ élant trois constantes réelles. Cette équation est satisfaite par
deux points réels, car si 42— ac n’était pas positif; il n’y aurait pas
d’aréte.

Soit G Ie groupe des substitutions qui transforment I'aréte en elle-
méme. Parmi les substitutions de G, les unes échangent les deux
points réels de I'aréte, les autres les ont comme points doubles. Ces
dernieéres forment un sous-groupe G, invariant d’ordre deux du
groupe G

Amenons, par une (ransformation hyperabélienne, Paréte & étre

.L';,,'L]A—k— Ly o2y == 0.
Les transformations de G, sont du type
[rg, @y, 2y, @45 Py, Py, (b =+ 2y), 1 (— kg -+ 2,) ] (rr'==1)
ou, en coordonnées non homogenes,

(a, )3 7%, y — 7).
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G, étant discontinu, ces substitutions, qui sont permutables, sont des
produits de puissances de deux d’entre elles au maximum, comme on
le voit en imitant des raisonnements déja faits.

Nous avons & voir quelles conditions sont nécessaires pour que le
polyedre fondamental d’un tel groupe atteigne z, =x,=o0 de la
maniére indiquée. Nous avons & étudier les minima de

MY TN N - Jm o “man o2
| rimp ks + rpta P P g ey g2+ o o 5y

ou de
2 "/2"';’3’“3’;2524) Xy, 0+ (X324 + Xy 0T, ) (& L0+ Zl,n‘é?) -+ 2 "2'”;52":’;1Zl,n-"th.o’
(r, ') et (g, ¢") étant les ltiplicateurs des deux substitutions fon-
(r,r") et (p, o) ¢tant les multiplicateurs des deux substitutions fon
damentales; s’il n’y en a qu'une, il suffit de faire, par exemple,

Nous distinguons deux cas :

1° Si logp :logr est irrationnel, les seuls points de la génératrice
ui appartiennent & un transformé du polyedre fondamental sont tels
que o
Xy &y g it%l.u T
L3y Caca,0 !
Pour le polyedre fondamental méme, et sur notre aréte, nous ne trou-
vons que le point

)

E&‘
ce cas est donc 4 écarter.

2° Si logp: logr est rationnel, 7”p" est une puissance arbitraire p
d'un nombre R convenable. On est donc ramené aux minima de

T . ) v v or °opr t
aR2PEE g2y 250 (2320 0+ 23,02, ) (Eibayg T+ Er0ba) + 2RPPEE (220

Or le minimum est atteint pour une région a4 deux dimensions
de @, = x, = 0, savoir

Eaba oy @y g+ Eiéy 0@y @y g << R2E3E, 25 25,0 + R2 Eiki oy Zi o
EiEy pas s g+ Lk oy << R? Eabro sy 5+ R1PEE g2, 4.
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Donc notre arcéte, ou quelque autre du méme cycle, appartiendrait
a une aréte & deux dimensions située sur la fronticre du domaine
principal, ce qui est contre hypothése.

Donc il n’existe pas de telles arétes & une dimension.

L4. 1l est impossible que le polyédre jondamental attergne la surface
(. —2)) (¥ = yo) =0

par un sommet imaginaire, aucun point voisin du sommet sur le polyédre
r'étant sur la surface, et les sommets du méme cycle jouissant de la méme
propriété.
Nous pouvons admettre, si ce sommet A existe, qu’il ait pour coor-
données

A est point double d’une infinité de substitutions de' T, de la forme -

2 oS 4 sino
Z, )5

- ry—+nh r>o
—xsing +cosg’ ¢ > (r>o),

formant un groupe G.

Pour toutes les substitutions de G, r=r1; car, si r=£1, la substitu-
tion est de I'un des types (HE) ou (HI), et le poly¢dre fondamental ne
peut atteindre A. Il reste donc les substitutions

Z cos@ +- sihg :
Z, ¥ - sy 4+ A
\ — &S8Iiny -+ coso’ ¥

Si/k et A sontles valeurs du parametre A dans deux de ces substi-
tutions S et ', 2+ A/ sera la valeur correspondant 4 SS’. Donc les /4
sont tous multiples de 'un d’entre eux, sans quoi G ne serait pas dis-

~continu.

En faisant une transformation convenable, nous pouvons admettre
que A =1 pour une transformation de G, et que % soit entier pour
toutes les autres. -

Plusieurs substitutions de G peuvent-elles correspondre 4 la méme
valeur de A? Soient S et 8’ deux telles substitutions. Pour S8—', 2 =o0;
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S§8" *est done du type (EI),

- & CO0sSo —+ sino
S8 = (1’. ¥ - — >

— ' 8ing 4+ cosy

Or G ne peut contenir qu'un nombre tini de telles substitutions,
4 cause de la discontinuité. Soit g ce nombre (g21). Pour chaque
valeur enti¢re de /, il y aura g substitutions de G.

S étant une substitution fixe de G, telle que £ =1, et 3’ une substi-
tution fixe de G du type (EI) convenablement choisie, on aura

S —1
et la substitution la plus générale de G sera

§AS8% (h=—c0, ...y — 1,0, 41, ..., +®; k=0, 1,2, ..., g —1).

]
LY

0]

Distinguons maintenant deux cas, selon que, dans
rationnel ou non.

Si o :w estrationnel, on trouve immédiatement que le minimum de
’expression qui donne le polyédre fondamental est atteint pour une
région a deux dimensions de la génératrice z, = 2, = o, qui contientA ;
A, ou un autre sommet du méme cycle, appartient donc & une aréte
a deux dimensions située sur une génératrice réelle. Mais ceci est con-
traire & ’hypotheése. Le cas de ¢ © = rationnel ne convient donc pas.

Sig:mestirrationnel, comme £ n’a qu'un nombre fini de valeurs, il
suffit de considérer les substitutions 8*. Alors (Chap. V, n° 10), sui-
vant la position du ou des centres, A ou un des sommets du méme
cycle appartient & une aréte a deux dimensions située sur une généra-
trice réelle; ou au moins A ou un des sommel(s du méme cycle appar-
tient & une aréte & une dimension située sur une génératrice réelle.
Mais, dans les deux cas, I’hypothése est contredite. Donc ¢ : = ne peut
non plus étre irrationnel.

Donc il n’y a pas de sommet tel que A.

T est

15. Supposons donc que le polyedre fondamenta! atteigne la surface
(¢ —20) (y —20) =0

par une aréte a deux dimensions.
Ann. Ec. Norm., (3), XXXVII. — Mar1 1g21. 20
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Cette arote a deux dimensions est entiérement \ltllbe sur une frene
ratrice réelle, que I'on peut supposer étre

&2, = Xy= 0.

Elle est transformée en elle-méme parune infinité de substitutions de T’
telles que

ax —+ b
(X) (.Z',]’; m7 ry+/l>,

formant un groupe G.

‘Mais cette aréte ne comprend qu'une partie de la génératrice, et en
particulier un nombre fini (peut-étre nul) de points réels. Cette aréte
est donc U'intérieur d’'un polygone, situé sur la génératrice, et dont les
cotés sont des arcs de cercles orthogonaux & I'axe réel; 'axe réel n’est
atteint (s’il est) que par des sommets.

Quand 'aréte est transformée en elle-méme, ce polygone est trans-
formé en lui-meéme; mais ce polygone ne peut, par une substitution

2 ax —+ b
Tex +d)’

étre amené h coincider avec lui-méme que d’un nombre fini de
maniéres, peut-étre méme une seule : cela est évident s’il a au moins
un sommet imaginaire; et s’il n’a que des sommets réels, il en a au
moins quatre, de sorte que la proposition est encore vraie:

Donc il existe un entier g tel que la puissance g de toute substitu-
tion de G ait tous les points de @, = z,= o0 comme point double, et
par suite soit du type (PI)

(z,y; 2,y + 1),

car le type (HI) ne permettrait pas au polytdre d’atteindre cette géné-
ratrice.

Les substitutions de G du type (PI) forment un groupe G,; G, est
un sous-groupe invariant d’ordre g du groupe G. G, est formé des
puissances d’une seule substitution.

16. La génératrice x,= x,=o est transformée en clle-méme par



SUR CERTAINES FONCTIONS AUTOMORPHES DE DEUX VARIABLES. 155

une infinité de substitutions de I formant un groupe G, contenant G,
et par suite G,. Toutes les substitutions de G, sont de la forme (1).

Je dis que, pour toutes ces substitutions, r=1. En effet, soit T une
transformation de G, pour laquelle r £ 1. Formons T"ST", ou n est
un entier quelconque et ou

S=(x,y;z, 5+ h)

est la substitution fondamentale de G,. Nous trouvons
'l‘"" ST”: (.l', y; .Z', J, -+ /I ,.u)‘

Si n est assez grand en valeur absolue et de signe convenable, ceci est
une subslitution infinitésimale, ce qui est absurde. Donc r =1 pour
toute substitution de G,. La substitution la plus générale de G, est du

type

ax —+b A ‘ .
(2) (200

fy——y - k)
Ytz rd e B )

17. Aucune substitution de I' ne peut changer le point arbi-
traire (z =2%, y =) en un point pour lequel i(y, — y) soit aussi
grand que Pon veut. a

Car, dans ’hypothése contraire, I compterait des substitutions

) I s 2
(x, v ax l—b’ a,y —i-b/ (ad—be—a'd'— b'c'= 1),
Sex+d dy+d .

ol ¢ et d’ seraient aussi petits que I'on veut. Or, si T est une telle sub-
stitution, on vérifie que : ‘

7

1N A /s
TST-'= [.L‘yJ'; x, (1 hc'd)y+ hd ]

— ey +1—lic'd'
¢’est une substitution infinitésimale, ce qui est absurde; donc notre
propositien est démontrée.

18. Comme I'expression

s ) r v o AN .
S0 0diEaly S0t 650 (@ xy) () )
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est invariante par I', il en résulte que

80 (2,—x) = T(E1820— il,oiz)

est limité inférieurement pour les transformés d’un point fixe quel-
conque de D, cette limite inférieure n’étant pas nulle.

19. Soient

les coordonnées d’un transformé par I' d’'un des centres du polyédre
fondamental; soit (z,, «,) un point imaginaire fixe de la généra-
trice x, = x, = o,

(g0 — X3,02,) > 0.

Quand la substitution employée de T varve,

2

(3) | 238s+ &y P4 | 2,0 B0+ 24,0 2

alteint un certain nminimum.
Remarquons d’abord que si

i( :’:152,0“‘ it,rigz) =

I’expression (3) reste supérieure ou égale a
a2 (X32,,0— &30, ).
Done, si (3) n’atteint pas sa limite inféricure, il existe dans I' une
infinité de substitutions telles que
i(ili'z,n"—gl,oa:)
soit inférieur & une limite {ixe. Les valeurs de

cone y or
1(&1¢2,0— S1,052)

ont donc une valeur d’accumulation positive.
De plus, (3) est supérieur &

(|23 *‘|1Z I"‘lL;+”z|)(=xixa+-’£),n),
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~1

: v s Qvafe (L I . ’ 4
done les systemes (£, £,) ont au moins un systeme d'accumulation,
tel que

soit positif.
Les valeurs correspondantes de 7(y,-- 1) ont aussi une valeur
d’accumulation positive, puisque ‘

2 — £1,082) (y—xo)

Enfin, on peut faire en sorte que la partie réelle de y soit comprise
entre o et 2; car la substitution S n’altere pas «, ni la partie imagi-
naire de y. |

Donc les y correspondants auront une valeur d’accumulation imagi-
naire.

Done les transformés des centres auraient un point d’accumulation
dans le domaine principal, ce qui est absurde.

Donc le minimum est atteint.

20. 1l résulte de I que tout point imaginaire de x,=x,=o0
tel que
‘.(-2'3""5,0 g0 -l'.'.) >0

fait partic d’une aréte & deux dimensions située sur x, = x,=o ct
appartenant a un (ransformé du polyédre fondamental par I'.

On en déduit, en reprenant le raisonnement du Chapitre V (n° 10),
que 2, = 2, = o est transformée en elle-méme par uneinfinité de sub-
stitutions du type (2), formant un groupe mériédriquement isomorphe
au groupe de Poincaré formé par les

, L axr—+ b\
(1) ' (\L’c.r. +d)’

et ce dernier groupe est de la premiére, de la deuxiéme ou de la
sixieme famille.

Les exemples fournis par les transformations arithmétiques a coe'-
ficients entiers de formes quadratiques quaternaires a coefficients
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-enticrs ne donnent que des groupes de la deuxicme ou de la sixiome

famille (*).

2[. Donnons-nous un groupe de Poincaré, admettant
i(xy—a) >0

comme domaine principal, et appartenant & la premiére, a la deuxicme
ou & lasixieme famille. Pouvons-nous en déduire un groupe G,?

Il faut pouvoir calculer l¢ paramétre A de la substitution S du
type (PI), et les paramétres £ des substitutions (3) correspon-
dant a (4).

Prenons 4 arbitrairement, mais positif. On peut supposer

ok </

Poincaré, et &, ky, ..., k, les valeurs correspondantes de k. A toute
relation entre les S

Soient S, S,, ...y S, les substitutions fondamentales du groupe de
g el 8=,
devra, a cause de I'isomorphie, correspondre une relation
Grlg, 4 Bakg, 4. o B, kg, == mulliple de 4.

11 suffira d’¢erire ces relations pour les relations fondamentales qui
existent entre les S. Elles sont compatibles, car elles admeltent tou-

jours la solution
ky=lhky=...==k,= o.

Donc le groupe G, existe toujours.

(Yy Cf. G. GirAup, Sur les transformations semblables de certaines formmes quadra-
tiques quaternaires indéfinies, ete. (Ann. scient. fe. Norm. sup., 3° série, t. XXXIII,
1916, p. 303 s.).



SUR CERTAINES FONCTIONS AUTOMORPIES DE DEUN VARIABLES. 15()

CHAPITRE VII.

RELATIONS ALGEBRIQUES ENTRE FONCTIONS HYPERABELIENNES DE M. PICARD.
SYSTEMES D EQUATIONS LINGATRES ATUN DERIVIRS PARTIELLES.

L. Sile polyedre fondamental a un sommet réel ou une aréte ddeux
dimensions sur une génératrice réelle, les fonetions hyperabéliennes
se comportent, dans le voisinage de ce sommet ou de cetle aréte,
comme des fonctions rationnelles de certaines variables, comme on va
le voir. '

1° Soit un sommet réel A ne comportant pas de substitutions du
type (HI) spécial, et par suite appartenant & deux arctes d deux
dimensions situées sur des génératrices réelles, 'une sur la surface

.
x— 2y== 0,

I’autre sur la surface

¥ —Ye=oO.

On peut supposer que A est le point & =y ===. Il y a deux substitu-

tions
(z,ysx+hyy) et (@, y;2,y+ k)

qui ont A comme point double. Au voisinage de A, les fonctions
hyperabéliennes se comportent comme des fonctions rationnelles

2L 2Ty
k

dee” etdee

2° Si le sommet réel A n’appartient & aucune aréle & deux dimen-
sions située sur une génératrice réelle, le voisinage de A dans le
polyédre fondamental se partage en un nombre fini de domaines dans
chacun desquels les fonctions hyperahéliennes se comportent comme
des fonctions rationnelles de certaines exponentielles.

3° Si une aréte est située sur une génératrice réelle, par exemple

sur
Xy = 2y == 0,

les fonctions hyperabéliennes se comportent au voisinage de tout
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point imaginaire de cette aréte comme des fonctions rationnelles de x
ATy

h

et de e * , en désignant par (@, y; v, v+ k) la substitution du
type (PI) correspondante. '

Il est sans doute inutile de démontrer ces divers points : la démon-
stration ne ferait que reprendre celle qui a été donnée pour les
groupes de provenance arithmétique ('), ct serait d’ailleurs trés ana-
logue a la démonstration analogue du Chapitre I'V.

2. 1l résulte de la que, st le prolongement analytique d’une fonc-
tion © d’un groupe quadratiqgue T de M. Picard ne peut pas sortir du
domaine principal, et si le polyédre jondamental rayonné n’a qu'un
nombre fini de faces, trots fonctions automorphes quelcongues de groupe T’
sont lides par une relation algébrique.

En outre, toutes les fonctions automorphes de groupe I' s’expriment en
Jonctions rationnelles de trovs d’enire elles (de deux dans certains cas
particuliers). o - s

3. Soient maintenant X et Y les variables indépendantes, et @, y, u
les trois fonctions automorphes, liées par la relation

(1) J(xr, ¥, u)y=o,

au moyen desquelles toutes les autres s’expriment rationnellement.

Posons
- 4 Q‘ ﬂy <‘().\' Y \?
T dr dy Ly o‘?) ’

3]

/

2= X5, = — Y3, 5, =XY3,

A

et regardons les z comme fonctions de « ot de y.
Il existe un systéme d’équations linéaires aux dérivées parvticlles

r =as+bp +cq-+gs,
os -
gz =4S +hr+rg+dz,

()S___. ! ’ 1, N
gy =XsTr PRy,

(2)

t =as+cp+bg+ga,

(1) Cf. G. Ginavy, loc. cit.
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\ N A ,
ot a, b, ¢, g, %, B, v, ¢ ctles mémes lettres accentuées sont des fone-
tions rationnelles dez, de y et de w admettant comme intégrales =, =,,
z,, 5, liées par la relation

Pour le démontrer, il faut montrer que

St M Gy S
A— S2 P2 G2
S3 Py s 33

S P g S

L
™

n’est pas identiquement nul, s, p;, g; étant les fonctions s, p, ¢ corres-
pondant & z;. Or on trouve immédiatement que

A=1,

ce qui entraine Pexistence des fonctions a, b, ..., g de et de v, ct
montre ¢n outre que
o ==— b, o'=—10".

Quand X et Y subissent une substitution du groupe, z,, 2., z,, 3,
subissent une transformation linéaire; done a, b, ..., 3’ ne changent
pas. De plus, si on les regarde comme fonctions de X et de Y, les sin-
gularités de ces coefficients sont les mémes que celles des fonctions
automorphes : ce sont done des fonctions automorphes, ¢’est-a-dire
des fonctions rationnelles de 2, y, u, comme on I’avait annoncé.
Montrons en outre que aa’ — 1 n’est pas identiquement nul, ce qui,
d’aprés une remarque de M. Appell, permet de supprimer les deux
ds  Js '
Jx’ dy
des deux autres par dérivation. Or, comme

équations qui donnent ; ces deux équations se déduisent alors

o Pr 4 B

r's P2 gs

s Pz s

) v Pu G
Ann, Ee, Norm., (3), XXXVII, — Junx 1921, ‘ 21

T2
3 w

3}
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et comme a’ a une valeur analogue, on trouve que

, [d(X,Y)—J'-’. <0X dY oY ()XY
1—aa' = )

d(z, y) d_x_(ﬁ_*_(_j;??

/

qui n’est pas identiquement nul.
On peut aussi, avee M. Picard ('), poser

_ o> y)
=V oxy’

35=Xs5,. 5,=— Y5, 5,—= XY 35,.

On a des résultats analogues, sauf que A n’est plus constant.

4. Cherchons maintenant la nature des singularités de ce sys
teme (2).. '

Comme dans le passage analogue relatif aux fonctions & groupe
linéaire, nous ne considérons comme véritables singularités que les
points qui restent singuliers aprés remplacement de @, y par deux
autres fonctions automorphes du groupe, faisant partie d’un systéme
de trois fonctions au moyen desquelles toutes les autres s’expriment
rationnellement. ~

On en conclut, comme pour les groupes linéaires, qu(» les véritables
singularités sont exclusivement les points de (1) qui correspondent
4 des points doubles de substitutions du groupe : ces substitutions
sont de 'un des types (EE), (EI), (PE), (PI), (PP).

5. Sil'on s’est arrangé, comme il est possible, pour que (1) n’ait
pas d’autre singularité qu'une courbe double avec des points triples,
ces singularités étant les plus générales de leur nature, on peut voir,
comme dans le cas des groupes linéaires, qu’a un pointdouble de sub-
stitutions du type (EE) correspond une ou plusieurs courbes singu-
liéres unicursales. o '

Remarquons qu’ici les substitutions qui ont un méme point double
dans le domaine principal sont permutables et sont des produits de
puissances'de deux d’entre elles. :

(1) Picarp, Journal de Mathématiques, 4* série, t. I, 1885.
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Par exemple, si 'on met le domaine principal sous la forme
(3) . . XX«)< Iy YYO< I,
les substitutions qui ont pour poinit double I'origine sont du type
| (X.Y; Xei#, Yeif),

ce qui suffit & démontrer notre remarque.
Remarquons en outre que, si ces substitutions ne sont pas des puis-
sances d’une scule d’entre elles, il y a parmi elles des substitutions du

type (EI).

6. On peut démontrer, encore comme pour les groupes linéaires,
-~ que le plan double d’une substitution du type (EI) est transformé en
lui-méme par une infinité de substitutions du groupe discontinu.

Si le domaine principal est (3), et si le plan double est

Y=o,

ces substitutions sont du type

coyL eNAb o
(X’\’Z‘;_—i———-d, \L ~).

\

Les substitutions
(v .aX+b
(_" TeX+d
correspondantes forment un groupe de Poincaré I” de la premiére, de
la deuxiéme ou de la sixiéme famille, dont le cercle principal est

XX, <.

Pour Y =o, les fonctions automorphes sont des fonctions de
Poincaré de-groupe I'. -
Si I est de genre p, & '
Y=o
correspond une courbe de genre p qui est une courbe singuliére

de (2).

7. Les courbes singulieres qui correspondent & des points doubles
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de substitutions des types (EE) et (EI) sont régulieres. On peut tou-
jours faire en sorte que ces singularités soient du type simple étudié
ailleurs, olt la courbe singuliére est un infini simple pour a et &, et un

4

infini double pour les autres coefficients &, ¢, g, &', ¢, g’

8. A un sommet parabolique correspond une ou plusieurs courbes
singuliéres unicur sales ou un point singulier.

A une aréte parabolique correspondant 4 un groupe de Poincaré de
genre p correspond une courbe singuliére de genre p au maximum,
avec peut-étre des courbes unicursales, ou un point singulier.

On peut, & propos des arétes et des sommels pdl“d])Oll(lHOb répéter
les mémes remarques dans le cas linéaire.

9. Les courbes singuliéres qui correspondent  des arctes ou & des
sommets paraboliques sont réguliéres, mais ne peuvent peut-étre pas
toujours se ramener au type simple précédent.



