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SIR

CERTAINES FONCTIONS AUIOMORPHES
DE DEUX VA.RIABLES

PAn M. GKOHGES GIRAIÏI..).

INTRODUCTION.

Ayant dans un Ouvrage récent ( ' ) étudié les propriétés communes
à un grand nombre de fonct ions automorphes de n variables; je me
propose d'approfondir ici ce qui concerne les fonctions de deux
variables in t rodui tes dans la Science par M. Picard, dont le groupe
reproductif est l inéaire ou hyperabél ien.

Dans cette étude, je m'attache pr incipalement à celles de ces fonc-
t ions dont le prolongement analyt ique ne sort pas du domaine principal
(intérieur de l'hypersphèro principale pour les groupes linéaires,
intérieurs des deux cercles associés pour les groupes hyperabéliens).
J'arrive, pour les deux sortes de fonctions, à cette conclusion que,
pourvu que rhyperpolyèdre fondamental rayonné correspondant n 'ai t
qu'un nombre fini de faces, trois fonctions correspondant à un même
groupe sont tou jours liées par une relation algébrique; et toutes les
fonct ions correspondant à un même groupe s 'expriment rat ionnelle-
ment au moyen de trois d'entre elles. Ce résultat découle tout na tu -
rellement (Chap. IV et VII) de l 'étude des parties de l'hyperpolvèdre
fondamental qui se trouvent sur la frontière du domaine principal
(Chap. III et VI).

( [ ) G. Ginuii), leçons sur ks fonctions aalomorp/ics (Paris, I Q ' Z O ) ; les principaux
résultats se trouvent également dans un Mémoire Sur les fonctions cwtomorp/ies ( Jfinales
de F'École 'Normale, 3e série, fc. XXXVI, 1919).
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Cette élude est préparée (Chap. 1 et V) par la c lass i f i ca t ion des
subs t i tu t ions l inéaires ou h y p e r a b é l i e n n e s et par l ' a p p l i c a t i o n de la
méthode du r ayonnemin t à cer ta ins groupes par t icul ie rs , l i est bon de
noter tout de suite qu 'el le est beaucoup plus complexe dans le cas
hyperabélien que dans le cas l inéai re .

En ce qui concerne le cas linéaire seul, j 'ai ajouté (Chap. I l ) une
étude détai l lée de l1iyperpolyèdre ibr idamental rayonné. Cette élude
n'est pas indispensable pour obteni r les résu l t a t s du Chapi t re s u i v a n t ,
mais elle a l 'avanlage de rapprocher la théorie des fonc t ions auto-
morphes de M. Picard à groupe l i n é a i r e de celle des f o n c t i o n s de
Poincaré, te l le que l 'édifia l / i l l u s t r e ana lys te . On y verra ce que
dev iennen t les condi t ions de d i s c o n t i n u i t é ; les arêtes à d e u x d i m e n -
sions de rhyperpolyèdre ibndamenta l se partaient à ce p o i n t de vue
en deux catégories .b ien d i s t i n c t e s : les arêtes planes o l f rent u n e
analogie complèie avec les sommets d u polygone f o n d a m e n t a l des
groupes de Po inca ré ; pour les a rê t e s gauches, au con t ra i re , les cond i -
t i o n s de d i s c o n t i n u i t é p r e n n e n t u n e forme e n t i è r e m e n t d i l le renle ,

Enf in , j'ai ind iqué (Chap. IV et VII; , à la su i te de M'. Picard, les
systèmes d'équations l inéaires aux dérivées par t ie l les qu 'on peut fa i re»
correspondre à des g r o u p e s l i n é a i r e s ou hyperabél iens d o n n é s ; les
lignes singulières de ces systèmes sont également étudiées.

Les résultats de ce travail o-nt été annoncés^ lans p lus ieurs Noles<'11^
Ceux qui concernent les groupes l i n é a i r e s ont aussi en grande part ie
été exposés au Collège de France, en 1919; mais, pour ces mêmes
groupes, les démonst ra t ions ont été modi f i ées dans le t rava i l actuel :
plus courtes/ elles se rapprochent de celles qui c o n v i e n n e n t aux fonc-
t ions de n variables et qui fe ront l 'objet d 'un au t re travail ( a) .

P) G, (JiiiLUJi), Cf)i)if)lcs refuliis {la l ^ Académie dc^ Si'icîu'c^ l. 104, ^^i^ p. 3^6 cl
4^7; L 166, i<)ï8, p, 24.

' (2 ) G» GinAUD, Conij) tes rendus^ l. 169, 1 9 1 9 .



PARTIE.
G K Û I P K S L ï N K A l l Œ S DE M. PICARD.

CHAPITRE PREMIER.
GLASSIF1CATÎO;N DES SUBSTIT'UÏEONS LINÉAIRES.

1. Nous nous proposons (.rétablir une classification complète des
subs t i tu t ions linéaires de •M. Picard, analogue à la classification des
substitutions de Poincaré en e l l ip t iques , hyperboliques, paraboliques.
Les lignes principales de cette classification- ont été trouvées indé-
p e n d a m m e n t par Poincaré (1) et par M. Picard (2).

Dans ce but , nous chercherons une transformée T-^ST d 'une substi-
tu t ion S donnée qu i puisse être regardée comme forme canonique
correspondant à S.

2. M e t t o n s , comme nous le ferons le plus souvent ici, Phermitien
terna i re qu i , égalé à zéro, représente en coordonnées homogènes la
front ière du domaine principal, sous la forme
( I ) ^^o+.rro—-^o;

les indices zéro, ici et dans la suite de ce travail , servent à distinguer
les imaginai res conjuguées.

Soit J ' -
( . X ~= ci x --i- b y -4- c z,

(2.) } X —-a1 x~\~ V y - r - c ' ..-,

{ Z = rt^r 4-^J-r-c^,
ou simplement

i a b c \

? a1 b' c ' (,
' / a" b" c1' Y . .

( l ) PoïxaAnÉ, OEuvf^e.f^ L 11, p. 62.
( 2 ) PICARD, Compter rendue .^ t. 98, i<S34, p. 4 i ( ) .
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une subst i tut ion changeant cette forme en elle-même. Des r e l a t ions

fia'Q -l- ci ( f ^
bb^l/b',
CC^ 4- C' c[y

a (f?o4- a'b'Q
cïCo -l- a' c;,
6CQ -h ^/CQ

• a " ! ^

nous t i r o n s d'abord la conclusion que la va leur absolue de
a b c

A== ci' b1 c '
a" b19 c"

est égale à un.
Or dans la subs t i tu t ion l inéa i re correspondante i n t e r v i e n n e n t seule-

ment les rapports mutuels de a, h, c, . . . , c\ Nous pouvons donc
mult ipl ier tous ces coefficients par une même dé te rmina t ion de A !-
Mais les produits sont encore les coefficients d ' u n e t rans format ion de
la forme (i) en elle-même;, dont le dé terminant est m a i n t e n a n t égal
a un. Nous supposerons donc que

1 , A = « . ,

Le tab leau des mineurs du. d é t e r m i n a n t de la subs t i tu t ion est alors

«() ^0 -— ^0 )

• < ^ -< [-
^a" —b. c 1 ,

Considérons m a i n t e n a n t l'équation en s

(3)
ci — s b c

a' b'—s c'

a" b 1 1 c" — s

dont les racines se nomment les multiplicateurs de la substitution.
Nous tirerons de ce -qui précède, avec M. Picard, la conclusion que
l'imaginaire conjuguée de l'inverse d'un mitUtjïlicaleur est un mullipli»
cateur.
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3. Ca^ où les valeurs absolues des trou multiplicateurs sont distinctes.
— Dans ce cas, l'un des trois multiplicateurs a sa valeur absolue
différente de un; il est donc distinct du conjugué de son inverse,
qui est un-second mul t ip l ica teur . Le troisième multiplicateur est égal,
par suite, au conjugué de son propre inverse., c'est-à-dire que sa valeur
•absolue égale un. Soient re^ et — les deux premiers multiplicateurs;
comme le produit des trois multiplicateurs égale un, le troisième
est <r-2^

Transformons la substitution (2) par une subst i tut ion linéaire telle
que la subst i tut ion transformée soit

(4.) ' X=re1^. Y "= (T-^r, Z==^3.

La subst i tu t ion de transformation change (i) en un bermit ien inaltéré
par (4), c'est-à-dire en un hermitien tel , que

y/jjo •4- jS^o -4- Pô ^o ̂

y/ et ^ étant certaines constantes. Ni. y/ ni ^f ne sont nuls, puisque cet
hermitien équivaut algébriquement à (i); nous pouvons même assurer
que a'est/x>.y?//y. Faisons une nouvelle transformation, consistant à
multiplier ,y, y, s par des constantes; la subst i tu t ion transformée
reste (4), mais nous pouvons faire en sorte que a' et ^ deviennent
égaux à un^ et que le déterminant du produit de nos deux substitu-
tions de transformation devienne égal à un. L^hermitien (i) est donc
devenu

yjo+^^o+^o-'y.

Faisons une dernière transformation consistant à remplacera -4-^ par
x \/2 et — x + z par s \/2. Comme

yyo-4-^ro-i- ^o x ~=- yj'o 4- -(^d-^) (^o^s^) — - ( ^ — 5 ) (^o—^o) .
A .î

notre hermitien redevient ( r ) . Le déterminant du produi t de nos trois
substitutions transformatrices est égal à un : donc ce produit est une
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substi tut ion du groupe considéré. La s u b s t i t u t i o n donnée est devenue

./••—t- t . . . ^ / " - -
„——— o 0l^ -.„.„^0_.__ o c^
'.i / ' 2 /'

.-2/0 n

,/onnl ^ o , ^^L1

a / - • > / •

Or r est positif. Posons donc

u é t an t réel. La subst i tut ion s'écrit
( e1^ cli // o 6^° s h ^ j

(5) . • • o e ^ •o ,
( ^°s l> // " o e^chn }

C'est la forme canonique des subst i tut ions cor respondant à ce cas, et
que nous nommerons s u b s t i t u t i o n s hyperboliques.

Nous trouvons, sur la forme canonique , que ces s u b s t i t u t i o n s on t ,
trois points doubles, d o n t ^ l ' u n , ( x = z == o, y == i) est ex té r i eu r à
Thypersphère
(6) , ^ro~i- yy^— ^z^ o,

c'est-à-dire extérieur au domaine pr inc ipa l ; les deux autres
(',T s= ,; rr: l, ')-' .-= o, el ,iiV =": — ..; '=•'- 1 , /)' =:"-' o )

sont sur la frontière de ce domaine ; nous pouvons r e m a r q u e r ^ avec
Poincaréy qu'ils sont sur la polaire du premier p o i n t doub le , en
nommant .polaire du po in t de coordonnées homogènes a, p » Y la
droite
^ ,1 / 1 1 , • • 1 • 1 1 -, , ' , ' a^x^r (3o7—y^.s=o. 1 1 ' ' ., , . •

•La puissance m de la transformation (5) s'obtient,,que m soit p o s i t i f
ou. négatif, ..en changeant. 0 e n - m O et u en mu. Si ' u est par exempte
positif, quand rn tend vers -hcoy les. transformés d'un point A donné
tendent vers le point double ( i ^ o , , i ) , sur l'hyperspbére, sauf si A.
appartient à la multiplicité

1 1 -/ \ ,' - , 1 / 1 , ! ! ! ' x + z=o. 1 ^ 1 , ̂  , 1 , , . , 1 , . , , ,
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Danscederniercas , A teiui vers le point double (o, i, o ) , àmoins cepen-
dant qu'il ne soit confondu avec le dernier point double ( i , o, -— î).
Si m tend vers — a: , les rôles des deux points doubles sur l'hyper-
splière sont échangés, et .y -4- ^ ==- o est remplacé- par œ — z == o. .Le
groupe des puissances d'une subs t i tu t ion hyperbolique est doue
discont inu , sauf pour les trois poin ts doubles.

4. Cas ou l(-s mulfipÏicaieufs sont distincts sans que leurs valeurs abso-
lues le soient, — On voit comme au début du dernier paragraphe que
si l 'un des trois mult ipl icateurs a une valeur absolue autre que rm, les
valeurs absolues des trois multiplicateurs sont distinctes. Donc, dans
le cas actuel, tous les mult ipl icateurs sont é^aux à un en valeur
absolue. Soient ^)', e^\ e1^'" ces mul t ip l icateurs . On a

Q' ̂  Q" 4- y _ ^ ̂

k é t an t ent ier ; aucune des différences O ' — 6^ 6' — ( ) " ' , Q" — O'" n 'est un
mul t ip le de 2?:.

Trans to rmoî i s l i n é a i r e m e n t la subs t i tu t ion (2), de façon qu'elle
d e v i e n n e

X^:^01, ¥=7^°", %==:^0'".
>

L'hermitien (î) devient

<XXXQ 4- a'\]'yQ -+- yJ'zzQ,

deux des trois coefficients a, a/, a" étant positifs, le troisième négatif .
Une nouvel le subst i tu t ion de transformation, consistant à mult ipl ier
x, y, z par des constantes et éventuellement à les disposer dan» un
autre ordre, remet riiermitien sous la forme (î), le déterminant de la
substi tut ion de transformation totale étant égal à un. La substitution
donnée prend sa forme caîminque

î e^' o o ]
( 6 ) \ o e^" o • f ,

où 0', O" et ^" sont peut-être rangés dans un autre ordre qu'il y a un
ins tant .

Afin É€. Norm,, ( 3 ) , XXX.VUÏ. —• FEVBÏER lyn, F]
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Les substitutions correspondant à ce cas se nonnnerU substituliolîs
elliptiques à trou points doubler 11 y a en effet trois points doubles,
dont deux [(i, o, o) et (o, r , o)] sont extérieurs au domaine p r inc ipa l ,
et le troisième (o, o, i) est intérieur à ce domaine ; la polaire de chacun
d'eux contient les deux autres.

Le groupe des puissances d'une telle transformation n'est d iscont inu
que -siô^ ^ / , 0" sont commensurables avec r. ( ' ) ; ce groupe ne com-
prend alors qu'un nombre fini de s u b s t i t u t i o n s .

5. Cas où deux des multiplicateurs sont égaux, le troisième diffère/il.
— Dans ce cas encore, tous les multiplicateurs sont égaux à un en
valeur absolue.

Ce cas se divise en deux autres, selon que, par une t ransformation
convenable, la substitution peut prendre l 'une ou l'autre des (ormes
(7) X==^, Yr-^j, 7^s'z

ou
( 8 ) ! X =: s' x. Y =: s'y, Z :=• ̂  ( .r 4- ^).

Prenons d'abord le premier cas, bien que ce^soit le plus par t icul ier .
Les multiplicateurs peuvent, s'écrire

s'^e^, s'^e-^
et

e^'^i.

En raisonnant comme au paragraphe précédent, on trouve que ces
substitutions se ramènent à l 'une ou l'autre des formes canoniques

l C1'^ 0 0

(9) ., . , , ! , , „ , ? ° ^ • ° ^ , ' 1 ,
0 0 (^

(10) 1} o e^ . o
1 1 ' ! ' f o ô e-^

( 1 ) G. GIRAUD, Leçons sur les fonStio/i.'? automorphes^ Chap. 1, § 1 8 ; on voit d'abord
que e'— Q'" et O^—o'" sont commensurables avec TT,
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Le raisonnement est un peu allongé par le fait que, par la première
substitution de transformation, mettant la substitution donnée sous la
forme (7), .Thermitien (i) devient

a^.z-o -+• ^JYo + a'^o -+ ^^'o •+• (S^o ̂  Ï

mais une transformation linéaire ultérieure sur x et ,r. permet
d 'annuler ^ f , et l'on peut continuer" comme au paragraphe précédent.

Ces substi tut ions se nomment mbstiuuiorîs elliptiques à plan double.
La première forme canonique a un point double (o, r , o) extér ieur au
domaine principal, et un plan doubleur -= o pénétrant dans ce domaine.
La seconde forme canonique a un point double (o, o, i ) intérieur au
domaine principal , et un plan double z = o extérieur à ce domaine.

1 Le groupe des puissances de ces subst i tut ions n'est discont inu que
si 0 : 271: est rationnel ; il est alors fini.

6. Passons au cas où la subst i tu t ion donnée peut se ramener à (3).
Les inul t ipl icateurs sont encore

s^—e1^ s"—e^ , (^^i). 1 1

La subst i tut ion donnée étant ramenée à la forme (8), rhermit ien ( i )
devient , ,

' a.z'^0 -î- ^ ' y r o 4" ̂  ( ̂ o — ^o^' ) î

a7 est positif, et p7 purement imaginaire. En faisant la t ransformation
qui a joute à z un mul t ip le convenable de x, ou ne change pas la
subst i tu t ion (8), mais on annule a- En faisant la transformation qui
m u l t i p l i e x et z par un même facteur et y par un autre facteur, on ne
change pas (8), mais (i) devient

.- ! X/o + S î ( ̂ •o — 5o X ) , ( c =: ± î ), ,

et l 'on peuten outre faire en sorte que le dé t e rminan t de la subst i tu t ion
transformatrice égale un. Cet hermit ien s'écrit encore

, - ( X -\~ £ IZ ) ( XQ — 5 ̂ o ) -" - ( X —— £ I.Z ) ( .Z-o -I- c iz^ ) -+• JJo •
'" J^ . '

Changeons x -+-- ziz en x^ et — x + iiz en s ^ a : rhenni l ien rede-
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vient ( i) , et la subst i tut ion prend sa forme canonique

9. 4- S i ./i £ ^ /F)
—————^0 o —-^

( • « ) 0 <?-2ÏO 0

- c ^ ,(, 2 — £ < ,/|—— ^/') o „„——— ̂

Ce sont les s u b s t i t u t i o n s pambolic/iies à deux points doubles. Les deux
points doubles son t , pour la forme c a n o n i q u e ^ ( r , o, — i) sur l 'hyper-
sphère principale, (o, ï , o) à Texiérieur.

Nous étudierons les puissances de ces s u b s t i t u t i o n s un peu p lu s
loin .

7. Cas où les trou' midiiplicaleurs sont confondus. — La v a l e u r com-
mune des trois mult ipl icateurs est alors u n e racine cubique de Pun i t é .
En mul t ip l iant tous les coefficients de la s u b s t i t u t i o n par une même
racine cubique de l ' u n i t é , on se ramène au cas où tous les m u l t i p l i -
cateurs sont é^aux à un.

Ce cas se dwise en trois autres^ selon que, par u n e t ransformat ion
convenable, la subst i tut ion donnée se ramène à l ' une ou l ' a u t r e des
trois formes

( i - î ) • X^,:^ Y=-j, 1 Z=^
(i3) . X=^ • Y==y, /=.:.• .4-.^
( 14. ) X = 'x, Y =- x •+-. y, Z ;= j 4- .̂ .

La s u b s t i t u t i o n (12) est la subs t i t u t ion identique.
Dans le cas où là subs t i tu t ion donnée est ramenée à la forme (ï3),

rhermitien (i) est devenu

axx^ + a'jjo + ̂  ( ZXQ — ^x} 4- jS^^yo 4-13;; x^y,

Une transformation nouvelle sur x ' etj n'altère pas la subst i tut ion (ï3),
mais permet d'annuler ̂ \ On arrive alors à la même forme canonique
que pour les substitutions paraboliques à deux points doubles , sauf
que maintenant ô === o, ou plus généralement
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Ce sont les subst i tu t ions paraboliques à plan double. Les points doubles
sont ici ceux du plan x 4- ^ == o, extérieur à rbypersphére principale,
sauf le point (i, o, — i) q u i est sur cette hypersphére.

8. Passons à la substi tution ( î4 ) . L 'hermuien ( î ) est devenu alors

a .r.ro -L- a'jro — a' ( ̂ o — ^ .v ) — ( ̂ - -4- /a' ) .rro — ( ^- — fd ) ^"o,r,

^ é tan t réel. Nous transformerons ceci en posant

..t:'-=: a1, J'r^. }../• --i-y, ^ / =^ /.^' -4~ ^ ;

en suppr imant les accents des variables, la subst i tut ion reste ( ï 4 ) ;
niais si

cy.\l •— /.o) — fu= o,

k est remplacé par zéro ; or cette équation est sa t i s fa i te pour une
valeur c o n v e n a b l e de la par t ie imaginai re de À, car, l 'hermi t ien devant
c o n t e n i r :?, a' n'est pas nul . Faisons m a i n t e n a n t la t r ans fo rma t ion

x' = jr, y' ==y, z' = [MX 4- G ;

(i4) ne change pas, et k reste n u l ; mais si ;j. est tel que

a—'^+po^^Oî

ce q u i est encore possible, a est aussi remplacé par zéro. En multi-
pliante y, z par un même facteur , on peut donner à a', nécessairement
positif, la valeur un, et au d é t e r m i n a n t de la t ransformat ion la valeur
A^^;J4iermitien est alors

(-^^(-^-^-•'"•-(^"x;^--.)-
On fera donc la nouvel le t ransformat ion

-'=-, y=-^-». .'="4-..>...;
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niermitien redevient ( i) , et la s u b s t i t u t i o n donnée prend sa forme
canonique

(i5)
i ^ a

'^ ''>. 3

C e ^ o n t l e s substi tutions paraboliques à point double unique. Le po in t
double est ( î , o,. ï), sur Fhypersphère p r inc ipa le .

9. Les transformés d'un po in t que lconque , en dehors de c e r t a i n s
points exceptionnels, par les puissances d'une s u b s t i t u t i o n parabo-
lique-, tendent vers le point double situé sur rhypersphère.

En effet, pour les substitutions à plus d'un p o i n t double, la puis-
sance m est, si £ == r ,

l±^^o o

"2//«'0

— /ni ./,————^wU ^

ce qui nous dispense évidemment d'étudier le cas ou cr=. . - - i . Les
seuls points qui ne tendent* pas vers (i, o, — () sont ceux du plan
^ 4 - ^ = 0 autres que ( i , o, — i ) ; si ^=1, oo -h z =r o est le plan
doub le ; dans le cas contraire, les transformés d 'un de. ses points
occupent un nombre f in i ou in f i n i de posi t ions su ivan t que 0 : -K est
rat ionnel ou n o n . Le groupe est d i s c o n t i n u , sauf pour le plan a?-"k ^ == o.

La puissance m de la forme canonique des s u b s t i t u t i o n s pa rabo l iques
à po in t double u n i q u e est ^

• 2 ÎH

• a m2

^ /H"

'-» m
i ,4- ̂  m2

les transformés d'un point quo lconque , sans aucune exception, t e n d e n t
.vers le 'pointdouble. ; 1 . 1 - • - ' , 1 ! ''111 : ! .! .. •
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10. Voici donc le tableau d'ensemble de notre classification des
subst i tut ions- l inéaires :

Substi tutions hyperboliques ;
' à trois points doubles;
, , i pénétrant, dans rhvpersphère-Subslilution. elliptiques a p hrn | ^ ^
double j , . . , , , ,[ extérieur a cette bjperspliere :

. à deux points doubies;
SabstiUltiolis paraboliqLies à plan double;

' à point, double u n i q u e ; "
Subs t i tu t ior î ident ique .

CHAPITRE II,
ÉTU DR Dl" P("»L Y ÈDRE FOIN'DÂM'ENTÂ L R, .VY 0 N ,N 1-:

Daus tout ce Chapi t re , nous écrirons l'hypersphere principale

.r.ro -r- J^o — ^3o=:-:o.

i. Nature desfac^s. — Soient (^ Y], ̂  et (^, ̂ , lC/) les centres du
polyèdre fondamental et d 'un polyèdre transformé ayant une face
commune avec lui . On suppose

( 1 ) . Ko^^o-Ko^^o^^o-^o- , . , '

Quelle est la surface séparatrice des deux polyèdres ? C'est

(2) . l^^+rr io—^^l^- l^co+y^—^l^r^o.

Le premier membre est un hermiuen

/( .r, y, s ; ̂ o, ,yo, •so ) =^ ^-y^o + a! yy^ -+-•a// ^^o
^ ôy:So 4~ ^oj'o^ + b'z^ -4- ̂  ̂ o "lr 4- è^^'o -1-- ^; ̂ o.r?

dont le discriminant est nul\ etoù

('S) 1 ' 1 ! , ! 1 1 a+ ci'.^-a".' . ' . 1 1 1 ^ •
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Réciproquement^ si^ en égalant à zéro un hermùien de discriminant
nul satisfaisant à la condition (3), on obtient une multiplicité à trois
di/nensiom, c^est une multiplicité telle que (2).

En effet , le discriminant étant mil, l 'hermitien ou son opposé est la
somme ou la différence de deux normes de formes l inéa i res , ou c'est
la norme d'une seule forme.

Mais si c'était la somme de deux normes, l 'équation représenterait
un point isolé; si c'était la norme d'une seule forme, l 'équat ion repré-
senterait une m u l t i p l i c i t é à seulement deux d i m e n s i o n s . Donc c'est la
différence de deux normes de formes l inéaires, ^o-î-.y7)»-—^» ^t
x^-t-y^—z^^ celles-ci sa t i s fon t à la c o n d i t i o n (i), puisque la
condition (3) est satisfaite.

On n'est pas certain cependant que EE(, + Y]T](, — CCo soit négatif,
condi t ion toujours remplit1 dans la méthode dis r a y o n n e m e n t t e l l e que
nous la connaissons.

Définition. -- Les mul t ip l i c i t é s a t rois d imens ions obtenues en
égalant à zéro un hermit ien de d i s c r i m i n a n t nu l s a t i s f a i s a n t à la
condition (3) seront nommées ici surfaces (ou multiplicités) d'équi-
distance (1).

2. Propriétés des surfaces d'équidistance :

I. La surface d'équidistance a un point double unique,

On trouve en effet i m m é d i a t e m e n t qu ' i l est nécessaire et suff isant ,
pour que (a, p, y) soit po in t doub l e , que les six dérivées de / par
rapport à x, y , z, x^, y^ z^ s ' annu len t s i rmi l tanément en ce po in t .
Mais, (E, Y], t) et (T, Y]', ^) é tan t d is t inc ts , ceci e n t r a î n e

^ û + ^ o - y Ç o ^ ^ o + ^ o — y S o ^ o - , •

Or ces équations on t une solut ion commune et une seule.

(r) Dans une Note (Comptes rendus, t. 166, 1917, p. 487), j'avais employé le terme
de faïu'-pkin.
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II. Si (a, (3, y) ̂  le point double, /a multiplicité

(4) ^ ao.^ 4 -^07—7u^= 0

contient les deux points (^, T], ^C) ̂  (S", ïf, 'C).

Cela résulte i m m é d i a t o m o i i f c de la démonstration précédente»

Définitions. — Un. poin t (a, p, Y) étant donné, nous avons déjà,
avec Poincaré, nommé polaire de ce point la multiplici té (4). Quand
(a, p, y) est le point double d'une surface d'équidistance, nous dirons,
pour abréger, que (4) est la polaire de cette multiplicité d'équidùîcince,

Enf in , les multiplicités linéaires à deux dimensions que nous aurons
à considérer seront sur tout celles qui peuvent être définies par une
équat ion

ÎI.V -4- VV -+- W^. == 0.

Dès lors, à moins d'avis cont ra i re , le terme de-plan désignera ici des
mul t ip l ic i tés de cette sorte.

III . Si (S, yj, 'C) et (^, Y]', J7) ^nt tous deux intérieurs à l'hypersphére
principale, le point double lui est extérieur.

Si en effet le po in t double était intérieur à l'hypersphère, une trans-
formation linéaire de M\ Picard permettrait de ramener à l 'origine;
alors la polaire deviendrait

elle serait tout entière extérieure à l'hypersphére, ce qui n e s e peut,
puisque (^ '/],*€) Ini est intérieur.

Si le point double était sur l'hypersphère, on pourrait ramener
en ( r , o, i) ; sa polaire deviendrait

tout entière extérieure à l'hypersphère, sauf le point (ï, o, i), situé
sur rhvpersphère : nous nous heurtons à la même contradiction.

Donc le point double est extérieur à Phypersphère.

IV. On peut prendre pour (Ç, T], ^C) un point quelconque de la polaire
Asm. Éc. Norm., (3), XXXVÏII. — FÉVRIER 1931. . 8
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mm situé mr la surface d'équidùiance ; (^, T/, <C) a une position déter-
minée par celle de F autre point.

En effet, soi t (S. , T ] , , ^) un point quelconque de la polaire; nous
allons voir qu'il peut remplacer (£, T], î^), sauf dans le cas except ionnel
ou il serait sur la surface d 'équidis tance. On peut t rouver deux
nombres X et ^ tels que n ̂ ^ ̂ , • - .

soient alors

l'n 4- p:n'^ •/).!,
• ^^Ç^Çi;

^ =:^ 4-^0^,

^^ := ̂ ^ + ̂ o^^

^ ^oÇ+U7;
on constate que

| ..ro^i 4- roYii—^o?i I2 — 1 •^o^ + .^o^^i — ^o Vi I2

= (AÀo—^o)! ; !^^ 4 - r o ^ — / s o Ç i 2 - - l ^ o ^ + y o ^ / — ^ o Ç / 1 2 ] .

Donc, si A^o—pLp-o^ : o, la surface d 'équidistance déterminée par
(^i , r^, 'Ci ) et (^, T)', 5 C^ est la surface donnée. (Il faut remarquer que

2iSî,o4- r ï i Y ] i , o — Ç l Ç l , o = ^ / l £ / l , ù - ^ - ^ / l ^ / l , f t - — ^ Ç ^ u " )

Or X7\.o — a^^.=== o est jus tement la condition pour que (^, , T], , î^) soil
sur la surface d'équidistance : il est alors confondu avec (^, r/p ^).
Notre proposition est démontrée. /

V. Z/a surface d^écfiddistcmce peut être engendrée par des plans passcint
par le point double.

En effet, cette surface est le l ieu des plans

X(.z^o-hr r io"—.sÇo) ̂  ^(^Eo+J"^"---" ̂ o) >

où À et [x sont deux paramètres liés par la relation

7^0"- ^.o=o.

Ces plans passant tous par le point double? notre .proposition est
démontrée.
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3. LEMME. — Soient ux + py 4- ws, u'x + c'y 4- w' z^ u"x 4- ̂ y -\-w''^
trois formes linéaires indépendantes. Considérons le lieu des points où
leurs valeurs absolues sont les mêmes :

1 ux 4- n' -h- n'^1 =. j u' ̂  4- p\1)' -4- tï^ | =: | «-"'.r 4- t^jr-Mï1'7^ [-.

Soient u!" x + î'^y -i- (i^" ̂ , u^' x 4- P'^y 4- a^z deux autres formes linéaires
indépendantes. Supposons que^ pour tous les points du lieu précédent,
on ait

| u"'.r + ̂ 'y + ̂  ; | == u^^ -4- \^Y 4- ^'lv ^ J .

Alors l^ expression

(5) | ̂ ^ 4- <'",)• 4- ^ " z \1 — | «'v^ 4- ̂ r -h {^''^ l"4

coïncide, à un /acteur près différent de zéro^ avec

ou avec une des deux autres expressions analogues formées à Vaide des
trois premières formes don nées.

Les trois premières formes données é tant indépendantes , nous
pouvons, par un changement de variables, les remplacer par a?, y , z.
Le lieu considéré se compose des points

»r = .̂ y, y =1 ze1^,

^ et ^ é tant deux paramètres réels. Nous avons à démontrer que
l ' ident i té en ç et ^

( 6 ) | ( / w e^ 4- ̂  e'^ 4- w"' \ == [ ̂ lv e1^ 4- (?lv e1^ 4- w^' |

en t r a îne que l'expression (3) coïncide, à un facteur près différent de
zéro, avec l 'une des trois expressions

Posons
••^'o — JL^ ^"o— '^o-» ' yyo —• ^o • ,

^w :-̂  a 4" ̂ /, (̂  = ̂  4- iV , ' (T-^ == c 4- ^',

î^- == a 4- ̂ , ^'^ P 4- î'P7, ^ ^v === /̂ 4- r/f
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a, a7, ..., y' étant réels. L'identité (6) devient

{a coso — a ^ s i n o 4- b cosiL — V sin^ 4- c)2

4- (a siny -h a^cosy 4- ^ sin^ 4- b1 cosA -4- c^) 2

. = ( a c o s © — a s in<p + (3 cos4 '—^sin^- i -y) 2

-t~ (a siny.-+- a^^osy + P s in^ -h j3^cos^ •+ y7)2 .

. Développons les deux membres en série double limitée de Fourier;
l 'identité ayant lieu quel que soit ç, nous trouvons que

{ab -h a! b ' } cos^ — (ab' — <2^) sin^ -4- ^c 4- a ' ^
== (a(3 4- a^) cos^p — (osp7— ^(3) sin^ -h ay 4- ^ /y / ' ,

(a^ 4- ^^ /) sin^4- {ab' '— a' b) cos^—(ac '—ry/c )
=(ai34-a ' (3 ' )s in^4-(a(3 /—a / (3)cos^—'(ay^•--a /y) ,

2(&c4- b'c1} cos4—â(^-- ^c) sm^4- a24-^4- ̂ 4- ^24-c24-c'2

= 2(py 4-.P/y/) cos^ — 2{^/—^y} sin^ 4- a2 4- a^ 4- (32 4- ̂ ^ y2 4- y'2.-

De ces identités en ^? nous tirons

abJr-a'V^^-r-îy!^,
ac 4- a' (^ = ay 4- ^'y^
ôc 4- ̂ c^py -pp^y',

^./ /_a /ô==ap /—a / j3,
ac^ — CL' c == ay^ — ex.'y,
bc'— b'c ==?-/—p^y,

^+^4-^4- ^/24-c2^ c'2^: a24-a^^ P24-P / â4-7'^4-y'2 .

En tenant compte des identités telles que

(a^a^)^ {aV—a'bY^^c^^ a ' ^ ) ( &2 4- //â ) ,

nous obtenons . *

(a^^K^^^a^ ^/^(p^p^)/
( ^^^2) (^^^2y^(^^^2) (y2^_y /2 )^(8)
(^4-^ 2 ) (c ^ 4-c / 2 )==( (3 a 4-P / 2 ) (7 < i 4-y / â ) ;

d^oû, en multipliant membre a membre et extrayant les racines carrées,
(9) (a ^4-a / â ) (624"^2 ) (c2+c / 2 )=(a24-a / 2 ) (^

Distinguons maintenant plusieurs cas.

PKEMÎEH CAS. —Aucun des trois nombres u " , . ^ ' , w"' n'est nul. Alors
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(9) nous montre que ^ îv, ^v, ^lv sont également tous non nuls. Or la
nature de l'énoncé nous autorise à multiplier u'\ ç'\ ̂  par un même
facteur de valeur absolue égale à î , et u'\ v'\ w1'' par un autre facteur
de même valeur absolue. Profitons-en pour rendre n"' et u1'' réels et
posi t i fs . Comme de (9) et (8) on déduit

a"- -4- a!î = a'2 -h- a'2,

^+b•f2=^•+-y•:l,

. c^c^y^+y^
on aura alors

a=a^o ;
puis, à cause de (7),

Z;==(3 , b ' = ^ ' , c==y, c ^ ' / .

Les deux formes i / ' x + v " y +.^5 et u^'x + ̂ 'v •+ w1''^ ne sont alors
pas indépendantes, contrairement à l'hypothèse ; donc ce cas ne peut
pas se présenter.

DEUXIÈME CAS. "-- Un seul des trois nombres u"^ v ' " , w " ' , p a r exemple w ' " ,
est nul. Alors, d'après (8), (^==0, i^' et (?lv n'étant pas nuls. Amenons
encore if et u1' à être réels et positifs. Les égalités (7) donnent

• ^^,' ^a^ ! -
a' a * •

puis . •
^ + b2 -î- b'2 = a2 + p2 -î- i3/2 ;

d^où
(l-^(^^^^)=o. ., •
\ -CT /

Mais a -^ a, sinon les formes ne seraient pas distinctes. Donc
p2+(3^^

L'expression (5) devient alors , , ^ ,̂ , ,
( a2 — a2 ) ( XXQ — yjo ),

ce qui , dans ce cas particulier, vérifie le lemme.

TROISIÈME CAS. — Deux des trois nombres •u:\ ^\ w " s'annulent. Alors
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(8) montre que deux des trois nombres u1', ̂ \ îp" s 'annulent aussi.
Si, par exemple, c'est a'" qu i n'est pas nul,, ce sera, dans l 'autre forme,
v^' ou ^lv qui, ne le sera pas, les formes devant être distinctes. La
dernière égalité (7) mont re qu ' a lo r s u'" et ^v ou w"' ont même valeur
absolue, ce qui vérifie le lemme dans ce nouveau cas.

Comme il n'est pas possible d 'admettre que u " ' ' , ^ ' " , w " so ient tous
nuls, le lemme est démontré,

4. THÉORÈME. — Considérons deux sur/aces cl''équidistance dont les
polaires ne soient pas confondues et ne se coupent sur aucune des deux
sur faces ; par le lieu de leurs points d'interseclion on peut faire passer
une troisième surface d^équidis tance ̂  et F on ne peut pas en faire passer
d'autre.

Soit (H , ïj, *C) le point d ' in te r sec t ion des p o l a i r e s des deux surfaces
données; ce point est unique, puisque les polaires ne sont pas confon-
dues. Comme i l n'est sur aucune des deux, surfaces d ' équ id i s t anco
données, on peut trouver deux po in t s (^/, Y]', i?) efc(^, '/f, i^) tels que
ces surfaces aient pour équations respectives

\3ciQ^yf^—z^=\^~{-yr^—ztt^,

l^^-4-rY]o-^o|2=!^^;-^-y^;—^^|â .

Par le lieu de leurs poin ts d'intersection passe aussi la surface d'équi"
distance

l^to+r^^-^ol2^ ^c;+rrï;~^;|0.

Il s'agit m a i n t e n a n t de d é m o n t r e r qu'il n 'en passe pas d 'autre . Soit

l^oil-^J'o^i—^oÇil3^ \^QÏ\ '+• y^\ —'"^o^i I2

une surface d'équidistance quelconque passant par ce l ieu. Comme
(^, Y], 'C), (^5 :/j\ i^), (ï>, Tj7', 'C') ne sont pas dans un même plan (l'es
polaires étant distinctes^ cette dernière surface coïncide, d'après le
lemme, avec une des trois premières, c. o. F. D.

5. THÉORÈME. — Considérons cîeiw surfaces d'équidistawe ayant au
moins un point commun intérieur à l'hypersphêre principale^ et dont les
polaires soient confondues et pénètrent à l'intérieur de cette hypersphêre.
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L'1 intersection de ces deux surfaces se compose (ie deux plans ̂  dont un seul
pénètre à I 9 intérieur de F hypersphêre.

Les deux surfaces ayant même polaire ont même point double ;
.celui-ci est extér ieur à l'hypersphère, parce que la polaire pénètre à
l ' i n t é r i eu r de rhypersphère. Une transformation l inéa i re de M. Picard
préalable de l'espace "nous ramène au ca^ où ce point double est
(o, i, o), et. où, par suite, la polaire estj == o. •

Les deux surfaces considérées ont. alors des équations telles que

a {xx^ 4- .s^o) -+- Y ^.y'o 4- b\ ^^x =: o,

a (.r^o 4- ̂ o) + ̂  .5.^o ~S- po z^.v •==: o.

Leurs traces sur la polaire Y = o sont des "cercles orthogonaux à l'in-'
tersection .r.z'o — zz^ == o de cette polaire avec l'hypersphère.

Si. ces cercles se coupent en deux points distincts, l ' intersection des
deux surfaces se compose de deux plans

X -^ A3 , .2' ==p.Z,

où À et p. sont chacun l'inverse du conjugué de l'autre. Un seul de ces
plans pénètre dans l'hypersphère. (Si l'un des plans est x == o, l'autre
est z ==. o.)

Si ces cercles sont tangents, les deux surfaces se rencontrent sui-
vant un seul plan, ayant un point et un seul commun avec l'hyper-
splière, et tous ses autres points extérieurs à celle-ci : ce cas est
écarté par l'hypothèse.

Si ces cercles ne se^ rencontrent pas, les deux surfaces n'ont en
commun que leur point double, cas encore écarté par l'hypothèse.

Le théorème est donc démontré.

6. THÉORÈME. — Par un plan pénétrant dans l^hypersp/iêre principale,
on peut faire'passer une infinité de surfaces d'équiàistance, parmi le^
quelles une infinité ont même polaire.

Soit
Su == 0
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le plan donné; nous pouvons toujours nous ramener à ce cas. Si

a^^'o-4- a'j'j^ -+- (a 4- a^zzQ

4- Àj,3o4- <^ojo^ -+- ^' z.r^-\- b^z^x 4- y .-r/)'o4- ^o.^.)' =~ o

est une surface d'équidistance le contenant , nous voyons que
a'.^: a ~= b =: o. " .

La surface se réduit, à

b1zx^-^r b'o ZQ.X 4- 6y;^'J()4- ̂ ^o.r ̂  o-

Le discriminant du premier membre est nul , de sorte qu'on a bien là
une surface d^équidistance; on voit qu'il y en a une inf in i té .

Cherchons le point double; il est donné par les équat ions

^j-+<^=o,
• 1 b " x =--0,

b1^ =o.'

Comme V et V ne sont pas nuls ensemble, x = o. La première équa-
tion détermine r ; z ; on voit, que ce rapport ne dépend que de b1: i\^
par suite, il y a une inf ini té de surfaces qui ont même po in t double,
donc même polaire. Le théorème est démontré.

7. Deux faces du polyèdre fondamental rayonné à centre unique ou'
bien ont même polaire, ou bien ont des polaires se rencontrant au
centre du polyèdre, donc en dehors des deux faces. Donc les arêtes à
deux dimensions de ce polyèdre sont ou bien planes, on bien de
l'espèce considérée au paragraphe 4. Nous nommerons ces dernières
arêtes gauches.

Par une arête gauche peuvent passer seulement trois surfaces
d'équidistance, dont les deux faces du polyèdre donné; cette arête
appartient donc a trois polyèdres, en y comprenant le polyèdre d o n n é ;
elle détermine donc un cycle de trois arêtes.

Les arêtes planes peuvent appartenir à des cycles d'un nombre quel-
conque d'arêtes.

Nous savons qu'il peut y avoir des cirêtes non apparentes, appartenant
seulement à deux polyèdres. Ces arêtes sont-elles planes ou gauches?
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La surface d 'équidis tance qu i contient l'arête est changée en elle-
même par une transformation du groupe; cette transformation échange
les centres des deux polyèdres. Donc c'est une transformation-el l ip-
tique S, telle que S2 == i.

Mettons S sous la forme canonique . :

X==.fe'°, Yr^y^01 ', / Z==.z€^" ' ,

qui convient à toutes les subs t i tu t ions el l ipt iques/même à plan double
(en n ' imposant aucune restr ict ion d'inégalité, à 0, O^ Q" ' ) . Comme
S2^!, 6, Ô', O" ne diffèrent que par des mul t ip les de r:. Donc S est
une subs t i tu t ion ell iptique à plan double, pénétrant ou non dans
rhypersphère.

Si le plan double pénètre dans rhypersphère, soit par exemple
9 == ̂  = (Y .— -n:, le plan double est alors y -— o ; la face qui supporte
l'arête non apparente passe p a r j = = o . Pour déterminer l'arête non
apparente, nous choisissons un centre auxiliaire, et nous déterminons
les po in t s de celle face don t les invariants fondamentaux avec ce
centre et avec son transformé par S sont égaux : or^ces points sont
ceux dej' ==o, et d'autres extérieurs à rhypersphère. En effet, la face
du polyèdre fondamental est

| £o ^.. -+- •/îo .y — Ço •sî |2 — | Çox — '^o y — Co -s p == o
ou

So 'n ̂ yo -h ̂ 0 ̂ o y — "^o ?(> y ^o — '^Ço j(i ̂  == o ;

nous avons à prendre son intersection avec

^o ̂ ' ^'jo + ̂ ^o ̂ '0 y -— '^o ̂ y^o— '^ Go Jo ̂  == <'s

(p, r/, l(/) étant le centre auxiliaire. Cette intersection comprendy==o.
Nous voulons voir qu'elle ne comprend pas d'autre point intérieur
à l'hypersphère. En efiet , comme 8 == Ô", nous pouvons, par une trans-
formation portant sur x et ^, faire en sorte que Ç = o. Puis, nous pou-
vons évidemment trouver deux nombres a et 6, réels ou imaginaires,
tels que

b^-f]' et a^Ço4- b-n'^

Aiifi. Éc. Norm., (3 ) , XXXVÏII. — MABS IQ- ' I . 9
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scient réels ; et deux autres nombres c et dy tels que .
ad — bc =3£ o

et que
<o^ et CT^n-I-^n^

soient purement imaginaires. On constate alors, en combinant linéai-
rement les équations, d'abord avec les facteurs a^ b, puis avec les^fac-
teurs c et d, que les deux équations ci-dessus peuvent se remplacer
par une seule de la forme

< {ux -4- F^)jo== o.

l/înfcersection se compose donc de

y^ 0

et'de
ux 4- y s ==. o.

Comme elle se trouve sur
y^j^o+^o.yo^=0,

il est nécessaire que u=== o. Donc la seconde partie de l'intersection se
réduit à z === o : elle ne pénètre pas dans rhypersplière. Ainsi , l'arête
non apparente esty== o : elle est plane (c'estle plan double).

Si le plan double était extérieur à l'hypersphère, on verrait de même
que l'arête non apparente est plane : mais, cette fois, ce n^est plus le
plan double, en ce qui concerne rintérieur de l'hypersphère.

Ainsi, les cycles d'arêtes gauches ne peuvent comprendre moins de
trois arêtes : ils en comprennent exactement trois.

Pourvoir sons quelle forme peuvent se mettre les conditions de dis-
continuité du groupe correspondant à un polyèdre donné, nous allons
entrer dans quelques considérations analogues à rinterprétation de la
géométrie de Lobatchefski qu'à utilisée Poincaré.

8. Nous avons déjà nommé plan l'enseiïible des points de l'espace à
quatre dimensions satisfaisairt à Inéquation

•' . , ' , 1 , ! - 1 : : ^ , ! • UX-^r t^4-W/S==0« . 1 • ^ 1 ^ ' , ; •

Les substitutions de-M. Picard changent les plans en plans, ainsi
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que nous l'avons déjà admis impl ic i tement :1 u^ v, w subissent les
mêmes transformations que ^::*o, y^ — s,,.

Peir deux points distincts donnés pas^e un plan et un seul.
Nous savons déjà ce que l'on doit entendre par pôle d'un plan^

polaire d'un point, et nous avons déjà rencontré (n° 2) les diverses.
dispositions du pôle et de la polaire par rapport à Phypersphère.

9. Un plan P quelconque coupe l'hypersphère suivant un cercle C,
réel ou imaginaire. Les cercles de ce plan P' 'qui sont: orthogonaux à C
se nommeront pseudo-droites.

' Les substitutions de M. Picard changent les pseudo-droites en
pseudo-droites.

Par deux points distincts passent une pseudo-droite et une seule. On le
voit en considérant d'abord le plan, unique également, qui cont ien t
les deux points. . -

10. Considérons deux points A et B, ainsi que le plan P et la
pseudo-droite D qui les cont iennent . Soit C le cercle réel ou imagi-
naire d'intersection de P avec Phypersphère. Soient encore E et F
les points où D coupe G. La pseudo-distance de A à B sera, par
définit ion,

i , /AE BE\ ,
• ^(j^^)^^

on prendra la détermination réelle, s'il y en a une, ce qui est le cas si
A et B sont tous deux intérieurs à l'hypersphère ( '). On voit que, si
l'on échange E et F, /change de signe : l'ordre de E et F détermine
donc un sens positif sur la pseudo-droite AB. La pseudo-distance
donne lieu à un théorème analogue à celui de Chastes. Elle est con-
servée par lès substitutions de M. Picard.

Si A et B sont l'un intérieur, l 'autre extérieur à l'hypersphère, leur
pseudo-distance est imaginaire, le coefficient de i étant un multiple
impa i r de n i i• i Si A et B sont tous deux extérieurs à l'hypersphère, leur

( 1 ) En meLlant A, à l'origine, on constate aisément que dl^ est l ' invariaut différentiel
de Poincaré.
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distance est réelle si G est réel, nulle si C est de rayon nul , purement
imaginaire si C est imaginaire.

Soient (x, y , s) et (^, T], 0 les coordonnées de A et de B. Considé-
rons l ' invariant fondamental .

. _ ______|^go4-JYh)—^o|2______
(^z lo-^-,rJ'o—-s^o)(^o-+-yî^o—%»)

Je dis que X === ch2/. En eflet, A é tan t intérieur à l'hypersplière, nous
pouvons, par une substi tut ion préalable, ramener en (o, o, i),
B allant en Çx, o, i), x étant réel et positif. Alors

ï — X6

et
z^±ii^i±^,

f) l-' •f __ ,y

d^où
^==±ihl, Â^cl^/,

ce qu'il fal lai t démontrer.

il . Considérons deux plans

il x -{-" v y + (P z =:o,
u^ x - { - v ' y - ^ w'3-==:o.

Par défini t ion, leur pseudo-angle sera l 'un quelconque des angles V
tels que

eos^ = ______I^^Q+^Po-^^oi2______^
(uUo-^- WQ— (TWo) (U'U'Q.-^- V'^ — W'W1^ *

V est invariant par tou-te transformation de M. Picard.
Je dis que V est réel si les deux plans se coupent à Vintérieur de

Vhypersphère. En effet,
cos^V'^ch2/,, , . :

f ê t a n t la pseudo-distance des pôles des deux plans. Or ici, ces pôles
sont extérieurs à rhypersplière,et leur plan ne rencontre pas celle-ci :
donc / est purement imaginaire, et par suite V est réel.
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Ce fait résulte aussi de l ' identi té

( ia^ + ('^1 — ^'^'o) ( u' "o -+- t/ ^o -- wfw^) — [ lul!Q -4- ^'o ~- ^'o i2

^ ] / /ç /—— U ' v p — [ (fw1 — //^T' J2 — | (Tl̂  — ( î /^ [2 ;

au second membre figure zz^ — x x ^ — y y ^ ^ (^,jy ^) étant le point
d'intersection des deux plans : ce second membre est donc positif, ce
qui entraîne la réalité de Y; on voit même que ¥7^ o, pourvu que les
plans soient distincts.

12. Considérons deux pseudo-droites AB, AC, se coupant en un
point A intérieur à l'hypersphère. Leur premier pseudo-angle sera, par
définition, le pseudo-angle des plans qui les contiennent. Nous allons
définir le deuxième pseudo-angle.

Nous pouvons trouver une in f in i té de substitutions de M. Picard
amenant A à l'origine. Quand on a l ' une d'elles, les autres s'en
déduisent en la mult ipl iant par

( a b o ]

< c cl o >
o o e1^ )

OU

CUÎQ 4- cc'o = i , bb^ -t- dd^ == ï , ab^ 4- cdo = o, ad,— bc == c-'6.

Nous profitons de cette indétermination pour amener en même
temps B en (^, o, i^), S et '( étant réels et positifs.

Nous pouvons encore multiplier la substitution obtenue par

{x, y , ,s; sce1^, ye-^, ze^).

Cette indéterminat ion nous sert à amener en même temps C
en (^, Y/, ^ /), T/ et ̂  étant réels et positifs : la substitution est alors
entièrement déterminée.

Le deuxième pseudo-angle de AB et AC est alors, par définition, l\ine
quelconque des déterminations de l'argument de ^/.

13. Considérons trois po in t s A, B, C, intérieurs à l'hypersphère.
L'ensemble de ces trois points, des trois plans et des trois pseudo-
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droites qui les cont iennent deux à deux peut se nommer un triangle.
Les premiers pseudo-angles du triangle sont, par déf ini t ion, les déter-

minations comprises entre o et î r du pseudo-angle des plans AB et AC,
de celui des plans BC et BA, et de celui des plans ÇA et CB. On les
désignera respectivement par A, B, C.

Les deuxièmes pseudo-angles du triangle sont les mêmes que ceux
des pseudo-droites AB et AC et analogues, si ceux-ci sont (après addi-
tion d'un multiple de 271) compris entre o et TC; si ceux-ci sont com-
pris entre o et — TT: on les ramène entre o et ir par changement de
signe. On désignera ces deuxièmes pseudo-angles par a, ?, y.

Comme dans notre définition du deuxième pseudo-angle de deux
pseudo-droites, Fordre de celles-ci jouait un rôle, on pourrait craindre
que a, p, y ne soient pas déterminés; la suite prouvera qu'il n'en est
rien, ce qui montrera que l'échange de deux pseudo-droites change le
signe de leur deuxième pseudo-angle.

Les côtés du triangle, enf in , seront, par défini t ion, les pseudo-
distances BC == a, ÇA = b, AB = c, prises positivement.

i4. Amenons le triangle ABC dans la même position particulière
qu'au paragraphe i2, et déterminons complètement ^ ^ ^, T/, ^ liés
par les relations

^-^=-1,
. ^ • c^o+^—^^-ï .

Nous avons tout d'abord les relations

i ch^^^^-EÇç^^^c^+Ç2^2,
( t 0 ) ' C l l 2 ^^^ 2 , . -

f di^c =Ç2.

Comme P ~ S2 = i, et que S et t sont positifs,

- ( : ! 1 ) / / 1 1 , /. •1 ! ! ' Ç==chc, ^=:shc; ; . , ; 1 , 1 ' 1 1 ^ .11 . 1 1 1 " ^ •

'de .même,1 ; , 1 ' - „ ' ' • ! - '. - , . 1 , ! . 1 ' . - ! ' ! ' ! ' 1 1 : • . 1 1 ^ ^ ^ , , !

l , ( l a ) : : : l , , . '' • . 1 - 1 1 ' - 1 ; 1 Ç'=:ch.^,' l l ,^l:o•4-n / 2=sh2^/.-: 1 ' , 1 ' '. 1 1 ^ 1 , 1 1 . '
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Les équations dès-plans des côtés sont

(BC) . -^^ , ,>+^/Ç——^/)y4-^/ . . s==0,

(ÇA) , Y/.r.-^y^o,
(AB) j=:o.

Donc,

^ YT2-^ Ç^Ç2- ̂ /a/-+• ̂ ) + S2^

Comparons avec (12) :

( 1 4 ) l^-^sh^.cos^, r/=:sh^.sinA.

D'autre part, à cause de (i4) et de la définition de a,

(15)" 1 ^4-Ilo^ ̂ l1^^08^*00^"

Portons ces valeurs de ^ t, ̂ ^-4-^, Y]', ^ dans la première rela-
tion (10) et la deuxième relation ( î3) :

( ï 6 ) ch2 a --= ch2 b. ch2 c -h s h2 /^. sli2 c. cos2 A — 2 sh b. ch ô. sh c. ch c. cos A. cos a,
sh2 &. ch2 c. cos2 A + cli2 b. sh2 c )

— ash b. chT.shc.chc. cos A. cos a i
( ï ^ ) cos2 B — ^ ^ ^ ̂ ^ ̂  ̂  ^ ^ ̂ ^ cos^A + ch2 b. sh2 c \

—ash&.ch&.shc.chc.cosA.cosa j

En permutant circulairement les sommets du triangle, oir déduit
de (iG) deux relations analogues.

Nous a l lons remplacer (17) par une relation plus commode, en y
remplaçant cos a par sa valeur tirée de (16)^ ce qui donne

sir^.cos^ 4- ch2^ — c h 2 ^
COS-B ^=—————————r-;—————————5

sh2^

d'où, en ayant égard à la symétrie des rôles des trois sommets,
sha s h & shc

(18) sinA sinB sinC

Les trois relations analogues à (16) et les relations (18) constituent
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un système fondamental de relations entre les éléments du t r iangle :
si des éléments satisfaisant aux inégalités

ci ;> o, b ;> o, c >> o,
7"' •TT • - - 'ÎT( 1 0 ) o< A '5 - ? o $ B S --1 o '1 C -S - ,J '"" " 2 '" "~ a ~ "" a

O ^ a ^ T T , 0 ̂  j3 ^ 7:, 0 ;= 7 à 7^

Y satisfont, a' sont les éléments (Pun triangle. Car, de 6, c, A, a, on
déduit, par les formules (n), (i2),.(i4)? ( i5) , les valeurs de S, *(, Y]', ^
et de ^ ou de son conjugué. Les relations analogues à (16) et les rela-
tions ( r8) permettent de déduire que les éléments restants du triangle
ainsi trouvé coïncident avec ceux qui ont été donnés, ce q u i démontre
notre assertion.

On voit que a, comme nous l 'annoncions, est bien déterminé.

15. Écrivons (16) en la rendant homogène en chc et slic :

(ch^—ch^ch2^
-h 2sh6.cho.shc.chc.cosA.cosa -— (ch2^ -t-sh^-cos^A )sll-)c=-=o;

échangeons les rôles de A et de B,;

( ch 2 Z/ - - c l l â a )ch 2 c
-{- 2sha.cha.she.chc.cosB.cosj3 — (ch8 b 4- sh^.cos^l^sh2/.; •=-=. o,

Ecrivons le résultant de ces deux polynômes homogènes en shc, chc,
et égalons-le à zéro après division par ch^a—ch2^ ce qui suppose
a - ^ b :

( cli2 a — ch2 b ) ( ch2 a 4- ch2 b + sli2 a. cos2 B -+- sh2 b. cc^A )2

+ 4 (shûî.cha.cosB .cos(3 4-sh ̂ .ch ̂ .cosA.cosa)
x [sh&.ch^.cosA.cosa^ch2^ + sh2a.cos2B)

k — sh a. ch a. cos B. cas ?. ( ch2 a -4- sh2 ̂ . cas2 A}} ~= o

Mais, d'après (18),

ch2 a •+• sh2 b. cos2 A = ch2 // -4- sh^a .cos2 B ;
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donc, en divisant par le double de cette dernière quanti té,

(ch^—ch^Xcl i 2 ^ + ch2^--}- sh^.cos^B + sh^.cos^A)
— ^-(sli^.cÏi^.cos^B.cos3^ — sh^.ch^.cos^A.cos^a) = o.

Remplaçons le premier te rme par

2 ch2 a. (eh2 b -l- sh^ a. cos'2 R ) — a cil2 b. ( ch'2 a -h- sli8 //. cas'2 A ) ;

la relation dev ien t

si»,2 a. cli2 a. cos"2 H. sin2 ̂  — sh2 b. cli2 ̂ . cos2 A. sin2 a == o ) ;

d'où, en ayant égard aux inégalités (19)01 à la symétrie des rôles des
trois sommets,
. sha.chtf _ shb.chb _ shc.chc

cos A, s i n a ~~~ cos B. si n p ~~ cos G. si n y

On voit faci lement sur les relations (16) et (18) que ces dernières
re la t ions ont encore lieu si ci = & ; elles sont donc générales.

16. Les relations entre les éléments du triangle se réduisent à celles
de la géométrie de Lobatchefski dans deux cas :

ï° Si A est n u l , ce qui, d'après (18), entraîne

A = B ==•• C = o ; .

alors a, (3, y jouent le rôle des angles non eucl idiens; (16) s'écrit en
effet dans ce cas , ' , - .

chaa ==: clia b.ch^c—sha^.sbac.cosa;

2° Si a,.[3, Y sont tous égaux à zéro ou à ir; alors A, K, C ou leurs
suppléments jouent le rôle des angles non euclidiens, car (16) s'écrit
alors

'a '
cha •==. chb.chc — (•— ^sh^.shc.cosA;

quant aux relations (18), elles résultent alors des relations (16) et
analogues.

On verra facilement la raison de ce double fa i t .
Ànn. Èc. Norm,, (3), XXXVHL — MARS 1921 . •t0
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17. Les relat ions entre les c léments du tr iangle vont, nous permettre
de démon t re r les inégali tés

( •î i ) • a ̂  b -4- c ; b "^ c -h a ; c ̂  a -+- .̂.

En effet, la formule (16) entra îne

ch^ch^-i- c),

qui équ ivau t ;i la première inégali té (21). L'égalité n'a lieu que si
A ==o, a == T, c'est-à-dire si A, B, C sont sur une même pseudo-droite,
A étant entre B et C.

On peut en déduire que les pseudo-droites soûl les lignes de pseudo-
longueur m i n i m u m .

18. Revenons aux: arêtes gauches» Nous avons vu (n° 4 ) qu'on peut
-attacher à une arête gauche donnée trois po in ts (E, Y), t}, (J;7, Y/, t1 ) ,
(^ ̂  ^O? tels que les équations des trois surfaces d 'équid is tance
contenant l'arête gauche soient

•r^) + j-^o - -^o l2^ 1 x ^ + y'^ —z Ço [^
^£o -+- }7^ ~ ̂ o l2--1 ̂  ̂ yr^ "-" .3 ç'o 2,'.rï -L- •TTI _ ^'C I2_ 1 T'Ï"
•L ÇQ 1" ^ ' ^ ' ' O — ^ ^O 1 —— j •:z- -0

.,,. ;'"/ 1 .. - / - Tl 1 *> 1 ,, '•"^ + r-n'—.^ ^ -^ 1 ̂ ;. -^ y^. -^ ^Ç', [2.l^^+^n^.^^^l^^^y^-

Les éléments de ce triangle peuvent donc être considérés comme
attachés à l'arête., Observons que les premiers pseudo-angles A, B, G
ne son t pas nuls.

Considérons maintenant deux faces opposées du polyèdre fonda-
mental. Pour qu'il existe une transformation qui change l 'une dans
l'autre, il faut que cette transformation amène la frontière de la pre-
mière face à coïncider avec celle de la seconde. Si la frontière de la
première face contient u n e arête gauche, ceci entraîne notamment que
la seconde en cont ient une aussi, et que les éléments des friand/es
attachés à ces deux arêles sont les mêmes à l'ordre près.

Si les conditions de cette sorte relatives au polyèdre donné sont
toutes satisfaites, on constate immédiatement que la considération
des cycles d'arêtes gauches ne conduit à aucune condit ion nouvelle.
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19. Comment pourrons-nous écrire les, c o n d i t i o n s de cette sortCy
connaissant les équations des faces du polyèdre- et leur répart i t ion en
faces opposées? Cette question/revient à cette autre : comment calculer
les é léments du triangle attaché à u n e arête gauche donnée par les
équations de deux des surfaces d 'équid is tance qui la cont iennent?

Soient
y(,.r,j\ 3: ^yo' ^o.):::1:: ot

'Lt.y,,)', ^; ^o,yo< ̂  '=-0

ces deux surlaces d 'équidistance. Ordonnons par rapport à A et a le
discr iminant de l 'hermitien

.Z\l'(( -}- .n'<» — -^o 4- /.9 4- [^1' ;

les coef f ic ien ts des différents termes sont invar iants par toute substi-
tu t ion de M* Picard. Soient

ç -= a.Wo -4- a'yj\) •+• a" z^^ -\- bvz^ 4- b^y^ s -1- V zx^ 4- ̂  ̂ ^v 4- b'^}'^ -+-"^0 ^•o.r,

' ^ =: a.y.r,, 4- a'jjo ^-a^G^,,-^- Py^o 4- ̂ JV5 + ̂ ''^o + ?o ^o-^ -+- ^^y.) -+- ^u ^'o1 ' -

Le terme i n d é p e n d a n t de À et a se réduit à — T , les coeff ic ients des
termes en À et en a sont a -4- af — a" et a 4- y 7 — ^/, qui sont nuls.
Les termes en À2 et en u2 donnent les inva r i an t s

î -.-:-: a' a' 4~ aa" — aa1 — /^o — Y b\ 4- ^/ V^
r= ̂ '^4-^ay~ aa^-jâpo-p^;, •+-^^,

Le terme en À[J. donne l ' invariant

. Jr:::^^^^^

^.a,^ ^a^^a^-a'a—b^,— b^ ~ À' |3o - b', ̂  4- &' ̂  4' ̂ , S^

Le terme en X2 a donne l ' invariant

K'^aa'y.^-'af^^+^a'ff. 1,

+&^^4- ̂ ^K^^^+^^P^^^t3-4 ' ^^oPo
- , ^^^^-^^P—a^^-^^P—^^^—a^'o^

_^^_^^^—^^a^

et le terme eiî Aa3 donne rinvamot K' déduit de K par la pennutatiôni
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des a et des b avec les a et les p. Les termes en X3 et u.3 donnent les
discriminants de y et 4^ qui sont nuls.

Amenons ma in tenan t le t r iangle attaché à l'arête dans la position
particulière déjà employée (n° 12). On a alors '

9==À[ |à>-Ç^ —^o],

^^I^^J--^]2-^],

h et k étant des constantes réelles. En ut i l isant les valeurs de £, Ç,
S'y Y]', *(' trouvées au paragraphe 14, nous voyons que

j: = A^^^—Ç3) =:—^sh2^,
r=—^sh2^ . • .
^^^[^(^-i)^^^-^^^^^)]

=: /?/;• [ sii2 b. sli2 c. ( -i~ cos2 A ) —^ sh b. ch b. sh c. cli c. ces A. ces a ],
K =: /^ /< ?2 ̂  ̂  ( ça „ ça ) ̂  _ /^ /^ st.^ ^ ^ sj-^â c, ci n2 A ,

1^=— // .^ 2 sh 2 &.sb < 2 (? . s i^ ^ A.

Si À et k sont connus, nous tirons b et c de 1 et de I'\ A. de K ou de K^
et a de L Les autres éléments du triangle s'en déduisent par les for-
mules (16) et (18).

Si h et k sont inconnus , K : K/ donne leur rapport . Pour avoir l'un
d'yeux, i l faut calculer les coordonnées ^, Y], *( du point d'mterseciion
des polaires de y et de ^ (c'est-à-dire du centre du polyèdre, s^i.1 est
rayonné à centre un ique) . Ensuite, on calcule h de façon que les pre-
miers mineurs du d i sc r iminan t de

9 — A j ^ o . . y - + - - / i o ; ' — Ç o ^ l 2

s o i e n 11 o u s nu 1 s, e n supposa n t

^o•+-Wo—SÇo :=~l.-

20. Considérons ma in t enan t une arête plane. Je dis que, si le
polyèdre fondamental est rayon né à centre unique, les faces du polyèdre
fondamental et de tous ses transformés parle groupe qui contiennent celte
arête ont toutes même polaire. En effet, cela est vrai' pour les deux faces
du polyèdre fondamental; passons au polyèdre transformé adjacent à
l'une d'elles : cela sera vrai de la seconde face de ce polyèdre transformé ;
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et ainsi de suite pour tous les polyèdres, en tournant autour de l 'arête.
Nous pouvons, par une transformation, de M. Picard, amener celte

polaire à coïncider avec y ==- o, et, en même temps, le point cFinler-
sectîon de la polaire et de l'arête plane à coïncider avec Forigine. Une
face quelconque contenant cette arête sera

^ •—Çu^ l 2 — ^o.y—^p^o,

avec ^Eo — CCo = ̂ £o — ^^o ^ t ' C C o == ^ ïo- Nous constatons que son
intersection avec la polaire est une pseudo-droite. Ainsi , une surface
d^équidistance coupe sa polaire suivant une pseudo-droile. Le deuxième
pseudo-angle de toutes ces pseudo-droites situées dans un même plan
et passant par un même point est le même que leur angle au sens
géométrique ordinaire , ou au sens de la géométrie de Lobatchefski,
quand on adopte pour celle-ci l ' interprétation des droites au moyen de
nos pseudo-droites.

Un raisonnement absolument identique à celui de Poincaré prouve
alors que la somme de ces deuxièmes pseudo-angles pour toutes les
arêtes planes du. cycle est égale à -^ v é t an t ent ier posi t i f ; si v > i,
l'arête plane est le plan double d 'une substi tut ion e l l i p t i q u e faisant
partie du groupe, et dont la v16"1® puissance est égale a i .

Telle est, pour ces arêtes planes^ la forme que prennen t les condi -
tions de discontinuité.

Il nous reste à étudier le polyèdre fondamental dans les parties qu i
touchent la frontière du domaine principal, si ces parties existent .
Nous a l lons le faire/en nous bornant aux cas qui peuvent se présenter
avec les groupes dont les fonctions automorphes ne se prolongent pas
analyt iquement à l 'extérieur de l'hypersphère principale.

CHAPITRE III.
LES SOMMETS P A R A B O L I Q U E S .

1. THÉORÈME. — Si tous les points de rhyperspîïêre principale sont
singuliers pour une certaine fonction ©(^5 r) îhêta-auïomorphe de
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groupe linéaire F, aucun pofyèdre fondainenicd de Y na de face sur
l ̂ hypersphère principale.

On va voir en effet que, si ce polyèdre f o n d a m e n t a l , formé par
IL importe quel moyen, a une face sur cette hypersphère, toute fonc t ion ©
peut se prolonger analytiquement à travers cette face.

Soit B un point intérieur à cette face; soit

@(.r,J)^^R(^rJ^^^'"Âl • ' (Â-^),

R(^ y) étant une fonction r a t ionne l l e i n fé r i eu re a un nombre fixe M
sur rhypersphère et à son in té r ieur ; (^, y») est le t ransformé de
(,z*,y) par la /z1"110 substitution du groupe.

Considérons unehypersphère de centre B : notre démonst ra t ion sera
faite si nous prouvons que, le rayon de cette hypersphère é tant assez
petit, les p o i n t a singuliers de R(.z*//,y^) n i ceux de —^-î~ ne peuvent ,
quel. que soi tn, pénétrer, dans cette hypersphère ( ) ).

Or les in f in i s de R(^,y) sont tous extérieurs à la m u l t i p l i c i t é
cyclique Y de centre-^ =y = o dont l 'équation en coordonnées homo-
gènes est

JC'SC^ —r- ) J^Q -^•"-•O11— "̂  ""'•-"Oî

si seulement a est posai Ornais assez pe t i t . Les i n f i n i s de R(^,j^) sont
extérieurs à la mu l t i p l i c i t é V^ de même paramètre a qui a pour centre
le transformé de (o, o, i) par rinverse de la n14*"^ subs t i tu t ion du
groupe. Or toutes ces multiplicités Y^ o n t B à leur intérieur; mont rons
que la plus courte distance de B aux V/^ reste supérieure à un nombre
fixe e. . , ! ! , . „ . . ^ ! ! " , , ' . ! '

En efîet , les transformés par le groupe de (0 ,0 , i) n ' o n t pas B
pou rpo in t d 'accumulat ion; car, puisque B est un point d'une face du
polyèdre, et non d 'une des arêtes qui l i m i t e n t cette face, une petite
hypersplière S de centre B sera tout entière dans ce polyèdre, pour ce
qui concerne les points intérieurs à rhypersphère pr inc ipa le . Et, si le
rayon de S est assez petit, S aura a son extérieur celui des transformés de

{ 1 ) Cf. G. Gituiil),. Lûçons sur les fonctions automorplieff, Cliap. i, § 3â.
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(o, o, i) qui est dans ce polyèdre; S aura donc à son extérieur (o, o, i) •
lui-même et tousses t ransformés par ï\

Considérons la (onc t ion de ?, Y], t, x, r, z :

(Q • ^ ^<L^^^ (^-^,-^=consi.), • ,
^^o'+'J^o— ^Ço

où (^, Y], *() varie sans aller à l ' in té r ieur de S ni à l 'extérieur de l'hyper"
sphère principale. Cette fonct ion est con t inue quand (j,:*,j,-s) v ien t
en B; je dis qu'elle l'est aussi pour tous les points voisins de B. Cela
signifie que, si (.^r, z ) .estassez vo i s in de B, il n'existe pas de point
(?, Y), *() in tér ieur à S ou extér ieur à l'hypersphère principale, tel
que

^'c,Q•J^• j '-^o— ^Ço"^ 0.

En effet, i l 'faudrait, dans l'hypothèse contraire, que (^ r\y t) fût sur
la polaire de x, y , s). Or, si (^,,r, .s) est sur Phypersphère principale
et intérieur à S, sa polaire est extérieure à Fhypersphère principale,
sauf le point Ç x , y , z ) : donc (£, Y], *() n'existe pas. Si Çx, j, ^) est à
l ' in té r ieur de l 'hypersphere p r inc ipa l e , (Ï, Y], t) n'existe évidemment
pas non plus . Si (.-r, y, z ) est extér ieur à l 'hypersphère principale, sa
polaire pénètre à l ' in tér ieur de celle-ci, : mais , si (.z'^y, ^) est assez
voisin de B, tous les points de la polaire qui ne sont pas extérieurs à
cette hypersphère sont intérieurs à S; car, si B-es t , par exemple,
(i, o, i), on a pour les po in t s de la polaire intér ieurs à l'hypersphère
principale

' '1 „ ^n.r '2 ̂  ̂ '^l — <^û^o -4- ••y..r^rro
ï -^'o-"(-" yyo = (•r^-+-JDI'o)^

c'est-à-dire {- aussi petit qu'on veut, pourvu que (;r,^r,5) soit assez
voisin de B; et comme

^ __ ^0 __ .̂ 0 ^

ç ~~ XQ _ X Q Ç/-

on voit que (^ Y], '€) est alors aussi voisin qu'on veut de B, donc inté-
rieur à S. "" ! ! , ! , , • ! , !

Ainsi, il existe une hypersphère S^ intérieure a S, telle que la fonc-
tion (i) soit continue quand (^,,y, s) est intérieur à S7 ou sur son
contour, et (2, Y], *C) extérieur à S et intérieur à l'hypersphère princi-
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paie /on situé sur le contour de l 'une d'elles. Ce domaine étant fermé,
(i) y est un i formément cont inue. Soit C ce domaine de var ia t ion
de ̂ ,j', ^, E, Y], L •

Or, quand (rr,r, ^) est en B, ( i ) est nul le , quels que s o i e n t I;, Y], ^
Si donc la mul t ip l ic i té
(^ .Mo+.ryo-^o _^
'" j^So+y^o—^So l 2 ~

pénètre dans C, la continuité uniforme ent ra îne que, sur cette mul t i -
p l i c i t é et dans C, la dis tance de ( .^,y,^) à B reste supérieure à un
certain minimum £, indépendant de "^, T], ^ Comme £ est plus peti t
que le rayon de S', £ est aussi inférieur à la distance de B à ( x , y , ^ )
pour les points de (2) qui ne seraient pas dans C.

Mais les V,, font partie des multiplicités (2) : s est donc le nombre
dont nous voulions prouver l'existence.

Donc les inf in is de B(^,y^) ne peuvent, quel que soit /%, pénétrer
dans rhypersphère de centre B et de rayon £.

Une proposi t ion ident ique s 'applique aux i n f i n i s de i-^^i--.---^? qu i
^( lr? } ' /

sont les transformés par F du plan de l ' i n f i n i .
Notre théorème est donc démontré.

2. THÉORÈME. — Aucune arête à une ou deux dimensions du polyèdre
fondamental rclyonné d'1 un groupe F, située sur rhypersphère principale^
ne peut être co/n/nune à une infinité de tram'formés du polyèdre fonda-
mental rayonné par F.

Soient en effet B et G deux poin ts d i s t inc t s d\me telle arête supposée
exis tante . Les polyèdres dont une face passe par B ont tous un de
leurs centres sur une certaine mult ipl ici té passant par B et n'ayant pas
d'autre point que B commun avec rhypersphère (1 ). Comme les mêmes
faces passent aussi par C, ces mêmes centres sont aussi sur une multi-
pl ici té analogue, passant par C, et n'ayant pas d'autre point que C
commun avec l'hypersphère. I / intersectionde ces multiplicités est un
ensemble fermé sans point commun avec rhypersphère. Puisque, par

(1) Son équation est | . r^o•+-J•no—-3Ço['2==À(.2:.r(»4->yo—^o); o11 (^''h S) sont les
coordonnées de B, et 1 un paramètre.
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hypothèse^ il supporte une i n f i n i t é de centres de polyèdres, ceux-ci
ont au moins un point d'accumulation intérieur à Fllypersphère. Or
cette conclusion est absurde, même si ie polyèdre fondamental n'est
pas à centre unique, pourvu qu'il n'ait qu 'un nombre fini. de centres,
Donc de telles arêtes ne peuvent pas exister.

3. COROLLAIRE. — Si quelque fonction ©(.r, y"), correspondant à un
groupe F, admet Vhypersphêre principale comme coupure^ et si le
polyèdre fondamental rayonné P du groupe T n'a qu'un nombre fini de
faces'y P ne peut atteindra F hypersph'êre principale (f ne par des sommets.

Car, puisque P ne peut avoir (n0 1) de face sur rhypersphère, s'il y
avait une arête à une ou à deux dimensions, celle-ci serait commune à
une infini té de ses transformés par T, ce qui est impossible ("n° 2).

4. Définition, — S.i le prolongement analytique d'une fonction © ne
peut pas se faire au delà de rhypersphère, et si le polyèdre fonda- •
mental rayonné P de r n'a qu'un nombre fini de faces, et a un
sommet A sur rhypersphère, nous dirons ici. que les hypothèses H sont
satisfaites.

5. LEMME I. — Si les hypothèses H sont satisfaites^ A est point double
d'une infinité de transformations du groupe F.

En effet, A appart ient à un cycle d 'un nombre f ini de sommets;
soient Aa, Ag, ..., A^ les sommets du cycle autres que A. Soit P^- un
transformé de P par F, contenant A, et tel. que, si l'on. amène P^- à
coïncider avec P par une transformation de F, A^" vienne en A. A sera
m a i n t e n a n t nommé A,, et P, P i .

Il y a une infini té de polyèdres P7, transformés de. P< par F, autres
que P i , Pg, ..., P^, et qui ont le sommet A. La transformation de rqui
amène l 'un d'eux sur P< amène A, en. A/, i étant l'un des nombres ï ,
2,". . . , m. Alors la transformation qu i 1 change .P/ en P' change A, en
lui-même : car on peut d'abord amener P^ en P ^ , ce qui change A,
en A^, puis P< en P', ce qui ramène A/ en A,.

Donc, à' chaque polyèdreile sommet A^correspond une substitution
de point double. A ; à une r'n.ême substi tution ne correspondent que

/inii. te. Norm., (3), XXXVIII. — MARS 1 9 2 1 . l I
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m polyèdres, savoir ceux en lesquels elle change P^ P^ . . . , P^. Donc
il y a une i n f i n i t é de subst i tu t ions de point double A.

Définition. — Ces substitutions forment évidemment un groupe^ que
nous désignerons par G.

Remarque. — Remarquons que^ si nous formons le polyèdre rayonné
de G, les centres étant les mêmes que pour P^ P^, ..., P^, les faces
passant par A sont les mêmes dans ce polyèdre et dans V'ensemble de ,P^,
P P ( ^ Vr^î •. •, r^ ^ ^.

6. LEMME II. — G ne comprend pas de substitutions hyperboliques. —
Supposons qu'il en comprenne une; nous pouvons supposer que celle-ci
est de la forme canonique. Si (^, Y], î^) est un centre d'un des polyèdres,
((^ch/w -+- tsiirîu^e^^ y]^27"8, ('$ sïinu -+- Çch/z^)^'8] en est.unautre.
Si (^,7, -s) appartient au polyèdre fondamental ,
(3) | ̂ (S chnu -h Ç sh/î^^e^^+ro-ne"^"'6— ^o(S sh/i^ + Ç ch/i^)^"10!2

ou l'expression analogue où (^/T], *() est remplacé par u n autre centre
du même polyèdre, est minimum pour n'==o. Or, i l y a des points
(.r, j, z) pour lesquels cette fonction de l'entier n n'a pas de minimum,
ou en a un atteint une infinité de fois : nommons-les points excep-
tionnels et recherchons-les.

Si, u est, par exenrple, positif, (3) tend, vers1 +" •=o avec /?, sauf si

• ' ('^^(^—•^^=0,

ou, comme ^ ̂  ~-Ç (le centre appartenant au domaine principal), si

La même expression tend vers -h 03 a v e c — / 2 , s a u f s i

Les points exceptionnels sont donc parmi ceux qui vérifient l'équation
' ' 1 ' „ • ! ! , . , ^. ! ^ ! ! < .y ,4-5)(^—^)=6. , 1 - ^ ! ^ ; 1 1 ' , ' !

(r) Cf. ô. GiRAUD^7oc. c^^ Cliap. Ï;§ 27.



SUR CERTAINES FONCTIONS AUTOMORPHES DE DEUX VARIABLES. 83

Ceux-ci ne sont au reste pas tous exceptionnels : la réponse varie
suivant que 6 : "n: est rationnel ou non, et suivant-là position du centre : -
ainsi, si T] = o, tous les points précédents sont exceptionnels. Il est
inut i le pour notre objet de faire la discussion complète : nous remar-
querons .seulement que les trois points doubles (o, 1 ,0)^(1, o, r),
(i, o, — i) sont exceptionnels, et que, pour les deux derniers, situés •
sur Phypersphère, (3) n'a pas de minimum'; or A est un de ces deux
derniers points : il y a donc contradiction.

Le lemme est démontré.

7. Notations. — Pour rechercher le groupe G, nous ferons un chan-
gement linéaire de variables tel que Fhypersphère devienne

(4) . ^o+Avs^jyo-=o;

et que A vienne en (i? o, o). L' intérieur de Fllypersphère est alors

.r^4-.r^ 4-,)To<°* 1

Toute substitution de G, étant elliptique ou parabolique y peut
s'écrire

r •X==^—(3oy4-û/^ ,
(5) Y=^0(J+^),

• ( Z .==^
avec la condi t ion
(6) a-ha,,-4-.pp«==o.

Le déterminant de la substitution ainsi écrite est ^°.
Soient S la substitution (5), T la substitution analogue où 6, a, (3 sont

remplacés par 9\ a', p^ Cherchons le produit ST. Nous trouvons qu'il
se déduit de S etf remplaçant "Ô, a, {3 par 9 •+• 9', a+oc '—p^^ 8 ,
[3+P^°.

En particulier, si e'9^ i, S^ a pour paramètres
lïfS. / r /»—//^/ IJ\ r _ £f—fniQ

'^''"^-r^r4-6"0^^^)' ^L^=^)

si ^0 == i, S^ a pour paramètres
•yn(m—î}.Q -

0,^0———————(3po,w(3.' *&. •• • 1 , 1



8.1 (. FORCES C.ÏRAUD.

Pour que la subs t i tu t ion soit elliptique^ il est nécessaire et suffisant
que les coefficients de S7" soient .bornés quand m varie:; pour cela, il
faut que

^o=i, ! ' !

et en outre que

(7) ^T^-0-

Remarquons qu'en vertu de (6), le premier membre de (7) est en t o u t
cas purement imaginaire.

Si e1'^ î et que (7) n'ait pas lieu, S est parabolique à deux points
doubles.

Si e^==i, ^ == o,. S est parabolique à plan double (S == î si, en outre,
a == o).

Si e^= î , p ̂  o, S est parabolique à point double unique .

8. L'EMME III. — Les transformés par G d'un point que/conque de
l'espace n'ont de point d'accumulation que sur z ==• o*

Car G conserve
(8) xzQ-~{'.vQz-+-yfo-—'}.zzQ,

où ^ est une constante réelle quelconque. Or ceci est un'hermitien du
type voulu. Si l'on considère un po in t tel que z soit différent de zéro,
on peut choisir À de manière que (8) soil négatif en ce point ; on peut
donc, quand on se borne à G-, choisir le domaine principal de manière
qu'il comprenne ce point , ce qui démontre le lemme.

COROLLAIRE I. •— Les transformés par G des points extérieurs, à z == o
n'ont pas\(Tautre point d^ accumulation que ( î , o, o).

En effet, À étant choisi, comme ci-dessus, les points d'accumulation
doivent vérifierles conditions

XZQ 4- A-o z •+• yyo — "^ 2ZQ == o,
qui entraînent
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COROLLAIRE II. — G a un nombre fini de substitutions génératrices.

Car on peut choisir À de façon que le domaine principal ne rencontre
que les faces du polyèdre fondamental qui passent par A, et qui sont
en nombre f in i .

9. LEMME IV. — Si une substitution S du type (5) est permutable à
toute substitution de G, on a

p=0, é^T,

c'est-à-dire que S est parabolique à plan double, on. est la substitution
identique.

Supposons que ce-soitfaux.

i° Supposons d'abord e^^=. i. En transformant G par une substitu-
tion du type (5), nous pouvons nous ramener au cas où ? == o. Soient
0\ a', j3' les paramètres d'une substitution variable T de G. Comme

on en déduit

d'où

ST==TS,

p^-^^,

'^==0.

Donc toute substitution de G conserve jjo- Je dis que cela entraîne
que le polyèdre fondamental atteint Fhypersphère en des points aussi
voisins que l'on veut de A : comme on sait bien qu'il n'en est rien, cette
contradiction prouve que e^= i. ^ . • \ ,

Soit B un point quelconque, non situe sur> = o; le polyèdre fonda-
mental comprend un transformé de B par G, donc un point pourlequel
yjo a la même valeur qu'en B. Soit C un point de l'hypersphère pour
lequel • " „ . . . . .

• : 1 ' 1 - yy^^m, •i--S=i•iT\ 1 - 1 1 ... • 1 - ' • 11- ; • • 1 ' - • ^

comme (.r, y, z) est sur l'hypersphère,
^4-^=:—2M, • • - 1.^-I^M. . . • - - - - - - • - - 1 ' • • „ - " - 1 - - , .

Mais
Ijl^^î.



En choisissant B convenablement, M, et par suite ces deux rapports,
sont aussi grands que Von veut. Le point C du polyèdre fondamental
et de rhypen'phère principale est donc aussi voisin de A que l'on veut,
ce qu'il fallait démontrer.

2° Supposons donc e^=î^ p ̂  o : c'est la "seule hypothèse qui
reste pour mettre le lemme en défaut. Alors la condit ion ST==TS nous
donne

1 . (3 ==(3^, ' • . '
d'où, comme (3 =^ o,

^e'-

nous avons aussi, en considérant le paramètre qui remplace a,

PPo^fW

donc ? : (S'est réel. Si nous .transformons G en changeant y en je'9, on
peut choisir ç de manière que ? soit réel. Alors G conserve y —.Vo* Si
l'on considère un point B, extérieur à z = o, pour lequel

Ij—jol^^Siî,

le point G qui lui correspond dans le domaine principal est tel que
yy^ sM;

nous sommes alors conduits à la même absurdité qu'il y a un instant;
le lemme est donc démontré.

10, LEMME V. — Les multiplicateurs e^ des diverses substitutions de G
riont qu'un nombre fini de valeurs'distinctes. .

Soient (5) les équations d'une substitution S de G. Considérons
Inéquation

^(7+(^)==y,

qu'on peut résoudre par rapport ày si ^6^: i-:
, \ 1 1 1 1 1 ' 1 1 . ' 1 1 1 1 1 . ' ^ (3A 1 1 , l i l . 1 1 1 , .1 1 ; 1 1 , 1 ' • ! 'w ,̂, ^ , 1,', ,- . ! ^=7:r^ - • : . - , 1 1 ; ; : 1 , ,„ 1 / , : •
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l'hypothèse e^^i peut être faile à cause de l'énoncé : nous. suppri-
mons ainsi une de.s valeurs possibles de ce multiplicateur.

L'équation (9) peut être regardée comme l'équation d'une multipli-
cité linéaire conservée par S. Prenons un point quelconque autre
que A à l'intersection de cette mult ipl ic i té (9) et de l'hypersphère
principale (4); ramenons-le à l 'intérieur du polyèdre fondamental par
u n e substitution T de G. T-^ST est une subst i tut ion de G, de multi-
plicateur 6/0, dont la mult ipl ic i té (9) pénètre dans le polyèdre, fonda-
mental.

Soient maintenant (5) les équations de T-^ ST; en faisant z = i pour
un point situé à la fois sur (9), sur l'hypersphère principale, et dans
le polyèdre fondamental, on trouve

.. , ^ . ^(^—Qy.

Mais il résulte de la démonstration du lemme IV que, pour ces points,
on a

• • . . l r ] < M ,

M étant un nombre fixe. Donc
[ P I ^ M .

Si le lemme était faux, le système des valeurs de ^ et des ^ corres-
pondant aux T-"' ST aurait au moins un système d 'accumulat ion; pour
le quotient de deux substitutions correspondant à des systèmes suffi-
samment voisins de ce dernier, on aurait

l^-iKs, |(3|<^

£ étant positif quelconque ; les deux expressions e^ — i et. (3 ne sont du
reste pas nulles ensemble. Nous appelleronsS la substilution donnant
lieu à ces inégalités. On peutécrire

- ! s^uv, ' , .
U et V ne faisant peut-être pas partie de G. Dans U, le paramètre p est
le même que dans S, et a est réel, donc in f in imen t petit à cause
de (6). V est alors parabolique à plan double, donc permutable à toute
substitution du type (5). Alors, si T est une des substitutions généra-
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triées de G,
STS-1 T~1 =: UVTV-1 U-1 T~1 == UTU-1 T-1 ;

c'est donc, £ tendant vers' zéro, une substitution infinitésimale; ' donc,
dès que £ est assez petit,

STS--1!-^!. ' • .

Dès que £ est assez petit, S est permutable à toutes les subst i tut ions
génératrices de G (en nombre f in i , lemme tll, corollaire II), donc a
toute substitution de G. Donc (lemme IV),

1 . ^°:=I, 1 (3=0,

ce qui contredit un résultat précédent. Donc le lemme est démontré.

COROLLAIRE I. — Les rapports 9 : IT sont rationnels.
Car ^w/9, où m est entier quelconque, n'a qu'un nombre fini de

valeurs distinctes.

COROLLAIRE II. — L e s angles 0 sont clés multiples de V'un d'entre
eux 2.7: : q, où q est entier.

COROLLAIRE III. — G comprend des substitutions paraboliques à point
double unique.

Soit, en effet, E une substitution el l ipt ique ou parabolique de G,
d'angle

Q=2n:q.

Toute substitution de G est du type E^P ( /c==o, i, 2, ..., q — x),
où P correspond à ô = o. Si l'énoncé était faux, P serait parabolique
à plan double; et, par suite, toutes les substitutions P seraient des
puissances de l'une d'entre elles, puisque G n'a pas de substitutions
infinitésimales.,Or, on vérifie sans peine que le polyèdre fondamental
du groupe des E^P^/c == o, 1,2, ..., q —• i ; p = — co, ..., — ï , o, T , ,..,
+ oc) atteint l'hypersphère principale en des points aussi voisins que
l'on veut de À, ce qui est une contradiction.

La proposition est donc établie.

.11. LEMME VI. — Le groupe G^ des substitutions de G d'angle Q == o
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dérive d'au plus trois substitutions génércitriceSy dont deux au plus sont
paraboliques à point double unique.

En effet, on voit, pa r l e même raisonnement qu'au lemme '\\ que
les1 paramètres ^ des différentes substitutions de G forment un
ens-emble qui n'a pas -de valeur d'accuniulation à distance finie, chaque
valeur de ^ n 'étant comptée qu'une fois, même si elle correspond à
plusieurs substi tut ions distinctes de G - ^ .
. ' Soit donc P,(, de paramètres o, a ^ , [3,, une des substitutions pour
lesquelles ? a la plus petite valeur absolue possible; soit Pa, de para-
mètres o, oc^ p^, une de celles pour lesquelles [3, n 'étant pas multiple
de P^ a la plus peti te valeur absolue possible (nier l'existence de P^
reviendrait à admettre que G, dérive d'une seule substitution à point
double unique). Soit enfin P3(o, 0.3, R a ) une substi tution quelconque
de G ^ . Nous.pouvons trouver trois entiers réels p^ p ^ p ^ tels que

\Pi^i^P^2-J^-P3^i<'^

£ étant positif arbitraire, car ceci revient à deux inégalités linéaires à
coefficients réels. Alors, dès,que s est assez petit,

Pi Pi "4- Pî Pâ -+- PS ^3 ̂  0.

Or ps n'est pas nul; car autrement, de Inéquation
^iPî+PâP^O,

•'' ' 1

oùp^ et/?2 sont des entiers premiers entre eux, on déduirait, en intro-
duisant les entiers À et ^ tels que

„ , }./r?i-4-^p2=:i,

que Pi et P^ sont des produits de puissances de P^P;"^ par des substi-
tutions paraboliques à plan double, ce qui contredit les définitions
de Pi et de P^. • .

ps n'étant pas nul, je dis qu'on peut supposer que
• . ! 1 • ;?3=Ï. ^ . ^ !

En effet, si \p.^ \ > i, p^ p^ et p^ étant premie'rs entre eux, soient q\
et q^ les entiers qui diffèrent le moins de — p ^ : p^ et de —p^ '.ps.

Ànn. Éc, Norm., (3)^XXXVIÎI. — MARS 1 9 2 1 . ï 2



90 ^ GEORGES GIBAUD.

Considérons la substitution
p'7ip'7spJL i 1 à -t à-

Le paramètre qui remplace (î est

î^-h-^

^=^, ^=^+g,

de sorte que
| À |^i : 2, |^.|îi: a.

Sa valeur absolue est donc

^PlPl,0+^((3iP2,o+ Ri, ol32)4-F.W2,0-

Or, d'après la manière dont on a choisi P^ et Pa,

P2(32,0>Pli3f,0>|PlP2,0+Pl,oP2l;

donc,

donc,
^^^^^^^((S^^o+Pi^psï+^^Ps^oOp^^o^î;

P^^^PS^PÇ,

r étant entier; par suite,
(^l-'r)PjL+<72P2"+-(33 :=0;

nous retombons ainsi dans le cas oùpa == i.
Donc,

p^p^

est une substitution parabolique à plan double. Oi\ toutes les substi-
tutions de G^ paraboliques à plan double sont évidemment des puis-
sances de l'une d'entre elles P. Donc,

P3==P^P^P^;

le lemme est démontré, puisque Pg est quelconque.

12< LEMME VII. — Les angles 6 des diverses' substitutions clé G sont
des multiples de l'un d'entre eux 2TC : q, où q === i, 2, 3, 4 ̂  6.

Soit E(9, a, p) une substitution quelconque de G; soient P, P< , Pa
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les substitutions génératrices de G ^ , les deux dernières seules étant
paraboliques à point double unique : P< a pour paramètres o, a,, 5 j^
et Pa a pour paramètres o, o^, ^. Si G-, n'a que moins de trois
substitutions génératrices, la démonstration garde la même allure
générale.

Formons E~"' 'P^E (A == i, 2). Le paramètre ^ de cette substitution a
pour valeur p^e'6. Son angle 6 est nul ; donc, cette substitution fait
partie de G^ Par suite, il existe des entiers À, [x, v, p tels que

•jp^^3,4-p,6,,
(IO) )^=^+pp.;
donc,

('}.—ei^)(p—e^)—^=o;

6>^0 est racine d'une équation dû second degré à coefficients entiers
réels, le coefficient du terme du second degré étant un :

e 2 ' 6—(À+p)^°4- lp—^=== o.

Si l'on écarte le cas où e1^ = ± i, on voit donc que
7, .p—^==i

et que
— — 2 < À 4- p < 2.

Si ^ -T- p ==^—i , 0 = ± 2^; si X -+- p == o, ô = ± ^ ; si À - + - p = = i ,
0 .2

9 = ± ^. Le lemme est donc démontré.

COROLLAIRE. — G^ est un sous-groupe invariant d'ordre fini de G.

Cet ordre est, en effet, le nombre q.
G-^ jouit, par suite, des mêmes propriétés que G : son polyèdre

fondamental n'atteint pas Phypersphère en des points inf iniment
voisins de A. .

13. LEMME VIII. — G.i ci exactement trois substitutions génératrices.

En effet, soit P, une substitution de G, parabolique à point double
unique (lemme V, corollaire III). Soit Q une substitution de G^ non
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permutable .à P^ (îemme IV). Alors P^ QP'^'Q""1, qui n'est, pas la substi-
tution identique, est parabolique à plan double; donc^ G^ comprend
de telles substi tut/ ions, qui sont toutes des puissances de l'une d 'entre
elles P.

Nous pouvons supposer, que P^ soit l 'une des subs t i tu t ions de G<
dont le paramètre ^ a la plus petite valeur absolue possible. Toutes
les substitutions de G-i ne sont pas du type

pnpP1 1 ^,

•puisqu'elles ne sont pas toutes permutables à Pi (lemme IV). Si
alors Pa est une de celles des substitutions, qui ne sont pas de ce type,,
pour lesquelles ? a la plus petite, valeur absolue .possible, il résulta de
la démonstration du lemme VI que toute substitution de G^ est du
type

P^P^P;. , C. Q. F. D.

14. THÉORÈME. — L'expression générale des substitutions de G est
, E^P^PÎPS, " "

où m peut varier de i à q (q == i, 2, 3, 4 o^ 6) et les autres exposants
de — oo à —{- ce ; si q ==-•1, E est la substitution identique ; si q ^> i, I? est
une substitution d'angle STC : y ; P est une substitution parabolique à plan
double; î \ et P^ sont deuoc substitutions paraboliques a point double
unique non permutables entre elles ( {).

Soit, en effet, E une des substitutions d'angle 2Tc q (lemme VII).
Si Q est une substitution quelconque de G, d'angle 2^71 : y, E^'Q fait
partie de Go ce qui démontre le théorème.

15. Remarque. — 11 résulte du lemme VII que l'équation

(n) ^ , ^ — ( À + p ^ + ^ — ^ ^ o . , • ^

admet la racine s == e1^; si cette racine est imaginaire, l'autre est e~^.
Je dis que, si ^===±1, c'est une racine double. En effet, ^ et ^

( 1 ) Cf. PICAKD, Comptes r^/tdu.yy t. 98, 1884, p. 563. Les groupes G y sont considérés
a priori, en négligeant toutefois E.
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satisfont alors aux équations (10), et leurs conjugués y satisfont
aussi : donc, e^ est bien racine double.

Par conséquent, on a toujours

/o — \D =z i.

16. Nous allons main tenan t chercher tous les groupes discontinus
dont toutes les substitutions sont du type indiqué dans l 'énoncé du
théorème ci-dessus.

Tout d'abord, P, et P^ n 'étant pas permutables, ^ : ?a ne devra
jamais être réel.

Supposons d^abord que y = i , de sorte que E est la subst i tut ion
identique. Nous choisirons arbilrairemen t les subsl i tut ions non
permutables P ^ et P,^ et nous devrons prendre le paramètre oc de P
égal, à un diviseur de P^o^"- pi ^2,0.. de façon que P^P^P;1 soit
bien. une puissance de P. Alors P, P^ P^ engendrent un. des groupes
cherchés, car

p p p--i p -i — pm.t i A a I. i l g — 1, .,

donc, P étant permutable à P( et à-Pa,

P S) — T)—m p p D-l D-l — p-/// p--l p-12 l ï — â- lis. g, -l' g 1 ^ — l t ^ t ^ .,

p - l p _Pw P p i P P - l _ P / / / P - 1 P1 2 j 1 —— i A 1 l 2 ? 1- 2 '• l —— i- 1 ï « 2 *

On peut, par application répétée de ces formules, mettre toutes les
substitutions du groupe sous la forme voulue P^P^P','..Le groupe n'a,
évidemment, pas de ^ubstitalion infinitésimale ; il est donc bien
discontinu.

17. Si < 7 = = î 2 y nous supposerons que le groupe ait été transformé
de. manière que E ait pour paramètres (T^a^o) . Nous prendrons
^ et pa arbitrairement, pourvu que leur rapport ne soit pas réel. On
doit avoir

-'(3,r==Â(3,+^,
^ , ; • • --p^^l+p^
ce qui entraîne
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De plus,

( 1 2 )
PiE^EP^IV,
PaErrEP^P, 1 ,

o- et T étant entiers. Soient- (0,1/1, o) les paramètres de P; h sera pris
égal a un diviseur-dé ? ( [ î i , o ^ a — P i ? 2 , o ) " 0^ déterminera a de façon
que

E^P^,
c'est-à-dire que

2 a ==: <f <»>//,

co étant un entier quelconque. Il reste à déterminer y^ et c^ ; on le fait
au moyen des conditions (12), qu i donnent

~ 2 0:1=: Pip i , o— ̂ ?

— 3 ̂ 2 == pa p^o— 'î" if1 ;

ces relations sont compatibles'avec (6).
G es£ ainsi déterminé. Il est du type voulu, ôar les conditions (12)

permettent de faire -passer E en tête d'un produit quelconque de ces
substitutions; ensuite, les substitutions P< peuvent passer avant les
substitutions P^, comme^au numéro précédent. G est évidemment
discontinu.

18. Si y ===3, 4 ou 6, on a vu que l'équation (11) admet pour
ï i T T : îi.'K

racines e (î et e ({ . Donc,
Àp-~p=i,

A 4- p == 2 COS -1-^ == — ,î, 0, OU 1 .

On peut prendre 'X arbitrairement, puis
•2T!: -.

p== 2 COS—— — A ,

. / 27Î .Afj.v =: À a cos — — À — i.
\ 9 )

II faut alors que
â / T C

^ //
a/ir

pîe^==}^+M3â,
a/ir

(3,6T=:^,+p(3^
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ce qui donne une seule condition •

p ..2 _ e~/~ —/.
^ ~ F " '

Du reste, on ne diminue pas la généralité de G- en prenant

}.=o, p.=:i.

Si P a pour paramètres (o, i/z, o), À est un diviseur arbitraire de
^p^^_^p^) . E étant mis sous la forme ( î l. a, oj, on doit
avoir

E^ === P^
ou

qa == f'c»)À.

Enfin, on détermine a, et a^ par les conditions

PiE^EP^PtP^
P,E=:E^P\P^

qui se réduisent à

a~i)a,+ ^ ^^^"^^fi^o+^^^^o-^^^
2 •cl

^ + (p _ i) ̂ ^^-') p,p,^+ Pl̂ Z-llp, p,^ + ,,p,3, i3,., - r(A ;
3 2

le déterminant de ces deux équations n'est pas nul.
On constate ensuite, comme dans les autres cas, que le groupe

engendré par ces substitutions est du type indiqué, et qu'il est
discontinu.

19. Cherchons le polyèdre fondamental rayonné. Il dépend, bien
entendu, des centres choisis, et aussi de la valeur de X (n° 8). Nous
ferons À = o.

Observons tout d'abord que nous avons, bien facilement, un polyèdre
fondamental non rayonné. Soient

X = a ; : z , Y=y:^ .

Nous pouvons, dans li^P^P^P^, disposer dejo et de r, en faisantm == o,



g6 ' GEORGES GIP^UD.

pour amener Y à Tin té r ieur du parallélogramme, construit sur pi et^,
dont le centre est à l'origine des coordonnées. -En faisant, varier my
nous pouvons partager ce polygone en q antres, n permet, enf in , de
rendre la pa r t i e imaginaire de X inférieure en valeur absolue à h : 2f
Nous avons, a ins i , un polyèdre fondamental, II. II n'a qu 'un 'nombre
fini de faces dans tout l'espace.

Passons, ma in t enan t s à la méthode du rayonnement. Notre méthode
va consister à prendre un po in t de II;, et à'chercher quelle-substitution
il faut lui. appliquer pour l 'amener dans le polyèdre fondamental
rayonné. Suivant le centre de celui-ci que l'on considère, et suivant
la valeur de m, nous aurons à chercher les m'inima d'un nombre fini
d'expressions telles que"

(i3)

X-i- Y(Y)o-4-^(3j,o-4- ^pâ,o) -t- Su— (/-?pi-l~ rpa) •QO— ̂ '̂

-/(«...-^)
+'-(.,,.+ Ê^î) -S' p,[3,,.- ̂  p,!3,,,-/,rp,p,,.

\ • 2, / *-î . A

quand n, p , r prennent toutes les valeurs entières possibles.
• Dans l'expression dont nous venons d'écrire la norme, séparons la
partie réelle et la partie imaginaire. Cette dernière, seule, contient n,
et elle le contient l inéairement, par le terme — nih. Pour le minimum
cherché, nous sommes donc cer ta ins 'que la norme de cette partie
imaginaire ne dépasse pas 7?/2 • 4- Et nous sommes sûrs aussi que,
pour ce minimum', la norme de la par t ie réelle ne dépasse pas son
propre minimum, relatif à l 'ensemble des valeurs entières de p et de r,
augmenté de À2 : 4. Or, cette partie réelle est de la forme

, i—__! + a ~i- bp -\- cr •+• A./:^ -+- ;a B pr + C r2,

où la partie réelle de X est mise en évidence au. seul endroit où elle
entre. Ap2 -}- ' l ' Q p y -+- Cr2 est une forme quadratique-définie négative
à coefficients-constants, a, b,c sont des quantités bornées à l'intérieur
deH. Donc, en ce qui- concerne l'intérieur de l^hypers^hère

• ,. ••••1,, '1:1 '- 1 1 1 ^ , , -X-+.Xo<—YYo^o, '. 1 1 1 1 1 . • 1 1 1 : 1 , 1 1 1 : ' 1'1
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ou, plus généralement, en ce qui concerne la-partie de Pespace où la
partie réelle de X est inférieure à une l i m i t e donnée, le min imum de
la norme de cette partie réelle est a t te in t pour des valeurs âep et de r
bornées. On peut même assigner une 'borne de j?2-^2, au delà de
laquelle la norme de cette par t ie réelle dépasse son minimum de ^2 :4
au moins, g' étant donné.

On constate alors immédia tement que /?, qui est, l 'entier le plus
voisin du nombre qui annulera i t la partie imaginaire, est borné
aussi.

Ainsi , les systèmes d.e valeurs 'de n, p , r pour lesquelles (i3) 'est
m i n i m u m , (X, Y) étant dans II, et la partie réelle de X étant bornée
supérieurement, sont en nombre fini.

Comme 11 a un nombre fini de faces, et qu'il y a seulement un
nombre fini d'expressions (i3) à considérer, on en déduit que le
polyèdre fondamental rayonné a seulement un nombre fini de faces
dans toute portion de l'espace où la partie réelle de X est bornée
supérieurement, et, notamment; , dans l ' intérieur de fhypersphère
principale. Ce ne serait plus vrai de l'espace ent ier ( tandis que II a,
l u i , un nombre f ini de faces dans l'espace entier) .

Nous avons, ainsi, terminé l'étude des conditions pour qu'un
polyèdre, ayant un nombre fini de faces de la nature indiquée, et
n'ayant pas de face sur l'hypersphère principale, soit le polyèdre
fondamenta l d'un groupe linéaire d i scon t inu .

20. Considérons le groupe discont inu F, contenant G. Formons^
pour tous les transformés par F d'un point B intérieur à f hyper-
sphère, le rapport

. _ XZQ-^ x^z 4-yjo ^
ZZ'Q

Comme À n'est pas altéré par G, nous pouvons nous borner à l'évaluer
pour les substi tutions qui changent B en un point de II, B appartenant
aussi à IL Soient 1̂  ces substi tutions, s variant de i à -4- oo, et P\ étant
la subst i tut ion identique. La substitution la plus générale de F peut
s'écrire, à volonté,

P^E^P^P^P;1

, xxxv ni. — AVRIL K):.ÎÏ.

M. ^^ A A i • a

AJW. Èc.Nûrm^ (3) , XXXVîI l . — AVRIL i<pi. ï 3
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ou
V/npnppp[' p7^

Je dis que les valeurs de X correspondant aux P[, tonnent une su i t e
discontinue ; c'est-à-dire ({M'entre deux nombres négatifs \^ et Â^, U
" n y ci qu un nombre fini de valeurs possibles de À, chacune d ' e l l e s n étant
comptée qaun nombre fini de fois.

En effet, adjoignons à II sa frontière, et, si )^ ^>^» détachons-en la
port ion définie par

jc^o -4- ^o ^ + yy^ — ?•! .̂ o =o.
XZQ-^-.V^Z ~\-yj'Q—Àa-3^0=0.

La portion détachée est u n ensemble fermé, sans point commun
avec rhypersphère. Elle ne contient donc qu 'un nombre f in i de
transformés de B par F, ou par les P^., ce qui démontre notre propo-
si t ion.

21. Je dis, dé plus, que les valeurs prises par À sont limitées infé-
Tieurement.

Supposons qu'elles ne le soient pas. Soit (^,y? -s) un transformé
de B par les P',. Appl iquons- lui la substitution P; la pseudo-distance a
de (x, y, z) à son transformé est donnée par

cli2^ : ^o4- .To ̂  + yyo — ̂ ^o î

(,r^o+ .To.3 -h-yj'y)2

Comme, dans II, y : s et la partie imaginaire de x : z sont bornés,
il en résul te que le rappor t précédent est d 'autant plus voisin de i,
ou a de zéro, que la par t ie réelle de x : z est plus grande en va leur
absolue. "

Or, précisément, il existe'par hypothèse des subst i tu t ions V, ren-
dant 1 aussi peti t que roh veut, c^est-à-dire la partie réelle de x : z
inférieure a un nombre négatif quelconque.

Donc, la pseudo-distance des transformés de B par 1̂  et par P^P est
aussi petite que l'on veut; donc, la pseudo-distance de B à son trans-
formé parP^PP^ 1 est aussi pe t i te que Von veut ; donc, T n'est pas
discontinu.
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Mais ceci. est une contradiction. Donc, les A sont bornés inférieu-
rement.

Il résulte de là que, si un groupe discontinu T contient un groupe tel
que G, le point A appartient à quelque transformé par F du polyèdre
fondamental rayonné de F. DonCy ce polyèdre fondamental lui-même
admet un sommet parabolique transformé de A. par T.

22. Remarquons, enf in , que II n'a pas d'autre po in t commun avec
la polaire de A(s = o) € { u e A lui-même.

CHAPITRE IV.
RELATIONS ALGÉBRIQUES ENTRE FONCTIONS DE M. PICARD A OROUPES LINÉAIRES.

SYSTÈMES INÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DÉRIVÉES PAUTŒLLES.

1. Commençons, bien ciue cela ne soit pas indispensable à notre
but, par déterminer les fonctions automorphes du groupe G du précé-
dent Chapitre.

Nous posons
. œ + z • oc —z

(i) £=—?—? r^y, Ç==——— .
' • ' y/2 • \/2

ou» en coordonnées non homogènes,

x -+- ï ' Y V72
/ 9 \ " ^ = —————— y Y] = -————— >
^ " ï ' x — ï • .•y — ï

de façon à remettre la condition

(3) ;r4-.yo4~yy<)<o

sous la forme
(4) : ' • .^^^mo—î <o, !
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où le domaine de variat ion de £ et de T] est à distance f in ie . Le poin t A.
a, dans le système (E, Y], 'C)? les côû'rd.oiïnées C i , o^ i ) .

Une série © quelconque est, par déf ini t ion,

<5 ' i,"""-)^]1 (/•^a)•
('£/., Y]/.) é t an t le transformé de (!;, Y]) par la-/'"'1110 subs t i tu t ion de G.
K(S, j]) est une fonction bornée dans le domaine (4 )•

Nous savons que cette série estabsolument et uniformément conver-
gente dans (4); nous al lons voir quWfe l'est également dans tout
ensemble fermé ne comprenant ni A ni aucun point de sa polaire,

Nous commencerons par l'établir pour la série

( Q } v p^'^T-v [^(^^^' i^r^t^j^i^T^c^y)"!7-
. v / '^rià^-n) J ~-AL^(^^)J L à ( x , y } \ i à ( ^ - n ) ] '

Nous avons
: ' ^ (£^)1^ (-^V,

d(.r,j) ' \ x — i j '
Donc la série est

/îLniY'v (i-^Y'[à^y^
\~^/ ^,v^.~ï7 L^ (^ . j ) J î

et nous pouvons observer que le second, facteur du terme général est
égal à un en valeur absolue.

Considérons un ensemble fermé quelconque, ne rencontrant pas la
polaire z == o de A, et choisissons un nombre posit if X tel que, dans
tout l 'ensemble,

(7) . ' a7îo-+-^,û^-+-yyo—^^o<o.

Nous poserons alors
, " /—^ / — • v /_ t x •̂  - \ - .1 , • ' .! , ^ —^ ~, ? n ,—y^ , ^ -•- -y —/.^,

de'sorte que ^ \ 1 1 1 • 1 1 , •. \ 1 ! . • 1 1 1 . , , : . ^ ! ! , ' 1 !

. ; : ; ' . :; ' ; : : , ^^x.z^-yy^ P^o= ̂ ^ + ̂ ^o - ̂  S o . - ^ ,:• ••' ' ; - -

En ce qui concerne G, (7) peut être pris, au lieu de (4), pour domaine
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principal. II. en résulte que, si nous prenons en coordonnées non
homogènes,

^ ___, ^_ À.^
,y —— //-> . ' ^ —— },̂  '

la série
• ^ [ ^ ( c ^ ^ n ^ / ^ — ^ Y ^ / —). Y^F^rrn^

^/• l^(^^ /)J ~ \ - ^ y A-lr/—^ L^J)J
est abso lument et uni formément convergente dans l 'ensemble consi-
déré.

Mais 12•1/•~Â'" tend évidemment vers un quand r augmente indéfun-
.Z,. —— l A .0

ment . Donc la série'(6) elle-même est absolument et uni formément
convergente dans cet ensemble, abstraction faite, bien entendu, des
termes, en nombre limité, qui deviennent infinis.

Mais , quand r augmente indéf in iment , le point (?/., Y],.) tend vers A
(Chap. III,*§ 8). Dune R(^, ^) tend vers R( i , o). Ains i , en faisant
au lieu de l 'hypothèse indiquée d'abord, l'hypothèse plus générale que
R(^, Y]) est fini et déterminé en A, la convergence absolue et uniforme
de (5) dans V ensemble considéré est assurée.

Nous poserons donc

(8, e.̂ ^H ,̂)^)"^ ]̂1 (^),

R étant une fonction rationnelle finie en A nous nous sommes ici
à ( y y)~\débarrassés du facteur gênant ,-j——r •

©(0', y) se comporte^ dans tout l'espace, sauf sur la polaire de A,
comme une fonction rationnelle de x et dey, cest une fonction uniforme
de ces deux variables.

2. Voyons ce que devient © en A. En reprenant le nombre q du
Chapitre III (§ 12), nous pouvons considérer © comme la somme de
q séries dans chacune desquelles le nombre m de la substitution géné-
rale de G, E^P^P^P^ est constant. Chacune de ces séries se déduit de
celte où m == o en effectuant sur ses variables la substitution W ; il
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suffît donc d'étudier la série correspondant à m == o, c'est-à-dire au
groupe G-, (Chap. IJ f , § H).

C h a n g e a n t d e notat ion, nous écrirons

P"P^P^

ta substi tution générale de G,, P' et F' remplaçant P^ et P^ et q rem-
plaçant r. Soient (o, ZÀ, o) les paramètres de P, (o, a', ^ / ) et (o, a^ p")
ceux de P' et de P" respectivement. La subst i tu t ion générale de (^
s'écrit

X^.y-(^p^y^)J+^^+/)^/-^^Uç(^+^

/)2 /y2

•~^^——WPo^-^(3;n

•Y=y+p^-+-^.

Faisons d'abord la sommation par rapport à /?. Nous obtenons une
/ Ht \ - it7t.r

fonction S^[e h , y ) , ra t ionnel le par rapport à e ll , et n u l l e quand
â7T>r

e /' est nul ou infini, c'est-à-dire nu l l e en A si (^,.y) reste dans II.
Faisons maintenant la sommation par rapport i\ p et à y. Nous avons

une série qui converge absolument et u n i f o r m é m e n t pour y fixe et
oc variable mais de partie réelle constante : on peut en effet se borner
à faire varier la partie imaginaire de x de o à ih, et alors la conver-
gence absolue et uniforme résulte de ce que nous savons. Si la par t ie
réelle constante de oc a été choisie assez grande en valeur absolue pour
qu'aucun desS^ne devienne inf in i quand la part ie réelle de ̂  dépasse
cette valeur constante, on constate immédia tement , au moyen de
propositions classiques sur les séries de fonctions holomorphes, que
]a convergence absolue et uniforme a lieu même quand la partie réelle
de x dépasse cette valeur constante. Il en résulte que ©(^y) se

2 7C .r • ,

comporte comme une fonction rationnelle de e h pour toute valeur
de cette variable, même o et l'infini. Donc Q(^,y) est rationnel par

2 TC .r
T'rapport à e h , et nul quand cette variable est nulle ou inf inie . Par

rapport à y, @ est analytique,
Les seules singularités de © sont les infinis des termes-de la série (8)
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et la polaire de A. Cette polaire est une singulari té essentielle : en
effet A en est une ; d'après les travaux de M. E.-E. Levi ( i ), il existe
alors au moins une mult ipl ic i té analyt ique à deux dimensions, passant
par A, et dont tous les points sont singuliers essentiels; cette mult i -
p l ic i té ne peut être que la polaire de A; d'ailleurs on peut voir direc-
tement quç 0 est indéterminée au voisinage de tout point de cette
polaire.

3. Nous pouvons donc écrire
/ A - ^ â_^A , ' ^ 2TCr.

©(^ .:)•)=( S^6 ' )''( 2^ '
\ / '=î / \ / - = 0

le second membre étant la fonction rationnelle la plus générale nu l l e
2TC.V
' Apour e h •== o ou == aï. Les cir et les bj. sont des fonctions de y dont

nous al lons ma in tenan t nous occuper.
Nous avons évidemment

0(^— ̂ y ^ ̂  y + i^) ̂  ̂ (^ j)>
Q{x — Ç^y + ̂ ,r -t- (3') = C(^, r).

I l en résulte que

^^,^^),-^(^•-a/i^Z.,(,^^),-^^")

^,(y) ^(j) ^(y)^

o é tan t indépendant de r; on a aussi des relations analogues avec a"
et ^ au lieu de a' et p'.

Mais nous pouvons, sans changer ©, multiplier les ^/. et les &,. par
une môme fonction de y. Comme l\) n'est pas i d e n t i q u e m e n t nul,
proïïtons-en pour prendre

bQ=i.
Alors

^(,r+^)=^!îio^a'ïa,(y),
lî-^r^v-a"1!

^(j4-^)=e A '^ a,(y),

( 1 ) E.-E. LEVI, Ànnali di Mate/naticci^ 3e série, L XYH, 1 9 1 0 .
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et de même pour les &/.. De plus^ ces fonctions sont rnéromorphes. Ce
sont donc des fondions doublement périodiques de troisième espèce (de
première si r =-- o),

Supposons que À soit positif, ainsi que le coefficient de i dans le
rapport [^ : ?', et nommons X l 'ent ier (po^-- (S^) : ̂  qui est alors
aussi positif. Alors l'excès du nombre des zéros de a,, ou de br sur le
nombre de ses pôles, dans un parallélogramme de périodes, est égal
à Ar.

Les fonctions automorphes peuvent s'écrire d ' une façon analogue,
2 TC X

maïs elles ne sont plus obligatoirement nulles pour e h = o ou ==oc.

4. Soient/i,/2?/:s trois fonctions automorphes correspondant à G.
En tout point de II, f^ /a, f\ se comportent comme des fonctions

2 71 ,r

rationnelles de e h et de y. Donc/i, /a 01/3 sont liées par une relation
algébrique

(9) 9(/i,/2,/3)=o.

Les équations
: , : /l==Fi. /2==^

si jj.i et [j^ n'occupent pas une position exceptionnelle, et si le déter-
minant fonc t ionne l de/'i et de/a n'e-st pas nul ident iquement , n 'auront
qu'un nombre fini de solutions dans II. Nous pouvons admettre que A
n'est pas une de ces solutions, et que ces solut ions sont dist inctes.

Nous pouvons alors trouver un nombre X2 tel que, pour toutes ces
solutions,
,. , :^•+-A lo4-JJ•'()—À2<0;

et, par conséquent, nous pouvons choisir la fonct ion j\ telle qu'elle
prenne des valeurs distinctes pour ces différentes solutions. Alors
à toute solution de (9) en /u./a?/3 répond un point de II, ety en général,
un seul. *

Soit alors/4 une quatrième fonction automorphe de G, absolument
quelconque. On a

4'(/î?/2»^)=°»

' : 1 1 ' 1 1 1 : 1 1 1 1 ^ 1 ; 1 . ; " 1 1 1 1 / , " ; 1 1 - : , : yAf^f^A)^^ 1 . ' 1 1 1 1 ' " ; / 1 1 , 1 : 1 , ' , 1 / 1 1 1 1 ;
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^ et /^ étant des polynômes. Si f^ f^ et y'^, liés par (9), sont donnés,
ces équations eny^ n'auront qu\ine racine commune en général. Donc
f., s^ exprime rationnellement en f\, /^ fy.

Si ma in t enan t nous remplaçons y\ par une fonction quelconque,
invariante par G, se comportant dans II comme une fonction ration-

âTC-r-

nelte de e lt et de y, on a la même conclus ion : donc cette fonction est
une fonct ion automorphe de G.

Donc, en par t icu l ie r (si q •== i),
•27:>..r

^""^(j),

où ^(r) est une fonction doublement périodique de troisième espèce
(de première si X = o), telle que

^(y-^^)^^"?1^^-0 ' '»^

^.f^/y-a") 1

. . u{y+^)^e^ i o y \

est une fonction automorphe de G.
En combinant rationnellement ces dernières fonctions, nous avons

donc toutes les fonctions automorphes de G. Si q > i (Chap. lit, § 12),
on verra facilement comment se modifie cette conclusion.

5. Nous allons maintenant nous occuper d'un groupe discontinu
quelconque Ty contenant G, et chercher l'allure en A des fonctions
automorphes correspondantes.

Reprenons les variables 'è , Y] définies par (2). Une série © quelconque
sera

( ^ r\ 3Â-,— / t/o^ V37' Fà ( r v \~}î':9(•'•7)= -•7r) 2,.x(î—'(-^) [^] "•ïa).
R(Ç, 7]) étant une fonction rationnelle bornée dans (4).

Nous choisirons dans F des substitutions P^^Pg, ..., P^ , ... telles
que toute substitution de r puisse s'écrire P^P^ d'une manière et d 'une
seule,? étant la substitution parabolique àplan double de G. Faisant
alors d^abord la sommation par rapporta TI, nous obtenons encore une

/ ^^ \ ! Ëjm ' 27C >x'
fonction S^e"3", y ) y rationnelle en e ll , et nulle pour e h == o ou = ce.

• Ànn. Ec, jNorm., (3),XXXVI1Ï. — AVRIL 1921. l4
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Mais, dans la sommation par rapport; à /, la convergence n'est plus
assurée que clans l 'hypersphôre principale. C'en est assez néanmoins
pour qu'on puisse af f i rmer que

/ ,r — ï \ 3^ / IH-Î: \
©(^ . r )= (^——) 8(.e ^ ,,r),

V—V^y
Ï'K-.V

S é tan t holomorphe dans Phypersphère principale par rapport à e h

2T:.r

efcy , ainsi que pour e ft == o et r quelconque : pour ce dernier système
de valeurs, © == o.

Nous déduisons de là, comme dans le cas pa r t i cu l i e r du para-
graphe 4, que, si le polyèdre fondamental de T n atteint Vhypersphère
principale que par des sommets paraboliques (1), trois fonctions auto-
morphes quelconques de T sont liées par une relation algébrique.

Toutes ces fonctions automorphes peuvent ^ exprimer rationnellement
au moyen de trois d'entre elles y f\, /'^, /^.

Si l'on se donne les valeurs de f\, /a, /^ liées par la relation cdgé-
brique correspondante

?(/1./2?/3)=-=0,

il leur correspond en général un point et un seul à l'intérieur du polyèdre
fondamental.

6. Nommons main tenant ,r, y , u ces trois fonct ions ./u /s» f» ; suit

( 10 ) /(-^y, u)=o

la relation algébrique qui les lie, et soient X, Y les variables indépen-
dantes et XXo 4-YYg == i l 'hypersphère principale.

Considérons

f in ^ ̂ y^.r) --v^/^ZzI . v^y^T)(I Ï) ^^VàOm' "^"V^X^O5 ^^YàOÇT)

comme des fonctions de x et dej. Nous pouvons former un système

. ( 1 ) On a vu (Chap. liï, § 3) un autre énoncé de cette hypothèse.
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complè tement intégrable d'équations aux dérivées partielles
/ r = z a ^ p - ^ b^cj 4- c^,

( 1 2 ) .y == ^ap -r- ^â/y -i- c'a ̂ ,
/ :== a^p -i- ^:$ ^7 — Cy,;

dont ^ i , Sa ̂  ^3 so ien t les trois intégrales l inéa i rement indépendantes.
Comme

<^i < î
àx à y 'll

^^â ^-^a
àx à y ^î

()^^ ^3

^ ^' ^3

—— ^ ^

o o .̂  i

"(^) ̂  .
àx à Y "2

^)à^.
àx ày ^

.,^(X' V)
'l à{x, Y)

: I,

c'est-à-dire, comme ce déterminant est constant , il en résulte que ce
système d 'équat ions aux dérivées partielles est de la forme

( i3)
ap -\-[bg ~|- cz,

• a' p — ac] -i- c^,î,
Y p -h a' G} -i- c'-s.

Si l 'on exécute sur X et Y une transformation du groupe, s,, ^, ^3
subissent une simple transformation l inéaire; donc, a, by ..., ^ ne
changent pas. Du reste, a, b, . . . , c'\ considérés comme fondions
de X et de Y, se comportent en un sommet parabolique comme les
fonctions automorphes : ce sont donc des fonctions rationnelles
d e x , y , u ( 1 ) .

On a ainsi un système dont les intégrales s'expriment en fonc-
tions automorphes de deux paramètres X, Y au moyen des for-
mules ( J i ) . . !

7. Nous allons, maintenant. , étudier les irrégularités du sys-
tème (<3).

Nous ferons la convent ion préalable suivante : nous ue considérons

( 1 ) M. Picard a déjà considéré ce sysièmo d'équalions aux dérivées pw['ve}les(Comples
rendus^ fc. 98, 1884, p. 563; Âcta mathemntica, t. H),
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comme véritables points s inguliers que ceux qui ne peuvent être
rendus réguliers p a r l e remplacement de x et dey par deux autres
fonctions automorplies x\ y du même groupe, faisant partie d 'un
système de trois fonctions x1\ y^ ?/ au moyen desquelles toutes les
fonctions du groupe s'expriment ra t ionnel lement .

Si l'on pose

on voit que

^.Mj^J^) , /^ -v^ -'-y./
^-V ^XTYT -2-^^ -3-^n

-'.=-v%f? "-.'̂  •
mais v y < ? J ) est une fonction automorphe du groupe, car elle est
invariante pour toute subst i tu t ion du groupe, et ses singularités sont
de la nature voulue, ce qu i entraîne qu'elle est fonction rat ionnel le
de ce, y , //, ou de x\ y , u ' ' . Ains i , quand on passe des variables x, y
aux variables x ' , y", il faut, pour obtenir le système tranformé de (i3),
remplacer - z par

.^..y^zzi
'"-'V à { x , y ) '

Nous pouvons profiter de cette convention pour admettre, t o u t
d'abord, que x, y, u sont tels que la relation (10) qui les lie puisse
être considérée comme l 'équation d 'une surface algébrique n'ayant
d'autres singularités qu'une courbe double avec des points triples, ces
singularités étant les plus générales de leur nature ( i).

Les points où u, et, par suite, ci, b, ..., c^, ne sont pas fonctions
uniformes de x et de y, c'est-à-dire les points où le plan tangent à la
surface précédente est parallèle à l'axe des u, ne doivent pas, d'après
cette convention, être considérés comme singuliers.

On peut en dire autant des points de la courbe double, et des points
ou a? ou y devient infini .

Nous avons à voir quels sont, en dehors clés points précédents,
les points où s,, z^y ^ ne sont pas fonctions holomorphes de^et dey.

( 1 ) Cf. PICARD et SIMART, Théorie des fonctwfis algébriques de deux 'variables indé-
pendantes ̂ \,1^ p. 8%. '



SUR CERTAINES FONCTIONS AlîTOiViORPÎÎES DE DEUX VARIABLES. 1 OQ

Ce sont Içs points ou X. et Y -ne sont pas fonctions holoniorphes

de a! et de y , et ceux où i / — — — — - - n ' e s t pas fonction holomorphe
de X et de Y.

Ces deux catégories de points rendent ' ^ } - nul ou inf ini . Nous
avons donc à trouver les points pour lesquels cette circonstance se
produit, même si l'on remplace x, y par d'autres fonctions auto-
morphes, conformément à notre convention.

Or, ces points sont excipsivemçnt les po in t s de la surface (ïo) qui
correspondent, soit à un sommet parabolique, soit à un point double
de quelque subs t i tu t ion el l ipt ique du groupe : en tout autre point , en
effet, on peut trouver deux fonctions x ' ^ y7 telles que leur déterminant
fonctionnel ait une valeur arbi t ra i re ( l).

8. Réciproquement, à tout point double de substitution elliptique
ou parabolique du groupe correspond un point ou une courbe singu-
lière du système (i3).

Démontrons-le cFabord pour les poin ts doubles de substitutions
elliptiques.

En un tel point, X et Y ne peuvent être fonctions uniformes de x, y,
puisque la substitution elliptique transforme, jus tement , tout point
X^ Y voisin du point double en un autre point voisin du point double
et pour lequel x ety ont la même valeur.

On peut répéter à peu près la même chose pour les sommets para-
S 7 T X - • '

boliques, en remplaçant X par e h . Cette variable n 'é tant pas, en même
temps que Y, fonction uniforme de x et de y, la même chose a lieu
pour X et Y.

Dans les deux cas, on peut voir directement que z^ z^ z^ ne sont
•pas fonctions uniformes àex et dey. Si l'on a affaire à un point double
de substitution e l l i p t i q u e , on peut se ramener au cas où celle-ci est

(X*, Y; X^, Ye^);

(r) G. G I R A U D , loc. eu., Chap. î, n0 37.
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alors -S i , .^, ^3 sont, m u l t i p l i é s respectivement par
/ ( 3 -4- 'l/ ,1 /' I 3 25 — '̂  ) / ( 2 •I/ — 3 '

e" 3 , 6 - 3 , ^ 13

facteurs qui ne sont pas tous égaux à un.
Si l'on prend oiaintenant un sommet parabolique, on peut supposer

que ce soit (i, o, i) et qu 'une des substitutions correspondantes
soit (i5) (Chap. I). Par cette subs t i tu t ion , z^ z^ ^ sont remplacés
par

3.3i— 2.^4- 2^3, 3 ^ — ^â 4-^.^3, 2^—— 2^-+- -3y;

donc, ils ne sont pas uniformes.,

9.- Cherchons à préciser la nature des singularités du système (i3)
aux po in t s de vuesuivants : sont-ce des points isolés (cela n'est pas
absurde, au poin t de vue où nous nous sommes placés, et nous en
verrons un exemple) ou des courbes algébriques? Et, dans ce dernier
cas, q u e l est le genre de celles-ci? Enfin, quelle est l 'équation fonda-
mentale déterrninante de cette courbe singulière, qui , nous le verrons,
est régulière?

Prenons d'abord un point double de subst i tut ion ell iptique de F.
Supposons que, parmi les subs t i tu t ions ell iptiques qui admet ten t ce
point double, aucune ne soit a plan double pénétrant dans l'hyper-
sphère. Soit (X == o, Y = o) ce point double.

Toute fonction automorphe est le quot ien t de deux fonctions ©,
régulières à l 'origine. Suivant leur poids commun, celles-ci seront ou
non certainement nulles à l 'origine. Il peut donc arriver que l 'une
au moms des fonctions oc^y, u soit indé te rminée en X == Y = o : alors
à ce point coiTespondentsur( io)uneou plusieurs courbes unicurmies :
ce sont les courbes singulières cherchées.

Si aucune des fonctions x^ j, u n'est indéterminée, à l 'origine
correspond un point dé terminé de (10). Par ce p o i n t passent ' les
courbes

^(•^y) _^ ^(^, u) _ ( ) ( ) \ u ) _
, , . , . ^ ( X , ï ) - 0 5 . ^ ( X ^ Y ) " - 0 - ^ J Y Y r Y ) ^ 0 5

comme par l 'origine ne passe, par hypothèse, aucun plan double de
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s u b s t i t u t i o n deT, ces courbes n'auront, dans le voisinage de X = Y = = o ,
aucun autre" point commun à toutes trois; donc, il n'y a pas de plan
tangent (du moins' unique) au point considéré : c'est, un point singu-
lier de la surface (10). Remarquons, toutefois, que ce point ne fait pas
partie d 'une ligne double.: ce cas ne se présente donc pas si.!?, y, u
sont choisis comme nous l'avons di t .

Du reste, si (10) n'a d'autre singularité qu'une courbe double avec
. des points triples, il est évident que (i3) ne peut avoir que des lignes

singulières : en effet, en un point de (10), une des trois fonct ions
x, y , u, la dernière, par exemple, est fonction holomorphe des deux
autres ( ' ) ; au voisinage de ce point, a, b, .... c" sont donc des fonc-
tions uniformes d e x et de y ; nous savons qu'alors les singularités
de (i3) forment des courbes.

Partons d'un point (X, Y), voisin de X == Y == o, et allons par un
chemin cont inu de ce point à un autre transformé du premier par une
de nos subst i tut ions elliptiques : le point Çx, y, u) décrit sur (10) un
circuit fermé, z^ z.^y z^ subissent la transformation linéaire corres-
pondant à notre subs t i t u t i on el l ipt ique : donc, le circuit décrit par
Çcc, y , u) ne peut pas se réduire à zéro sans rencontrer de ligne singu-
lière ; cette circonstance n'est pas due à la connexion de la surface (10),
car, si le chemin décrit par (X, Y) tend en tous ses poin ts vers Port-
gine, le circuit décrit par (cc,y,u) tend en tous ses points vers
l'ensemble des points de (10) correspondant à X == Y === o. Or, cet
ensemble de points se compose, au plus, d'un système de courbes
unicursales. De plus, on peut faire en sorte que tous les points du
circuit (.z'.y, u) tendent vers des points d'une seule de ces courbes
unicursales; en effet, quand Y : X a une valeur donnée t et que X tend
vers zéro, le point (^?y? ^) tend vers une position limite dont les
coordonnées sont des fonctions rationnelles de t, peut-être des cons-
tantes; on a ainsi un point ou une courbe unicursale de (10); ce n'est
que si, X tendant vers zéro, t varie et tend vers certaines valeurs en
nombre fini, que l'on a d'autres points limites pour (^j,, ^); or, on
peut bien supposer que les valeurs de t correspondant au chemin

(1 ) En un point-pince, ce n'est plus vrai ; mais on peut encore prendre deux paramètres
dont les valeurs, même au poinl-pince, soient bien déterminées.
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décrit par (X, Y) restent, par , exemple, fixes, et ne comprennent pas
ces valeurs par t icul ières ; alors, les points l imi tes de (.z1, y , ^z) appar-
t i ennen t à une seule courbe unicursale. Mais un circuit fermé tracé
sur une courbe unicursale peut se réduire à un po in t : donc, il en est
de même du circuit décrit par Çx, y , u) sur (10).

Donc, à X == Y = o correspond au moins une courbe s ingu l i è re .
Mais à cette courbe ne correspondent, pour ^, ̂  ^3, que les puis-
sances d 'une seule substi tution l inéaire. Par suite, si les subs t i tu t ions
elliptiques de point double X == Y == o ne sont pas des puissances
d'une seule d'entre elles, on pourra encore trouver un circuit fermé
sur la surface (10), qui ne peut pas se réduire à un point sans tra-
verser d'autre courbe singulière que la précédente ; donc, il existe
dans ce cas une deuxième courbe singulière unicursale correspondant
à X = Y = = o . En cont inuant a insi , on voit qu'il y a un nombre de
courbes unicursales, correspondant à X .=Y=o , au moins égal au
no,mbre min imum des subst i tut ions fondamentales du sous-groupe
de F formé par les subs t i tu t ions elliptiques de poin t double

: . ! ' X == Y = o.

Ces lignes singulières sont-elles régulières? Évidemment, car
.3.^ ^» -Sîï ne peuvent, d'après leurs expressions, avoir de singularités
essentielles.

Ramenons à la forme
(X, Y;X^°SY^)

la substitution elliptique correspondant à l'une de ces courbes singu-
lières. Par une rotation autour de cette courbe, z^ z^ z^ sont simple-
ment multipliés par

a+p ! }, âa—p /. 2 6—a ).
. i ^ L ^ ^ i ,____L^2TC/- i—————^^i^;

' \ ^ e 'î , \ e 3 , '\ e •1 . . ^ lt, ,, 1 / . !

X étant un entier provenant du radical cubique. Donc, les racines de
réquation fondamentale déterminante relative à cette courbe sont
respectivement égales à

'' ' • a -+-(3 À : • s a — S - 'h , • • 2 6 - — a ^
-,.,=^-^- + y . • : , r,= -^ +^^^ , r3=-^-+ ^ ̂ , •
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^, v é tant deux nouveaux'ciri'iers, et À étant main tenant complètement,
déterminé, au lieu qu7!! ne l'était jusqu 'à , présent qu'à un mult iple
près de 3.

Si e^^-e1^, on doit prendre comme intégrales fondamentales cor-
respondant à î\, r^, T\ les fonctions z.^ ^, ^3 elles-mêmes. Si e^ == e^,
i l peut se faire qu'on doive remplacer ^ par ^3-4- g'^, g é tan t une
constante .

Montrons qu'on peut faire en sorte que

^-/,,^-^^^ ̂ yv-^ (ë'==-° si ^p^^)

ne soit pas constant sur la courbe singulière : cela nous ramènera à ce
cas simple étudié spécialement dans un autre travail (1 )- Cette expres-
sion se réduit à

X^^Y-i-^X)^.

Comme elle est f in ie et non identiquement nul le sur la l igne s ingu-
l ière,

(r3~- r i ) ( / - i — / ^ ) <o.

En modifiant, au besoin, a et p de cer tains mult iples de 27:, la même
expression devient

1. - a 'IX27^(Y-+-.?•X.) ^.

II faut montrer que, (^-, y, u) tendant vers un point variable de la
l igne singulière, cette quantité tend vers une l i m i t e variable. Or, si

a

cette expression tendait, vers une constante k ^=7^0, il faudrait que,
pour

Ë !

Y ^ - ^ X ^ / c X ^ i + s ) ,

plusieurs termes des fonctions © qui f igurent au numérateur et au
dénominateur des fonctions ce, j, u vinssent se détruire, de manière
que les parties principales dépendissent de£. Or, si a et p sont dilïé-

( i ) Ce travail n'est pas encore publié. On peut consulter : HORN, Acta mathemauca^
t. XI, XIV.

Ann. Éc. Norm., (3), XXXVIÏI, — AVRIL n}"2i, î ' t )
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rents, les termes qui se dé t ru i ra ien t seraient, par rapport à X et Y,
de degrés d i f férents ; or, on sait qu'on peut toujours modifier les
coefficients de tels termes de manière à empêcher cette par t icu-
lari té^). Si, maintenant , a=[:l, la constance de (Y-+-'§'X) : X. mon'
treraiLseiilement que g a reçu une valeur erronée.

10. Considérons, ma in t enan t , les points d 'un 'p lan double de subs t i -
tut ion elliptique de r.

Je dis que le plein double retient sur lui-même par une infinité de
substitutions du groupe. Nous pouvons nous ramener au cas où le plan
double est

Y==o.

Ce plan ne peut pénétrer à l ' intérieur d'aucun polyèdre fondamental ;
d 'ail leurs, si l ' un d'eux atteint le plan double, celui-ci en est une arête
plane; car, si

[ X , Y; X, Y^ ; , , • •

est une substi tution elliptique de F telle que toutes les subs t i tu t ions
de F qui ont le plan double Y == o en soient des puissances, elle
permet de déduire d'un polyèdre qui at te int te plan double y — i
autres polyèdres qui l 'atteignent aux mêmes points; l'arête est non
apparente si q = 2. Mais le plan double ne fait pas, dans toute son
étendue, partie du contour d'un même polyèdre fondamental : car
autrement, celui"ci a t te indrai t l'hypersphère principale

X X o + Y Y o = = i

su ivan t une arête à une dimension ,

• , • ; Y = = o , " X X o = = i , .

ce qui est impossible dans notre .hypothèse, Noua pouvons, pour le
même motif, affirmer que l'arête Y == o appartiQirt à une infinité
de polyèdres transformée par r du polyèdre fondamenta l /Soient
P i , Pa, ..., P^, ... ces polyèdres.Amefions-les tous, par une substi-

(1) G. GIBA.UD, Leçons sur le fs fonctions automorphes^ Chap. I, n0 37.
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t u t ion de r, à coïncider avec P,( : Y == o viendra chaque fois coïncider
avec une arête de P, ; comme celles-ci sont en nombre f in i , on trouvera
l'une d'elles une i n f i n i t é de fois; dès lors, Y === o est transformée en
el le-même par une inf ini té de subst i tut ions de F, comme nous l 'avions
annoncé.

Ces subs t i tu t ions de I' sont alors du type
„ ^ rtX-4- b Ye^

Les subst i tu t ions
cX-^d cX-h^

X ^•^^
,^X-^/

correspondantes forment un groupe de Poincaré T\ dont le cercle
principal est

' . , ! XXo-j. „ ^ .

Soient Ai , A.^ ..., A^ les centres dn polyèdre rayonné P, et d 'un
certain nombre de ses transformés P^, . . * , P,/,, ..., choisis de telle
maniè re qu'en les ramenant sur P ^ , Y == o prenne toutes les positions
possibles, et chacune de celles-ci une seule fois. Soient ^, ï]ft les coor-
données de A/c. Alors, on constate immédia tement que P, et ceux de
ses transformés que nous considéroirs, pris ensemble, atteignent Y ==o
su ivan t le polygone fondamental rayonné de F' qui a pour centres E i ,
? ? P/ ! ' • ! f 1 1 - 1 '^2? • • • ? ^n \ /*

Comme nos polyèdres n'ont pas d'arête à une dimension sur l'hyper-
splière principale, P est un groupe de la première, de la deuxième, ou
de la sixième fami l le de Poincaré (2)*

Gomme en outre les sommets paraboliques du polygone fonda-
menta l de P sont é v i d e m m e n t des sommets paraboliques du polyèdre
fondamental de F, nous pouvons ajouter que, si y n'est pas Pun des
entiers 2, 3, 4» 6, P est de la première famille.

Pour Y == o, nos fonctions automorphes se réduiâent a des fonctions
de Poincaré de Xy correspondant au groupe F'.

Soitp le genre de F7. Pour Y == ô, x, y, u sont fonctions rationnelles

< 1 ) CcILe propriéLo jaylifie l'introduction des contres multiples dans la inéLhodo du
rayonnement. '

( 2 ) PoiNCAnE, OE uvres, {. 11 . p. rj.8.
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de deux variables liées par une relation algébrique de genre p. Donc
x et y, par exemple, sont liées par une relation algébrique de genre p
au maximum ('). Le genre serap exactement si, ce qui est réalisable,
à un système de valeurs de.^? et de r n e répond d 'ordinaire qu'un point
du polygone fondamental de F'; et alors u sera une fonction rationnelle
de x et. dej. Ainsi la courbe singulière est alors

cp0\y)=ro, ^==rl/(,r,j),

^ étant de genre p , et 'sp étant r a t i onne l l e .

il. Supposons maintenant qu'un certain point, par exemple
X=:Y=o,

soit situé dans le ou les plans doubles d 'une ou de plusieurs substitu-
t ions de F, et soit en même temps point double de substi tutions sans
plan double ( 'pénétrant dans l'hypersphère).

Alors, à chacun des plans doubles passant par X == Y = o, corres-
pond une courbe singulière de (i3). Si les substitutions à plan double
peuvent, par leurs combinaisons, engendrer toutes les autres substi-
tu t ions de point double X === Y ===.0, nous ne savons pas à l'avance s'il
existe d'autres lignes singulières, qui seraient alors unicursales,
correspondant au point X === Y === o. Mais , dans le cas contraire, le
raisonnement du paragraphe 9 prouve qu'il existe au moins autant
d'autres lignes singulières, unicursales, qu'il faut ajouter de substitu-
t ions supplémentaires pour obtenir toutes les autres.

Par exemple, si toutes les subst i tu t ions de point double'X == Y == o
sont des puissances de

/ 27Z/ ^Llll\
^X, Y: X^ e! , '\e '• ;,

oùp, q, r sont trois entiers, p et / ' é t a n t premiers entre eux et q et r
différente l 'une au moins de ces substitutions est à plan double; c'est
celle qu'on obt ient en répétant la substi tut ion fondamentale un nombre
de fois égal au plus petit des entiers q et r. Mais on est certain qu'à

( !) Cf. PICARD, Traité d'Analyser. II, p. 498.
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X == Y == o correspond une courbe singulière unicursale de (i3), bien
que X == Y = o soit déjà dans le plan double de la substitution
indiquée, plan auquel correspond déjà une courbe singulière de (i3).

12. Il nous reste à considérer les sommets paraboliques. Supposons
de nouveau que rhypersphere principale soit

X-hXo4-YYo=:o,

et que le sommet parabolique A soit le po in t X = co, Y f in i quel-
conque.

Alors, en ce point, Xy y, u se comportent comme des fonctions
27T^

rationnelles de e h == T et de Y, h étant une certaine constante
positive.

Il faut étudier l 'ensemble des points de (10) qui correspond
a T == o, Y quelconque.

En uti l isant les fonctions ©, nous pouvons écrire

S^)1'
x --==. ^————— ?

S^w
r==0 ' .

développement valable dans toute rhypersphere. On verra, comme au
paragraphe 4 de ce Chapitre, que ̂ •^- est une fonction elliptique de

°Q \ J L )

périodes déterminées. Mais même dans le cas où la surface (10)11^
d'autre singularité qu 'une seule courbe double avec des points triples,
ces singularités étant les plus générales de leur nature, nous ne savons
pas à Favance si cette fonction et les fonct ions analogues relatives ày
et à u ne se réduisent pas à la fois à des constantes. Dans le cas où
cette circonstance ne se produit pas, la courbe peut être ramenée au
type • ! , . ,
( i4 ) ®0, j )==o, u=^{x,y),

où la relation cp = o est au maximum de genre un^ et où ^ est ration-
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nelle* On connait des exemples etÏectifs de groupes de l'espèce q u i nous
occupe, comportant des sommets paraboliques, et dont le système ( î3)
correspondant n'a que des lignes singulières unicursalês : le genre
peut donc n'être pas un. Ces exemples proviennent de la considération
des fonct ions hypergéométriques de deux variables : leur étude a été
faite par M. Picard (1), et, à un autre point de vue, par M. Appell (2).

Mais ce n'est pas tout. Parmi les substitutions de point double A
peuvent figurer des subst i tut ions e l l ip t iques à plan double, et des
subst i tu t ions paraboliques à deux points doubles. Soit

( i 5 ) • [ X , Y ; X-^Y- i -^^ -^CY+iS) ] (^û^,)

une telle subs t i tu t ion . Considérons le plan

<ï-3/0

qui revient sur lui-même par cette subst i tut ion. Si la subs t i tu t ion est
elliptique, c'est son plan double; à ce plan correspond une ligne
singulière de. (î3), d'un type déjà étudié. Si la substitution est para-
bolique, ainsi que toutes les autres substi tutions de point double A
qui changent ce plan en lui-même, je dis qu'on ne peut, sans donner
à la surface ( r b ) une des singularités exclues, admettre que x , y , u
sont à la fois bien déterminés pour

c6) T-o- ^^^r.

En effet, si (T, Y) est un système de valeurs voisin de celui-ci, notre
substitution parabolique le change en un système encore voisin
de (16). Si à (16) correspondait un point unique de (ïo), nous pour-
rions donc tracer sur (îô) une courbe fennec dont tous les joints
seraient aussi voisins que l'on voudrait de ce point un ique , e t à

( l ) PiGAltb, Sttr uUe extension aux fonctioïw de deux wriables du pf'obîème de Riûnictnn
relatif aux fonctions hfpergeométricfues {Annales cîel\École Normale, 2e série; t. X, 1881 ,
p. 3o5); Sur lesfoncUons/yperfuc/i&i.e/mespro^ef/antdes séries liYper^éoniét.nques de dew
variables (Annales de l'École Normale^ 3e série, t. iï, i885, p. 357).

(2) APPELL, Sur les jonctions h^per^éométriques dedeux varùt blés (Jo urnalde Matité-
maiiffués^ 3e série, t.VlIÏ^ i.B8a^p. 1 7 3 * ^ . , 1 1 • - 1 1 1 ; 1 ' 1 1 1 1 ; 1 ; 1 ' ,' 1 1 1 1
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laquelle correspondrait pour .^, ^5 ^3 n»e substitution linéaire déduite
de (i5). Donc ce circuit ne peut se réduire à un point sans traverser
une courbe singulière, autre que (i4) si celle-ci existe; car, si (i4)
existe, une rotat ion autour de cette courbe en restant dans le voisinage
-d'un de ses points revient à augmenter l 'argument de' T d'un multiple
de 27T, Y restant fixe, c'est-à-dire à faire subir à (X, Y) la substi-
tu t ion

( j t 7 ) , ( X , Y ; X 4 - / m / / , Y ) ,

qui n'est pas la subs t i tu t ion (i5)..Donc une courbe singulière autre
que (i4) passe par le point unique correspondant à (16); mais ceci
doniie une contradict ion, puisqu'au voisinage de(i6), dansie domaine
principal, i l n'y a de point double d'aucune autre substi tution. Donc,
en (16), l 'une des fonctions x, j, u au moins est indéterminée. On
obt ient ainsi une courbe singulière unicwwle. l

.y, j, u peuvent être indéterminés encore, pour d'autres valeurs de Y,
T étîint n u l ; on a encore des courbes singulières umeursales, aux-
quelles correspondent, pour z^ z^ ^3, de simples multiplications par
u n e même racine cubique de l 'unité,

Supposons main tenant que F ne compte aucune substitution para-
bolique à deux points doubles ou elliptique de point double A; ou que
ces substitutions ne .suffisent pas à engendrer, parleurs combinaisons,
toutes les autres subst i tu t ions de point double A. Alors la courbe (i4)
existe; on le voit en imi tan t les raisonnements déjà faits.

Si, de plus, les substi tut ions elliptiques et paraboliques à deux
points doubles ne suffisent pas à engendrer au moins une des substi-
tutions P^P', où P'" est la substi tut ion (î 7), wétantun entier arbitraire,
et où P' est une substi tution parabolique donnée de F ayant A pour
point double unique, la courbe (i4) est de genre un. Si, en effet, e l le
étai t unicursale, à la substi tution P' on pourrait faire correspondre une
courbe fermée qui pourrait se réduire à un point sans traverser d'autre
courbe singulière que (i4) et les autres courbes singulières déjà
étudiées, ce qui est absurde par hypothèse. Donc (i4) est de genre un;
le circuit fermé correspondant à P/ peut se réduire à l'une des deux
lignes fermées suivant lesquelles il faut couper ( î4) pozir la rendre
simplemeiït connexe.
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• Quelles substi tutions éprouvent ^, z ^ , ^3 quand x, j, u tourne
'au tour d'une des courbes singulières que nous venons de rencontrer,
en restant dans le voisinage d'un point de celles-ci ?

Pour la courbe (i4), o0 ^ 1^ substi tut ion

(18) [^i, ^, ^3; G'»^, &)(^+ m i / i ^ i ) , û)^],

co étant une racine cubique de Fumté» Pour la courbe correspondant
à (16), on a la substitution

(19) [>i, Z^ ,33; 0)^, G3(a5 i4 - . 52——,6o^3 ) , GJ^-^ '^pGi-i-^s)] ;

si l'on fait une transformation convenable, celle-ci peut se ramener au
type
(°-o) [z^ ̂  ^3; c,.̂ .i, ûù(a .S i~ l - ,S2) , ^e-3'6^].

Il nous reste à voir si ces l ignes-s in^i i t ières sont du type simple, où
les coefficients a, b, ..., c" sont les quot ients de fonctions régulières
par le carré de ç(^, y).

Nous examinerons en même temps si ^, 5^, s;, ne sont pas les inté-
grales dont les développements sont prévus par la théorie de ces
systèmes d'équations aux dérivées partielles.

Prenons d'abord la substitution (18). Si la ligne est régulière, et
que z^ s^, ̂  soient ces intégrales, on a

rai) 1 zï =: ̂ '^'5r^azl ̂ •' ̂ )1 s.2==Kz, logo {x, y) + [y (•'̂  y)]PZ2(^,.y),
l ^=[?(^.r):iïZ3(^j),

A étant une constante, et Z,, Z^, Zg des fonctions régulières, non iden-
tiquement nulles pour y (a? ,y )==:o ; les exposants a, (3, y ont des
différences mutuelles entières; ce sont des fractions à termes entiers
de dénominateur 3.

Si [3 <^ a, nous avons à considérer

^^-a^-p^^-aYa-^ ', ' .

cette quantité, qui est finie et non identiquement nulle pour ç ==o,
doit n'être pas constante. Or, sur cette courbe, Y est variable, et X
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in f in i : donc a=y , et l'expression se1 réduit à Y^, 1 qui n'est pas
constant; la ligne est de la forme indiquée.

Si ? == a, il faut considérer

y — a sa (Y--a)2TT
-^ e A ^i == Y e " ~ ^ ' ,

car A= -^. Cette expression étant finie et non identiquement nulle
sur la courbe, a = y; elle se réduit alors à Y, qui est variable; la ligne
est encore de la forme indiquée.

Si p ;> a, il faut considérer

^0^-1=== Yc^-'L
.̂i

Toujours pour le même motif, a == y; l'expression est encore variable,
et la l igne est de la forme voulue.

Passons à la forme (20). La ligne singulière correspond à Y = o,
X i n f i n i ; elle est obtenue en posant

:i7lft,K ^Tcfta^ •2TC^m^

Y === y.^e'~~~1-+- ̂ e" ~A"^~4-. . ,-4- a/;^~^ r"",

[:!,, [ils, .,., p,,, étant des nombres posi t i fseroissants a^ a^, . . , , a^,.,
• 27 rX

des constantes, et a,,, le paramètre variable; si e h tend vers zéro,
Çx, y, u) tend vers un point variable de la courbe singulière.

:?,, z^ , z^ sont de la forme (21), mais cette fois a — ? est entier,
tandis que a — y et (3 — y ne le sont pas; donc en particulier a^y.

Ceci suffit à faire écarter l'hypothèse ^<^a : car alors X^^Y0^
tendrait toujours vers zéro ou vers l ' inf in i dans les conditions indi-
quées. " , 1 • •

Donc p^a . Mais alors ce qui précède ne safïit pas à indiquer si A-,
y, u peuvent être choisis de manière que la ligne soit de la forme
simple considérée.

Enfin.si Çx, y, u) est indéterminé pour X infini et pour u n e autre
valeur de Y que celles qui correspondentà une substi tut ion (i5), nous
ne sommes pas assurés non plus qu'on puisse trouver des fonctions

Ann. Éc. l\orm., (;>}, XXXVUh — AVRIL 19:'. i. 1 6
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automorphes (^,;r, u ) telles que cette singularité disparaisse ou soit
ramenée à notre forme simple.

GEORGES GlUAUO.

DEUXIEME PARTIE.1

FONCTIONS HYPElUBÉLŒîNNES.

CHAPITRE V.
CLASSIFICATION. APPLICATION DE LA METHODE DU 1.1 A Y O N N E ME VF

A CERTAINS GROUPES SPÉCIAUX.

1; Si dans un groupe hyperabélien T, qui comprend des substitu-
tions gauches, on met à part les substitutions droites, celles-ci forment
un groupe P, sous-groupe invariant d'ordre 2 de F. A cause de cela ,
nous porterons surtout notre at tention sur les groupes de subs t i t u t i ons
droites.

2. La classification des subst i tut ions droites,

f,\ ' Y ax'J^ b V a/.)' -4- //<') x^^^' ^ = c ' y - ^ d ' '
où a, b, c, <7, a ' , b\ c ' y cl' sont réels et, où

• ! ! a d — b c ^ a ' d ' — b ' c ' ^ - i ,

est i inmédia te . Nous les désignerons sous les noms de subs t i t u t ions
(Hll), (HE), (HP), (HI), etc., selon que les substitutions l inéÀires
subies par x et pary respectivement sont toutes deux hyperboliques,
ou l 'une hyperbolique et l 'autre elliptique ou parabolique ou iden-
tique, etc. II n'y a pas lieu de d i s t inguer , par exemple, (HE) de (EH),
car on peut transtormer par des subst i tut ions gauches : il est donc
indifférent , pour la classification, que ce soit x ou j qui subisse la
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transformation hyperbolique; la même observation s'applique aux
autres cas désignés par deux lettres distinctes:

Nous aurons plus loin à établir une sous-distinction dans le
type(HH). . ! ' "

3. On peut faire provenir les groupes hyperabéliens des transfor-
mations semblables d'une forme quadratique quaternaire tel le que

( 2 ) .Ti^+^a^;

i l suff i t de poser

/* y \ «y à _ ^*;î *^"'4
,'z'i ' .ïi "' \ a'^

pour faire correspondre à certaines substi tutions de la forme (2) des
subst i tu t ions hyperabéliennes droites ou gauches (').

Nous emploierons souvent les variables homogènes .y^ a'y, ^, •x^
liées par la relation

( 4 ) , .•z*i »:z?4 -+- x^ ..r;j == o.

Pour ce qui concerne les points à l ' in f in i , nous les définirons comme
des systèmes de quatre nombres x ^ x ^ y x^y oc^y définis à un facteur
près, liés par la relation (4), et dont le premier est nul.

Ledomaine principal sera

l^—^)<o, ^y—y^Xo

Nous nommerons souvent les multiplicités

^?=:consl., ou j':=: const..,

des génératrices : ce sont, en effet, des génératrices rectilignes d\ine
quadrique dont l'équation serait (4). La génératrice est réelle, si la
valeur constante de oc ou clej est réelle; ces génératrices cont iennent
aussi des points imaginaires.

( 1 ) Cf., par exemple, mon Ouvrage : Leçons sur les fonctions autômorphes.
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Les multiplicités cycliques ont pour équations

(^ ) y-( ! ̂ "i^,'-f- •'y^ 4-^3^ — -^l l2-'!- | '^1.0^.4- ^2,0^ + •-^3,(»^:î 4- ̂ c^l |2 )

^4» y'O'-i ̂ .o+ ̂ ,0^+ ^2^3.0-i-- ^2,0^3)

X (£l^,,o -h C i , o^ -+-^^,0+^,0^3 -^:'0

ou bien, si
I 2 - — - " ^ ---
^i " ^ i

^) a[(.r—Ç)'(^- ̂ ) (.:)'—^) (ro- ^o)

-h (^ - £o) (^o~ S) (J ~ ̂ o) (Jo-^)]
- i -y( .z-~^)(y—r( , ) ( i :—^)(^—YîJ==o;

cette surface peut être considérée comme le l ieu des poin ts tels que

( ( ^ — 0 ( ^ o — Ï o ) - ^ ( ^ — ^ ) ( ^ o M ^ ) + ( ^ — ^ o ) ( $ — 2 o ) c h o = o ^

/ (y~^)(jo~^o)+(y—^o)(j<)---^)+(j--Jo)(^ —'n^ch8'=o,

quand o et S' varient de façon que

a ( cil ë cil o^ 4- î ) 4- a y == o.

Les équations (7) représentent deux cercles situés dans les plans des
variables complexes x ' ç i y : ce sont ceux qui s ' in t roduisent dans la
théorie des groupes de Poincaré.

On peut aussi changer châ ou châ7 en —,châ ou --châ'; mais
alors (7) n'est plus, pour S et ^ réels, située dans le domaine prin-
cipal.

4. Ceci fait suffisamment connaître la forme de ces multiplicités
quand ^et T] sont imaginaires.

Supposons que (êy T]) tende vers un poin t imaginaire de la multi-
plicité • ! ! • 1 ' ! , ! ^ " . ! ! ,

, i ;—^^ 0 » . '.

et qu'en même temps y < < ;"~ c o ) tende vers une l imi te r^. Alors la mul-
tiplicité fend vers la multiplicité limite

(8) ^^o[( j~Q(ro4-ï)4-(^4-Q(jo—Q]—
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en supposant que là limite de (E, Y]) soit (o, i). On peut considérer
cette mult ipl ici té comme engendrée par la multiplicité à deux dimen-
sions

^ .r^-h ^/.(A? — .T(/) == o,
(9) I ( y — ï ) ( r ^ i ) - ^ { j ' - + - i ) ( y , — i ) ^^y—j^chô^o,

quand X et S' var ient de manière que
/. C'il o' -4- Y == 0 .

Ceci suffit à nous montrer la forme de la surface (8) : elle c o n t i e n t
toute la génératrice réelle x == o qui passe par le centre (o, i). Cette
génératrice, comme toutes les génératrices réelles, est, ent ièrement
située sur la surface

(^—^o)(J-~yo) :=o•
A l 'exception de cette génératrice, (8) est entièrement située dans le
domaine

( . r—,:ro)(r—yn)^o;

si À est positif et 5' réel, (9) est dans le domaine principal.
Si maintenant le centre (£, T)) tend vers un point réel, par exemple

(o, o), de manière que
y (S "~^o ) ( ' ^—^o )

a

tende vers une limite Y", la surface tend vers

(10 ) a^^o/^o+y^^—^oKy—yo)"^0 '
lieu de la multiplicité à deux dimensions

j ^0+^(^——^(»)=0î
(u) l yyo+^^y—Jo)^ 0 ^

où ^ et y. varient de façon que
3À^:==/;

si À ei (x sont positifs, (i i) est dans le domaine principal, (10) n'atteint
la frontière de celui-ci que le long des deux génératrices réelles x= o,
y == o,qui passent par le centre,
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5. Nous allons maintenant chercher les polyèdres fondamentaux des
groupes formés des puissances d'une seule subst i tut ion. Nous cherche-
rons surtout à mettre en évidence les points exceptionnels de ces
groupes, c'est-à-dire ceux qui n 'appartiennent ni au polyèdre fonda-
menta l ni à ses transformés, ou qui appart iennent à une infini té
d'entre eux.

On peut remarquer que ces points exceptionnels appar t iennent
nécessairement à la multiplicité

(^—^o)( . r—jo)=o-

Nous nous bornerons aux substitutions droites, et nous négligerons
les types (EE) et (El), qui ne donnen t que des groupes finis.

6. Type (HH). — Comme on peut transformer la substitution fon~
damentale par une subst i tu t ion arbitraire, nous la mettrons sous la
forme

( t r5yî a^' a^~) [ad-=^ a'd'== î ; {a — d) {a' — d'} ̂  o]

" ou, en coordonnées homogènes, sous la forme

(x^ .ï2, x 3, X!,\ Ï\,T^ r\^x^ /";̂ ..s, r',.^.),
avec

î\ -=: dcV\ y\ == ad', /'a -=. a'd, /•/, =^ acf!.

Comme on peut échanger x et y , ou changer x ou y en leurs inverses,
nous pouvons admettre que

\d\ï\d'\>i
ou, par suite, que

| rj > | r^ | ^ i >, | r, | > | /„ j

les égalités j r j ^ i et | ^ | = = ï n 'ayant lieu que si \d\ == \ d ' [ ; alors
^ == r^ = ± ï .

Le polyèdre fondamental est l'ensemble des points pour lesquels le
minimum de certaines expressions

(^) l^^i^^^^C34-r^3^4-r^,Çi[2.

•+-1 ^Ï^i,oS4+ ̂ 2,o^+ ̂ 3,0^2 -+- ^^,oSi l2,
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où (^, ?2, £3, $...) reçoit un nombre fini de systèmes de valeurs, a lieu
pour 71=0. Les points exceptionnels sont ceux pour lesquels ces
expressions n'ont pas de minimum, ou bien atteignent celui-ci une
inf in i té dp- fois.

Or, si x^x.,-f=: o, ces fonctions de n tendent vers -4- co quand n tend
vers ± os : donc elles ont un min imum.

Supposons main tenan t que | rj -=/=: i : nous avons la même conclusion
si ̂  = o, ̂ ^, 7^ o (.z*;j est alors nul) ; si x^ === ̂  ==o, ̂  ^= o, comme
x^ est encore nul , nous avons un1 po in t exceptionnel, qui est l 'un des
quatre points doubles de la subst i tut ion. Si œ^-==- x^ = o, nous avons
u n e génératrice, dont tous les points sont exceptionnels, et n'appar-
t iennent à aucun polyèdre. Eu partant de l'hypothèse ̂ , == o, on trouve
de même la génératrice de points exceptionnels a?;, == a?,, == o. I l n'y a
pas d'autres points exceptionnels que ceux de ces deux génératrices,
qui con t i ennen t les quatre points doubles et n'appartiennent à aucun
polyèdre.

Si m a i n t e n a n t r^ = r^ == ± i , les conclusions sont différentes.
Si x^ == o, x^ ou. 0-3 est nul aussi ; soit, par exemple, x^ o, x^ == o;
alors, quand n tend vers 4-co , l'expression (12) tend vers 'l\oc/^\ï',
e ( , si r,. =^ o, elle tend vers -4- ce quand n tend vers — ce . Les points
exceptionnels de cette catégorie sont ceux pour lesquels l'expres-
sion (12) ne peut tomber au-dessous de 2| .r2$;î |2 ; o1'» P011^ ^i == o?
x^ ̂  o, ( 12 ) dévie n t

2 7^ ̂ ^4,o^,0 + /l?rÏ(^l^'2,0+ ^4,()^â) (^3,0+ Si,(À) -+- 2 ̂ 2^2,0^3,0-

'Les poin ts exceptionnels sont ceux pour lesquels

^"•^^,,oci£i,,,4- /•;-^(^.^â,o+ ^4,0^2) (^£3,0+^,0^)^0

quel que soit n ent ier ; si r,r, > o, ce sont donc évidemment les points
pour lesquels

(.r^2.o4- •^.o-2^) (ci^.o4" ^1,0^) à0 î

on le voit en fa isant tendre n vers —oo. Ainsi les points exceptionnels
dépendent ici des positions des centres .
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Si ̂  == o, j;^ -^ o, on trouve de même les points tels que

(^3-^,0 + ̂ '3,0 ̂ •) (^l^U 4- ^l,(À) ̂  ̂

pourvu que r^ r; ^> o.
Si 07.1 == o, on a des conclusions analogues.
Si^.'^o, on n9^ de points, exceptionnels autres que les quatre

points doubles que si ^2,0 •+• ç^o^a ou ^$3,0 -4- S<,o^ ®st nul ; - l 'une des
expressions Ç^,,^-^ ^2,0^.» ^3^,0+^3,0^ est alors nulle aussi; si les
deux premières sont nulles à la fois, i l en est de même des deux autres.

Dans ce cas où ^^=±1, deux des quatre points doubles appar-
tiennent à tous les polyèdres; les autres points exceptionnels n'appar-
tiennent à aucun. Nous dirons que ces substitutions appart iennent au
type (HH) spécial.

7. Type (HE). —• Nous pouvons mettre la substitution fondamentale
sous la forme
/ x cosq?—sinco € / / Y \ , , „ / » i • i i \^ y ' —:—i————!., —/ ( a ' c i ' == ï , et' — cl y± o, Q ' non mul t ip le de ?.),\ '" ' .^siny 4-cosç d1 j v ' / î • * '
OU

[^•,,^â} ^si 'x\•^ /'(^icosç -t-.^asin®), /•(—.z'iSinîp 4-^coscp),
/•^^cosep—^\siny),/^(^sin^ ~i-A\cosy)j

1 • ' 11 • (/•==^, r'^a^.

La fonction à considérer pour le polyèdre fondamental est
( , i3) | / ' "^^.^(Easin/ i® + ê^cos / î®)^ -^"^ (^cos / t o—^s i t i / ^ )

- -j- /'" ^3 (— ̂ i sin ̂  9 -h- ça cos /i 9 ) -l- /•^..ï^. ( ̂ i ces ̂  ® •+- £2 si n ̂  9 ) |2

-+-1 /•//^!,0(^3 s in 7^9 + £^cos/ i9') -4- /•^^otëiCOS^œ — ̂ sîii/^)
-+- /'"'d?;^^—^sin/zœ -h- ^cos/z9) 4- r'^i.^^c^cosn^ -{-^sin/î^) |2.

On peut supposer que
' • 1 1 . 1 . ' 1 . 1 1 l 7 ' > 1 - 1 1 1 " 1 1 1 1 1

Cherchons les points (^o ^•a? ^3? ^/.) tels que
( i4) - ^ (Çis in^y—• £2008/19)—^4(^1008/29-r ^sin/îy) l2

. 4- | . ̂ 3,0(^1 sltl nçQ——^COS/^)—^^{'^•€OS>/tCÛ•J^Î,g.Smft(û)\î 1

puisse prendre, l'entier /z varianty des valeurs aussi petites que l 'on
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veut:. Nous pouvons, dans celte fonct ion, remplacer n^ par n^ 4- 2miT,
m é tan t e n t i e r , de façon que

o S n ® -4- 2 m T: << 2 T:.

Soient e, des nombres positifs t endan t vers zéro quand i augmente
indéf in iment . Soient n^ m, des en t ie rs tels que (14 ) soit plus pet i t
que ^ pour n == n, et pour m tel que

0 ̂  HiQ -h ;̂  W/7: < 37-:.

Quand i augmente indéf iniment , les angles n^ 4- 2/72,7: ont au moins
un ang'le l imi t e 0

o ̂ Q 5 a 7: ;

si l'on remplace n(p par 0 dans ( i4)» le nombre obtenu est la l i m i t e
des £^ c'est-à-dire zéro. Donc

(^3 ^1—-^ C ï ï ) s m ^ — ^ 3 ^4-^4 Si) COS^-rO,

( ̂ 3,0^1 —— ••z'•'..,0 ^2 ) .SI' n ̂  -— ( ̂ 3,0 ̂  4- ^-4,(» ;:i ) COS 9 -= 0.

Par conséquent,

(^3^4- ̂ Ci) 03,o^-- ^,o£2) — (^'^i—^i'â) (^VoSa-l- ^.,o?iJ ==--0,
OU

1 (^3^4,0— ^O-^) (£t •+- £J) == 0.

Si d'abord
^-i-£j:=o ou ^=±î£i ,

les deux équations en 9 se réduisent à une seule

^.e-: ̂  "1" •zt4£l = ± itr3 ~~ x!- '
& ^ 3 ^ 1 — — ^ 4 £2 ^±l^f, )

comme 6 doit être réel,
^3=^4=0,

et alors 0 est i ndé t e rminé : (r4) est ident iquement nul. Si maintenant

-^3^,0——^^^^O,

^•3 : cTi est réelî mais (.ïaSa + ̂ .i^) -* ( •^^—^^2) doi t être aussi
Ann, Éc. Nonn., (3 ) , XXXV1ÏI. -~ MAI 19^1. l^
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réel; et comme ^ : ̂  est imaginaire, cm a encore

X^ ~=- X^ := o,

Donc, les seuls points trouvés sont ceux de la génératrice ci-dessus.
Donc (i3) tend vers 4-oc avec n,saufpour les points de cette géné-

ratrice; (i3) tend encore vers -h co quand n tend vers — oo, sauf pour
les points de la génératrice

X^ •=. X^ =- 0.

Pour les points de la première génératrice, (i3) tend vers zéro quand
n tend vers +<x, sans d'ailleurs atteindre sa limite; on a un résul tat
analogue pour la deuxième génératrice.

Donc, les points exceptionnels sont ceux de ces deux génératrices
réelles, comprenant les quatre points doubles; ils sont en dehors de
tous les polyèdres.

8. Type (HP).— La substitution fondamentale peut s'écrire

(^y ;^+i ,^ ) { a ' d ^ i . a ' ^ d 1 )

OU ^ ! " , „ ! ! ' , ' -

[;2?i, ^a, ^3, ^.; r^i, r(^i-r^à). ^«^3? r^—^-t-^)] ( / t •==: cl1\ r1' •^ c i ' ' ) ;

on peut supposer
| r | > i.

Nous avons à considérer la fonction

[ r " 1 ^ (—^^+£.0-1-^^2 ^+^^3 (/^i-4-^) + ̂ ^4 'E î \ i •

4- 1 r ' " ^i,o(— n^ + '^) ̂ r11^^ 4- ^^^'(nà:! -4- Ça) + /•"^4,o'Si I"2.

Elle tend vers 4- co quand n tend vers ±: coy sauf si

ou si
^ ==: ^4=^: 0

'^i .==: ^"3 ==: 0.

Tels sontles points exceptionnels; ils sont en dehors de tous le^
polyèdres* , , - ' , : . " , • ! . . : - , ,' , : , ,
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9. Type (HI) . -.- La subs t i tu t ion fondamentale est
/ a'y\
[x- y ; ̂  -^r ) ( a' €-1'=-^ a' ̂  ̂ }

OU
(^•i, ̂ , ^3, ^'4;/\ri, r.^, r ' x.^ r x , , ) ,

Le calcul est pareil à celui du type (HH) en faisant r, = r, = r, ou à
celui du type (HE) en faisant ç == o.7 Les résultats sont aussi les
mêmes. Les points exceptionnels

r^ •= x^ •==. o, x^ == x; == o

sont, les points doubles; ils sont extérieurs à tous les polyèdres.

10. Type (PE). — La subst i tut ion fondamentale est

( ..V COSCO — SUTO \
.y, y; ——;————————L^ ,. + i ;

v OC SlOy -j- COSO '' / ?

sa puissance n^ en coordonnées homogènes, est
(.'z/'i, vZ^, ,:r3, .r,,, ; .z'i cos /zy -î- .râ sin/^o, —a\ sin/i© -^ .z\) cos^tp,

— /z-24 cos/iy — nj?2 sin/zq? + ̂ •'3 cos^o — ̂  s in/ îo,
— /z Xi s i ri /^ y •+- /^ .r^ ce s n y -h ̂ 3 s i n n es --{- x;,. co s /^ o "). ,

On. reconnaît immédia tement qu'il n'y a pas d'autres points excep-
t ionnels que ceux de la génératrice

q u i cont ient les deux points doubles. Reste à voir si ceux-ci sont
exceptionnels. Nous avons à considérer la fonction

( I o ) 1 ( ^ 3 Câ-r-^4 C i ) cos/rç + (^3 ^—x\ ^sm/zçl2

"i- 1 (^;i,o^-+-^*,o^)cos^y 4- (^,oCi~ .^,oCâ) s io^o l 2 .

Remplaçons ^y par 6, et cherchons quand elle est indépendante,
de 6. Il faut et il suffit pour cela que

{^L'+'X^^ p^(.y^^4-^^ [2_ J^^^..y^^j2.,_ ^^^__^^^^ j2^^^

(^'3 ^£'+•^4 Si )(^3,o£l,0-~ ••^O^o) -^(^.^O^S^)^^^^^»)^^ El—— ̂ 4 ^)

4-(A'y,oi:â4- ^4,0^)(•r3 ^ ^ — — ^ ^2,0)+'(^3 ^,&4-.y4\. ^l,o)(^3,0^ ~ ̂ 4,(,^) ̂  Û,
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ou que

(^^3,^——^4 ^,())(^^l,0--^^,())——(•'^3^,0-+-•r3,0-r4 ) ( ^1 Ï2 ,0+C1,< , ^ )=<> ,

(^'3^4,U+ ^3,0^4 ) (^1,0— ^2,o) + ( ̂ 3^ ;,,()--" ^4 ^4,0) (^2,0-4- ^1,0^) == 0-

Or,Or
(^£l,,,-c,^,o)2+(^£2,u-tl,o^)2^(cî-^-^)(£f,o+Ïj,o).

Si ce dé terminant est nul , c'est donc que ^ = = = L ï $ i , et, alors, les
deux équations précédentes sont des identités : donc, si le centre est
unique et a même projection sur le plan des x que l'un des points
doubles, tous les points de x^ = x^ = o sont exceptionnels et sont
sur tous les polyèdres.

Si, maintenant , ce déterminant n'est plus nul, ces deux équations
donnent

^'3 ̂ 3,0 —— ^'4^4,(» ̂  °-* ^ -̂ M) ~T- -^3,0-^4 ̂  ° ;

comme x^ = x^ == o, x^ et *r.,, ne sont pas nu ls ensemble ; donc, le
déterminant de ces deux équations linéaires en x^ et x., est nul :

X^Q 4- ̂ ,o := ° ou ^4:= :4= ^'^'a"

Cela signifie qu'on est en l'un des deux points doubles : donc, ces
deux points doubles sont exceptionnels et appar t iennent à tous les
polyèdres.

Qu'arrive-t-il quand la fonction (i5) n'est pas indépendante de 0,
c'est-à-dire quand ^-4-^ e t^+^^ sont différents de zéro? Il faut
distinguer deux cas, selon que ç : T: est ra t ionne l ou non .

Si o :'rr est rationnel, (i5) ne prend, quand n varie, qu'un nombre
limité de valeurs : donc, elle a un m i n i m u m , a t te int une i n f i n i t é de
fois; tous les points de la génératrice x^ == ,z^ == o sont exceptionnels
et appartiennent à une infinité de polyèdres.

Si 9:7: est i r ra t ionne l , remplaçons n^ par la variable cont inue 0.
La fonction at te int son min imum et son maximum pour

tan-- g =: (^^^O •^•^^^«^ ̂ 2,0-4- gl^oga) 4- (^3^4.,0 •+- ^'3,0^4) (.^ ^ , 0—— C2^o) ,

^'3^3^ — ^4^4,0) (Si ^1,0 — €â ^2,o) — ("^îi'^O ~1~ ^î^O^'-O ($1 ̂ 2,0 "+" Cl^o^s)

Si ^3 et <r^ sont tels que le minimum soit atteint pour 0 == /zç + kr:,
n et /c étant entiers, il y a un minimumy atteint une fois et une seule
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quand n varie : pour chaque valeur de n nous trouvons a ins i une
circonférence, passant par les points doubles, et dont les points autres
que les points doubles et qui correspondent à un m i n i m u m (non à un
maximum) ne sont pas exceptionnels. La région où l'on a un m i n i m u m
est celle où

— — [ ( - ^ 3 ^ ' 3 , 0 — — x ' ^ •-^^o) ( t i t^O—- ̂  ^,(>)

— (^^4,o+ -^.o^ ) (^2,o+ ^,oÏa )] C O S 2 / Z C ?
-4-[ (.^3^;},u——^ ^o) (SlC:2,0"+- Ï l ,(»£â )

4- (.r3^,o-+-^,o^ ) (^c i ,o—i:2 ^ ,o) ]s in2no<o;

c'est la portion de la première circonférence intérieure à un certain
cercle; les points d'intersection sont les points doubles . Ces por t ions
de circonférences forment un ensemble partout dense sur la généra-
t r i ce x^ = ,r.^ == o. Les points qui ne sont sur aucune d'elles sont tous
except ionnels et n 'appart iennent à aucun polyèdre : car, ava r i an t , la
f o n c t i o n ( i5) reste toujours supérieure à sa plus pet i te l imi te . Dans ce
dernier cas, le polyèdre fondamen ta l a une inf ini té de faces.

11. TvpeÇPP). — La subs t i tu t ion fondamentale est

(.r,y$ ^ - 4 - 1 , 7 - n £ ) ( £ = = ± 1 ) .

En effel , on sait qu 'en t ransformant la subs t i tu t ion l inéa i re parabo-
lique à u n e seule variable

/ a x -t- b \ / i f \x ; ————, ( ad — bc = i )
\ 6\r -4- d )

par une autre subst i tut ion l inéa i re
/ a.r+&'\ / ^ /, ^,y : ————^ ( aô — ^•/ = i ), '
\ • y x - ^ o )

on peiï t ramener la première à un seul des deux types
(.r:.r+s) (6r=±:i).

(Ontrouveradescalculsanaloguesdans ma Thèse, Chap. II, §§ Vi l àXl.)
Ici cela nous donne donc

(.,r,j; .r+ £, r4- -n).
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qu'on ramène au type i n d i q u é en te r e m p l a ç a n t , au besoin, par son
inverse. En coordonnées homogènes, sa puissance / i est

( ̂ "i, \r^, .r:̂ , .z'4 ; .z'i, 7î *yi + ,v^, ' — £ n ̂ 4 -h .^:î, £ ̂ 2 ̂ 'i 4 • £ ri x^ — n ̂ 3 -+- ^-'4 ).

On a donc à considérer les m i n i m a de

( 1 6 ) . l.z-i (s/^^-i-s^^—^^-t-^)+..r, (~£/^ i -h c,)

•-h.^ ( • /^i-4-C.O -i-.:.r, ^|2

1 ' ^ -4-'|^i,()(£^^i4-c^^~ ^^4-10+^2.o(~^^t^^)

4-.r3,o( ^c i - { -£2) -t-^,oÏi 1^

On (rouve i inmédia te rnen t que le seul po in t except ionnel est

. , .T^=2^= .ï'3~=-:0, .2-4^:0;

c'est le point double; il appartient à tous les polyèdres.
Le polyèdre fondam.ental a t t e in t la frontière du domaine pr incipal

en des points aussi voisins que l 'on veut du point double. Car, si
l'on considère l 'une des génératrices qui passent par le point double,
par exemple

,:j("̂  === ,7'̂  •z^z. 0,

on trouve pour points du polyèdre fondamental ceux qui satisfont à la
condit ion

^^M^CI,!^ |^;î^3,o(^^,<)-+-^,(»^) + (.T^^-t-- ^M^)^!,»)!-

Or, si j'y ==i , on peut choisir la partie réelle de x,, de manière que le
second membre soit nul : alors la condi t ion est satisfaite; ensuite,
on peut prendre la •part ie imaginai re de .r,, aussi grande que l'on
veut, ce qui donne des po in t s aussi voisins que l 'on veut du po in t
double.

Observons, ensui te , que les points assex vois ins de ces de rn i e r s
font, en général, partie du polyèdre f o n d a m e n t a l , de sorte que la
front ière du domaine p r inc ipa l est coupée par ce polyèdre, au vois^
nage du point double, selon une mul t ip l ic i té à trois dimensions. En
effet, soient, ! ! , ' • , ! ' ! 1

a^=À.ï;t, ; ,ra=":—/..r^, .r^ .̂  . '

les coordonnées d 'un de ces pointa" où A est un nombre complexe aussi
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peti t en valeur absolue que l'on veu t . Quand A est dif îerent de zéro,
deux cas peuvent se présenter selon son argument :

i° La dérivée de la fonction (ï6 ) de la variable continue n peut
n'avoir qu 'une r a c i n e ; alors, pour 71 entier., le minimum est atteint
pour la même valeur de n que quand 7. == o, c'est-à-dire n = o;

2° Cette dérivée peut avoir trois racines; deux d 'entre elles t enden t
vers l ' i n f i n i quand A (end vers zéro, et si

• / -=. ̂ e^, y. > o,

on vér i f ie que leurs parties principales sont

--- 3s cos 9 ±: \/9 cos2 co — 8
• - ^—————.

Dès'iors, sauf peut-être pour des valeurs particulières de ç, la fonc-
tion (16) prend, pour ces deux dernières racines, des valeurs qui
augmentent indéf in iment quand (J. tend .vers zéro; le minimum cor-
respond donc à la t ro i s i ème racine. Si n est entier, le m i n i m u m est
donc encore atteint, pour n == o.

12. Type (PI). — La substi tution fondamenta le est

(.y, j; ̂ j-hi),

sa puissance n en coordonnées homogènes est

(..^1, .r^, '.y;}, ^•4; .,r.i, .2-2, — /^.r; •+- .ra, /i^-f- - y ' , ) - • . .

Les points exceptionnels sont les points doubles .2'i ==,2^ == o, ils font
partie de tous les polyèdres. Si .̂  == i , e t - s i ^2=== .y est réel, et si
.2^ == X, x, ̂  — X^, on vérifie que lâ'partie imaginaire de X ne figure
pas dans les inégalités qui définissent le polyèdre fondamental. Donc,
la frontière du domaine principal est atteinte, au voisinage des points
doubles, selon une mul t ip l ic i té à trois dimensions.

13. En résumé, si <r on y subit une transformation hyperbolique,
les points exceptionnels sont un système de deux génératrices réelles,
comprenant les points doubles, et situé en dehors de tous les
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polyèdres; i l n'y a exception que pour le type (HH) spécial, qui est,
de ^tous ces tvpes, le seul ou les mul t ip l ica teurs de la subs t i tu t ion
linéaire subie par .r,, ̂ , .2^ «r, ne sont pas tous différents de un en
valeur absolue.

Les subs t i t u t i ons des types (PP) et (PI) n 'ont pas d'autres poin ts
except ionnels que les po in t s doubles, qui appar t i ennen t à tous les
polyèdres. Le polyèdre fondamenta l coupe la f ront ière du domaine
principal , au voisinage des poin ts doubles, selon u n e région à trois
dimensions.

Enf in , les subst i tut ions des types (HH) spécial et (PE) donnen t l i e u
à des c i rconstances plus compliquées.

CHAPITRE VI.
SOMMETS «ET ARETES P A R A B O L I Q U E S .

1. TiïÉOKÈME. — Si tous les points-frontières du domaine principal
sojzt singuliers pour une certaine/onction ©(^, y) thêta-hyperabe Henné,
de groupe F, aucun polyèdre fondamental de T n'a de face sur la fron-
tière du domaine principal.

La démonstrat ion ressemble beaucoup à celle du théorème corres-
pondant du Chapitre III.

On va voir que, si un polyèdre fondamental a une face sur cette
front ière , toute fonction © peut se prolonger ânalytiquement à travers
cette face.

Nous ramenons, pour la fo rma t ion des fonct ions ©, le doma ine
principal à distance finie. Nous supposons donc que celui-ci est défini
par les inégali tés

. .y.ro<î, yy^<^
•r et y subissant séparément des substitutions linéaires, avec, au
besoin, pe rmuta t ion de ces variables, si l'on considère des subst i tu-
tions gauches.
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Supposons que le polyèdre f o n d a m e n t a l ail une face sur la portion
de m u l t i p l i c i t é

(<r.ry— i) (jj-(,~- i) ==ô

qai l imi te le domaine principal. Soit B un point de cette face, pour
lequel on peut admet t re que

.r.r., == r , ry,, < i.
Soit !

0(.r,y)-:iR(.r/,.r.) [^^f-]' (Â-^)

une fonct ion © du groupe. Il nous suffit encore de démontrer que les
infinis de R(.r/,, y n ) et de ' t i [ ' •r/^ ne peuvent, quel que soit n, péné-
trer dans une hypersphère de centre B et de rayon e assez petit.

Pour cela, nous considérons la fonction F définie, pour chaque
couple de points ( ' y , Y; H, ï)), par l'égalité

F =: le plus grand des nombres (-^o-/) (̂  - ̂ o) ^ (xyo- ^O—^o) ,
' ^ |.Z^- l | ^ |y^-~l|2

F est évidemment invariant par le groupe. Considérons la mul t i -
plicité V

! • F:=a,

où- a est positif, et où ^ == Y] == o : si a est suffisamment petit , les
infinis de H (.2, y ) sont tous extérieurs à V, c'est-à-dire situés dans la
région

, ! , ., F>a;

B est, au contraire, intérieur à V. Il suffit donc, comme au Cha-
pitre ÏII, de démontrer que la plus courte distance de B aux trans-
formés ¥„ de V par le groupe reste, quel que soit n, supérieure à un
nombre fixe £.

On commence, encore comme au Chapitre III, par remarquer que
les transformés de ^ = T] = o n'ont pas B pour point d'accumulation :
il n'y a pas à revenir sur ce point de la démonstration. Soit S une
hypersphère de centre B ayant à son extérieur Ç = Y] .== o et tous ses
transformés,

Considérons maintenant la fonction F des parties réelles et imagi-
Ann. Éc. Norm., (3), XXXVUÏ. •— MAI 1 9 2 1 . î8
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naires de a-, y , E, Y], où. (?, Y]) varie sans aller à l ' in tér ieur de S ni à
l'extérieur du domaine pr inc ipa l . Je dis que, si (^,y) est situé clans
une hypersphère S' de centre B et de rayon assez petit, F est continu.
En effet , B' n'est discontinu que si .r?o - i ou ,yY]o— ï s 'annule* Mais
on peut supposer que dans tout S'

• ' ^ jy»^-
Alors yy]o — i ne s'annule pour aucun point (^ T]) du domaine prin-
cipal. D'autre part^ si B est, par exemple, le point .r = i, y == o, on
voi t .r^o — i ne s 'annuler que pour des points (£, y;) in tér ieurs à S dès
que x est assez voisin de i. Donc S' existe.

Donc, F est cont inu pour (Ç, T]) non intérieur à S n i extérieur au
domaine principal et ( x , y ) intérieur à S' : ce domaine de variation G
étant fermé, la cont inu i té est uniforme. Or, quand (,r,j) est en B,
F == o quels que soient ^ et Y], Donc, si la multiplicité
( ï ) F = a

pénètre dans G, la con t inu i té uniforme en t ra îne que, sur cette multi-
plicité et dans G, la distance de (^',j) à B reste supérieure à un m i n i -
mum £, indépendant de (H, T]). Comme £ est plus pe t i t que le rayon
deS^, £ est inférieur à la distance de B aux poin ts de la mul t ip l ic i té (ï)
qui ne sont pas dans G.

Mais les V,, font . partie des multiplicités ( i) : donc £ est le nombre
dont nous voulions prouver l 'existence.

1 / V

Une démonstration toute pareille s'applique aux infinis d e . ^ } _ l ) ^
qui sont les transformés de la multiplicité à l ' infini.

Notre théorème est démontré.

" 2. THÉORÈME. — Si le polyèdre fondamental rayonné atteint la fron-
tière du domaine principal une arête à une ou à deux dimensions
commune à une infinité de transformés du polyèdre fondamental, cette
arête est entièrement située sur une même génératrice réelle.

En effet, supposons qu'il existe sur une telle arête deux points B et G
non situés sur u n e même génératrice réelle.

Les polyèdres dont une face passe par B ont tous un de leurs centres
situé sur une multiplicité passant par B et n'ayant pas d'autre point
commun avec la frontière du domaine principal que ceux de la
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génératrice réelle (si B est imaginaire) ou des deux génératrices
réelles (si B est réel) q u i passent par B (Chap. V, § 4). Le point C
introduit une mult ipl ici té analogue. Ces deux multiplicités n'ont, par
hypothèse, aucun point d'intersection sur la frontière du domaine
principal ('). Or sur celte intersection se trouvent une i n f i n i t é de
centres de polyèdres : on a donc une contradiction, même si le
polyèdre fondamental a plusieurs centres (en nombre fini).

Donc, B et C sont sur une même génératrice. Si l'arête a des points
imaginaires, elle est donc tout ent ière sur une même génératrice
réelle. Si elle n'a que des points réels, il en est de même, car les
secondes génératrices qui passent respectivement par B et par C n 'on t
aucun point commun.

3. COROLLAIRE. — Si quelque fonction ©(.r, y) correspondant à un
groupe P admet la frontière du domaine principal comme coupure, et.
si le polyèdre fondamental rayonné P de T na qu un nombre fini de
faces^ P ne peut atteindre la frontière du domaine principal que par de^
sommets ou par des arêtes entièrement situées sur une même génératrice
réelle.

Car, P n ' ayant pas de face sur cet te frontière, chacune de ces arêtes
est commune à une in f in i té de transformés de P.

4. Dans l'hypothèse du paragraphe précédent, tout sommet ou toute
arête de P situé sur la frontière du domaine principal est changé en
lui-même par imo i n f i n i t é de transformations de F formant un
groupe G.

Cela ne veut pas dire queJes arêtes soient changées en elles-mêmes
point par point.

Si l'on fait correspondre à chacun des éléments du cycle dont f a i t
partie ce sommet ou cette arête un polyèdre P^. Çk=ï^ 2, ..., m)
transformé en P par la subs t i tu t ion qui amène cet é lément du cycle à
coïncider avec ce sommet ou avec cette arête, le polyèdre fondamental
rayonné de G qu i a pour centres ceux des P/c a mêmes faces passant
par ce sommet-ou par cette arête que l'ensemble des P^. La démonstra-
t ion est la même qu'au Chapitre III, paragraphe 5.

('1 ) C e c i e s t inexact si B et G sont réels; dans ce cas, on ajoute un
troisième poinl. '
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Cas où P atteint le domaine réel.

à. Si P atteint le domaine réel par une arête A, celle-ci est à une
dimension, puisque x ou ;y seul y est variable, et reste réelle. Je di5
que, sur cette arête 5 il y a un sommet réel.

En effet, A est transformée en elle-même par quelque subst i tut ion
de G. Si ce n'est pas po in t par point , la proposition est évidente, la
partie réelle de la génératrice qui porte l'arête ne faisant pas tout

, entière partie de P.
Si A est transformée en elle-même point par point, ce ne peut être

que par une substitution du type (PI) (Chap. V, § 13); et toutes les
substitutions de ce type qui changent A en elle-même sont des puis-
sances de l 'une d'entre elles. Mais alors A est changée en elle-même
par d'autres subst i tut ions, sinon P at teindrai t le domaine réel par une
arête à deux dimensions.

Donc il y a toujours un sommet réel.

6. Plaçons-nous donc dans le cas où P a un sommet réel A, appar-
tenant ou non à une arête réelle, (î sera le sous-groupe des substitutions
droites de F qui ont A pour point double.

Les substitutions de G appar t iennent toutes aux tvpes (PP), (PI) et
(HH) spécial (Chap. V, § 13).

7. Nous supposerons d'abord qu'il ny au pus de substitution du
type (HH) spécial. Alors, si A est le poin t

^==00, .... -y =00,

lès subst i tu t ions de G sont, toutes de la forme

\^ y , ^-4- h, y•-+- / ! ) ,

où h et k sont deux nombres réels.
G ne se réduit pas aux puissances d'une de ces substitutions,

sinon P atteindrait la frontière du domaine principal par des régions
a trois dimensiolis.

D'autre part, pour toutes ces substitutions-autres que la substitution
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identique, /r-+• K1 reste supérieur à un certain minimum, sinon G ne
serait pas discontinu.

D'autre part, À2 4" P atteint son m i n i m u m pour quelque substitu-
tion de G; car, pour les substitutions de G de paramètres (À, k) et
(À', K ) , les différences h — À' et k—k ne tombent pas à la fois au-
dessous d'une certaine limite : et, si le min imum n'étai t pas atteint,
il serait possible de trouver deux substitutions de G pour lesquelles
ces différences, sans être nulles ensemble, seraient à la fois aussi
petites que l'on voudrait.

Soit Çh\ k ' ) la substitution pour laquelle /r-+- P est min imum; soit
(h'\ / ^ ) la substitution qui n'est pas une puissance de (À', K} et pour
laquel le 7r4-/c2 a t teint le min imum correspondant aux substitutions
qui ne sont pas des puissances de (À', À'').

Alors (wÂ'4-- nh\ mk' + nk") est une substitution de G, quels que
soient les entiers m et /? ; je dis que c^en est la substitution générale.
En effet la forme quadratique en m et n

,»2 ( J^l ̂  ̂  ) ̂  ̂  ,,̂  ( /^/ ̂  ̂  ̂  f^ ) _ ,̂ ^2 ( /^ ^_ ^2 )

est réduite. Si (///", ^^appartenait à G et n'était pas de la forme indi-
quée, on pourrait, en résolvant les équations

w/?/4- nh^h'^
mk' + nk" == k'^

et en remplaçant les valeurs de .m et de n par les entiers les plus
voisins, en déduire l'existence dans G d'une substi tut ion où h et k

• • i ' ( - ' ' '- i i i - I / / / 1 + | / ^ | , ,seraient intérieurs ou égaux en valeur absolue a J——-1—•- et a

' ' ' ^~ ' 1 : donc Ir -+- k^ serait infér ieur à'..< . !

h12 4- A-72 \/irh/f\ 4" l^^l h'2 •+• A-"2

^ + ^ 4 - , ^ •
, 4 ^ - 4. . , •

( I ^^ [ + | /,/ k" \ y ̂  ( A / 2 4- /^ (/^2 ̂  /^/2) _ ( [ ////,.// J __ [ J .̂/ ] ^ ^

Mais "

donc
i A W | + 1 ̂  k11 \^I^ +. Â^2.
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Si c'est rinégalùé qui' a lieu,

^2-^Â•2<^ / / ; î4-^y 2

pour notre subs t i tu t ion : ce qui donne une contradiction avec les
défini t ions de (À, k) et de (h\ /S-'), Si c'est l'égalité qui a l ieu,

donc

A^+Â^^/^-T-Â-^,

l/z^l^l/^);

/// 1 I / € ' I

par suite, (À", /i-") n 'étant pas une puissance de (^ /^), cette substi-
tution ou son Inverse se réduit à (A', ~ k ' ) . La troisième subst i tut ion
doit, se réduire à (±. } [ h ̂ ^L ±: 1̂ 1±1̂ V elle coïncide donc
avec une des précédentes ou avec son inverse, ce qui est encore une
contradiction. Donc toute substitution du groupe G esl de la forme

(.r, y, x 4- mh'-h nîi!', y 4- nk' ~\- nk " ) .

8. Formons le polyèdre fondamental rayonné P de G. Nous avons à
étudier les minima de

| .v, [( nih' -4- nh" ) ( mk' ̂  n/^ ) 'E, -4- ( rn/i1 -(- nfî1 ) £3 — ( mh' -+• nh") £3 -h ̂ , ]

4- ^[—(w/7-}- /^•^^ 4- ̂ :| 4- y^m.h^nh")^^ ^] 4- .̂ ^ |2

-{- [^.^.[(/n/^-t- /i/^7) (/?i/^4- //^)^+ (/?î^4- /^J^— (wA^ /^^)è:34- ̂ ]

+ ̂ 2,o[-(^^/-^-^/c//)c^+^] +^o[(/^A/+^/^/)^4-t2]+^,,^£l |2.

En quels po in t s ce polyèdre a t t e i n t - i l la génératrice réelle
X^ -^ .Z'â rr: 0 ? ,

Nous avons à considérer

(17) 1 ̂ [(mh'+nh^)^ 4- £2] 4- ̂ ci l2^ | ̂ ,o[(^4~ «A7)^ 4- c,] 4- ^4,,^ |2.

Si h \ 1 ï : ' est irrationnel, je dis que cette génératrice est atteinte, au
voisinage de A, par des arêtes à une seule dimension. En effet, le
polynôme du second degré par rapport à la variable réelle À
: , , : l^(Â^+^)+^4^11â+.:^^^ :
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atteint son min imum pour

^ __ _ ^^ î ( ̂ 3, » ̂ Ï, 0 •+• '̂ .'i, (( ̂  1 , (> ) -L- • • '

"~ 4^3^3,0^1,0

les termes non écrits du numérateur se déduisant du terme écrit en
permutant les variables x et les variables ^ avec leurs conjuguées de
toutes les manières possibles. Si x,, '.x^ est tel. que 7. soit de la forme
mh'^r-nh1, nous avons un p o i n t ' d ' u n des polyèdres transformés
de P. En particulier, pour m -== n = o, nous trouvons le cercle

(£l ̂ . o +• £l,0^) ̂  ̂ .-î.0+1:1 Cl, o(^3 ̂  .'„.(> -+- ^LO^^^O-

Si .̂ n'est pas de cette forme, le point n'appartient à aucun polyèdre.,
la fonction (17) restant supérieure à sa plus petite l imi te . Nous avons
bien des arêtes à une dimension.

Or je dis que c'est impossible. Cette arête devrait en effet être -trans-
formée en el le-même par quelque substi tut ion de. F. Celle-ci devrait
transformer en elle-même la génératrice x^^cc^==. o entière. Elle
sérail donc d 'un des types (I-IH), spécial ou non , (HE), (HP), (HI),
(PE), (PP), (PI). Or Ïes types (HH) non spécial, (HE)/(HP)/(HI)
doiven t être écartés, parce que les points doubles seraient en dehors
de tous les polyèdres, et A est un de ces points doubles pour la substi-
tution ou pour son carré. Le type (PP) n'a qu'un point double et ne
peut convenir. Restent, les types (PE), (PI), (HH) spécial. Or la
substitution du type (HH) spécial devrait avoir A pour point double :
elle n'existe donc pas par hypothèse. Quant à celle du type (PE), une
de ces puissances serait du type (PI).

Il suffît donc de montrer que le type (PI) est impossible aussi. Or,
s'il y avait une substi tut ion S de ce type, elle serait de la forme

ou de la forme
(.r, y; ̂ ,y+i)

(.r,y; ^-{-i,y),

car A en serait point double. Mais la première de ces formes ne
convient pas, car, par les puissances de S, tous les points de la géné-
ratrice seraient conservés : la génératrice serait atteinte par une région
à deux dimensions, ce qui n'est pas. La deuxième ne convient pas non
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plus, car notre cercle devrait avoir un seul point réel A; or il en a un
autre.

Donc il n'y a pas d'arête à une dimension about issant à A.
Donc h ' r : if est ratio miel (peut être inf ini ) . De même k^^k^-est

rationnel.

Soit , • ' ! ' ' ,
hl ^P
J?-r

p et q étant des entiers premiers entre eux. Soient a et p des entiers
tels que • ! • . ' ' *

^P- f -Py^^

on peut remplacer 8'== (/^ ^) et 8'== (h\ /c^'par S^S'P et S^S'̂  : ce
qui revient à prendre h" = p. ,

On trouve immédiatement que les génératrices réelles passant par A,
^ == ̂  === o, x^ == .z*3 == o, ^cwj? atteintes F une et Vautre par des régions
à deux dimensions au zwsinage de A, n'ayant pas d'autre point réel
voisin de A que A lui-même. .

9. Supposons maintenant que G comprenne une substitution S du
(HH) spécial.

Si A est encore le point

,TÔ == co, y == ce, '

cette substitution est de la forme

(^r î r^+^7 JJ+^ / ) (/-r^r,/^!)

et, par une transformation hyperabélienne conservant A, on peut la
ramener à la forme

(^ y; ra?, r^).
, •

Or G ne se réduit pas aux puissances de cette substitution. Car on
trouve que si x == y ' = g^ g étant réel, la fonction de la variable continue
positive t

. 1 1 1 1 : - 1 1 1 1 ^ 1 ' \ ' 1 1 . , ;,/'y:=2 £^^__^^+ 1 1 1 1 , ' 1 ; , , ; 1 1 1 ^ 1 ,
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dédui te de c e l l e - q u i donne le polyèdre rayonné en y remplaçant r'1
par ^ a une dérivée dont, une racine posit ive tend (dans certains cas)
vers une l i m i t e f i n i e quand g a u g m e n t e i n d é f i n i m e n t , les deux autres,
si el les e x i s t e n t , t enden t l 'une vers zéro, l ' au t re vers l ' i n f in i : ces der-
nières sont alors de l 'ordre de .g ou de i : g\ el ne fournissent pas le
m i n i m u m . Le polyèdre f o n d a m e n t a l a t t e i n t donc la f ron t iè re du
domaine p r inc ipa l en des points vois ins de A et non situés sur les
génératrices réelles qui passent par A, ce qui est absurde. Si aucune
racine posi t ive ne tend vers une l imi te f inie, et si

(tl;:â,o+ ^1,0^2) (^3,0-4- t l , ( ) £ 3 ) ^0,

on obt ient la même conclusion que ci-dessus en prenant x = — y = g.
Si ' ! ! ' ! ' ^ •

^ils^^-i-^^o^'^^^Lo-l-^.o^^0?

la même fonction a une seule racine positive, dont la l imi te est finie :
on est condui t à la même absurdité. Si enfin, par exemple,

^1 S2,(l -+- ^1 ,0^2 '= °^ ^l C:},() -+• ^1,0^-î 7^ 0 "
1

le m i n i m u m 'est donné-par une racine de l'ordre de^?'3, ce qui donne
toujours la même absurdité : x et r tendent encore tous deux vers
l'infini pour le minimum, quoique avec des ordres différents.

Je dis maintenant que G renferme des subst i tut ions du type (PP) ou
du type (PI). Soit en effet
(S') (^y; ̂ + ̂  <r+ b ' ) (a^^i)
une subs t i t u t i on non puissance de S. Alors b ou b' n'est pas n u l ; car
si b -= bf = o, G ne serait pas d iscont inu , ou bien les subs t i tu t ions S
et S' seraient, des puissances d'une même troisième; or r ne peut pas
s'approcher de ï autant qu'on le veut : on peut donc bien admet t re
que b ou b' n'est pas nul. Or

SS^S-^'-1^:!:^, y; ̂ + a'I^r^i^y-^ab^r-i)]

qui est du type (PP) ou (PI).
Je dis encore que G ne renferme pas de subs t i tu t ion du type (PI).

Car si, en changeant la notation,
^ • ^ - , , S'^/y, j; .r -!-//,./)

Afin. Rc, Norm., (3) , XXXVHL — MAI H^I. ÏQ
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fai t partie de G-,
S-^S'S^^ (^, j; y -4-- ^/•", r)

en fait part ie aussi : or si n tend vers — :o, c'est une subst i tut ion infi-
nitésimale, ce qui est absurde.

Donc G comprend des subs t i tu t ions du type (PP). Je dis qu'elles ne
sont pas toutes des puissances d ' u n e seule d 'entre el les . Car, si la
contradictoire a l ieu , soit

S / -= (^ , r ; . x • "^ -A / , y - i -A• / )

cette dernière Comme

S-^S =(.^7; x - } - h ' t \ r ^ - k ' r ' )

est du type (PP), î l existe u n en t ie r a tel que

h ' r ^^h ' , /••'r^a/r',
ou que

donc a == î , et S est la subst i tut ion ident ique, contre l'hypothèse.
Le même raisonnement qu'au paragraphe 7 prouve alors que toutes

les substitutions de G du type(PP) sont des produits de puissances de
deux d'entre elles, S' et

^=(T,J;^+/^J-^). .

Je dis enfin que toute substi tut ion de G du type (HH) spécial esUe
produit d'une puissance d 'une substitution fixe S par des puissances
de S^ et de S'. En effet, soit , - "! ! ^ !

S^ {x, y; ax + b, af x -î- b1)

une telle subs t i tu t ion . Choisissons des entiers m et n tels que

| ̂ r ^ — i ) < e|
on a

g/n s//^ yf, yq ̂  ( ̂  y ^ ^n ̂  ̂  ̂  ̂  -^r ph1-}- r//^, r'^ a^y -+- V ̂  pk1 + qk" ).
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On peut choisir les 'entiers^» et q de façon que

i / / . / . . I ^ H - 1 ^ 1| b -4- p h ' 4- € j h ' ' \ ^ -'——————L î

\ /'f j -4- i /-// 1l^^-'+^ll-i- ' ^ ' J - .
Ceci nous prouve que, £ tondant vers zéro, les coefficients de

s^s^s^s^
ont au mo ins un système de valeurs d'accumulation. On en dédui t
l'existence dans cet ensemble de substi tut ions de deux subst i tut ions
identiques, ce qui prouve en par t icul ier que

/"^"rri

pour des ent iers m et n non tous deux nuls; par suite, les quantités
telles que log/', log'a sont toutes des multiples de l 'une d'entre elles,
par exemple de logr.

Alors il existe un entier m tel que S'^S"^ soit du type (PP); donc
S^S^â^â^.

€. Q. F. P. .

Nous avons a ins i la forme générale S^S^S'^ des subs t i tu t ions de G.
Comme S-' S'S et S~1 S^S font partie de G, il existe des entiers a, ^, y, à

. t e i sque
h'r ==a/^-+-iU^
/,^.^^/,/-^(3/,^

h " r = ̂ h'+ o h1',
Â-^ ==: y À" + ô ̂  ;

r et r1 sont donc les rac ines de l 'équation en .<
(a—,s-) , fô- .ç)- i3y==:o;

par suite,
. . aô — py == i ;

de plus, r et // étant réels et positifs,
a+â>2.

<?

10. Réciproquement, , donnons-nous quatre entiers %, (Ï, YÎ o tels
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que
^o— |3y == r, a 4- ô > '.<.

Soient r et // les racines de l 'équat ion en .y correspondante. Choisissons
à volonté des nombres h\ //, h", k ' ' , tels que

/^_ r — a _ y , •
h1 ̂  p ""T^"^'
k^_ r'—a^ y^ „ p _^^.

Les subst i tut ions
. s ^(^Jî ^^. ^j),

S /^(^J; .z. ,+Â / ,J4-Â• /) ,

S^(.r,j;.r+^,y^^)

engendrent un groupe G dont la subst i tu t ion générale est de la
forme S^-S^S^. En effet, comme

s^^ ss^s^, s's^ss^s^,

on peut toujours., dans un produi t de S, S', S", amener toutes les sub-
stitutions S au premier rang à gauche; alors il reste un produit de S'
et de S", q u i sont permutables.

En transformant le groupe précédent ,par une subst i tut ion quel-
conque de point double A, on a le groupe G le plus général correspon-
dan t à ce point. Le seul eflet de la transformation est de remplacer S
par

(.^, y ; r x ^ r b, r 1 } ' + b'),

b et V é tant des constantes absolument quelconques.

11. Cherchons de quelle maniè re le polyèdre rayonné de G atteint
les génératrices réelles,passant par A. ! " • . - •

Nous avons à étudier les minirna de

| ̂ i [( nh' +ph") {nk' ̂  pk")^ + ( nk' 4- p k " ) r^ •^ •- ( n/^f -+- ph'^ r'^ + ̂ ]

+ ^l—(^/- /4-7?^ / /)£l+/• /^C3] + x^nh'^-ph11)^^- r^^] 4- .r,^

+ l'rI,o|:(^À/+p^')(//A•^/?^)^+(//Â^+^^

+ ̂ ,o[-(/^•/+^)c,+ /•^a] + ̂ ,o[(^/4-/.^^^^ / lw^] -4- ̂  oÇiJ2. 't
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Prenons, par exemple, la génératrice

.24:= ^3== o.

La fonct ion précédente devient

x.,{nh'4- p^)^ 4- z-^ca] 4- x,t, [^ | ̂ ,o[(/^/-+- />A')^ i 4- /•w^] 4- ̂ ,o£il'

OU

2 ̂ 3 .Ts.o1 ( ̂ ' 4- p î ï " ) £1 4- r " 1 ̂  j2

+(^3^0-4-^3,0^,) | [(^f+pA/?)cl4-r//?y^.o+[(^À/+P^)^.o+^^o]^
4" 2.r4^,o£iti,o. •

Divisons par oc^x^^, ce q u i est permis si .z'g^o, c'est-à-dire si nous
ne sommes pas au po in t A; ou, ce qui revient au même, taisons x^=î.
Nous constatons que les termes qui contiennent 772, n,p ne changent
pas si l'on remplace " x ^ par sa partie réelle : donc le minimum de la
fonction précédente, supposé existant, est atteint pour les mêmes
valeurs de m, n, p que le min imum de celle qui s'en déduit en rem-
plaçant x,, par sa part ie réelle. Or notre fonction devient alors

2 \{nh!-^pîï")^^- ̂ "^-.r^il2.

Or cette fonction est toujours ̂ a^m^e, car Ea : ̂ i est imaginaire. D'autre
part, elle peut devenir aussi pe t i te en valeur absolue que Ton veut,
car, h" : h1 étant i r r a t ionne l , il existe des entiers n et p tels que

(nh'-{- /^4- ^4)^1

soit aussi petit en valeur absolue que l'on veu t ; et l'on peut choisir 772
de façon que 7>/ / /^ soit aussi petit en valeur absolue que l'on veut.Donc
cette fonction n'a pas de m i n i m u m .

Donc les génératrices réelles passant par A ne sont at teintes
qu'en A.

12. Nous avons remarqué (n°o) que toute arête réelle devait con-
tenir un sommet réel. Mais nous venons de voir (n05 8 et 11) que par
aucun sommet réel ne passent d^arêtes réelles.

Donc il n'existe jamais d'arêtes réelles.
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Cas où P atteint la partie imaginaire de la frontière
du domaine principal.

13. // est impossible que le polyèdre fondamental atteigne la surface

( ^—.yo) (y—jo)==o

par une arête à une dimension, aucun point zmsin de cette arête sur le
polyèdre n) étant sur la surface, et les arêtes du même cycle jouissant de la
même propriété.

Si une telle arête existait, elle serait transformée en elle-même par
des substitutions clé r, qui. t ransformeraient aus^i en elle-même toute
la génératrice réelle contenant l 'arête.

Supposons que la génératrice réelle qui con t i en t l'arête soit

Alors l 'équation de l'arête est évidemment du type

a,^3^o-4- ^(A^o-l- ^;{,O-A) -t- ^xv^o== o,

a, &, c étant trois constantes réelles. Cette équation est satisfaite par
deux points réels, car si b2—ac n'était pas positif; il, n'y aurait pas
d^arète.

Soit G le groupe dos subst i tut ions qui t ransforment l'arête en elle-
même. Parmi les subst i tut ions de G-, les unes échangent les deux
points réels de l 'arête, les autres les on t comme points doubles . Ces
dernières forment un sous-groupe G, invar iant d'ordre deux du
groupe G.

Amenons , .par une t ransformation hyperabél ienne, rareté à être

.z'3,a? 4 ^ 0 -l-- .^*3^,a?4 ==: o*

Les transformations de G^ sont du type
[.ri, ^2, 2*3,^^; rx^ /• /^, /'(À.z'i-h ^3), /• ' (— ^..y^-h x,,)\ { r r ' ^ \ )

ou, en coordonnées non homogènes,

. 1 " , . ' - 1 1 1 . 1 . 1 (.y,..)'; r ' ^ x , y — / . ) . 1 , 1 1 , , • !
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G,, é t an t d i s con t inu , ces s u b s t i t u t i o n s , qui sont permutables , sont des
produi ts de puissances de deux d 'entre elles au maximum, comme on
le voit en imi t an t des raisonnements déjà fai ts*

Nous1 avons à voir quelles condi t ions sont nécessaires pour que le
polyèdre fondamental d'un tel groupe at te igne ^ , = . r a = = o de la
maniè re ind iquée . Nous avons à é tudier les min ima de

| r " 1 1 ^ ' 1 . x, £2 4- r^p^r^il2^- | /^"p'^n^4- rm9n ̂ •o^ I'
ou de
^^îm^ïn^^^^^. (^3^, -^ ^3,0^4) ( ^ 1 ^O-HI^) -+- ^ ̂ /;l p'^^l ,o.^ ̂ 4.o^

('r, /) et (p, p') é t a n t les mult ipl icateurs des deux subs t i tu t ions fon-
damenta les ; s'il n'y en a qu'une, il suffît de faire, par exemple,

Nous d i s t inguons deux cas :

1° Si logp : logr.est i r r a t i o n n e l , les seuls poin ts de la génératrice
qui appar t iennent à un transformé du polyèdre fondamenta l sont tels
que- '"• '"

îi?Al°ÂL l̂l0 ̂  f'^m^i^iï ^

•r 3 ̂ 3,0^2^)0 ;

Pour le polyèdre fondamental même, et sur notre arête, nous ne trou-
vons que le point

;27/, _ - ^ .

^3' "~ l ^ ?

ce cas est donc à écarter.

^° Si l ogp : logr est rationnel, rfn^l est une puissance arbitraire p
d'un nombre R convenable. On est donc ramené aux minima de

aR /2/^/Ç2,o^^3,o+ (^3^4,0+ -^3,0^) (£l^0+ ^,0^) + ^ K2^! ̂ 1,0 ̂  ̂ ,0-

Or le minimum est atteint pour une région à deux dimensions
de x^ == ^2 == o, savoir

^2,0^^3,0-+- il^,0^4^4,0< B^^^o^g^O+R^lSl^^^th

^|2,6^3^8,b-+-^^, 0^4^4,0 <K.2 Ig Jâ^ ̂ 3^3,0-î-R^eïll^^^O-
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Donc notre arête, ou. quelque autre du même cycle, appar t iendra i t
à une arête à deux d imens ions située sur la frontière du domaine
principal , ce qui est contre l'hypothèse.

Donc il n'existe pas de telles arêtes à une d imens ion .

14. H est impossible que le potyêdre fondamental atteigne la surface

( . r—^o)( j - .y o )==<•»

par un sommet imaginaire, aucun point voisin du sommet sur le polyèdre
nétant sur la surface, et les sommets au même cycle Jouissant fie la même
propriété.

Nous pouvons admettre, si ce sommet A existe, qu'il ait pour coor-
données

x ==: (, y =:= oo.

A est point double d 'une in f in i t é de subst i tu t ions de F, de la forme

/ .rcosco -i- sinco 7 \ / ^ce y; —————————, ry -(- // ( / • > o),
\ ll — x smo> -4- côsy / •

formant un groupe G.
Pour toutes les substitutions de G, r = = i ; car» si r^ i, la substi tu-

tion est de l'un des types (HE) ou ' (HI) , et le polyèdre fondamen ta l ne
peut atteindre A. Il reste donc les substitutions

. • / X COSG3 -4- SiûCp ,\
/ ^ y . ——————-J————————1^. , y -+- h \
\ — x sm® -+- cosy v j

Si À et À' sonfcles valeurs du paramètre A dans deux de ces substi-
tutions S et S^ h 4- A' sera la valeur correspondant à SS7. Donc les h
sont tous multiples de l'un d'entre eux, sans quoi G ne serait pas dis-
continu.

En faisant mie transformation convenable, nous pouvons admettre
que h=ï pour une transformation de G, et que h soit entier pour
toutes les autres.

Plusieurâ substitutions de G peuvent-elles correspondre à la même
valeur de A? Soient S et S7 deux telles substitutions. Pour SS'~1 ,À =o ;
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SS^ est donc du type (El:),,

c o / 1 / ^ coso 4- si no \bb ^ ^, y; ————:———————, y .
\ " " —.2' siiiîp 4- ces 9 /

Or G ne peut contenir qu 'un nombre f in i " d e telles substi tut ions,
à cause de la d i scon t inu i t é . Soit g' ce nombre ( ^ ^ ï ) . Pour chaque
valeur entière de A, il y aura g substi tutions de G.

S étant une subs t i tu t ion fixe de G, tel le que A = ï , et S^ une substi-
tu t ion fixe de G du type (El) convenablement choisie, on aura

et la subst i tut ion la plus générale de G sera

S^S^' (^=—00, . . _ . , —• ï , o, 4- ï , . . ., 4-co; A - = = o , T , a, . .., ^ — i ) .

Distinguons main tenan t deux cas, selon que, dans S, ç : ï r est
ra t ionnel ou non .

Si y : TT est r a t i o n n e l , on trouve immédia tement que le m i n i m u m de
l'expression qui donne le polyèdre fondamental est a t te int pour une
région à deux dimensions de la génératrice x^ = ̂ = o, qui cont ientA ;
A, ou un autre sommet du même cycle, appartient donc à une arête
à deux d i m e n s i o n s située sur une génératrice réelle. Mais ceci est con-
traire à l'hypothèse. Le cas de cp : 71: rationnel ne convient donc pas.

Si y : T. est i r ra t ionne l , comme /: n'a qu'un nombre f ini de valeurs, il
suflit de considérer les subst i tut ions S^. Alors (Chap. V, n° 10), sui-
vant la position du ou des centres, A ou un des sommets du même
cycle appart ient à une arête à deux dimensions située sur une généra-
trice réelle; ou au moins A ou un des sommets du même cycle appar-
t ient à une arête à une dimension située sur une génératrice réelle.
Mais, dans les deux cas, l'hypothèse est contredite. Donc sp : K ne peut
non plus être irrat ionnel.

Donc il n'y a pas de sommet tel que A.

'15. Supposons donc que le polyèdre fondamental atteigne la surface

(^—^)( j—yo)=:o

fiar une arête à deux dimensions.
Ann, Éc. Norm,, (3) , XXXVÏÏL — MAI 1921. 20
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Cette arête à deux dimensions est ent ièrement située sur une géné-
ratrice réelle, que l'on peut supposer être

,3?l ==: ^3== 0.

Elle est, transformée en elle-même parune inf in i té de subst i tut ions de T
telles que

/ ax -4- b ., \
(r) ^ [^r.-^——^ry^h^

formant un groupe G.
•Mais cette arête ne comprend qu'une partie de la génératrice, et en

particulier un nombre uni (peut-être nu l ) de points réels. Cette arête
est donc l'intérieur d'un polygone, situé sur la génératrice, et dont les'
côtés sont des arcs de cercles orthogonaux à l'axe réel; l'axe réel n'est
atteint (s'il l'est) que par des sommets.

Quand l'arête est transformée en elle-même, ce polygone est trans-
formé en lui-même; mais ce polygone ne peut, par une substitution

! ^^i^L'zt"^
„ „ 1 , , ! , l̂  c x ^ d ) '

être amené à coïncider avec lui-même que d'un nombre fini de
manières, peut-être même une seule : cela est évident s'il a au moins
un sommet imaginaire; et s'il n'a que des sommets réels, il en a au
moins quatre, de sorte que la proposititm est encore vraie. k

Donc il existe un entier g tel que la puissance g de toute substitu-
tion de G ait tous les points de x\ === x^ == o comme point double, et
par suite soit du type (PI)

(A-, y; ^ ,y4-A) ,

car le type (HI) ne permettrait pas au polyèdre d'atteindre cette géné-
ratrice.

Les substitutions de G du type (PI) forment un groupe G, ; G^ est
un sous-groupe invariant d'ordre g du groupe G. G, est formé des
puissances d'une seule substitution.

16. ^génératrice A?^==:^==:O est transformée en elle-même par
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une in f in i t é de substitutions de r formant un groupe G_. contenant G,
et par suite G.,. Toutes les substitutions de G-,> sont de la forme (i).

Je dis que, pour toutes ces substi tut ions, r== i. En effet, so i t ï une
transformation de G^ pour laquelle r -^ i. Formons T^ST^, où n est
un entier quelconque et où

S==(^,j; ̂ ,y4- h)

est la substitution fondamentale de G^. Nous trouvons

T-'1 ST11 ==. ( .r, y ; x, y -4- h r" ).

Si n est assez grand en valeur absolue et de s igne convenable, ceci est
une substi tution infinitésimale, ce qui est absurde. Donc r == i pour
toute substi tution de G^. La substitution la plus générale de G^ est du
type
, . / a x 4- b . \a x 4- b

c x •+- ci^(2) ^-y5^^T^^•+^^

•17. Aucune subst i tut ion de T ne peut changer te point arbi-
t ra i re (x = '^ y ===•/]) en un point pour lequel ^ ( j ' o—y) s01^ ^ussi
grand que l^on veut .

Car, dans l'hypothèse contraire, F compterait des substitutions

/ cix -h b a'Jf-J^bt\ , y - . „ ,. , .^ y ; — — — — , —L——, (ad— bc=-~a'd'— b'c'^-i),
\ u ex 4- d c'y •+• d1 ]

où c ' et oseraient aussi peti ts quej'on veut. Or, si T est une telle sub-
stitution, on vér i f ie que

TST-- fr ) ' • œ ( i4- /lcfdf)y •+- / t € l { 2 ] •.1 o .1, —— l ',•</ • f ) ^ < — — — î ~ ~ ^ , i 7 7 1 ?
[_ y - 5 ' — / î C ' î y ^ ^ î — / l C / € l f ]

c'est une substitutio.n inlinitésimale, ce qui est absurde; donc notre
proposition est démontrée.

18. Comme l'expression
•f " , 'C > \_ \" Ï i î: Ï .—- Ç Ï f y ' y W f T \•^1 ^'^(t1 '" ÇiîO1 ' ; '*. '~T~ 'îa-?^,!.'» l~ •'^..o'';^ — s:! '-î TO v — o / ^J —./ «-/
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est- invariante par r, il en. résulte que ' '

^ ic i ,o (^o— ^) == ^ ( ^ 1 ^ 2 , 0 — ^ 1 , 0 ^ )

est l imi té inférieurement pour les transformés d'un point fixe quel-
conque de D, cette limite inférieure n'étant pas nulle.

19. Soient
(^i, ̂  Es, ^.)

les coordonnées d'un transformé par F d'un des centres du polyèdre
fondamental; soit (.^3, x^) un point imaginaire fixe de la généra-
trice x^ == x^= o,

^(^3^4,0——^3,0^4) > 0.

Quand la substitution employée de T varie,

(3) l ^aEà+^^ i l 2 ^ |'^3,0^2 + ^4,0^112

atteint un certain minimum.
Remarquons d'abord que si

. ^(^^2,0~" Cl ,o£s ) ^^'S

l'expression (3) reste supérieure ou égale à

d l ( x^ 'v'^o — ^3,0 ̂ fi. ) •

Donc, si (3) n 'at teint pas sa l imite infér ieure, i l existe dans F une
inf ini té de subs t i tu t ions telles que

^ (^2 ,0——^1,0^ )

soit inférieur à une l imite fixe. Les valeurs de

i ('$1 ̂ 2,0— Ïl ,0^)

ont donc une valeur d'accumulation positive.
De plus, (3) estsupérieur à

(|^|-+-|^|—|.r|+^|)(^^.,+-^^,o);
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donc les systèmes (?,, ^) ont au moins un système d'accumulation,
tel que

1 (tl£:2,0 — ^1 ,0^2 )

soit posi t i f .
Les valeurs correspondantes de î ( r o - - r ) ont aussi une valeur

d'accumulation positive, pu isque

Cic,/,,o-+- ^1,0.:', •4- Ca^o -^ c^o^s^— (^i^.o—^o'^) (y—J'o)-

Enfin, on peut faire en sorte que la partie réelle de y soit comprise
entre o e t / ? ; car la subst i tut ion S n'altère pas x, m la part ie imagi-
naire dey.

Donc les y correspondants auront une valeur d'accu m niation imagi-
naire.

Donc les transformés des centres auraient un po in t d ' accumula t ion
dans le domaine p r i n c i p a l , ce qui est absurde.

Donc le m i n i m u m est at teint .

20. I l résulte de la q u e tout po in t i m a g i n a i r e de ^ , = = ^ = 0
tel que

^"3-^,0—— ̂ ,^4) > 0

fa i t partie d'une arête à deux d imens ions située sur ^ , = = ^ = = 0 et
appar tenan t à un t ransformé du polyèdre f o n d a m e n t a l par F.

On en dédu i t , en reprenant le raisonnement du Chapitre Y (n° 10),
que sû\ == x^ = o est t ransformée en elle-même par une. inf ini té de sub-
s t i tu t ions du type (2), formant un groupe mériédriquement isomorphe
au groupe^de Poincaré formé par les

/ ' a,v -(- l ) \ • •
(4) , (^ÏTT^

et ce dernier groupe est de la première, de la deuxième ou de la
sixième fami l l e .

Les exemples fourn i s par les t ransformations ar i thmétiques à coe^
ficients en t ie rs de formes quadratiques quaternaires à coefficients
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' ent iers ne donnen t que des groupes de la deuxième ou de la sixième
f a m i l l e (1).

21.. Donnons-nous un groupe de Poincaré, admettant

r(.z\>—.r)>ô;

comme domaine principal , et appartenant à la première, à la deuxième
ou à la sixième famil le . Pouvons-nous en déduire un groupe G./!

Il faut pouvoir calculer le paramètre h de la subs t i tu t ion S du
type (PI), et les paramètres k des substitutions (3) correspon-
dant à (4).

Prenons A arbi t ra i rement , mais positif. On peut supposer

. ' . , O ^ Â - < A .

Soient S^ , S^ ,.., S^, les substitutions fondamenta les du groupe de
Poincaré, et k^ k^, ..., ^les valeurs correspondantes de A-. A toute
relation entre les S

ûpl «A S^-—— T^ ^a,*-'0^-"- I 1

devra, à cause de l'isomorphie, correspondre une relation

i3i ^a, -+- (3â Âa, 4- • , . -}-p/..Â'a^ ---̂  mul t ip le de I I .

Il suffira d'écrire ces relations pour les relations fondamentales qui
existent entre les S. Elles sont compatibles, car elles admettent tou-
jours la solution

Donc le groupe G^ existe toujours.

( 1 ) Cf. G. GiBAUi), Sur les trcuisfornwuofis se/iiblables de certainesfor/nés (/uad/'a-
tiqws quaternaires indéfinies^ etc. {Ânn. scient. Éc. Norin.sup^ 3e série, t .XXXIÏÏ ,
1 9 1 6 , p. 3o3 sqq.).
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CHAPITRE VII.
RELATIONS ALGEBRIQUES ENTRE FONCTIONS HYPEEîABÉLlENJS'ES DE M. PTCAR-0,

SYSTEMES D 'EQUATIONS LINlUïTŒS At3-\ DÉRIVÉES PARTIELLES.

1. Si le1 polyèdre fondamental a nn sommet réel ou une arête à deux
dimensions sur une génératrice réelle/les fonctions hyperabéliennes
se comportent , dans le voisinage de ce sommet ou de celte arête,
commodes fonctions r a t ionne l l e s de certaines variables, comme on1 va
le voir.

i° Soit un. sommet réel A ne comportant pas de subs t i tu t ions du
type (HH) spécial, et, par suite appar tenant à deux arêtes à deux
d imens ions situées sur des génératrices réelles, l 'une sur la surface

.Z' —— ,T()~^ 0,

l 'autre sur la surface
r ~ y/).==: o.

On peut supposer que A est le point x =r == co. H y a deux subs t i tu -
t ions

, 0. y; x + h, y ) et, (^ y ; ^, j + À1-)

qui ont. A comme point double. Au voisinage de A, les fonctions
hyperabéliennes se comportent comme des fonct ions ra t ionnel les

2 TC l.X- . 2,TC/.r

de e1" et de eT^. ! ^ • ! _ ; ^ ^ ! ' •

2;° Si le sommet réel A n'appartient à aucune arête à deux dimen-
sions située sur une génératrice réelle, le voisinage de A dans le
polyèdre fondamental se partage en un nombre fini de domaines dans
chacun desquels les fonctions hyperabéliennes se comportent comme
des fonctions rationnelles de certaines exponentielles.

3° Si une arête est située sur une génératrice réelle, par exemple
sur , ! ! ! . , ! - , ! !1

, '! ! 1 1 ^ . ^i=^==o,

les fonctions hyperahéliennes se comportent au voisinage de tout
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po in t imaginai re de cède arête comme des fonct ions r a t i o n n e l l e s de x
2_fjT^"1

el de e ^ , en dés ignan t par {x, j; .r, y + A) la subs t i tu t ion du
type (PI) correspondante.

Il est. sans doute i n u t i l e de démontrer ces divers points : la démon-
stration ne ferait que reprendre celle qui a été donnée pour les
groupes de provenance ari thmétique ( ' ) , et serait d 'ai l leurs très ana-
logue à la démonstra t ion analogue du Chapitre IV.

2. 11 résulte de là que, s\i le prolongement analytique d'une fonc-
tion © d'un groupe quadratique T de M. Picard ne peut pas sortir du
domaine principale et ni le polyèdre fondamental rayonné na qu'un
nombre fini de faces ̂  trois fonctions automorphes quelconques de groupe T
sont liées par une relation algébrique.

En outre, toutes les fonctions autornorplies de groupe T s'expriment en
fonctions rationnelles de trois d'entre elles (do deux dans certains cas
particuliers).

3. Soient main tenan t X et Y les variables indépendantes , et ,r,j, u
les trois fonc t ions automorphes, liées par la relat ion
( i ) /(.^J, ^)=:o,

au moyen desquelles toutes les autres s 'expriment r a t i o n n e l l e m e n t .
Posons

— 4 /y^^—^——^-^^
^-ï^\/ [^ ^ y ) \^ ^ x ) '

Z^ ~=z X, -5 ^ , -3 3 =::. — Y Z i , ^4, == X Y -3i,

et regardons les z comme fonct ions de x et dey.
Il existe u n système d^équat ions l inéaires aux dérivées par t ie l les

W

r == as 4- i> p -4- c q -4- g ^,

^ ̂ ^ +(3 /?4 -7<74 -<3^

^=^^7^+P /<7+^^

t, :== a's 4~ c ' j p -+- Vcj 4" g 1 z,

( 1 ) Cf, (x. GlUAiii), ^>61. cit,
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où a, b, c, ^", oc, [?, y, § et les mêmes lettres accentuées sont des fonc-
t ions rationnelles d e x , dej et de u admet tan tcomme intégrales ̂ , ̂ ,
z.^ s, liées par la relation

^l2-4-t- Z^Z:^ 0.

Pour le démontrer, il faut montrer que

A :

Si pi Ci ^i
^ Pî <72 ^

^3 /^ <73 ^3

•̂  .̂'.. ^4 '̂..

n'est pas ident iquement nul, ^, 7>^, q, é tan t les fonctions ,y,p, y corres-
pondant à ^/. Or on trouve i m m é d i a t e m e n t que

A-==i .

i entra îne l 'existence des fonct ions a, b, ..., o 'de x et de y, etce qui ejitraîne l existe
montre en outre que

a =--: — b, y.' == — Y'.

Quand X et Y subissent une subs t i tu t ion du groupe, z , , z^ z^ z,^
subissent une transformation l inéaire; donc a, & , - . . , ^ ne changent
pas. De plus, si on les regarde comme fonctions de X et de Y, les sin-
gulari tés de ces coefficients sont les mêmes que celles des fonct ions
automorphes : ce sont donc des fonctions automorphes, c'est-à-dire
des fonct ions ra t ionne l les de oc, y , u, comme on l'avait annoncé.

Montrons en outre que an' — i n'est pas ident iquement nul, ce qui,
d'après une remarque de M. Appell, permet de supprimer les deux
équations qui donnent ^ ^; ces deux équat ions se déduisent alors
des deux aut res par dérivation. Or, comme

r\ Pi q\ si
f'ï pî q^ ^â

a ===
r3 PS <^ ^

r;, 7^4 <74 ^4
Ann. Éc. Norm., (3) , XXXVIIï . -- JUIN 1931. 2Ï
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et comme a1 a une valeur analogue, on trouve que

.„ r^ (X ,Y) - i 2 . fàx<n ^à^_ àxy
1 ̂  ua "" L^ryyJ • l̂  ̂  àx à y ) '

qui n'est pas identiquement nul .
On peut aussi, avec M. Picard C), poser

-v.^ r) :X^^=:-Y^, ^==X1'^.^ ( X , Y ) '

On a des résultats analogues, sauf que A n'est plus constant.

4. Cherchons maintenant la nature des singularités de ce sys
terne (2)..

Comme dans le passage analogue relatif aux fonct ions à groupe
linéaire, nous ne considérons comme véritables singulari tés que les
points qui restent singuliers après remplacement de x, y par deux
autres fonctions automorphes du groupe, faisant partie d 'un système
de trois fonctions au moyen desquelles toutes les autres s 'expriment
rationnellement.

On en conclut, comme pour les groupes linéaires, que les véritables
singularités sont exclusivement les points de (i) qui correspondent
à des points doubles de substitutions du groupe : ces substitutions
sont de l'un des types (EE), (El), (PE), (Pi), (PP).

5. Si l'on s'est arrangé, comme il est possible, pour que (i) n'ait
pas d'autre singularité qu'une courbe double avec des points triples,
ces singularités étant les plus générales de leur nature, on peut voir,
comme dans le cas des groupes linéaires, qu'à un point double de sub-
stiùxtions du type (EE) correspond une ou plusieurs courbes singu-
lières un'icursales.

.Remarquons qu'ici les substitutions qui ont un même point double
dans le domaine principal sont permutables et sont des produits de
puissances de deux d'entre elles.

(^PICARD, Jownal de Mathématiques ̂  4e série, t.I, i885.
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Par exemple, -si l'on met le domaine principal sous la forme

(3 ) . . XXo<i, YY,<i,

les subst i tu t ions qui ont pour point double l 'orig-ine sont du type

( X , Y ; X^, Y^),

ce qui suffit à démontrer notre remarque.
Remarquons en outre que, si ces substitutions ne sont pas des puis-

sances d'une seule d'entre elles, il 'y a,parmi elles des subs t i t u t i ons du
type^EI)., ' ^ .

6. on peut démontrer, encore comme pour les groupes linéaires,
que le plan double d'une substi tut ion du type (El) est transformé en
lui -même par une in f in i t é de substitutions du groupe discontinu.

Si le domaine pr incipal est (3), et si le plan double est
• - Y = = o , ! '

ces subst i tut ions sont dn type

/ aX+b ^^^^^, ̂  ^.

Les subst i tu t ions
/ oX-4-JA ,
^ c X - ^ d )

correspondantes forment un groupe de Poincaré P de la première, de
la deuxième ou de la sixième famille, dont le cercle pr incipal est

/ , XXo<r .

Pour Y = = o , les fonctions automorphcs sont des fonctions de
Poincaré de groupe 1̂ .

' Si P est de genre p , à • , • . ^
, ! Y -j^o

correspond une courbe de genre p qui est une courbe singulière
de (2).

: . ' ' * '
7. Les courbes singulières qu i correspondent à des points doubles
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de substi tutions des types (EE) et (El) sont régulières. On peut tou-
jours faire en sorte que ces singulari tés soient du type simple étudié
ailleurs-, où la courbe s ingul ière est un in f in i simple pour a et a ' , et un
infini double pour les autres coefficients &, c, g, b\ c\ g\

8. A un sommet parabolique correspond une ou p lus i eu r s courbes
singulières unicursales ou un po in t s ingulier .

A u n e arête parabolique correspondant à un groupe de Poincaré de
genre p correspond, une courbe singulière de genre p au maximum,
avec peut-être des courbes unicursales , ou un po in t s ingulier .

On peut, à propos des arêtes et des sommets paraboliques, repéter
les mêmes remarques dans le cas l inéaire .

9. Les courbes singulières qui correspondent à des arêtes ou à des
sommets paraboliques sont régulières, mais ne peuvent peut-être pas
toujours se ramener au type s imple précédent.


