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S LU LE

P R O L O N G E M E N T A N A L Y T I Q U E DES I N T É G R A L E S
DE

CERTAINS SYSTÈMES D'ÉOUATiÛINS AUX DÉIUVÉES PAimELLES UINÉAlKES,

PAn M. Cîi. RIQLJIER,
Professeur ;i l'L'niversiLc de Caen.

Introduction.

L Désignant, par ;r, y, . . . des variables indépendantes en nombre
quelconque, et les supposant, i iu l i l le remmenf . , réelles ou imaginaires,
nous formulerons tout d 'abord, r e l a t i v e m e n t à la na tu re des régions
que l'on peu t être condu i t à considérer dans l'espace [j j;, j, • • • j L les
déf in i t ions suivantes :

Si l 'on considère, d 'une part, une région dé te rminée , d'autre part,
un point dé t e rminé étranger à la région, il arrive nécessairement de
deux choses l 'une : ou bien ce point est le centre de que lque domaine ( ')
ent ièrement : étranger à la région, ou bien il n^cst le centre d 'aucun
domaine de cette espèce;'nous dirons, dans le second cas, qu'il est
semi'exterieur à la région.

Cela posé, soit 11 une région jouissant de la propriété que nous
al lons énoncer :

« 11 existe quelque su i t e i n d é f i n i e de régions
&

^ /, ! tî'7, . . . , îî^, . . . ,

telle : 1° que, pour toute valeur de m, la région til^ soit normale ( ^ ) ,

( l ) î oir n" I, infra.
( î ) Voir il0 9, I, infra.
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limitée, et entièrement comprise dans liî; 2° que, pour foule va leur
de m, la région obtenue par l ' adjonct ion à îl^ des divers poin ts semi-
extérieurs1 à 'Ï l^ 'soit , en t i è remen t comprise dans il^4"0; 3° que t o u t
point de 11 finisse, à par t i r d'une valeur suffisamment, grande de w,
par être compris dans tl^5. »

Nous exprimerons d 'une façon abrégée cet ensemble de condi t ions
en disant que la région îl est u ne limite de région normale et limitée.

Les mêmes choses étant posées, si , de, plus, la région variable îl^
est monodromique (1) quel que soit m, nous dirons que la région Kl
est une limite de région normale, limitée^ et monodromù/ue.

11. Considérons un système difFérent iel d'ordre quelconque ou se
trouvent engagées, avec un nombre quelconque de variables indépen-
dantes, x, y , ..., un nombre également quelconque de fonctions
inconnues, , u, (•', . . . ; et à chacune des i n c o n n u e s u, (•% . . . , f a i s o n s
correspondre un ent ier a lgébrique dé t e rminé que nous n o m m e r o n s
l^ cote de cetfe inconnue» Considérant ensuite une dérivée quelconque'
de l 'une des inconnues, nommons cote de la dérivée en question
l'entier algébrique obtenu en a jou tan t à la cote (le l ' i n c o n n u e l'ordre
total de la dérivée. Cela étant.. nous supposerons tout d'abord que,
moyennant un choix convenable des cotes respect ivement 'a t t r ibuées
à u,, v, ..'., le système d i f f é r en t i e l dont i l s'agit r e m p l i t à la fois les
d'eux cond i t ions suivantes : .1° il se trouve résolu par rapport à cer-
taines dér ivées , -qui ne f igurent , non plus que leurs propres dérivées,
dans aucun des seconds membres; 2° chaque second membre, ne con-
tient, outre les variables indépendantes , qne des quan t i t é s ( inconnues
ou dérivées) d o n t la cote t ombe au-dessous^ celle du premier membre
correspondant (2). .

Désignons ac tue l l emen t par S un système d i f f é r e n t i e l possédant la
triple propriété : i° (raj)parfemr à l'espèce ci-dessus définie;'^ d^ire
complètement inlégmUe; 3° d'être linécure par rapport à l'ensemble des

P) Voir il'1 3, wfnu
( î ) De pat'eilysyBfcèmes conslituont un cas 1res par lieu lier do ceux que j'ai uon'nucs

orthofiomes.Voir l'Ouvro^e inittulo : Les système y cl'1 équations au.x^dérivéefî partielles^
Chip. VIL1 1 1 1 1 \ lli- 1 "<' 1 , \1 1 '1 ' \ • '1 ' ^ : ,,' 1 1 , • 1 ^



, SL'Sl LF- ÎTiOLONGEMEXT ANALYTIQUE DES LNTÉGRAJLES. 13

fonctions inconnues et de leurs dérivées. Dans1 ce système, fixons F éco-
nomie des condit ions initiales dont la donnée détermine entièrement
un groupe d'intégrales ordinaires ( '), et. construisons un quadr i l lage
rectangulaire dont les l ignes correspondent aux variables indépen-
dantes, et les colonnes aux fonct ions arbi traires qui figurent dans les
cond i t i ons i n i t i a l e s ; - p u i s . , dans l 'une q u e l c o n q u e ' d e ces colonnes,
noircissons à l'aide de hachures les cases 'des diverses variables don t
ne dépend pas la fonct ion arbi t raire correspondante. En répétant celte
opérat ion successivement dans toutes les colonnes , n o u s ob t i end rons
une sorte de damier où les cases blanches et noires pourront of f r i r des
dispositions relatives variées. Finalement , partageons les variables
indépendantes en groupes, suivant que, dans -le Tableau ainsi cons-
t ru i t , les lignes offrent ou n ' o f f r en t pas la même disposit ion de cases
blanches et noires. En supposant, par exemple, qu' i l y a i t c inq
variables indépendantes , x. Y, .^, .y, t-, et sept fonc t ions arbi t ra i res ,

( Fi( /) , F,(^), F;^,.^), F,(.y,^.s<0,
• / F.(7^). Fc(.^.r^), F,(r^,^),

la considérat ion d'un parei l Tableau, nous conduira h partager les
variables indépendantes en quatre groupes comprenant , le premier la
variable rç, le deuxième la variable j, le troisième les variables z et s,
le quatrième la variable £ : ce dernier groupe correspond aux l ignes
du Tableau entièrement dépourvues de cases noues. Extrayons alors, des
espaces

[Mh [l:y:l|- [!: '̂lk [Ml-

les régions respectives
IL,, îî,,, îî- „ IL

chacune des trois premières, îly, î^., 1tl^, étant une limite de région
normale^ limitée^ et înonodromique, la dernière, 1^, une linïite de région
normale et limitée.

Cela posé, siy d'1 une part, les coefficients du système S sont des fonctions

( 1 ) Loc. cit.^ p. 169 et suiv.
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analytiques et régulières dans la région

( 2 ) ' (^, ÎS-» ^—^ ^);

57, d'autre part ^ on a choisi pour les cirintraires ( i) A^ fondions analy-
tiques et régulières dans les régions respectives

^, (^r,^), (^,.s-,^). (^o"^,^^,).

(\\y, îî,), (^,^,,îî,), (^, l^,,^) :

/^ intégrales correspondantes ne pewent manquer d^être elles-mêmes
analytiques et régulières dans la région (2).

Ce résultat a tai t l 'objet d'une Note commun i(|uée à l 'Acadéni ie des
Sciences le 20 janvier 1919. .

Rappel de notions fondamentales relatives au calcul des fonctions
par cheminement.

1. Nous plaçant, i n d i f f e r e i n m e n f , dans le inonde des q u a n t i t é s
réelles ou dans celui des quantités imaginaires^ et désignant par ^*,
y, ... des variables indépendantes en nombre quelconque, nous nom-
merons domaine toute région de l'espace ||^:»y? . • .|| d é f i n i e par un
système de relations de la forme

mod (.c — XQ ) < Ra;, mod {y -- j'u ) < l\y, ...,

où (^o,jo, • • • ) désigne un po in t fîxe, et 1̂ , 1 .̂, ... des constantes
positives 0 o); ces cons tantes seront elles-mêmes les rayons du.
domaine, le poin t (^o,jo» • • ") ^1 ̂ ^ le centre.

,Une série entière en x — x ^ y — j ^ , ..., admettant , au tou r du
centre Çuc^y^ ...), quelque domaine de convergence, déf in i t , comme
on leva i t , une fonction olotrope de x, y, ... dans l ' in tér ieur d 'un

-pareil, domaine. Donnons à ce développement la forme deïaylor; pu is ,
désignant par (^?^y,, .. .)un po in t in té r i eur au domaine, in t roduisons
dans ce développement et dans toutes ses ,dérivées l'hypothèse
numérique

. x , y , ...-=^1,71, ....
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La connaissance des sommes de ces divers développements nous per-
mettra évidemment de construire celui de notre fonction à part i r des
nouvelles valeurs ini t ia les x^ y^ .*. : ce deuxième développement
de Taylor, entier en x — x ^ y — y ^ , .... admettra certainement
quelque domaine de convergence, et nous dirons, pour abréger, qu'il
se raccorde avec le précédent.

Cela posé, considérons, dans l'espace [|^y,...|I, un chemin brisé
ayant pour sommets successifs

(3) (^Jo, • • • ) , (^i,ri, ...), (^,j2, ...), ..,, (.r^j^...), ' ( X , Y , ...).

Si, à partir de ces sommets successifs, on peut construire autant de
développements dont chacun se raccorde avec le précédent, et dont le
premier ne soit autre que le développement donné, le chemin brisé (3)
sera ^praticable relativement au développement donné. D'après cela,
il faudra donc, pour que le chemin (3) soit praticable, que le dévelop-
pement donné admette des rayons de convergence respectivement
supérieurs aux modules des différences x^ — o c ^ y ^ — y ^ , . . . , c e q u i
permettra de construire, à pa r t i r des valeurs x ^ , y-,, ..., un deuxième
développement se raccordant avec le premier; il faudra ensuite que ce
nouveau développement admette des rayons de convergence respecti-
vement supérieurs aux modules des différences x^ — x^y^ — y^.. . . ,
ce qui permettra de construire, à partir de x^, y^, ..., un troisième
développement se raccordant avec le second ; et ainsi de suite jusqu'au
développement construit à partir de Xg, y^p ..., q u i doit admettre des
rayons de convergence supérieurs aux modules des différences X — <r,,
Y — 7 .̂, ..., afin qu'un dernier développement puisse être f inalement
cons t ru i t à partir de X, Y, ....

Le développement entier en x — x ^ y —jo, ... pris comme base
du calcul précédent a été qualifié par Méray de fondamental; de même
les premières valeurs, x^y^ . .., des variables indépendantes [cette
qualification s'étend d'elle-même au poin t { x ^ y ^ , ...) dont elles son t
les coordonnées réelles ou imaginaires]. Un développement fonda-
mental donné (admet tant quelque domaine de convergence) est dit
définir, non pas une fonct ion, mais une pseudo-jonction ( i) de x^

( i ' " ) Si l'on considère en effet deux chemins brisés parlant .du poinL (.ru, j-,,, ... ) et abou-
Aim. Éc. Norm. (3) , XXXVIII. — JANVIER igar. 3



i8 ' , cit. niQuiEK,

y, ... (1) : pour plus de siaiplicité "toutefois, Aléray reniplace souvent
le moi pseudo-fonction par le mot/onction, auquel i l a t tache le même
sens (2).

Si à un développement fondamental quelconque on s u b s t i t u e sa
dérivée d'ordres partiels p , y, ..., tout chemin brisé prat icable re la t i -
vement aux anciennes données l'est encore r e l a t i vemen t aux nouvelles,
et les développements successifs obtenus dans le second cas sont les
dérivées d'ordres partiels p y y, ... de ceux qu'on o b t i e n t dans le
premier. Cet te deuxième pseudo-fonction se nomme la dérivée d'ordres
partiels,p^ y, .., de la proposée.

-Enf in , si. l 'on considère s imultanément diverses pseudo-fonct ions
de x , y , . , . définies par un même po in t fondaniental et divers dévelop-
pements fondamentaux, u n e expression de forme e n t i è r e par rapport
aux sommes de ces développements et de leurs dérivées (Pordres
quelconques déf in i t év idemment une nouvelle p seudo- fonc t ion ; et
tout chemin praticable à la fois pour les diverses psei ido-fonct ions
données ne peut manquer de l'être aussi pour la nouvelle.

2. Étant donné, dans l'espace \\x, y , ...]], le chemin brisé (3),
formons, avec les coordonnées de deux sommets consécu t i f s quel-
conques, le Tableau des différences

x^—x^ ^ 2 — ^ 1 , . . . , ,X—^.,

yi—yo, y<2-yi, ..., Y-~.y^

et évaluons, dans les lignes respectives de ce Tableau, les plus grands
modules, [j^ ^y, ..., que présentent les différences dont il s'agit ; ces
quantités a^., y.y, ... se nommeront les écarts maxima du chemin
brisé (3).
-.'Gorisidérons ^main tenan t , 1 d 'une part, ' une 'pseudo-foTictmn 'de x,
y,-..,, définie, conformément aux explications qui précèdent, par un

tissant au même sommefc final, ces-deux chemins, à supposôr qu'ils soient run et l'autrô
praticables par rapport aa développement donné, peuvent conduire, suivant les cas, soit
au roême développement final, soit, au contraire, à deux développements distincts.

( 1 ) Que Méray qualifie d'o^^.
/2) En y adjoignant répithète/oca^w^ro^ro^. ^ ^
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point fondamental, (cv^ j^, • - * ) ? et par un développement fonda-
mental ; d'autre part, une région continue (1), 11, extraite de l'espace
fl^J? * • • ] ] » 6t contenant le point (^,j^,....). Nous dirons que la
pseudo-fonction dont il s'agit est calculable par cheminement dans la
région H avec les rayons de cowerg'ence R^, R,., ..., si, tout chemin brisé
ayant son premier sommet au point fondamental , ses divers sommets
dans la région 11, et des écarts maxima respectivement inférieurs à R;yr
Ry, .. , est praticable pour la pseudo-fonction et conduit ^des déve-
loppements successifs admet tant tous comme rayons de convergence
R.ç? Rj-» • • • • - , ' ,

Cette cond i t i on étant supposée satisfaite, si, de plus, le développe-
ment final auquel on est conduit à l'extrémité d'un pareil chemin
dépend uniquement des coordonnées de cette extrémité, et non du
chemin suivi pour y arriver, la pseudo-fonction sera dite monodrome
dans la région îl avec les rayons R^., R,., ....

3. Certaines régions, extraites de l'espace [|^,j, - • • I L jouissent,
par [ew forme même, de cette propriété remarquable, que le seul
fait, pour une pseudo-fonction, d'y être calculable par cheminement,
entraine comme conséquence nécessaire la monodromie (sous la seule
condition que, dans les chemins brisés parcourus, les sommets
successifs soient suffisamment rapprochés). L'examen de ce cas
nécessite tout d'abord quelques définitions nouvelles.

Nous nommerons lacet tout chemin brisé dont le sommet final
coïncide avec le sommet initial ; le point où se trouvent réunis les deux
sommets extrêmes seraV origine du lacet.

Nous nommerons réseau une suite (limitée) de lacets/
•LO? ^\.-j Lig, .. ., Lp,

ayant tous la même origine et le même nombre de sommets, et dont le

( 1 ) La continuité d 'une région peut, se définir à l'aide de considérations dont le lecteur
trouvera l'exposé, soil dans l'Ouvrage intitulé -.Les systèmes'd'équations aux dérwées
Dartielîes (n0 37), soit dans le Mémoire int i tulé : Sur les systèmes partiels clu^prernier
ordre auxquels s'applique la méthode d'intégral Ion de Jacobl et sur le prolongement
analytique clé leurs intégrales {Ànnedes de la Faculté des Sciences de Toulouse^ y série,
t. VII, note des pages 78 et suiv.).
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premier, Lo, a tous ses sommets confondus avec l'origine commune;
cette dernière sera V origine du réseau.

Étant donné, dans l'espace [[>•, y, ...]], un réseau, prenons-y à
volonté, soit deux sommets consécutifs appartenant à un même lacet,
soit deux sommets de même rang appartenant à deux lacets consé-
cutifs, et formons les différences entre les coordonnées semblables de
ces deux poin ts ; en répétant l 'opération de toutes les manières
possibles, nous obtiendrons le Tableau

y-y'

Cela étant, si, dans les l ignes respectives du Tableau, on évalue les
plus grands modales, p,p, py, ..., que présentent les différences dont il
s'agit, ces différences p^., p y , ... se nommeront les écarts maxima du
réseau.

Ces diverses définitions étant posées, les régions auxquelles nous
avons fait allusion plus haut sont celles qui, é tant continues^ sat isfont
en outre à la condition suivante :

« Une constante positive a é tan t donnée, on peut assigner une
constante positive (3, non supérieure à a, et telle, que tout lacet ayant
ses divers sommets dans la région avec des écarts maxima moindres
que P puisse être considéré comme le lacet final de que lque réseau
ayant ses divers sommets dans la région avec des écarts maxima
moindres que a. »

En raisjon de la propriété dont elles jouissent , et que nous formule'-
rons dans un ins tant d'une manière plus précise (n° 5, infra), de
pareilles régions seront qualifiées de monodromiques'.

Le cas d'une région convexe est l 'un des plus simples que l'on puisse
citer comme exemple de région monodroroique (1).

4. La remarque suivante est maintes fois utilisée :
Supposons que t'es variables indépendantes aient été partagées en

( î ) Les sj'stcmea d'équatiolu' aiu' dérives part telles^ n" 73.
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un nombre quelconque de groupes, trois, par exemple,

'̂ ''i • • " ? y ? • • • ? '̂  ? • • • »
et soient

(4) .̂,.., îS-,..., ,̂... 1 ,

trois régions respectivement extraites des espaces correspondants

(5) ^ [[^ —IL [bs ...]],, [O, ...]];
l'association de ces trois régions en fournit une,

W (Xr,...,^....,^,...),

extraite de l'espace

(7) [[>, •..,y. •..,^ . .• ] ]•

Cela étant, il est extrêmement facile d'apercevoir que si lesrégions (4)
[considérées chacune dans celui des espaces (5) qui lui convient] sont
supposées monodromiques^ Ici région (6) [considérée dans l'espace (7)]
ne peut manquer de F être aussi.

5. Voici maintenant la propriété capitale, annoncée plus haut, des
régions monodromiques.

Les variables indépendantes x, y, ... étant en nombre n, considé-
rons, d'une part, une région monodromique donnée, H, extraite de
Pespace [[x, y , • • • ! ] ? d'autre part, n constantes positives (>o)
données, Ry, ï\y, ... : si l'on désigne par r une quantité positive
au plus égale à la plus petite de ces dernières, on peut, en vertu
de la définition des régions monodromiques, assigner au-dessous
de ^ une constante positive, p, telle que tout lacet construit dans M
avec des écarts maxima moindres que p puisse être considéré comme
le lacet f inal de quelque réseau construit dans il avec des écarts
maxirna moindres que ^•

Cela posé, toute pseudo-fonction calculable par cheminement dans la
région monodromique tl avec les rayons Ky, R^ • • • y est certainement
monodrome avec des rayons tous égaux a p.
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En d'autres termes, si, parmi les chemins brisés (tous praticables
pour la pseudo-fonction) qui partent du point fondamental , et qui ;
îivec des écarts maxima moindres que B^., R^., ..., ont tous leurs
sommets dans la région 11, on s'astreint à ne considérer que ceux dont
les n écarts maxima sont moindres que p, le développement auquel on
est conduit à l'extrémité d'un pareil chemin dépend uniquement de
cette extrémité, et non du chemin su iv i pour y arriver.

La démonstration de cette propriété se trouve exposée en détai l dans
l'Ouvrage déjà cité (1).

Conditions suffisantes pour la possibilité du calcul par cheminement
dans certaines régions.

6. Certaines régions jouissent, comme nous allons le voir , de celle
autre propriété, que la possibilité, pour une pseudo-fonction, d'y être
calculée, avec les rayons R,y, 1̂ ., , . . , sur quelques-uns seulement des
chemins brisés visés, par la défini t ion du n° 2, ent ra îne cette mènîe
possibilité sur les chemins restants.

. Considérons des variables indépendantes partagées en groupes,
(8) x, ..., y, ..., s, .. ., .ç, .. .,

dont nous désignerons le nombre par A (nous avons supposé ici, pour
fixer les idées, h == 4), et, dans les espaces respectifs

[E^ • • • ] ] . [[J, ...]]. [1^...]], ([^...IL

les régions continues
1 . , ' X.,.., V., ,̂., .̂,: , ,

rassociation de ces dernières fournit , dans l'espace

[|>, . . . ,y , ..., 5, . .^^ ../||,
une région,
(^ ., '.\ / : 1(^....^...>^...,^...), , 1 1

qui est elle-même continue.

( 1 ) Les Sf sternes cl3 équations aiix dérivées partielles, 11° 7^.
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Désignant ensuite par

(io) . (.a?o? • • • ; J'ûî • • • i ^Oî • • * î ^Oî •• •' • )

un point dé terminé de la région (9), considérons spécialement/parmi
les chemins -brisés ayant leur origine en ce point et leurs divers
sommets dans la région (9), ceux où l'on fait varier les h groupes de
variables séparément et successivement dans un ordre assigné d ] avance^
par exemple dans Perdre inverse de (8). Un pareil chemin, don t nous
désignerons le sommet f ina l par

(X, ..., Y, ..., Z, . . . - ) ^i • * . ) ,

se compose évidemment deA(== 4) t ronçons successifs : sur le premier
tronçon, les points

(^, ...), (y, ...), 0, ...)

conservent, dans les régions respectives

Xr..... ,̂..., î^,,

les posi t ions fixes
(^o;. • . ) , {y^ ...), (-=0, • . •)/

tandis que le point (s, . , ,) prend, dans la région 11,,...^ une suite de
positions commençant à (^,...) et finissant à (S,...); sur le deuxième
tronçon, les points

(^, ...), (y, ...), (s, ...)

conservent ,dans les régions respectives

^r,...î ^",...5 ^,..,î

les positions fixes
(^o, . . . ) , (yo,. . . ) , (S,.. ,),

tandis que le po in t (z, ...) prend, dans la région 11̂  ; , une suite de
positions commençant -\ (>o, . . .) et finissant à (Z, ...'); sur le tronçon
suivant, les points

(^, ...), {z, ...), (s, ...)

conservent, dans les régions respectives

' ' ' ,̂... ,̂... .̂..,
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les positions fixes
(^o, ...), (Z, . . . ) , (S, ...),

tandis que le point (j, ...) prend, dans la région îîv,..., une su i t e de
positions commençant à ( v ^ , . . . ) et finissant à ("Y, . . . ); e n f i n ; sur le
dernier tronçon, les points

(7, .-). (^ . . . ) , (^ . . . )

conservent, dans les régions respectives
^y,..., ,̂..., ,̂...,

les positions fixes
(Y, . . . ) , (Z,. . . ) , (S , . . . ) ,

tandis que le point (.y, ...) prend, dans la région Xr,...? ^nc suite de
positions commençant à (a?o, ... ) et finissant à (X, ... ).

Considérons maintenant une pseudo- fonc t ion des variables (8)
définie par le point fondamental (10) et par un développement fonda-
mental, et supposons que, en désignant par

(ii) K^ ...,. Ry, ..., 1^, ..,, R,, . « .

des constantes positives convenablement choisies, tous les chemins
brisés delà région (9) ayant leur premier sommelaupoi^ni (10) eiprésen"
tant, avec des écarts maxima respectivement moijîdres que (lï), la struc-
ture spéciale ci-dessus décrite^ soient praticables polir la pseudo-foncLion
et conduisent à des développements successifs culmeUant les rayons de
convergence (i i).

Cela étante notre pseudo-fonction est calculable par cheminement dans
la région (9) avec les rayons (i i); si, déplus, les divers chemins spéc'ifiés
dans cette région par l'hypothèse précédente conduisent, pour une même
extrémité finale, au même développement final, notre pseudo-fonction y
est monodrome avec ces mêmes rayons (ï i).

La démonstration de cette propriété, qui nous sera d'un grand
secours dans la dernière partie du présent Mémoire (n° 10, infra), se
trouve exposée en détail dans un Mémoire an térieur ( ^ ).

( 1 ) Sur quelques principes ^énéraiw relatifs à la théorie des fonctions cl'un nombre
quelconque de variables {Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, ̂  série, t ÏX •
voir le n° 43 du Mémoire, p. i38 et suiv. ). 5 7
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Spécification des systèmes qui font l'objet du présent Mémoire;
calcul par cheminement de leurs intégrales.

7. Considérons un système d i t ï é ren t ie l d'ordre quelconque, où se
trouvent engagées, avec un nombre quelconque de variables indépen-
dantes, x, y , ..., un nombre également quelconque de fonctions
inconnues, u, p , . . . . ; et à chacune des inconnues u, p, ... faisons
correspondre un entier algébrique déterminé que nous nommerons
la cote de cette inconnue. Considérant ensuite une dérivée quelconque
de l 'une des inconnues, nommons cote de la dérivée en question
l'entier algébrique obtenu en-ajoutant à la cote de l 'inconnue Fordre
total de la dérivée.

Cela étant, nous dirons que le système estphanéronome, s'il remplit
à la fois les deux conditions suivantes :

i° II se trouve résolu par rapport à certaines dérivées, qui ne
figurent, non plus que leurs propres dérivées, dans aucun des seconds
membres.

2° Une cote convenablement choisie étant attribuée, comme il vient
d'être dit, à chacune des fonctions inconnues u, p, ..., chaque second
membre ne contient, outre les variables indépendantes^ que des quan-
tités (inconnues ou dérivées) dont la cote tombe au-dessous de celle
du premier membre correspondant,

Par exemple, l'équation différentielle /^iii^

. È^") " ' : — — , . - 1 : ,

constitue un système phanéronome. Il en est de même de l'équation
aux dérivées partielles

à^u ( au àu\^=I^y,^,^

comme aussi de l'équation
à^u ( au âu\1 ———— == fî ( a ? y u, ——^ —— •

àxày \ ' J' ? àx ôy )
Ann. Éc. Norm., (3), XXXVII!. — JANVIER 1921 . 4
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Il en est encore de même des équations simultanées

à^U rr ( €)u ^u ^u ^ lf (^u ^ ^ ( ' \
-————- -=. H X, r, I I ) (', --r~) -—? -ï—;r î -;——r- î ".—^ 5 -T---? -r— ?
àx^ ày \ àsc ày àx1 àx ày ()y^ àx ày )

^2( ' ~ r f ^u ^ { t (^u ^zu^ ^li €H^ ^^ \^ ^ Iv^r, 7, u, r, ̂ , •̂  ̂ •, ̂ 5y7 dyî3 ̂ î ày}'

qui, moyennant l'attribution à u et ^ des cotes respectives o et i, rem-
plissent les conditions formulées ci-dessus.

Ainsi que nous l'avons fait observer dans l ' Introduct ion, les systèmes
phanéronomes constituent, d'après l eur dé f in i t ion même, un cas très
particulier de ceux que nous avons nommés orlhonomes; en consé-
quence, tout système pheméronome passifest complètement intégrable,

8. Considérons actuellement un système di t lereut ie l , S, possédant
latriple propriété d'être :

i° Fhanéronome ;
2° Passif;
3°Linéaire par rapport à l'ensemble des fonctions inconnues et de

leurs dérivées;

et nommons, comme d^habitude, coefficients du système les fonct ions
des seules variables indépendantes qui figurent dans les seconds mem-
bres, soit comme multiplicateurs des inconnues ou de leurs'dérivées,
soit comme termes indépendants de ces quantités.

Dans ce système, fixons l'économie des condilions init iales dont la
donnée détermine ent ièrement un groupe d'infcésrales ordinaires (1),

"et construisons un quadrillage rectangulaire dont les lignes'corres-
pondent aux variables indépendantes du système S, et les colonnes
aux fonctions arbitraires qui figurent dans. les conditions initiales;
puis, dans l'une quelconque de ces colonnes, noircissons à l'aide de
hachures les cases des diverses variables dont ne dépend pas la fonc-
tion arbitraire correspondante. En répétant cette opération successi-
vement dans toutes les colonnes, nous obtiendrons une sorte de.'i>. !

( 1 ) Voir l'Ouvrage intitulé : Les systèmes d'équations aux dérivées peirileMe.Vy
p. 169 et suiv.
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damier où les cases blanches et. noires pourront offrir des dispositions
relatives variées. Finalement, partageons les variables indépendantes
en groupes, suivant que, dans le. Tableau ainsi construit, leurs lignes
offrent ou n 'offrent pas la même disposition de cases blanches et
noires; c'est-à-dire mettons dans un. même groupe les variables dont
les lignes offrent la même disposi t ion, dans des groupes différents les
variables dont les l ignes offrent des dispositions différentes. En
sapposa-nt, pour fixer les idées, qu'il y ait cinq variables indépen-
dantes, a?,j7 s, s, t^ et sept fonctions arbitraires dépendant respecti-
vement des variables

è; x^ t; z, s, i; x, -^ ,s', t; y, t; .v, y , /; }•, .s, s, i,

la considération d'un pareil. Tableau

( î i bis)

nous conduira à partager les variables en quatre groupes comprenant,
le premier la variable x1, le deuxième la variable y, le troisième les
variables z et s, le quatr ième la variable /. (En vue de notre énoncé
du n0 10, infra, il convient d'observer dès maintenant que ce dernier
groupe, t, correspond aux lignes du Tableau entièrement dépourvues de
cases noires^

Considérons ma in t enan t , dans le système S, un groupe d'intégrales
répondant à des condit ions init iales déterminées, et regardons désor-
mais comme fondamentales les valeurs " i n i t i a l e s , x^ y^ ^, s^ 1^,
choisies pour ' les variables indépendantes; considérons ensui te , dans
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les espaces
" M. [[jlh [[^1} [M.h

des régions continues,
^x^ ^y, ^z,f;; "^î

comprenant respectivement les points

^Ql VQÎ {.^f ^û)» "O-

Cela posé, si^ d'une party les coefficients du système S sont tous calcu-
lables par cheminement dans la région

( 1 2 ) (^^y,^^)

avec les rayons

(13 ) S^, R,, R,, R,, B,;

si, (Vautre part, on a choisi, pour les sept arbitraires qui figurent dans
les conditions initiales^ des fonctions respectivement calculables^ avec ces
mêmes rayons^ dans les régions

^, (^^), ("^.s.,^), (^,î^^),

(%,,^), (î^,^,^), (îi,.,^,,^),

^ intégrales correspondantes ne peuvent manquer d'être calculables, avec
les rayons dont il s^agit, dans la région (12 ).

D'après ce que nous savons d'une manière générale sur l'économie
des conditions initiales dans un système complètement intégrable,
celles que nous venons d'imposer- au/xintégrâles de S ont la structure
suivante : dans leurspremiers membres figurent les diverses inconnues
du système S et quelques-unes de leurs dérivées; dans leurs seconds
membres11 f igurent, les sept fonctions dont on a fait choix pour les arbi-
traires; et chaque premier membre est assujetti à se .réduire identi-
quement au second, membre,correspondant, lorsqu'on y remplace par
les valeurs initiales choisies celles d'entre les variables indépendantes
dont ne dépend pas l'arbitraire du second membre. Nos conditions
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initiales sont donc de la forme
r == yo('Q ROUI1 ^- J? '^ ^ ==^'o, J'o? ^o? ^o;
A •= ôo(.r, ^) » j, ,s, .S-=Joî ^oî •îo;

Q •^=: 9^2, s, t) )) .r, y ==^o, yo;

( 1 4 ) ^ A ==Ào(^ 5, 5, Q » Y^Jo;

<î» == cpo(y, ^) » j-, ^, 5=.ro, .^0, ^o;

W == ^0 (^î ,)'? 0 » ^ ^ == ^ O î ^ O ;

^ = "o(j^ ^, .?, ^) )) ^ == ^•<>,

où l'ensemble des sept quantités
( 1 5 ) " • F, A, ©, A, ^, W, Q.

comprend toutes les inconnues du système proposé S avec quel-
ques-unes de leurs dérivées.

Cela étant, on peut établir que les fonctions (i5) sont calculables
par cheminement dans la région (12) avec les rayons (i3) ; cette
démonstration se trouve exposée en détail dans un Mémoire anté-
rieur ( 4 ) .

^Examen du cas spécifié dans l'Introduction.

9. L'examen du cas que nous avons maintenant à étudier nécessite,
en vue d'un exposé rigoureux, des notions qu'il est tout d'abord
indispensable de rappeler ou de poser. '

I. Nous dirons qu'une région, îî, de l'espace [[.^,y, ...J] est
normale^ si elle satisfait à la double condition suivante : 1° la région il
est cont inue ; 2° tout point de la région îl est le centre de quelque
domaine (n° :l) entièrement situé dans M.

II. Étant donnés, dans Pespace [[^,yy • • - ] ] > une région, 11, et,
dans cette région, un point, (^o,yo, ...), supposons qu'il existe
quelque sui te illimitée de régions normales^

îi7, 1^, > . . . , tîw, ....

( l) Sur le calcul par diem'uzeine/it des intégrales de certains systèmes différentiels
(Annales de V.École jN'ormale^ janvier et février 1908).
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toutes extraites de la région l!î^ comprenant toutes le po in t (^\, y ^ , ...),
et telles : i° que tout point de la région 11 finisse, à partir d'une
valeur suffisamment grande de m, par être situé dans H^; 2° que,
pour toute valeur de m, îl^ soit ent ièrement compris dans îl^"1"1'.

On verra sans peine qu 'une région jouissant de cette propriété est
nécessairement normale ( ^ ) .

Considérons main tenan t une fonction de x^ y , ... définie, dans le
voisinage du point (^o, jo^ • • •)» P^1' ^a somme ^w} certain développe-
ment: fondamental , entier en x — .T<,, y — Y o » • • • » ôt admet tan t
quelque domaine de convergence. Cela étant, si la fonction dont il
s'agit petite quel que soit m, être prolongée cmalyliquefnent dans Ifl^
(en restant bien définie dans toute l 'étendue de ll^), elle est assi-
milable à une fonction olotrope dans toute Détendue de la région 11 (2 )*

11.1. Les variables œ, y , .., é tant , comme dans tout ce qui précède,
indifTéremment réelles ou imaginaires^ nous nommerons distance des
deux points (;r,, y,, ...), Çx.^y^, ...) la racine carrée ar i thmét ique
(c'est-à-dire non négative) de la quantité

mod (.z'i— «ra)2-)- mod (.yr—ys)"2 4-... ( : { ) .

Cela posé, si la distance de quelque point fixe de l'espace \\Xy y, ... | [ à
un point variable d'une région donnée, Kl, de cet espace re$te toujours
inférieure à quelqueconstante positive, tout point fixe de \ \x,y, .,. | ( jouil^
par rapport à 11, de la même propriété : la région îî, en parei l cas, est
dite limitée (/1).

IV. Si l'on considère, d'une part, une région dé terminée? d'autre
part, un point déterminé étranger à la région, i l arrive nécessairement
de deux choses l 'une : ou bien ce point est le centre de quelque

(1 ) Sur le.v systèmes pcirueU du premier ordre aiu^uels s'appllqaG la moi/iode d'inté-
gration de Jacobi, et sur le prolongement analytique de leurs intégrales {Ânncdes de la
Faculté des Sciences de Toulouse^ 3e série, t. Vil; voirie n0 6 du Mémoire, p. 87 et 88).

(2) Ibid., n0 6.
(^Pour que deux points soient identiques, c'est-à-dire pour que leurs coordonnces

semblables soient respectivement égales, il efct évidemment nécessaire efc suff isant que
leur distance ainsi définie soit nulle.

(4) Les s f sternes d'équations aux dérivées partielles (n*19 2 et 1S).
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domaine entièrement étranger à la région, ou bien. il n'est le centre
d'aucun domaine de cette espèce; nous dirons, dans le premier cas,
qu^i l est complètement extérieur à la région, et, dans le second, qu'il lui
est semi-extérieur,

Une région sera dite complète, si tout point étranger à cette région
lui est complètement extérieur.,

Cela posé : .

A.. Si à une région quelconque^ îl, de V espace \\x, y, .. .]1 on adjoint
celle que forment les points semi-extérieurs à 11, Ici région ainsi obtenue
est nécessairement complète ( ^ ).

B. Si à une région limitée^ lit de l'espace \[oc, y, ...]] on adjoint celle
que forment les points semi-extérieurs à lit, la région ccin.n obtenue est
elle-même /imitée ( 2 ). .

V. Considérons, dans l'espace f|^j, • • * ] ] ? une région. 11, jou is -
sant de la propriété suivante :

« II existe quelque suite indéf inie de régions,

^ ^'\ ..., ^w),

telle : i° que, pour toute valeur de m, la région ll^ soit normale,
limitée, et entièrement comprise dans lit; 2° que, pour toute valeur
de m, la région (nécessairement l imitée et complète) obtenue par
l'adjonction à H^5 des divers points semi-extérieurs à îl^5 soit entiè-
rement comprise dans ît^-^ ; 3° que tout point de % finisse, à
part ir d 'une valeur suffisamment' grande de m, par être compris
dans îl^. »

Nous exprimerons d'une façon abrégée cet ensemble de cond i -
tions en disant que la région M est une limite de région normale et
limitée.

( 1 ) Sur les srstèmes partiels du premier ordre auxquels s'applique la méthode d'inlé»
gratiou de facobi, et sur le prolongement analytique clé leurs intégrales, n° 10, ï
(Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 3e série, t. VU).

0) JW., n0 10, Ïl. '
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On voit sans peine qu'une pareille région est nécessairement
normale.

VI. Les mêmes/choses étant posées qu'à l'alinéa précédent V, si.,
de plus, la région variable îl^ est monodrornique quel que s o k m ,
nous dirons que la région 11 est une limite de-région normale^ limitée,
et monodromique.

10. Nous pouvons maintenant formuler l 'énoncé du cas intéressant
auquel fait allusion le titre du présent paragraphe.

Désignons par S un système différentiel possédant la triple propriété
d'être :

i° Phanéronome j
2° Passif;
3° Linéaire par rapport à V ensemble des fonctions inconnues et de

leurs dérivées,

supposons, par exemple, comme au n° 8, que les fonctions inconnues
qui s'y. trouvent engagées ^dépendent des cinq variables x, y, ,^, ,v, ^
et qu'en fixant dans ce système l'économie des condit ions i n i t i a l e s ,
on soit conduit , comme nous l'avons expliqué, au Tableau (11 bis),
et, par suite, au partage des variables indépendantes en qua t re
groupes,

/y» • i/ • .—• ç • /'
*X , J , -̂  , .5 , t ' y

dont le dernier, l y correspond aux lignes du Tableau entièrement
dépourvues de ccises noires. Extrayons alors des espaces

M, [[y]]\ I[̂ ].L IKil"
les régions respectives
(î6) '11 1 • . 1 • 1 ^ ^ ^,, ^, 1 ^ / , . ' ,

et supposons que chacune des trois premières, H^, Ifty, î^,,,, soit une
(<. limite de région normale ̂ limitée et monodromique », la deTnière, îî^,
une <( limite de région normale et limitée » (n° 9, Y et Vï) ; choisissons
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enfin, pour les variables indépendantes, des valeurs initiales,

n'excédant pas les régions (16), et considérons un groupe d'inté-
grales par t icul ières du système S répondant à des conditions initiales
données.

Cela posé, si\ d'une pari, les coefficients du système S sont olotropes
dans la région

( 1 7 ) (î^^^^),

si, d'cintre part, on ci choisi, pour les sept arbit retires qui figurent dans
les concluions initiales, des fonctions respectivement olotropes clans les
régions

^ (^^), (^.,^), (^,^.,^),
(•r,,i^), c^,^,^), (^,,^,^),

les intégrales correspondantes ne peuvent manquer d^être olotropes (fans
Ici région (17).

1. Désignant par
.r, y, . . .,

des variables indépendantes partagées en deux groupes qui en
contiennent chacun un nombre quelconque, considérons une pseudo-
fonction calculable suivant le chemin brisé :

I
1 (.z"o, yo? " • • ? ^o-» ^o? • * - ) ?

. (.a-o, ro, ..., ^i, s^ .:..), 1

(.^0, YO, .. ., s^ s.^ . . .), ^

^ (•^(^ J'0< • • .. '̂•7 •yé>•? • • • ) ?

• • 1 (.Z-o, Vo. . . . , % , S, ...),

où les variables x, y, ... d'u premier groupe conservent^ pour tous les
sommets successifs, les valeurs fixes x^ y^ ..., et supposons qu'après
avoir calculé cette pseudo-fonction par cheminement du sommet initial
au sommet final en ordonnant ses développements successifs par rapport

^n.n. Éc, Norm., (3) , XXX.VI1I. — FÉVRIER îQ2i. 5
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aux différences oc — x^^ y —r^ . * , 5 cm introduise (fans le déyeloppe-
ment final r hypothèse numérique

(18) • . x, y , . . . =^o? Jo, .. • •

Cela étant, on peut ̂  sans changer le résultat^ procéder dans l'ordre
inverse, c'est-à-dire introduire dans le développement ImlialV hypothèse
numérique (18), et calculer ensuite la pseii do" fonction ainsi détenue
suivant le chemin

(^0. ̂  -•),

(^,.Çl, ...),

, (^ -^ . . . ) <

i C^,^, ...),
[ (Z, S, ...).

II. La région TH^ étant, par hypothèse, rine limite de région normale^
limitée et monodromiqueÇn0 9, Vl)^ il existe, (lans l'espace [|^I |, ([(lelque
suite indéfinie de régions,

U' Vt" IM^'"Xf ^y? * • • •» îtl^ • > • * " • »

telle : 1° que, pour toute valeur de m, la région îl^ soit normale ,
limitée, monodromique, et entièrement comprise dans îl^. ; 2° que,
pour toute valeur de m, la région (l imitée et complète), J^, ob tenue
par l'adjonction àlîl^ des divers points semi-extérieurs à îl^ (n0 9,TV1)
soit antièrement comprise dans-ift,^14"^; 3° que tou t point de î^ finisse,
à partir d'une valeur suffisamment grande de m, par être compris
dans m^'. / ' '"" . ' ' '

Les régions Hy et îî^,, dont chacune est, comme 1i,., une limite de
région normale, limitée et monodromique, jouissent, pour cette raison,
de propriétés toutes semblables.

Et il en sera de même de la région 1̂ , qui, par hypothèse, est une
limite de région normale et limitée (n° 9, V), à cela près que la région
variable, H^0, que l'on est conduit à envisager en appliquant 1a défini"
t iony peu4 indifféremment, être ou non monodromique.

Gela po8é, je dis que si l'on attribue à l'entier m une valeur parti-
culière déterminée (quelconque), les intégrales considérées du système S
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sont monodromesy wec des rayons conçeneibfem.enî choùù (n0 2), dans la
région

(19) (%^5, îî^\ M^,^).

[On ne considère, naturellement, l 'entier m qu'à partir d'une valeur
suffîsaminent grande pour que le po in t fondamen ta l

("'"Oî J"0" ^O? •^O"' ^o)

reste constamment compris dans la région (19), quel que soit m.\
La région l imi t ée et complète

(20) (^V^-S £!:'^ ^ ' m ' )

se. trouvant entièrement comprise dans la région normale
/ î f l ' ' / / /+ l ; ïî^+l) ïîf.m+l') 11 •'/»+• 1 ) \

• \ ^'A' 5 '"y ? "'z.s i w/ /'i

ou les divers coefficients du système S sont olotropes, il résulte d 'une
propriété connue ( { ) que ces coefficients admet ten t , en un p o i n t
variable de (20), un système d 'o lomètres (au moins) égaux à des
quan t i t é s posit ives fixes convenablement choisies; à p l u s forte raison
en est-il de même en un po in t variable de la région (19), en t iè rement
comprise dans (20).

Semblablement, la région l imi tée et complète J/^ se t rouvan t
entièrement comprise dans la région normale ^•mJri\ où la première
des sept arbitraires f i g u r a n t - d a n s les condit ions in i t i a les est
olotrope, cette arbitraire admet, en un point variable de ^{m 1 ; , un
olomètre (au moins) égal à une quantité positive fixe convenablement
choisie; à plus forte raison en est-il de même en un point variable
de îî^.

Semblablement encore, la région limitée et complète (J^\ J^') se
trouvant en t i è remen t comprise dans la région normale (^l+l), îl/^4 ~ l j ) . ,
où la deuxième des sept arbi traires figurant dans les condit ions
iniLiaIes est olotrope, cette arbitraire admet , en u n point variable
^e (^"^ ^ T Q? un système d'olomètres (au moins ) égaux à des

( l) Les systèmes d'élucidons clux dêrwéeft partielles, n0 57, I»
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quantités positives fixes convenablement choisies; à plus forte raison
en est-il de même en un point variable de (îl^5? îiî^').

Et ainsi jusqu'à la septième et dernière arbitraire.
En conséquence, on peut assigner des constantes posi t ives, li^, Rp

IL, B^, R^ telles : i° que les divers coefficients du système S soient
calculables par cheminement dans la région (19) avec les rayons
R^,, Rp R.S, R^ R^; 2° que les sept arbitraires f igurant dans -les condi-
tions initiales soient calculables, avec ces mêmes rayons, dans les
régions respectives

\ ( ^/7^ W\ ̂ ^ W^\ ̂ )). W^ tl^ ̂ !n).
" • ( (ît^\ "B;^), (la^ ^Y^i^), (îiy"5, M^, la^").

Cela étant, si l'on désigne par r une quant i té posi t ive au plus égale
à la plus pet i te des cinq quanti tés R^., Ï\y, 'R^ , R,,,, R^, o.n peut , en vertu
de la dé f in i t i on des régions monodromiques (n° 3), assigner,
au-dessous de "-5 une quant i té pos i t ive^ p, (e l le que tout lacet c o n s t r o i t

£1

dans la région

( 2 1 ) W'^ ^ l l i l. ̂ i)

de l/espacè [[rc*, yy ^,^|1 avec des écarts rnaxima moindres que p puisse
être considéré comme le lacet f inal de quelque réseau construi t dans
cette même région (21) avec des écarts maxima moindres que ̂  11 en
résulte manifes tement qu'en désignant par t ' un point par t icul ier
choisi à volonté dans l'espace [ [ ^ ] L tout lacet construit dans la
région .

(22) • . . (M^, ^///), ̂ ), /') •

de l'espace [[^ y , -sy ^ î ^ l ] avec (^(ls écarts maxima moindres que p
pourra être considéré comme le lacet final de quelque réseau construit
dans cette ' même' région (22) avec des écarts maxiroa' moindres
que -- Sous le bénéfice de cette observation, nous allons é tabl i r que
les intégrales spécifiées par notre énoncé ' sont monodromes dans la
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région (19) avec des rayons lous égaux à p; ces intégrales se trouvant
d'ailleurs comprises, comme nous l'avons remarqué plus haut (n° 8),
au nombre des sept fonctions

(28) r, A, ©, A, €>, W, ^

qui cons t i t uen t les premiers membres des conditions in i t ia les ( i4)î
nous sommes ramené y prouver que les fonct ions (23), calculables
par cheminement dans la région (i'9) avec les rayons R^, Ry, R^, R,, R^ ,
ainsi qu'il résulte déjà de notre proposi t ion du n° 8, y sont, en outre,
monodromes avec des rayons tous égaux à p. En d'autres termes, si,
parmi les chemins brisés [tous prat icables pour les fonctions (2 '3)j
qui partent du po in t fondamental , et qui; avec "des écarts maxima
moindres que R;r? Ry? Rs? R^ 1^? ^t tous leurs sommets dans la
région (19), on s'astreint à ne considérer que ceux dont les écarts
raaxima sont moindres que p, il s'agit d 'é tabl i r que le développement
auquel on est c o n d u i t , pour chacune des fonctions (23), à l 'extrémité
d'un pareil chemin, dépend u n i q u e m e n t des coordonnées de cette
extrémité, et non du chemin su iv i p o u r v arriver. Finalement , si Pou
se reporte à notre proposi t ion générale du n° 6, il suffira, pour effec-
tuer cette démons t ra t ion , de se borner au cas où l'on fait varier les
deux groupes de variables

(.r, r, ^, .y) et. t

séparément el'successivement dcms F ordre

^ C^j. ^ •Q-

Considérons donc un chemin présentant la structure qui v i e n t d'être
indiquée , et désignons-en le sommet final par (X, Y, Z, S, T) ; ce
chemin se compose de deux tronçons successifs. Sur le premier
tronçon, le point (^s,/? ^7 -y) conserve, dans la région

(^) W^ ̂ m\ î^)-

la posit ion fixe (^o, jo? ^o? ^0)5 tandis que le point t prend, dans la
région îî^^ une su i te de posi t ions commençant à 4 et f in issnnt à T,
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ce qui donne

(20)

CJÎ. R Î Q U I E R »

V^Ô? J^O? •^0? ^Oi ^ o ) î

('^'o? .yo? ^o-» ^o? ^i )?
(<3Co-> J-^, -GO, -S'o, ^2),

(•^O? J'O? ^O? •'*'(>? ^)7

(^o? .Yo. ^o. ̂  ï)-

Sur le deuxième tronçon, le point i conserve, dans la région îl^ la
position fixe T, tandis que le point Ç x ^ Y y Z y s ) prend, dans la
région (24), une suite de positions co inmençant a (.2:0, y,^ ^o, ,?o)
et f inissant à (Xy Y, Z, S), ce qui donne

{^'Ol Jo-» '®0? '^()"> A )?

(^^y^ s^ ^, T).
(•^2? J''2? ^2? ^2? •l )?

| (•n.,r/^ ̂ ,^. T),
\ (X, V/Z, S,T).

Le chemin considéré se compose ainsi des deux t ronçons succes-
sifs (25),(26).

' U n deuxième chemin de môme extrémité f ina l e et de même struc-
ture se composera, semblablement, des deux t ronçons successifs

V'^0-» }'Q y -^Oî ^O? ^(1 )->

(•^O? ..}'() 7 -^O? ^O? ^i )5

( ^ - \ (^Oï y0? -^O? ^O? ^2 )?

(28)

(.z'o? Yo, ^, .y(,, (fg'),

(^.n. 7o, s.,, .yo, T )

(x^ y^ -'o. A'O, T),
/ ,̂̂  .»,/ „/ «/ r|̂
\ '-' 1 5 .7 l? '" 1 l " 1 ? l J ^

/ ^ ./ „/ / rjn,
\ "^2? ,/ 2 ? ^ 2 ^ '^2» j••/< '

f (^',yi',4-,4', T),
T( X, Y, Z, S,T).

On ne perdra pas de vue que, sur les deux chemins
[(a3), (a6):| et [(27, (28)] ,
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les écarts maxima sont moindres que p, à plus forte raison moindres
que liy, "1:̂ ,, IL, B.^, 1̂ ., et. que, dès lors, en vertu du n0 8, ils sont pra-
ticables pour les fonctions (23). Tout revient à proaver que, à leur
extrémité commune^ ils donnent , pour chacune de ces fonctions, un
même développement f ina l .

A. Tout d'abord, cette propriété ne peut manquer d'avoir lieu à
l 'extrémité commune des tronçons (25) et (27) . En effet, les déve-
loppements obtenus pour les fonct ions (28) au bout de l'un et de
l'autre tronçon se trouvent entièrement déterminés par la connaissance
des développements respectivement fournis, au bout des tronçons
dont il s'agit, tant pour les coefficients du système S que pour les
fonctions qui jouent, par rapport à l 'extrémité commune,

^.z'o, ^'o, s<), i?o, 1 ),

considérée à son tour comme point initial, le rôle de déterminat ions
initiales des fonctions (23).

Or, les coefficients du système S étant olotropes, avec les olomètrcs
R^, Ry, R.3, B,,, "R/., dans la région (19), laquelle contient la région

(.ro,r,, .̂ , ̂ , •^/<),

leur calcul, effectué tour a tour suivant les tronçons (2.5) et (27),
conduira, pour chacun de ces coefficients, à un même développement
final.

Pour avoir maintenant les seconds membres des conditions initiales
relatives au sommet final, {x^y^ z^ s^ T), soit du chemin (25),
soit du chemin (27), i l faut, après avoir calculé par ôheminement les
sept fonctions (23) du sommet initial au sommet final du chemin dont
on s'occupe, introduire dans les développements obtenus certaines
hypothèses numériques, savoir :

dans le premier, x, y, z, s = x^ y^ SQ, ^ ;
clans le deuxième, j, ^, ^•==jo, ZQ, ,ïo;
dans le troisième^ .r, j =: ̂ , yo ;
dans le quatrième, y=j'o;
dans le cinquième, ;r, ^, ,ç==.yo, ^o, S Q ;
dans le sixième, z, .<?==^, ,?o;
-dans le septième, X-^-XQ.
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Mais, au l ieu d'opérer comme il vient d'être d i t , c'est-à-dire de
calculer d'abord les fonctions (23) du premier au dernier sommet
de (25) [ou de (27) ) , et de faire ensuite les hypothèses n u m é r i q u e s
ci-dessus indiquées, on p e u t ( I ) procéder dans l 'ordre inverse, c'est-
à-dire considérer les sept fonct ions données qui f igurent dans les
seconds membres des condi t ions i n i t i a l e s (ï / i) , et les^culer s u i v a n t
le chemin dédui t de (2$) [ou de (27)] :

la première, de to en T;
la deuxième, de (.z'o, ^o) en (x\^ ï);
la troisième, de (s^ .sy, ^o) en (^o, ^, T);
la quatrième, de (.ro. -so, .s'o, / o ) en (^o, ^o, ,s-o, T) ;
la cinqaième, de (j'o, /o ) , en (y,,, T);
la sixième, de (^0,^0^0) en ( . :ro, jo,T;;
la septième, de (jo, ̂  ^, ^5 en (70, ^o, ^, T).

Cela étant , puisque les seconds membres dos condi t ions i n i t i a l e s ( i4),
relatives au sommet (^Jo, ^o, ^ o ? ^o )» sont olotropcs, avec les olomè"
très B.p, \\.y, \\^ B.y, 1 ,̂ dans les régions respectives (20 bis)^ lesquelles
comprennent respectivement les régions

! •Br, (.r,, ^S//^,, (^ ̂ , -fel^)..), 1 (,,.,., ̂  ̂ , ^^n)^

(.ro^ro, (^o^o,^). 0-0, ^o,"^),
leur calcul, effectué ^ tour à tour suivant les deux chemins respective-
ment déduits de (a5) etde(27), conduira, pour chacun de ces seconds
membres, à un même développement final .

Ainsi se trouve établi , pour les tronçons (2.5) et (27), le p o i n t q u e
nous avions en vue. Reste à établir la propriété ana logue pour les
tronçons (26) et (28).

B. Du raisonnement fait ci-dessus (A), il résulte que les seconds
membres.des conditions ' in i t i a les .relatives au sommet in i t i a l comim:m,
(^Jo^o^o.T), des tronçons (26) et '(28) sont identiques aux
seconds membres correspondants des conditions init iales (i4), rela-
tives, au sommet / in i t ia l -commun, ( x ^y , , ̂  ̂  t,), des'tronçons
(25) et (27), à .cela près que; leurs développements: sont supposés.
construits' à partir des valeurs, ini t ia les ̂ y ^ z , , ̂ ,T, au/lieu d'être
construits à partir des valeurs ini t iales ^, y,, ^, s,, ^. Quant aux
coefficients du système S, il est manifeste que, sauf .le •changement
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des va leu r s i n i t i a l e s à par t i r desquelles on les suppose développés, ils
sont restés, eux aussi, . iden t iques à eux-mêmes. Ces diverses f o n c t i o n s
sont donc calculables , avec les rayons It.,.,' 1^.5 l\^ H.,, 1^, les uns
(coeff ic ien ts du système S) dans la région
( • ^9 ) • ("H^', îî;^1, î^, T), - ' •

les au Ires (seconds membres des condit ions init iales ) dans les régions
respectives

T, W , T), ("H^, ï), (lî^ , îî^\ T) ,
W , T), (B^ , W': T), W^ îî^', T).

Cela posé, il résulte d'abord du n0 8 que les fonc t ions consi-
dérées ("^3) sont ca lculables , avec ces rnénics rayons, dans la
région (29), puis, de l 'observation fai te sur la1 région ('22), et de
la proposition fonnulée au n0 5, qu'elles y sont monodromes avec
des rayons'tous égaux à p ; les deux t ronçons (26) et (a<S) conduiront

. donc, pour chacune d'elles, à un même développement f i na l . ,
C'est ce qui restait à é tabl i r pour Pobjet du présent alinéa I I .

I I I . L ' en t i e r m ayant une valeur par t icul ière dé te rminée (quel -
conque) , et les mêmes choses étant posées qu 'au d é b u t de l ' a l inéa
précédent I I , les intégrales considérées du sy^lën/c S sont oloiropes' dans
la région (19).

On sait en efîet que toute pseudo-fonction rnonodrome dans une
région normale y peut être assimilée à une vér i tab le fonc t ion
olotrope ( '). Cela é tant , il suffit (le* se reporter aux conclusions de
l 'a l inéa I I .

1Y. Revenons à notre énoncé général : il s'agit d'établir que, sous
le bénéfice des hypothèses qui s'y trouvent formulées, les intégrales
du système S répondan t aux c o n d i t i o n s i n i t i a l e s 04) du n° 8 sont
olotropes dans la région (17).

Or, ces intégrales étant , en vertu de l 'a l inéa 111, olotropes, que l
que soit m, dans la région (19), i l résulte I m m é d i a t e m e n t d ' u n e
remarque a n t é r i e u r e (n° 9.» I l ) qu 'e l les le sont dans la région (17).

( 1 ) "Les -vrslemes (f'équations fUî.x: dérivées p/îrtieHes\ 1 1 ° 70.
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