CHARLES RIQUIER

Sur le prolongement analytique des intégrales de certains systemes
d’équations aux dérivées partielles linéaires

Annales scientifiques de I’E.N.S. 3¢ série, tome 38 (1921), p. 13-41
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1921_3 38 13 0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1921, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1921_3_38__13_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR LE

PROLONGEMENT ANALYTIQUE DES INTEGRALES

DE

CERTAINS SYSTEMES IPEQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES LINEAIRES,

Par M. Cu. RIQUIER,

Professeur a I'Université¢ de Caen.

Introduction.

I. Désignant par z, y, ... des variables indépendantes en nombre
quelconque, et les supposant, indilféremment, réelles ou imaginaires,
nous formulerons tout d'abord, relativement & la nature des régions
que 'on peut étre conduit & considérer dans Uespace [[z, y, ...]], les
définitions suivantes :

Sil’on considere, d'une part, une région déterminée, d’autre part,
un point déterminé étranger a la région, il arrive nécessairement de
deux choses I'une : ou bien ce pointestle centre de quelque domaine (*)
entiérement étranger i la région, ou bien il n’est le centre d’aucun
domaine de cette espece;nous dirons, dans le second cas, qu'il est
semi-exterieur i la région. :

Cela posé, soit ¥ une région jouissant de la propriété que nous
allons énoncer :

« Il existe quelque suite indéfinie de régions

N

w,ow, ..., uim,

telle : 1 que, pour toute valeur de m, la région ¥ soil rormale (*),

(1) Foirn 1, infra.
(1) Foir n° 9, 1, infra.
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limitée, et enticrement comprise dans ¥; 2° que, pour toute valeur
de m, la région obtenue par I'adjonction & R des divers points semi-
extérieurs & W soit enticrement comprise dans R +7; 3° que lout
point de R finisse, & partiv d'une valeur suffisamment grande de rm,
par étre compris dans {7 »

Nous exprimerons d'une fagon abrégée cet cnsemble de conditions
en disant que la région R est une /zmz/c de région normale et limitée.
" Les mémes choses ¢tant posées, si, de plus, la région variable R ™
est monodromigue (') quel que soit m, nous dirons que la région R
est une limate de région normale, limitée, et monodromigue.

[1. Considérons un systeme différentiel d’ordre quelconque ot se
trouvent engagées, avec un nombre quelconque de variables indépen-
‘dantes, x, y, ..., un nombre ég"llenmn[ quelconque de fonctions
inconnues, u, ¢, ...; et 4 chacune des inconnues u, ¢, ..., faisons
correspondre un cnllc algébrique détermindé que nous nommerons
la cote de cette inconnue. Considérant ensuite une dérivée quelconque
de P'une des inconnues, nommons cote de la dérivée en question
Uentier algébrique obtenu en ajoutant a la cote de Pinconnue Pordre
total de la dérivée. Cela étant, nous supposerons tout d’abord que,
moyennant un choix convenable des cotes respectivement attribuées
au, e, ..., le syéti:me différentiel dont il s’agit remplit & la fois les
deux conditions suivantes : 1°il se trouve résolu par rapport a cer-
taines dérivées, qui ne figurent, non plus que leurs propres dérivées,
dans aucun des seconds membres; 20 chaque second membre ne con-
‘ tient, outre les variables indépendantes, que des quantités (inconnues
ou dérivécs) dont la cote tombe au-dessous de celle du plomwr membre
correspondant (*). .

Désignons actuellement par S un systbme dilférentiel possédant la
triple propriété : 1° ' appartenir a Uespéce ci-dessus de/mze 2° d'lre
complétement znlen/able 30 d'étre linéaire par 'apporl a l'ensemble des

(1) Poir n® 3, infra.

(*) De pareils systémes consliluent un cas (res particulier de ceux que jai nommés
orthoromes. Voir T'Ouvrage inlitulé : Les systemes d’équations aur dérivées partielles,
Chop, VIL
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Jonctions (nconnues et de leurs dérigées. Dans ce systéme, fixons I’éco-
nomie des conditions initiales dont la donnée détermine entiérement
un groupe d’intégrales ordinaires ('), et construisons un quadrillage
“rectangulaire dont les lignes correspondent aux variables indépen-
dantes, ot les colonnes aux fonctions arbitraires qui figurent dans les
conditions initiales; puis, dans I'une quelconque de ces colonnes,
noircissons & l'aide de hachures les cases des diverses variables dont
ne dépend pas la fonction arbitraire correspondante. En répétant cette
opération successivement dans toutes les colonnes, nous obtiendrons
une sorte de damier ot les cases blanches et noices pourront offvir des
dispositions relatives variées. Finalement, partageons les variables
indépendantes en groupes, suivant que, dans le Tableau ainsi cons-
truit, les lignes offrent ou n’offrent pas la méme disposition de cases
blanches et noires. En supposant, par exemple, qu'il y ait cing
variables indépendantes, @, ¥, 3, s, , et sept fonctions arbitraires,

0 \ Fi(t), VF,(x, t), Fy(z,s¢6), F.(z 3:¢t),
/ Fi(rviot), EFola,p,t), Fa(r,s58,t),

la considération d'un pareil Tableau nous conduira a partager les
variables indépendantes en quatre groupes comprenant, le premier la
variable a, Ie deuxieéme la variable y, le troisieme les variables z et s,
le quatriéme la variable ¢ : ce dernier groupe correspond aux lignes
du Tableau enti¢rement dépouryues de cases notres. Extrayons alors, des
espaces ' '

[L=1] [lot] [Tes1] [La]
les régions respectives

1{.2:3 u_w "N:.s’ Bla

chacune des trois premiéres, W,, ®,, V. ,, ¢tant une lLmite de région
normale, limitée, et monodromique, la derniére, R,, une limite de région
normale et limitée.

Cela posé, si, d’une part, les coeffficients du systiéme S sont des fonctions

(1) Loc. cit., p. 16 et suiv.
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analytiques et régulicres dans la région

(9.‘) (1{1‘3 1")'; ?3:,.\‘; lal.) 5

sty dautre part, on a choisi pour les arbitraires (1) des Jonctions analy-
ligues et régulicres dans les régions respectives

U, (B, B,), (B, Be), (U, Yo, By,
(B, B, (B Uy, B, (W, U B,

S s

les intégrales corres'pon(lantcs ne peuw‘nl manguer d’ére elles-mémes
analytiques et réguliéres dans la région (2).

Ce résultat a 1:utl objet d'une Note communiquée & 'Académie des
Sciences le 20 janvier 1919.

Rappel de notions fondamentales relatives au calcul des fonctions
par cheminement.

1. Nous placant, indifféremment, dans le monde des quantités
réelles on dans celui des quantités imaginaires, et désignant par x,
y, ... des variables indépendantes en nombre quelconque, nous nom-
“merons domaine toute région de I’ espace [, y, .. .|| définie par un
systeme de relations de la forme

mod (i — xp) << Ry,  mod(y — )< Ry, ...

olt (@4, Yo ---) désigne un point fixe, et R,, Ry, ... des constantes
positives (> 0); ces constantes seront elles-mémes les rayons du
domaine, le point (z,, y,, ...) en sera le centre.

Une série enliere en « — ., y —y,, ..., admettant, autour du
centre («,, vo, ---), quelque domaine de convergence, définit, comme
on le sait, une fonction olotrope de 2, v, ... dans Uintérienr d’un
pareil domaine. Donnons & ce développement la forme de Taylor; puis,
désignant par (z, v,, ...)un point intéricur au domaine, introduisons
dans ce développement et dans (outes ses dérivées Phypothese
numérique

Ly Yy oo TE Ly Yy ooeen



SUR LE PROLONGEMENT ANALYTIQUE DES INTEGRALES. 17

La connaissance des sommes de ces divers développements nous per-
mettra évidemment de construire celui de notre fonction & partir des
nouvelles valeurs initiales &, y,, ... : ce deuxiéme développement
de Taylor, entier en 2« -—a,, y — y,, ..., admettra certainement
quelque domaine de convergence, et nous dirons, pour abréger, qu’il
se raccorde avec le précédent.

Cela posé, considérons, dans 'espace [[a:, Vo oo ]J, un chemin brisé
avant pour sommets successifs

(3) (‘rO’y07'-')’ (xlh)’ly"')ﬁ (x'luy?y-'-)v ety (‘r.'."}",'.’v '~-)9 (X’Yb"')'

Si, 4 partir de ces sommets successifs, on peut construire autant de
développements dont chacun se raccorde avec le précédent, et dont le
premier ne soit autre que le développement donné, le chemin brisé (3)
sera dit praticable relativement au développement donné. D’aprés cela,
il faudra done, pour que le chemin (3) soit praticable, que le dévelop-
pement donné admette des rayons de convergence respectivement
supérieurs aux modules des différences , — x,, y, — ¥, ..., ce qui
permettra de construire, a partir des valeurs x,, ,, ..., un deuxitme
développement se raccordant avec le premicer; il faudra ensuite que ce
nouveau développement admette des rayons de convergence respecti-
vement supérieurs aux modules des différences x, — @,y — vy .-+
ce qui permettra de construire, & partir de x,, y,, ..., un troisieme
développement se raccordantavec le second ; et ainsi de suite jusqu’au
développement construit a partir de zg, ¥g, ..., qui doit admettre des
rayons de convergence supérieurs aux modules des différences X — z,,
Y=y dﬁl\ qu'un dernier dfweloppement puisse étre ﬁnalemenl
construit & partirde X, Y, ....

Le développement entier en & — x,, ¥ — y,, ... pris comme base
du calcul précédent a été qualiﬁé par Méray de fondamental ; de méme
les premiéres valeurs, ,, y,, . .., des variables indépendantes [cette
qualification s’étend d’elle-méme au point (2, y,, ...) dont elles sont
les coordonnées réclles ou imaginaires]. Un développement fonda-
mental donné (admettant quelque domaine de convergence) est dit
définir, non pas une fonction, mais une pseudo-yonction (*) de =,

(*) Silon considére en effet deux chemins brisés partant du point (a,7, ...)et abou-
Ann. Ec. Norm. (3), XXXVIII. — JANVIER 1921, 3
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¥, +- (') pour plus de simplicité toutefois, Méray remplace souvent
le mot pseudo-fonction par le mot foncion, auquel il attache le méme
sens ().

Si 4 un developpemenL fondamental quelconque on substitue sa
“dérivée d’ordres partiels p, ¢, ..., tout chemin bris¢ praticable relati-
vement aux anciennes données I’ ebtencore relativementaux nouvelles,
et les développements successifs obtenus dans le second cas sont les
dérivées d’ordres partiels p, ¢, ... de ceux qu'on obtient dans le
premier. Cette deuxiéme pseudo-fonction se nomme la dérivée d'ordres
parteels py g, ... de la proposée.

Enfin, si 'on considére simultanément diverses pseudo-fonctions
de z, y, ... définies par un méme point fondamental et divers dévelop-
pements fondamentaux, une expression de forme enti¢re par rapport
aux sommes de ces développements et de leurs dérivées d’ordres
quelconques définit évidemment une nouvelle pscudo-fonction; et
tout chemin praticable a la fois pouar les diverses pscudo-fonctions
données ne peut manquer de I'étre aussi pour la nouvelle.

2. Etant donné, dans I'espace [[#, y, ...][, le chemin brisé (3),
formons, avec les coordonnées de deux sommets conséeutifs quel-
conques, le Tableau des différences

Xy — Ly, Xy Xy, S
7

Yi—Yo Yo Y o Y= Y

...... ) ey s e

et ¢valuons, dans les lignes respectives de ce Tableau, les plus grands
modules, p,, Uy, ..., que présentent les différences dont il s’agit : ces
quantités wp,, g, ... se nommeront les écarts maxima du chemin
brisé (3).

Considérons maintenant, d’une part, une pseudo-fonction de =,
Y» s, définie, conformément aux explications qui précedent, par un

'

lissant au méme sommet final, ees- deux chemins, & supposer qu'ils soient I'un et autre
praticables par rapport au deweloppement donné, peuvent conduire, saivani les cas, soit
au méme développement final, soit, au contraire, i deux développements distinets.

(') Que Méray qualifie d’olai'de.

(%) En y adjoignant I'épithéte localement olotrope.
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point fondamental, (2, v,, ...), et par un développement fonda-
mental; d’autre part, une région continue ('), R, extraite de espace
[, v, ...]]. et contenant le point (#,, ¥y, ...). Nous dirons que la
pseudo-fonction dont il s’agit est calculable par cheminement dans la
région R avec les rayons de convergence R, R, ..., si tout chemin brisé
ayant son premier sommet au point fondamental, ses divers sommets
dans la région R, et des écarts maxima respectivement inférieurs a R,
Ry, .. , est praticable pour la pseudo-fonction et conduit &_des déve-
loppements successifs admettant tous comme rayons de convergence
R, Ry, ... - ‘

Cette condition étant supposée satisfaite, si, de plus, le développe-
ment f{inal auquel on est conduit & Pextrémité d’un pareil chemin
dépend uniquement des coordonnées de cette extrémité, et non du
chemin suivi pour y arriver, la pseudo-fonction sera dite monodrome
dans la région R avec les rayons R, R,, .. ..

3. Certaines régions, extraites de I'espace [[«, y, .+.]]s jouissent,
par leur forme meme, de celte propriété remarquable, que le seul
fait, pour une pscudo-fonction, d'y étre calculable par cheminement,
entraine comme conséquence nécessaire la monodromie (sous la seule
condition que, dans les chemins brisés parcourus, les sommets
successifs soient suffisamment rapprochés). L’examen de ce cas
nécessite tout d’abord quelques définitions nouvelles. |

Nous nommerons lacet tout chemin brisé dont le sommet final
coincide avec le sommet initial; le point ou se trouvent réunis les deux
sommets extrémes sera I'origine du lacet.

Nous nommerons réseau une suite (limitée) de lacets,

LO; Lh Lﬂa LN} L,ln

ayant tous la méme origine et le méme nombre de sommets, et dont le

(1) La continuité Q’une région peul se définir 4 'aide de considérations dont le lecteur
trouvera l'exposé, soil dans 'Ouvrage inlilulé : Les systémes d’équations aux dérivées
vartielles (n° 37), soit dans le Mémoire intitulé : Sur les systémes partiels du -premier
ordre auxquels s’applique la méthode d’intégration de Jacobi et sur le prolongement
analytique de leurs intégrales ( Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 3¢ série,
t. VII, note des pages 78 et suiv.). )
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premier, L, a tous ses sommets confondus avec 'origine commune ;
cette derniére sera \'origine du réseau.

Etant donné, dans 'espace [[#, y, ...]], un réseau, prenons-y i
volonté, soit deux sommets consécutifs appartenant & un méme lacel,
soit deux sommets de méme rang appartenant & deux lacels consé-
cutifs, et formons les différences entre les coordonnées semblables de
ces deux points; en répétant lopération de toutes les manitres
possibles, nous obtiendrons le Tableau

2 2", ...,

}”“"J’”; e

Cela étant, si, dans les lignes respectives du Tableau, on évalue les
plus grands modules, p,, p,, - .., que présentent les différences dont il
s'agit, ces différences o, g,, ... se nommeront les écarts maxima du
réseau.

Ces diverses définitions ¢lant posées, les régions auxquelles nous
avons fait allusion plus haut sont celles qui, ¢tant continues, satisfont
en outre & la condition suivante :

« Une constante positive « étant donnée, on peut assigner une
constante positive 3, non supérieure i o, et telle, que tout lacet ayant
ses divers sommets dans la région avec des ¢earls maxima moindres
que {3 puisse étre considéré comme le lacet final de quelque réscau
ayant ses divers sommets dans la région avee des ¢carts maxima
moindres que a. »

En raison de la propriété dont elles jouissent, et que nous formule-
rons dans un instant d'une maniére plus précise (n° 5, infra), de
pareilles régions seront qualifiées de monodromiques.

Le cas d’une région convexe est 'un des plus simples que I'on puisse
citer comme exemple de région monodromique (*).

4. Laremarque suivante est maintes fois utilisée :

Supposons que les variables indépendantes aient é(é partagées en

(1) Les systemes d’équations aux déripées pariielles, n® T3.
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un nombre quelconque de groupes, trois, par exemple,
) Xy ooy Yyoens By oaeey
et solent ‘

(-/l ) n.nx... ) vy,... ’ H:

yeee

trois régions respectivement extraites des espaces correspondants

(5) [;[x, b s ]], [[:, ]],

'association de ces trois régions en fournit une,
(6) (B, By, B ),
extraite de I’espace

(7) [[Jc, ey ¥y ey By ]]

Cela étant, il est extrémement facile d’apercevoir que st les régions (4)
[considérées chacune dans celui des espaces (5) qui lui convient] sonz
supposées monodromiques, la région (6) [considérée dans I'espace (7)]
ne peut manquer de [’étre aussi.

5. Voici maintenant la propriété capitale, annoncée plus haut, des
régions monodromiques.

Les variables indépendantes @, ¥, ... étant en nombre n, considé-
rons, d'une part, une région monodromique donnée, |, extraite de
Pespace [[@, y, ...]|, d’autre part, n constantes positives (> o)
données, R,, R,, ... :sil'on désigne par r une quantité pbsitive
au plus ¢gale & la plus petite de ces derniéres, on peut, en vertu
de la définition des régions monodromiques, assigner au-dessous

de % une constante positive, ¢, telle que tout lacet construit dans R

avec des écarts maxima moindres que p puisse étre considéré comme
le lacet final de quelque réseau construit dans R avec des écarts

. . r
maxima moindres que 5

Cela posé, toute pseudo-fonction calculable par cheminement dans la
région monodromigue W avec les rayons R,, R,, ... y est certainement
monodrome avec des rayons tous égaux a p. ‘ ‘
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En d’autres termes, si, parmi les chemins brisés (tous praticables
pour la pseudo-fonction) qui partent du point fondamental, et qui,
avec des écarts maxima moindres que R,, R,, ..., ont tous leurs
sommets dans la région R, on s’astreint & ne considérer que ceux dont
les 7 écarts maxima sont moindres que g, le développement auquel on
est conduit & Pextrémité d’un pareil chemin dépend uniquement de
cette extrémité, et non du chemin suivi pour y arriver.

La démonstration de cette propricté se trouve exposée en détail dans
I'Ouvrage déja cité ().

Conditions suffisantes pour la possibilité du calcul par chemmement
dans certaines régions.

6. Certaines régions jouissent, comme nous allons le voir, de cette
autre propriété, que la possibilité, pour une pseudo-fonction, d’y étre
calculée, avec les rayons R., R, ..., sur quelques-uns seulement des
chemins brisés visés par la définition du n°® 2, entraine cette mcme
possibilité sur les chemins restants.

Considérons des variables indépendantes partagées en groupes,

(8) Ly viey Yy oenr By oavay Sy ey

dont nous dealgneronb le nombre par /4 (nous avons supposé ici, pour
fixer les idées, & =4), et, dans les espaces respectifs

[ | P [ AP | R | OO | M [N

les régions continues

u “7',‘,.7 33:,...) 1‘:{5,...:

2y
I’association de ces dernic¢res fourni ‘es)
ociation de ces derniéres fournit, dans ’espace

. [z ..., P AP S
une région,

(9) (R, By, By, W

.s',...)>

yeeed

qui est elle-méme continue.

(1) Les systémes d’équations aux dérivées particlles, n° 2.
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Désignant ensuite par
(10) (@oy v ey Yoy ooy Boy o eny Sop e e)

un point déterminé de la région (g), considérons spécialement, parmi
les chemins brisés ayant leur origine en ce point et leurs divers
sommets dans la région (g), ceux olt 'on fait varier les & groupes de -
variables séparément et successivement dans un ordre assigné d’avance,
par exemple dans 'ordre inverse de (8). Un pareil chemin, dont nous
désignerons le sommet final par

(X, oo Y, ooy Zy o) S, ),

se compose évidemment de 2(=4) troncons successifs : sur le premier
trongon, les points ' '

(zy.o)y (W eis)y (5,..0)
conservent, dans les régions respectives

“‘r,..., t'{_y,...a [
les positions fixes

(Zo; o)y (Yor-+)s (S5 ovt)s

tandis que le point (s, ...) prend, dans la région R, , une suite de
positions commencant a (s, ...) et finissant & (S, ...); sur le deuxiéme
troncon, les points

(Z,..0) (¥yeel), (8 ..9)

conservent, dans les régions respectives

¥, , B

AZTITE)

B

les positions fixes
(x()a"'), (.)’m-'--): (S"-')7

tandis que le point (z, ...) prend, dans la région %, ., une suite de

positions commencant a (%, ...) et finissant 4 (Z, ...); sur le troncon

suivant, les points ‘
(z,...), (3,...), (s,..2)

conservent, dans les régions respectives

m.x-,‘.. “s,... ns,...s
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les positions fixes ) ‘

(g, -+2)y (Lyo)y (8,..0),
tandis que le point (y, ...) prend, dans la végion R, , une suite de
positions commencant & (y,, ...) et finissant & (Y, ...); enfin, sur le
dernier troncon, les points

(yy o) (55..0), (8 -.2)

conservent, dans les régions respectives

ki B .,

BERl

Yieed ms‘.

les positions fixes
(Y, o) (Zyoi)y (8, ..0),

tandis que le point (=, ...) prend, dans la région R, . une suite de
positions commencant & (x,, ...) el finissant & (X, ...).

Considérons maintenant une pseudo-fonction des variables (8)
définic par le point fondamental (10) et par un développement fonda-
mental, et supposons que, en désignant par

(11) Rayooor. Ryyoony Rayoiy Ry, ..

des constantes positives convenablement choisies, tous les chemins
brisés dela région (q) ayant leur premier sommet au point (10) et présen-
tant, avec des écarts maxima respectivement moindres que (11), la struc-
ture speciale ci-dessus décrite, sotent praticables pour lu pscudo-fonction
et conduisent a des développements successifs admetlant les rayons de
conyergence (11).

Cela étant, notre pseudo- fonction est calculable par cheminement dans
larégion () avec les rayons (11); si, de plus, les divers chemins spécifiés
dans cette région par Uhypothése précédente condutsent, pour une méme
extrémilé finale, au méme développement final, notre pseudo- fonction y
est monodrome avec ces mémes rayons (11).

La démonstration de cette propriété, qui nous sera d’un grand
secours dans la derniére partie du présent Mémoire (n° 10, infra), sc
trouve exposée en détail dans un Mémoire antérieur (1).

(1) Sur quelques principes généraux relatifs & la théorie des fonctions d'un nombre
quelconque de variables (dnnales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2 série, 1. 1X ;
voir le n° 43 du Mémoire, p. 138 et suiv.).
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Spécification des systémes qui font l'objet du présent Mémoire;
‘ calcul par cheminement de leurs intégrales.

7. Considérons un systeme différentiel d’ordre quelconque, ol se
trouvent engagées, avec un nombre quelconque de variables indépen-
dantes, @, ¥, ..., un nombre également quelconque de fonctions
inconnues, u, ¢, ...; et & chacune des inconnues u«, ¢, ... faisons
correspondre un entier algébrique déterminé que nous nommerons
la cote de cette inconnue. Considérant ensuite une dérivée quelconque
de l'une des inconnues, nommons cote de la dérivée en question
I'entier algébrique obtenu en-ajoutant a la cote de I'inconnue I'ordre
total de la dérivée.

Cela étant, nous dirons que le systéme est phanéronome, s'il remplit
a la fois les deux conditions suivantes :

1° Il se trouve résolu par rapport & certaines dérivées, qui ne
figurent, non plus que leurs propres dérivées, dans aucun des seconds
menbres.

2% Une cote convenablement choisie étant attribuée, comme il vient
d’étre dit, & chacune des fonctions inconnues «, ¢, ..., chaque second
membre ne contient, outre les variables indépendantes, que des quan-
tités (inconnues ou dérivées) dont la cote tombe au-dessous de celle
du premier membre correspondant.

Par exemple, I’équation différentielle

=f(z, u) R

d.z;

constitue un systéme phanéronome. Il en est de méme de I’équation
aux dérivées partielles

22—”——1*‘,3; ou Ju
s !

comme aussi de I’équation

0%u — Gz v f)_zf ou
d_—_x()]_ X ) "7’“’()&";}3; .

dnn. Ec. Norm., (3), XXXVII. — JANVIER 1g21. 4
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Il en est encore de méme des équations simultandes

P gl 08, 00 O O Ow dv de
d0x2dy ('2’)’ 0z 9y’ 02 9z oy’ Iy’ dx’ ()y>
o*v _1 du du (_)_’_E 0*u ()iu f).i i);
0y \(l’)’u"’() P9y’ 9z’ 0w dy’ oy 9z’ dy )’

qui, moyennant 'attribution & u et ¢ des cotes respectives o et 1, rem-
plissent les conditions formulées ci-dessus.

Ainsi que nous l'avons fait observer dans UIntroduction, les systémes
phanéronomes constituent, d’aprés lear définition méme, un cas trés
particulier de ceux que nous avons nommés orthonomes; en consé-
quence, tout systéme phaneronome passif est complétement intégrable.

8. Considérons actuellement un systéme différentiel, S, possédant
la triple propriété d’étre

1° Phanéronome ;

2° Passif;

3° Linéaire par rapport a l’ensemble des fonctions inconnues ct de
leurs dérivées; '

et nommons, comme d’habitude, coefficients du systéme les fonctions
des seules variables indépendantes qui [igurent dans les seconds mem-
bres, soit comme multiplicateurs des inconnues ou de leurs dérivies,
soit comme termes indépendants de ces quantités.

Dans ce systéme, fixons I’économie des conditions initiales dont la
donnée détermine entiérement un groupe d’intégrales ordinaires ('),
“et construisons un quadrillage rectangulaire (l(mt les lignes corres-
pondent aux variables indépendantes du systeme S, et les colonnes
aux fonctions arbitraires qui figurent dans les conditions initiales;
puis, dans I'une quelconque de ces colonnes, noircissons a I'aide de
hachures les cases des diverses variables dont ne dépend pas la fonc-
tion arbitraire correspondante. En répétant cette opération successi-
vement dans toutes les colénnes, nous -obtiendrons une sorte de

(1) Poir YOuvrage intitulé : Les systémes d’équations aux dérivées particlles,
p. 169 et suiv,
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damier ou les cases blanches et noires pourront offrir des dispositions

relatives vari¢es. Finalement, partageons les variables indépendantes

en groupes, suivant que, dans le Tableau ainsi construit, leurs lignes

offrent ou n’offrent pas la méme disposition de cases blanches et

noires; ¢est-i-dire mettons dans un méme groupe les variables dont

“les lignes offrent la méme disposition, dans des groupes diflérents les -
rariables dont les lignes offrent des dispositions différentes. En

supposant, pour fixer les idées, qu'il y ait cinq variables indépen-

dantes, z, v, 5, 5, (, et sept fonctions arbitraires dépendant respecti-

vement des variables ‘

by @y by 5,8, Ly @, 3,8, Ly ¥y by oy Y Ly, 5,08, 4

la considération d’un pareil Tableau

(r1 bis)

nous conduira & partager les variables en quatre groupes comprenant,
le premier la variable @, le deuxiéme la variable y, le troisicme les
variables z et s, le quatriéme la variable ¢. (En vue de notre ¢noncé
dun° 10, infra, il convient d’observer dés maintenant que ce dernier
groupe, ¢, correspond aux lignes du Tableau entiérement depourues de
cases notres.)

Considérons maintenant, dans le systéme S, un groupe d’intégrales
répondant a des conditions initiales déterminces, et regardons désor-
mais comme fondamentales les valeurs initiales, ay,, y,, z,, s

Soy L
0) 0
choisies pour les variables indépendantes; considérons ensuite, dans
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les espaces |
[L”v]_l! U..y.Hv “ 3 Sﬂ, [[_t”’
des régions continues,
By, By, B By

kg

)
comprenant respectivement les points

Zg, .)’o, (:) 30)9 lo-

Cela posé, si, d’une part, les coefficients du systéme S sont tous calcu-
lables par cheminement dans la région

(l?‘) ’ (Rxa ‘ﬂ_}" -ﬂz,sa ml)

avec les rayons

(13) R, Ry, Re Ry R

st, d’autre part, on a choisi, pour les sept arbitraires qui figurent dans
les conditions initiales, des fonctions respectivement calculables, avec ces
mémes rayons, dans les régions

73[, (._mxy Bt}a (“:,A‘) Bl)) (u.m “:.S’ ul)y
(mgw nt)’ (mxa t'i‘” “l)a (“)" uz,x» Eml)a

les intégrales correspondantes ne peuyent manguer d’étre calculables, avec
les rayons dont il s’agit, dans la région (12).

Daprés ce que nous savons d'une manicre générale sur I'économie
des conditions initiales dans un systéme complétement intégrable,
celles que nous venons d’imposer aux intégrales de S ont la structure
sutvante : dans leurs premiers membres figurent les diverses inconnues
du systéme S et quelques-unes de leurs dérivées ; dans leurs seconds
membres figurent les sept fonctions dont on a fait choix pour les arbi-
traires ; et chaque premier membre est assujetti & se réduire identi-
quement au second membre correspondant, lorsqu’on y remplace par
les valeurs initiales choisies celles d’entre les variables indépendantes
dont ne dépend pas I'arbitraire du second membre. Nos conditions
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initiales sont done de la-forme

/' T =,(¢) pour &, ), 5, 8= &g, Yo, S05 503
A =d,(x, 1) » ¥y 3, § = Yo, Sos So03
O =0y(z,5,t) » 2, Y = Zgy Vo3
(14) PN =k (x, 3,8, 8) » Y=UNo;
® =o0,(y, t) » X, 5, 8§ = &g, Soy So;
W =dy(z, », 1) » 5, § = Zg, So}
Q =we(y, 5,8 t) » xr = .1y,

ou I’ensemble des sept quantités

(15) T, A, 0, A, & W, Q

comprend toutes les imconnues du systéme proposé S avec quel-
ques-unes de leurs dérivées.

Cela étant, on peut établir que les fonctions (15) sont calculables
par cheminement dans la région (12) avec les rayons (13); cette
démonstration se trouve exposée en détail dans un Mémoire anté-
rieur (*).

.Examen du cas spécifié dans l'Introduction.

9. L’examen du cas que nous avons maintenant & étudier nécessite,
en vue d’un. exposé rigoureux, des notions qu’il est tout d’abord
indispensable de rappeler ou de poser. -

[. Nous dirons qu'une région, R, de l'espace [[x,y,]J est
normale, si elle satisfait & la double condition suivante : 1° la région R
est continue; 2° tout point de la région R est le centre de quelque
domaine (n° 1) entiérement situé dans R.

I. Etant donnés, dans Pespace [[z,y, ...]], une région, H, et,

dans cette région, un point, (z,,y,, ...), supposons qu’il exisle
quelque suite illimitée de régions normales,

“/’ 1%”, . . 1,1(”:),

t

(V) Sur le calcul par cheminement des intégrales de certains systémes différentiels
(dAnnales de U Ecole Normale, janvier et février 1903 ).
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toutes extraites de la région %, comprenant toutes le point (=, ¥4, - - -);
et telles : 1° que tout point de la région # {inisse, & partir d’une
valeur suffisamment grande de m, par étre situé¢ dans ™5 2 que,
pour toute valeur de m, B™ soit enticrement compris dans R

On verra sans peine qu’une région jouissant de cette propricté est
nécessairement normale (*).

Considérons maintenant une fonction de z, y, ... définie, dans le
voisinage du point (2, ¥, - --), par la somme d’un certain développe-
ment fondamental, entier en x — a,, ¥ — ¥¢ ..., el admettant

quelque domaine de convergence. Cela étant, si la fonction dont il
s’agit peut, quel que soit m, étre prolongeée analytiquement dans B™
(en restant bien définie dans toute Iétendue de B™), clle est assi-
milable & une fonction olotrope dans toute Iétenduc de la région R (*).

1I. Les variables , y, ... étant, comme dans tout ce qui précide,
indifféremment réelles ou imaginaires, nous nommerons distance des
deux points {@,, ¥,, ...), (@, ¥s, ...) la racine carrée arithmétique
(c’est-a-dire non négative) de la quantité

mod (&, — &)~ mod () — ) +... (*).

’

Cela posé, stladistance de quelque point fixe del’espace l |2, ¥, ...] ] a
un point variable d'une région donnée, R, de cet espace reste toujours
inférieure d quelque constante positive, tout point fize de [[2,y, . ..]] jowt,
par rapport @ R, de la méme propriéee : la régio n #, en pareil cas, est
dite lnutée (*).

IV. Si 'on considére, d’une part, une région déterminée, d’autre
part, un point déterminé étranger a la région, il arrive nécessairement
de deux choses I'une : ou bien ce point est le centre de quelque

(1) Sur les systémes partiels du premier ordre aurquels s’applique la méthode d’inté-
gration de Jacobi, et sur le prolongement analytique de leurs intégrales (Annales de la
Laculté des Sciences de Toulouse, 3¢ série, L. VII; voir le n° 6 du Mémoire, p. 87 ct 88).

(2) 1bid., n* 6.

() Pour que deux poinls soient identiques, ¢’est-a-dire pour que leurs coordonndes
semblables soient respectivement égales, il est évidemment néeessaire et suffisant que
leur distance ainsi définie soit nulle.

(*) Les systémes d’équations aux déripées particlles (n* 2 et 45).
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domaine entierement étranger i la région, ou bien il n'est le centre
d’aucun domaine de cette espéce; nous dirons, dans le premicer cas,
qu'il est complétement extérieur i la région, et, dans le second, qu’il lul.
est semni-exterteur.

Une région sera dite complete, si tout point étranger i cette région
lui est complétement extérieur.

Cela posé :

A. Si a une région quelconque, R, de Uespace [[w, ¥y - ” on adjoint
celle que forment les points semi-extérieurs & R, la région ainsi obtenue
est necessairement compléte (*).

B. Si & une région limitée, B, de Uespace [[x, y, ...|| on adjoint celle
que forment les points semi-extérieurs a W, la région ainsi obtenue est
elle-méme linmutée (*).

V. Considérons, dans I'espace [[x, y, ...]|, une région, R, jouis-
sant de la propriété suivante :

« Il existe quelque suite indéfinie de régions,

oW, .., B0,

telle : 1° que, pour toute valeur de m, la région W™ soit normale,
limitée, et entitrement comprise dans ®; 2° que, pour toute valeur
de m, la région (nécessairement limitée et complete) obtenue par
I'adjonction & R™ des divers points semi-extérieurs & W soil enti¢-
rement comprise dans W™+ ; 3° que tout point de R finisse,
partic d’une valeur suffisamment grande de ze, par étre compris
dans R™. »

Nous exprimerons d’'une facon abrégée cet ensemble de condi-
tions en disant que la région W est une limite de région normale et
limitée. '

(1) Sur les systémes partiels du premier ordre auxquels s’applique la méthode d'inté-
gration de Jacobi, et sur le prolongement analytique de leurs intégrales, n° 10, I
(Annales de la Faculié des Sciences de Toulouse, 3° série, t. VII).

(2) Ibid., n° 10, 11. !
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On voit sans peine qu'une pareille région est nécessairement
normale.

VI. Les mémes choses ¢tant posées qu'a I'alinéa précédent V, si,
de plus, la région variable R™ est monodromique quel que soit m,
nous dirons que la région W est une limite de région normale, limitee,
et monodromique.

10. Nous pouvons maintenant formuler I'énoncé du cas intéressant
auquel fait allusion le titre du présent paragraphe.

Désignons par S un systéme différentiel possédantlatriple propriéte
d’étre :

1° Phanéronome;

20 Pa;sz_'/';

3° Linéaire par rapport & Uensemble des fonctions inconnues et de
leurs dérivées; "

supposons, par exemple, comme au n° 8, que les fonctions inconnues
qui s'y-trouvent engagées dépendent des cing variables z, y, =, s, ¢,
et qu'en fixant dans ce systéme I’économic des conditions initiales,
on soit conduit, comme nous I'avons expliqué, au Tableau (11 bis),
et, par suite, au partage des variables indépendantes en quatre
groupes,

x5 ¥y %8 ¢

dont le dernier, ¢, correspond aux lignes du Tableau entiérement
dépourvues de cases notres. Extrayons alors des espaces

(L1l [Cyl (=551 (L]
les régions respectives

(16) ' B, B,, Uy, B,

et supposons que chacune des trois premiéres, 8, R, R.,, soit une
« limite de région normale, limitée et monodromique », la derniére, R,
une « limite de région normale et limitée » (n°9, Vet VI); choisissons



Y

SUR LE PROLONGEMENT ANALYTIQUE DES INTEGRALES.
enfin, pour les variables indépendantes, des valeurs initiales,
Loy Vor  Soy Sos Lo,

n'excédant pas les régions (16), et considérons un groupe d’inté-
grales particuliéres du systeme S répondant i des conditions initiales
données.

Cela posé, si, d'une part, les cocfficients du systéme S sont olotropes
dans la région

(17) (¥, By B, 1),

5,80

st, d’autre part, on a choisi, pour les sept arbitraires qui figurent dans
les conditions initiales, des fonctions respectivement olotropes dans les
régions

B, (By B,), (Voo ). (B, oo 1),

(8,, B,), (B, B, 8,), (B, 8, 8),

les intégrales correspondantes ne peuvent manquer d’étre olotropes dans
larégion (17).

1. Désignant par

des variables indépendantes partagées en deux groupes qui en
contiennent chacun un nombre quelconque, considérons une pseudo-
JSonction calculable suivant le chemin brisé :

L (g Yoy v vs Sgy Sou o v )y

(2oy ¥os o v vy By Sty -00),

(@4 Yoy vy oy Say -0 2),
..................... s

) (0s Yos oo s Ty S ),

(Zoy o ~ovn 4y 8, 0000,

ot les variables z, v, ... du premier groupe conservent, pour tous les

sommels successt /s, les valeurs fizes x4, Vo5 - .., el supposons qu’apres

avoir calculé cette pseudo-fonction par cheminement du sommet initial

au sommet final en ordonnant ses développements siccessi (s par rapport
Arn. Ee. Norm., (3), XXXVIIL — FEvRIER 1921, 5
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aux différences & — X,y Y — Yoy ++ ., 0N (ntroduise dans le deéveloppe-
ment final I’ hypothése numerique

(18) ‘ . xZ, L), ..--—_—-xu, :)/u, PN

Cela étant, on peut, sans changer le résultat, procéder dans Uordre
inverse, ¢'est-a-dire introduire dans le déccloppement initial I'kypothése
numerique (18), et calculer ensuile la pseudo-fonction ainsi obtenue
swivant le chemin

(B0 S0y « -« )
(Gta St - ).
(595 S, )

II. Larégion R, étant, par hypothése, une limite de région normale,
limitée et monodromigque (n°9, V1), il existe, dans espace [|2] [, quelque
suite indéfinie de régions,

W, ®, ..., By, ...,
telle : 1° que, pour toute valeur de sz, la région K" soit normale,
limitée, menodromique, et enticrement comprise dans R,; 2° que,
pour toute valeur de m, la région (limitée et compléte), F, obtenue
par adjonction a R, des divers points semi-extéricurs 2 B (n9,1V)
soit enticrement comprise dans R, ; 3° que toul point de R, (inisse,
a partir d’une valeur suffisamment grande de m, par étre compris
dans R,". . :

Les régions R, et W, ,, dont chacune est, comme R,, une limite de
région normale, limitée et monodroiique, jouissent, pour cette raison,
de propriétés toutes semblables. '

Et il en sera de méme de la région R,, qui, par hypothese, est une
limite de région normale et limitée (n° 9, V), a cela prés que la région
variable, 8,"", que I'on est conduit & envisager en appliquant la défini-
tion, peut, indifféremment, étre ou non monodromique.

Cela posé, je dis que si 'on attribue & I’entier m une valeur parti-
culiére déterminée (quelconque), les intdgrales considérées du systéme S
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sont monodromes, avec des ravons convenablement choisis (n°2), dans la
region '

(19) (1‘{%7”’ “'J_n;)‘ 'i‘i:’”\“ 335”‘7 )

[On ne considére, naturellement, U'entier 2 qu’a partir d’une valeur
suftisamment grande pour que le point fondamental

(-xqs Yoa Sgs Sos 73]

reste constamment compris dans la région (19), quel que sott m. |
La région limitée et compléte

(20) ' (£

T 2 s/ U
R 7""\' v‘.":..\"il )

se.trouvant entiérement comprise dans la région normale

m+1: ‘m41) fm+-1 ‘m+1) Y
(mx s “_r ’ “:...v ’ 33, )*

ol les divers coefficients du systéme S sont olotropes, il résulte d’une
propriété connue (') que ces coefficients admettent, en un point
variable de (20), un systeme d’olométres (au moins) égaux a des
quantités positives fixes convenablement choisies; & plas forte raison
en est-il de méme en un point variable de la région (19), enti¢rement
comprise dans (20).

Semblablement, la région limitée et complete #," se trouvant
entierement comprise dans la région normale 8", ol la premiére
des sept arbitraires figurant- dans les conditions initiales est
olotrope, cette arbitraire admet, en un point variable de ", un
olométre (au moins) égal & une quantité positive lixe convenablement
choisie; & plus forte raison en est-il de méme en un point variable
de 1™,

Semblablement encore, la région limitée et compléte (£, £) se
trouvant entierement comprise dans la région normale (R, ®,""),
o la deuxicme des sept arbitraires figurant dans les conditions
initiales est olotrope, cette arbitraire admet, en un point variable
de (.7, £/, un systtme d’olométres (au moins) égaux a des

(1) Les systémes d’équations awx dérivées partielles, n® 87, L.



36 CH." RIQUIER.

quantités positives fixes convenablement choisies; & plus-forte raison
en est-il de méme en un point variable de (R,", #"").

Et ainsi jusqu’a la septieme et derniére arbitraire.

En conséquence, on peut assigner des constantes positives, R,, R,
R., R,, R, telles : 1° que les divers coefficients du systéme S soient
calculables par cheminement dans la région (19) avec les rayons
R, Ry, R., Ry R, 2° que les sept arbitraires figurant dans les condi-
tions initiales soient calculables, avec ces mémes rayons, dans les
régions respeclives

*

(L (B, W), (B, W), (B, B, W),

20 bis , ) o ! .
( ) { (1%){/!), %;IH )' (Qﬁ'xﬂl;* 15:)"'1}, u;"l})’ ('{13{”), 1‘:";?:.}, “kl'll)' .

Cela étant, si 'on désigne par » une quantité positive au plus égale
a la plus petite des cing quantités R,, R, R;, R,, R,, on peut, en vertu
de la définition des régions monodromiques (n°® 3), assigner,

I ., .. .
au-dessous de o> une quantité positive, g, telle que tout lacet constrait
dans la région

(21) A (Byn, B B

de l'espace [[, ¥, z,s]] avec des écarts maxima moindres que p puisse

étre considéré comme le lacet final de quelque réscau construit dans
. , . : , . . r

cette méme région (21) avec des écarts maxima moindres que ~- Il en

résulte manifestement qu’en désignant par ¢ un point particulier

choisi & volonté dans Despace [[£]], tout lacet construit dans la

région

(22) (-‘Ré'“, u.{}'”“‘ ’H"/II // )

Z,8

de P'espace [[=, y, =, s, ¢]] avee des écarts maxima moindres que p
pourra étre considéré comme le lacet final de quelque réseau construit
dans cette méme région (22) avec des écarts maxima moindres

r . P N , .
que - Sous le bénéfice de cette observation, nous allons établir que

les intégrales spécifices par notre énoncé sont monodromes dans la



SUR LE PROLONGEMENT ANALYTIQUE DES INTEGRALES. a7

/

région (19) avec des rayons tous égaux a g; ces intégrales se trouvant
d’ailleurs comprises, comme nous I'avons remarqué plus haut (n° 8),
au nombre des sept fonctions ' '

(23) T, A, 0. A, @, ¥, Q

qui constituent les premiers membres des conditions initiales (14),
nous sommes ramené & prouver que les fonctions (23), calculables
par cheminement dans la région (rg)avec les rayons R, R,, R;, R, R,,
ainsi qu'il résulte déja de notre proposition du n° 8, v sont, en outre,
monodromes avec des rayons tous égaux i g. En d'autres termes, s,
parmi les chemins brisés [tous praticables pour les fonctions (23)]
qui partent du point fondamental, et qui; avec *des écarts maxima
moindres que R, R,, R;, R, R,, ont tous leurs sommets dans la
région (19), on s’astreint & ne considérer que ceux dount les écarts
maxima sont moindres que g, il s’agit d’établir que le développement
auquel on est conduit, pour chacune des fonctions (23), a 'extrémité
d’un pareil chemin, dépend uniquement des coordonnées de cette
extrémité, et non du chemin suivi pour y arriver. Finalement, si 'on
se reporte & notre proposition générale du n° 6, il suffira, pour effec-
tuer cette démonstration, de se borner au cas ou l'on fait varier les
deux groupes de variables

(.3, 3,8) el ¢
séparément el successivement dans [ordre
t; (¥, 5 08).

Considérons donc un chemin présentant la structure quivient d’étre
indiquée, et désignons-en le sommet final par (X, Y, Z, S, T); ce
chemin se compose de deux troncons successifs. Sur le premier
troncon, le point (x, v, =, s) conserve, dans la région

(25) (R W, B0,

la position fixe (z,, ¥o, 2, 50 ), tandis que le point ¢ prend, dans la
région R}", une suite de positions commencant i 7, et finissant a T,
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ce qui-donne
(1-'9. Yos Sos Sos ty ),

("UO,W Yos Bos Sos [‘1 )n

('Z‘Os ,}'0, 507 S(H 52)1

(Zos Fo> Zas Sos L),

b (g, Yos %0y Sos T)

(23)

tmy

Sur le deuxiéme troncon, le point ¢ conserve, dans la région ,", la
position fixe T, tandis que le point (x,y, s, s) prend, dans la
région (24), une suite de positions commencant a (@, ¥y, %o $0)
et finissant & (X, Y, Z, 8), ce qui donne ‘
‘ (1’0, ,)'05 %0 S0, T)7

("«"u yh Sy Sty T)*
/ ('7]‘13 )2y S24 Sas T),

(s Yies Str S22 1),

(X, Y, 7, 8.T).

»

Le chemin considéré se compose ainsi des deux (ron¢ons succes-
sifs (25), (20). .
Un deuxiéme chemin de meéme extrémite finale et de méme struc-
ture se composera, semblablement, des deux troncons successifs
(Xuy Vs 5oy Sos &y )s
(245 )0y 505 So, ¢I1 )s
(2_) ("Z'Ov }’o, ;O-v 507 1/2 )7
/
("’E07 J’(” S Sos 6;;')#

\ (3—'0« }’u; Sy, Sqa T )

et
(24, oy 390 80, T),
(2%, ¥, 51, 84, T,
(28) (2, ¥y, 550 85, T),

(Zhos Yles By S T,
(X, Y, Z, 8, T).
On ne perdra pas de vue que, sur les deux chemins
[(23), (26)] et [(27, (28)],



SUR LE PROLONGEMENT ANALYTIQUE DES INTEGRALES. 3()

les ¢carts maxima sont moindres que g, 4 plus forte raison moindres
que R., Ry, R, Ry, R, et que, dés lors, en vertu du n° 8, ils sont pra-
ticables pour les fonctions (23). Tout revient & prouver que, a leur
extrémité commune, ils donnent, pour chacune de ces fonctions, un
méme développement final.

A. Tout d’abord, vette propriété ne peut manquer d’avoir lieu &
I'extrémité commune des troncons (25) et (27). En effet, les déve-
loppements obtenus pour les fonctions (23) au bout de 1'un et de
l'autre troncon se trouvent entierement déterminés par la connaissance
des développements respectivement fournis, au bout des troncons
dont il s’agit, tant pour les coefficients du systeme S que pour les
fonctions qui jouent, par rapport & 'extrémité commune,

(@os Yos Sos S0s T),

considérée & son tour comme point initial, le role de déterminations
initiales des fonctions (23).

Or, les coefficients du systéme S étant olotropes, avec les olométres
R, R,, R;, R, R, dans la région (19), laquelle contient la région

. R . (n
(2oy Vs 30y So. B )s

leur calcul, effectué tour a tour suivant les trongons (25) et (27),
conduira, pour chacun de ces coefficients, & un méme développement
final. ’

Pour avoir maintenant les seconds membres des conditions initiales
relatives au sommet final, (z,, v,, o, $o, T), soit du chemin (25),
soit du chemin (27), il faut, aprés avoir calculé par cheminement les
sept fonctions (23) du sommet initial au sommet final du chemin dont

on s’occupe, introduire dans les développements obtenus certaines
hypothéses numériques, savoir :

dans le premier, X, Yy 5, 8= Zgy Vo, 505 Sy}
dans le deuxiéme, Vs 5, S = Yoy S0 $03
dans le troisiéme, Z, Y == Zg, Yo;

dans le quatriéme, Y=

dans le cinquiéme. X, 5, §T=Zg, Sy Sy}

dans le sixiéme, 5, §== 3, S¢;}
dans le septiéme, xr == z,.
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Mais, au licu d’opérer comme il vient d’étre dit, c¢’est-a-dire de
caleuler d’abord les fonctions (23) du premier au dernier sommet
de (25) [ou de (27)], et de faire enswize les hypothéses numériques
ci-dessus indiquées, on peut (I) procéder dans Pordre inverse, c'est-
a-dive considérer les sept fonctions données qui figurent dans les
seconds membres des conditions initiales (14), et les_caleuler suivant
“le chemin déduit de (25) [ou de (27)] :
"~ la premiére, de ¢, en T

la deuxiéme, de (@, &) en (z,, T);

la troisiéme, de (%o, So» to) €n (3, So. T);

la quatriéme, de (&g, 3¢, Sor Lo) €1 (X, 5o 85, T);

la cinquiéme, de (), &) en (. T);

la sixi¢me, de (xoy Yo Lo) €01 (g, Yo, T3
la septiéme, de (Yo 5as Sas Lo) €0 ( Yoy Foa Sor T).

Cela étant, puisque les secconds membres des conditions initiales (14),
“relatives au sommet (@, vy, 34, 505 £o)» SOt ololropes, avec les olome-
tres Ry, Ry, R;, Ry, R, dans les régions respectives (20 bis), lesquelles
comprennent respectivement les régions
1"}””’ (xl)’ “2”“)7 (:'Uﬂ ‘90’ 1K;’”;)7 ("'.U" :’()‘V SO‘V 11![”")1

(ror BE™)s (@0y Yo, B), ()os Soe S0, B,

leur caleul, effectué tour & tour suivant les deux chemins respective-
ment déduits de (25) etde (27), conduira, pour chacun de ces seconds
membres, & un méme développement final.

Ainsi se trouve établi, pour les troncons (25) et (27), le point que
nous avions en vae. Reste & établir la propriété analogue pour les
troncons (26) et (28).

B. Du raisonnement fait ci-dessus (A), il résulte que les seconds
membres des conditions initiales relatives au sommet initial commun,
(%os Y05 %05 50> T), des trongons (26) et (28) sont identiques aux
seconds membres correspondants des conditions initiales (14), rela-
tives au sommet initial commun, (z,, y,, 5, 54, 4,), des troncons
(25) et (27), & cela prés que leurs développements sont supposés
construits  partir des valeurs initiales @,, v, =4, 5,, T, au lieu d’étre
construits 4 partir des valeurs initiales .z,, v,, %,, 84, ,. Quant aux
coefficients du systeme S, il est manifeste que, sauf le changement
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des valeurs initiales & partiv desquelles on les suppose développés, ils
sont restés, eux aussi, identiques a eux-meémes. Ces diverses fonctions
sont done caleulables, avee les rayons R., R,, R, R, K, les uns
(coefticients du systeme ) dans la région

(29) (RO BT,

les autres (seconds membres des conditions initiales) dans les régions
respectives '

Too(wr T (w2 T (R u T,

(BT (R W) (B RS T.

Cela posé, il résulte d’abord du n® 8 que les fonctions consi-
dérces (23) sont caleulables, avee ces mémes rayons, dans la
région (29), puis, de 'observation faite sur la région (22), et de
la proposition formulée au n° 5, qu’elles y sont monodromes avec
des rayons tous égaux 4 ¢ ; les deux troncons (26) et (28) conduiront
~done, pour chacune d’elles, & un méme développement final. .

C'est ce qui restait & établir pour lobjet du présent alinéa H.

1. L'entier 22 ayant une valenr particuliere déterminée (quel-
conque), et les memes choses étant posées qu'au début de Palinéa
précédent 11, les intégrales considerées du systéme S sont olotropes dans
la région (19).

On sait en effet que toute pseudo-fonetion monodrome dans une
région normale y peut étre assimilée & une veéritable fonction
olotrope (). Cela étant, il suffit de se reporter aux conclusions de
Palinéa II.

IV. Revenons i notre énoncé général : 1l s’agit d’établir que, sous
le bénéfice des hypotheses qui s’y trouvent formulées, les intégrales
du systeme S répondant aux conditions initiales (14) du n® 8 sont
olotropes dans la région (17).

Or, ces intégrales ¢tant, en vertu de Palinéa I, olotropes, quel
que soit e, dans la région (19), il résulte immediatement dune
remarque antéricure (n® 9, 1) qu'elles le sont dans la végion (17).

(1) Les systemes d 'équations apx dérivées particlles, n® 7).
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