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ANNALES
SCIENTIFIQUES , ' . •

DE ! ' ' ' ^ ^ , . ,

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE,

APLATISSEMENT SUIVANT FAXE POLAIRE,

PAH LA TENSION SUPERFICIELLIÎ,

D ' U N E GOUTTE LIQUIDE,
DE lUtVOUJTÏOlN ET SANS PESAINTEIJR,

POSSÉDANT FNE VITESSE ANGULAIRE DONNER DE ROTATION AUTOUR DE CET A X E ,

PAH M. J. BOUSSINESQ.

L Parmi les analogies physiques auxquelles pensèrent les théolo-
giens du XIII e siècle pour s'expliquer la sphéricité de la Terre, il y a
celle des gouttes de pluie ou de rosée que l'on voit pendre aux feuilles
des arbres, gouttes si bien arrondies surtout après s'être détachées
pour tomber en chute libre. Ces théologiens sembleraient donc avoir
admis, au moins implic i tement , la f luidi té pr imi t ive de notre globe,
comme le firent d 'une manière explicite, cinq cents ans plus tard,
Newton et ses disciples en recourant à la pesanteur. Or il peut y avoir
un certain intérêt théorique à poursuivre la même analogie dès gouttes
d'eau, mais d'une manière plus précise que ne Fa fa i t Plateau, jusque
dans la question de l'aplatissernen.t polaire du méridien terrestre, en
attr ibuant à la 'gout te une rotation initiale et, d'ailleurs, une figure
devenue permanente.

Ànn. Éc. Norm., (3), XXXV1IÏ. — JANVIER Kpt. . : l



2 , .I1. BOUSSIINF.SQ.

II. Adoptons, dans un plan méridien de la goutte, un demi-axe
équatorial, a, comme axe des abscisses x, et un demi-axe polaire, h,
comme axe d'ordonnées j. De plus, pour fixer les idées et s i m p l i f i e r ,
supposons non volatile et isolée dans Pespace, ou même soustraite à
toute action extérieure, notre goutte liquide, dont nous ferons enf in la
densité égale à i. A la face interne de la couche superficielle de révolu-
t ion, la pression p, due entièrement à la tension constante / de
celle-ci, sera, comme on sait, le produit de a/par la courbure moyenne
de cette couche, courbure ayant, parmi ses expressions connues,
celle-ci,

o ^^[a;r'(I+^)"^
en tous les points (.^, y) du demi-méridien actuellement situé du côté
des x posit ifs .

Comme l'accélération du fluide se réduit , dans tout l ' i n t é r i eu r de la
demi-section mér id ienne considérée de la goutte (dont co désignera la
vitesse angulaire donnée de rotation), à sa composante centri-
pè te—û) 2 ^ , dirigée vers l'axe de rotation ou produisant pour l 'unité
de volume l'Inertie [force centrifuge) o)2.^, suivant les x positifs, les
équations d'Euler exigeront une pression p constante le long de t ou t e
parallèle à l'axe des y et croissante avec x, aux divers po in t s tant
intér ieurs que superficiels du demi-plan méridien en ques t ion , comme
la fonction primitive, ^-^-, dé co2^. En appelant Y le rayon de courbure
du méridien en (^,7) et, en particulier, ïo ce qu'il devient au pôle de
la couche superficielle, ombilic où son inverse "ï" exprime justement la,

courbure moyenne (i), ^/- sera donc la pression intérieure à ce pôle
même, pression liée, comme on le verra plus lo in , au volume total
invariable de la goutte, et qui, provisoirement^ sera censée donnée. On
aura donc partout
(.) - ' ,• . p=^+^. ' , '. . . ,

' ! ^ ^ , . ' • to 2 ! . - . ! 1 1 ,

Tout le long du demi-méridien à ordonnée y» où cette pression se
réduit au produit de 2/par la courbure moyenne (x), il viendra ainsi,
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après division par/ , comme'équation difrérentielle seconde du méri-
dien,
/.^ 2 ^2 „ \ d f r' \
( 3 ) - ~+- — ^2 == - -j~ ( ^ . - ) * !

zo <)-/ ^ ̂  ^ ^i-}--^2/

Mult ipl iée par xdx et intégrée, celle-ci donne, si G dé&igne la cons-
tan te arbitraire int rodui te ,
/ / ^ y' ' ̂  c.,)3 , ,.,
(4) • .r-==- =-. — -+- .-r^-s- G.

V/ï-t-y2 ^o o/

M. Globa-MikIlaïlenko, qui est, ce me semble, le premier géomètre
ayant abordé ces sortes de questions, a donné, dans sa Thèse de doc-
torat d'Université es sciences mathématiques, cette équation (4)? et a
montré, en la résolvant par rapport à y ' , puis intégrant une fois de
plus, que le méridien est une courbe dont l'ordoiniée égale une cer-
taine intégrale hyperel l ipt ique de l'abscisse oc, où figure sous le
signe f , en dénominateur , un radical carré portant sur un polynôme
pair du hu i t i ème degré ( ' ) . C'est que M. Globa considère une goutte
adhérant à un axe sol ide tournan t qui l ' en t r a ine ; cas où la couche
superficielle n^a pas de po in t sur l'axe x ==• o.

III. Mais, ic i , i l y a deux pôles où s 'annule, avec oc, le premier
membre de (4)» dont le facteur fractionnaire n'excède nulle part la
valeur T , et le second membre de (4) est tenu de s'y annuler aussi;
on a donc C == o, simplif icat ion très importante. En supprimant alors
partout un facteur x et élevant au carré, il vient

y 1 - 1 _ x 1 ( G ^ x o . A 2

-——————— ——— ———— 1 I .4- Q J? x " ] '^y2 ~~ -ï \ s/
Isolons y^; puis extrayons la racine carrée négative des deux

membres, pour nous borner au premier quart du méridien (com-
pris dans l'angle des coordonnées positives) où y7, nu l au pôle

( ^ ) Voi}\ pur exemple, sa socoudo Thèse, ou Tlièse pour le doctorat d'ELat, soutenue
à Paris on 1920 [Contribution à l'étude des mouvements d'une niasse j f aide en rotation
(Gaiifchier-VîlIarsî, 19^0 )', p. 23, équation (a)]. Elle a paru aussi aa Journal de M'aî/iê-
matîques pures et appliquées (année 1920).
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(,r=o, y = & ) , décroit jusqu'à — co, en allant vers Féquateur
où QG= a, tandis que y y diminue de b à zéro. En posant f ina lement ,
pour abréger,

(3) ff == J- (on x ̂  M'7^)' et w \/ — -= A-,
tu . V oj

nous aurons l'équation cherchée de ce quart de méridien :

(6) j=^. la f (ï

^o V^
(i '^ /^u)df/

(({i-^/^uY

L'ordonnée s'y exprime donc /w zz/^ iniégrcde elliptique du carré x 1

de V abscisse.

IV. Les deux rayons, équatorial a et polaire b, se d é i c r m i n e r o n t en
écrivant que, pour ,r=-= a, la tangen-te est parallèle à Faxe'des y , ou'
que la quan t i t é placée sous le radical du d é n o m i n a t e u r s 'annule. On a
donc tout à la fois, grâce, f ina lement , à l'extraction d'une racine carrée
positive,

• , . ! ! ^ ! 1 1 1 1 1 ! ! i^ 1 , • .
^/,+ /.^V,. /, ̂  /"lî (^t^dn
1 0 V l 5/ • 'i Jy \/1——— ?<(!+ ^ - ( l )

On commencera, 1.0 et k étant donnés, par évaluer la racine posi-
.tive a, ou mieux ( e n posant

le rapporta, que nous appellerons ainsi a, racine positive, évidem-
ment unique, de l 'équation

:(8) ^ ( r+A- 2 ^- )^ , ! ou a'-i--0!^—;

et laseconde (7) tera ensui te conilaître b.
Mais, pour étudier de plus près la courbe (6), nous aurons aussi

à considérer, à partir du pôle {x = o, y =b), la partie du quart de
méridien comprise depuis ce pôle jusqu'à une abscisse .w quelconque
entre zéro et a. Il est clair qu'alors l 'équation (6) nous donnera, au
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lieu de la seconde (7),
n"-

(0) 1 r^ F (i+^)^ ,
2j^ ^^^{î^-^uy

^

V. Cela posé, résolvons la seconde équation (3) par la méthode de
Cardan, qui consiste, ici, à considérer a comme la différence cons-
tante, [x — v , de deux nombres positifs ^., v, dont on fera grandir le
second, à partir de zéro, jusqu'à ce que le produit croissant p.v
atteigne une valeur permettant de simplifier cette seconde équation (8)
ainsi devenue

p.3__y3__^3^__^ (^--^) = ̂ -

La simplification se produi t an moment où le terme en ^—v du
premier membre s'évanouit, par l'hypothèse

. ( 1 0 ) ^^ OU -=^

Cela donne •
i i iu." — ^=-=: TT ou a3— ———- == -—,• A-2 ( 27 /^^ / x 1

équation qui, multipliée par [j,3, est du second degré seulement en jx"'1,
admettant comme racine positive unique la valeur

( 1 I ) ^=^(r+^ o ù i i e s t p o s é y ^ y ^ ^ — ^ ? -
I l résulte de cette dernière formule/en ut i l isant f inalement / la pre-

mière (10),
( 1 2 ) • j(y + l) (7 -- l.) = ̂  = /^.

Et l'on en dédui t successivement

^=(^.(^ (^yj(y+Q(y- , ) , (^<^) (.,^^)=,.

Or, dans' la dernière de ces relations, où le premier membre est,
comme on voit, le produit de deux facteurs inverses l'un de Fautre et
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analogues, la formule (n) montre que le premier de ces facteurs
vaut i, et, par suite, ne diffère pas du second. Les deux rapports de
jx3 à Y.-h i et de v3 à y — i ont donc, co-mme valeur commune, -r^
Dès lors, deux extractions de racines cubiques font connaître ^ et v,
dont la différence [x — v n^est autre'que notre racine'cherchée a :

VI. Son carré fait connaître, vu (7 bis), la l imi te supérieure de
rintégration à-effectuer, d'après la seconde (7) et d'après (9), pour
obtenir Pordonnée quelconquey du méridien.

Inu t i l e ' de s'arrêter à cette effectuation dans le cas s imple d /une
vitesse angulaire co nulle, où k == oet a == i. On sait qu'alors le méri-
dien est circulaire, avec b == a. Mais'supposons seulement o.) et k assez
petits pour que a, alors voisin de i, permet te de négliger a ' côté de
l'unité, dans le.calcul de y, les puissances" de k2 supérieures à la pre-
mière. La seconde équation (8), mu l t i p l i ée par /r, en y posant
a = = i - £. et O ^ ^ I — S Ê très sensiblement, .puis négligeant le "pro-
duit P£ devant P, donnera s == /c2 environ, à une première approxi-
mation,

Sans négliger encore partout les puissances de k\ posons, dans (9),
u=y2, afin d'avoir, aux expressions des deux' l i m i t e s supérieure1 'e t
inférieure, a et x au l i e u de leurs carrés. Il viei-Kira du^^ck et la
formule (9) de y prendra la forme

W • ' r^^fa——(l±j^^
J^ v / I—( ' 2 ( î+^^ )2

'^-'o

Ici, la quantité souy le radical, diflerence de deux can-és, devit 'nt le
produi t de deux facteurs dont le premier, i - v ( î -h- P^y, seul sus-
ceptible de s'annuler, se dédouble lui-même en facteurs si l 'on v
remplace le terme i, en vertu delà première (8), par a -t-y^a3; car i l
équivaut alors à

(oî — (') f i •+. ̂ (a8-!- ixt'+ (^)'i^
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Et l'équation (i4} devient

os, ,.=,. r "f
J_^ V ' ( a — r ) ( ï 4 ~ F )

, _i

X [i+^^ni+Â-^+ar+P2)]"' l i+• ^———1 ""•

Or, sous le signe i , les puissances des expressions entre crochets,
à premier terme i, seront développables, par la formule du binôme de
Newton, en séries convergentes procédant suivant P, k\ ...; après
quoi leur produit le sera de même. On n'aura donc plus à intégrer que-
dès différentielles algébriques ne contenant aucune autre irration-
nelle que le radical \/(a — P) (i + (7). Et en prenant, par exemple,

^/(oc -c,)( , i ,+p)=(^—^)/;

d'où ^ ' , ! __
a^—l , ' 2 ( î - ^ - a ) t d £ / i -h^t., ̂  ——— , d^ = ————-——, i == i / ———,
^4- i (^"i-i)2 V a— <•'

ou aussi
^-^^)77^^^(^±^,

il ne restera à intégrer que des différentielles rationnelles.

VII. Bornons-nous au cas où sont négligeables les termes en
lî1', À'0, ..., et où par suite, dans les termes en /r, a se trouve réduc-
t ib le à sa première valeur approchée i. Il vient alors, par des simplifi-
cations immédiates donnant , sous le signe 1, le trinôme

• ^ ^ ^2 , ^

21 2 ï H- ()

comme produit des facteurs où figureP, et,si l'on se contente de faire
d'abord x = o à la limitg inférieure,

, ., , • / Â-^ r00 (a^—i)^ . r ' ^ — î Y d É0:6) ^^^^^j^^^^ ^ .̂

Va"
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Ici, en remplaçant le premier numérateur, eu2 — i, par
• • a (^- i - i )—(i 4-5(),

on dédouble la première intégrale en deux, où les l o n c t i o n s p r i m i l i v o s
sont respectivement

I "(~ OL ( t \, . aarctan^ e t , — — ; — - ^ — — + a r c t a i i g ^ .
2 \^ tM -4" l j

Entre les deux limites proposées, cela donne , toutes réduc t ions
faites,

- . t/a î - - — a ,—
• — —•—— a r clan g ya.

D'ailleurs, dans ce premier terme du second membre de (1:6), la
petite partie où figure P comporte, comme la seconde intégrale, la
réduction de a à l'unité. Et il viendra ainsi, très aisément, pour le pre-
mier terme du second membre,

, • ' ; . ^ ^o [V^ — ( i — a) arc tang \/a [ — ty — •

Quant à la seconde intégrale, la fonction sous le signe fs\ décom-
pose en

1 1 - 1 - 1 1 ; 1 ' ! 1 ' L -^t ~~"<ï '• * • t ' ^4-1.' (T^TT)2'

ayant respectivement les fonctions primitives

log/, -log^/Fï7 et - (—— -harclang/L^^--.^ i • j

Cette seconde intégrale, où la fonction primitive est en tout, vu qw
les logarithmes sont ici népériens comme dans toute l'Analyse, mais
en les désignant par le symbole L pour éviter des confus

! : i : 1 . ^ ! . ^1111;^,.•IIIIL^^^ 1. , ' •- 1 ^

donne, entrelesdeux limites i et ̂ ,
y /— l TC ,

- ! 1 ! • 1 ' . 1 1 1 ^ - , 1 ' 1 1 1 1 ^ : LV^ -{- - ——— -^ 1 1 1 - ' 1 1 1 ! ' 1 • • 1 1 !

, ^ 1 1 ; : ! 1 1 ^ - , ^ '1; ! ' ; '2. ! 4, ;. ̂ : ^ • 1 . : . ! 1 1 ,
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Cela fait pour le dernier ternie de (16), et en y jo ignan t la pet i te
/'2partie — t o — du terme précédent,

- ^ ^ ( ^ 4 - 1 . 2 — ^ ) ^--^f^ÔQS^-7^ =:-o,56ii7to^.
2 \ '. i ! 2 \ 2 / • '

L'expression da demi-axe polaire b du mér id ien sera donc

( 8 7 ) b = i o |, V71^ — ( l ~ a ) a llc la D ë' V'^ j """"""• ° ? ̂ I i 7 l o ^'2 •

' VIII. Il y a lieu maintenant d 'évaluer a en fonc t ion de ^ .Ace te f Ïe t ,
observons que, vu la petitesse admise de A'2, la seconde re la t ion ( i s )
donne y très grand. Par suite, les racines cubiques de y ± i peuvent
s'écrire, grâce à la formule du b inôme,

i
3 __„ ;^,-/ î X 3 3/-/ , î 1 , 5 \
^±'--V7(;±,)-V7(.±3y-^±^--); .

ce qui donne

( ,8 ) ^T-^-VT^^-^^-^^-)

a î/y / 5 • \ a / 5 \

--^\l+.wî+•••)^w^\l+^+••')'
Mais il résulte, d'autre part, de la relation (î i) définissant y, que

y._- A^(^^,A et. i=54^fi-^/--4-...y
' 27 k1 \ 4 ; 7' \ 4 /

Le dernier membre de (18) devient donc, vu cette dernière
formule,

/,i ̂  ̂  _ j/,.+ .. .^ ̂  + |^+ ...) == P^i(i - ̂ +...);

1
et, en divisant celle-ci par (2?)^ il v ien t enfin la valeur cherchée
de a, . , "" ••

( 1 9 ) a^i-Â-2-!- . . .,

comme l'avait, du reste, montré déjà le calcul de première approxi-
mation effectué au commencement du n° VI (p. 6).

Ânn. Éc\ Norm^ (3), XXXVIII.— JANVIER Kjn. 2
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• . • !,—- ' • ! /^Par suite, i — a = À:2, \/a == i —- —; et, au second 'membre •de'C^),

où arclang\/cc s'écarte de j d 'une quan t i t é du même ordre que l'écart
/•2

'de sa tangente d'avec ï , c'est-à-dire du même ordre que — . C 1 1 ) , on

/peut remplacer arc tangua, par ^ ==0,7854, le facteur i -- a ayani
déjà la petite valeur P. Cette formule (17) d o n n e donc s implement

(20) b=:iQ ( ï - i^—o, 785/1 ^—0,6611^/A =r=^(i— î,8466/r2) .
\ ,',-ï /

L'aplatissement ——' du méridien , où a == toa ==: Y^( i — P), aura ,
par suite, la va l eu r
( ^ ' ) . , Aplatissement, =o,8466/-2.

IX. Enfin," l 'expression (5) de k dépend de la vitesse a n g u l a i r e
donnée o) et de la pression -^exercée au pôle sous la couche superf i -
cielle. Comme, - ici , d'une^ manière générale, la pression p se rè^le
a partir du dehors ou on'Ia donne nulle, et que la forccï centrifuge s'y
combine avec la tension superficielle, émanée de cette couche, pour
régler de proche en, proche les variations de/? à mesure qu'on s'avance
vers l'intérieur, ce sont les dimensions même de la goutte, su ivant les
divers sens, et, par conséquent , son volume invariable^ caractéris t ique
naturelle de la question, qui in t e rv iendra pour dé terminer sa v a l e u r
partout. Or nous nous donnerons le volume, par • l ' in te rmédia i re du
rayon R qu'aura la goutte quand -elle sera exactement sphé-rique.; de
sorte que le demi-volume compris du côté des y posit ifs , depuis l e '
.pôle {x=a,y=b) jusqu'à l'équateur y=ro, aura pour -expres-
sion -TcR3. 1 1 1 , / ; ' , 1 ' , . '

Évaluons-le en fonction de"û) et de ^. L'élément naturel en est la

( l ) Car, aux environs de 45°, la variation de l'arc ©st deux Ibis ïrionidre que celle de
sa tangente, vu la formule de la différentielle de Langy, qui est '•••-^, c>cst•"à--dîre
\ , • ,.. , , ' • , . cos2 <p
alors 2^<p. Donc le produH ( i—^)arc tang/a, oa ^ arc fcangVa, ne diffère de 7^ que
par une quantité négligeable, de l'ordre de 7c*.
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couche circulaire ^y2rfrll''de base rc^ perpendiculaire à l'axe polaire
des^r, ayant d'ailleurs son centre sur cet axe, avec l'abscisse x comme
rayon, et, pour hauteur dy, l ' intervalle de deux conciles élémentaires
consécutives, depuis y ==- o et :v = r / , jusqu'à ;y ==6 et x == o. L' inté-
grale déf in ie (9), différentiée par rapport à sa l imi t e inférieure, en&

cont inuant à y appeler, pour abréger, H le carré de ^5 ou Y." u celui.
'•-0

de x, donne, d 'une part, x^^ï^u, d'autre part/ à raison de ce que ,
ici , (/Y et du devront se prendre en valeur absolue,
/ ^ . . ÏQ { i -h /^n) du

• („ 22 ) . dy = - __
2 ^/i __ ̂  4 _ / . 2 ^ ) 2

D'où, en observant que u variera, du pôle à l'équateur, depuis zéro
jusqu'à a2,

Demi-volume | TrR.3^ ̂  F' u '^ '—1 "r Â'2 ̂ 1 .̂
3 J, ^^^u^^f^i
9 ^•*-1- —— '^O- f "- -- —=== ' ' • , • • •-•-••••;------:
6 JQ 2 V/I —— ^ ( t - i -Â: -^ / ) 3 1 '

il />aa ÎL^LL^L-,

2 ^ v^ -^(1^7'^'

Cela donne, en m u l t i p l i u n t par

Tiig /"a / / f i -^^ ) ^r/

3

(,^ Y^\3..^ /-^ ^ ( l4 -^^ )^
^ *•t' / ^ i —— T f —~ '_'' '• ' '_•———————————— •

' ' „ Vo/ L\ j ^ v / I - - / / ( , l+Â.•2 / / )2

Or les réductions ordinaires des différentielles polynômes ( i)
ramènent cette dernière intégrale à celle dont nous avons obtenu une
valeur approchée aux n0' VII etVïII, c'est-à-dire aux expressions (17)
et (20) du demi-axe polaire b. Elles conduisent , en effet, à la formule
de réduction, que vérifient des différent ia t ions immédiates,

/ - u ( i -h A-2 /./ ) du 2 -——————————-
,(•4) / -~==^^/^=^^-, y/ .-^(r^/,^

J ^ / i .,,.. ^ ( i _^ / ^ / / ) 2 o A -3 À-2

Ï

3^
I_ / ' ( ï 4- /i-'2 //. ) du

3kî j ' ^ i — u(i -r- F7o2

(') ^c'//', par ûKoaipio, moa 'Cour.f d'/inalyne iiift(dtésunale pour la Mécanique et la
P/tj'sique, L II< Fascicule coniplémentairç^ p. 27* à 32^
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Entre les deux l im i t e s o, a2, celle-ci, où la q u a n t i t é sous le radical
est nulle à la l imite supérieure en raison de (8), donne simplement

( . 5 ) ! r^ù+y^)^ _ . r / > a s _(^1^^^
J, ^-«o+^r 3^L ^ Jo ^-^(M-^^J ,

Remplaçons ici les deux intégrales, d'après (23) et (7), par les
expressions respectives équivalentes ^ ( " - ) ? —'; et i l v iendra exacic-

0 Vf) / '^(t

mô/?^ entre lea trois rayons '60, b, R, la re la t ion simple

/ r\ ' / R ^ 3 r ( ^\
(2b) (^-^(--^

Si l'on suppose P assez pet i t pour que l 'on puisse négliger k ' ' en
comparaison, la formule approchée (20) de b donne

/ R \ 3 • •( 2 7 ) — ) =o,(p33 oa R r=:o, 9737^1, ,̂:-: 1,0^7 IL
V^'o /

X. Evaluons enfin, par ( i5 ) et (i(,)), non |) lus s e u l e m e n t />, m a i s
l'ordonnée y du . premier quart de mér id ien , qui correspond à u n e
abscisse ^quelconque entre x é r o ' e t a •=: '^a 1-= ' ( ^ ( ï — /i'2), abscisse
dont nous appel lerons v le rapport à y ^ .

La l imite infér ieure des intégrations on l devient a lors i/-'-t^,• __ , ' " . y a — (»
oul/i—^ à P^ P^8- Et ^on o b t i e n t , toutes réduc t ions faites, au
lieu de (20), l 'équation générale approchée de la courbe,

(.8)' y=,J ̂ /7—^- ^( ^7-^-4- i/IÏ7^ l o ^ — — — ) L
L ^ 2 \ y •i — c '0 j 4» r/ ) ,

se réduisant bien à (20) pour (^ == o.
Comme c'est R qui est donné , et non ^,, on é l i m i n e r a t, de (28) et de

l'expression (5) de / "pa r les deux dernières formules (27), en fa i san t , !'
dans (2(S),

(29) ^-=0^^^ ^^^^j.,^ A•=I,,ô4o7r.)i,/R^ ou /•<^o,f354^^
y " •/ ,y

et R pourra même, dans les termes en P, remplacer a, ^, •<, , Y., etc.


