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ANNALES

SCIENTIFIQUES

LECOLE NORMALE SUPERIEURE.

APLATISSEMENT SUIVANT L’AXE POLAIRE,

PAR LA TENSION SUPERFICIELLE,

D'UNE GOUTTE LIQUIDE,

DE REVOLUTION ET SANS PESANTEUR,

POSSEDANT UNE VITESSE ANGULAIRE DONNEE DE ROTATION AUTOUR DE CET .-'\Xl",,

Par M. J. BOUSSINESQ.

e et T e+ e

[. Parmi les analogies physiques auxquelles pensérent les théolo-
giens du xin® siécle pour s’expliquer la sphéricité de la Terre, il y a
celle des gouttes de pluie ou de rosée que I'on voit pendre aux feuilles
des arbres, gouttes si bien arrondies surtout apres s’étre détachécs
pour tomber en chute libre. Ces théologiens sembleraient done avoir
admis, au moins implicitement, la fluidité primitive de notre globe,
comme le firent d’une manicre explicite, cing cents ans plus tard,
Newton et ses disciples en recourant 4 la pesanteur. Or il peut y avoir
un certain intérét théorique a poursuivre la méme analogie des gouttes
d’eau, mais d'une manicre plus précise que ne I’a fait Plateau, jusque
dans la question de 'aplatissement polaire du méridien terrestre, en
attribuant a la’goutte une rotation initiale et, d’ailleurs, une figure
devenue permanente.

Ann. Ee. Norm., (3), XXXVII[. — JaNvier 1921, [
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I1. ;\doplons,' dans un plan méridien de la goutte, un demi-axe
¢quatorial, ¢, comme axe des abscisses @, et un demi-axe polaire, 0,
comme axe d’ordonnées y. De plus, pour fixer les idées et simplifier,
supposons non volatile et isolée dans I'espace, ou méme soustraile a
toute action extérieure, notre goutte liquide, dont nous ferons enfin la
densité égale & 1. A la face interne de la couche superficiclle de révolu-
tion, la pression p, due entiérement a la (ension constante / de
celle-ci, sera, comme on sait, le produit de 2 £ par la courbure moyenne
de cette couche, courbure ayant, parmi ses expressions connues,
celle-ci,

’ 1
(1) L v 373,
en tous les points (2, y) du demi-méridien actuellement situé du coté
des @ positifs.

Comme DPaccélération du fluide se réduit, dans tout ’intérieur de la
demi-section méridienne considérée de la goutte (don( » désignera la
vitesse angulaire donnée de rotation), 4 sa composanle centri-
péte —w*x, dirigée vers I'axe de rotation ou produisant pour 'unité
de volume l'inertie ( force centrifuge) w*x, suivant les x positifs, les
équations d’Euler exigeront une pression p constante le long de (oute
parallele 4 I'axe des y et croissante avec @, aux divers points tant
intérieurs que superficiels du demi-plan-méridien en question, comme
0?2

x® -
— dé w*z. En appelant « le rayon de courbure

la fonction primitive,

du méridien en (z, y) et, en particulier, ¢, ce qu’il devient au pdle de

la couche superficielle, ombilic ot son inverse ;I- exprimé justement la
0

courbure moyenne (1), -2;01 sera done la pression intérieure a ce pole

méme, pression liée, comme on le verra plus loin, au volume total
invariable de la goutte, et qui, provisoirement, sera censée donnée. On
aura donc¢ partout
2f 0?2

2) ==L o,
( : P g + P

Tout le long du demi-méridien & ordonnée y, ou cette pression se
réduit au produit de 2 / par la courbure moyenne (1), il viendra ainsi,
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aprés division par /, comme équation différentielle seconde du méri-
dien,

(3) 2 " tn? .,_I ([ x “),'
‘ Y Vit

Multipliée par @ da et intégrée, celle-ci donne, si C désigne la cons-
tante arbitraire introduite,

4

’ . Y _E w? o y
(.lv) . .Z'T._:—_-_—/; f— " —+ Sf 2t ‘A.
Vidy? o w

M. Globa-Mikhailenko, qui est, ce me semble, le premier géométre
ayant abordé ces sortes de questions, a donné, dans sa These de doc-
torat d’Université &s sciences mathématiques, cette équation (4), et a
montré, en la résolvant par rapport & y’, puis intégrant une fois de
plus, que le méridien est une courbe dont I'ordonnée égale une cer-
taine intégrale hyperelliptique de I'abscisse x, ou figure sous le

signe f, en dénominateur, un radical carré portant sur un polynome

pair du huitiéme degré ('), C’est que M. Globa considere une goutte
adhérant & un axe solide tournant qui entraine; cas ou la couche
superficielle n’a pas de point sur I'axe & = o.

HI. Mais, ici, il y a deux pdles ot s’annule, avec a, le premier
membre de (4), dont le facteur fractionnaire n’excéde nulle part la
valeur 1, et le second membre de (4) est tenu de s’y annuler aussi;
on a donc € = o, simplification trés importante. En 5upprnmntalor
partout un facteur @ et élevant au carré, il vient

2 22 2 2
——y—I; == —L—2— I Q) "01‘2 .
LY7o 8f
Isolons y'*; puis extrayons la racine carrée négative des deux
membres, pour nous borner au premier quart du mendlen (com-
pris dans Pangle des coordonnées positives) ou »’, nul au pole

(1) Foir, par cxemple, sa sccoudo Thése, ou Thése pour le doclorat d’Elat, soulenue
a Paris en 1920 [ Contribution & Uétude des mouvements d’'une masse fluide en rotation
(Gauthier-Villars, rg20), p. 23, équation («)]. Elle a paru aussi auw Jowrnal de Mathé-
matiques pures et appliquées (année 1920).
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(x=o0, y=10), décroit jusqua —oo, en allant vers I'équateur
ot = a, tandis que ¥ y diminue de 4 & zéro. En posant finalement,
pour abréger,

x? - . )
(5 = = =\ u) t 2 ==
(3) 7 = (()u x o) e r). Y ,
nous aurons I'équation cherchée de ce quart de méridien :
« < 14 A2u) du
(6) ]:b——;‘/ \/ ( )/.2 T
2/, 1— u (14 A*u)

L'ordonnée s’y exprime donc par une intégrale elliptique du carré a*
de I’ abscisse.

IV. Les deux rayons, équatorial @ et polaire b, se délermineront en
écrivant que, pour x== «, la tangente est paralléle & Paxe des y, ou
que la quantité placée sous le radical du dénominateur s’annule. On a
donc tout a la fois, grace, finalement, & Pextraction d’une racine carrée
positive,

"

o

(%) .‘.1_(14. /;22?_)-_—1 ) ([+/\'2l})(/ll

o to *Jo Vi— (14 ka)t

On commencera, ¢, et £ étant donnés, par évaluer la racine posi-
.tive @, ou mieux (en posant

. o
(7 bis) o= —J,

“o
‘ a , .o . .. L .
le rapport — que nous appellerons ainsi «, racine positive, ¢videms-
<0
ment unique, de I'équation

(8) a(r -+ k2a?) =1 ou o -

et la seconde (7) fera ensuite connaitre 6.

Mais, pour étudier de plus prés la courbe (6), nous aurons aussi
a considérer, & partir du pole (z = o, y =), la partie du quart de
méridien comprise depuis ce pole jusqu’s une abseisse # quelconque
entre zéro et . Il est clair qu’alors I'équation (6) nous donnera, an
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!ieu de la seconde (7),

a*

T < (14 k2u) du
(9) R :-o—)/ / -2 )2
a2 Vi—u(1+ k)

T
g

V. Cela posé, résolvons la seconde équation (8) par la méthode de
Cardan, qui consiste, ici, & considérer = comme la différence cons-
tante, u. — v, de deux nombres positifs p, v, dont on fera grandir le
second, & partic de zéro, jusqu’'a ce que le produit croissant uv
atteigne une valeur permettant de simplifier cette seconde équation (8)
ainsi devenue

3y {3y — ~ —_) = —.
pr—v (3w A.2>(1J- V) = 13

La simplification se produit au moment ou le terme en p.—v du
premier membre s’évanouit, par I'hypothése

- (10) [J.‘J:# ou’ v::._;_/—lz-l.;
Cela donne -
. (J.R— ‘)3: _l_ ou {J-Ii — _l____ — _'_,
/2 . 27 /\.GH‘:i /2

équation qui, multipliée par 1+*, est du second degré seulement en .,
~admettant comme racine positive unique la valeur

2 k?

(11) md = -—]—(7-—;— 1), ou il est posé V= \/I‘—i- 27'7?

Il résulte de cette derniére formule, en utilisant finalement la pre-
micre (10),

(12) %(‘/—P—nl)('/-_l_):ﬁ:::[;.‘).

Et I'on en déduit successivement

2 8 3
PV () (p) = <§-£/:—;> %('/ 4+ 1) (7 —1), (‘.’,/\"2 )71:—_;> (1)./\'27 1 x> =1.

Or, dans"la derni¢re de ces relations, ot le premier membre est,
comme on voit, le produit de deux facteurs inverses I'un de 1’autre et
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analogues, la formule (11) montre que le premier de ces facteurs
vaut 1, et, par suite, ne difféere pas du second. Les deux rapports de
I
pPa y—+1et de via y—1 ont done, comme valeur commune, vk
Dés lors, deux extractions de racines cubiques font connaitre p. el v,
ors, l 0
dont la différence p. — v n’est autre que notre racine’cherchée o :

(13) w=\/ 2 (7T - Vi),

VI. Son carré fait connaitre, vu (7 bis), la limite supérieure de
Iintégration a-effectuer, d’apres la seconde (7) et d’apres (g), pour
obtenir 'ordonnée quelconque y du méridien. '

Inutile de s’arréter & cette effectuation dans le cas simple d'une
vitesse angulaire w nulle, ot # = o0 et « = 1. On sait qu'alors le méri-
dien est circulaire, avec b = «. L\.Iinis'supposmns seulement o el £ assez
petits pour que «, alors voisin de 1, permette de négliger & coté de
l'anité, dans le calcul de y, les puissances de A% supérieures a la pre-
miere. La seconde équation (8), multiplice par £%, en y posant
a=1—c¢ et «'=1— 3¢ trés sensiblement, puis négligeant le "pro-
duit £*c devant 4%, donnera ¢ = k* environ, & une premicre approxi-
mation. _

Sans négliger encore partout les puissances de 4%, posons, dans (9),
u=y¢*, afin d’avoir, aux expressions des deux limites supérieure ct
inférieure, o et  au lieu de leurs carrés. Il viendra du = 20dy et la
formule (g) de y prendra la forme

/““ o(1 - o) do
Y =1
S \/I — (1 - L2022

“o

Ici, la quantité sous le radical, différence de deux carrés, devient lo
produit de deux facteurs dont le premier, 1 — ¢ (r -+ £20*), seul sus-
ceptible de s’annuler, se dédouble lui-méme en facteurs si Pon vy
remplace le terme 1, en vertu dela premiére (8), par o + £%2; car il
équivaut alors i

' (e —0)[14 L2 (a? s+ av—+ o) ]
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Et ’équation (14) devient

. * o dy
(15) ) =1 e e
x Vi —e)(r47)

o

. _tr )3
X120 (14 L2 (o a0+ ¢2)] ‘-’Lz—i—/.'f——‘ }

Or, sous le signe j , les puissances des expressions entre crochets,

h premier terme 1, seront développables, par la formule du binome de
Newton, en séries convergentes procédant suivant A%, A%, ...; apres
quoi leur produit le sera de méme. On n’aura done plus & intégrer que
des différentielles algébriques ne contenant aucune autre irration-

nelle que le radical y(z — ¢) (1 + ¢). Et en prenant, par exemple,

Vo =) () = (a—r) 05

d’on
ol —1 2(1 + o)t dt 1 o
0= —5—> d":(—‘)——)—q—-ﬁ [ = =+ 3
P~ (1) o — ¢
ou aussi
— “+a)t
/1—....(,' I+ ¢ :(_]_..__.
VE—o) () =

il ne restera & intégrer que des différenticlles rationnelles.

VII. Bornons-nous au cas ou sont négligeables les termes en
k', k°, ..., et ot par suite, dans les termes en 4%, « se trouve réduc-
tible & sa premiere valeur approchée 1. Il vient alors, par des simplifi-

cations immédiates donnant, sous le signe f, le trinome

comme produit des facteurs ou figure 4%, et,si I’on se contente de faire
d’abord x = o a la limite inférieure,

(16) b:%;(r— %) (ee—nde . E—nrde

- (z-z_,'_,[.)‘z . t(t2+1)2 '
&
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Ici, en re‘mplagant le premier numérateur, oé* - 1, par
‘ (1) — (1 + ),

on dédouble la premicre intégrale en deux, ou les fonctions primitives
sont respectivement

14 I3
ar, ot ot — —_— - arctangi ).
aarctangt ¢ 3 (ﬁ—+-1 d o) >

Entre les deux limites proposées, cela donne, toutes réductions
faites, ‘

Vi i—a
2

arc lang \/o.

2

D’ailleurs, dans ce premier terme du second membre de (16), la
petite partie ou figure £* comporte, comme la seconde intégrale, la
réduction de e & I'unité. Bt il viendra ainsi, trés aisément, pour le pre-
mier terme du second membre,

v [Vor— (1 — ) arctaug\/ﬂ——-zo/:—;z-

Quant a la seconde intégrale, la fonction sous le signe /‘s"y décom-

pose en

1 —1 — 2
-

¢ e (R

ayant respectivement les fonctions primitives

: P I t ’
logt, —logy/e+1 et — (m + are Langt).
Cette seconde intégrale, ou la fonction primitive est en tout, vu que
les logarithmes sont ici népériens comme dans toute ’Analyse, mais
en les désignant par le symbole L pour éviter des confusions,

L tang¢
R e—— U ll O K3 o
Ve+1 G+t arerangs
donne, entre les deux limites 1 et s,

Ly/2 -+

1 7";
2 4
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Cela fait pour le dernier terme de (16), et en y joignant la petite

. A2 .
partie — ¢, — du terme précédent,
2

/ AY /
M / N 0, . > ™ > 3
— k(o La— = ) =— -2 .'3<2,()931:) — =) =—0,561171, A%
Pl \ R 2 \ 2

L'expression du demi-axe polaire & du méridien sera done

(17) b=1,|Va— (1 — z)arctang =] — 0,36 117, /2.

“VHI. 11y a lieu maintenant d’évaluer « en fonction de 4. A cet effet,
observons que, vu la petitessc admise de 42, la seconde relation (11)
donne y treés grand. Par suite, les racines cubiques de v ==1 peuvent
s’écrire, grice a la formule du binome,

. .
E) =4
Yo =¥7(1x=1) = 3/7( + L L 2 ),
Vy £ \/\1___/> \/\1_3_/ o7 "B )
ce qui donne

(18) Vi ri— V7 =122y (J- e

2 V7 5 5 3 \
sy :_;. <I—|—"):_‘*2 +..->:. :;/'—T(I'f"‘) .2——‘—"')'
/ =/ 3 // 7/

Mais il résulte, d’autre part, de la relation (11) définissant v, que

=

e 4 . 27 ,.2,\ . 8 __ ., o 27 4
/_2—7—/.2-([—,——[:‘/. /) et :)—;_,-——-').I/A <l_—Zl—A +...>.

Le dernier membre de (18) devient donc, vu cette dernicre
formule,

2, 5 N 24—
A? \7'),(!—?—/-""—}—...) (1—1—;/.'2-4—...) = A i’/tz(!—~/&'2+...);
‘4 !

\

1
et, en divisant celle-ci par (24*)*, il vient enfin la valeur cherchee
de «, ‘

(19) o=1— L4,
comme Davait, du reste, montré déja le calcul de premiere approxi-

mation effectué au commencement du n° VI (p. 6).
Ann. Ec. Norm.,, (3), XXXVIII. — JANVIER 1g21. 2
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2

Par suite, 1 — o = A%, o =1— —})—; et, au second membre de(17),
T T 1A ‘ A '\

ol arc tang o s’écarte de 7 d’une quantité du méme ordre que I'éeart
, o . ko

de sa tangente d’avee 1, c'est-d-dire du méme ordre que — ('), on

, I . 854 le facteur anl

peut remplacer arc tangyo par 7 =0:79% le facleur 1 — o ayan
déja la petite valeur £2. Cette formule (17) donne done simplement

(20)  b=x, (l— -:;/.‘2-——0.7854 k2 — 0,561[7/.'2> ==y (1 — 1,8466 4*).

a—b

L’aplatissement du méridien, ot @ =1, =, (1 — £*), aura,

par suite, la valeur

(21) Aplatissement =0, 8466 4.

IX. Enfin, U'expression (5) de & dépend de la vitesse angulaire

donnée w et de la pression -—/ exercée au pole sous la couche superfi-

ca

cielle. Comme, ici, d’'une maniére générale, la pression p se regle
a partir du dehors ot on la donne nulle, et que la force centrifuge s’y
combine avec la tension superficielle, émancée de cette couche, pour
régler de proche en proche les variations de p & mesure qu’on s’avance
vers l'intérieur, ce sont les dimensions méme de la goutte, suivant les
divers sens, et, par conséquent, son volume invariable, caracléristique
naturelle de la question, qui interviendra pour déterminer sa valeur
partout. Or nous nous donnerons le volume, par I'intermédiaire du
rayon R qu’aura la goutte quand elle sera exactement sphérique; de
sorte que le demi-volume compris du coté des y positifs, depuis le
pole (z=o0,y=2~0) jusqu’a l'équateur y =o, aura pour expres-
sion %nl’ﬁ‘.

Evaluons-le en fonction de » et de «,. L’élément naturel en est la

(') Car, aux environs de 45°, la variation de I'arc est deux [ois moindre que celle de

d .
‘? » ¢'est-a-dire

cos?e

~alors 2dp. Done le produit (1—«)are tang vz, ou A are tang y/«, ne differe de k2 que

par une quantité négligeable, de l'ordre de &*.

sa tangente, vu la formule de la différentielle de lange, qui est
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couche circulaire =x*dy de base =2 perpendiculaire & 'axe polaire
des v, ayant d’ailleurs son centre sur cet axe, avec l'abscisse 2 comme
rayon, et, pour hauteur dy, l'intervalle de deux couches élémentaires
consécutives, depuis y = o et = «, jusqu’a y = b et & = o. L'inté-
grale délinie (g), différentiée par rapport & sa limite inférieure, en

. \ , ’ £ 9 .
continuant a y appeler, pOU r abreger, w le carré de —5 ou Yr(') u Cellll
» -

de o, donne, d’'une part, x* =<« u, d’autre part, & raison de ce que,
ici, dy etdu devront se prendre en valeur absolue,

v (1 Pu)du
2 V1 w1+ A )2

(22) dy =

D’ot, en observant que u variera, du pole a I'équateur, depuis zéro
jusqu’a e,

%2 / ., P
. 2 ; v (1= A%uw) du
Demi-volume 5 tRR3= Tcz(-}/ w2 )
0

3 21— w(r+ k2u)?

o TM(}/“ w(n-+ Ku)du
e / Epach
2 Vel )

. . 3
Cela donne, en multipliant par —,
ol l.('

(23) (‘—‘y?’ w4 k) du
o o \o [I/o Vi— w4+ k2u)?

Or les réductions ordinaires des différenticlles polynomes (')
raménent cette derniére intégrale i celle dont nous avons obtenu unc
valeur approchée aux no* VII et VIII, ¢’est-d-dire aux expressions (17)
et (20) du demi-axe polaire b. Elles conduisent, en cffet, & la formule
de réduction, que vérifient des différentiations immeédiates, '

. / w(i Kuyde 2 Vii— (1= ktu)?

(24 e ey
\,/1.‘. a(n -+ k2u)? Ih

s (= A due
3/:2./ Vi—u(i+ u )

(1) Poir, par excaple, mon Cowrs ' Analyse infinitésimale pour la Mecanique et la
Physique, L. 11, Fascicule complémentaire, p. 27% & 32%,
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" Entre les deux limites o, o2, celle-ci, olt la quantité sous le radical
est nulle & la limite supérieure en raison de (8), donne simplement

. “ w1k u) du 1 s (r+Aa)de 7
(23) ——————————— Pt 3——/—5 2 — / - = = -
Vi (4 k) “L_J, Vi— (v + ke )?

Remplacons ici les deux intégrales, d’apres (23) et (7), par les

4
. . ’ . X &}
expressions respectives équivalentes

)

< <

RN\3 2l o .
— ), =5 et il viendra exacte-

ment, entre les trots rayons «,, b, R, la relation simple

n : R\? [ R
ut — g —— e m .
(26) <"o> 2 [ <] “o)

Si 'on suppose 4* assez petif pour que U'on puisse négliger £% en
comparaison, la formule approchée (20) de & donne ‘

/[‘\ 3 ,
(27) (_ ) ==0,0233 ou R =0,9757¢, vy == 1,027 R,
o,

X. Lvaluons enfin, par (15) et (16), non plus seulement b, mais
I'ordonnée y du. premier quart de méridien, qui correspond i une
abscisse @ quelconque entre zéro et a =,z =«,(1 — k*), abscisse
dont nous appellerons ¢ le rapport i «,.

. . g, . . , . . - ’
La limite inférieure des intégrations en ¢ devient alors \/—~--—-~~,

o == ¢

40 . T Tt . : DS
ou \/ 4 peu prés. Bt 'on obtient, toutes réductions faites, au

1— ¢

lieu de (20), I'équation générale approchée de la courbe,

Ny o _ P r? e [~ @ o B
(28) .7—*"0[4\/'-—"‘—-?(2\/1—4*- + I-:T—I-— l(>gl+ ")],

se réduisant bien a (20) pour ¢ = o.

Comme c’est R qui est donné, etnon ¢, on éliminera «, de (28) et de
Pexpression (5) de 4 par les deux derniéres formules (27), en faisant,
dans (28), '

RY R

. v
(29) ¢:=0,9737 T = 1,027 R, k=r1,04070 \/S'j ou A'=0,1354 —

et R pourra méme, dans les termes en k2, remplacer a, b, «, «, cle.



