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LA THÉORIE DES SOLIDES ET LES QUANTA
PAR M. LÉON BRILLOUIN.

CHAPITRE PREMIER. ' .
( .ÉNSÏK\LÎTÉS.<•' ' .

a. E.xposc. — La théorie des solides a fait l 'objet de très nombreuses
recherches durant ces dernières années. La plupart des auteurs ont
in t rodui t des considérations de quanta. Une étude plus approfondie
nous prouvera que cette notion est loin de jouer un rôle aussi primor-
dial qu'on l'a supposé ; mais elle a mis sur la voie de modes de raison-
nements part icul ièrement appropriés à l'étude des solides. Je montrerai
que la plus grande partie des résultats obtenus peut se déduire, en,
toute générali té, de la mécanique et la thermodynamique classiques,
appliquées à ces types de raisonnements. Les quanta permettent alors
de préciser la forme des résultats généraux, et avec succès d'ailleurs,
car l'expérience vérifie les formules ainsi établies.

La nouvelle théorie des solides et liquides se base sur les idées géné-
rales suivantes : Dans un solide (ou un l iquide) , l 'élément fondamental
simple, sur lequel il est commode de raisonner, c'est l'onde élastique
en propagation à travers le milieu. Dans la théorie cinétique des gaz,
on choisit comme élément primordial la molécule, en mouvement de
t rans la t ion uniforme, et l'on raisonne sur les vitesses, libre parcours,
de ces molécules-Dans le solide, il est impossible déconsidérer une
molécule indépendamment des voisines, par suite de leurs réactions
mutuelles intenses, .II sera donc mal commodcy pour analyser l'agita-
tion thermique, de considérer les molécules isolément. Le mouvement
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élémentaire simple, suivant lequel l 'analyse est pratique, c'est l 'onde
élastique. Au point de vue des propriétés thermiques, un corps solide
est caractérisé pcir les deux vitesses clé propagation Ni et V^. des ondes
longitudinales et transversales. Ces ondes peuvent avoir toutes les. fré-
quences inférieures à une certaine fréquence limite, celle de l'onde
dont la demi-longueur d'onde est égale à la distance moyenne de deux
molécules (nous donnerons plus loin des précisions sur cette déf in i -
tion). Un liquide est caractérisé par une vitesse de propagation^/ des
ondes longitudinales.

Dans ces conditions, le problème se pose sous une forme tout à fa i t
analogue à celui du corps noir : une enceinte vide est parcourue par
des ondes électromagnétiques de vitesse V, l 'é tude d'une répart i t ion
isotherme des intensités entre les différentes fréquences est le pro-
blème class ique du corps noir; aucune fréquence l imi t e n'est à
introduire. Au lieu de suivre la voie tracée par tes auteurs précédents,
je me propose, dans cet exposé, d'étudier reoctemion, €iux ondes élas-
tiques du corps solide, des propriétés thermiques classiques du rayon-
nement du corps noir^ïï théorie des quanta n ' in terv iendra , comme dans
le cas du corps noir, qifà la fin de Pexposé, pour préciser la forme
de là fonction indéterminée de Wien. Enfin ^ in t rodu i ra i une not ion
nouvelle, celle du libre parcours moyen des ondes, qui permet d^étu-
dier les problèmes de déséquilibre, tels que la conduction de la chaleur
et la viscosité des corps. Ce dernier problème n^cst (Tailleurs pas résolu
encore de façon satisfaisante.

&. Formules d'élasticité. — J'utiliserai, en général ( ' ) , en élasticité,
les formules écrites au moyen des deux coefficients \ et [j,. Je résume

—^
ici les pruicipales notations. Le déplacement D(D.y, D^., D^) défini t la
déformation. La dilatation cubique 0 s'écrit

0) : 0=:divB"",

('^LAMÉ, Leçons sur la théorie mat/iématiqae de F élasticité, '.^ édition, GauLhier"
Villars, 1866. —LOVE) Treatlse an thé math. t/ieûry of elasticity. Cambridge Univ. Press.
•—BOUASSE, Traité de Phfsique^ vol. ï, p. ï'2o. Plusieurs autears prennent pour les glis-
sements la moitié des expressions ci-dessus, on se méfiera des confusions possibles. «»
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les glissements j,^ Y.^ -^ valent

( 2 ) _àï), àQr
^~-^-4--^

la densité est. p ; l ' invariant du deuxième degré, 1 :

•)59

^DrV . /^i)=\2'dD.1=:(3) 4" - y-y 4- -- y.- -h - y2 •
r) < '<- • " > * • ' 0 • *d^ ] \ ày ) \ àz 2 ^ 2 ' "

L'énergie potentielle d'une déformation est U :

(4) ' U=:^ rff(î.^+2^I)^<y^.

Les équations de propagation des ondes peuvent- s'écrire de la façon
suivante : séparons dans le déplacement D un terme D^ irrotationnel
et un ternie Da sans divergence

])"=: î  +1)^

Je peux écrire que D^dér ive d'un potentiel P :
^2p

(A4- 2 ^ ) A P — p - ^ - = o .(5) rot l ) i==(v D i = = g r a d P

L'équation en P est l'équation de propagation des ondes longitudinales
avec une vitesse V/ :

m ^y/^-
Pour D^ et son rotationnel R, je trouve les relations

_>.
div,R == o,

—>• —>•
rotI)2==B,

à'1^.
^"îdiv 5) 2 == o, fJ. ro tR :

Ces équations, analogues à celles de Maxwell en électromagnétisme,
indiquent une propagation 'des ondes transversales avec une vitesse

Pour les déformations élémentaires^ de très courtes longueurs d'onde,
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qui. formeront les ondes élastiques thermiques, il semble logique.
d'employer les coefficients A et ^ que l'on obtient en supposant les
molécules immobiles, à leur posi t ion de repos ;' ces coefficients seront
fonction seulement du volume spécifique du corps, ou de sa déforma-
tion d'ensemble, mais indépendants de la température T. Dans une
déformation élastique lente, telle que nous savons encrées, on observe
au contraire des coefficients moyens À, a obtenus en tenant compte
de l'agitation thermique, et par conséquent fonctions de T.

c. Fréquences propres d'un volume solide. Vibrations longitudinales.
— Le calcul des fréquences propres d'un volume a tenu une place toute
particulière dans les premières études ( ' ) sur la théorie thermique du
corps1 solide. Je rappellerai brièvement les résultats, sur un cas très
simple, analogue au calcul de Jeans (2). Considérons (3) un solide de
forme parallélépipédique

o < .2; < ̂ , o < y < 4, o < z < /..,

et choisissons des conditions, à la surface, qui impl iquen t l ' i so lement
thermique du corps. Il faut que les forces superficielles ne t ravai l lent
,pas; on y arrive, en particulier, en supposant les déplacements .nor-
maux nuis; les déplacements tangentiels quelconques; les forces tan-
gentielles nul les ; les forces normales quelconques.

Une vibration propre longitudinale se met sous la forme

Di=gradP ,

P étant le potentiel des déplacements

/ o \ î> f .\ ^ ̂  ' y le /î y TT p ^( b ) P == cp^ ( t) cos —— cos —/- cos ̂ - (m, n, p entiers ), \J\lh3 - - - - \^,\J Q ———-,-

/ 1 /ç Lt

(1) P. DEIÎYE, Âim. àer Physik, 4e série, t. XXX.IX, 10 ta , p. 798.
C 2 ) J.-H. JEANS, Phil. Ma^, t. X, 1905, p. 91. On pourra, pour le détail des calculs, so

reporter au très bon exposé\îe la Thèse de E. Bauer, n0 1471, Genilhier-Villars. Paris,
^1:91 •>.. ^ 1. 1 ^ , • 1 ! . ! • . ^ ! . ! ! .

(;i; GoLOiiAMMEn, Phys. ZeUschr^ t. XIV, nji3; p. i r 3 5 et i 188. — H, WEVL, Mat]i,
Ann.^ t. LXXÏ, i 9 ï r , ' p . i^ï'î. , ' " 1 . 1 1 ^ 1 l l '• i 1. , .. , ; ! , 1 . '
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On vérifie facilement que les condit ions clé surface sont remplies et,
l'équation de propagation ( 5 ) fournit

(9) . . ^/^^^pcosar^

avec

v. //-y^y.
î / V2 / V'3/-W^'^Hff-(10)

<I> étant un coefficient d'amplitude arbitraire.
Le mouvement étudié est celui des ondes stationnaires que produi-

rait, après réflexions sur les plans limites, une onde plane de para-
^ ; • * m ^ pmètres cl î recteurs — , — 5 ^.

*! ^â ^

Les énergies potentielle U et cinétique T de ce mouvement s'écrivent

-, , ,., ^ M r / T r w V . /TC/A 2 /TT^Y-n2 ;
(n) U=V776 —) "^("T") ^ ( ^ 9L//"10 L\ ^ / \ "2 / \ ^ / J
/ , ;p M Vfr.m.V /7i/î\2 /'7rj?\2 .,
( Ï 2 ) 1 = 76 [(-T,) "^(T") -^(f) „ o——s

le point désigne la dérivée en ï.
Le coefficient -^ se rédui t à ^ si l'un des nombresm, n ^ p est nul , ou à

7 sideux des nôTObresw,7z,p sont nuls» Toutmouvement irrotationnel,
satisfaisant aux conditions limites imposées, peut, par une triple
décomposition en série de Fourier suivant se, y et .s, s'analyser comme
une somme de termes de la forme indiquée ci-dessus; ce sont les
vibrations longitudinales propres du volume.

d. Vibrcitions transversales. -— Le déplacement D^ et le rotationnel fi
d'un tel mouvement se développeront de façon analogue au cas précé-
dent :

î ,. , ... TE: m .r TT n y . TT p z , . .I D,^==^sm -—— cos--7— cos—— Cm, n.,p entiers),
( 1 0 ) ' " t'î b h

[ _ 'nm.v . îr/zy . Ttps) R^^ /^ cos —7— sm —f- sm —ç-?
<< ^1 ^2 » ^•î

j-înn. Éc^ Norm., (3), XXX-VIL — DÉCEMBRE 1920. ' 4^



302 LÉON BRILLOUIN,

Appl iquan t à ce cas les équations (7\ on trouve

m fz , p m n p
(l4) <r—— + d, -.- 4- ̂ f- = 0, r- +/•,. "- + /•G- = 0,

^ " tg /3 M ^ ^S

1 . ̂ n
 J ^pr^ == a,, -j- —dy -j- ?

( l o ) . , ^ ^

Et la dernière équation fourni t la fréquence v des mouvements

/ T ^ n V â T T r V ^ / » \ 2

( l6) —^•VW^W^W-
Ces expressions correspondont à doux types de mouvements indépen-
dants, tous deux de fréquence ^; si je prends en effet les d comme
paramètres, la re la t ion (i4) montre que deux de ces trois paramètres
sont indépendants . Ce sont les deux polarisations possibles. Les éner-
gies cinétique T et potentielle U s'écrivent

( 1 7 ) ' ï=M(^+^.+^),.

„„ ^^^^^^^,n,

Ic i encore le coefficient — se réduit à - ou ^ si un ou deux desrn,n,p
sont nu l s .

e. Nombre des degrés de liberté de fréquence donnée. — A chaque
groupe de valeurs entières m, n, p correspondent un degréde liberté de
vibration transversale et deux de vibrations longitudinales. Cherchons
les vibrations long i tud ina les dont la fréquence est comprise entre v
et v + dv. D'après (10), la condit ion s'écrit

(.9) 4-^V-7^2.-^)^(t)21^(.+^)2.A n/ \ W \ ^y J

Considérons un espace à trois dimensions ^ == -y? Y] == y-, Ç -== /-- La
^l ^2 ^
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densité des points ( r n . n ^ p en t iers ) dans cet espace est ^ l ^ l ^ . Les iné-
galités ci-dessus nous définissent, dans l'espace ^î, la por t ion de
calotte sphérique comprise, dans le premier octant, entre les rayons

o ^ 2 V -, ^ 2 ̂  2 Th
(20) • p=:^., p+^p:=^4"2^==-^-4- -y-"

Je note U la vitesse de groupe

1 ̂ .^^ L{ ^ 1 f^( 1 2 1 I ) U """ ch ~~ V V V ^ /

dans le cas qui nous occupe, on a d'ailleurs U = Y puisque Y est indé-
pendant de v. Mais les calculs de fréquences propres, rappelés ci-
dessus, s 'appliqueraient aussi aisément à des problèmes plus com-
plexes, pour lesquels V dépendrait de v, et U différerait de Y.

Le volume de la portion de calotte sphérique s'écrit donc

, i , /, ^r^d^
(.22) , ^:=^p-4=—[jvT •

Si v est assez grand, on peut admettre, approximativement, que1 le
nombre des points (m, n, p entiers) compris dans ce volume est
donné par

' • I , î ^.T^^ch
( ̂  d^ .= ̂ -^ ch = ̂ -^ —^r •

Rapportons-nous à l 'unité de volume du solide, en posant ^ l ^ l y == i,
et nous trouvons, pour le nombre des degrés de liberté de fréquence v
(à dv prés),
( 94 ) , </OI^ .-= -—-; dv, cl^^ == YT—T d^,
" U / Y / ^ cr ' tr

l'indice / se rapporte aux vibrations longitudinales et l'indice tr aux
vibrations transversales. Le calcul est en tout point semblable, pour
ces dernières, mais à chaque groupe 722, n, p correspondent deux
vibrations possibles, avec deux polarisations différentes, ainsi que
nous l'avons remarqué plus haut.
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CHAPITRE II.
PlUISCIPE DE MOINDRE ACTION ET THERMODYNAMIQUE.

FORMULE DE BOLTZMANN. — INVARIANT ADIABATIQUE.

Je rappellerai dans ce Chapitre quelques propriétés thermodyna-
miques très générales des systèmes périodiques.

Ces raisonnements sont très anciens, puisqu'ils remontent à Gla'u-
sius et Szily (^) (1871-1872) et aux premières discussions théoriques
sur le principe de Carnot. On connaît mal, en général, ces théories,
le développement des interprétations statistiques de Fentropie les
ayant fait un peu oublier. Je montrerai qu'on peut y retrouver les
éléments de démonstrations importantes, telles que la loi de Wien, et
l'invariance adiabatique de l'action (de Maupertuis).

a. Principe de moindre action de Ilamilîon. — Je suivrai l'exposé de
Boitzmann (2) sur ce sujet. Considérons un système composé, par
exemple, de n points matériels, chaque point étant défini par ses trois
coordonnées oo^y^ ^, .... Je suppose le mouvement assujetti à un
certain nombre v de liaisons, qui s 'expriment par les relations sui-
vantes :

( ^(•^lî^l^lî • • • - ^n^yu^n)^ k^

„ . Ê2('A,yi^n . . ., ••^y/n^)= /i'2.

^v (^li 'y\f •^i? • • • ? ^n^y'ni ^n) ':::=:' ^'v'

Dans le mouvement considéré, les ^, Ea, ..., ^ gardent des valeurs
constantes déterminées /c^, k^ ..., ^v.

( 1 ) CLAUSIUS, Ânn. der P/tysiîi, t, CXLÏI-CXLIV, 1 8 7 1 ; t. CXLVÏ, 1872 (analysé 7. de
P//7,y., fc. ,4 p. 7'2); t. CL, 1873 (analysé /. clé P/ij^., fc. Il, 1873, p. 108.). — SZÏLY,
ïbid.., t. CXLV, 1^72 (analysé ./. de Phys.^ t. î, p. 339).

( ï i i ) Je renvoie à BOLTZMANN. — Prinzipe der Mecficinik, vol. II, J.-A. BARTIÏ, Leipzig, 1897- "
Les passages principaux sont : Sur le principe de moindre action^ p. -24, i 1 ^ 5 189 et i5ï,
et Sur les systèmes cycliques- et analogies thermodynamicjues^ p. 162 à ai 2. — BOLTZMANN
note p les coordonnées et c/ les moments. J'ai cru devoir reprendre les notations inverses,
qui sont les pins courantes actuellement.

/Wr aussi P. EHREINFEST/ Ànn. der Physik^ t. Lï, 1 9 1 6 , p. 346.
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Je rapporte le mouvement à s coordonnées généralisées q :

(2)

/ ^i («-^njiî^n • • ^ ^/îîj'/z»-^) ^"-^n

| ̂ ('^Ji^r-- - ̂ .y//^,)^^
/' • • • • • • • • • • • • • • • • - • • • • • • - • • • • • - ?

1 ^(^.yi-5!? - • - ̂ JMÎ^) ̂  ç/^
f • • • • • — • • • • • • • — • " • • — • • • -

\ Çs V-^'l f y\ i ^1,5 • • • < •z>/;? J1 /iï -•/z j — ^s*

Je suppose que les v valeurs des E et les s valeurs des q définissent
entièrement une configuration du système, c'est-à-dire que les œ^ y,,
z^ ..., x^ y^ z^ peuvent s'exprimer,, .par inversion des relations ci-
dessus, en fonction des q et des /»', ' •

Considérons donc un mouvement assujetti aux l iaisons ci-dessus,
et défini-par les coordonnées q. Soient Q/, la force correspondant à une
coordonnée q^ et T l'expression de la force vive du système. J'appelle p / ,
le moment relatif à la coordonnée y/, :

. 1! ! ! àT , •
.̂,. plt=^:

Je veux étudier deux types de mouvements entre les instants f.^
e t ^ .

Le premier est le mouvement naturel du système, sous l'influence
des forces Q. Les valeurs initiales des coordonnées étant

/7° /7° (?2 (7°V l î V a ? * • • ? H h i • • • i y.f

et les valeurs finales
q[,q^ .-.., ci,. . ., yj;

le second mouvement, que j'appellerai mowçment varié, est un
mouvement arbitraire, où je suppose que les coordonnées q et les
m o m e n t s p aient des valeurs un peu différentes de celles qu'elles
prennent dans le' mouvement normal. Soient à chaque instant ây^ oq/,,
opales écarts des valeurs entre le mouvement naturel et le mouvement
varié. , ! . . ! , „ . • "

.La variation oT de la'force vive s'écrit • . .

0 • •»'T=2Si•"•+2;S^=2;^'•+2^^•
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Formons la variation de l'intégrale d'action de Hamil ton :

(4) ôA == fYoT 4-S QA\ dt = f^y f/^o^-i- (àT +- Q^ 0/7, |,^ \ ^ y J^ ^ | _ \c)qn j J

une intégration par parties nous donne

. puoq^ dt •==. [>/, §qhÏ\ — j —^ o^/,^,
•^/o 1 < ) ^o

' portons cette valeur dans l'expression de oA

(5) ÔA-=^\^(- ̂ 4- ̂ +Q.)ô^+^;Lp.ô^^.

Mais, en vertu des équations de Lagrange
/ , . dp/, àT /.^ -^.+^+Q/•-0'
chacun des termes de l'intégrale est nui à chaque ins tant , pu i sque
le mouvement initial est le mouvement naturel. La variation de l'inté-
grale d'action se réduit donc à
(5^) ^A==^[/^o^];;.

A

Si les états ini t ial et final sont les mêmes pour le mouvement varié
que pour le mouvement naturel, la variation âA s 'annule. Le mouve-
ment naturel correspond donc à une valeur stationnaire de l'intégrale
d'action A.

Si les forces Q dérivent d'une énergie potentielle V,

Q.=—^>

l 'intégrale d'action, au sens de llamilton, prend la forme

(7) '. A^rsi^, • ! ' • 1 ! '-v i /
avec1 , ! ' ! . / 1 1 . ! ! ! , 11

^bis} , . '.: . H==T-V=:âT-E,
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t totaleE étant l 'énergie totale
E=--=T+V.

Notre relation s'écrit donc

ÔÀ^POH^^VE^Ô^];;.j j—j <»
A

5. Action €iii sens de Maupertuis. — Si. on limite les variations, en
supposant que le mouvement varié et le mouvement normal corres-
pondent à la même énergie totale E, on voit aussitôt que-la variation
d'action, entre les deux mouvements s'écrit

^ -/i
: ô 1 H dt =: ^o T <

^f. -"/„
ôA=:ô| lldC^^o Tc/l.

' r» - /o

C'est cette dernière intégrale

•/•2 rîdt

qui avait été, au début, appelée action, et à propos de laquelle avait
été énoncé le principe de moindre action. La force vive étant une
forme quadratique homogène, on a^,

v\p/,qn= î îT,

d^où l'on tire
»<i ^f/•»'i ^'i

2 1 - ; T^= / ^Pidqi.
« / / . ^ t.

Tant qu'il s^agit uniquement du principe de moindre action, il
importe peu d'utiliser cette définit ion restreinte, pourvu qu'on
n'oublie pas de considérer des mouvements variés pour lesquels
l'énergie totale E reste invariable.

Mais s'il s'agit d'évaluer l'action elle-même, comme on le fait dans
les nouvelles théories des quanta, l'équivalence ne se maintient
plus et. c'est, en fai t^ la définit ion de Maupertuis qui convient.

Je/prends, par exemple, le cas d'un oscillateur linéaire, soit un
point matériel de masse m, se mouvant sur une droites et rappelé
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vers un point 0 par une force propor t ionnel le à la distance. Si T est la-
période des osci l la t ions, l'action sur une période est nulle, car on a

( T dt.= i V dl == -i f E cïL
J () J {} , -' JQ

Mais l 'action, au sens de Mauper tu i s , n'est pas nul le :

2 f T dt == ( E dt,
Jo »./o

lîcrire que l'action est un m u l t i p l e en t i e r m d 'un quan tum À aura
un , sens dans le deuxième cas (action de Maupert.uis) et donnera

• • , . , E=7^/^

qui est la relation classique de Planak.

6\ Généralisations. — On peut généraliser les variations du second
mouvement 'eL ceci. de plusieurs façons. Nous avons supposé jusqu'ici,
que le rnoLiveî'nent varié obéissait aux mêmes liaisons que le mouve-
ment initial. On peut aussi é tudier le cas d 'une petite variation des
liaisons. Il faudra alors traiter les ^ 1 5 Sa, ..., S,; comme des coor-
données généralisées ordinaires. On supposera que, dans le mouve-
ment i n i t i a l , on a appl iqué à ces coordonnées des forces ÏÏ^Ë^, ...,2v
telles, à chaque instant ,-que les coordonnées Ç 1 restent constantes
durant tout le mouvement, avec les valeurs k imposées.

Les forces appliquées sur les ^ se composeront des forces dérivées
de l'énergie potentielle V et des S. Les équations de Lagrange s'écrivent
donc

d /àT\ àT àV ^w ^4^)+^"^+^0 (—^••^)- ^ •
Moyennant l'existence de ces forces S, qui sont, au sens physique,'

nécessaires pour assurer les liaisons supposées, les coordonnées Ç
peuvent jouer un rôle absolument analogue aux autres coordonnées y
et nous pouvons leur imposer des variations arbitraires â^ dans le
mouvement varié. Les termes aux limites disparaissent, po-ur ces.
coordonnées, puisque dans le mouvement normal les vitesses (et
moments) relatifs à ces coordonnées ^ sont nult$s,
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Notre équa t ion s'écrit alors

(9) ' oA = o f l H,// -4-- f ' Y, ̂ o^di r.:V E/^///^,^ ^ ,̂  ^ ^,

les l i m i t e s de temps étant les mêmes, on a d 'ail leurs ici

à ( II dt = f ' ôH dt.
"' ^o J/.

J'appelle toujours H la quan t i t é (7 bis)
R==T— Y == 2 T — E ,

mais A n'a plus la valeur donnée par (7).
Je peux encore généraliser le molwemenî rarié et supposer qu'il

s'effectue non plus entre les instants ^, ̂ , mais entre deux instarUs
un peu diffèreni^

t ^ - r - O t Q et £.i+Ô£^
J 'ai alors

(io) 0 ^ = 0 1 i îî^-+-f'y^^^t
J ' . ^/o ^

^/l ,,-,/i-hô/i

=:/ <îH.^-hHiô/^-Hoo^+ / S^0^'
" ^ *- ^o+'O/o ^

Dans ce calcul, j'applique les règles de variation des l imites des
intégrales et je néglige^ comme étant du second ordre, tous les doubles
produits en

ôHo^o, oHiô/i, oc°ô/o, ô^o/i.

J 'obt iens donc, en tenant compte des relations (9),

(n) o'A=^[/^o^]^+H,o^-~Hoô^o.
h

Dans le premier terme, il convient d'introduire aussi les l imites
/y + St^ et ^ 4- S t ^ . Ceci se fait aisément.

. On a 1 ,, ! \1 , ! • ^!

[(ÎÇAl/.H-S^^ [o-7/<]/,-h ^5/o-

D'autre part, T étant une forme quadratique homogène,

, , z^^-2^
A

^'/i'7?. /rc*. Norm., (3), XXX Vî î . — DÉCEMBRE 1920. 47
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d'oa
( I 2 ) S^^^tô^S^^^1^'2^

h h

Portons ceci dans notre relation (11) et nous trouvons

( i3) oA.^-E,of,+^of,^^[p,oq/^^^^
h

C'est la formule générale que nous donne le calcul de variation de
l'action, en passant d 'une trajectoire normale à une trajectoire voi
sine. Nous avons supposé des variations de rintervalle de temps et
des liaisons.

Ce résultat peut se mettre sous une forme un peu différente. La
variation d'action s'écrit, en effet,

( îo ) - Ô A ^ r î f ' H ^ + f 1 'î^^dt,
^/,, ^o+S^

je suppose toujours que les liaisons et le potentiel V ne cont iennent
pas le temps explicitement; le mouvement normal se fait à énergie
totale E constante, d'après l 'intégrale des forces vives, et j 'écris

" ( 1 4 ) 8 f 1 ' ï î d t ^ ô f\^t-'E)clt=ô f \Tdt-ô Ç 'lîdt
•A) *A) ^o ^f»

= 2 0 Ç ' T ^ — f ' ^ E ^ - E i O / i + E o r î / o -
" / O ^0

Ceci ne fa i t intervenir que les formules classiques sur les accrois-
sements des intégrales, quand argument et limites varient. Portons
les relations (i4) dans notre formule générale (i3) écrite plus haut,
et nous aboutissons à la condition suivante :

( r5 ) ^ftirïdt^ft'mdt^^'l^
^o J^ ^o-(-5/, —— T.

Cette formule est à peu près celle de Boitzmanû (1). rai simplement

( 1 ) BOLTXMANNy loc, Cit., p. 339 (éq. '223).
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in t rodui t explici tement la variation des liaisons •— que Boi tzmann
négligeait "-- et ceci noussimplifiera beaucoup lasa i te de l'exposé.

d. Cas de réduction. — Les cas intéressants sont ceux où, par suite
de circonstances particulières, le dernier terme de la formule dispa-
rait. Boitzmann note les divers cas suivants :

i° Cas A. •— L'état in i t ia l et l'état final sont les mêmes dans îe
mouvement normal et dans le mouvement varié. C'est le cas le plus
ordinairement considéré pour l'application du principe de moindre
act ion.

2° Cas B. — Le mouvement initial est un mouvement périodique
de période T, le mouvement varié est aussi un mouvement périodique
de période T 4- ST. Les coordonnées q reviennent à leurs valeurs ini-
tiales, les moments p et les écarts Sy aussi, pourvu qu'on prenne le
mouvement ini t ia l pour une durée d'un nombre entier de périodes

/ i — ^ = = N - (N, ent ier ) ,„

et le mouvement varié sur un intervalle de temps
^+ o / i— ^o^N^-t- or), 0/1=:—Nor.

Les termes limites disparaissent complètement.

3° Cas C. — Cas orthogonal. On suppose qu'aux deux l im i t e s^ = = / j
et t === t^ on ait

2/^o^=o.
—> _ ^

C'est dire que, dans un espace à n dimensions, les deux vecteurs/^ el oy
soient rectangulaires (en ^ et en ^).

Par exemple, pour chaque molécule, si q^ q^ q^ sont les coor-

données rectangulaires oc, y , z, on prendra un déplacement i n i t i a l Si)
'-->

perpendiculaire à la valeur initiale de la vitesse v et de même à l ' ins-
tant final ^.

4° Cas I). — Enfin, un autre cas est signalé plus loin par Boitz-
' mann, le cas d'un mouvement cyclique, c'est-à-dire d'un mouvement

dans lequel chaque molécule en mouvement est, dès qu'elle quitte
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une pos i t ion , remplacée aussitôt par une autre molécule ayant même
vitesse. Ce sera, par exemple., le cas d'un l iqu ide en mouvement ,
pour lequel la vitesse en chaque p o i n t géométrique est une donnée
indépendante du temps. Si les écarts Sq sont aussi d o n n é s en chaque
po in t , avec même valeur à l ' i n s t an t i n i t i a i et à l ' i n s t an t final, les
termes aux l i m i t e s se compensent .

5° CasE. — Nous exposerons plus lo in le cas quasi pér iodique .

Dans tous ces casy notre relation (i5) s'écrit

r^ ^fi /•l/l+s/l«-»
( ' 6 ) 2a T di === ^ oE dt — \ V E, Â£,r// ;

" /o ,̂ A>+û/o ~

et la var ia t ion de l ' intégrale en H est, d'après (10) et (i3),
^ ! i ,»/i"+-5/i

07) ô \ 11^==-. / yS,o^^-E,o/i+,.Eoô/,.'
J^ • ' ^-r^ M

e. Analogies thermodynamiques. — Boltxmann, commentant les
résul tats de Hertz et Helmhoi tz , s 'at tache à démon t r e r les analogies
que présen ten t les propriétés des corps cycliques avec les lois thermo-
dynamiques . . Les ra isonnements sont assez durs à suivre et peuvent
se résumer de la façon suivante :

Nous considérerons le m o u v e m e n t non varié du corps comme
const i tuant un cer ta in état thermodynamique , ré ta t n0 1. Les coor-
données^ sont les coordonnées microscopiques du corps, coordonnées
inaccessibles à nos moyens d 'observation. Les paramétres ^ (ou liai-
sons) sont les grandeurs macroscopiques que nous sommes capables
d'observer et mesurer. L'énergie totale E nous est aussi connue. Tant
que ces grandeurs restent constantes, c'est-à-dire se comportent
comme des l ia isons, le système, en évolu t ion l ibre, nous apparaît
comme un corps au repos, à température constante .

L'état n° 2 est constitué par le mouvement varié, qui correspond à
des valeurs u n peu dif férentes des paramètres macroscopiques et de
l'énergie totale. ' ^ , ^ ' . ' - ! .

Quels sont la quantité de chaleur à fou rn i r et le travail recueil l i ,
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lorsqu'on fait passer le corps de l'état [1] à l 'é tat [2j ? Tel est le pro-
blème à résoudre.

A un ins tant dé te rminé ^ j e peux, en appl iquant des forces conve-
nables sur chaque molécule du système, faire passer brusquement le
corps de l 'état de mouvement i à l 'état ' î . A. cet: ins tant , l'écart.
entre- ies énergies totales des deux systèmes- est âE. Le travail
(grandeur macroscopique) que l'on recueillerait de cette transforma-
tion. serait

(18) ^^""^.i^'0^''
v

L'énergie que devra ien t ' fourn i r les forces spécialement appliquées
sur les molécules serait donc

( 1 8 bis) ôQ=:o.E-r- ô^.

Je note comme quantité clé chaleur cette énergie âQ, qui serait
fourn ie par des forces appliquées à toutes les coordonnées microsco-
piques du sy s te nie.

Une telle t ransformat ion brusque, à un instant t déterminé, est
i r réal isable prat iquement. Je vais supposer que la modif icat ion se fait
progressivement et dure de t === ^ à t == t ^ .

Ceci, se précisera de la manière suivante :
Je suppose que pendan tun in te rva l lede temps^, la transformation se .

fait , d'une fraction c l - C^est-à-dire que les coordonnées macrosco"t\ — to
piques ^ varient de
1 1 ,. df

OL t——T 'C^ — LQ

de telle sorte que le t ravai l recueill i pendan t ce temps dt soi t

09) !! • ' d?^?7^L^

De même les forces microscopiques (forces de chaleur) agissant
sur les molécules seront telles que la chaleur fourn ie soit

^ç^bis) dSQ == oQ j~~~r •
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Les quant i t és oE, o^, âQ sont des fonctions du temps l (elles ne sont
pas constantes pendan t l ' intervalle ̂ 0 ? 1! en es^ d6 même des quan-
tités relatives à la transformation progressive ci-dessus. Au temps /o,
ou" commence cette transformation, le corps était dans l 'état n°/l, et
au temps ^ - 4 - â ^ , " I e 'corps a at te int l ' é ta t , de mouvement n0 2. Je
supprime alors toutes les forces auxil iaires, et laisse les paramètres ?,
au repos. Le travail recueilli pendant cette transformation est

/. ^+s/.
(20) dQQ=^——-—— 1 rfë^.

J f - ï — O J / ,

La chaleur f o u r n i e est

^ pi^i.
(20 bis) AQ -= / clQQ =: ——— / [ôK 4- o^] r//.

J ^i — ^o J/^

On voit aussitôt que les intégrales mises en évidence soni y à des infini-
ment petits préy, celles même que le principe f/e moindre cwiion nous a
permis dévaluer. Et il vient, d'après (i5),

/ji+s/i
(21 ) (^^)AQ==/

'<••'/

—• /'t'i
oE 4- V S/ô^- cit r= a o | T ̂  •—S L'/̂ .̂ .

v J • " / 1 1 //

.,,+ô/,
/,i-4- O/o

Telle est la fo rmule générale de Bo l lxmann pour le calcul de la
chaleur fourn ie AQ pendant une t ransformat ion progressive ( ' ) .

J'ai beaucoup abrégé les ra isonnements assez touffus de l 'auteur.
Les cas intéressants, pour l 'application de la formule, sont les divers

cas de réduction A, B, G, D, E, cités plus haut. Boitzmann les d i scu te
en détail, sur tout le cas pér iodique et le cas cyclique. Ce dernier cas
montre des analogies frappantes avec les propriétés d ' un corps ther-
modynamique, l'énergie c iné t ique T jouan t le rôle de la température . Je
n'insisterai pas sur ces discussions. Au poin t de vue des p robab i l i t é s ,
le cas cyclique est un cas de dégénérescence; t ou t e s les c o n f i g u r a t i o n s
microscopiques internes du corps é tan t indiscernables ent re c î les^ les
calculs de probabilité sont inapplicables, cet état du corps représen"

(i) BOLTZMANN, loc. c/'L/p. i8i (fonnulo %/i7)"
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tant la certitude. On doit donc retrouver par des considérations de
mécanique pure les lois macroscopiques du corps.

f. Cas périodiques. Loi de Wien. — Je reprendrai de près l'étude
d'un système périodique. Je suppose que la durée ^ — " ^ o soit égale
à N périodes T du mouvement initial , et la variation de durée â^ égale
à Nâ", ST étant la variation de la période T.

Pour passer de l'état 1 à l'état 2, la chaleur'Tournie sera

A Q = ^ A [ N T T ] .

L'énergie cinétique moyenne étant définie par la relation •

T=-:/,..,.
Ceci s'écrit donc

( 2 3 ) : 1 1 AQ==:^A(TT) .

Cette relation très curieuse obtenue par Boitzmann contient, ainsi
que l'a montré Fôrsterling (1), la démonstration de la loi de Wien
sous une forme d 'une extraordinaire généralité.

In t rodu i sons la température absolue ©, par sa défini t ion thermo-
dynamique, c'est-à-dire comme facteur intégrant de AQ; ©.devra
évidemment être de la forme
W 0=:^/(rT),

f étant une fonction arbitraire quelconque. Si 9 est la' fonction
inverse de/, nous en tirons

{^bis) T==^9(TÔ)==yF^y

L'énergie cinétique moyenne d'un mouvement périodique de

( 1 ) K. FÔRSTERLING, Ueber die thermodynamischen Gesetze penodischer £ewegungen
a'elc/ie de?n Prinzip der kleinsten Wirkwî^ •foîgen (Ànn. der Phj'sik, Bd 47, IQIÔ,
p. 1 1 2 7 . 1 . • : . ' • , ^ 1 • 1 . , , ' 1 1 \ 1 . - • !
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période T fréquence v = ^ ^st, à température © donné, égale à v fois

une fonc t ion arbi traire du rapport. ^ Pouvons-nous conclure que la
fonction arbi t ra ire F est une fonction universel le? Ce serait, un peu
rapide. Tout ce que nous pouvons affirmer, c'est que, pour toute u n e
classe de mouvements 'de même catégorie, capables de se t ransformer
les uns dans les autres par une lente variation des paramètres, les
mêmes fonc t ions /, ç ou F régiront les propriétés the rmodynamiques
de. tous les systèmes.

Supposons en particulier que ces systèmes vibrants soient les degrés
de liberté d'un volume d'éther électromagnétique. Le nombre dy^ des
degrés de liberté dont la fréquence est comprise ent re v et v -4-c/v est,
pour un volume de i1'"13, égal à [cf. Chap. I, formule (24)]

— 8^2 ,
^=-jjyi^,

V, étant la vitesse de propagation des ondes et U la vitesse de groupe.
La densité d'énergie cinét ique de ces ondes s'écrira donc, à tempé-
rature ©,

W) F^^^-^F^)^-

La densité d'énergie totale p serait double de celle-ci puisque, pour
les ondes, électromagnétiques, l 'énergie potentiel le est en moyenne
égale à l'énergie cinétique.

Cette formule représente F expression de la loi de Wienpour le
rayonnement.

Pour un corps liquide, capable de propager seulement des ondes
longitudinales, on trouverait une formule analogue.

Pour un solide, il semble qu'il y ait lieu de prévoir deux fonctions F
différentes, relatives, l 'une aux ondes longi tudinales , l'autre aux
ondes transversales; une étude plus dé ta i l l ée des condition s d'échange
d'énergie entre ces deux types d'onde (voir Chapitre suivant) montre
que l'on doit écrire

y ̂  / V \

C.4^) p^-n^^e)^



LA ÏH.E01U.E DES SOLIDES ET LES QUANTA,, 1 3 7 7

pour les ondes longi tudinales et '

^^^[^^(e)^

pour les ondes transversales.
La fonction F est la même dans les deux formules.
Cette démonstration très intéressante rapproche donc la lo ideWien-

du principe de moindre act ion, et montre la portée extrêmement
générale de cette loi ( ' ) .

g\ Pressions de radiation.1— La formule ('22) mériLe un examen plus
approfondi. Elle se développe ainsi :

( 2 2 ) • A Q ^ a f A T + ï ^ ) -
\ T 7 - , - .

i° Pour augmenter l'énergie d'un système périodique, sans changer
sa période, il Jaut fourn i r une énergie double de, l'accroissement
d'énergie cinétique. Ceci est un, fai t classique pour les^ibrateurs à
fréquence constante.

2° Pour modifier la période d'un système, sans changer sa force
vive, il faut fournir une énergie ( q u a n t i t é de chaleur)

AQ== a T A l o g T . '

Cette chaleur peut servir, dans des systèmes pér iodiques quel-
conques, à une augmentat ion de l'énergie potentielle moyenne, en
même temps qu'elle compense le travail recueilli sur les paramètres
macroscopiques* Dans le cas particulier d 'un système vibrant où l'on
ai t

T^V^—E,
2

(1) La suite du travail de Forsterling est moins intéressante. Elle donne une démons-
tration de la loi de Stefan, dont l 'auteur affirme qu'elle est valable pour les ondes élas-
tiques. C'est inex'act) la démonstration exigeant que la vitesse V des ondes soit indépen-
dante de la fréquence. Or à la fréquence limite v/^ de Debye ceci n'est plus vrai. Le calcul
de Forsterling pour les pressions de radiation, dans un cas très particulier, est exact.
Mais les applications qu'il en tire sont incomplètes (voir plus loin les calculs exacts),

yfnn. Éc. .A'o/w., ( 3 ), X X . X V I Ï . — D É C E M B R E 1920. 4^
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la chaleur AQ est en t i è remen t récupérée en t rava i l , et, peut s'écrire

( 22 bis) . AQ = A^ = E A logr.

Cette formule donne immédiatement la valeur des forces telles que
les pressions de radiation. C^est la formule la plus pratique pour ce
genre de calculs. Nous aurons à la comparer plus lo in avec les for-
mules de Rayleigh (Chap. VIII); ces dernières obligent à reprendre
entièrement le calcul sur chaque cas part iculier , tandis que la for-
mule (22 bis) fournit aussitôt la solution.

Pour des systèmes périodiques à période ^ inf in iment grande, le
second terme du développement (22) peut se négliger, la période
n'entrant plus dans la formule, on doit admettre que, dans ce cas
limite, elle disparaît aussi des fonctions (aS)/*, y et F qui se réduisent
alors à la relation

'T==^©

conformément à la thermodynamique statistique. Ce résultat n'est
que le cas l imite pour très grandes périodes.

v • . , •

h. Transformations adiabatiques de sysièrnes périoclicjues. — Pour un
phénomène périodique, tel que celui que nous venons de considérer,
on trouve facilement les lois d'une transformation adiabatique. Rap-
pelons que, dans une telle transformation, la quantité de chaleur
fournie AQ est nulle, et l'entropie reste constante. C'est donc, au
point de vue où nous nous sommes placés, une variation lente des
paramètres macroscopiques (liaisons) du mouvement, et l'énergie
(travail) recueillie sur ces paramètres macroscopiques est empruntée
à l'énergie calorifique du système.

L/entropie restant constante, on a

, , , , T©1 ==const. , • . , , , •

La chaleur fournie AQ étant nulle,

, , ! ' , ' •• / ,AQ==o1,. 1 (î(-rT)==<v ^ TT •= const. . -
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l/énergie cinétique m o y e n n e T, la fréquence v == -^ et la tempéra-
ture © varient donc proportionnellement.

Supposons que le système soit un vibrateur normal, c'est-à-dire
assimilable à un point .matériel se mouvant sur une droite et attiré
par un centre fixe proport ionnellement à la distance ( î ) . On pourra
modifier la période en changeant lentement le coefficient de la force
de rappel, ou la masse du point matériel. L'énergie totale du système
vibrant est toujours égale au double de l'énergie cinétique moyenne.
Cette énergie totale E, dans une modification adiabatique, variera donc
proportionnellement à T, c^est-à-dire à v, ou à la température ©.
L'énergie perdue — AE pendant la transformation adiabatique se
retrouvera comme travail fourni sur le paramètre lentement variable

.,-, . ,.AQ ,,A^—AE r^A'S ==—h--==- - -È- -~ .

PLa constance du r appor t -dans une transformation adiabatique a
une particulière importance au point de vue de la théorie des quanta.
Le nombre de quanta d'énergie ÀV que cont ient un résonateur reste
invariant dans une t ransformation adiabatique. L'entropie durésonna-
teur sera donc fonct ion seulement du nombre des quan ta qu'il
'possède. , ! • M

Ces remarques sont d 'une extrême importance. Nous allons en
donner une généralisation pour les systèmes quasi périodiquesy et
la théorie des quanta d'action.

z'. Systèmes quasi périodiques. — Une classe de mouvements très
impor tante est celle q u i comporte une périodicité T < par rapport à un
certain nombre de variables et T^ ^3? • • • ? ^n P^ apport à d'autres
variables. Si les différentes périodesT ne sont pas commensurables
entre .elles^ le mouvement total n'est pas périodique, mais on peut
trouver une inf ini té de périodes approchées, c'est-à-dire d ' in terval les

( 1 ) Un- degré de liberté d'un corps solide parallélépipédique jouit de ce genre de pro-
priétés. On peut modifier la période en changeant lentement les longueurs A, h, 1$ des
arêtes du parallélépipède, c'est-à-dire en diîalant lentement l'ensembio du volumo.
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de temps ^a tels que l'on ait
T,;=- Wi TI -!- 3 3 3

. . . » « e e . . . e » o ?

Les 77z é tant des nombres entiers quelconques, et les £ ces quant i tés
nférieures, en valeur absolue y à une quant i té Y] donnée à Pavanée,

aussi peti te que F ou voudra. Au bout d'une période approchée T^, le
•système revient donc à un état aussi peu différent que l'on voudra de
Pétât in i t ia l .

Si Pon prend T^ comme durée d ' in tégra t ion, les termes aux limites
pourront être rendus aussi peti ts que Pou voudra, et négligeables. La
durée d'intégration étant , a très peu près, un nombre entier de
périodes, les résul tats du paragraphe précédent s 'appliqueront à chaque
période séparément. La chaleur fournie dans une transformation infi-
n imen t lente sT écrira donc

(,.,) _ • AQ^3^^
1

On sera donc justifié, par ces raisons théoriques, à ra i sonner
séparément sur chacun des groupes de variables pér iodiques , sans
s ' inquiéter des autres périodes du système. Ceci paraissait ce r t a in au
p o i n t de vue physique, mais mér i t a i t d é m o n s t r a t i o n .

Le's systèmes à m u l t i p l e s périodes sont en effet très fréquents . Le
parallélépipède et ses d i t i e r e n t e s v ib ra t ions propres é lectromagné-
tiques en est un exemple. Le corps sol ide pa ra l l é l ép ipéd iquê nous a
fo u r n i un autre m o d. è le. Les r a i s o n n e m e n t s d e S o m m e r f e 1 d e t E p s tem,
sur les trajectoires d'électrons autour d'un atome, por ten t aussi sur
des cas quasi périodiques. Tous les cas où les variables se séparent
dans les expressions de la force vive ï et de P énergie potentielle V
sont de ce type ( f ) -

Dans !a t ransformat ion adiabat ique d 'un système de ce genre, par
variation lente des paramètres macroscopiques, Pintégrale faction de

( 1 ) Foir APPKLL, Mécanique rationnelle^- L. II, p. 4 1 3 (Liléurciiio do .Lionville);
J. HADAMÀIU), BulleUti clés Sciences mat/iémaiiqucs, t. XXXV, 1 9 1 1 , el les généralisations
importantes de STOECKISL, Comptes rendus Àccid. Sc.^ 1898, et octobre 1895.
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Maupertuis} prise sur une période'approchée T,,

ï f ^ T d f
^0

est un invar iant , cela résul te immédiatement de la formule géné-
rale (21). Cette intégrale est une somme de n intégrales relatives à
chacune des périodes et prises chacune sur un nombre presque entier
de périodes, on est donc fondé à étudier séparément chaque intégrale
prise sur une période. L'intégrale d'action

- A- f^T-V)^
fj

n'est pas, en général, un invar iant . Elle ne l'est que dans les cas par t i -
culiers où les intégrales portant sur T et sur V sont proportionnelles :

f \ dl == - f "V^ —. ——— A,J h J i — K .

K étant une constante. Ceci a l ien par exemple pour les oscillateurs
avec forces de rappel proportionnelles à la distance à un poin t fixe, et
aussi pour le mouvement képlérien de gravi ta t ion. Quant à la variation
de l'action A, elle est, dans le cas général, donnée par la formule (17).

Lors de la transformation adiabatique, le système perd de l 'énergie
et fou rn i t un travail extérieur, mais l'intégrale (Faction de Maupertuis
garde Ici même valeur. Si cette intégrale valait, avant la transformation,
un nombre entier de quanta d'action À, comme on le suppose dans
les théories relatives à l'atome de Bohr, elle vaudra ce même nombre
de quanta, après déformation adiabatique. Pour que l ' intégrale de
Maupertuis, prise sur toute période approchée Ta? vaille u n nombre
entier de quanta /?, il faut que chacune des intégrales, re la t ive à
chaque variable, et prise sur la période correspondante, soit égale
à un nombre entier de quanta. C'est bien de cette façon que Sommer-
feld écrit les c o n d i t i o n s de quanta. On peut donc conclure que l'en-
tropie est, dans tous ces cas, fonction seulement de la valeur do l ' inté-
grale d'action de Maupertuis.

Des conclusions équivalentes pourraient s'appliquer aux autres cas
de réduction que nous avons signalés, no tamment au cas orthogonal,
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cas qui pourrait tout comme le cas cyclique,, être un modèle uti le
pour l ' interprétation des phénomènes physiques ( 1 ) .

On aurait donc, dans ces cas, une interprétat ion de l ' en t rop ie par
rintégrale d'action de Maupertuis. Pour l'état nature l (mouvement
normal) l'entropie est maxima, l ' intégrale d'action est min ima . En
dehors des cas de réduction, la déf ini t ion d'un invar ian t et l 'appiical ion
des quanta se heurte à de grosses dif f icul tés . On trouvera dans Boitz-
mann l'étude plus complète de ces analogies pour les systèmes
cycliques.

^ CHAPITRE III.
LOIS THERMÔDYNAMIQIJKS DES RAYONNEMENTS ÉLASTIQUES ISOTHEliMES.'

a. Définitions générales. — On peut retrouver, pour les rayonne-
ments élastiques exis tant dans un corps matér ie l , presque tou tes les
lois classiques du rayonnement du corps noi r ( 2 ) . On déf in i ra la den-
sité d'énergie des ondes de fréquence v (à rfv près) don t les directions
de propagation sont comprises dans un angle solide rfœ
( i ) cIC =: p cî^dw.

L'intensité d'un rayonnement est l'énergie transportée, en une seconde,

( 1 ) Sur Faction (do Mauperluis) comme invariant adiabalique on se reporlera aux
articles suivants :

Action et quanta : K. SCIIWARXCHILD, Sitz. Bcr. Ber1. .//W., 1916, p. 548; P. EPSTEIN,
Ânn. dcr Phy.nk, t. L, 1916, p. 490; t. Ll, 1916, p. ï 68 ; P. DEinii:, Cott. 'N'achr., 1916,
p. ï4a ; Phys. Zeitschr,, t. XVII, 1916, p. Ôo; et 512; A. SOMMERFELD, Ânn, der Pfij-sik,
t. LT, 1916, p. i ; Pli^s. Zelt^ciir., t. XVIÏ, 1916, p. 491; A. SOMMERFELD, Àtombau und
SpektraUmieti^ Vievveg, Leipzig, 1919; K. FORSTERUK», /Jfnn. der P/iy-sik^ i. LX, 1919',
I). 673; A. EINSTEIN, Verh. d.dcutsch.phys. Ges.^ L XV1ÏÎ, 1916, p. 3i8.

Invariance adiabatique : P. EriftENFËST, Proc. Àimt^ l. XIX, 19 ïj, p. 576; J.--l\f.
BUBGERS, Proc. Ârnsï:,, t. XX/i9 i8 , p. 149, i58, ï68. et A/ni, cîcr Phjsik, t. LÏI, 1917,
p. 195'.—Les démonstrations de Bargers sont assez différcntos des raisonnements que
nous avons exposés; elles comportent en particulier une démonstrat ion assez longue de

^ la quasi-périodicité du système le plus général, démonstration sur laquelle nous avons
juge inutile d'insister, ces propriétés étant bien connues.

( 2 ) Tw PLANCK, PFârmestrahlung. Leip'/ig, J.-A. Bartii, 1909; "2e éd i t ion , 1913. [Jn très
bon exposé en français se trouve dans la Thèse de Bauc r (pub l i éo aux Annales de Phy-
sique).Th^}^ Wi/P'àn^
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|i travers une surface uni té normale ,au rayon
( '•S ) €ll ==: Jy Ch C'/ûi) = U p ̂ y ^fût),

U étant la vitesse du groupe. On sait, en effet, que, dans un miilie'u
dispersif, la vitesse de transport de l'énergie diftere de la vitesse de
phase V, et se confond pratiquement, avec la vitesse de groupe U ( ^ ) .
Dans un milieu non dispersif .on a U === V. Si le milieu,, est capable
d'émettre et d'absorber le rayonnement (2), s étant le coefficient d'émis-
s ion, a celui d'absorption, on a
(3) , . ^ c ^ a l l p -
La loi rie Lambert s 'applique toujours : à chaque température le rayon-
nement de fréquence v est complètement diffusé; p est indépendant de
l 'or ientat ion de l'angle solide f/cj-). 1

Les définitions et formules ci-dessus sont valables séparément pour
les ondes longitudinales et pour les ondes transversc^les. On notera
avec l ' indice / les .quantités relatives aux premières, avec l 'indice tr
celles qui se rapportent aux secondes.

&.. Les lois de Kirchho/f. — Dans un certain milieu, où les vitesses
de propagation sont, en un point, V (vitesse déphasé) et U (vitesse de
groupe), la densité des ondes d'un type donné ( s o i t transversal,, soit
longi tudinal) pent s'écrire
(4.) • -p(^ï)==^^,ï:L.

'sp étant, pour les ondes du type étudié, une fonction universelle, indé-
pendante des propriétés du milieu. Je vais rappeler là démonstra t ion,
que je devrai généraliser plus loin. Il suffît de montrer que la loi se
vérifîe pour les réflexions et réfractions par un pe t i t élément de sur-
face SS q u i sépare deux milieux ï et 2. Un rayon R,0 tombe en 0 sous
l'incidence @< ; il est en partie réfléchi suivant OR, et en partie
réfracté. Soit /',, le coefficient de réflexion ; j'appellerai /\> le coefficient

( 1 ) A. SOMMERFELD) Âun. der Phfs^ t. XLÏV, 1 9 1 4 ? P- ï77 ^ '̂ '•)- — L. BRILLOUIN, Ibid^
p. '^o3 à ^4<)-

( î) Je rappelle les définitions classiques. Un volume ^T traversé par une onde d'mtcn-
sité î absorbe en un temps ch l'énergie sd dx dt\ rémission de ce volume','pour un angle
solide d^ et une fréquence v (à cl^ près), s'écrit ^d^d^cîwdt. La relation ci-dessus
s'obtient en écrivant qu'à température T le volume d^ émet autant qu'il absorbô.



3^4 LÉON B R Î L L O U I N .

de réflexion d'an rayon IL'O tombant sur S S, dans le deuxième m i l i e u ^
sous Pangle d ' incidence correspondant ©^. Le rayon réfléchi prove-
nant de R,0 et le rayon réfracté provenant de R ^ O se superposent
sur OR. Dans l 'équilibre isotherme les deux rayons R , 0 et OR doivent

Fiff. i.

avoir tous deux même densité d'énergie p ^ (v, T). L'énergie apportée
en, un temps dt par le rayon R , 0 sur la surface rfcr s'écrit, •
(^) ^Qi:=Uipi(>, T)chcos^^a-€ÏU/Wi.

De cette énergie, la fraction r,, seulement est réfléchie suivant O R .
L'énergie provenant de ILO et réfractée suivant O R , est (i — /v) fois
l'énergie cZQa apportée par RJ). La condi t ion d'équilibre s'écrit

r,dQ, -+- ( r — r, ) dQ, == dQ i;

d'où l'on tire, en exprimant dQ, au moyen de (5) et rfQ^ par l'expres-
sion correspondante,

(6) t J l P i ( ^ T )•,.... ( l — / 'ayCOSOâ^a
Ua Fa ( ̂ y T ) "~^ ( î — /"i ) ces 97^û"h '

Le rapport figurant au second membre se calcule aisément. On défi-
nit Â^), par une petite variation rf@p et une rotation d^\ de toute la
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•f igure au tour-de ON. Les lois de réfraction donnent

( 7 ) Va si n QI ̂  V:i sin B^, . 91 =: 93 ;

d'où..l'on tire

, ^ , cos©:ï^c,:)â' cosQ.,sin©2<'-/0â^^ sin ©.2 ̂ (sia ©..>') /VsV
^ Q 1 •————————————————" ,'~~_ ———-,—————^———————.—^——————^———' ~ ••~—' ————————1—————,—————————t 1 ~~"~ 1 ___~- 1 »

cos^i^/toi cosôlSiiiOiC/Bi^oi sm©iC/(sm€) i ) \^i/

De sorte que nous trouvons f inalement

^ ' .pi(^T)U.,Vi_ i-r,
V J - . ; ^ p2(^T)U2V,~~ i—r/

• Le premier membre, est fonct ion de ^ et T, mais indépendant de
l 'angle d'incidence, le second membre doit donc être constant et,
pour r incidence normale, il est égal à i. Cette relation justifie la loi
de Kirchhoff telle que nous l'ayons écrite à la formule (4)'

c. Première généralisation de la loi de Kirchhoff. — La loi ci-dessus
est valable séparément soit pour les ondes longi tudinales , soit pour
les ondes transversales. Elle peut aussi se généraliser et fourni r une
relation entre les intensités de ces deux types d'ondes. Les deux caté-
gories d'ondes peuvent échanger de l'énergie par réflexion et réfrac-
tion. Lorsqu'une onde d'un type tombe sur la surface de séparation de
deux milieux, elle peut, en général, exciter dans chaque milieu deux
ondes transversales et une longitudinale, soit six ondes au total.

Un cas particulier préciserales idées.
Supposons un corps solide, dont la paroi, plane, est assujettie à ne

subir aucun déplacement ni tangentiel ni normal. Si une onde trans-
versale, dont les vibrations sont perpendiculaires au plan d/ inci"
dence, tombe sur cette paroi, elle n'engendre qu'une onde réfléchie
transversale, vibrant aussi perpendiculairement au plan d'incidence.
Si, au contraire, l'onde transversale incidente vibre dans le plan
d'incidence, elle engendrera, en tombant sur la paroi plane, deux
types d'onde :

1° Une onde transversale réfléchie vibrant dans le plan d'incidence ;
2° Une onde longitudinale.

^nn.ÊcNorm., (3), XXXVII, — DÉCEMBRE 1920. 49
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Cette seconde onde, que nous pouvons appeler réfractée, est émise
par la paroi sous un angle ©_> qui est relié à Pangle d ' inc idence ©, de
la première onde par la loi des s inus •

sin0i _ sin0â , •^ ~ — . _"
T 1 T 2

Une onde longitudinale créerait aussi une onde réfractée transversale.
On calculerait sans aucune d i f f i cu l té ce cas part icul ier et on lui

appl iquerai t le raisonnement qui nous a fou rn i la loi de Kirchhoff. La
conclusion est la suivante :

Les ondes élastiques, longitudinales ou transversales, d 'une cer ta ine
polarisat ion, qui possè'dent dans un certain 'milieu, pour une fré-
quence v(rfv), une vitesse de propagation V (vitesse de groupe U) ont ,
à une température T donnée, une densité d'énergie.

0 o) p dv dfù =: .-vt ̂ ( ̂  ̂  ) ̂  ̂ ff) '

La fonction" ^ est une fonct ion universel le , valable pour tous les corps
matériels et tous les types d'ondes élastiques.

Si l'on cherche, pour les ondes transversales, la densité d'énergie
des ondes de toutes polarisations, il faut doubler la formule; on trouve
facilement ce résultat, la formule étant valable pour deux polarisations
à angle droit, suivant 1 esquel les toutes les autres peuven t se décomposer.

Loù de Wien et Stefan. — La loi de Wien s'étend aux ondes élas-
tiques, grâce à la démonstration générale que nous en avons donnée
au Chapitre précédent. Elle nous permet de préciser la forme de la
fonction ^ de la formule (10) et d'écrire

(n) ^(^T)=^F/-y

La densité d^éhergie des ondes de toutes directions et de fréquence v
( auprès ) s'obtient en intégrant en rfo3, c'est-à-dire'en remplaçant
dans (i o) û?œ par4îc, puisque p, ̂  oit F sont indépendants de la direction.

La loi de Stefan (rayonnement isotherme total, de toutes fréquences,
proportionnel à T') ne se généralise pas immédiatement pour les
ondes'élastiques. Nous ^étudierons 'plus 'loin iît verrons qu'elle est
remplacée par une loi des états correspondants,
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cl. .Ûéu'rrnincitioî'i de la fonction F. — Les premiers auteurs qui on t
abordé la question se sont contentés de transposer, pour les rayon-
nements élastiques, les formules de quanta de Plauck. Ils t r a i t e n t
chaque degré de liberté de fréquence v comme un résonateur de Planck
avec quanta, ce qui conduit à lui assigner une énergie moyenne

e " l ~~ î

Ce résultat , j o in t à la numération des degrés de liberté, rappelée au
Chapitre 1 [formules (24.)], permet d'écrire pour la densité d'énergie
des rayonnements de fréquence v (à A près) et de toutes directions

/ / fo [\f:h^d-} •
477p dv = -^—— d^ = ———-^——^

^••r—ï ' [jv2^11—!;

ce qui précise notre fonc t ion F sous la forme

(-) ^iQ-——
Je. préfère procéder aut rement et, saus aucune hypothèse spéciale^
établir une relat ion entre la f o n c t i o n arbitraire F, relative aux ondes
élastiques, et la fonction analogue relative aux ondes électromagné-
t iques (corps noir) . J 'évi te ainsi d' introduire explici tement les
quanta, car il semble difficile d^admettre qu^i l s jouent un rôle prépon-
dérant dans les forces élastiques.

Le second mode de raisonnement, que nous voulons développer
maintenant, a é t é in t rodu i t pa rM.M.Br i l l ou in Q; il constitue la géné-
ralisation naturelle des lois de Kirchhoffpour le rayonnement noir.

Supposons que les ondes électromagnétiques soient capables
d'engendrer, par un mécanisme quelconque, des ondes élastiques de
même fréquence; il faut pour cela admettre une liaison linéaire,
même très faible, entre ces deux types de phénomènes. Il n'y aura

( l ') MARCEL làMLLOvw^Raj'o/mema/ît et chaleurs spécific/nes { j [ i t n , de Chim. et de P/yy.,
février et m aï 1 9 1 4 ) ; Th êorie thermodynamique des solides peit déformé f {Jour n. de
P//JA*., oclob ré-novembre 1 9 1 4 ) .
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plus, à vrai dire, d'ondes purement électromagnétiques ou purement
élastiques. Chaque type d'onde comprendra des termes électroma-
gnétiques (champs électriques et magnétiques) et des termes élas-
tiques (déplacements) en proport ions déterminées.

Il y aura donc, non pas deux équations distinctes aux vitesses de
propagation, l ' une électromagnétique, du deuxième degré; Fautre,
élastique, du troisième degré, mais une seule équation du cinquième
degré, avec une racine double (ondes principalement électromagné-
tiques; deux ondes transversales); une racine simple (ondes princi-
palement élastiques longi tudinales) ; une racine double (ondes
principalement élastiques transversales).

Du fait de la l ia ison entre les phénomènes élastiques et électroma-
gnétiques découlent plusieurs faits curieux : une onde inc idente d'un
type quelconque donne naissance, à chaque réflexion ou réfraction, à
des ondes de tous les types. Les conditions imposées sur la surface
de réfraction règlent les intensi tés relatives des diverses ondes. Ains i ,
par exemple, une onde tombant sur la surface de séparation de deux
milieux différents donnera dix ondes nouvel les : cinq ondes réfléchies,
des types élastiques et électromagnétiques, se propageant dans le

'premier mil ieu et cinq autres ondes de tous types se propageant dans
le second mil ieu.

Les lois de réflexion et réfraction des ondes électromagnétiques
ont pour conséquence les lois de Kirchhoff, d'après lesquelles, dans
l'état d'équilibre thermique, la densi té du rayonnement p dans une
enceinte est . , , .

• • p^^^mi)^
pour les ondes de polarisation donnée, et de fou tes directions de pro-
pagation, V étant la vitesse de propagation, U la vitesse de groupe
et "^(v, T) une fonc t ion universelle de la fréquence v et de la tempé-
rature T. Les lois de réfraction et réflexion des ondes électromagné-
tiques et élastiques, que l'on pourra déduire de l'hypothèse d'une
liaison linéaire faible, auront pour conséquence l'extension des lois
de Kirchhoff aux ondes de tous types.

Ce résultat sera d'ailleurs indépendant de la grandeur de la liaison
supposée. Il suffira que cette liaison soit l inéaire pour que l'équilibre
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final ne puisse être que celui régi par la formule ci-dessus. La gran-
dem\de la liaison, inf luera seulement sur la durée d 'établissement
de l 'état d'équilibre final. On peut donc, en pure logique, passer à la
limite et .dire que, la liaison devenant inf iniment petite, l'état d'équi-
libre sera toujours le même.

e. Hypothèses de liaison. — Mais 7 en outre, on est forcé, par la
théorie optique des milieux ^fringents, d'introduire .une liaison de
ce genre, à cause de l ' inert ie des noyaux atomiques et des électrons.
Supposons, par exemple, une onde électromagnétique se propageant
dans un milieu transparent. Cette onde met en mouvement tous "les
électrons et noyaux atomiques, puisque ceux-ci sont chargés. Et la

, réaction de ces mouvements matériels détermine la vitesse de propa-
gation dansie mi l i eu , vitesse toujours inférieure à la vitesse dans të

•v ide . Les noyaux atomiques, dont la masse, quoique considérable,
n'est pas i n f i n i e , subiront donc des déplacements dans la direction du
champ électrique; ces déplacements constituent une onde élastique
forcée qui accompagne l 'onde électromagnétique.

De même, une onde élastique se propageant dans ce milieu» com-
munique aux noyaux atomiques des accélérations. La liaison entre le
noyau et les électrons qui l 'entourent n'est pas rigoureusement rigide,
et l 'électron a une masse finie. Il suivra donc les mouvements du
noyau atomique avec un certain retard, ce qui produira une polari-
sation électrique ayant même direction que les déplacements de
l'atome.

On devra donc prévoir, pour les ondes électriques transversales,
une induction électrique b forcée, ayant même direction que le dépla-
cement. II v aura aussi une induction magnétique perpendiculaire B
causée tant par les variat ions de b que par les accélérations de rota-
tion impr imées aux atomes par l'onde élastique.

Une^onde élastique longitudinale sera accompagnée d'une induct ion
électrique longitudinale forcée b, mais il n^y aura aucune/induction
magnétique sensible.

La grandeur des ondes forcées, qui accompagnent l'onde principale,
dépend essentiellement de la fréquence, puisque nous faisons jouer
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aux accélérations un rôle primordial . Nous n'expliciterons pas davan-
tage la nature de cette dépendance, car cela nous obligerait à préciser
les hypothèses sur la liaison entre noyau a tomique et é l ec t ron . Nous
écrirons seulement que l 'onde forcée, qui accompagne l 'onde princi-
pale, aune amplitude proportionnelle à celle, de l'onde pr inc ipa le et
un déphasage constant. Le coefficient de proport ionnali té et la phase
seront, dans chaque milieu isotrope, fonction de la fréquence seu-
lement (1). ' lls*

Notons immédiatement le rôle perturbateur joué par la pression de
radiation. La pression de radiat ion d 'une onde de type quelconque
produit des forces d 'une fréquence double de celle de l 'onde inci-
dente; elle engendre donc des ondes élastiques de fréquence double,
cl/où une fuite d^nergie vers les courtes longueurs d'onde. Nous
négligerons, dans ce Chapitre, les forces qui entrent ainsi e n j e u , car
ce sont des effets du deuxième ordre (force proport ionnel le à l'énergie,
donc au carré de l 'amplitude de l 'onde), tandis que les liaisons linéaires
que nous considérons donnent un effet du premier ordre (force pro-
portionnelle à l 'ampli tude).

Ces considérations générales ont été in t rodui tes pai\M.. M., Bri l louin
dans' les articles déjà cités. Mais la généralisation de la loi de Kir-
chhoffy était admise, sans démonstration, comme une hypothèse très
vraisemblable. Nous allons montrer, par la suite, •comment on peut
démontrer rigoureusement la validité de la loi de Kirchhoff généra-
lisée.

y» Loi des sinus. — II serait intéressant, d 'étudier les lois de réfrac-
tion et'réflexion, des ondes des divers-types, sur des surfaces variées.
Le problème, sans être difficile, devient rapidement assez compliqué.
Nous n'entrerons pas dans les détails de cette discussion, mais nous
nous contenterons de noter les lois générales que l'on peut dégager,
et nous aboutirons à la loi de KirchhofL

(1) On sait que l'étude des cristaux du Lype NaCl a conduit à so représenter leur
structure sous la forme suivante : Les ions Na-h et Cl— sont répartis alternativement
sur un réseau cubique. Il est impossible, dans un tel modèle, de séparer les ondes
électromagnétiques des ondes élastiques; îa liaison supposée ci-dessus joue ^lors un
rôle prépondérant
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i° La première loi qui apparaît comme presque év idente^ c'est la loi
classique des sinus.

Considérons ' une onde incidente pl'ane, d'un type quelconque
auquel j 'affecte l ' indice n; e l l e tonibe sous un an^le 9» s u r l a surface
plane de séparation de deux mi l ieux . Nous supposons connues les
cond i t ions l imi tes imposées sur toute cette surface plane.. Ce seront
les condi t ions électrostatiques, électromagnétiques et élastiques,
qui représentent les propriétés des deux mi l ieux , en contact. Ces
conditions devront être satisfaites identiquement tout le long de la
surface.

Prenons comme plan d ' inc idence le plan, x0z, le plan ;y Or étant
la surface de séparation des deux mil ieux. Soit RO le rayon incident,

au po in t 0. Diverses grandeurs (champ électrique A, champ magné-
tique H et déplacement D) figurent dans l'onde incidente. Toutes ces
grandeurs sont des fonctions de^,j ,^, t ayant le même aspect; âoit,/^
l'une de ces deux quantités, on aura

(i3) A(^,.r,^) •===• F»COSÙ) u'
x sin^4- s cos On. ^

si V^ est la vitesse de propagation de l'onde incidente, c^ un coef-
ficient de phase et F^ un coefficient constant d'amplitude. Considérons
l'une des multiples ondes réfractées dans l'un quelconque des deux
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milieux et. affectons l ' indice m à ce qui se rapporte à cette onde
(vitesse ¥„,, angle 0^, phase c^,).

La grandeur étudiée (/^ H ou D) figure dans ronde réfractée sous
la forme

/ x si n Q,n -+- ^ cos Q,n \
(l4 ) fm (^J, --^) == FmCOSCO t ~ —————————————^ + ?/« .

\ • M /

Sans avoir besoin de connaî t re exactement les conditions imposées
sur la surface de réfraction ^Oy, nous savons que ces condi t ions
doivent être identiquement satisfaites en tous les points de cette
surface.

Ceci ne pourra se produire que si, sur tout le plan .z'Oy, les gran-
deurs correspondantes f,^ fm des deux ondes dépendent de la même
façon des x et de /. 11 faut donc qu'en faisant 5=0 dans l'expression
de /„ et f^, on trouve pour ces deux grandeurs des fonctions de x, t
exactement semblables.

Ceci impose la condi t ion

(i5) s in 6^ _ si n Qui
T n ' //(

Nous retrouvons donc nécessairement la loi de réfraction classique
(loi des s inus) comme absolument générale.

g. Pouvoir transmetteur. — Nous définirons le pouvoir transmetteur
de la surface de réfraction, tout à fait analogue au pouvoir réflecteur.
Ce sera la mesure de la proportion d'énergie transmise par une onde
incidente de type donné, à une onde réfractée d'un type déterminé.

Soit une onde incidente d'intensité J,,, (densi té d'énergie ?,/, vitesse
de groupe U^, angle d ' i nc idenceO/ / ) ,

J,,-=p,,U,,,

La quantité d'énergie qui est apportée par l'onde n, en un temps dt sur
un élément da de surface du plan xOy (surface de réfraction) a pour
expression ' , ' '! , : , •

(l6) €lQn=3,,€hCQS9ndt.
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Soit ^Q/,/// la quantité d 'énergie qui. est transformée en onde réfractée
du type 772
( l 7 ) • '- ^Q«w=J//^^<7COS^^/

(Jnm^ intensité de l'onde réfractée sous l 'angle Q^,). •
J 'appelle « pouvoir t ransmet teur T»^ » la proportion d'énergie trans-

' mise par l 'onde ri à l 'onde m pendant le temps dt

( T s \ • - — d{^t^ i l t — •Zzî -00!̂\ * 0 '. • '• n /il •—- J 7 \ — —i—————7,— *
clQn ^cos^

Nous définirons de même le pouvoir t r ansmet teur inverse T//^. Celui-ci
se rapportera au cas d 'une onde i n c i d e n t e de type m (.1^, Q,^ U^ 0///)
tombant sur la surface de séparation sous l'angle 0^; c'est une onde
suivant le même rayon que l'onde réfractée du cas précédent, mais avec
un sens de propagation exactement opposé.

La quant i té d'énergie tombant sur la surface est

'dQ^ rr: J^ cl a' COS Q ,n^t-

La quantité d'énergie transmise en onde du type n est

d()nin ̂ Jmn ch COS Q^dt.

Et le pouvoir transmetteur T,^ se définit par la relation

/ Q j ' : ^Qmn Jmn^Q^Qn
(^ btS) ^ T/./,== -^y- ——J——^TT •

"Yw vf m '-'Us J f^

h. Égalité des pouvoirs transmetteurs inverses. Loi de Kirc/i/iq/f géné-
ralisée. •— Etudions maintenant les échanges d'énergie entre les ondes
clé différents types, dar)S I^état d'équilibre isotherme.Les ondes d'un
type donné, par exemple type n, sont alors complètement diffusées, et
la densité d'énergie des ondes de fréquence v (à rfv près) dont les.rayons
sont compris dans un petit angle soiide^co,,, est donnée par la formule

(19) p,, dv dû} /,=y«( v, T)^û^;

/^(v/r) est la fonction de répartition de l'énergie entre lesfréquencesv,
à température ï, pour les ondes de type n. Pour des ondes d'un autre

Ann. Éc. Norm^ (3), XXXVII. —-DÉCEMBRE 1920. lr . - . 5o
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type, )7z, nous définirons de même la densité d'énergie

(J9 bis) pm^ ̂ m ==fm 0, T ) ̂  ̂ )/«.

Nous supposons que ces deux types d'onde m et n sont capables
d'échanger de l 'énergie, par suite de réfractions. Étudions les échanges
d'énergie dus aux ondes tombant sur la surface de.réfraction sous des
angles correspondants 6^ et 0^.

Avec les notations du paragraphe précédent, nouo trouvons

(20)
'L = pn U/, d^ d^^ =: U^ /„, ( v, T ) ch clw^
;!,„ = p^ U^ d^} du^ =: U /̂,» ( v, T ) <^ ̂ 0^,.

S'il y a équilibre entre les ondes de type n et de type m, c'est que
l'énergie transformée dans le sens m->TI est égale à l'énergie trans-
formée dans le sens n~>m :

^Qnm ̂  d(}mn

OU
^tirn ̂ Qn ::= ^mn dQ ̂  .

Ceci s'écrit, en tenant compte des relations (18, 19, 20) établies
plus haut,

(2l) ^nmfn^, T) <:/&),,COS^^V da' dt = tn,nfrn^^ T) dw^QQ'&Q^ch do-dt\

mais les angles d^ et d(j>^ doivent se correspondre par réfraction. La
loi des sinus permet 4(î démontrer très aisément, comme nous l'avons
indiqué à propos de la loi de Kirchhoff [formule (8)], la relation
suivante :
/ , _ dw^COSÔn d^^W^Qm
^2) ———,-———=:—__^———.

" r i i m

La condition d'équilibre devient alors

W ^^U.VV.(^T)==^.U/,V^/,,(^T)
ou

' • ^^Vn^/n^T) , • • .

rnm V^f^/r)9

Dans cette égalité, le second membre est une constante, indépendante
des valeurs 9^ 9^, des angles de réfraction. Donc le premier membre
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doit être aussi une constante. Et de fai t , dans tous les cas particuliers
que Pon calcule, on trouve toujours que l'on a rigoureusement

i. Énonce général, — Ceci se rattache à la loi. très générale
d'iïelmhoitz. Si, en un point, un rayon de nature donnée subit une
certaine perte, d'énergie pour une certaine cause, un rayon, de sens
de propagation opposé et de nature inverse, etc., subira au même
point une perte d'énergie exactement égale. Cette loi se généralise
même pour le cas où les ondes changent de type au point étudié, et se
transforment en ondes d^une autre catégorie.

Ceci, ent ra îne- la loi de Kirchhoff généralisée, que nous voulions
démontrer et, que M. M. Brillouin avait admise à tilre d'hypothèse
mais sans démonstration. On a donc, d'une façon absolument géné-
rale, pour les ondes de tous types, la relation

U,.V2,/,̂ , T) = U^V,V/^, T)= ̂ F^ ̂

F étant une fonction universelle de la fréquence et de la température.
Donc, qu'il s'agisse d'ondes électromagnétiques ou élastiques, la den-
sité d'énergie des ondes de type et polarisation donnés, de fréquence
v ( r f v ) et de directions comprises dans un angle solide rfco, est donnée
par la formule générale

( a4 ) p. ̂  ̂  == ,——i l̂  (f ) dv d^u /t ' ra \ -t / ^

J'ai tenu compte dans cette formule de la loi de Wien, déjà établie plus
haut.

Il est bien entendu que ceci s'applique, si les oscillations sont trans-
versales, à des ondes de polarisation donnée. Si l'on veut tenir compte
des deux polarisations possibles, il faut doubler le résultat, et l'on a
alors

/5 y3 / y \

( 24 bis ) , 'P/. d>} d^ = j——n F( ^ 1 rh d^. ,
"J n T n \ -l /

Si l'on cherche, en un point donné, la densité des ondes de toutes
directions, il n'y a qu'à remplacer cl^ par 4^-
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La forme de la fonct ion F ( ^ ) est jusqu'ici restée arbitraire. IVlais
nous savons que pour les ondes électromagnétiques, la formule de
Plaack est la seule qui concorde b i e n avec l'expérience

<») ^(f)-^-
v " l ' • / e^—i

Cette formule se jus t i f ie par les considérat ions de quanta appliquées
seulement aux échanges d'énergie électromagnétique entre atomes et
éther.

L'expression de Planck pour la fonction universelle F (?j-, ) s 'é tend '
maintenant, automatiquement , aux oncles de tous les types. Il n'est pas
nécessaire, pour cela, de supposer pour ces autres types d'onde (ondes
élastiques) des échanges d'énergie par quanta . Même si les échanges
d'énergie sont c o n t i n u s ? les ondes élastiques ne pourront être en équi-
libre avec des ondes électromagnétiques de même fréquence que si elles
suivent la même loi de répar t i t ion, ce l le de Planck. C'est ce qui se dédui t
immédiatement de notre généra l i sa t ion des lois de Kirchlioff.

En général, j 'u t i l i sera i les fo rmules en négligeant la dispersion,
ô'esfc-à-dire en supposant Y i n d é p e n d a n t de v et U === V.

On pour ra i t pourtant, et ce ne serait pas sans intérêt , essayer de
développer toute la théorie sans cette res t r ic t ion .

, . , ' CHAPITRE ÏV.-\

KÉFHACTION DES ONDES ÊLECTJ-lOMAi.lNÉTIQUES ET ÉLASTIQLES AVEC U'iVE
LIAISON LÏNÉAmE ENTRE PHÉNOMÈNES ÉLECTKOM'AGNÉTIQUES ET ÉLAS-

• T10UES. CALCUL COMPLET D'UN PROBLÈME PARTICULÎEl î . "

1 ^ a.. Notations.— Dans le Chapitre précédent,nous avons étudiée
d'une façon très générale, l ' influence d'une pet i te l iaison linéair 'e
entre les phénomènes électriques et élastiques. Cette liaison peut,
par exemple/être due à Pinertie des électrons et des noyaux, ato-
miques. Dans l'état actuel de nos conceptions de la matière, il paraît
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tout à fait logique de tenircompte de cette l ia ison* Le résul tat général
sera l'existence d'ondes forcées accompagnant les ondes principales.

Pour une onde électromagnétique plane se propageant d'ans un milieu
transparent de pouvoir inducteur spécifique k, le champ électrique
aura l'expression suivante :

(0 _ . , t^^cosc,/^^4"^^-^^

a» ^ Y, cosinus directeurs du rayon lumineux;
A,), vecteur amplitude, perpendiculaire au rayon lumineux .

Ce champ électrique agit sur toutes les charges électriques pré-
sentes et leur transmet des accélérations. En par t icul ier , les noyaux
atomiques chargés subiront de ce fai t des déplacements. Les dépla-

.cement.forcés, qui accompagnent l'onde électromagnétique, s'écriront

(2) • . t^^cosco^^^^^y^-o) ^ , ' . !

avec un certain déphasage y constant.
L'amplitude c^o du déplacement sera proportionnelle à l 'amplitude,

/?<» du champ électrique/et le déplacement aura même direction que
ce champ. So i tp le coeff icient de proport ionnali té

(^) <^o==/?/4-

L'onde ainsi constituée a une densité d'énergie égale à
/ r \ Â^Aj j

Sn -

avec un coefficient h' différent du pouvoir induc teur spécif ique /i, car
clans l 'énergie il faut tenir compte de l'énergie d'agitation des novaux
atomiques. Les quantités ç, /?," k sont, pour chaque mil ieu trans-
parent, dans des conditions données, des fonctions de la fréquence.

Dans une onde élastique tran.wef^ate, le déplacement des atomes du
corps solide s'écrit sous la forme

(5) D^D^cos^-^g^^y
\ v / / - . /

les vecteurs D,^, P^| sont perpendiculaires au rayon (a, ^3, y). Sous
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rinfluence de cette onde, le noyau atomique subit des accélérations,
et entraîne avec lui, avec un certain retard, les éhctrons qui lui 'sont
liés. Il s'ensuit une polarisation électrique forcée, de même fréquence
que l'onde élastique, et qui accompagne celle-ci. Nous noterons rin-
duction électrique ainsi créée
/,-.. ".̂  ;̂  / a.r 4- ô r -t- y z \(b) b^=z ^2oCOS&3 l ^———— î —————•/ , ) ,

\ ' ir /

7^ déphasage constant.
On aura

(7) ^o^^/Bao-

La densité d'énergie de cette onde est

(8) ^P^DJo-ji

La quanti té p', densité fictive, diffère de la densité réelle p du
mil ieu solide./

En effet, dans le calcul de l'énergie, il faudrait teni r compte de
l'énergie des termes électriques forcés, qui accompagnent Fonde
élastique. Les grandeurs <y, y^ et p' sont, pour chaque milieu donné,
des fonctions de la fréquence et au besoin de la lempérature, du
volume spécifique du milieu.

Pour une onde élastique longitudinale^ le déplacement D^ s'écrit

€9) ^ • D:=D:o ces. ̂ -^±^-±2f);

les vecteurs D,, D ^ o sont orientés suivant le rayon (a, p, -y)-
Cette onde élastique entraîne une onde électrique longitudinale

forcée, dont l 'induction s'écrira

(.0) ^^COS^-^^-I-^-^

avec

(") b^==rÏ)^.

La densité d'énergie aura une valeur

(") .iP^0^ avec P'^P'^P-
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Les grandeurs r et p7' et l 'angle de déphasage ^ sont, pour chaque
mibeu, dans des conditions de volume spécificine et teinpérature
données, des fonctions de la fréquence.

Nous pourrons, dans ces hypothèses très générales, montrer
comment se trai tent différents problèmes de réfraction et réflexion,
et vérifier chaque fois l 'égalité des pouvoirs transmetteurs réciproques,
dont nous nous sommes servis an Chapitre précédent pour démontrer
la loi de Kirchhoff généralisée.

&. PROBLÈME. ~ Un milieu liquide transparente limité par une paroi
plane aî)solument rigide et parfaitement conductrice pour l^ électricité.

Cette paroi est le. type du miroir parfait pour ondes lumineuses.
Nous allons étudier les divers genres de réflexions auxquels elle
peut donner l ieu . Dans le milieu liquide transparent, il ne peut
exister que des ondes électromagnétiques (avec deux polarisations à
angle droit) et des ondes élastiques longitudinales.

. - ^ , Fjg. 3.

Soient xQy la surface du plan réflecteur rigide et conducteur, Os la
normale au point d'incidence 0. Etudions les réflexions des divers
rayon sur ce plan.

c» Onde électromag'nétique, vecteur électrique parallèle au plan ré/lec"
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teur. -~ Le champ électrique de cette onde incidente s'écrit

( i 3 )
^^^iniQ^co^

îly.= îlQC

le déplacement forcé qui accompagne cet te onde est
• ^(^^Li_^i_,')

dy=-p/lQ€ v

L'onde réfléchie s'écrit

( i4)
^(/^r^0^^^

/^h^e
.rsin0-+-scos0i, / / ^(/

ci^.^ph^e

Le champ électrique résultant sera bien, comme il le faut, nul
sur le plan réflecteur z = o, et le déplacement de même, si l'on
fait À y = = A y . Les condi t ions à la surface sont alors satisfaites, sans
qu'il y ait lieu d'introduire aucune onde supplémentaire. Dans ce pre-
mier cas, i l fie se produi t donc qu'une réflexion absolument normale.

d. Onde électromagnétique, vecteur électrique dans le plan d'inci-
dence. — L 'onde incidente s'écrit :

( i f>)

^(^ î̂ r^)
Champ électrique ^^ocos^

( /?3 := /^sin Q'e
.. / .rsiii 0 — s c o s O ,

h, = A,sm 6e ( ——^—— ),
^,^.rsin6.^cosQ_^

^^_.rsinO^^»QsO^^^Déplacement forcé ^-^^ocos^
( d^ ==.ph^siiï 9e

L'onde réfléchie s'écrit :

(ï6)

•^ ^^O^cnsO ^

Champ électrique ^-^-•-^,cos^
.ysin 9 •+-5 cosf)

n.)(^»-Î^L"l^±£^^a')h1^ h'Q^nQe

[ . • , iw i i . -/, :r8în 0-+-3 cos 0 • ,/ / , .„———^———-a-^)
Déplacement forcé ^=-/'/'oCos9. , ,,̂ ,̂ ^

(4= ph'.sïnfle^'-——v——-st-?'.

, S'il n'y avait pas à tenir compte des déplacements d, on écrirait
simplement, h'y ==À(> et a == o, ce qui annule le champ électrique (an-
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gent. M a i s o n ne satisferait pas ainsi, à ia condit ion que le déplacement
normal au plan réflecteur soit nul .

Pour satisfaire à cette condit ion élast ique, nous. devons in t roduire
une onde élastique long i tud ina le . Soient ï; son angle de réfract ion et V
le déphasage :

l.)i,y^ Dios inY je ^ v/Déplacement

(^ \

\ I n r ÏucUon forcée ].

i . / .r s; n y, 4- s ('OST-, .'*,

1 D. - ̂  IL. ro^ e^ -- ———^——— - ̂T)^ == Diocos-/]c? 1 "'• " v/'

. ^ .rsîn'Tj -}-;.? ci>sri ^^

^1^.=: r D i û S i n ^ ^ " ' " ^ " ^ ~ 1 ""^^
. / .•ï'sinr)-}-r. COST) \
K < ) ' / - - — — — — — 1 — — — — — — ' - ^ - ^

^ ̂  r=: /> ê) i o C 0 S Ti € ili v ^ - /.

Pour que les condit ions de surface soient satisfaites sur le plan s==o,
il faut que, dans les diverses ondes, le facteur de x a i t la même
expression; ceci donne la loi des sinus

» sinrî _ sin9
^ -V7 =-^r'

lîcrivons maintenant les condit ions ^cle surface; tout d'abord, l ' in-
duct ion électrique tangente doi t être nul le :

. / .rsît iO . . /" . rsînO" '\ . / .ysiir/) . \

.o=A7,„cos^'t'>(./--^-)-^.,,cos@.'(l>('--—-a)+/•D,osin-^'t<'--^--?-^.

Celte relation s'écrit, en supprimant le facteur commun,

^(-^)^^<-^?), 1 ^ i' ' •

,(i8) ' ^Q— ̂ e-^-r-afi^^e-^^^^o

avec la notation
r sinrj

. • "^I-^r

En faisant les mêmes simplifications, on écrira la c o n d i t i o n de
déplacement nul
(19) Ao+y/o^^^+^ûio^^^35^0

avec ' , . ; ' ! ! ! ' ! , ' ! ! ! ,-
- _ i COSY]

p sinQ '
Ann. Éc\ Norm.,(?>[), XXXVIÎ, — DÉCEMBKE iciaû, 5l
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En a j o u t a n t les deux r e l a t i ons pour é l imine r /^, on ob t i en t
•— 2 //.„ €1 COS C.) 'i --h ^ COS r»» 9 -[- H—" ^ S'I H wl/ 4- ^ si l l<>>9 )

1)^ "" cosr»>|3 -h ( s i n o t p
a cos c«j ̂  ~^~ ^ cos ̂ rr3 — a SI n r'•) ̂  ~^" ^ SI rl 6) 0

~~ c o s ^ ( 3 ~ ~ sinr,)p

Oti t irera aisément de ces re la t ions la va leur du carré Dîo , sous la
forme
(ao) —— == I [a ^+ b'1 -}- 2(^cosc»)(cp +'^)"|.

' ' ^ o 4 ^

Nous pouvons aussi bien chercher m a i n t e n a n t la valeur de /^ eu fonc-
tion de AO. Nous é l iminerons D,^ en t re les deux équations écrites plus
haut, en mult ipl iant la première par be^^ la deuxième par — w-"'̂
et ajoutant

/^{bc1^— ae-1^} — l^e-^^be1^-^ fie-1'^) '= o.

Cette équation se développe et s'écrit

/IQ [b cos ûoy — a cos wb} — h ̂  cos w. {b ces w^ +• a cos c -̂p ) """ ^o*si-û ̂ a (^ sin ̂ y -~ ̂  sin G,)^) == o,
/^(^sinrxïîp+a sinû)^)—/^)Côs&)a(Z^ s in^ç—- a sin^A) -+•//oSîn(»)o^(^cosc»Jîp4-^cos6) r4')=-o.

En c o m b i n a n t ces deux équat ions , on en tire aisément les deux
suivantes :

k[) sinoafa2^- ^-1- ^ab cô?^(y + ̂ )] == — ^ab/iQ s inco(cp + ̂ ),
/^coso)a[a2+ ô'-i- 20^ cosc»)(sp + à)"):^://^^2—- (%2).

En élevant au carré et a jou tan t , on aura A'2 en fonction de /r. Et l'on
trouve, comme résultat f i na l ,
/ ^ bï— h'^ _ ___qa^ cos ci) (9 4- d/}

/ /$ ' \ rt2 4- ̂  --+- 2 ̂ ^ COS U [Q •+- ^ ) '

ê. Conservation de l'énergie. — Nous voulons main tenant écrire la
conservation de l 'énergie.

L'énergie électromagnétique tombant, en une seconde, sur un élé-
ment do- de la surface réfléchissante, a pour valeur

^Q^Â-'V^cos^,
1 1 , . 1 : . ' OTT
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L'énergie électromagnétique de l'onde rétiécliie est

d Q ' ^ / c ' Y ^ c o s Q d ^ .
b 7:

L'énergie de l 'onde é las t ique réfléchie est
, , . c/ /c«}< ÎS) t -o .d^ --.-•- \ i 1————^ cos Y] ch.

La conservation de l 'énergie exige que ron ait
dQ--d^-:= dq^

ce qui d o n n e
h ' 1 — h " 1 _ 87: \ / p'^)2 D2 cosrj

7 ^ - - T"7" T "Y" 7F co^"

En t enan t compte des valeurs de -1——— et de JT calculées plus
haut, cette relat ion nous donne

, . , , 4^p" ^ V / COS-/3ab cos ûj (9 -4- ^ ) = —jj- ç.)- -ç- ̂ -g -

Or
r V / cosriab:

h'p \7 COS^

d'aïu'ès (17) et (18).
D'où f ina l emen t la re la t ion suivante :

(2-3) ^COSG)( îp+^)= îi^^^.

Cette relation doit nécessairement exister entre les divers coeffi-
cients arbitraires r, p , p^ k ' que nous avions introduits arbitraire-
ment . 'En écr ivant le déta i l des équations on aurait aussi trouvé une
relation l iant les angles ç et 'i. -En tenant compte de ceci, nons trou-
verons l 'expression du pouvoir t ransmetteur T^, l ' indice 2 étant
affecté à l 'onde électroiiïagnétique incidente (vecteur électrique dans
le plan d ' incidence) et l ' indice 3 se rapportant à l'onde élastique lon-
gitudinale

h2 — A^ 4 ab cos œ ( 9 -+- 6 )
(23) >'3:î • /^ " a'1-^- ^2-+• ïQÔ cosû)(y -h ̂ )

/". Le problème inverse se traitera-par les mêmes procédés. Nous
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étudierons une onde long i tud ina le p lane qui tombe sur la surface de
réfraction, suivant l'angle Y]. Cette onde engendreray outre l'onde élas-
tique réfléchie, une onde électromagnétique ayant son vecteur élec-
trique dans le plan d'incidence.

L'onde inc iden te s'écrit :

(24) Déplacement
• ( • ^ ' s i n y i — c . c o s •^ \

Bi^=-~ 2 ) i o s i n r ^ ^ " " ^ / ,
/' ,r si n ' / } -—\s cos r; \

D ^ ^ B i o C O S Y K ' " " ' ^ ^ .

L'induction forcée a une amplitude r D i y et un déphasage — or-L

( " /' . r s i i i r j—-j( 'Qsr j , \/ .rsiurj—jcosr;\/-——.^—'
/ . fs î i iTi—scos 'n< (-1) f / — ____,L:^.:

b^s ~=- rfitQCOSTie A v^

^,^=: / •Dio s i n - n ^ ' ^ ^ " " ' ^ ^ / ,
. / , ï - s î i iy j—5cos - / l , \, (,) ( / _ ———'————^ - .̂

rie v v^ /.

L'onde élastique réiléchie prend la forme :
. . / .rsui7(4-l=<'osr) y

(.5) Déplacement ^^ •^" ̂ ^^'''iÏ^S"^
(D.^-B^oCos^^^-——^^——-^

!),„ étant l 'amplitude et — a)^ le déphasage.
L' induction forcée a u n e ampl i tude ./'D^ et un déphasage

'total — O)('Y 4- ^).
L'onde électromagnétique qui prend, naissance sur la surface aura

un angle de réfraction 9 donné par la loi des sinus, tout comme dans
le cas précédent. Son champ électr ique a la forme suivante :

1 ' \ 1 1 ^'^^•^r ^ COS Û ^ i

f o 6 \ . \ / l ^ ^ — / i ^ o s e ( / t ' v / ,
{ w ) . . . K^^10^^)

f /^s== //o smô^ • v ' / , '

ÂO étant Tainpiitude et —o^S le déphasage. ,
Le déplacement forcé qui l'accompagnera sera ^

, ./ .rsin 04 -3C080 -s •,

^^-^/^cos^'"^-——v——-0-^
, , . ., ^^-•"'•"•^"'"•"-S-a) .^3=: pheSiaÔe ' , v ••'.

La loi des sinus étanfc satisfaite, nous pourrons écrire les deux
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conditions de surface, c'est-à-dire l ' induction électrique tangente
nulle e l le déplacement normal nul.

Ceci donne
I)^+ D^^ï - ̂ /4^î e-^-^^o,

^n> fi
•D,o ~ D, o ̂  - ̂ o ̂  e-" -̂̂  == o ;

ceci s'écrit,, avec les notations déjà introduites,

"_ /.* s in Y] . _ i c'osrj ^
d, —— — -; 5 y —— — •———— .

k cosô p sui9

Dio + D'i o e-1^— ̂  /ï, e-^^-^ = o,

Dio 4- D^ o e-^— ̂  A, ê1-^0^-4"?) =: o.

On en tire, exactement comme dans le problème précédent, les
résultats suivants :

B2 i(28) ^^^^^a^b^^abws^^^^)]

et
D2—!)72 __ ^abcosujo -h^)

l)2 a2-^ Ô'-'-f- 2(2^ COS&J(0 4- ̂ )(^â)

En écrivant la conservation clé Pénerine, on se trouvera amené à la&^?
condition suivante :

-. p^2 D 2-D / 2 .,, k ' . h^V/^_cosYi—^——=V^:cos^

qu i , en t enan t compte 'des deux relations précédentes (28) et (29), et
des valeurs des coefficients a, b (27), se réduit à
/ o v • 4-^0^&32 . , . /" • -(3o) —-—cos^>(ç+^):== "7—•

A Kî)

Or, dans le problème précédent, nous avions trouvé, par la même
voie, un résultat un peu différent, :

/ ^ 4'^p^î^2 r ,' ,\
(2^) ——Ç^——== ——COSCr3 (9 + ̂ ).

/»* h'p
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D'où la conclusion assez cur ieuse que voici :
Pour que nous puissions écrire les réflexions et réfractions, il

faut qu'il existe une relation ent re les déphasages des diverses ondes
forcées. Cette ' relat ion est la suiva'nte :

( 3 ï ) COS2 G) ( Cp -+- ' b ) ::r l.

Les coeff ic ients de déphasage o et ^ ne ^o"t donc pas indépendants .
Les coefficients d 'amplitude ne le son! pas non plus et doivent satis-
faire à la re la t ion
/., . 4Trp' , /•
(..) _^,^^.

Toute théorie q u i voudrait donner une explication plus i n t i m e du
phénomène devra nous fourni r des coefficients qui satisfassent aux
relations (3 i ) et (32) que nous venons d'écrire.

g\ Egalàé des pouvoirs transmetteurs. — Nous te rminerons en mon-
t ran t sur l 'exemple que nous venons d 'é tudier la vérification de la loi
de réciprocité des pouvoirs transmetteurs.

Affectons l ' indice ï à une onde électromasn^tiqne polarisée ayant
son vecteur électr ique perpendiculaire au plan d ' incidence, l ' indice 2
à une onde électromagnétique dont le vecteur é lec t r ique est dans le
plan d'incidence, et l ' indice 3 aux ondes élastiques longitudinales.
Pour des valeurs 0 et Y] correspondantes ( loi des s inus) des angles
d'incidence et de réfraction, nous pourrojns résumer nos résultats
en donnant le tableau des valeurs des différents pouvoirs transmet-
teurs [yo^'r équa t ions (21)^, (23) et (29) | :

71 2 :=. TI 3 "̂  Ta 1 =:::: ^'.ï 1 ':=- 0 ;

/ï'2— h'^ __ 4^coso.)(<p -4"_4Q_
'â;î ""' /ï1 ^~ a1 -+- ^2 -+" 2 ab cos 0 ( ® -t- ^ ) ?

— î̂ -l!̂ 2 ~ 4^^COS^(q .4 -^ )
32""' 1P ~" a2-+- ^24- ̂ ab côs&,)(9 -+- ^)

On trouve bien, pour tous les indices, ^mn^^nm9

C'est la loi de réciprocité dont nous nous sommes servis au Cha-
pitre précédent, pour démontrer la loi de Kirchliotf généralisée.
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z'. Conclusions ^énéniles. — Noas pourr ions traiter d'autres pro-
blèmes, par exemple, des réflexions ou réfract ions sur une surface
séparant deux mil ieux. Si les milieux sont solides et transparents, ils
pourront être le siège d'ondes de tous les types : ondes électromagné-
tiques (deux polarisations), ondes élast iques transversales (deux pola-
risat ions) et. ondes élastiques longitudinales.

Ce problème des réfractions deviendra alors assez compliqué,
puisque chaque onde donnera naissance à des ondes de tous les types.
Il ne semble pas utile d'entrer dans le détail de ces calculs, qui
deviendraient rapidement fastidieux.

L'exemple unique que nous v e n o n s de traiter montre pourtant
qu'il y a-urait quelques conséquences à en tirer, sous formes de rela-
tions nécessaires entre les différents coefficients arbitraires que nous
avons in t rodu i t s au début de ce Chapitre, coefficients d'amplitude et
de phase des ondes forcées.

Nous voulions seulement indiquer ce point, et nous terminerons en
montrant que l'exemple traité plus haut suffît à démontrer la validité
absolue de la loi de Kirchhoff généralisée.

En effet, les lois de Kirchhoffe t Wien sont démontrées pour toutes
les ondes électro.magnétiques. Elles permet tent d'aflirroer que, dans
l'état d 'équi l ibre isotherme, la densité d'énergie des ondes électro-
magnétiques, de polarisation donnée, dans un milieu où leur vitesse
de propagation est V, est donnée par une formule de ta forme

p dv d<^ == — F ( r-f ) ̂  ̂ ),

v étant la fréquence, T la température, F une fonction universelle.
De même, les lois de KirchhofT et Wien se démontrent pour toutes

les ondes élastiques, tant longitudinales que transversales, car une
onde élastique d'un type quelconcfue, tombant sur une surface de
réflexion, donne naissance ^ des ondes élastiques de tous les types,
suivant les conditions imposées sur la surface*

On écrira donc, pour la densité des ondes élastiques existant dans
l'état d'équilibre isotherme, une formule générale

•y3 / v \
p dv ^M == ̂  F/ [ ̂  jdv d(,^
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F', é tant une autre fonction universelle de la fréquence v et de la tem-
pérature T.

Nous venons de traiter un exemple dans lequel des ondes élas-
tiques et électromagnétiques échangent de l'énergie, en satisfaisant
encore à la loi de Kirchhoff. Cet exemple u n i q u e nous oblige donc à
réunir nos deux formules générales en une seule, et à écrire

Tous les autres exemples que nous pourrions traiter devront aussi,
sous peine de contradiction, vérifier cette loi générale, et c^est là le
poin t important pour les théories dont nous nous occupons.

L'étude plus approfondie de la liaison entre ondes électromagné-
tiques et élastiques serait d 'ail leurs intéressante, et fournira i t des
renseignements nouveaux sur la structure de l 'atome, et sur la. nature
des forces qui maint iennent les électrons autour du noyau atomique.
En l'absence de tout rense ignement expérimental sur ce point , on ne
saurait d'ailleurs faire actuel lement que des hypothèses; aussi avons-
nous voulu n'entamer ces ra isonnements que sous u n e forme aussi
générale que possible.

Les termes secondaires (ondes forcées) étant certainement très
petits, puisque l'expérience courante ne les révèle pas, nous les
négligerons dans la suite.

CHAPITRE V. , •
• , ' PRESSIONS DK 1UDIATION.

ci. Calculs, de Lord Rayleigk. — On connaît depuis Maxwell l'exis-
tence des pressions exercées par les radiations lumineuses et électro-
magnétiques. Pour les ondes acoustiques, c'est Lord Rayleigh qui
signala le premier l'existence de ces pressions (< ) . On trouve dans les

( ] ) JLord RA.YLEIGH, Phïl. Mag^ fc. 111, 1902, p. 338 (reproduit dans Scientîfic Pctpers^
vol. V, p. 4i); Phiî. Mag., t. X, rgoS, p. 364 (reproduit dans Scientific PaperSy vol. V,
.p. 26%). . 1 1 1 ^ ! ^ . • ^ 1 : • 1 ! , ! ! ^ 1 1 ' -'

Foir aussi PÔYNTING, Phil. Mag.^t.îX, 1903, p. SgS.
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deux articles de Lord Rayleigh à ce sujet l ' i nd ica t ion de plusieurs
modes de raison nemen-t, très généraiiK et le calcul de quelques cas
part icul iers . Mais certaines erreurs nous obl igeront à reprendre en
détail l'exposé de cette quest ion.

Soit u n m i l i e u traversé par des ondes .élastiques, qui sout émises,
absorbées, ou réfléchies par les parois, suivant des lois données . .On
formera l'expression de l 'énergie potentiel le de vibration U et celle de
l 'énergie cinétique 1. Si / est u n e des coordonnées du système, il sera
facile de trouver l 'expression de la force L correspondante par la
méthode de Lagrange [r/. Cliap: II, formule ("8)'|.

_ ^_i^\_ àT_ àU_ • .
' :~ Ti \JF ) ~~ ~ôl + ~Jl '

Si. nous prenons les moyennes sur un temps T suffisamment grand,
le premier terme disparaîtra, car T reste fini, el Von aura

^•) r-^'0"^- 1
(0 ^ L--.- ^

Cette formule générale a été appliquée par Lord Rayleigh au calcul
de plusieurs cas spéciaux. IL-A. Lore'ntz ( ' ) , dans un travail récent
sur la dilatation des solides, a repris de son côté le calcul des pres-
sions de radiation exercées par des ondes longitudinales et transver-
sales. Il a re t rouvé, en employant la méthode ci-dessus, des résultats
généraux en concordance/avec ceux de Lord Rayleigh, résultais que
nous étudierons et généraliserons à la fin de ce Chapitre.

Dans le premier article, 'Lord Rayleigh calcule, en particulier, la
pression exercée par une onde, se propageant dans un gaz parfait,
lorsque cette onde se réfléchit normalement sur une paroi rigide. Cette
pression s'écrit . , ' .
( a ) ! ' ' A/?r-:E=:26, ;

E étant la densité totale d'énergie des deux ondes élastiquesincidenfe
et réfléchie, chacune de ces ondes ayant une densité d'énergie <^

"' ' ! » "
( i \ H.-A. LoiŒNïx, Thé dilatation of solid bodies b)' îîeat {Proceedmgs Amsterdam,

vol. XIX, 1 9 1 7 , p. ï3ï/i). .'1 1 • : 1 , 1 1 1 1 , 1 1 , 1 1 ^ • 1 . 1 1 1 1 , 1

Àn.n. Êc. Norm., (3 ) , XXXVÏÏ. — DÉCEMBRE 19^0. , ^2
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Dans le second article, Lord Ravielgli reprend ce calcul pour le cas
où le fluide aurait une loi de compress ib i l i té quelconque

^=/(p).

Toujours pour Pincidence normale, il trouve alors que les ondes se
réfléchissant sur une paroi exercent une pression supplémentaire

(3) ^=E(.(+|^

la vitesse de propagation des ondes étant V == \/f\
Lord Rayleigh calcule ensuite la quanti té de mouvement l i ée à u n e

onde; nous reviendrons p lus loin sur ce calcul, qu i prête à la cri-
t ique.

Le résultat de l 'auteur est le suivant : une onde se propageant dans
une direction Ox avec une vitesse V transporte une quantité de mou-
vement; dont la valeur, par uni té de volume, est

"-(•+^-
Un autre mode de raisonnement très ingénieux, basé sur l 'emploi

du viriel, permet de retrouver la pression de radiation sous l ' incidence
normale, puis de calculer le cas plus général où des ondes de toutes
directions, également réparties en tous sens, se réfléchissent sur un
miroir. Si l'on appelle E la densité totale d'énergie de ces ondes, la
pression sur le miroir s^écrit '

A.-.0^).

b. Discussion. — En comparant les formules (3) (incidence nor-
male) et (5) (toutes incidences), on ne peut manquer d'être frappé par
le fait que, dans la formule (5), le facteur- ne porte pas sur le coeffi-

• r\ y'7 " '
cient ^-< Or, si la pression de radiation était due seulement à la varia-
t ion de la quantité de mouvement de l'onde [d'après formule (4.)] au
moment de la réfltexion, on devrait trouver un résultat différent; sous
une incidence Y], la pression serait réduite comme cos^y], et la



LA THÉORIE DES SOLIDES ET LES QUANTA. 4 I I

moyenne des pressions d'ondes de toutes directions s'obtiendrait en
prenant COS'T] == ^, ce qu i donnerait

A^E(^) aal ieude E (̂  ̂ ;) .

11 y a là une anomalie, qui n'a pas été remarquée par Lord Rayleigh.
La cause en est facile à trouver. En reprenant pour le cas d'une inci-
dence Y] le raisonnement qui a fourni à Rayleigh la formule (3), on
trouve facilement

(6)' ! A^=2^/cos^+^V '\ v /
Cette formule concorde bien, pour IMncidence normale, avec la

formule (3) et, pour la moyenne d'ondes de toutes directions, avec la
formule (5).

Mais alors, il doit y avoir une erreur dans le calcul de la q u a n t i t é
de mouvement (4) transportée par une onde. Le raisonnement en est
très cri t iquable. La forme (ronde établie pcir Rayleigh est très particu-
lière. Les diverses parties de l 'onde se propagent avec des vitesses
d i f fé ren tes ; l 'onde se déforme en se propageant, tout à fait comme
une vague qui déferle. On vérifiera enfin que l 'ensemble du f lu ide est
an imé d 'une vitesse moyenne non nu l l e :

^ï(4--i)^o,poWo po y ^
0 é tant la d i la ta t ion c u b i q u e ; i l est donc hors de doute que Pévcdua-
tion de la quan t i t é de mouvement transportée par l'onde de Rayleigh
est inexacte. On peut , très s implement , reprendre ce calcul. Pour
une onde plane en propagation normale su ivan t 0^, sans déformation,
on doi t avoir, si u est la vitesse suivant 0;r,

au i au
~àx " ~ 1 V ~ô~t '

Or, on a toujours
àQ ,. au— zz, chv u == —
(H àx

d'où f ina l emen t

(7) ' , . , • 1 , Q :
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La quanti té de •mouvement d 'un cylindre de base Ie"12 et de hau-
teur A'! s'écrit

( 8 ) ' M'a: -̂ = f p u cîx == po j ( î — 0 ) u cfx •--:'— u^ dx =: ——1 ?
JQ Jo ' t/O

6 é tant la densité d 'énergie de l 'onde. La quan t i t é de mouvement
transportée par une onde est donc donnée par sa densité d 'énergie
divisée par la vitesse de propagation.

Dans cette onde, les vitesses et dilatations var ient proportionnelle-
ment , mais la pressiûû suit sa loi propre

p =/(p) ==/(po- po0) =yo-/opo^ + ̂ P^- • • •

L'onde provoquera donc une augmentat ion de pression moyenne
dans le liquide traversé

(9) . , /^=^/^-^. •

Ce qu'on observera, lors de la réflexion sur iinr paroi pfane^ sera la
superpos i t ion des deux effets, l 'augmentation (()) de. la pression
moyenne et la pression due à la var ia t ion de la quantité de mouve-
ment (8), soit, au total :
(10 ) ^ A/^Ecos2/] ̂ -E^'

2/ 0

(E.-=2^ == densité totale d'éperg-ie des deux ondes).

Si le miroir réfléchissant est une palette immergée dans le l iqu ide ,
reflet observé sera différent . L 'équi l ibre -hydrostatique entfe les
diverses régions du l i qu ide exigera que les pressions isotropes so ien t
les mêmes en tous points. La densité moyenne po dans le volume T(,
traversé par les ondes sera différente de la densité pi dans le volume T^
au repos et de telle sorte que l'on ait l 'égalité ent re p ^ e t / } , c'est-à-
dire p^ •4" •̂  C. Sur la palette réfléchissante immergée dans le liquide^
les prassions isotropes de part et d'autre étant égales, on observera
seulement l'effet dû à la variation de quanti té de mouvement , c'est-
à-dire1 ! , ! , 1 1 1 ' . 1 1 1 , ! ! • ^ ! ! ! ! ' ! ! 1 , ! ! ! : "
(ï î) . . ! , ! 1 1 , • . ! , A/? •=-¥. cos^, , 1 1 1 1 ^ ! ! ! ! ' ,
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c. Ondes tmnwersales ou 'longitudinales complètement diffusées
•(H.-A. Lorentz) ( s ) . —• Le cal-cul des pressions de radiations se trouve
repri-s,, impl ic i tement , par Lorentz, à propos clé la dilatation calori-
f ique des solides. Le mode de calcul de l 'auteur est basé sur la for-
mule (i) de Rayleigh et les résultats peuven t s'écrire, tant pour les
ondes longi tudinales , que pour les ondes transversales complètement
diffusées :

c3' ^"•0-»'1 . d 10^ v \
j^^Togo;5

E, densité d'énergie des o-ndes considérées; V, leur vitesse de propa-
gat ion; p , densité du milieu.

Nous allons montrer comment on peut calculer la pression de
radiat ion d'une onde isolée, tombant sur un miroir sous une inci-
dence Y], Nous retrouverons le résultat ci-dessus en prenant les
moyennes. • , . . .

d. Ondes élastiques réfléchies suivant une incidence donnée. — Consi-
dérons un volume solide parallélépipédique

o<.r</i, o<j<4, o<^</;i;

nous supposerons comme condit ions de surface celles que nous avons
déjà i n t r o d u i t e s au Chapitre 1 (§ c et d) : déplacements perpendicu-
laires à la surface nuls, forces perpendiculaires non nulles, forces
tangentes nul les , déplacements tangents non nuls.

Ce sont dos c o n d i t i o n s de réflexion qui permettent , comme nous
l'avons déjà va, de traiter séparément les ondes long i tud ina les et
transversales. Nous avons calculé tous les modes de vibrat ion propre
d 'un tel vo lume. Choisissons-en de part icul ièrement simples, qui
correspondent à des ondes se propageant parallèlement au plan a^Oz
et se réfléchissant sur les plans z == o, z == 4 sous des angles ±r^

I. Un mode de v ibra t ions de condensation, clé ce genre, sera repré-

( 1 ) H.-A. LOIUSNTZ, Proc. Ânist^ 1. XIX, 1917, p. i3a4. — ^oir aussi FÔRSTERLI^G,
."/////. der P / i ) ' s . , t. XL VII, 191'), p. i i '27.
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sente par
" '"'"" "T" i n r T^ / ) "

(i3) l)i=:grad P, P =c^(^)cos—— cos——)^ i ^

avec les notations du Chapitre 1 [formule (8) | ; l 'angle Y] est donné
par

m
^tangY] = — ?

^

m et/? entiers |Chap. I, p. 36i, l igne 8].

II . Les vibrat ions transversales propres de ce genre seront de deux
types; l 'un vibre parallèlement à Faxe Oy, c'est-à-dire perpendicu-
lairement au plan d'incidence (<?/. I,i3)

(i4.) 1)2^'== q ( t ) cos ——— cos --1—-, 'D^-=~. 1),-~= o.
^i ^

III. .L'autre vibre dans le plan d'incidence

,,. , . f\ . r.inx npz1),^=: r{ t) —— sin —,— cos -— i' ' T:m /i /3
( l5) 1 thy^O,

/•{ ' K I Î Z X . 7Tp^/'•ne; <»; 1 1 1""'•1")|"""'̂  l.^vO - ""» 3 1 '•A '-"11","—"~
77^ ^ ^

j 1)23== - r ( l ' ) — cos——sm

On vérifie aisément que la condition de divergencô nulle est satis-
fa i te par ce mode de vibration.

Pour chercher la pression exercée par un de ces modes de vibrat ion
sur le plan r ̂  4, nous calculerons les énergies potentiel le U
et cinétique T correspondant à cette vibration, dans tout le
volume v ==-- ^4/3.

Puis nous ferons subir au système une pet i te déformation y qui ne
sera plus isotrope comme dans le cas de Lorentz, mais qu i représen-
tera un allôn^eïnent de i a i +• q de toutes les coordonnées et compo-
santes suiwnt z. La tension Q correspondante sera donnée par la
formule de Baylcigh

^ U - T ) • 1 .
/ ))q \ ; ! , ! \ , ! -(ï) ! . . 1 ^ , • Q
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Celte tension Q est immédia tement reliée à là pression de radiation/?
sur la face z = l y , car le travail élémentaire s'écrit

'Qd^-^p/,Ud^-=—'pl^J,^,
/ /.. -- 0
( ) • p=-^.. i i l ' î f 3

Examinons par exemple le cas de la vibrat ion longi tudinale I. Les
formules (n) et (12) du Chapitre 1 nous donnent : pour les énergies
c iné t ique T et potentielle U du mouvement

_ Mr /^KV ,tr./'Y\\..
-^[h-J '^^JJ r'^^Wïr^^
T.^[(^V^(yY'-|à..

0 \ ti 7 \ i-A

Pour prendre leâ dérivées par rapport à q, nous supposerons o et à
invariables, a insi que M, masse du corps solide,

de/ •= d\Q^i^-=. ̂ logp =— diogû.

v, volume spécifique; p, densité :
—oI^El

. , à , /^m2 , T:2/?^ 2 /i(l^ ^^log^^-^^^^ ^^_^eos;,. ^
/2 "' ~ /•2
t 1 " 3

Ceci nous donne aussitôt

(.8) ^^.Toos^, ^.-uf^^^-.cos^V
^lOg^ ^lOê'^ Y <^10g t ' /

Tenons compte de ce que T et U s'expriment en fonction de la
densité d'énergie E/ des ondes longi tudina les par

2 T = : 2 U = i W 2 4

et les relations (i), (16) et (18) nous donnen t

(...) ?-<-'-^)-
Nous retrouvons les formules (6) ou (10) déjà établies plus haut .

Le calcul se poursuivrait suivant une voie tout à fait analogue pour les
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ondes transversales des deux types II et 111. Le résultat est le même,
la vitesse Y//, et la dens i té d'énergie E^/. pour ondes transversales
remplaçant V/ et E/ de la formule (19).

<?. Ofi(/es électromagnétiques, -- Nous allons voir que cette f o r m u l e
est d 'une plus grande général i té encore, et s'applique aux ondes élec-
tromagnétiques. On sait que les formules générales de Mécanique
s 'appl iquent à l 'E lec t romagnét i sme,a condi t ion de considérer l 'énergie
électrique comme potent ie l le , et l 'énergie m a g n é t i q u e comme ciné-
t i que» Prenons un volume l ^ l . ^ l ^ l i m i t é par une surface réfléchissante,
et cherchons les modes de vibrat ion analogues à II et I I I ; i ls
s'écrivent :

II bù\ Champ é lec t r ique su ivan t Oy :

, / \ • 7i m.;2" . r.p.zh y == a ( t ) sin —-.— si n —— •
v! "•ï

Le coeff ic ient a nous servira de coordonnée.
Le champ magnétique devra apparaî t re comme propor t ionnel à ùy de

telle sorte que l'énergie magnétique, p ropor t ionne l le à à^y ait l'aspect
d 'une force vive.

C'est donc par les deux r e l a t i ons su ivantes que nous formerons lt :

roLlî^Â- âh, div'H=:o;

ceci donne

I' A ' •
-y,. . , T. m . r^mx npz . . ,H^ --= — Â-———————-——— sin —.—côs——a(^),

"Ji- ÎLE -+-A ZL^ l /1 /:i

T:IU /g T : I > /i
(20 ) 1 1 1 H,=Û, ^^ 1 ,

' ! ! . 1 ; ! A - 1 1 . ! ! . ! ' 1 1
,f r T.D , Trm.'r :. v:pz\ , ,\\^ —. + k —————L———— cos —— si n —r— u / ).

• ' ' l TLE. J^ HIH ' 1 3 ' '-^m i^ - 71: p l^ ' • ,, , - ^ "
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I/énergie potentielle U (énergie électrique) s'écrira donc

(2 i ) - — f f f k/i2 / /7 7 - ^ ̂  ̂  Â' .^ j j j '^^^^-"^r ^a 'u =
L'énergie cinétique T (énergie magnétique ) aura la forme

fA.Y4-.fAYT r f r^ 1 1 2^ ^ /j /lU:, p-À-2 \7r m 7 VT:/?/ .2j; == f l f s——dxcîy dz =——— -L— ————'-———-£-.——^2,
J JJ ^^ v ^r. 4 / ^ 1 -n:̂  . 4 Tr/ny-j_ ̂ ,ji ̂ .^Y

,7:̂  4 ^/^ ^ y
W, [jJ^

871 4 /7T/JV ./^m.V-+-1

Les dérivées se calculent aisément :
mj _ / d\^k\

ô\^i, - " y ' d ^ ) '
àT

(^lOg^

m
— 1

^ , rflog^
a? loge

^ 2 „,„„„„.„.„„,„„„,„
' (T.P^

\ l^

W
\ ̂

)2+(

)•
''Tî/My
^ /l )

„,/ dIogîJ./^ , \
= T I -4- ——JL(—— 4- 2 COS2-^ ).\ ^logp /

On en tire la valeur de Q, en tenant compte des relations

Î = U = = ^ E / ^ ^ .

Si E est la densité d'énergie totale moyenne des vibrations

.- ,,, , . , / \- i àloQ'p./c\ ., f , j f » I ^loprV2
(22) 0 = E/iUg —COS2^-- --yr^2—- )==—E/ i / . / 3COS 2 - / ] ^--—-T-^——' / "" 1 - J ^ 2 <?log^ / \ 2 (Hoê-t5

car
îog '^A-==—IogV 2 , logp =—loge,

V, vitesse de propagation* Et nous retrouvons bien pour p la formule
générale donnée par (19)*

III bis. Le calcul se ferait sans plus de difficulté pour l'autre polari-
sation possible, c'est-à-dire le vecteur électrique dirigé parallèlement

Aim. Éc. Norm., (3), X.XXVÏL-- DÉCEMBRE 1920. 53
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au plan ^O.r. Ce mode do vibration, s'écrit :

, , . /i T:mx . . D T : Zh^-=: ait}—L- cos—-,—sm ——?' ' r^m /i /3
h^.==. o,

, , /•> . TT/n^' TT/-?^À 3 - = : — a ( ^ ) - — sm —,—cos——;
11 P < l .̂r

î^.=o,
„ . /i j/.i '7:rnx T C p z .Hy= /c —— —-cos——cos—^—a(Q,J 'Km np /i <;î
H,==o.

Nous ne reprendrons pas ce calcul qui ramène encore à la for-
mule (19), tout comme dans le cas précédent.

/'. Pression de reidiaUon déduite de la formule de Boitzmann. — La
formule (19) est valable pour tous les types d^onde. Le résultat s'ex-
plique, et je veux donner une démonstration un ique^ valable dans tous
les cas, en m'appuyant sur la formule de Boltmiann jChap . 11, for-
mules (22) et, (22 bis')].

Je profiterai de la souplesse du raisonnement pour étendre encore
un peu la généralité du problème. Dans tous les cas traités précédem-
ment, je supposais la vitesse de propagation des ondes indépendante
de la fréquence v; je vais désormais supposer que la vitesse est
fonction de cette fréquence v-

Dans la dilatation d'un système vibrant, le travail recuei l l i ( ' ) s'écrit

(23) A(?=:E/ ,^ /3AIo^7=--E^/ j3AIo^.

Ceci n'est autre que notre formule de Boitzmann.
En introduisant la pression de radiation/?, on aura

A<^ == -— p dv =-=-. — pv cl log- l:ï ( v =. /i 4 ^3 ) i

puisque v et 4 varient proport ionnellement. Portons cette va leur

(1) Je récris celto formule avec les notations adoptées dans ce Chapitre ou E signifie
la densité d'énergie, et Kitk^ est l'énergie totale, que j'appelais E au Chapitre Ïï.
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dans (23") et nous obleno-ns
, ' , diogv

(24) ^-^^TT

11 nous faut évaluer cette dérivée.
Or, dans tous'les cas examinés précédemment (§ d et e), la fré-

quence v est donnée par la formule [Cliap. I, formules (10) et (16) |

V / T m Y 7 n ~ Y f p Y
-TV7^^)4-^)^^)- : . . .

Pour une dilatation de l'arête / s nous trouvons [voir ce Chapitre, for-
mule (17)]

^ (f)2
/,.•,'> __'. ~ ___v»-7______.Qs2A
^^ r f i o g - / , — / ^ - / / ^ .^y"^^te^-'-U;
La difrérentiation ci-dessus est maintenant à développer, en tenant
compte de ce que la vitesse Y dépend clé l^ directement et aussi de la fré-
quences.

Nous avons, en prenant deux variables indépendantes v et ^,

(Hog-^ ^ioê'^"
^^T^-JÏ^^10^^^!^;^^

La première dérivée s'écrit, en in t roduisant la vitesse de groupe U,

àio^^ à^- ^
à log^ d^ U

Dans la seconde dérivée, v est à considérer comme constant, puisque
v et ^ sont supposés indépendants ;

, " , , , ^ ^T ̂  ^ ^logY.1
^ log4~~ ' ^ iog /3 ' .
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In t rodu isons m a i n t e n a n t la l ia ison entre v et 4 et nous trouvons

(26)

v
(T/lOg-r- .-. ,, . , ,/,__°\ _ Y cllo^v àlo^\
<r/lo§-/a ~" U ^loê"4 """"" ()\ogl;i'

Cette expression est, d'après (25), égale à —cos2"^. Nous en tirons
donc

d}ogv U /<?lo^V
— cos-^ .

d\ogl^ V W l o g 4

Portons cette valeur dans (24), et nous obtenons la formule absolu-
ment générale
(,,) ,̂ ,.;(eo..,̂ )

(en tenant compte de ce que <a?logp == —• rflog^).
Cette formule (27) se réduit bien à la formule (19) dans tous les cas

où la vitesse V est indépendante de la fréquence v, car on a alors V == U.

g. Emùsiojî et absorption. — II nous reste à trouver la pression sur
des plans émetteurs on absorbants; c'est ce que des raisonnements
tout à fait élémentaires permettent d'obtenir immédia tement . ,

' . , , ïïig. 5. • '

S,

^ ^

t 1 ̂
3z

Considérons un volume cylindrique terminé par deux sections nor-
males S,, S^ Ce vo lume est rempli d'un corps capable dé propager
des ondes d'un type quelconque.

Nous aurons à écrire que, lorsque le corps est traversé par des ondes,
la résultante des pressions sur les différentes faces est nulle ; le volume
reste, au total, au repos.
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i° La paroi Sa est un miroir parfait. " •
La paroi S< émet des ondes normalement à la surface et absorbe

complètement les oncles réfléchies qui lui reviennent.
Soit ô la densité d'énergie du rayonnem.ent émis par S^ la pression

à l'émission étante et à. l'absorption^ sous incidence normale. L'équi-
libre exige

PÎ-^P^P^

p^. étant la pression à la réflexion normale.

• 2° S., est émetteur et Sa absorbant.
L'équilibre exige

^-^=Û;

d où fin aie ment
(.S) ^ ,̂,.̂ ^).

Le calcul de la pressron lors de l'émission ou l'absorption d'une onde
oblique n'est guère plus compliqué.

Considérons une portion de cylindre ayant ses génératrices parallèles
à 0^. La base du cylindre est le rectangle

o <; .2..' •< a, o <^y <; b.

La portion de cylindre est limitée supérieurement par un plan paral-
lèle à Oj et faisant avec Qx un angle Y].

Les parois verticales du cylindre sont réfléchissantes.
Je suppose qu'une onde plane, de densité d'énergie C, est émise nor-

malement par le plan x0y. E l f e est absorbée complètement par le plan
supérieur, sur lequel elle tombe sous l 'incidence Y]. Il se développera
sur le plan absorbant une pression normale^ et une force tang'en-
tielle par uni té de surface^ dirigée dans le sens de la propagation.
Ces deux pressions^, pc sont à calculer. Les forces résultantes X, Y, Z
sur le volume total doivent s^annuler; ceci donnre :

, ,J' J lo^V\ ab. . . ,
Z =— abU J-+- ———— -+•———(p^cos^ -4- pt^u\ri} == o,

\ ^logp ) cosr; , '
Y == o par symétrie,

, , . J Î 0 2 - V - . ^ J l o ^ V ab . . ,^^^-^^^oip1^^'-^1^
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On tire aisémeni (J.c ces relat ions
/ ,,/ , àlo^V, . \ p^-==:. L cos-'n + , . 1 1 —(29) ] r n \ ^ log -p^
f pf -=. C cosrj sin'n.

Tous nos résultats peuvent finalement se grouper en un seul énoncé;.
valable pour ondes élastiques, longitudinales ou transversales, et pour
ondes électromagnétiques se propageant dans un milieu isotrope.

i° Lorsqu'une onde se propage avec une vitesse Y dans un milieu
de densité p, elle .produit une augmentation de la pression moyenne
isotrope donnée par la formule •

/} loo-v
(3o) Ap^C"-^,

àlosp

C étant la densité d^énergie de l'onde.

2° Cette onde transporte une quantité de mouvement; la quanti té de
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mouvement présente à un instant donné dans un volume (h est

( 3 i ) ^ÎL^CY^/T.

Ces résultats sont intéressants par leur générali té.-De nombreuses
inexactitudes ont d'ailleurs été dites sur ce sujet :

• A propos de la pression des ondes électromagnétiques, on ne lient
compte, en général, que de la quan t i t é de mouvement transportée par
l'onde^ et l'on oublie le terme fixe.

A propos de la quanti té de mouvement d'ondes élastiques, on
trouve dans Lord Rayleigh une évaluation inexacte.

Dans leurs calculs au sujet de la di la ta t ion des corps solides ou
liquides, en fonction de la température, P. Debye, van Everdin^'en,
Ornstein (1), Zernike, ont évalué incorrectement la pression de radia-
tion, en tenant compte seulement de l ' augmentat ion de pression
moyenne, et oubliant l'effet des quantités de mouvement des ondes.
Une erreur s'est aussi glissée dans les calculs de M. M. Brillouin à ce
sujet. Nous reviendrons d'ailleurs sur ce point en exposant la théorie
de la dilatat ion calorifique.

La seule valeur correcte est celle donnée par H.-A. Lorentz {loc. cil.').

CHAPITRE VI,
LOI DES ÉTATS COKRESPONDANTS. — CHALEURS SPÉCIFIQUES. — DILATATION,

A partir de ce Chapitre, je suppose toujours que les milieux étudiés
sont sans dispersion, c'est-à-dire que la vitesse V est indépendante de
la fréquence v et la vitesse de groupe U égale à V.

a. Une remarque de Rayleigh (2), dans son premier article sur la
pression de rad ia t ion , méri te d'être notée. Il rappelle que la démons-
tration de la loi de Stefan est basée sur la valeur de la pression de
radiation.

( 1 ) Proceeding's Amsterdam^ vol. IX et X, 1 9 1 7 .
(2) FORSTERLÏN(X {À/ni. der P/ifsik, 1915, loc. cit.) a noie l'miérêl que préseale cette

remarque de BayleiglL, mais l'extension qu'il en donne est meoniplète et inexacte.
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En effet, soit
.-i-^i^/ ^ ^ ^

E, l'énergie totale de radia t ion; c, le volume; C, la densité d'énergie.
Pour une peti te déformation dv et une variation de température rfT,

le travail et la variat ion d'énergie interne sont
-^ , .,.^ àFj ,r,i Tn d^dQ •=:p ûfr, cih == —^ dl. 4- E —)

en supposant la densité d'énergie c fonction seulement de la tempéra-
ture et indépendante du volume.

La variation d^erpropie s'écrit alors

, ! ' ^S=^(^+6)^+^^^T. ^ .

Écrivant que dS est une différentielle exacte et remplaçante par son
expression y. on trouve

d'où
c/log£=:(/î + î)cllo^T.

^r^aï^1.

.Pour les radiations électromagnétiques dans le vide, on a n = 3, ce
qui donne la loi de Stefan. Mais il semble que ce même raisonnement,
appl iqué aux corps pour lesquels nous avons trouvé n différent de 3,
doive donner, d'une façon absolument générale, la loi de variation de
fénergie interne en fonction de la température. J'ai donc reprisée
raisonnement, qui m'a permis de retrouver, par une voie purement
thermodynamique, une grande partie des résultats de Debye sur les
chaleurs spécifiques et la théorie générale des solides et liquides.

Tout d^abord, dans les corps solides ou liquides, l 'énergie interne
(rapportée à la molécule-gramme, par exemple) d'agitation ther-
mique E ne peut plus être considérée comme fonction uniquement de
la température. C'est une fonct ion de T, du volume spécifique, et des
déformations élémentaires.

Il y a, en outre, à tenir compte de l'énergie potentiel le interne, qui
représente le travail effectué pour comprimer le corps depuis un
volume de référence jusqu'à son volume actuel et sa déformation
actuelle ; tout ceci complique notablement les calculs.
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Enfin le coefficient n^ que nous avons calculé, dépend de la loi de
compressibilité du corps; il est donc lui-même fonct ion du volume
spécifique.

Nous allons voir comment peut se t ra i ter un cas simple, celui d 'un
corps capable de propager un seul type d'ondes. Ce sera, par exemple,
le cas d'un l iquide compressible, conducteur de félecirici té; ce liquide
ne peut propager que des ondes du type élastique de compress ion.

b. Liquide. — So ien t^ le volume de la molécule-gramme et F(^)
l'énergie potentiel le interne par molécule-gramme en supposant les
molécules au repos, c'est-à-dire le corps au zéro absolu. La loi de
compressibilité élémentaire, en l'absence d 'agitat ion thermique est

(i) ^^^F^).

La vitesse de propîigation des ondes longitudinales est V^ donnée
par la formule
W V;=^=-,,̂ =,,.F..(,,. ^

Si, à u n e température T, l'énergie d'agitation est E(P, T) par molé-
cule-gramme, la pression totale exercée sur le milieu extérieur par le
•corps est
(3) ^-F'^+îif--!^1-^;

c' \3 a àlog^/

c'est la superposition de la pression statique et de la pression de radia-
tion. La formule que nous obtenons ainsi i m m é d i a t e m e n t n'est autre
que « l'équation d'état du corps l iquide » (ou solide) t rouvée par
Debye et Ratnowsky(1), qui l'ont obtenue par une voie très dé tournée ,
comme" conséquence de leur théorie des chaleurs spécifiques. Rat-
nowsky l'écrit

(3^) [P+F^^J^^-E^^,dloo;^

( l ) P. DEBYE, GotUu^er fFoîfskehl Fortrag^ igiS. — S. RATKOWSKY, Ànn. c/er JVn'.c.,
t. XXXVIÏI, p. 637; Fer/i. d. I). Ph^s. Ces., t. XV, 1913, p. 73.

Ân^, Éc, yorm., (3) , XXX.V1L — DECEMBRE 1920. '• . 54'
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où v^ a la va leur su ivante :
, ...v^NYvm-^^ 9

N é t a n t le nombre d'Avogadro. Ceci donne
d}o^rn _ T ( )10gV

ri io^ç' 3 6Mog'^

en concordance avec notre formule.
Le calcul de Ratnowsky se réduit donc à une simple évaluation

correcte de la pression de radiation moyenne.
Dans l'application de cette formule, il semble que les différents

auteurs a ient souvent oublié le coefficient fixe -pour ne tenir compte

que du terme en ^ , qui dépend des écarts a la loi de Hooke.

c. Mon raisonnement consiste à partir de cette formule, et, par ,voie
'thermodynamique, à en tirer des résultats tout à fai t généraux sur la
théorie des solides. . . ! • :

La formule s'écrit, en i n t r o d u i s a n t F" au lieu de V,

(4) ^-F^-ÏY2. ^WP \3 a à log^,

L'énergie in terne totale du corps est

(5) U((vT)=E(^T)^F(P).

reffectue maintenant une petite transformation dv\ rfT; le travail
élémentaire et la variation d'énergie interne valent

.„ , ,p, , ^d^ /2 ^logF^. ^ , . ; d^ =:•/:) civ == — F dv — E — ^-4- ——— > . .
p \3 2 à loge/

• • / dV'^^dv-^V'ch+^d'ï. ' ' • 1

• '1 . 1 ! / 1 : 1 àv l l i - ' ai: '

J e t r o u v e pour la variat ion d'entropie l'expression

' ^ _ d{] -+- d^ _ dv [àE E A à logF^V"] à'E dT, , rf^,——^——_^^^^+^^^ ,:.



LÀ THÉORIE DES SOLIDES ET L'ES QUANTA. 42"7

Je dois écrire que dS est une différentielle exacte, ceci me donne la
relation
/ z- ^ . àE ... / 2 ! à io^P7 \ ,,, àE i a à \ o^ F'" \( b ) ^ — — h TT 4- ——— 4- ! -^ TT 4- ———— ^ °-^c \ 3 2 (^ log- F / • d T \ 3 . 2 à log- v }

Cette éfl 'uation se met sous une forme plus simple, en introduisant
une variable ©
(7-) ©=ArfF^

log 0 == -ï log ^ -4- - log F" 4- log'A.
0 '3

L'équation devient alors

/8 ' ) ' à^Q^.-, à}0^ i~ov / ôio^ ( ) l o g - T ~ ~ " - ° '

Par le chanHenient de fonctions et variableso , - ' - . , -«à - '

- /=:luê'E, ^:=log'6,, ^r=:Iog-T,

j'écris l'équation sous la forme

: ' ' • ^ ^ ^^^=,. ^ -
'• àx ày * ?

Pour cette équat ionl inéaire avec second membre, la solution géné-
rale s'obtient en ajoutant une solution particulière (y===<r) à ta
solution générale de l 'équation sans second membre

Ceci me donne
•/^F(^-y).

/ = = ^ + F ( ^ — J ) ,

ou F est une fonction arbitraire quelconque. En repassant aux variables
primitives, je trouve

log E ===-log0 -4- F (log 9 — logT)
ce qui donne

/ (A\
(9) E = © ( I > ( ^ j <

La fonction <& est une fonction arbitraire, c'est-à-dire que les pro-
priétés spéciales du corps étudié cessent d^ntervenir pour l adé te r -
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imnation de cette fonction <!->; seules des lois plus générales peuvent
permettre de Fa préciser. Il est donc légit ime d'affirmer que, pour
tous les corps de même nature, la fonction $ sera la même, et nous
arrivons à la loi suivante :

d. Loi des températures correspondantes. Cas du liquide. —9 Soi eu t E
rénergie in te rne d'agitation moléculaire, rapportée à la molécule-
gramme, et © une température de référence déterminée pour chaque
corps par la relat ion générale

QzzzA^l^^A^^Y,

A, coefficient universel;
V, vitesse de propagation des ondes.

L'énergie d'agitation moléculaire E doit être de la forme

(9 ) ^ ===fonc l ion universelle de ( ^ J •

Je trouve cette loi comme absolument générale , nécessitée s imple-
ment par l 'appl icat ion de la Thermodynamique classique et la formule
de pression de rad ia t ion .

C'est la loi des températures correspondantes que P. Debye (') avai t
indiquée sur un cas particulier, au moyen de ra isonnements par
quanta .

Nous pouvons aussi bien donner main tenan t l 'expression de la
densité d} énergie :

r ^ ^ ^ <^ , /ô\ T4 /©Y" f./^( ïo) - , ^^^^^î)=^^

Cette formule constitue la généralisation de la loi de Stefan.
Je justifierai plus loin l'affirmation, qui peut paraitre un peu rapide,

du caractère universel de la fonction <I>,et déterminerai cette fonction
par les lois générales du rayonnement.

Il est remarquable de noter que, pa rce raisonnement tout à fai t

O)-?. DEBYE, Aun. da-Physik, 4e série, t. XXXIX, 1912, p. 798.
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général, je fais apparaître nécessairement, en facteur'de la densité
. (Ténergie, le coefficient •^ qui est prévu par la loi de Kirclilioff.

La chaleur moléculaire du corps, à volume constante est (par molé-
cule-gramme)
. , ' 6?E / ^ \ ^ / ô \ ^
( 1 1 ) ^--(T^W-^1^

(M, masse moléculaire;' ^,, chaleur spécifique pour i8' du corps),
©c'est une fonction universelle du rapport .7.^

Sous l ' inf luence de la pression de radiation/le corps échauffe sous
pression constante se dilatera. Nous obtiendrons facilement la varia-
tion de volume erz foîiclion de la (einpérature^ en écr ivant que la pres-
sion extérieure totale reste constante :

. ' p r=^Q== consi.

Considérons le cas où la pression extérieure est nulle,et nous trou-
vons [formule (4)] le résultat général

F. /s ^lôgF'^
( 1 2 ) ^^ î)+7(3+?^^)==o•

La parenthèse s'écrit
^log-e
^log-c

Développons F' en mettant en évidence la dilatation cubique à :

F^F.+CP-POÎP^FO+^OF; ;

mais F, est nul, puisque, au zéro absolu/nous supposons la pression
extérieure nulle. Et nous ob tenons la dilatation o, à partir du zéro
absolu, par la formule approchée, à basse température,

. ^\ 1 1 1 1 ! ! ! - ^ E ^!0^ ' ' 1 ! .(i.^) °^-^à~ï^7,'

La dilatation ( ' ) n'est pas proportionnelle à la température, mais

( i ) Dans do icc^uLs articles, Gruiieiscii dôvcluppe, <Ï parlir du résulLat général (1-2),.
une formule de dilatation approchée qui sérail applicable dans un intervalle étendu de
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proportionnelle^à l'énergie d 'agi tat ion E. Cette formule n'est valable
qu'aux très basses températures. Rappelons encore que le fac-
teur , , n -contient un terme constante, même en l 'absence d'écartsàïog^ • o
à la loi de Hooke. '

On calculerai t aussi sans peine la chaleur spécifique à pression
constante, en tenant compte de la d i la ta t ion dans l 'expression de
rénerg ie in te rne . •

Nous terminerons en donnant l 'expression de l'entropie (par molé-
cule-gramme) : • . ! ' ! ,

• . - - 0 ! ! . ^ , 0
c T • o / o \ r T

( i 3 ) S === / x ^ ( x ) dx'^ consl. := ~(I) — ) — J <A>(a;) dx. •+- const.
J Q ï \ î / «^0

Les résultats précédents ont été établis pour un l iquide conduc teur
de l'électricité, capable de propager des ondes élastiques seulement.
Si le liquide est transparent, il pourra être aussi le siège d^ondes
électromagnétiques. On pourra néanmoins continuer à lui appliquer
les formules précédentes, car la densité d'énergie des ondes électro-
magnétiques est tout à fait négligeable devant ta densité d^nergle
des ondes élastiques, par suite du fac teur — qui y intervient .

e. Corps solide. — Pour le corps .solide, il y aurait à tenir compte
séparément des deux types d'ondes élastiques et in t roduire-dans
l'expression de l'énergie potentielle les diverses déformat ions* 'Je
n'aborderai pas ici ce sujet sous son aspect le plus général, mais je
me contenterai d'examiner le cas où le corps solide ne sub i t que des
déformations isotropes-

L'énergie potentielle du corps sous un volume v pourra s'écrire,
comme dans le cas précédent, comme fonction de ce volume seul;
soitF^) la valeur de cette énergie potentielle, calculée en supposant
les molécules au repos clans leur position d'équilibre, c'est-à-dire
l'absence de toute agitation thermique.

température. CeLte formule çstjurilitiée pour des liquides; rappliquer aux solides DC peut
constituer qu'une approximation assez grossière. Il faudrai t lenir compte des ondes trans-
versales et loiigitudinalos séparément (<?/'. E.,GRUNEISEN, Ânn. âer Physî'k^ t.- ^XXXIX,
ly ia , p . a 5 7 ; t , L V , ï 9 i 8 , p . 3 7 [ , et t. LVIIÏ, 1919, p. 753).
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Le corps est capable de propager des ondes élastiques de deux
types, longi tudinal et transversai. Soient E /e t E//..les én-ergies de ces
ondes par molécule-gramme; V^ et V//. leurs vitesses de-propagation.
La pression totale exercée par le corps sur l 'extérieur-s'écrira

04) , ^-F^^^f^^^U^Y^^^
• P \o cMogp / r \3 <Mogr /

Je pose ' ' , • • '
©^.^ffV^3;
e/ -==. a\"!^\

vêtant une constante universelle.
La pression s'écrit

(14^) p ̂  - y ( ̂  - ̂  à logo/ ~ E^ i!̂ 9^
' v / i' ^ l O g ^ (• dlôg^

Cette formule remplacera la formule de Batnowsky, qui cesse d'être
complète lorsqu'on l'applique au ca3 d'un corps solide, capable de
propager deux types d'ondes différentes. L'énergie interne totale du
corps, pour une molécule-gramme, prend la forme
(i5) . U=:E,,+!^H-F(r).

J'obtiens sans peine, comme dans le cas du liquide, l'expression de
la variation d'entropie pour une petite transformation rfl, dy :

1 ' 7S==. ^/^ _ 'E! <HQg'^/\ àE^ d^
( ' ~ T \ < ? ^ p • rnog-rj4" àT T '

^ ^/àE^. E^^log^.y^ âE,r dT
T \ ^; v c / logc y ^T T

Les termes relatifs aux ondes transversales et ceux relatifs aux
ondes longitudinales se séparent. Pour écrire que dS est uïie différen-
tielle exacte, je trouve alors deux équations séparées :

r}logË/ J iogE/ _
c?log©/ àïo^T '

( 1 6 )
à lo^Eir àlogE-fr __ ^_ ^^

\ Ô\^ir <Nogï

Ce qui me donne finalement^ en appliquant là méthode de résolution
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indiquée pour l 'équation (8),

( '7)
E/=®/<î>/('^),

E,=e/^/,,(^).

f. Loi des éuits correspondants. Corps solide. — Les propriétés part i -
culières (lu milieu et du type d'ondes apparaissant un iquemen t dans
l'expression des @, i l semble naturel, tout comme dans le cas de
l'équation (8), de considérer les deux fonctions <!>/,. et <!>/ comme des
fonctions universelles, analogues à la fonction î> introduite dans le
cas du liquide. Je justifierai cette affirmation à la fin du Chapitre et
donnerai l'expression des fonctions <3>.

Nous trouvons V énergie d'agitation thermique par molécule-gramme
sous la forme
(\7 bis) :E=ô/,^Y^Yt-0,(î)Y^

et la densité d'énergie

/ - n ^ T4 ^•Y<n /^A, ^ W^ (^\(18) ,^^^^^ <ï),.^+^^.^j ^^-T/

Les deux termes relatifs aux ondes longitudinales et transversales
sont séparés. Chaque terme a, en facteur d'une fonction universelle
de pp, le coefficient F (loi de Stefan généralisée) et le coefficient Y""3

(loi de Kirchhoff généralisée). Nous pourrons rapprocher cette
expression des formales établies aux Chapitres III et IV par la loi de
Kirchhoff. Ces formules mont ren t que, a vitesse de propagation et
fréquence égales, les ondes transversales ont une densité d'énergie
double de celle des ondes longitudinales. Ceci nous donnera
(19) <^/,== ̂

ce qui a pour conséquence
(^ter) ,E^O,^^V^e,^Y^

<'8-' ^^y^'M^M^-
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L'entropie par molécule-gTanmie s'écrit
^ llir

/'* T /•'* T
(9JO) S == f .r<îï;f.r) ^r-4- a f ..r<i>;(.r) ̂ .

^0 «••'0

La chaleur spécifique à vol-unie cons lan i c\, a pour valeur

M^_(^(^_,(^y,,,;(^,,

M, masse moléculaire.
Ce facteur intervient, car. on représente en général par c,. la chaleur

spécifique, c'est-à-dire la chaleur rapportée à i^ du corps.
La d i la ta t ion , à partir du zéro absolu, sous pression extérieure

n u l l e , aura pour expression approchée à basse tempéra ture

f o o ) ^^n- T /F (no^ • V ^M^^( - ) ^ - - ~" ÎFÏ \î^ TToî  -r- '^ TîoiT; •

J 'ai ob tenu ces résultats par voie un iquemen t thermodynamique
classique. Ils sont donc valables en toute généralité, quelle que soit
la forme adoptée pour la fonction universel le î».

g. Résumé. — J'ai t rouvé, et. c'est là un p o i n t à noter, que pour le
corps solide, les termes relat ifs aux ondes longitudinales et aux ondes
transversales, doivent se séparer dans toutes les formules. Les deux
températures de référence sont définies par '

C/^aY/p^', e^^aV/,^,

a, coefficient universel ;
^/? V^-? vitesses de propagation des ondes l o n g i t u d i n a l e s et transver-

sales; . " ! „ ,
9, volume de la molécule-gramme.

Rappelons que le point de départ de notre raisonnement est l'expres-
sion de la pression de radiation moyenne des ondes, expression
obtenue par un raisonnement purement mécanique.-

La seule hypothèse introduite est celle, très logique, qui consiste à
admettre que l'agitation thermique d'un corps peut se décomposer

Ann. Éc. Norm., (3) , XXXVÏL — DÉCEMBRE 1921). 55
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suivant toutes les v ib ra t ions propres du corps. Nous- pouvons dire , ce
qui revient au même, que nous avons admis que l 'agitation thermique
était analysable en ondes élastiques se propageant en tous sens dans
le m i l i e u , ondes auxquelles sont appl icables les lois générales d'élas-
t i c i t é .

Une .hypothèse restr ict ive a consis té à ne pas tenir compte d e l à
Fréquence de ces ondes et à admettre que toutes les ondes ont une
vitesse uniforme de propagat ion, quelles que soient leurs fréquences.

Le ra i sonnement pour ra i t d 'a i l leurs se généraliser, si l'on voulai t
t e n i r compte d 'une dispersion, c'est-à-dire d'une variation de la
vitesse Y en fonction de la fréquence; mais, jusqu'à présent, i l n'a pas
été nécessaire d'introduire une telle hypothèse.

A. Interprétcltion. Fréquences limites. — La théorie de P. Dehye ( ' )
pour les chaleurs spécifiques va maintenant- nous apparaî t re comme
cas particulier de nos résultats généraux et nous permettre de fixer la
forme des fonc t ions universelles < & ( ^ ) > î ^ i . - ^ } '

Nous avons étudié au dhapitre III l 'énergie que prenne n t , dans
un corps à température T, les ondes é las t iques de fréquence v (à (h
près).

Nous avons démontré là loi de Kirchlioff généralisée et trouvé que
la densité d'énergie des ondes élastiq/ues longitudinales doi t s'écrire

(.3) . • ^^^^F^)^,
> ï \ « /

la densité des ondes élastiques transversales é tant

Ci,.cb == ~—— F ( — ) cb,
\ //. \ 1 /

V/.,,, vitesse des ondes transversales;
V/, vitesse des ondes longitudinales.

(r) P. DEBYE, Ann. der Physik^ 4e série, t. XXXIX, 191^ p. 789. -— Autres réfé-
rences antérieures : A. EINSTEIN,, Ânn, cler Physik, t. XXIL 1907, p. ï8o; t. XXXV,
1911, p. 679. — NERNST et Lïm>EMAN;N, ISerl. Jïej\, 1910, p. 26, et Zeitsc/ir. f. Elektro-
chemie^ 19117 p. 8ï7.
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La fonction F ( ~ ) est nne fonction universe l le , pour laquelle les
raisonnements de Planek conduisen t à l 'expression

(^ ' ^T) -———-
. . ' " " ^ '—i

Nous avions, en outre, établi , par le calcul des fréquences propres,
que le nombre de degrés de liberté de fréquences (bc/v près) est, pour
un volume u n i t é , de

I t ^_ ^ ^
d^i—. Lï— —ch. pour les vibrations de condensation;

(23 ) - ^\

j d'^f,,~=. —^— ch, pour les vibrations transversales.
! v /*/•

Ces résultats ont été-obtenus en toute généralité et sont, valables
quelles que soient les valeurs des vitesses de propagation V/, V^..

Pour pousser plus loin, il nous fau t maintenant tenir compte de la
structure du milieu solide, et de sa constitution granulaire.

Une méthode consiste à in t rodu i re des hypothèses de structure et
des forces i n t e rmolécu la i r e s convenablement choisies. ^C'est la voie
suivie par Born et Karman (1). Une a u t r e méthode, ind iquée par
JDebye, consiste à admettre une vitesse constante de propagation pour
les oncJ^s de toutes fréque.nces, mais à tenir compte de ce que le
mi l ieu ne peut propager des fréquences trop élevées.

Dans un mi l ieu à s t ructure granulaire, dont les grains (molécules)
sont à une dis tance moyenne d\ cela n'aurait plus aucun sens de
parler d^ondes élast iques ayant u n e longueur d'onde inférieure à ' i d .

Cette demi- longueur d'onde m i n i m a , d^ est de l 'ordre de grandeur de

(b̂;?

p, v o l u m e de la molécule-gramme;
N, nombre d^Avogadro (nombre de molécules par molécule-gramme ).

( l ) BORN eL KARMAN, P / i j s , ZcUsc/ir^ t. X.UI, Kjîâ, p. 297. — BOHN, D^uanuk cler
KristaLl^ittern, Teubner, 1 9 1 5 .
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Pour la calculer exactement, nous t iendrons compte de ce qu'il
faut retrouver 3N corarne nombre des degrés de lib-erté de la molé-
cule-gramme. Le nombre des degrés de liberté ayant une fréquence
égale ou infér ieure à une valeur v donnée est

,. / 4 7 T , 87: \^

- 1 ;b=^T7~ r^, j^p•

Posons ̂  •— 3N et nous ob tenons la fréquence l imi t e v/// :

/ 9 ivyr_ a 1^^--u^'y Lv?+ vzj '
C'est la formule employée par Debye, qui suppose que les ondes

élastiques l o n g i t u d i n a l e s et transversales ont une même fréquence
l imi te v/,/. Il semble p lus log ique de supposer que c'est la longueur
d 'onde l imi te qui est égale pour les deux types d'onde. On aura alors
deux fréquences l imi tes d i s t inc t e s :

( ! ' . ! , „ , , .1
pour les ondes long-ilLulmale/s, ^ i m ' ^ V / ( •7)^— } 3\. .t^e/

i
pour les ondes transversales, y//.//, = V//. ( ——\ y ^

le nombre des degrés de liberté est toujours de 3N au total.
Dans un liquide, capable de propager seulement des ondes longi-

tudinales, on posera

w —4fêy
pour retrouver encore 3N comme total.

Les résultats seront tout à fait voisins, pour le cas des solides, si
l'on emploie l'une ou l 'autre des formules pour déterminer les fré-
quences limites, mais la seconde méthode est certainement plus

' logique*. ' ^ ! 1 ' ! 1 1 . 1 '' l l i 1 : 1 1 1 , . 1 ! ! ! ' , 1 1 ! ^ ! ! ! ! 1 1 1 1 • 1 1 1
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Elle est en outre justifiée par les raisonnements généraux qu i nous
•ont montré que, dans le corps sol ide^ les termes relatifs aux ondes
longitudinales et aux _ondes transversales doivent se séparer entiè-
rement.

y. Expression des/onctions <&. — Nous trouvons des lors la den-
sité totale d'énergie des ondes élastiques en intégrant de o à v^ pour
les ondes longitudinales, et de o à v,/^ pour les ondes transversales(a8) ^r^œ^r'^œ*-

De sorte que nous retrouvons les mêmes formules générales,
auxquelles nous avait condui t notre raisonnement primitif , en posant :

Pour le solide,

^,,=^,,^VY^)3,
(39) , ^-^

0/=^^==pv/ f^-y.
» ( r i- \47TCy

Par rapport aux nota t ions des formules ( i4)> ceci s'écrit

(se) —Kiy-
La fonction universelle ^s'exprime en fonction de F par la relation

.î'

, ( 3 i ) ^^^^^^^^yy^)^ avec ^^^ ^ï"

Cette relation s 'obtient aisément par la comparaison des for-
mules (18 &^) et (s<S) pour la densité d'énergie des rayonnements
élastiques.

Pour le liquide y on posera
1 " 1 ^ ! 1 ! ^ ! !' ! . , ' •1-

(82) @=^=^Y(^-V, A=(3 |
1 • 1 1 , 1 1 1 1 1 1 1 : A 4 ^ ( 1 ' /
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Et la fonction universelle relative au l iqu ide a p o u r valeur

(33) e):=3<^/.

J'étais donc bien fondé d 'aff i rmer, au début de ce Chapitre, que les
fonctions <&,<&/ é t a i en t universelles. Mon rais 'onnement général les
laissait indéterminées, mais les lois (:lieroiodynami.ques du rayonne-
ment, telles que nous les avons généralisées aux Chapitres I I I et IV,
permettent d'établir une relation s imple entre les fonctions <t>, î\
et la fonction de Wien pour le rayonnement du corps noir. Les for-
mules générales établies sont tout à fai t indépendan tes de la théor ie
des quanta. Voyons maintenant la forme que p rennen t ces résultats
quand on y remplace la fonction arbi t ra i re F par celle qu ' ind ique la
formule de PIanck

->.^\ /^3

' W" ^
^ / e^—l

Le coefficient ^ dans les formules (29) et (32) sera posé égal. h

p.4 .-^=^.
Et nous obtenons f ina lemen t

( 3 r bis), (33 bis) ^^(sc) = ̂ &/ (x) = 3.H / 2»^L,
^ JQ e 1 — i

&'. Comparaison avec les résultats expérimentaux. — Les formules
sont susceptibles de vérifications expérimentales . Les mesures on t
surtout porté sur le's chaleurs spécifiques. Dans son article de 1912,

• P. Deby'e donne plusieurs exemples, pour lesquels les concordances
sont très bonnes. La forme de la courbe des chaleurs spécifiques est
très exactement représentée par une formule du type Debye pour les
corps suivants : a lumin ium, diamant, cuivre, argent, p lomb. D'après
les courbes, on peut calculer les températures de référence pour ces
différents corps.

• Le calcul a été fait par Debye en u t i l i s a n t la formule à une fréquence
limite unique. Les résultats ne seraient pas très différents avec deux
fréquences dis t inctes . Le Tableau ci-après donne , à côté des ©
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observés, les valeurs de 0 calculées par la formule 'de Debye :

e,,,=^y, ^(^^).
On a pris pour bases du calcul les vitesses de propagation V/, V^,

observées sur des ondes à très grande longueur d'onde (ondes acous-
tiques). Néanmoins, les © calculés et observés sont. en assez bonne
concordance, sauf pour le plomb :

Al. Cu. AU(. Pb.

© o b s e r v é . . . . . . . 896 SOQ 2 i5 ' 90
© c a l c u l é . . . . . . . . 399 829 ^ î a 7°.

Le plomb étant un des corps pour lesquels la vitesse de propa-
gation des ondes transversales est très variable avec la température,
l'écart n'a r ien de trop surprenant. Une théorie plus complète serait
nécessaire, pour tenir compte de la variat ion de la vitesse de propa-
gation avec la f réquence , et de l'influence de l'agitation thermique
générale sur la vitesse de propagation, d'une onde de fréquence
donnée .

Les formules relatives à la dilatation du corps en fonction de la
température sont plus difficiles à vérifier, 'car elles font intervenir les
écarts à la loi de Hooke, et les mesures font en général défaut sur ce
point.

La théorie de la dilatat ion a été indiquée tout d'abord par P. Debye (1)
qui indiquai t ne t tement le rôle joué par les écarts à la loi de Hooke,
mais ne semblait pas avoir vu le terme constant qui existe dans tous
les cas. Nous avons noté, dans le Chapitre V consacré aux pressions
de radiations, les erreurs de calcul nombreuses qui existent, à ce
sujet, chez divers auteurs.

Yîn exposé intéressant de la question parut dans les rapports (2) au
deuxième Congrès Solvay à Bruxelles. M. M. Brillouin (3) donnait une

( 1 ) DEBYE, Fortràge liber fdnetUche Théorie.... B.-Gr. Teubner, 1914 .
( 2 ) Deuxième Congrès de Phjsique Solvar, 1 9 1 3 (Hayez, Bruxelles); GRITNEISEN,

Molekidartheorie der festeii Korper.
( 3 ) M. BRILLOUIN, Journal de Phf^ue^ novembre 1 9 1 4 ; Annales de Physique, 1914 ,

p. ï3-^33. 1
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théorie complète non seulement de la d i la ta t ion , mais des propriétés
générales -du solide. Cet art icle contient d'ailleurs une erreur dans le
calcul de la pression, de sorte que seul le terme dépendant des écarts
à la loi de Hooke y apparaî t ; la question de la dilatation a fait Fobjei
d'une thèse de van Everding'en ( ' ) et de plusieurs travaux de Ornstein (2)
et Zernike (3). La théorie la plus satisfaisante est celle indiquée par
H.-A. Lorentz ( 4 ) qu i , a calculé une valeur exacte pour la pression de
radiation; nous avons rappelé cette théorie au Chapitre Y; une théorie
analogue a été développée par Fôrsterling^).

La théorie complète "de la dilatation est difficile à vérifier, à cause
des' écarts de la loi de Hooke qui y in terviennent et sur lesquels nous
manquons de mesures. Un fait en revanche est contrôlable, c^es't que
la dilatation d'un corps est proportionnelle, aux basses températures,
au. contenu d'énergie du corps. Des mesures à ce sujet ont été faites
par Rôntçen (6) et Dembowska sur le diamant , et donnent une bonne
concordance. Les résultats de mesures faites sur le cuivre par
Dittenberger, Henning et Lindemann ( 7 ) sont, aussi 1res satisfai-
sants,

Le calcul du coefficient de dilatat ion, à part ir des données élastiques
du corps, a été tenté par Lorentz,, dans l'article déjà cité. Malheureu-
sement, sur aucun corps, on ne possède les mesures des. écarta de la
loi d&r Hooke pour les deux coefficients, A et p.. Un seul des deux
coefficients, ou une combinaison d'entre eux, a été é tud ié , et Von en
est réduit à admettre que les ,deux coefficients ^ et [j- varient propor-
tionnellement, -ce qui est très hypothétique'.

( 1 ) Van E'VE^Ï)WGW^ Proe.fsc/irift, IHrechfc, igr/i.
( 2 ) ORNSTEÏN, Proceedîngs Âmstcrclatn^ 1 9 1 2 , p. 983.
(3 ) ORNSTEIN et ZRRNIKE, Proeeeclifïgs Amsterdam^ n^O-lO, 1 9 1 7 , p. 1^,89, i3o;j et i3i'2.
( 4 ) LORENTZ, Proceeclingfi Amsterdam^ n08 9-10, 1 9 1 7 , p. i3a4.
(s) FÔRSTERLING, À/m,, der Pfifsik^ t. X-LVIl, 19 [5, p. 1 1 - 2 7 .
(0) W.-C. RONTGEN, SUz. ber. Mûnchen, 1 9 1 ^ , p, 38i.
(•î)^7în.^rP/^.,t.XXX.{X,i9i3,p.s87.
Sur la théorie générale des solides, on consultera aussi : A. EUCKEN, Terff. cl. .D.

Phfs. Ges., t. XV, t9 r3 , p. 571 ; GRÛNEISEN, Ferh, d. .D, P/iys. Ces,, l. VIIÏ, 1906,
p. 469; t. X.III, i9ir,p.386;^/i/2.^r/Vm"^yt.XXJI,i907,p 1 9 1 2 ,
p.- ^57; SCHULZE, ^ Suz.' ber. Mcirburg Gw., 1909, p. 224* L'exposé de Gruneisen au
deuxième Congrès Solvay, 1 9 1 8 , contient de nombreusôs références sur ces sujets.
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D'après des mesures de Lussana( ' ) et Poynt ingC' 2 ) , Lorentz calcule
le coefficient de dilatation pour les corps suivants :

Calcnit'-. Observé.

Lnssana : P l o m b . . . . . . . . . . 0,00022 o,oooo8
» : Elain........... 0,000*27 - o,oooo6

Poynting- : Acier 1 . . . . . . . . . o,oooo32 o,oooo33
» : Acier 2 . . . . . . . . . o,oooo36 o,oooo33
» : Cu iyre . . . . . . . . . . 0,000028 o,oooo5i

La concordance n'est bonne que pour l'acier, mais les mesures qui
servent de base au calcu.1 étant tout à fait incomplètes, i l n'y a pas l i e n
de s'étonner de trouver des écarts considérables.

'Grùneisen (références p. 43o) compare de récentes données expé-
rimentales avec une formule de dilatation; la démonstration corrigée
qu'il donne clans son article de 1918 est rigoureuse pour un liquide,
mais la formule est incomplète pour les solides; elle n'a plus qu 'une
valeur empirique.

Une théorie très satisfaisante, en concordance avec cet exposé, a
été tout récemment donnée par Fôrsterling (3).

La théorie complète des cristaux exige la connaissance de leurs
différents modes de vibration; déjà la courbe des chaleurs spécifiques
est difficile à obtenir avec précision. Les calculs complets des vibra-
tions de réseaux cristallins ont été donnés par Boni et Karman ( ^ ) ;
un essai particulièrement intéressant est celui tenté récemment par
Boni (5) : partant de la structure du réseau cristallin du diamant, telle
que la donne Bragg diaprés l'étude aux rayons X, il calcule les vibra-
tions et la chaleur spécifique du diamant. Malheureusement, les
résultais finaux ne sont donnés que sous forme de développements
un peu pénibles.

(r) LUSSANA, Mesures prises dana W. SCHUT, Proe/.Vc///7j^. IJtreclit, 1 9 1 % .
( 2 ) PoyNTiNG, ProcGedin^ Royal Société t. LXXX.VI, 191%. p. 534.
( 3 ) K. FôBtfïERLiNG, Ânu. der Phrsik^ t. LXI, 1920, p. 377.
( 4 - ) M. BORN et KARMAN. P/ys. ZeUschr., t.XÏII, i 9 ï a , p . - 2 9 7 : t . X I V , iQi3, p. i5

etôS./o^ausâi lel ivrô.d 'exposéd'ensembI
(^)M.Bo^,^nn.derP/yn/c,t^X^^ ,

Ânn. Êc. Norm.yW^ XXXVII. — BÉCÈMBBE 1920. 56
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I/étude des corps solides polyatomiques a aussi été tentée ( ( ) ; il
faut alors tenir compte, dans l 'énergie in terne du corps, de l'énergie
des ondes élastiques représentée par une fbnnule du type.Debye, et
de l'énergie de vibrat ion interne ou rotation des molécules, énergie
qui se représente par une ou plusieurs formules du type de'Planck

__n_
' " ' f i i '
^ / t T — i

Nous i^insisterons pas sur ces résultats, qui nous écartent trop de
notre sujet principal.

CHAPITRE VII.
CONDUCTIBILITÉ CALORIFIQUE.

»

a. Nous avons., dans les Chapitres précédents, étudié les lois du
rayonnement élastique thermique dans un 'corps matériel solide ou
liquide. Nous pouvons résumer nos résultats par la formule suivante :
La densité d^énergie dô des rayonnements de fréquence v (à dv près)
dont les directions de propagation sont comprises dans un angle
solide dQ est, dans l'état d'équilibre isotherme,

/ N JP ^v3^fv\ s ^ A(^, T) kv3 , ^ ' ,(r ) dC-^-^^i^\dv€^=:. .y, /-^——d^d^.
e'^ — ï

Lorsque ron considère des ondes transversales, cette formule
donne la densité des ondes ayant une polarisation donnée. Il faut la
doubler si l'on veut tenir compte de toutes les polarisations possibles;
Y est la vitesse de propagation des ondes.

Nous avons, dans le Chapitre précédent, considéré cette vitesse de
propagation comme une constante, indépendante de la fréquence^
pour toutes les fréquences inférieures à la fréquence limite v^. Et

( 1 ) NERNST et LINDEMANN, Sttzwtgs Mer. Berlin^ 1 9 1 2 , p. n6o.—EUCKEN et SCHWERS,
Verhand. d, D. phf.v. Ces., t. XV, 1 9 1 3 , p. 578. ">- NKRNST, Congrès de Phfsic^ue Sok'a)';
Vortr'à^e ûber kifietische Théorie, Gotfcingen, ïQiS. — LINDEMANN, Phys. Zeitsch.^
igia, p. 737. — R. EWALB, Ânn. der Phys.y fc. XLIV, 1904, p. 1-2.13, donne de nom-
breuses mesures de chaleurs spécifiques.
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nous avong admis qu'au delà de cette fréquence limite, aucune'onde
ne pouvait se propager. Cette séparation brusque, à la fréquence
limite v^, a quelque chose de trop arbitraire, et pour certains raison-
nements, ce serait une définition mal commode. Aussi, avons-nous
préféré introduire dans notre formule ci-dessus, un coefficient de
dispersion A(v, T), comme l'a fait aussi M. M. Briliouin dans ses
articles sur la théorie des solides.

Ce coefficient permettra, de tenir compte de la fréquence-limite v^
et de la dispersion.

Si "V(v ,T ) est la vitesse de propagation réelle d 'une onde de fré-
quence v à une température T et V la vitesse moyenne introduite
dans notre formule, on définira le coefficient A(^, T) par la relation

^ . . ^''^u^v^
U, vitesse de groupe.

On retrouvera les. résultats de la théorie simplifiée de P. Debye en
posant, à chaque température T,

( A = = i • pour o <^ <^
] A =o pour ^/,<^.

(2^)

Pour cer ta ins problèmes, cette définition brutale 'sera mal com-
mode, car elle in t rodui t une variation discontinue pour v == v^. Nous
la remplacerons par celle-ci :

(3) rA(^T)^^^,
•-'o

Dans ces conditions, et grâce à l'introduction du coefficient A, la
formule générale que nous avons écrite nous donnera la densité
d^énergie d'une onde de fréquence quelconque, et nous écrirons nos
intégrales par rapport à v de o à -4- co.

La densité d'énergie totale des ondes de toutes fréquences et toutes
directions, dans l'état d'équilibre isotherme,.s'écrira

.^^r. ^ h^o — -^- i A(^ j,} —^—— av.
t-'n ~7~y

Lorsque le corps change de température à un volume constant, la
.fréquence limite v,n. ̂  indépendante de la température. Mais lorsque



4 -4 4 I- É 0 N B 'R 11. L 015 [ W.

le corps se dilate en .même temps qu'il s'échauffe, ou eu général subit,
une variation de volume pour une raison quelconque, la fréquence
l i m i t e \^, varie, et A(v) aussi. 11 faudra pouvoir tenir compte de ces
variations.

Nous voulons montrer comment il est possible d'étudier les corps
écartés légèrement de l 'équil ibre- isotherme. Nous envisagerons
d'abord le cas où les différentes parties du corps n'ont pas la même
température. En traitant le cas où il existe un gradient de tempéra-
ture, pas trop rapide, nous arriverons à définir ^a conductibilité calo"
rifique du corps. L'étude d'un corps, dont certaines port ions présentent,
de petites vitesses d'ensemble par rapport aux autres^ nous permettrait
de trouver un terme de viscosité. Dans tous ces problèmes, nous sup-
poserons en première approximation que chaque élément de volume
pris isolément est dans l'état d'équilibre thermique, et que la for-
mule (i) représente toujours la distribution du rayonnement. C'est
une hypothèse analogue que l'on introduit, dans la théorie cinétique
des gax, pour l 'étude de ces mêmes problèmes : conductibilité calori-
fique et viscosité. On suppose, qu'en chaque po in t du gax, la loi de
répar t i t ion des vitesses de Maxwell est satisfaite.

Ici nous aurons à par ler /non de vitesses des molécules, mais de
densité d'énergie des rayonnements . Le rayonnement transporte de
Vénergie; il possède aussi une quantité de mouvement. Ce sont ces
deux propriétés qui lu i permet tent déjouer un rôle important dans la
conductibilité calorifique et la î)iscodté.

Il peut naturel lement y avoir d'autres effets qui coopèrent à la
conductibilité, et il peut exister des forces visqueuses indépendantes
de celles dues au rayonnement. Nous n 'examinerons pas dans ce
Chapitre ces autres points de vue, nous ne prétendons donc pas
donner des formules qui représentent la valeur réelle de la conducti-
bilité et de la viscosité, c'est simplement la contribution du rayonne-
ment à ces deux propriétés qui nous intéressera.

C'est du printemps de 1914 que datent mes résultats à ce sujet; une
Note aux Comptes rendus ( i) , pâme à cette époque, contenait un

( l) L. BIULLOUIN, Conductibilité calorifique et viscosité des liquides nwîîoalouîîcfue s
(Comptes rendusAcacl. Se. ̂ juillet 1 9 1 4 ) .
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résumé des modes de raisonnement, el les formules finales obtenues.
-La guerre est venue interrompre complètement cette étude. L'exposé
que j'en, donnerai ici diffère assez notablement des indications de la
Note aux Comptes rendus.

Une étude un peu antérieure de. P. Debye sur la conductibilité calo-
rifique avait fait l'objet d 'une conférence à Gôtt ingue en 1913, confé-
rence publ iée seulement en 1914 ( ' ) et dont j'<Ti. eu connaissance
après avoir moi-même obtenu des résultats sur ce sujet. Le calcul de
P. Debye est. d'ailleurs un peu grossier. Il assimile le rayonnement
thermique à un rayonnement ayant une fréquence donnée, la fré-
quence l imite v/«; il y a en outre une erreur de calcul que nous signa-
lerons plus loin. Debye a voulu dans cet article évaluer le libre par-
cours moyen des ondes en tenant compte du rôle des fluctuations;
cette par t ie -de la théorie est très douteuse, et a été l'objet de criti-
ques justifiées de la part de Ornstein et Zernike( 2 ) et de Schrô-
dinger ( 3 ) .

c. Absorption et émission. Libre parcours moyen. — Nous étudierons
donc ces quest ions en introduisant un libre parcours moyen des
ondes ou, ce qui revient au même, un coefficient d'absorption. Nous
ferons la théorie de la conductibilité calorifique sans nous occuper
de l 'origine de cette absorption et réserverons pour plus tard la
discussfon des origines de l'absorption et des différentes causes qui
peuvent la produire.

Nous traiterons d'abord le cas d'un corps capable de propager-un
seul type d'onde. Ce sera par exemple un l iquide, où peuvent exister
des ondes longi tudinales . Il sera ensuite facile de généraliser les for-
mules finales pour le corps solide, le rôle des ondes transversales
s'ajoutant simplement à celui des ondes longitudinales.

Soit a (v5 T) le coefficient d'absorption des ondes de fréquence v à
une température T. Une onde plane d'intensité 1 traversant une

( 1 ) l'orl/'â^c ûber d'w kliieusche Théorie der Mater le und derlUektrizitàt^.-^^u\mQ\\.
[914.
\2) L.-S. OBNSTEIN et ZERNIKK, Proceedings Amsterdam, n05 9 et 10, 1917, p. ï^^
( ^ ) S a i n t o r ) r N G E R , ^ n . ^ / ' P ^ ^ / t . X L l ï , i 9 i 4 5 p . 9 t ^
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couche d'épaisseur dl subit un affaiblissement
/ / ', "' d 1 ,,(4) —=-~a^/.

Si le corps est absorbant/ i l doit en même temps émettre des ondes
de toutes fréquences, de telle sorte que, dans l'état d 'équi l ibre
isotherme, la densité d'énergie moyenne des ondes reste invariable.

Un volume ch = dSdl du corps est traversé, en une seconde, dans
une direction définie à auprès, par un rayonnement de fréquence
v(Wv) ayant une intensité

vA^F^^s^^,

la port ion d'énergie absorbée en une seconde par le volume est

( 5 ) ' dE^ = a V-2 A ̂  F ( -\ de dl d^ d^L

11 faudra que ce volume Û?T émette, à la température T, un rayonne-
ment égal. Ceci permet de'définir le coefficient s d'émission par centi-
mètre cube du corps.

L'énergie dE^n, émise par un volume rfr dans les directions com-
prises dans un angle solide rfû, et pour une f réquence v( / dv) est
(6). ^E,^=£(^ T)drcivdQ.

Et l'on a la relation suivante entre s, a et F :

(7) £==aV~ 2 A^F(-V.

L'hypothèse que nous ferons pour les états peu troublés sera alors
la suivante :

Le pouvoir émissif £ et le coefficient d 'absorption a de chaque
volume élémentaire d^ sont les mêmes que dans l 'état isotherme.

L'émission de rayonnement se fait également dans toutes les direc-
tions. Mais le rayonnement qui traverse l 'élément de vo lume n'est pas
isotrope, sa répartition dépendant de Pétât des éléments de volumes
qu i entourent le volume considéré.

Une remarque s^impose au sujet de la variat ion des coefficients a
et s pour des fréquences de l'ordre de la fréquence limite v^. Le coef"
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f îc ient d'émission £ s 'annule pour des fréquences supérieures à v^,
car A s 'annule dans ces conditions. Il v aura donc "une variation
très rapide du coefficient £ au -voisinage de v^. Le coefficient, a au
contraire peut varier ^le façon continue. Une onde de fréquence supé-
rieure à v//, pourra pénétrer dans le liquide et y effectuer un certain
parcours avant d'être absorbée et de disparaître. Mais il est à croire que
le coeff ic ient d 'absorpt ion a augmente très rapidement lorsque la fré-
quence v devient notablement supérieure à "\^, de sorte que des ondes
à très haute fréquence ne pourront quas iment point pénétrer dans le
liquide et. seront absorbées très rapidement.

cl. Conductibilité calorifique d\m liquide. — Considérons un corps
dans lequel la température varie linéairement suivant une coor-
donnée, z par exemple,

T=To+^.

Nous voulons calculer le flux d'énergie qui traversera un élément
de surface dS perpendiculaire à la direction Os. Prenons des coor-

Fig. 6.

données polaires p, 6? o autour du point 0. Tous les éléments de
volume rfr, situés à u n e même distance p dans des directions faisant
des andes égaux avec 0^, envoient des énergies égales dans la sur-
face dS, Groupons donc ensemble tout le volume toroïdal ainsi défini

ch == i TT si n 9 p2 dp d^ 3
41 . . . ,3 == p cosq?*
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L'angle solide rfl2, sous lequel on voit dS d'un point quelconque du
volume d ^ y est

• ^^cos?

Le volume r/r émet par seconde, dans cet angle solide dû, une
énergie rayonnante de fréquence vÇdv) donnée par l'expression

(8) dE^ = aV-2 A^F (~\d^ch c!^

ce qui se développe, en tenant compte du gradient de température

( 8 bis) dE,^ Lo V o 2 Ao^Fo + bp ces 9 ̂ ^^^^l ̂  ̂  ̂

== [aoV'^Ao^o+^pcosy^—-y—-—- ^^SaTrsinocos^p^?-

Nous obtiendrons l'énergie émise ( 1 ) par tous les éléments de volume
en faisant varier p de o à 4- co et © de o à T:.

Nous devons maintenant compter quelle proportion de ce rayonne
ment atteindra la surface dS après avoir traversé l'épaisseur p de
milieu absorbant. Comme la température n'est pas uniforme, il faut
tenir compte de la variation du coefficient d'absorption avec la tem"

( 1 ) Une erreur se trouve dans Debye (GôLtingen, 1914» loc' cit., p. 48). Debye assimile
la quantité ^E à un « courant de chaleur », qu'il mult ipl ie de nouveau par coso « pour
en prendre la composante suivant 0<r )>. Ceci n'a pas de sens, et aurait ame.nô cet a u t e u r
à un résultat nul , s'il n'avait compense cette erreur par une faute de signe dans le calcul
des intégrales. Par la formule dû == ' œ ^ j nous avons déjà a t t r ibué un signe à

l'angle solide ^û, puisque tous les angles solides correspondant à o < o < ' ^ - sont

comptés avec le signe •4- et tons ceux qui correspondent à -: < cp < -rc ont le signe —.
On vérifiera d'ailleurs aussitôt que le flux total d'énergie à travers la surface cIS

s'annule-bien quand tout le corps est à la température To, tandis que si Pôn multiplie par
coso comme ra fait Debye, cette compensation n'a plus lieu. Debye Fa rétablie par une
erreur de signe dans le calcal des intégrales relatives à l'hémisphère supérieur (o < o < — )

et à l'hémisphère inférieur — < o > T:. La formule finale de cet auteur est donc inexacte,
même dans les hypothèses dans lesquelles il s'est placé, au lieu de [loc, cit., formule (5.î)]
\ == £1/^ n faut mettre 1 == ̂  le.

, A : ! ! 1 ' ' • ^ , \, , • , . ! ' ^ ^ : 1 ' ! ! ^ 1 1 ' , ^ , - , ! ^
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pérature
(9) ^-(^ T) == ao(^, To) + ̂ (^ To) (T - To).

L'absorption d'énergie dï pour un rayon cTmten.sité 1 sur ie
trajet dp est alors

— -r = (^-i-^ôp coso) ofp»

de sorte qu'après un parcours p l'intensité du rayonnement a diminué
comme l'exponentielle

a7»/ , —au o — — S A p ^ c o s s
(ro) e li 2 l • ,

ce que nous pouvons écrire, si le gradient b de température est assez
faible, .
(10 bis) e-aop ï _ a! ̂ cos^f .

Il faut multiplier par cette expression le développement (8 bu)
pour obtenir l'énergie qui, émise par le voluiiœ d^ (p, <p, dp, d ( p ) , tra-
verse la surface dS.

Nous ne garderons, dans cette expression, que Foxcès d'énergie sur
l'énergie qui, dans le corps à température uniforme ïo, atteindrait.la
surface dS. C'est dire que nous ne conservons que les termes propor-
tionnels à 6, les autres termes (termes indépendants, termes.'en 62)
s'annulant lorsque l'on fait l'intégrale pour toutes valeurs de 9 de o à TC.
Nous obtenons ainsi

(ii) A^E^r^CaAV^^F^—^paoAoV^^Fol

X e"^^ b 2 TT dS elv cas2 cp sin y dco p c/Çt,

Pour intégrer en p de o à 4- se, nous avons les intégrales

J^ î
e-^Pp 4=—,

0r^p2^^-
t/O '"O

Par rapport à y, nous avons
' • r^ r~1 2| cos2 9 sin 9 d(? == — i a;2 ̂  == - •

Ann, Êc. Norm.,\ 3), XXX.VII. — DÉCEMBRE 1920. ^7
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Ceci. nous donne f inalement la quantité d'énergie qui traverse la
surface dS (pour la fréquence v) , •

1 AE = 4^ dS ch -^ 1 — ( a AV-2 v3 F ) — ̂  AV -2 ̂  ri,
( 1 2 ) ' a" L ( J

1 AE^^^S^^-tAV-^F).
1 û OC y J.

Pour obtenir le courant de chaleur total , il faut intégrerpar rapport
à v, de o à -4- oo.

Nous donnerons la conductibil i té calorifique X, qui représente le
courant total d'énergie divisé par le gradient b de température et par
la surface c/S

<-3 ' )-^f.'^[^''^---î{'!)]-l•'•

e. Discussion. — Cette formule diffère un peu de celle qui figure
dans la Note aux Comptes rendus de juillet 1914 î car, dans cette Note,
j'avais supposé qu'il n'y avait pas de variation possible de la vitesse V
avec la température, et surtout j'avais négligé'de tenir compte de la
variation de l'absorption avecla température, de sorte que la compen-
sation des deux termes en a' ne se faisait pas et que je trouvais

_ ^
^"J^^rfTL^"^""^"

. 4.7TV r î à i , . \TJ ,^-T-j-oi^r^-^J^
II f au t / pou r le calcuf de Tintégrale, tenir compte de la façon dont

varient les diverses quant i tés en fonction de la température. Lorsque
le liquide est en équilibre^ la pression est la même en tous points, de
sorte que, dans la dérivée par rapport à T, il faut garder la pression
constante et tenir compte des variations de volume, proportionnelles
aux écarts de température. Ces variations de volume entraîneût des
variations de la vitesse de propagation V, de la fréquence limite v^ et
de l'absorption a.

La variation de a ne joue pas de rôle, mais les autres quantités, v^
et V entrent dans la dérivée par rapport à la température.

Si nous appelons Cp la chaleur spécifique à pression constante,
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nous avons pour la variation de la densi té totale d'énergie (à pression
constante)

(^) p^=47^^—[AV- : Î^F(-)1^,,
JQ U 1 \__ \ A / J

où p désigne la densité du liquide.
Le coefficient p prônent de ce que la chaleur spécifique est. rapportée

à l'unité de masse et la densité-d'énergie à l'unité de volume.
Nous pouvons alors retrouver une formule analogue à celle de Debye

(corrigée du coefficient numérique inexact de cet auteur) et écrire

(15) / „ À==^VZTc/ ,p ;

le coefficient 4? libre parcours moyen dés ondes ayant la définition
précise suivante :

( 1 6 ) V^^^(AV~3^F)^co^st.^-^^

l 'indice p == const. rappelant que les dérivées sont prises à pression
constante.

y. Développement delà formule. — Le libre parcours moyen ainsi
défini est d'ailleurs une fonction assez complexe. Nous pouvons trans-
former un peu cette expression pour faire apparaître les différents
termes qui y figurent. :

Nous avons
/ . , . , . 4^ r l â f^F\ 7(,3^) ^T^ a-<^A^^)dv

477 r^à à /^FN , 47; r00 ̂ v r}A ,
^J, ̂ ^W^-r^ ^^^•'

Nous pouvons essayer d'introduire ici les cl ifférentes hypothèses sim-
plificatrices qui ont réussi à Debye dans la théorie des chaleurs spéci-
fiques. Nous supposerons donc la vitesse de propagation des ondes, V,
indépendante de la fréquence et de la température, et fonction seule-
ment du volume spécifique. De même, nous prendrons pour A les



45â

valeurs

LEOM BRILLOUIJNT.

A==I, 0 <^<V/,,,

A==0, ^<^n, | A^==^,.
Jo

ï^

S o i t — l e coefficient de dilatation thermique du corps à pression
constante; S représentant la dilatation du corps-entre le zéro absolu et
la température T, nous avons

à lo^p _ dà
~nr "" JT *

D'autre party d'après la définition de A, nous voyons que -^ est nul
pour v =^ v^ et infini pour v = v^,. Les dérivées de A et v,,, sont reliées
par

F à ^ , à-^ni m^—Tr9 „
de sorte que le dernier terme du développement s'écrit

.3 Fl^^- 471 p^ ̂ ^-^ ^^Ty ̂
(I7) 3 J aV^ ^T^^ 3 a(^,ï)^ "6rr'"

La fréquence limite v^ étant fonction de la température seulement par
Fintermédiaire du volume, nous avons

Ô^m __ Ô^rn _ûtô

^T ~" àïo^v dT'

»»1
Or v^ est proportionnel à ^ ^V, ce qui donne

(J^m _ à \OgV,n d^ __ / 1 6? lQ^V\ <^<î

<)T "" vm () log^ 5T ̂  "~" vfn \3 ~ àiosv } 'aT?

et nous trouvons en conséquence

^F/^\
. ,., 47: f^F ^ A , 47r /// \ ï / /i <HogV\ ^o
^^..^J^;^^ . -, ,
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Le premier terme du développement (i3 bis) s'écrit lui-même •

4^ f00 A " à v 3 ! , __^ r^'i à ^F
3 J, ^^T^^-T^ adT'W

_ 47T r^ji ^F _ _4jjr_ () iog-V ^8 f^^F.
~3V 2 ^ a <fr 3V22 ^log^ ^ï,4 '^T^'

De sorte que nous obtenons finalement

^F(-
r.sn-^ f^1 VT
(iB)^-3yiU ^—^i-

, ^âFf-^-^ y3 Ff^^
a^dIogV r^"11 VT^ ^ ^• ' •V: T; /i ()IQ^V'
^ï ^logvj, a ^ ^ï a(^,) ^"YS (^logr,

Nous pouvons déf in i r raisonnablenieni le libre parcours moyen L à la
température T par la relation . , "

^^n^-
C étant la densité totale d'énergie thermique du corps, nous définirons
un second coefficient Lj par la relation

, ^ à^(-}
/ < -<-Tr 47T / r \ i. / ,(.0) VL,pc^-^ ^__^_^,

p, densité;
c^ chaleur spécifique à volunae constant.
nous noterons enfin L^ le libre parcours moyen ——. des ondes ayant

a l ̂ m )

la fréquence limite v^
La formule (18) prend alors la forme

/ , . T ^ r r cm ( ^ l ogY^ï .- . r J 1 ^ ^ àïo^\~}(.1) À = ^ y L,pc.-^^^^^L.4-L.-^^

L ' 6 — ï • J
V, vitesse de propagation des ondes;
p = = - ? volume spécifique;
c^ chaleur spécifique à volume constant;
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LT, L et L^, les libres parcours moyens définis ci"dessus'(i9) et (20);
v^, fréquence limite;
C, densité d'énergie du rayonnement thermique;
-jTp? coefficient de dilatation cubique du corps.

Nous avons traité le cas d'un liquide, capable de propager un seul
type d'ondes, des ondes longitudinales.

g. Conductibilité calorifique (F un corps solide. •— Dans un solide, il y
aurait à considérer l'effet des ondes longitudinales et celui des ondes
transversales-qui s'ajouteraient l 'un à l 'autre. Si j 'appelle \ le ternie X
représenté par la formule ci-dessus pour les ondes longitudinales et
À/,, le terme identique, calculé pour les ondes transversales seules, on
aurait la conductibilité calorifique du solide par la somme

' À =: À/ 4~ î^f")

les expressions intégrales de \ et \,. étant

(,3 ̂ ) .^^^^^^[A^/l^Vr-.'F^)]^

(,3 „) ^ ̂ T^ À K' ̂ W^)'] ̂

où F(-) représente toujours la fonction . ,

„., / ^ \ h 1 ! 1 ! ,
T/~ h!

e^ — ï

l! faudrait tenir compte qtie, dans.toutes les formules (ï), (5),
(7), (8), ( i ï ) . ( i2 ) , (i3), (ï4). (i5), (16), (18), (19), (20), relatives
^ux ondes transversales, il faut multiplier par 2'la fonction F ( —] •> car la
densité d'énergie d'ondes transversales est/toutes choses égales d'ail-
leurs/double de celle .dindes longitudinales, à cause-dés deux polari-
sations possibles.. , , . . , . " !

, Notons enfin que,, dans le cas du solide, on ne peut parler d'une
proportionnalité •entre X et la densité totale d'énergie ô ou la chaleur
spécifique, totale; c,:' car / les : termes relatifs 'aux ondes transversales et
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longitudinales étant séparés, c'est séparément la densité d'énergie C/,et
la chaleur spécifique ̂  relatives aux ondes iongifciidina'Ies qui intervien-
dront dans le terme À^ tandis que la densité d'énergie ,̂. et la chaleur
spécifique c^ relatives aux ondes transversales entreront, avec des
•coefficients différents, dans Se terme À^...

À. Note annexe. Chaleur spécifique à pression constante. • '— Nous
avons donné au Chapitre précédent l 'expression de la chaleur spécifique
à volume constant. Nous a l lons montrer comment on peut, au moyen
des hypothèses qui viennent de nous servir, trouver le développement
de la chaleur spécifique c^ à pression constante. Dans le cas du liquide,
on aura"" • ̂ "rwy

^^( /̂,,̂ ,.̂ ^
les notations é tan t les mêmes'qu'aux formules (17) . -

La chaleur spécifique à pression constante est caractérisée par le
fait que le volume moléculaire P est fonct ion de la tempéra ture , ce qui
modifie v^ et V. J 'exprime ces variations'en fonction du coefficient de
dilatation cubique

1 dô _ ûHog'F
A ~" cIT 9

p est toujours la densité du corps.
Ceci s'écrit donc

_ ̂  pwF ^iogv css ̂  r"\^( ^ ̂
-V^ -W^-^-à^Tu^j, v l { î î ) U JP^^AT?

^TCV^ p. f^,,, \ à lOg^,,, do

^ V,3. \'ï) ^log.. dt

Remplaçons F par son expression tirée de la formule de Planck, et tout
ce développement s'écrit
, y , __ o G dS ô\osV \ ^Tt/iv^ àlo^v,,, dS
' / c''—cv '"p dt àlosv - J h———\ éloge ai'
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C, densité d'énergie de toutes les ondes longitudinales;
v^ ===-©, fréquence limite;
©, température de référence <lu l iquide.

Je rappelle que l'on a
à\og@ ___ <Hog^ __ A <HogV\
^ l o g ( » à log^ \,3 cHog^y

Cette formule (22) permet donc de passer de la chaleur spécifique Cy
à volume constant, définie au Chapitre précédent, à la chaleur spéci-
fique c^ à pression constante.

Pour le solide on trouverait une formule semblable à la formule (22),
mais avec des termes supplémentaires relatifs aux ondes transversales"
, ,., 3 6 t ô / p < H o g V / ,. <)lo^V/,A(22 bis) Cp= c,,— - — <L/ -—— •+ ,̂. , 0 // )

p ai \ c?logp à logp /
4j ̂  1" Â^L ^lOg^/w, 2 h^t^n à \Q^frrn\

p ^ /i_L \ à\^v ~ T ~ : (^ \ àiog^
^\}\€ / l — 1 ; V?/.^ Â l — î } J

Les notations sont les mêmes que dans la formule (22), les termes
afifectés de l'indice / étant relatifs aux ondes longitudinales, l 'indice tr
se rapporte aux ondes transversales.

RESUME,

Chapitre premier.

Une idée domine les théories modernes sur les solides : l'agitation
thermique du corps peut se décomposer en ondes élastiques se pro-
pageant librement en tous sens. Tous les auteurs ont, depuis Einstein
et Debye, basé leurs raisonnements sur cette idée, mais en la liant
int imement aux hypothèses de quanta. J'ai voulu montrer que, sur ce
point, le rôle des quanta est loin d'être aussi important qu'il apparaît
au premier abord. Des raisonnements mécaniques et thermodyna-
miques classiques permettent de retrouver tous les résultats généraux
de la théorie des solides, en s'appuyant uniquement sur l'hypothèse
initiale.

La voie suivie consiste à généraliser, pour le rayonnement élas-
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•tique thermique, les lois classiques relatives aux radiations du corps
noir.

Je rappelle d'abord, d'après Debye et Sommerfèld, le calcul des
fréquences propres d'un corps solide et l'élude des différents modes
de vibration qui peuvent y exister.

Cîicipiire If.

Boitzmann à donné un raisonnement 1res général, qui lui permet
de tirer du principe de moindre action la formule suivante : dans une
transformation inf in iment lente, la chaleur fournie à un système
périodique de période T s'écrit

• AQ^^ÎI,

T étant l'énergie cinétique moyenne du système. De cette formule,
on peut tirer une démonstration très générale de la loi de Wien et
définir les condi t ions d'invariance adiabatique.

Chapilï'es III et IV . .

L^extension aux rayonnements élastiques des lois de Kirchhoff et
de Wien se fait sans difficulté. C^s lois laissent, dans l'expression du
rayonnement thermique, une fonction indéterminée du rapport -
(v, fréquence; T, température). J'ai voulu montrer que cette fonction
doit nécessairement être identique à la fonction analogue, relative
aux radiations électromagnétiques. L'hypothèse d'une liaison, même
très petite, entre les phénomènes élastiques et électromagnétiques,
permet d'établir la loi de Kirchhoff sous une forme très générale et
d'étudier les conditions dans lesquelles les ondes élastiques et élec-
tromagnétiques thermiques peuvent être en équUibre réciproque. Ces
conditions se résument dans l'identité des deux fonctions arbitraires
de'Wien. 1 1 1 , 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 . , ! ' 1 ' 1 • , ! . ! ! ' 1 1 , ! 1 ! , ; . ! !

Chapitre F-

Les pressionsde radiation des ondes élastiques ont été étudiées par
lord Rayleigh, mais les formules données par cet auteur sont incom-

Àim.Èc. ^orm^ (3), XXX VII.-- DÉCEMBRE 1920, 58
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piétés et renferment (les contradict ions . Or ces pressions de-radiation
jouent un rôle très important dans toutes les théories du solide. J'ai

- repris le calcul et trouvé qu'une seule formule donne,. pour toutes les
.ondes , la valeur de •la pression exercée sur un miroir plan

,./ , à\o^\\p =•=: E cos2 •n -+• ——— •>
\ à\^)

E, densité d'énergie totale des cleax ondes incidente et réfléchie;
V, vitesse des ondes;
F, densité du 'milieu; ' ' '
Y], angle d'incidence.

Un raisonnement très général, basé sur la formule de Boitzniàn'u
(Chap. Il), explique ce résultat.

Chapitre VI.

Cette loi des pressions de radiat ion une fois é tabl ie , i l est possible
de reprendre, pour les liquides ou les solides, le raisonnement qui
fournit la loi de Stefan-BoItzmann dans le cas de l 'électromagnétisme.
Cette loi de Stefan se trouve profondément modifiée; je démontre
ainsi une loi des états correspondants, sous une forme très générale,
et je calcule les chaleurs spécifiques, l 'énergie, l'entropie,/la dilata-
tion du corps. Toutes ces forrnules^se précisent, si l'on admet pour la
loi universelle du rayonnement (Chap.. 1.1,1 et IV) l'expression. de
Planck, introduite comme loi expérimentale (lu corps noir. Les
formules ainsi démontrées sont très voisines de celles de Debye et ont
reçu d'excellentes vérifications expérimentales. -

Chapitre VII.

En, introduisant les conditions d'émission et d'absorption des ondes,
on peut définir leur libre parcours moyen; l'étude des échanges
d'énergie entre les différentes parties d'un l iquide ou d'un solide, lors-
qu'il existe un gradient de température, m'a permis de donner l'expres-
sion de la conductibilité calorifique. J'avais, dans une Note aux Comptes
rendus de 19 r 4, ind iqué aussi, une valeur pour la viscosùé. Mais ce
c.â.lc.ul, basé1 sur des hypotlièses.trop simples' (effet Dôppler, aberra-

.. lion),; était incorrïplefc.et devra "être •rem unie. .Les.évâluatiOB.s'da.Debye,
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au sujet du libre parcours moyen des ondes, sont aussi très critiquables.
Je remets à plus tard l'étude de ces deux points.

L/agitation thermique du corps solide ou liquide étant analysée
sous foraie d'ondes élastiques, 11 est intéressant de rechercher
comment se trouve troublée la propagation d'un ravoii lumineux à
travers un tel m i l i eu . J'ai repris cette étude par deux méthodes diffé-
rentes ( s ) . Dans la première, je généralise un ra i sonnement d'Eins-
tein sur cette question. Dans la seconde, j ' é tudie d'abord l 'influence
d'une onde élastique unique (traversant.le milieu) sur un rayon lumi-
neux, puis je fais la somme des effets de toutes les ondes élastiques
thermiques de toutes directions et toutes fréquences. La formule
finale obtenue est susceptible de vérifications expérimentales et
se trouve déjà confirmée., qualitativement par diverses observations,
dans le domaine des rayons X. Des expériences, précises seraient
1res souhaitables; elles permettraient de vérifier directement si la.
loi de Planck, jointe à l'hypothèse d'une fréquence l im i t e des ondes
élastiques (Debye), const i tue une approximation convenable; sinon,
elle donnerai t directement une loi expérimentale des rayonnements
élastiques thermiques. Le second raisonnement permettra, dans tous
les cas, une discussion, simple et rapide des résultats. . . <

( 1 ) Celle partie de l'exposé, n'ayant pas irouvô sa, place ici,, sera publiée ultérieu-
rement. Une Note aux Comptes re/iclu.^ clé l'^/cadé'/ïie des Sclenœs^ U t37, 1 9 1 4 5 P' ï 33 ï ,
en a donné l'essentiel. '

\


